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AMNALISE DE MDDELOS LINEARES EM DADOS DE COMTAGENS BINOMIAIS
NEGATIVAS, USANDD DADOS CRIGINAIS OU TRAMNSFCRMADOS

PARA NORMALIDADE E HOMOCEDASTICIDADE

Autor: Antonio Carlos Simdes Pido
Orientador: Prof. Dr. Dilermando Perecin

RESUMO

A conhecida dist,r’ibuig:'é'o binomial negativa & freguentemente
usada para interpretar varidveis de contagens, através de diferentes
técnicas.

Para comparar algumas dessas técnicas, guatro populagfes de
tamanho n = 30, foram geradas em computador, para diferentes valores dos
parimetros m e k, usando o procedimento de MNORMAN & CANNOMN (1972).
ComparacBes do nivel minimo de significincia foram também feitas,
inclusive guando as dez transformagles de wvariaveis, sugeridas por
BARBOSA (1983), foram usadas. Simularam-se 1000 ensaios para cada uma das
112 combinagBes de 4 populagBes (tratamentos) englobando casos de
populagBes iguais e casos com diferengas em m, k ou ambos.

Dave-se ter cuidado ao aplicar transformagles de dados,
particularmenta se nio ha homogeneidade de k.

A estatistica Cla) proposta por BARMNWAL & PAUL (1988.:', mostrou
alguma robustez para valores n3c homogérieos de k, conduzindo a resultados
equivalentes agueles obtidos usando dados n3o transformados.

A analise de varifncia, usando o teste d= minimo gui-guadrado

2
XU mostrou ser viesado, superestimando valores gquando 2 matriz



ix.
de varifncias e covarifincias & desconhecida. Se a matriz de varifncias e
covarifncias & conhécida, os resultados s3o equiQalentes a agueles obtidos
dos dados originais.
Resultados similares foram cobtidos para populagfes menores, n =
10, quando um Dodér‘ decrescente do teste foi detectado. Foram escolhidos

20 casos e simularam-se 1000 ensaios para cada caso.



LINEAR MODELS ANMAL YSIS OF NEGATIVE BINCHIAL COUNTS
USING CRIGINAL, AND TRANSFORMMED DATA FOR NORMALITY

AND HOMOCEDASTICITY

Author : Antonio Carlos Simdes Pi3o

- Adviser : Prof. Dr. Dilermando Perecin

SUMMARY

The well-known negative binomial distribution is quite frequently
used to interpret counting variables, through different technigues.

In order to compare these techniques, four populations of size
n = 50, were computer-generated for different values of the parameters m
and k, using HORMAN & CANNON (1972) procedure. Comparisons of the
minimum level of significance are alsoc made when the ten transformations
of variables, as suggested by BARBOSA (1985), were used. For that, 1000
essays were simulated for each one of the iié combinations of 4
populations. This covered egual and different populations with respect to
the par‘ameter:s m, k or both.

In conclusion, for some values of the parameters m and k, there
is no necessity of any data transformation, par‘tic‘::ular‘lg if depending of k.

Statistics like Cla) proposed by BARNWAL & PAUL (1988) showed
some robustness for non-homogeneous wvalues of k, leading to eguivalent
results to that ones obtainned using untransformed data.

The analysis of variance, using the minimum chi-square test )(U2

showed to be biased superestimating values when the variance-covariance



xi.
matrix is urnknown. If the variance-covariance matrix is knew the results
are eqguivalent from those obtainned from ortginal data.
Similar results were obtainned for smaller populations, n = 10,
when a decreasing powér of the tests was detected. In such a case 20

combinations and 1000 simulations for sach combination were performed.



1. INTRODUGAD

No campoc agrondmico, testes com inseticidas geralmente s3o
avaliados através do numero de insetos sobreviventes ou de partes de
plantas danificadas pela praga. As anilises estatisticas de tais dados
repressntam um sério problema para os estatisticos, pois n¥o se conhecem
perfeitamente as distribuigﬁes de probabilidade gue possam descrever tais
dados.

De um modo geral, o conhecimento das distribuigBes das contagens
permite a escolha de transformagOes para condiges de normalidade.
aditi\)idade e homocedasticidade, permitindoc a aplicagﬁo das teorias
classicas de modelos lineares. Essas analises s3o, em geral, mais
eficientes que as existentes no campo da estatistica n3o paramétrica.

A partir dos trabalhos de HINZ & GURLAND (1967 e 1968), tém
sido desenvolvidas técnicas alternativas para estudo de modelos lineares
em dados de contagens. Essas tecnicas permitem o uso de mais do gue uma
estatistica para 2 estimag3o de cada pariametro, o que, em principio, podera
conduzir a uma maior eficiéncia. Pdr* exémplo, a partir da média, da
variincia e da freguéncia de zeros, & possivel estimar patf‘g.metr‘os de uma
distribuig3o binomial negativa, que & uma das distribuicSes mais

empregadas em dados de contagens.
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Além disso, & possivel estudar modelos lineares com dados
originais, ver PERECIN (1979). HNote que, esses estudos ndo poderiam ser
realizados com as técnicas comuns de analise de wvarifncia ou de
regress3o, pois seriam necessarias transformagtes gue poderiam destruir
os modelos lineares originais; o gue n3o acontece com 0O uso da técnica de
modelos lineares, adaptada ao métcdé dos minihas gui-quacdrados.

Meste trabalho, o objetivo principal é comparar a partir de dados
simulados com base em diferentes distribuigSes binomiais negativas, as
seguintes técnicas de analise desses dados: anélise de vari3ncia sem
transformacdo; andlise de varifncia com 10 transformagBies citadas por
BARBOSA (1983); analise de varifncia “similar” usando a prépria
distr*ibuigio, proposta por HINZ & GURLAND (1968) e a estatistica Cla),
proposta por BARNWAL & PAUL (1988),

Para este propdsito, foram inicialmente gerados, para cada
condig8c dos parimetros m = (05 10; 20; S0 e k = (1,0; 1,5 20; 2,5.5 , 1000
ensaios com amostras de tamanho SO para cada uma das 4 populagfes. As
amostras de distribuigcSes binomiais negativas foram geradas usando o
procedimento rapido de NORMAM & CAMNMON (1972). As estatisticas dos
procedimentos de analise foram comparadas usando a distribuigdo do nivel
minimo de significdncia, sua média e varifncia; média = varifncia dos F
ohservados; média = varifncia dos ¥° observados, do método de HINZ &

GURLANMND (1968), tanto para & conhecido como estimado.



2. REVISAD DE LITERATURA

2.1. Estudn da distribuicSo bincmial negativa

A dist.r‘ibuig;go binomial negativa & descrita por dois parametros;

amédia m) O e oexpoente k) 0. O par8metro k pode ser considerado

como um paridmetro de dispers3o , pois quanto maior o valor de k, para um

mesmo valor de m, menor sera a varidncia.

A varifncia da distribuic3o & dada por:

2
0'2=m+ m

k

e a probabilidade de se observar um valor r =10, 1, 2,

& dada por

= [+ k) m__ m y-K
P = TS (m+k) (i+k)

Na pratica, porém, o valor de k e fraciondrio, tornando dificil a

utilizag3o desta férmula, podendo-se, no entanto, por recorréncia obter as
probabilidades:

¢

Pr + 1) =K
r

+r m -
1 m+k)P(r) r=042 ...
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Quando k tende a infinito a distribuigﬁo binomial negativa tende
para a distribuig:so Poisson. Por outro lado, se k tends a zero a
distribuigdo binomial negativa aproxima-se & série logaritmica.
Al GUHMAS PROPRIEDADES, (ANSCOMBE 1550)
a) Fung3o geradora de probabilidades:
r -k _
Et' ) = (g - pb) kyQ, pYbd, a=41+p
b) Fung8o geradora de momentos:
EeM =0t -pet- ¥
c’ Fung:go geradora de cumulantes fatoriais:
e o i-ésimo cumulante fatorial é:
- : i
I\(i) ={(i-1Mkp

d) Fung3o geradora de cumulantes:

oo i
InEe' =3 Kk L = k1t - plet - 1
i=1 o



e 0s quatros primeiros cumulantes s3o:

Ky =kp=m;

m2
K2=kp(i+g)=m.+T;
Ky= k{1 + pX4 + 2p);

Ky = kplL + pX4 + 6p + 602 ;

Para a obtengﬁo dos cumulantes usam-se as propriedadas:

a) Relagdo entre cumulantes e cumulantes fatoriais

{populacionais)

Ko = Kegy + gy + Keyy

Ko = Kigy + 8Kmy + TKezy + Kegy
b) Relag3o entre cumulantes e momentos (populacionais)

R =K,
, 2
o =K, +K;
3
;{.!,3“=i{3-o-3|<21{1+|¢:'1 ;

2 2 4
By =Ky + 4K K, + 3K, + 8K, K, + K,



2.2. Método de minimos qui-muadrados, para estimacdo de parametros

GLATTI & GURLAND, 1562a)

Os estimadores de mixima verossimilhanga para os parfmetros da
distribuig8o binomial negativa s3o dificeis de serem obtidos; métodos
iterativos para a obteng3c desses estimadores tem desvantagem da
convergencia do processo depender em muito do valor inicialmente proposto
(HINZ & GURLAMD, 1967). Esses autores apresentam, como alternativa, um
método de minimos gui-quadrados, para a estimagio e analise de
parametros da referida distribuigSo.

Sejam s estatisticas S = (s, S, . . ., Sg ), para estimar b

pardmetros © = (0, &, . . ., 6y, ) (s ) b). Suponha-se que S seja um
estimador consistente de § = (8§, 8§, . . ., §s) onde os §; s8o fungdes
dos b Darﬁmetros.

Ma classe de estimadores que sido fungles de S, estimadores

assintoticamente melhores s3o obtidos minimizando

Q=6-§ Ete-
onde
L = E{ (S - E(S) (S - E(©Y )

& . » . ) Fa > - .
& a matriz de covaridncias de S e £ & um estimador de T. Considera-se

A

aque, L & ndo-singular.

Demonstra-se gua assintoticamente a guantidade G & um gui-
-guadrado; os estimadores assim obtidos s3o chamados estimadores de
minimo qui-quadrado. A desvantagem desse procedimento & gue as solugdes

[~

dessas equagdes s3o ndo lineares.
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Entretanto, de acordo com HINZ & GURLAND (1967), é possivel

escolher estimadores tais gue as relagfes entre § e © sejam lineares.
Seja f(S) = (F,(), £,(5), . . ., f5(5) ) uma transformagdo i : 1 do espago S
no espago (S ; entdo os estimadores obtidos minimizando o X? para (S
tém as mesmas propriedades assintdticas dagueles obtidos minimizando o

x2 para S. Isso permite obter eastimadores cimilares aos minimos

quadrados generalizados.

2.3. Funges de cumulantes fatoriais e o método de HINZ &

GURLAND (1967)

Pode-se obter estimativas dos par8metros da binomial
negativa através dos minimos gui-quadrados. Esses estimadores podem ser

baseados nos cumulantes fatoriais amostrais.

Se u,J-' , Ky e K denotam o j-ésimo momento, o
j-ésimo cumulante e o j-ésimo cumulante fatorial, respectivamente, pode-se

definir

K= K5 Qs o' s . oo i)

K(J) = K(J) (Ki’ Kg, R K )

K .
N0 = _(J_K"'_i)
)
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& matriz de covariincias assintéticas I de (ﬁj(l{), i=0 4
2,3 ..., s-1) @ expressa pelo produto
E=0,7, 7,V T3 3,73, Y

onde as matrizes V e J i =30 definidas como segue:

1. V & a matriz de covariincias sxs dos estimadores dos momentos

dados por:
=ri ! ’ o .
V=Dlg@ - &2 Gi=L12...,9
. . aKy . "
2. J, e a matriz jacobiana vl sxs, correspondente a transformacgao
b
dos momentos em cumulantes.
o)

3. 1, & a matriz jacobiana

2 ol R correspondente 3 transformagio

i
dos cumulantes em cumulantes fatoriais.

4. J, & a matriz jacobiana , 5xs, correspondente a transformagido

aﬁi
K5

dos cumulantes fatoriais para funges n;-



2.4. Estimadores de minimos gui-guadrados, com solugSo isual a um

modelo linear generalizado, HENZ & GURLANMD (1967).

0 procedimento de estimag3o usadb & uma extens3o da técnica dos
minimos gui-quadrados, baseada nos resultados de BARANK_IN & GURLANMND
(1954) e foi empregado em varios contextos por HINZ & GURLAND (1968/70).

As relagSes entre § e € sdo lineares e podem ser expressas
na notag¥o de matriz  § =W © onde § & um vetor de fungSes lineares
dos parémetros, € & um vetor de parimetros e W & uma matriz de
constantes sxb, s & o0 nimero de estatisticas usadas, b & o nimero de
parimetros a serem estimados e s » b.  Por exemplo, para a distribuig3o

binomial negativa e s = Z, tem-se

§J‘=anN11=iJ Wjj.:ODar\aj)i)wjz:j'il ei=kpl ea=p-'

Seja f? um vetor amostral sxi correspondente 2 . Denotando
a matriz de covariincias de ﬁ por L, podemos obter estimadores de
minimos gui-quadrados para ©, minimizando a forma guadratica

GH-mELtH-m

~ A + - . . . Ead
em relagdo a ©. I e uma estimador de I obtido pela substituigao dos
paridmetros gue aparecem nos elementos de T por ectimadores
4] Ed . N
consistentes. Isto e, produz estimadores €@ gue sao assintoticamente

eficientes dentro da classe de estimadores regulares gue s3o fungdes
fal - Card . .
somente de 7. Mo presente contexto, os estimadores s3o idénticos na forma,

aos estimadores de minimos quadrados generalizados e s3o dados por
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S=EtwitwEty

Especificamente para a binomial negativa com ©; = kp e ©,

]
o

temos N = WO

onde
1 0 0 0...0 e,
W = ; e = i
0 1 2  3...s1 e,
7?’ = (770; 1’71; PP ﬂs_i )

que produzem

a b
1]
D>
)
>
1
¢->| >
-~

»

2.5. Combinando cumulantes fatoriais e freguéncia de zeros

A eficibneia do procedimento do item anterior é discutida por
HINZ & GURLAND (41967), mostrando qgue o emprego de apenas 2 ou 3
estatisticas de S s3o suficientes para se obter alta eficiéncia na maior
parte do espago parametrico; recomenda-se o uso de s, e s, COmO
fungfes de estimativas de cumulantes, & s, caso existam muitos zeros,

como fungdo de freguéncia de zeros.
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E possivel obter estimadores mais eficientes para os pardmetros
das distribuigBes, combinando os cumulantes fatoriais e a freguéncia de
zeros. Esses estimadores s3o altamente eficientes e sdo obtidos como
solugBes de eguagBes lineares.
Para descrever esses estimadores adiciona-se uma fungdo «
definida como fungdo dos cumulantes e da freguéncia de zeros.

(Ng + N /N
Para a binomial negativa « =py (4 + 1) ° Y 1 =p

s » . ’ . ) sy
A matriz de covarifncias assintdticas If de (ﬁo, Ny <o Mgy
& ) é dada por
©* = 3, G I
) 2 - . . A ) L
onde G & a matriz de covarifincias de G Ry .. . flg. s P @8 N & ©
tamanho da amostra.
nkl Ty Jo T, A
nG =
L -
Masta expressao, L , J 4+ Iz, Jy foram definidos previamente, pg )

frequéncia relativa de Zeros,

A"—-(Hrl,; uz.‘)'~-lus}) a



i1z,

J =
6 D Ba
83pg
onde | & a matriz identidade sxs , @ éovetor nulo sxieD é&o

vator ixs dado por:

D=(32 , 8« 8a
ang = any 3’75-1)

Estimadores podem ser obtidos pelo procedimento anterior,

entdo
& = (WF SELyE L o  pEL BF
onde
nf= @By, B, c ey ) 8
W
W=
0 i

onde W fol definido anteriormente.
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2.6. Testes de Hipbteses

26.1. Analise de dados ndo transformados, HINZ & GURLAND (1968)

HINZ & GURLAND (1968 desenvolveram metodos para analisar
dados de distribuig@es binomiais negativas, especialmente para testar
hipdteses lineares sobre médias das distribuicSes, tal como a analise de

Il .
variancia.
Sejam
i P 4] 5}
=k, Xg . i¥ng 1 G=42.0 M
amostras aleatorias de M distribuiges com fungdo geradora de

probabilidades binomial rnegativa,

s
3

(qj—pjm , onde qj=1+pj, Dj)kaJ‘}D: e
parimetros ¥ = | ky R

Pj

Pode-se construir uma estatistica Xj para testar a hipotese
sobre médias dessas populagSes. Para esse proposito necessita-se das
seguintes estatisticas gue sdo fungles dos elementos amostrais anteriores:
}?ij,(ﬂ e aj'o , 0 r-ésimo cumulante fatorial amostral e a proporgio

cbservada de zeros correspondentes a j-esima populagﬁo, respectivamente.
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Sejam
hio = Kiw
K
hj.r=_37:fr_12 r=412 ...
' Kim
. + h, W/h
= ST KA N1
aL‘.’,1 = Dj,o {1+ h.),i) i

2 Fa)
Os valores populacionais correspondentes as estatisticas K. »

Py 8541 Pjo S0 Kigy » Myipn s @500 Pjq0 respectivamente.
Sejam
! . i . .
T - [ hj,O ? hj)i F PR | hj}sj ! aj'.l J
ToarT® @0 ™y

sendo seus correspondentes populacionais, respectivamente,

N . ) . .
§ - c 7'.“&'0 ] T?J-'L R | njisj E a’j,i ]
§ = {Q(i) ; §(2) P §(M) ]
Suponha gue se deseaja testar a hipbotase
1] A
He . =1, G=4,2, ..., My ¢=HM)

30 30

o . .
onde N._ & valor especificado de 7
10 10
Seja §¥ um valor do vetor § que minimiza a forma quadratica

T- &t T-9
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- Ed O - ~ . . »
sob a restrigao de que njo = njo e seja § o0 valor gue minimiza esta
£ 3
v » - o d Al + . - -
forma guadratica sem restrigfes, onde I & uma astimativa consistente da

matriz de covaridnciazs T de T.

A estatistica proposta para testar a hipbtese anterior &

onde

el
A
]

T-§ 4T -8)

Um teste assintotico ¢ da hipdtese H, & dado pela seguinte reara; se
X: b x: rejeita-se H, onde x: & 100(1 - ¢) percentil da distribuigdo
qui-quadrado com M, graus de liberdade.

Dos resultados de HINZ % GURLAND (1967a), & evidente que valores de
Sj t3o baixo como 1 ou 2, fornecem estimadores de minimo qui-quadrados
para 8 gue podem ser comparados com agueles estimadores de maxima

ver‘ossimilhana;a em largas regides do esnaco parametrico.

262 Testes de hipoteses, com construgdo de analise “similar” a

analise de variincia

Utilizando o= conceitos de HIMZ & GURLAND (1968), desenvolve-se
a seguir um novo metodo para testar uma hipdtese linear geral em dados

com distribuic3o binomial negativa, ou outras distribuigSes de contagens .
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Testes de hipdteses para medias linearmente relacionadas em
distribuigfes binomiais negativas podem ser formulados usando a
: L 2
estatistica X, .
.. N
Fara este proposito, nota-se que os parametros ‘IfJ ={ kj PPy ]

da j-ésima distribuigdo sSo relacionados pela eguagdo matricial

§(J) - R(3) 111,(3)
onde
o, i Q o ... 0 ]
g9 -
0 i 2 ... 5y i

Este fato permite expressar os valores médios nj'o = kj p; como
uma combinag:go linear dos d £ M outros parimetros. Assim & poss'ivel
formular um teste de hipdtese, onde, alguns dos d pardmetros sejam
interpretados como efeitos principais, outros como interagdo etc , tal
como & usuzal em anilise de variincia.

Para reparametrizar os valores médios, escreve-se

A A(j) (;5(0)
W T
95(1)
onde A(j) = [ A A A ]l € t ixd de c© tant
= i g2 't Aid e um vetor ix e constantes
. {n)] 1 _~ e e - 2 =
conhecidas , & -] & sao vetores colunas da parametros

desconhecidos de ordem Myxi e M,xi respectivamente, onde My + M, = d.

5)] ~ ) \ .
Vé-se que os elementos de AJ sac analogos as linhas de

variaveis independentes nos problemas de regress3o multipla e que ¢(DJ &

A1) AL ~ .
@ corraspondem aos parametros da  reogress3o a serem estimados.
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Mo dessnvolvimento a seguir, os testes de hipoteses s8o referentes aos

parametros 95(0).

Sejam

¢(2) = (D_p Dgo o e s ) pm)

Py - (¢(D), ) ¢(1)" ¢(2)’ 3

pode-se expressar o vetor § como

en
§ = b =W
i N(m) i
onde W = (WP, W@’ u™7 & W? &a matriz (s; + Dxid + m
particionada
© M 0
NJ =
o i B(J)
Aqui 0..0 41 ©0..0
o o 2 0...0
B(J) -




i8.
onde todos os elementos, exceto agusles da j-ésima coluna, s3o nulos.
Usando resultados do item anterior, pode-se testar hipbteses lineares
sobre os valores médios de N0 935 M distribuigbes.

Por conveniénecia, pode-se expressar a hipotese nula em termos de

§ =Wy Tg+ W, T,
com
Hy=Tg=¢c
onde
rp=¢, I, =tsP", 621, Ww=tu,, w1,
MF=(T,I'’1 e ¢ éumvetor Myxide constantes dadas
Por analogia com a Anilise de Varifncia pode-se formular a

P 2
analise Xy

Variagdo GL Xy
DEVIDA A T'y M+ M, c,
"Extra” devido a Iy My Cq
Residuo diferenca Cr
. ) Ay
Total : 2 5;+ M TET

3

P . z2 . .
A ultima coluna designada XU , € analoga a coluna da estatistica F na
s a A . 2 . 2
analise de variancia. As correspondentes estatisticas X, ; (€, , Cy , Cr ),

nesta tabela, s30 obtidas pelo método dos minimos quadrados generalizados,

tal como em teoria de regress3o.



Testes de significfncia para I'y e T, s8o feitos comparando-se
as estatisticas Co, & C, com o 1004 - &) percentil da distribuic3o

qui-quadrado com M, & M + M, graus de liberdade, respectivamente.

Ma andlise anterior, os valores de 95(2) em § = W & sﬁ'oA

chamados de parametroz de per‘turbag;ﬁa desde que cﬁ(‘) contém P; da
distribuig:fio binomial negativa. Entretanto, hipoteses lineares sobre os P;
podem ser formuladas e testadas da mesma maneira. Do mesmo modo, testes

para os kJ- podam também ser formulados definindo-se a estatistica

f. =f?-c,/ fi.. e0 correspondente parimetro populacional ¥, =k.; tal
JID 3 J’l J;D

j!

test volve si ituicE . n. . e ¥,
e envolve simplesmente a substituig3oc de hJ:O & N, por Fm e ‘p.),o

.

respectivamente, e modiﬁca;&'ies apropriadas em I
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2.7. Método dos minimos gui-guadrados, usando a distribuico

binomial negativa (analise de varilncia "similar™

Serdo considerados dois casos:
a> Supondo I conhecido.
b) Supondo L desconhecido, estimado pela substituicdo dos

pariametros por estatisticas consistentes.

Para este método serfo usadas as estatisticas h, , h; e a

b

obtidas substituindo-se em n, . N, e & as correspondentes Fungﬁes dos
A 5 . . .

parametros populacionais pelas correspondentes amostrais, onde as

fungfes paramétricas

Ny = K( 4 = Ky = m = kp
K z K
(1) il m?
n = = — = = K
1 K(Z) *’\2 - K‘_ 5'2 - M
n
a = py N4 + %‘i y ! k

s30, pela conveniéncia de se construir testes de hipdteses para k.
(expoenta) ou kp (média), lioeiramente diferentes dos definidos no item
23 e py € a proporgdo de zeros.

© "Especificamente para estimar a média m e o expoente k da

distribuig8o binomial negativa, tem-se

4y
Lo}
2]



ent3o

onde hy,

populacionais pelos correspondentes amostrais, e o valor de a

substituindo-se em

a2

hy

respectivamente, =

onde

b=~

Assim,

z

oo
I

Wr

« as fungles N, e

n,_: & 1]
fy, & 1

o
kp

i
k

i

kp

por

P, pela pr‘oporgé’io observada de zeros.

a matriz de covariancias assintoticas de
= J4 G 34}
8
K i -k
2 a, - K e
&, & Pobs
Ky - K2 K, - K K, - Kf
Poda
a4 — {1 - po)
Lot (K, - K0P Po 0

2
8, = Ky (@K, - K K, - K, K,)

21.

s3o obtidos substituindo-se em Ny e Ny Os cumulantes

obtido

hy .

T, & dada por:



22.

©
»
|

3 2 2 <]

Ky DK, Ky + 2Ky + 2K; + Ky ) - 4K, (K, + Kp) 1+ K, K,
2 2

8 = Ky K- Ky + K,)

KJ- - representa o j-ésimo cumulante

i ] 0
Sa B 8a.
an, an, 3,
L ..
onde
Ba _ g -t
ang =Py 77; (1 + o )
Ba _ Moy ¢ 1 Mg T
a,‘,71-:::01'71(5.+”1) [1?1 7?0+7?1+1n(i+7?1)]
da Mg 11
T = N, &+ o )}
A estimativa da matriz de covariincias assintéticas & & obtida
substituindo-se, em L , os cumulantes populacionais (Ki Y, por suas

estimativas (!?:i) ndo viesadas, dadas por JOHMSON & KOTZ (1969).

Para uma amostra aleatoria x,, x5 . . .., xn ; as estimativas dos

primeiros 4 cumulantes s3o dadas por:

' i
Ki- n 4

Fany
n
n
[S
wm
n
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£ =N ___ c
K"—(n-i)(n-Z) it

2
[in+ s, - - g3

e

_ n
4 " (nh-1n-2n -3

onde
n n 5 n N4
Sl"le SZ"'Exi 53-2"1 54"21'1
=41 1=i ' 1=1 i=4
- 12
82 = 52 - A SL
- i 2
83—53- ﬁ51~2+¥51
- 4 & 2 3 4
S4= Sy - 5SS +-% S; S - 5 S
n n
Para a dist.ribuigfio binomial negativa, como para outras

distribuigBes , pode-se fazer inferéncias sobre os par8metros através do

método dos minimos qui-quadrados.

2.7.1. Estimativa e teste de homogeneidade para o parametro k.

Sejam
j )] {3 {3
ok, w2, ,xn‘;l G=4,2 ..., M)
amostras aleatdorias de tamanho n; de M distribuigbes binomiais

negativas.

Fara cada populagio amostrada, podemos definir os parmetros §,

fungles dos cumulantes fatoriais, e «, uma combinagdo dos cumulantes

fatoriais e da propor‘ggo de zeros.
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Entio, neste caso, tem-se o- vetor g para cada populagﬁo

amostrada dada, por
G ) .
§ - [ ﬂj’o 4 ﬂj’l ! Q‘,J ]
e sua estimativa
T(J) ’ -

[ hj;o; hj,i H aj ]

Desse modo, obtém se, para cada amostra, a matriz de

A e, j , ()]
covaridncias assintdticas de T(J) , que sera denotada por L I .

. . &)
Seja agora a matriz W 3 , para cada amostra, dada por

i(J)' o '
N(J) - a ' 1(.]) ’
e &
a3 = - M
onde 1(3)

representa o vetor linha de ordem M no gual o elemento da

L4 - ’ . . . L d 4
J-esima coluna & igual a unidade e os demais s3o nulos, e © representa

um vetor linha nulo de ordem M.

Ent3o, para cada conjunto de M amostras, tem-se

¥

e R
T o= T, @™y
AL o o
£ o 22 o
A M)
o 10 e ... £
L. -




5 h

W tkp),
W o= W@ r = | &o,
W™ (ko

8M = “2M -

ki

kﬁ

am bk 4y

Ent3o, tem-se

minimos qui-quadrados ’é de § minimizando a forma guadratica.
(T- §Y &4 -8)

Estes estimadores s3o obtidos por

onde

Lo
"

WEt Wyt et T
Para testar a hipotese

Hoozkj'—'kc (j=i;2,...)M);
Pode-se obter os estimadores de minimos qui-guadrados de

minimizam (1) sob as restrigBes da hipotese Hy, expressos por:

25.

§ = W, = pode-se obter os estimadores de

(1)

e
g
1]
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U DL gE L E BT

2
xU

§-! N* r-i
onde
re =
Ni(i)
N;(Z)
W =
(M
3¢ ut
L -
{3 ?
i.J)
N*(j) -
@
s L @
Pode-se definir a estatistica
hipotese Hg, © k3 = ke (=141, 2
2 2
Xy = XR! - R
onde
2 ~ F ’
Xg = (T-8§8Y ZH(T -8

2 FS
xR,=<T-§*)'2'1<T-§*>

M+ s

com o proposito de testar a

.. oM, usando a estatistica

Um teste assintotico e para testar a hipotese H,; é dado por

- ) 2 2 2z . ;
Rejeitar Hg, se e somente se X, 2z ¥ ,onde X. & o 1001 - &) percentil

da distribuig3o gui-guadrado com M - 1 graus de liberdade.
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272 Estimativa e teste de homogeneidade para o parametro m
{m = kp)

Para testar a hipotese

Hgy - m; = Mg G=4,2,...,M
Pode-se obter os estimadores de minimos qui-quadrados de § que

minimizam (1) sob as restrigfes da hipotese H,, , expressos por:

I§\1 = W f‘i
onde
o=, &tuw, yiuw o7
W]
wi
)
wl
N.l = .
)
amM wi M4+
i @
) .
w® =1 o 1@
G
s | 0 i ML

2

Pode-se definir a estatistica Xauq ©om o proposito de testar a

hipotese H,, dada por:



onde

Um teste assintotico ¢ para testar a hipotese H;, é dado por:
2
Rejeitar H,, se e somente se Xgyuy 2 x: & o 100(1 - ¢) percentil da

distribuic3o qui-quadrado com (M - 1) graus de liberdade.

2.7.3. Estimativa e teste de homogeneidade para o parimetro m,

com a restricdo de k comum

Para testar a hipotese

Hgz © my = mg, com a restricdo ki=keG=42 ..., M

Pode-se obter os estimadores de minimos qui-quadrados de § que

minimizam (1) sobre as restrigSes da hipotese Hy; , expressos por:

onde
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D
0,2
W, =
o | W |,
1 0 .
WY = | o 1
3 0 i 2
L -l

. 2 ..
Pode-se definir a estatistica Xgumie COM O proposito de testar a

hipotese Hg,, dada por:

onde

Xy = (T-8) £ta- g
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Um teste assintotico & para testar a hipbtese Hy €

-~

K3 . r 2 - 2 (] 'y 2
dado por : Rejeitar H,, se e somente se X . 2 Xz ,onde - X, &

100(1 - &) percentil da distribuigﬁo gui-guadrado com (M - 1) araus de

liberdade.

Por analogia & teoria da analise de varifncia usual, node-se

> - - 2
formular uma “Analise Xy ", apresentada pela tabela:
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4 2 A . . s
ANALISE DE X, (Analise de variancia "Similar”)

’ 2
EFEITOS GL X
2 2 2
Modelo k comum M+ 1 X g=X5-X_3
™M R
. 2 A
Residuo sob k comum 2M - 1 X g =T - 8 0T - 8%)
s 2 2 2
Modelo k variavel ZM Xy = Xg - X5
¢ 2 A A ~
Residuo completo ] Xg =(T -8V (T-8)
. 2 2 2
Homogeneidade de kg M-4i Xy= XR* - Xg
) 2 2 2
Homogeneidade de m M- 1 Xaum = Xum - Xr
. 2. A A
Residuo socb m comum 2M- 1 K = (T - §, Y T (T - 3'1 )
. 2 2 2
Homogeneidade de m com kg M- 1 Xaumic= Xy ~ XR*
. 2 A A A
Residuo sob m e k comuns 3M -2 K= T - 8 ¥ T°H(T - 85
2 .Y
Total 3 XT =T i

0 inconveniente deste método, refere-se aos aspectos

computacionais. Mote que as matrizes apresentadas tornam-se muito

grandes, quando M cresce.
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2.7.4. SimplificagB0 dos calculos

Para diminuir o tempo computacional e possibilitar o uso de

computadores de pequeno porte, BARBDSA (1989), desenvolveu formulas para

o caleculo de algumas matrizes:

onde Di i =1, 2,3 s2o matrizes diagonais. Repreaesentando os elementos .

da inversa da matriz de covarifncias da amostra k (=1, 2, . . ., M), por

L B o)
L = | Sy

3 3

o5 elementos da diagonal das matrizes D, , D, e D; s3o dados,

respectivamente, por:

&)

900 = S1s k=142 ..., M
)
dogagy = 2 S5 k=42, ..., M
J=2
3 2 (K
dygay = 20 2 Sy ®k=42 ..., M
1=2 )=2

Além disso, sua inversa também pode ser facilitada, obtida por

W Wt
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onde D,, D e D, s@o matrizes diagonais, cujos elementos da diagonal

s30 dados por
A1)
2
Ao 93k - Y2ado

L

daqae) =

Ao ek

!

A5ty = - 7]
digdo I3ado - Y2tk

94 (teke)
Ayade 93t - Y2k

q

o

WEt T=

|
1

Mxi

v

~

Mxdi
L i

dados respectivamente , por:

sendo o5 elementos de u e

<

g ) k)
gy =2 Sy Ty k=12 ...,M
=1
3 3 () 1{9)
=1 =1

tle)
onde Tj representa o j-ésimo elemento do vetor T, correspondente a

amostra k. Ent3o, o estimador de minimos gui-quadrados de I' & dado por

fza ftuyrtu &7
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Escrevendo
r
FaY
 » S R
I,
tem-se
Fioo = 9am0 Yo + 950 Vao k=12 ...,M
Faw = 95000 Yo+ Fsado Voo L k=1,2..., M

Para cada matriz WE Dt WE & WE' £t T, tem-se

wE' EtwEo | D, ‘

(RS

y' l >7Y

os elementos de y e c, s3o dados, respectivamente por:

H(k) = dZ(kk) N k = 1, 2, c e e M)

3 2 W
cy = g.: 2 2 5ij

k=t i=2 j=2

Além disso, o wvetor WE £t também pode ser obtido

diretamente por:

=
]
>
-
-4
1]
-

Mxd



onde

3as.

Ent30, o estimador de minimos qui-guadrados de I'* & dado pelo processo

de "absorg8o” na solugSo do sistema:

QF Bl ygEyrE o oLE BT

obtém-se
I =0 My, By, ..., My ks
onde
i i ¢ kol k=12 M)
m; = —— u - H L] = 1] Y IR
k= g | 0 T o
e
o . S Ydo Y6
2 d
k:i 1(kk)
ke =

Para as matrizes W,’ £t W, & W, £4 T, tem-se

- -
sd, Y
1 i )
W/ ELW, =
y' Dm
Mo () ,
onde sd;= > S, e Dp & uma matriz diagonal dada por

=1

3y ¢
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além disso o vetor W,/ £1 T pode ser obtido
Ay
Wy Bt T = | —
v
Mx4
onde
M 3 k) _(k?
Ai = 2 513 T(J)

k=1 j=t

Ent3o o estimador de minimos gui-quadrados de I, & dado pelo processo

de "absor*gﬁo“ na solug:io do sistema:

MW, EtWHP, = W' BT

cbtendo-se I, =[fg, Ky, ky, ..., Kyl ,onde

o o 2 9ot
mge = A, - (=d-, Ve ) /4 (sdy - -E8R )
c] 2 S0 Vo LT 2 Fagge
IS Ay - d f‘n
k= 2k T ogo-yg,2,.. ..M
93(kk)
Para as matrizes W, £7'W, e W L' T, tem-se
sd, sdy
le' é-l Nz =
sd, =34




onde

M
sdp = 2 dag
k=1

Além disso, sua inversa pode ser obtida facilmente

Cy -sdy

Wy Etuy e —34 -
sd, c; - sd,

Ent3o, o estimador de minimos qui-guadrades de I’ ., & dado por

fo=o Etw, 0w &47

obtendo-se

onde

Qc - = sd, A; + sd, C;

gd, c; - sd;

37.



2.8. Transformacgles dos dados

A maioria dos testes usuais, associados com analise de variincia,
pressupbem gue as observa(;'&as sejam independantes e normalments
distribuidas, com variincia constante & com asperanga aspecificada por um
modelo linear em um conjunto de pari3metros ©. Mas, na pratica, muitas
vezes, trabalha-se com dados ndo normais, em que existe uma relacido
funcional entre a média e a varifncia. Mestes casos, antes de aplicar a
teoria normal usual, & conveniente aplicar uma transformagdo aos dados,
de modo que a v;riével transformada saja ao menos aproximadamenta normal
e tenha varifncia aproximadamente constante.

Neste sentido, o conhecimento da distribuigio de probabilidade
dos dados é& de fundamental importdncia para que se encontre uma
transformagio adequada.

BARTLETT (1936) mostrou ague se X & uma variavel de Poisson

commédia m e VY & uma variavel aleatéria, cujos valores y s3o cbtidos

pela transformagio
y =4 X
e . 4 ’ . o A .
entido, a wvariavel Y & aproximadamente normal, com variancia

aproximadamente igual a 1/4, guando m & grande.

0 mesmo autor, mostrou ainda que a transformagio

& um pouco melhor, guando m n3o & muito grande.
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Segundo BEALL (1942), guando os tratamentos s3o aplicados de
acordo com um delineamento em blocos ao acaso ou outro delineamento
experimental e suas avaliag@es se baseiam em contagens de individuos por
parcela, essas contagens aproximadas com um k comum estimado da
distribuigdo binomial negativa fornecem uma anadlise mais informativa.
Meste, ou em ocutros casos, as amostras binomiais negativas com k comum
podem variar bastante em suas médias, mas compar‘agaes entra as média de
duas ou mais distribuigBes binomiais negativas s3o mais simples guando
elas tém uma mesma dispersio em termos de k.

Em muitos outros casos, os resultados de um experimento de
campo s3o obtidos através de contagens e avaliados por uma analise de
varifncia. Embora, na maioria das vezes, computados em termos de raiz
guadrada, que poderia homogeneizar a varifncia de uma contagem do tipo
Poisson, os dados s3o comumente sobredispersos e necessitam de uma
transformagio mais apropriada para a distribuigdo binomial negativa.

Duas transformagBes tém sido propostas para estabilizar a
variincia, ambas dependendoc de um k estimado. A primeira, proposta por

BEALL {1942) & dada por

4 = arc senh ,‘E :

onde X s30 os valores observados da varidvel original. Esta
transformacdo & melhor estudada em ANSCOMBE  (1948). Uma outr*a'
transformaglo gue pode ser menos eficiente gue a primeira (dependendo.do
valores da média m e do expoente k) foi descrita por ANSCOMBE (1948) e

& expressa por

g:ln(x+%k)
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A ascolha da tr‘ansf-‘or‘maggo adequada para um conjunto de dados

& facilitada guando se conhece a distr'ibuig'a"o de probabilidade dos dados.

Os efeitos das tr‘ansFormagﬁes tém sido estudados em muitos trabalhos,

sendo gue, especialmente sobre dados com distribuit;’éo ‘binomial negativa,

destacam-se os trabalhos de BEALL (1942), ANSCOMBE (1948) e BLOM (1954).

BARBOSA (1983 estudou as seguintes transformagfes:

a) 4 x

c:)ln(x+1'-k)

2

Ix + 0,4
&) arc senh T{——_—D,—4-

@ ln{x+ D

DA o+ 4x+i

onde

|3
x + 0,2
) arc senh - 08

x - dados com distribuit;io binomial negativa

k - par8metro da distribuig3o binomial negativa

Todas estas transformagBes s3o citadas na literatura para uso

em contagem de insetos, sendo que

gquatro delas {(c, d, e, f) dependem do

expoente k da distribuicdo binomial negativa e o método de anilise sera

através da estatistica

F de Snedecor.
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29, Testa da igualdade de medias na presenga de um k' comum

(BARNWAL & PAUL, 1588)

29.4. Estimagio pelo método da maxima vercssimilhanga

Considere-se que os dados, referentes a uma variavel

denotada por X , sejam independentes e duplamente subscritos com Xij

M NB(m;, k) para j=1,2,...,nei=4,2 ... ,M As hipéteses sdo H, :

my=m;=...=me H,; :nem todos os m; s3o iguais, paratodo k>0 . O

log de verossimilhanca, sob a hipotese H, , & :

M
my, ..., my,k)=ln 0 prix; ) =
1 M i=g Py
n. -1 s
™ i x: + kK k'm. X .
= 1n 0 H Ly Lk,
=1 j=1 Xl + TR mkt 4+ o 1+ kimy

ver em COLLIMNGS & MARGOLIN (1985) que l"(xij + k) se transforma em

| §({%3) g k(1 + k)1, entdo

n

M i
Umg, .. .omy k) =3 3 - 1oyl 4 xgg IntTim ) - (g o+ R InCh 4+ KCTmy )+
=i J=1
Sntkid+kta-03)13 (2.9.1)
1=4

0 log de verossimilhanga sob H, , denotado por lm , k), € obtido
substituindo-se m=m{i=42 ...,M Yem (2941 Sob H; , 0

estimador de maxima verossimilhanca de m; e obtido de



. -1
a1<mi,...,mﬁ.k>=n1 et I M)J:D,
ami . img m.i. k"mi-:-i

cuja a solugdo fornece:

n-
l x.. x--
A, = T R JURI * i =
m; = E: ﬁ).- = Xj; = i i=4,2,...,M

=1

L]

e, sob a mesma hipétese, o estimador de maxima verossimilhanga, k, de k &

obtido como solugdo de:

Blmy, . .., my, k) M i Xijg  Xig My -kym)
8k =2 . L% T 7
i=1 J=1 4+ k, m; ?
Xij kf

2 -1
+ Ky Inld + kymy ) - 5 -~

T ] =0
=1 k, (1 + Kk, @ - 0

M n; X5 k-l o
=2 2nlint+k™ap-3 ¥ ¢ — J1=0 2392
i=1 =1 =i L +k10-40

desde gue a solugdo seja ndo negativa.

L. P 2 Fa -
Sob H; , o estimador de maxima verossimilhanga de mé m=%X =

b
Z F”, onde n =X n;. O estimador de maxima verossimilhanga, kg, de k,

sob Hy , @ obtido como soluc3o de:

5 0W g -
NIl + kg™ %)-3 3 ¥ ( —P——13=0 (29.3)
i=4 j=1 1=1 L +k,Q -1



43,
2.9.2. A Estatistica Cl)

Suponha-se que a hipotese alternativa seja representada
por m; =m + ¢; , com 4, =0 . Ent3o, testar a hipdtese nula de
homogeneidade dos m; reduz-se a testar H;:¢; =0 paratodo i, com
m e k tratados como parSmetros de perturbagSo. TAROME (1985
aplicou esta técnica para derivar a estatistica Cla) para testar 2
igualdade de diversas razSes impares. Sob a reparametrizacdo acima,

séja 1, ologde verossimilhanga em (2.5.1).

Definindo 6 = (@, . .., ., ) @ ©=(0,,0) =m, kY,
escrevemos:

¥ 8¢]¢_0 i=41,...,M-1),

- Al

7-[8934, G=1,2)

Seja é algum estimador «n - consistente de © sob &

hipotese nula . 0 teste C(@) e’baseado em Si(é )= wi<é ) - .G,_’Ti(é ) -

A3 ~r .
-8, T,0), onde B, e B; sdo coeficientes da regressfo parcial de
Wy sobre 7; e (!J-l sobre 7, , respectivamente. A varifncia e
covariincia de S = 5@, ..., 54.,02 & D-APR'A ,ondeos 4 .,) -

-ésimos elementos de D, A e B s3o:

D EL a%1_ 4

ij = T 3¢; 39, 89; ~g=0’
2

A = EL- 2217 :

ij 34,30, - #=0
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B.. = E[L - .12__1__ 3
i3 aeiaej $=0
respectivamente. Depois de substituir © en S, A e D por é , a

estatistica Cle) toma a forma S M- APB*A YIS, qgue tem

aproximadamente uma distribuig:ﬁo qui-quadrado com M - 1 graus de

liberdade.

=l

Usando-se estimadores de maxima verossimilhanga de m =

e k = kg, aue s8o An - consistentes, ent3o pode-se mostrar gque ’)‘i{é\) )
= 72(§ )=0, e entd3o Si(é ) = wi(é ) . Depois de alguns artifificios
de algebra, incluindo-se estimag3c dos wvalores esperados das derivadas

parciais mistas, obte-se a sstatistica Cla) como:

C(F. - ¥ 2
z i nl(i'l_

Xcim) = 2 —. T _ .
i=i ¥ {4 + ko X )
Usando-se o método dos momentos para calcular as

estimativas dem =% e

) - 2 . U i Xy - X )2
k=k = '—'—é———:— ) onde S = E 2 —("n—:"T )
E - X i=t j=t
entdoc 7 l(é )=0 e 8, = 0. MNote-seque k' & 4n - consistente,
mas ineficiente. Nestz caso, também S;) = ;6 ) e a estatistica

Clay e :

- 2
x =5":\ i Xi - %)
clmm) T & T4+ KR
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3. MATERIAL E METODD

3.1. Geracdo dos dados com distribuigio binomial negativa

(método de MNORMAM & CANNON, 1972

Diversas técnicas est3o disponiveis para a gerag3o destes
valores em computador, as quais quasé sempre utilizam como fonmte numeros
pseudo-aleatdrios independentes, distribuidos de maneira uniforme no
intervalo (G, 1.

Se X & uma varidvel aleatéria com fungdo distribuigdo
cumulativa F(X), mostra-se gue a variavel aleatéria Y dada por Y = FOO
tem distribuigdo uniforme (@, 1), UMD, 1. Deste fato, provém a fécnica
geral para.gerar os valores de uma varidvel continua de uma distribuig3o
cuja fungdo de densidade de probabilidade cumulativa pode ser invertida.
A téecnica consiste em gerar . y deuma UD, 1) e tomar x=F %y .

NORMAN &% CANNON {(1972), baseando-se nos trabalhos de
MaARSAGLIA et ‘ah'i (63/64), desenvolveram uma técnica aplicdvel para gerar
dados com gualguer distribuicSo de probabilidade discreta. O procedimento

geral & descrito para probabilidade expressa como f‘r‘agﬁo no sistema de

numeros de base arbitraria g .
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Para o nosso proposito, com base na distribuic8o de
probabilidade da distribuig3o binomial negativa e em um bom gerador de
numeros pseudo-aleatérios de uma distribuigSo uniforme 0, 1), e fixando
valores especificos para os parimetros m = k , geram-se2 as
probabilidades de ocorréncia de valores x da distribuigdo binomial
negativa. Por exemplo,comm=Z e k = i, os valores x ={0, 4, ... , 200

tém as probabilidades.

X X =20
] 80,3333
i 0,2222
2 0,4482
3 0,0988
4 0,0659
9 0,0439
6 0,0293
7 0,0495
8 0,04130
= 0,0087
10 0,0038
i1 0,0039
iz 0,0026
i3 0,0047
i4 00014
135 0,0008
ie 0,0005
17 0,0003
ig 0,0002
i9 0,0002
20 0,0004
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Seja M; a soma dos digitos na i-&sima posig3o decimal de todas as
probabilidades. Ent3o Mi=6, M, =32, M; =70 e M, =100.0
conjunto 1 (relativo a M, ) consiste de 3 zeros (prix=0=03 .. )% 2 uns
(prix =10 =02 .. )eldois{(prx=2)=0,1..) oconjunto 2 (relativo a
My ), consiste 3zeros (pr{x =0 =0, .3 ..)%Z2Zunstprix=41==0, .2 ..)

4 doistprix =2) =0, . 4.), 9 trés(pr x=3)=20, .

(9]

. ), etc. Seja
A) o conteludo de locagdo de memdria k, relativo ao armazenamento, de
acordo com as probabilidades relativas M; , My, Ma e M,
respectivamente, armazenado nesta ordem.

A escolha de um numero aleatorio do conjunto i (zero, um ou dois)
& M, 107' = 06 ; a escolha do nimero aleatdrio do conjunto 2 (entre 32
valores armazenados) é M, 1072 = 0,32 ; escolha de um nimero aleatérioc do
conjunto 3 (entre 70 valores armazenados) & M, 10°° = 0,07 ; a escolha de
um numero aleatdrio do conjunto 4 (com 100 valores armazenados) e
M, 107 = 0,04. A chance do conjunto ser amostrado e um nimero aleatdrio v
ser escolhido pode ser determinado pelos digitos de um ndmero distribuido
uniformemente com distribuigfo de probabilidade reguerida.

Seja 0,8,,8,,8,38,4 uma representagdo decimal da pX = 1.
Ent30, para amostra, o valor 1 sera gerado com probabilidade dada por:

p{X=1) = 2 pl{conjunto j ser escolhido) p{i ser escolhido no conjunto
J=1

4 .
= -3 . .
= gi 10 Hj( 8” / HJ)

4 i
=3 107 5,5 = 05,,8,,8,,8,, = 0,2222
=1



0 conjunto A & mostrado na tabela abaixo
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loc val loc val

loc val loc val loc wval loc wal loc wval loc wval

1 0 27 4 853 3 79 7 105 42 131 4 157 10 i83 43

2 0 28 4 54 3 80 7 106 12 132 4 158 410 i84 43

3 0 29 4 55 3 81 7 107 13 133 S 135 10 185 i3

4 4 30 4 56 3 Bz 7 108 14 134 5 180 40 186 43

5 4 31 5 57 3 83 7 10 0 135 5 ic4 410 187 14

& 2 3 S5 958 3 84 7 110 1] i3 S iez 10 188 15

7 0 33 5 5% 3 85 7 144 0 137 S 163 10 189 15

g 0 34 5 60 4 86 8 iiz2 i 138 S ig4 40 190 495

S 0 35 &6 61 4 g7 8 113 i 139 S 165 i1 131 15

i0 1 36 6 62 4 88 8 144 4 140 9 ice 14 i9z2 15
i1 4 37 7 63 4 89 9 115 2 141 5 167 14 193 45
12 2 38 B 64 4 90 9 1iie 3 142 & 168 14 194 15
13 2 32 0 65 5 g1 9 117 3 143 6 169 14 195 45
14 Z 40 0 66 5 8z 9 118 3 144 ¢ 170 44 196 18
15 2 41 0 87 5 93 9 149 3 145 7 174 14 197 16
i6 3 42 1 6B 6 94 9 1zZ0 3 i46 7 172 14 198 46
17 3 43 1 &89 & 95 9 124 3 147 7 173 14 199 16
18 3 44 2 70 6 9% 9 iz2z 3 148 7 i74 {2 200 16
13 3 45 2 74 & 97 40 123 3 i49 7 175 12 2014 17
20 3 46 2 72 6 Sg 10 iz4 4 iS50 9 176 12 20z 17
21 3 47 2 73 6 99 10 125 4 1514 S 177 42 203 17
22 3 49 2 74 6 400 10 ize 4 i52 S i78 12 204 48
23 3 49 Z 75 6 4041 40 127 4 153 9 i79 12 205 48
24 3 50 2 76 & 4102 11 128 4 154 9 180 13 206 49
25 4 851 3 77 7 103 i1 129 4 155 9 igt i3 207 19
zZ6 4 52 3 78 7 104 i4 130 4 i56é 9 i8z 13 208 20

loc: numero da locagdo de memdria

val: valor armazenado
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Detalhes de Programagio
Considere a distribuigdo de probabilidade binomial negativa
relativa ao conjunto {x;, X5 . . ., %n 2. Por conveniéncia, impSe-se que as
correspondentes probabilidades sejam truncadas em 4 casas decimais, em um
nimero do sistema decimal de base §. E claro gue, truncar probabilidades
tem consequéncias, mas nfo t3o sérias, desde que eliminados os valores

menores que B %erro 0,0001 no sistema decimal e & 1,53 107° no sistema

hexadecimal). Sendo a probabilidade p(X = X ) dada por D,Si 18128138“ e
dyd; .. .d, um numero arbitrario de base g:
k
de+d, _ B+... +d; B
Sejam
5 b ,
SO=0 53=3 Ele J=1,2,3;4
i=1
k n
NO'_'D Nk=2 ESLJ k=i,2,3;4
=1 1=t
0 wvalor de x; € armazenado em Sij no conjunte  j ., S

i
representa a probabilidade do conjunto j ser escolhido e M, & o ndmero
da locag3o de memdria reguerida para os primeiros k conjuntos.

Para selecionar um numero dentro desse conjunto, basta gerar um

numero aleatorio uniforme ©, 1% u = Ad,dod-d, >. Se

k-t k
J=0 J=0
entdo
Ik k-1
V=AM _ +@d ... .d -6 % §)?
1=0
ou

<
l

Pk-l
=Ald; dy .. d -8 3 S - N )02
=0



k-1
Este procedimento seleciona um nimero na (d,d, ...d, - g > Sp
i=0
-ésima locagS3o do conjunto k. Desde gue u & uniforme (0, 1), seus

primeiros k-digit,os {ordem alta) representam uma variavel aleatoria da

distribuigdo uniforme discreta em (0, 4, ..., £<Y ; conseguentemente,
k-1 .
(dydp . . . dy - i 2 8i ) é uniformemente distribuida no espago amostral

&
8.
discreto (0, 4, . . ., N, - N, -1)e 3 & 3 probabilidade de um
| K k-1 (Nk - Nk-x)
valor x; ser selecionado no conjunto k.

Tomando os valores para o exemplo, tem-se

pr(xi ) = ,(8i1812813814 Y ,para i=0,...,20

e fazendo os calculos de

- 20

So =0, S;=140" 3 & para i=1423 4
i=o
20

Ng =0, N=2 2 8 ; wparak=14234

=1 i=o0
tem-se
S,=0 5,=06 5,=032 §,=007 S,=001

38 Ny = 108 N,
HNo exemplo inicial, para o sistema decimal (8 = 10) , os valores

k-4
de ﬁk E Si - Nk-x s30: 0, 54, 882 e 9792, para k =4, 2, 3, 4.
i=1
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Para gerar a variavel aleatéria desejada procede-se como segue:
1) gerar u = (d,d,d.d, > UDO, D
2)Se 0 £u <06 coloque-se Y = Ald,
3) Se 06 { u < 0,92 cologue -se Y = Ald,d, - 542
4) Se 0,92 £ u < 0,99 cologue-se Y = Ald,d,d, - 882}

S) Se 0,99 £ u <10 coloque-se Y = Ald,d,d.d, - 9792}

em geral o teste & da forma

k-4 i i -1
Se 1—26 8 £ u <F_‘5 S; cologue-se Ald, .. .d;-Ng - m’ia s; )

para i=4,2, 3 4

A partir do conjunto 4, pode-se executar varias vezes este
procedimento, para se obter um conjunto com distribuigSo de probabilidade

desejada. Por exemplo:

L}

1) Se u= 02144, ent3o x = &(2)

i
Q

2 Se u=0,7549, entdo x = A{75 - 543 = A{2L3 = 3

"

3 S8e u=09925, entio x = A{9925 - 9792} = AlL33) = &
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32. Estatisticas a serem comparadas

Para comparag8o entre os métodos, serd usado o nivel minimo de
signific8ncia (NMS) da distribuigio das seguintes estatisticas:
A) F no caso de andlise de vari3ncia, com as possibilidades:

1. DADOS SEM TRANSFORMACAD

DADDS COM AS  SEGUIMTES TRANSFURHAQ&ES SUGERIDAS  POR:
ANSCOMBE (1948); BEALL (1942), BLOM (1954) BARBOSA (1985)

2. 4% 3. dx+ 1

4. 1n (x + %) 5. arc senh 'I E

x + 04 ’x + 0,2
&. arc senh ) 7. arc senh -T08
8. In (x +1) 9,zx+g
10 X +dx + & 11, %%

onde

x - dados gerados com distribuig@o binomial negativa

k - parametro da distribuig3o binomial negativa

. 2
B) Estatisticas X, (HINZ & GURLAMD, 1968)

Método dos minimos gui-guadrados, usando a distribuig3o binomial

negativa nos casos:

12. igualdade de medias, com L estimado
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13. igualdade de medias, sob mesmo lk, com L estimado
14 igualdade de médias, com I conhecido

13. igualdade de médias, sob mesmo k, com L conhecido.
C) Estatistica Cla) (BARNWAL % PAUL 1988)

7 . A
Usando o metodo dos momentos para estimar os parametros da

distribuic3o binomial negativa no caso:
1&. igualdade de medias, sob mesma k

Mo caso A as estatisticas ser3o analisadas usando a distribuigd3o F e

nos casos B e C usando a distribuig8o gui-quadrado.

3.3. Exemplo para o acompanhamento dos calculos

830 geradas 4 populagfes de tamanho S50 cada; com
distribuicdo binomial negativa, a saber:
D 12 populagHo: com média m = 2 e par@metro k = 1
3 i 5 i 2 i o o 8 g 0 2 i ]

4 0 3 0 0O 0 & 2z 2 3 0o 0O 1 0

0w
N
-
W
-
IS
23]
3
.
)
o
[}
)
o



[\
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i) 22 populag3o: com média m = 2 e parimetro k = 1,5

o o
3 3
S A §
i 1

i 2 2 3 6 i 2 4 i i 9

3 ¢+ 0 & 2 2 7 2 i 8 4

iii) 3 populag3o: com média m = S e par8metro k = 1,5

4 3
2 24
i3 4
5 1

8

5

&6 23 1z 2 i 7 7 4 0 9 0
i 2 ¢+ 0 0©0 O S 4 0 o6 3

iz 0 1 0 410 O iz &6 2 1 3

iv) 42 populacHo: com média m = 5 e parimetro k = 2:

5 5
° 0
4 5
5 4

3

3

i 40 5 9 1414 7 4 7 6 S D

2 5 4 1z 6 45 41 412 12 G 3

3.3.1. Cileulo de T (matriz de varifncias e covariincias)

Com base na média m e no parametro k de cada populagdo

pode-se calcular a matriz I. Para isto, s30 necessirios os seguintes

calculos para cada populagdo:



p= m/k
Ky=m (12 cumulante)
Ke= K; (1 + p (22 cumulante)

Ko= Ky (4 + pX4 + 2m (32 cumulante)

Kq = K; (1 + pXL + 6p + 6p°) (42 cumulante)

Po = (1 + ¥ (frequéncia esperada de zeros)

Ny = K2/ - Ky

§
K 4 -pK
2 K, - KpP o
G= & 8, 5z -Po8z
n K, - K2 K, - K K, - K
-Pgda
-0k —s (4 - pg
o™y K, - K7 Po Po
onde

2

K,Kg)

3 2 2 3
8= Ky LKy 0K, + 2Ky + 2K, ) - 4K, (Kp + Kg ) T+ 4K, K,

2 2
8= K, 0, - Ko+ KD

95.



0 i 5]

9 Sa S0
Ba_ Mg,y - 4
ano“’O”i(i"'m)

n
Ba L I A SO gy 3
an, °°”1(1+n1’ [771 ,,73_‘_,.)1-0-1:‘1(.i.+nl
n
3¢ g
3p0=n1(1+771)
Cd

L =7J3G7,

i. 12 populagdo:

Ki =2 KZ =6 KG = 30 K4 = 2722 Pg = 00,3333

0,120 0,000 -0,013
0,000 0,180 -0,043 -

-0,013 -0,043 0,004




(L
r

ii. 2 populag3o:
Ky=2 K, = 4667

0,093
G = 0,000

-0,011

0,643

0,093

0,000

1,432

0,000

0,180

0,218

Ky = 17,1144

0,000
0,459

-0,021

1,414

0,000
0,459

0,337

3,000

- 0,000

0,218

0,281

-0,041
-0,024

0,004

3,346

0,000
0,337

0,677

Py = 0,280

97.



&)
z

iv. 48 populagdo :

Ky =5

populacdo :

K, = 24,667
0,433 0,000
0,000 0,254
-0,014 -0,008
1 0

0 1
0,348 2,046
0,433 0,000
0,000 0,254
6,000 0,406
0,350 0,000
0,000 0,470
—0;008 “0;010

Ky = 166,414

0011
-0,008

0,002

0,000
0;406

0,810

105

-0,008
-0,010

0,004

K, =936,25

K, = 1899,444

o98.

Pp = 0,410

Py = 0,0B16
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1 0 0

4 =10 1 0
0,574 0,737 24,500
B . .
0,350 0,000 0,00

4)

r  ={ 0000 0,470 0,737
0,000 0,737 1,818

Entdo, temos a matriz de varidncias e covariincias conhecida das 4
populagdes

i T
s 13
(@

(3)

o 2(4)

332 Calculode I (estimador de &)

Com base nos dados gerados 'da cada populat;go pode-se calcular
a matriz £. Para isto, s3c necessarios os seguintes calculos para estimar
os cumulantes ver JOHNSOM & KOTZ (1969

5 4
a = L % S, = L x

u

2
s; =L x s, = L X
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ﬁ1=%51

Re= =155,

Re= D S

Re= prmrtam s [0 + D S, - 254 S, 1

By - frequéncia observadas de zeros

Com o caloulo dos cumulantes & da freguéncia de zeros, calculam-se as

matrizes G, J4 e L definidas anteriormente.

i. 12 populaglo :

R,=1,840 K,=6,382 Ry=42,714 K,=422,704 B,=0,380
0,128 -0,019 -0,014
= -0,019 0,113 -0,040

-0,014 -0,010 0,005




-
1 o

J 4 = D i
0,206 1,344

-

0,128 -0,019

o | oo 0,413
0,026 0,129

i) 22 populagdo:

N

K,= 2,280 K,= 4,573

0,092 0,003

G = |0003 0,745
-0,008 -0,027
1 0

J 4 = ] i
0.986 1,257
0,092 0,003

£2 - | o003 0,745
0,004 0,647

61.

1884

-0,026
0,129

0,154

Ke= 13,620 K, = 36,866 B = 0,480

-0,008
-0,027

0,003

10,583

0,004
0,647

0,716




iii) @ populagio:

A A

R, = 4,900 K, = 28,949
0,579 0,025
G = 0,025 0,080
-0,020 -0,008
1 0
3, =10 1
0,199 2,290
L.
0,579 0,025
£ 2 | pozs 0,080
0,058 0,142
.

iv) 42 polulaglo :

&, = 4,900 K, = 16,054
0,324 0,130

G = |0013 0,330
-0,014 -0,019

A

k, = 282,793 K, = 3382488 §, = 0,200

-0,020
-0,008

0,003

3

Ky = 55548 K, = 48,755 By = 0,140

-0,014
-0,019

0,002
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_ -
1 0 0
13, = | o 1 0
1,184 3,710 27,709
- 1
0,321 0,430 0,481
£ _ 1 o130 0,330 0,849
0,481 0,849 3,164

Tem-se a matriz de wvarifncias e covariincias estimada para as 4
populagdes:

g ®
£
£ =
ﬁ-iﬁi
@ ﬁ('ﬁ
L ]
3.3.3. Calculo dos estimadores de m e k palo método dos momentos
BARMNWAL. & PAWUL, 19eD)
Considere-se Xij com distribuit;io binomial negativa, com média m; e
parimetro k comum =1, ..,n e i=4,2,...,M

Os estimadores pelo método dos momentos s3o:
da média geral

X =z

8]

1

2 Rijo

iH n
=1 J=

1



da variincia

i=tj=1 O - 1

82

e do parimetro k

(52 - %

Para o exemplo Q =090 e

% = 3,480
3.4. Calculo das estatisticas
3.4.1. Andlisa da variincia comparando as 4 populagBes :

Ei. Sem transformagdo

F observado(Fobs) = 9,723 Nivel minimo de significincia(MNS)=9,179E-6

E2. Transformagio A %

Fobs = 9,270

NMS = 1,526E-5

E3. Transformagdo ,I X + %

Fobs = 10,200

NMS = 5,424E-6

E4. Transformag3o In (x + &

> )
Fobs = 15,027

NMS = 5,960E-8

ES. Transformagdc arc senh J—E
Fobs = 3,380

NMS = 1,924E-2



E6. Transformacdo arc senh x + 0.4

k -04
Fobs = 4,805 NMS = 0,147
= ! x + 02
E7. Transformagao arc.senh *“ o8
- Fobs = 7,620 NMS = 1,031E-4

E8. Transformagdo 1In (x + 1)

Fobs = 9,425 NMS = 4,287E-5

ES. Transformagdo 2 .l x + 2

Fobs = 10,424 : NMS = 5,841E-6

w

Ei0. Transformag3o A -x +4 x+ 1

Fobs = 9,795 NMS = 8,464E-&

Eil. Transformagdo 34X

Fobs = 7,696 NMS = 9,444E-5

34.2. Andlise de varifncia "similar”, usando a propria distribuigSo

HINZ & GURLAND, 15968)

Calculo de fungles dos cumulantes fatoriais e proporgdo de zeros:

&63.
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T(J)'=[n' ; n. ; a_] (J= 1; 2; 3) 4)

3o h 31 3

Ter T TR T Ty

= Kl R
s WG - Ky

- . T?o ni

aJ = Dgni(i"'ﬁ:)
T(n'= L 1,84 H Dp75 H 0:72 ]
T®' 'z [228;227; 4981
T®'= [ 490 ; 4,00; 1,18 ]
™' - r490; 215 ;3881

\

T=0484,;075;072;228;227;4198;450;100; 4,18;4,90 ;245,388 1]

i) Usando £

D estimador de minimo gui-guadrado de § & dado por

wy>
]

WT

= Bt BT

1>
|

onde

A g &
I' - foi calculado como esta na parte de simplificagdo dos calculos, e

A

'=0(1482,080,;080, 228,240, 2,10, 485,050 ;0,90 ; 456 ; 1,65, 4651
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obtendo-se

2 A A A
Xg =(T-8§YIZ4(T-§)=2539

Para testar Hgg: kj = kg § = 1, Z, 3, 4) calcula-se r* gue é dado por:
§§= Ni l-!
rv! = (Hi ;ﬁ'-i Ni )'1 Ni ' ﬁ-i T

onde

r* - foi calculado como esti na parte de simplii—‘ica&;ﬁa dos calculos, e
r*=1[ 180 ;228 ; 487 ; 446 ; 1,021

obtendo-se

2 A ‘
xR, =(T-8%y ot -35%)=7438

Fal ’
Para testar Ho,;:my =mg (=4, 2, 3, 4, calcula-se I'; que e dado por

§1=N1f'1

Lo ]
-
L}

MW, St Wyt BT

i calculado como estd na parte de simplificagdo dos calculos, e
I',=0268;075;211;087; 4,44 ]
obtendo-se
Xt = T - 8, ¥ £74(T - §,) = 32614
Para testar Hos: my =mg e k; = ke (j=4, 2 3 4), calcula-se f‘z que & dado
por:

§2 =W, f'a

=1
)
!

=W B W W, BT
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onde
f‘z - foi calculado como esta na parte de simplificagdo dos calculos, e
f,=r 2656 ;09601
obtedo-se

=(T-8,rEtad-5§,)=236574

<
:
[

2 2 2

Xaum = Xum - Xg = 32,614 - 2,539 = 30,072 MNMS = 6,676E-6

2 2 2
Xammie = Xnmk = XR, = 36,574 -7,348 = 29,226 NMS = 7,808E-6
2 2 AL - -
Sabe-se que Xgpyw € Xprpe Sao testes “similares” ao F das

’ 2 4

estatisticas Ei, E2, ... , Eii; & também que Xpuy fornece a estatistica E1Z

2 . .
e Xguymg fornece a estatistica E13.
ii) Usando T

Fazendo os cilculos analogos ao do item i) obtem-se os seguintes

resultados
f" =[184, 079,079, 228 ; 263 ; 2,63 ;’4,90 ;092 ;092 ;490 ; 4,59 ; 4,591
2
Xg = 5432

r*=r184;228;4590;4590; 1,211

2
X s = 12,916
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™1
[
[

=[269,;079;263,;092,; 1591

2
Xp = 38,180

F.=[269; 1211
2
Xipe = 45,946
2
2
Xpumye = 33,047 MMS = 6,646E-6
2 2 ~ ..
Sabe-se que XRHN e XrHmic sao testes "similares” ao F das
. 2 ’ )
estatisticas E4, E2, ... , E13 ; e também que Xeum fOrnece a estatistica E14

2 .
e Xgyue fornece a estatitica EAS.

3.4 3. Calculo da estatistica Cla) GARMIAL & PAUL, 1988)

Estimando-se ¥ e ll:: pelo método dos momentos facilmente calcula-se

a estat,ist.ica Cla)
2
Xemm = 25,783 NMS = 1,389E-3

2 . .. .
Sabe-ze que Xcm.m) e um teste "similar” ao teste das estatisticas

2 .
EL, E2, ... E15; e tambem que Xemm fornece a estatistica E16.
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Geram-se novamente valores e calculam-se as estatisticas Ej., EZ,
Ei6, para novos conjuntos de valores, até gue se possa estimar a
distribuig8o dos NMS, sua média e varifncia, para oada. uma das
estatisticas . Dbtérp-se, também, a média e a varifincia dos F observados e
dos X2 observados, médias e varifncias das médias observadas , tanto com

. A .
L conhecido, como para L estimado.
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4. RESULTADOS E DISCUSSUES

00 programa inicialmente foi feito para agerar populag:ﬁes de
tamanho n, com distribuit;‘?io binomial negativa, com diferentes valores para
oS pardmetros m e k : m = ¢ 05 40, 20;30: k=(410;, 1.5 20, 25

a n = 30.

Para comparar as distribuigfes das 16 estatisticas Ei, E2, . . .,
Ei6, definidas anteriormente, foram geradas, para os varios valores de m
a k, amostras de guatro populac;"ées com distribuigaes binomiais negativas,
em 112 possibilidades considerados no APENDICE.

Para cada um desses valores m e k fixos, foram simulados 1000

experimentos 4 tratamentos, 30 r*epet.igﬁes cada). Em resumo, & apresentado,
no Apéndice, um estudo comparativo das estatisticas com as seguintes
.condigBes: 1. Médias e k iguais; 2. Médias diferentes e k iguais; 3. Medias
iguais e k diferentes; e 4. Madias diferentes e k diferentes. S3o
apresentadas, para cada condig3o acima:
1. Para cada estatistica Ej_, i=4,2 ..., 16, calculou-se os NMS { nivel
minimo de significdncia) multiplicado por 100. Feoram agrupadas os NMS
calculados em 20 classes de amplitude 5. Mostram-se, nas tabelas 14,31 e
5.1. os valores observados da estatistica ¥° para testar a hipdtese da
distribuigBio uniforme dos niveis minimos de significincia nas 20 classes.

-~

2. Para cada estatistica, Ei’ i =4, . . . 16, s30 calculadas a média = a

varidncia dos NMS.
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3. Para cada estatistica, E; »i=14 ..., 16 s30 calculadas a media e a
varidncia dos F ou dos X° observados
4. Apresentam-se os valores médios estimados para é média e varifincia de
m & k para cada dist.r‘ibuigﬁo, pelo méetodo de HINZ & GURLAND (1968}, com
T estimado e com L conhecido, e a3 média e a varifncia da estimativa de k

palo metodo dos momentos.

4.1. Estudo das 16 estatisticas considerando as quatros populactes

com médias e k icuais

Nesses casos, tem-se as distribuigBes das estatisticas sob a
hipotese nula. As médias consideradas sfo m = ( 0,5; 1,0; 20; 50 e k = (1,0;
15; 20; 25 )% combinando essas médias m e esses parfmetros k, dois a dois
tém-ée um total de 16 casos, gue foram numerados de 1 a 16 na tabela 1 e
todos os estudos feitos com estas populagfes s3o referenciados por estes
numeros.

Na tabela i.1. est3o apresentados os X° observados para testar a
uniformidade dos NMS das 20 classes. Observando a estatistica X°, nota-
-se que as estatisticas ELZ e E13 sugerem a n3o aceitag3o da hipotese da
uniformidade dos niveis miru'.mos de significlncia nas 20 classes,
especialmente nos casos em que m e ou k s3o0 baixos.

MNa tabela 1.2. est30 representadas a média e a varidncia dos

NMS, para cada uma das 16 estatisticas, sendo que em E12 e E43 as médias

s30 bastante diferentes das demais, indicando problemas da estimagﬁo de L.



73.

MNa tabela 1.3. est3o calculados as médias e as varifncias dos F e
dos ¥° observados. Para as estatisticas Ei, E2, . . ., E11 as médias est3o
em torno de 1 & a suas varidncias em torno d= 0,7, guanto as estatisticas
Ei4, E15 e EL6 observa-se que as varifncias s3o bem proximas
do dobro da media; (0 gue & esperado pela distribuig3o gui-quadrado) ja
para as astatisticas E12 e E13 suas varifincias =30 maiores gue o dobro da
media, mais uma vez refletindo problema na estimagdo de L.

Ma tabela 14, est¥o os valores da média e da varifincia de m e de
k, considerando T conhecido e desconhecido, estimados pelo método de HINZ
% GURLAND (1968). Quando L & desconhecido e m = 0,5, os valores médios de
m e de k, se afastam dos respectivoe valores esperados, mas para os
outros valores deﬂm, as médias est3o bem proximas; guando I & conhecido,
as medias de m s30 bem prdximas dos respectivos valores esper‘aqos, mas
as medias de k se afastam, com varidncias altas: As médias das estimativas

de k psloc método dos momentos, guando m = 0,5, se afastam dos respectivos

valores esperados, mas para os outros valores de m as medias estdo

proximas.
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42. Estudo das 16 estatisticas considerando as quatros populagBes

com medias difersntes e & iouais
42 1. Médias pouco diferentas

880 consideradas meédias pouco diferentes em 20 casos,
numerados de 17 a 36 na tabela Z.4. e todos os estudos feitos com estas
populacgfes s3o referenciados por estas nimeros.

Os Xx? observados quando testada a uniformidade dos N.M.S. nas 20
classes, calculados para as 16 estatisticas, foram sionificativos; portanto
héa evidéncias para a rejeigdo da uniformidade dos N.H.é. das 20 classzes.

Ma tabela Z.1.1. onde est3o representadas a média e a varifncia
dos MMS, tem-se que EiZ e Ei3 apresentam NMS menores que os demais e
gue as transformagOes, especialmente as ogue utilizam o valor de k,
promovem certo aumento nos NM.S, aproximando-se as suas médias de NMS
aos das estatisticas E14 = E45.

Na tabela Z.1.2. est3o calculadas as médias e as variincias dos
F e dos ¥? observados; cbserva-se que Ei1Z e EL3 apresentam médias e
varidncias dos X® observados maiores que os demais e que hi pequenos
ganhos especialmente na variincias com algumas transformagdes.

Ma tabela 2.1.3. est3o os valores da média e da varifncia de m e
de k, considerando L conhecido e desconhecido, estimados pelo método de
HINZ & GURLAND (1968). Quando L & desconhecido e m = 05, os valores
médios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as medias estdo bem proximas; quando L &
conhecido, as médias de m s3o bem proximas dos respectivos valores

esperados, mas as médias de k se afastam, com variincias altas. As médias
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das estimativas de k pelo método dos momentos, s3o liaeiramente

subestimadas.

4 .2.2. M&dias diferentss

S30 consideradas médias pouco diferentes em 12 casos,
numerados de 37 a 48 na tabela 2.2. e todos os estudos feitos com estas
populagfes s3o referenciados por estes numeros.

Os X° observados guando testada a uniformidade dos H.M.S.ﬁ_nas 20
classes, calculados para as 16 estatisticas, foram significativos; portanto
ha evidéncias para a rejeigdo da uniformidade dos MM.S. das 20 classes.

Ma tabela 2Z.2.1. onde est3c representadas a média e a varifncia
dos NMS, observa-se que Ei12 e E4i3 apresentam NMS menores gque os demais.
NSo se nota vantagens em gualguer das transformages.

Ma tabela 2.2.2. onde est3o calculadas as médias e as varifncias
dos F e dos ¥*® observados; observa-se que E12 e EA3 apresentam médias e
varidncias dos ¥? observados maiores que os demais. As varifncias dos F
com transformagdo sdo as maiores gue as sem transformag3o.

Na tabela 223 est3o os valores da média e da variincia de m e
de k, considerando L conhecido é desconhecido, estimados pelo método de
HINZ & GURLAND (1968). Quando T & desconhecido e m = 0,5, os valoras
médios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as médias est3o bem proximas; guando T &
conhecido, as meédias de m s3o bem proximas dos respectivos wvalores
esperados, mas as médias de k se afastam, com varifncias altas. As médias
das estimativas de k pelo método dos momentos, s3o ligeiramente

subestimadas.
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423 Midias bhem diferentes

880 consideradas médias pouco diferentes em 12 casos,
numerados de 49 a 60 na tabela 2.3. , e todos os estudos feitos com estas
populagfes s3o referenciados por estes numeros.

Os x'*’ observados guando testada a uniformidade dos MHM.S. nas 20

Q

lasses, calculados para as 16 estatisticas, foram significativos; portanto
ha evidéncias para a rejeigdo da uniformidade dos MM.S. das 20 classes.

Ma tabela 2.3.1. onde est3o representadas a média e a varifncia
dos HNMS, observa-se gque E1Z & EA3 apresentam MNMS menores gue os demais
e também n3o se notam vantagens em gualguer das transformagdes.

Ma tabela 2.3.2. onde estdo calculadas as médias e as varidncias
dos F e dos X? observados; observa-se que EL12 e E13 apresentam médias e
varidncias dos ¥? observados maiores que os demais. As varifincias dos F
com transformacdo sdo maiores gue os sem transformagdo.

Na tabela Z.3.3. estSo os valores da média e da varidncia de m e
de k, considerando L conhecido e desconhecido, estimados pelo méetodo de
HINZ & GURLAMD (1968). Q.uando L & desconhecido a m = 05, os valores
médios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as médias est3o bem prdximas; guando I &
conhecido, as médias de m s3o bem proximas dos respectivos valores
esperados, mas as médias de k se afastam, com varifincias altas. As médias

das estimativas de & pelo metodo dos momentos, s3o ligeiramente

subestimadas.
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4.3. Estudn das 16 estatisticas considerando as quatros populagBes

com médias icuais & k diferentes

SZ0 consideradas médias pouco diferentes em 16 casos,
numerados Qe 61 a 76 na tabela 3. e todos os estudos feitos com estas
populagfes sdo referenciados por estes nﬁmer‘os.

Na tabela 3.1. onde est3o calculados os ¥° observados para
testar a uniformidade dos NMS nas 20 classes. Mota-se que permitem a n3o
aceitag3o da uniformidade dos NMS nas 20 classes, nas estatisticas E4, ES,
E6, E7, E412 e E43.

Na tabela 3.2. onde est3o representadas a média e a varifncia
dos NMS, cbserva-se que E4, ES, E6, E7, EAZ e E13 apresentam NMS menores
que os demais, entre as 6 estatisticas as 4 primeiras s3o bem menores.

Ma tabela 3.3. onde est3o calculadas as médias e as varifncias
dos F e dos ¥° observados; observa-se gue E4, ES, E6, E7, E12 e EA3
apresentam médias e varifncias dos X observados maiores gue os demais;
entre as & estatisticas as 4 primeiraé s30 bem maiores.

MNa tabela 3.4. estio os valores da média e da véri'a\ncia de m e de
k., considerando T conhecido e desconhecido, estimados pelo méetodo de HINZ
& GURLAND (1968). Quando T & desconhecido e m = 0,5, os valores medios de
m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas para 0s
outros valores de m, as médias est3o bem proximas; guando L é& conhecido,
as meédias de m s30 bem proximas dos respectivos valores esperados, mas
as médias de k se afastam, com varifincias altas. As médias das estimativas

de k pelo método dos momentos, s3o ligeiramente subestimadas.
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4.4, Estudo das 16 estatisticas considerando as quatros populacgies

com médias diferentes e k diferentes
4 4 1, HMédias pouco diferentes

S30 consideradas médias pouco diferentes em 16 casos,
nunerados de 77 a 92 na tabela 4.1. e todos os estudos feitos com estas
populagOes sdo referenciados por estes numeros.

Os x° observados quando testada a uniformidade dos NM.S. nas 20
classes, calculados para as 16 estatisticas, foram significativos; portanto
ha evidéncias para a rejeigdo da uniformidade dos NM.S. das 20 classes.

MNa tabela 4.1.1. onde est30 representadas a média e a varifncia
dos NMS, observa-se que £4, ES, E6, E7, E412 e E13 apresentam NMS menores
que os demais.

Ma tabela 4.1.2. onde est3o calculadas as médias e as varifncias
dos F e dos X cbservados; observa-se que E4, ES, E6 E7, E1Z e Ei3
apresentam médias e varidncias dos )(-2 observados maiores que os demais.

MNa tabela 4.4.3. est3o os valores da média e da varifncia de m e
de k, considerando L conhecido e desconhecido, estimados pelo método de
HINZ & GURLAND (1968). Quando L & desconhecido e m = 0,5, os valores .
medios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as médias estio bem priximas; guando T &
conhecido, as médias de m s3o0 bem proximas dos respectivos valores
esperados, mas as médias de k se afastam, com varifincias altas. As médias
das estimativas de k pelo método dos momentos, se afastam dos valores

esperados.
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442 HMadias diferentss

830 consideradas meédias pouco diferentes em 12 casos,
rnumerados de 93 a 104 na tabela 42. e todos os estudos feitos com estas
populagles sdo referenciados por estes niumeros.

Os x2 observados quando testada a uniformidade dos NM.S. nas 20
classes, calculados para as 16 estatisticas, foram significativos; portanto
ha evidéncias para a rejeigdo da uniformidade dos NM.S. das 20 classes.

Ma tabela 4.2.1. onde estio representadas a média e a varifincia
dos MNMS, cbserva-se que E4, ES, ES§, E7, E1Z e E13 apresentam NMS menores
que os demais.

MNa tabela 422. onde est3o calculadas as médias e as varifncias
dos F e dos X° observados; observa-se que E4, ES, E6, E7, E12 e Ei3
apresentam médias e varifncias dos X* observados maiores gue os demais.

Ma tabela 4.2.3. est3o os valores da média e da varifncia de m e
de k, considerando L conhecido & desconhecido, estimados pelo método de
HINZ & GURLAND (1968). Quando L & desconhecido e m = 0,5, os valores
meédios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as médias est3o bem proximas: quando T é
conhecido, as médias de m s8o bem proximas dos respectivos valores
esperados, mas as médias de k se afastam, com varidncias altas. As médias
das estimativas de k pelo método dos momentos, se afastam dos valores

esperados.
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4 2 .3. Madias hem diferentes

S30 consideradas meédias pouco difrentes em 8 casos, numerados
de 105 a 112 na tabela 4.3. e todos os estudos feitos com estas populagfes
s3o0 referenciados por estes nimeros.

Os ¥ observados guando testada a uniformidade dos NM.S. nas 20
classes, calculados para as 16 estatisticas, foram significatives; portanto
h& evidéncias para a rejeig3o da uniformidade dos NM.S. das 20 classes.

Na tabela 4.3.1. onde est3o representadas a média e a varidncia
dos NMS; todos apresentam NMS, bem pequeno.

Ma tabela 4.3.2. onde est3o calculadas as médias e as varifncias
dos F e dos x? observados; todos apresentam médias e varifncias dos F e
dos %2 observados grandes.

Na tabela 4.3.3. est3o os valores da média e da varifncia de m e
de k, considerando L conhecido e desconhecido, estimados pelo método de
HINZ & GURLAND (1968). Quando L & desconhecido € m = 0,5, os valores
médios de m e de k, se afastam dos respectivos valores esperados, mas
para os outros valores de m, as médias est3o bem proximas; guando L &
conhecido, as meédias de m s3o bem proximas dos respectivos valores
esperados, mas as médias de k se afastam, com varidncias altas. As médias
das estimativas de k pelo método dos momentos, se afastam dos valores

aesperados.
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4 3. Algans resultados para n = 10

Para alguns casos de m e k apresentados nas tabelas 4, 21, 22,
23, 3 44, 42, 43. que foram geradas amostras com n = 50, realizam-se
outras para uma simulacSes com uma amostra n = 10, e estes resultados
estdo. nas tabelas 5.4, 52, 53. e S54. lLevando em consideragdo a
difilculdade em estimar L (matriz de varidncia e covarifncia), as
estatisticas E42 e E43 n3o foram calculadas.

Observando as tabelas, v8-se que as 14 estatisticas praticamente
tem o mesmo comportamento e as estimativas dos parimetros
pelo método de HINZ & GURLAND (1968) s3o razoaveis para a madia(m},
enguanto gue para os valores da k ndo apresentam resultados
satisfatorios. Nota-se que nfo ha evidéncias que as transformagSes possam
ser uteis para tamanho de amostra ( embora n3o se possa afirmar gue seja
(til para amostras menores ), mas certamente a sua influéncia & bem menor
do que se imaginava, em principio. Mota-se, ainda, que para n = 10, o poder

dos testes & bem menor gue para n = 50, o gue ja era esperado.
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5. CONCLUSTES

Dos resultados obtidos a partir das simulag:’ées, pode-se concluir

que:

i. A andlise de minimos gui-quadrados produz bons resultados apenas
quando a matriz de varifncia e covaridncia & conhecida.

2. Quando a matriz & desconhecida = estimada a partir dos dados, ha pegueno
viés no valor das estatisticas gui-quadrado, superestimando o seu valor
com tendéncia a detectar mais valores significativos gue o esperado.

3. N30 hé& evidéncias claras, em termos de médias e varifncia dos NMS e das
estatisticas F, de vantagens em se fazer gualguer das 10 transformagtes
analisadas.

4. Com k variavel, se a transformagdo depende de k isto acarreta diferenga
significativas no teste de médias, mesmo gquando numericamente idénticas.
Como na pratica, nem sempre se tem k comum, o uso dessas transformagfes
exige cautela.

S. A estatistica Cl), por outro lado, mostrou-se robusta para nio
homogeneidade de k, levando a resultados equivalentes aqueles para dados
sem tr'ansFor'mégﬁo.

6. A distribuigio da estatistica XU2 {teste de minimos qui-ouadrados), se
distribui com varifncia esperada pelo qui-quadrado, apenas quando a matriz

de varifincia e covarifincia & conhecida.
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7. As estimativas dos parémetros pelo método de HINZ & GURLAND (1963) s3o

razodveis para a media (m), enguanto que para os valores de k nem sempre

apresentam resultados satisfatorios.

8. Os resultados no geral pioram quando os parémetros, especialmente a

média, s3o baixos.

9. Comparando o= casos n = 50 com os casos n = 10, ocbserva-se que para n =

-, s A .
= 10 ha apenas menor poder dos testes, mas ha as mesmas tendencias qgue

se observa para n = 50.
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APENDICE

Tabela 1. Medias e k iouais

casos médias k

i 05050305 1040410410
4 03050505 1315435 45
3 03030505 20202020
4 03050505 25232325
3 10 10414010 104010410
6 1041404140 410 154541545
7 1,0 1,0 1,0 1,0 z20z02020
8 10140 4010 25232329
g 20202020 1010 4,0 4,0
i0 20z0z0 20 15151515
i1 20202020 20202020
iz 20202020 252323 235
13 3,0 505050 10404,0141,0
i4 5,0 5050 50 154545 43
15 5,0 50 50 5,0 20202020
i86 5,0 5050 50 23252525
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2. Médias diferentes e k iguais, com as seguintes condigGes:

Tabela 2.1. Médias pouco diferentes

casos medias k
17 03505035 10 10410410 410
i8 050905 40 1514354135153
1 0630505 10 202020 2,0
20 050505 410 25252525
21 10101020 101010 10
27 10410 41020 15451515
23 1040 4020 20202020
Z4 10401020 252325235
25 20202050 101010 40
26 2020 2050 135451545
27 20202050 20202020
28 Z0ZzZD 2zZ050 29252325
29 50 50 50 2,0 1010101410
30 50505020 1541515135
34 5,050 50 20 2020 2020
32 50505020 29232325
33 10404015 101010 40
34 1010 40 15 15131513
35 1040 140 15 20202020
36 10104140415 2392529 23
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Tabela 2.2. Médias diferentas

casos médias Kk
37 0505 10 20 10140 1,0 10
38 05051020 153151345
39 050951020 202020 20
a0 05035 10 20 252523525
41 1041020 20 104010 410
4z 104102020 1513415 13
43 10 1020 20 20202020
44 101020 20 2523239 25
45 20 205050 101010 410
46 20205050 15415415 15
47 202050 50 20202020
43 20 205050 2529523 25
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Tabela 2.3. Médias bem diferentes

casos mediag k
49 1,0 1,0 1,050 1040410 10
50 1010 1,050 131515 13
S 1010 4105,0 202020 20
32 1010 14050 25252959 25
53 0510 2050 104010 40
S4 05 1,8 20 50 1515135 45
55 031020350 20202020
56 05410 20 5,0 252323 25
57 05 4,050 50 104010 10
Se 05 1,0 50 5,0 1515135 45
59 051050 50 ' 202020 20
&0 05 1,0 5050 23252523
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Tabela 3. Médias iguais e

k diferentes

casos médias k

&1 0505035045 10135320235
62 050503505 101045 415
83 03050505 104352020
64 050503505 151520235
65 1,010 40 4,0 10435 2025
&6 101041040 101045 43
&7 1,041,040 4,0 10452020
&8 104140410 10 154520235
&9 202020 20 1041520 235
70 20202020 1040 45 15
71 z0202020 10152020
72 20202020 15152025
73 5,050 50 50 104152025
74 505050350 104045 13
72 5,05050 50 10435 2020
76 505,050 5,0 151520235
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4. Médias diferentes e k diferentes, com as seguintes condigGes:

Tabela 4.1. Médias pouco diferentes

casos médias k

77 03050310 10152025
78 030505 10 10101515
78 035050510 101520 2,0
80 050305 4,0 15152025
81 104101020 101520235
8z 104101020 10101515
83 10101020 101520 20
84 1010 1020 151520235
B85 20202050 10152025
86 20202050 10101515
87 20202050 101520 20
B8 20202050 15152025
B9 50505020 10152025
S0 50505020 101045 4,5
S1 50505020 1043532020
92 50505020 151452025
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Tabela 4.2. Médias diferentes

casos médias k
93 05051020 10152025
S4 83031020 1010415 15
85 035051020 10 452020
96 0350510 20 15152025
S7 10 102020 10152025
S 10102020 10101515
93 10102020 10 4520 20
100 10102020 151520235
104 20205050 101520 23
inz 20205050 101015 415
103 20 20 3,050 101520 20
104 2020505350 15452025
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Tabela 4.3. Médias bem diferentes

casos meédias k

105 05102050 10 1520 25
106 05102050 404101515
107 05102050 10452020
108 05102050 15152025
109 10101050 104152025
110 40104050 101045 15
114 10104050 1,0 452020
112 10101050 15152025
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Tabela 5.4. Valores das estimativas dos par8metros pelo método de
HINZ & GURLAND(19ER) . Valores médics estimados para a média
g varidncia de cadsa distribuig3o

125.

com I conhecido, mediasim) e k metodo dos
mesma ordem das tabelas momentos

casos m k m k m 3 m k
b=t 1,024 0674 1,029 0,401 0596 1,047 41,024 0325 1,747
V) 0,178 8066 (0,493 1090 0,4B3 40,32 0,480 79,60 38,80
9 2028 0,834 2,013 -044 1,997 41,319 4,580 0,794 1,279
Y 008z 436,14 0601 6880 0518 1374 00636 76,12 0,737
i3 4,972 29,71 4,929 -10,7 5,0i0 -Z208 35,046 38,08 2,356
Vv 15396 5,36 1,363 i6EE 41,746 16ES 1807 S7E6 1,438
17 052z -048 0,942 -027 0538 -0,35 1,012 0489 1,695
Y 0,038 20,49 0089 34,38 0070 18,30 0,192 7857 4748
zZ1 2024 Q847 1,972 41452 2,018 3028 45370 -184 0,925
Vv 0531 3645 0,344 89,57 0335 2827, 2,983 35826 0,198
25 2028 0,794 41,567 -030 1,995 -0,009 4,977 0,134 0,944
V 0,580 4449 0,58% 7495 0618 6844 2807 1,0ES 0,z08
33 1,008 QS04 41,024 05Z1i 1,002 Q003 1508 0,245 1,780
Vv 0,435 1755 0,444 41923 0,431 13B,1 0,233 4458 1824,
37 0334 -0,45 (0535 -0,28 1017 0,453 1555 0,504 0,979
v 0,062 1579 (0086 24,38 0,452 163,7 0,567 4676 11,03
41 1,032 0544 1016 0516 2,026 1,905 2035 -007 1,146
v 0,49z 80,06 0,19z 2184 0366 7785 (0,632 B0O04 1,108
43 1,983 0548 1589 -008 5033 04187 4,994 -087 0,825
Vv 03594 12589 0588 7823 2876 7332, 2,731 3024 0,174
=5 1,025 0366 1,022 -08Bz 41,029 -0,04 35021 060z 0,827
v 0,142 366,9 (0,140 149,77 0,44z 2457 41,767 41,0ES 0,245
a8 0535 -4,19 1044 0380 45981 -138 4,958 -643 0,747
V 0,087 4762 (0,188 287,77 2,135 1,iET 2,018 41,3ES 0,066
83 1,035 0,350 0,998 0,704 41,007 -0,42 4,009 0,357 2,642
Y 0,484 41796 0,480 9505 G447 7902 0,130 1272 1734
&9 1,987 0,474 204z -067 41,994 2454 2,004 0,520 2,420
v 0508 282,7 (449 4420, 0,380 1328, 0,351 446,77 31,23
79 4849 14,34 4,980 -1,49 5019 108z 4,985 2748 1,798
Vv 296l 40ES 2,235 4405, 1,889 Z9ETS 1,745 4,4ES 0,922
Bi 1,045 0928 1,022z 0451 0589z 0234 Z005 1851 1,463
\ 0,492 77,28 0,463 41290 0,435 1134 0,369 3770 348,3
8e 2007 41573 2008 0214 419541 0,450 4,584 1201 1,654
V 0,439 94i8,9 (0,470 1022, 0,368 2431, 1,446 7,8ES 2,283
97 1,033 0,343 1024 0541 2034 0,814 Z002 8,464 2,356
vV 0,482 €884 0,178 324856 (0,388 B8L4,0 0358 4.5ES 1814
103 1558 41,44z 1,970 0,541 4,932 10,23 4,940 1747 1,447
¥ 0575 1479 0,431 3277 1,746 BSETS 168z Z0E& 0,351
105 0337 -072 1021 0,581 2001 0Bi0 4,979 Z,693 {0,906
Y 0,089 7322 (0,195 1459 (0,376 7844, 1,493 9Z98, 0,246

Obs: A linha V & & variincia de m e k respectivamente





