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ANALISE DE COVARIANCIA LINEAR PARA ENSAIOS COM UM FATOR CONSIDE

RANDO UMA REGRESSAO LINEAR ESPECIFICA PARA CADA TRATAMENTO

Autor: JOAO GIL DE LUNA
Orientador: Prof. Dr. HUMBERTO DE CAMPOS
RESUMO

Neste trabalho, considerou-se o caso da analise
de covariancia linear para ensaios com um fator levando-se em

conta uma equacgao de regressao linear especifica para cada tra

tamento.

Para tanto, adotou-se o modelo estatistico:

yij =y + ti + Biziﬁ + eij H

Onde:

-

Yig € a j-ésima observagao da variavel dependente no tratamento
i, (1=1,2,...,vej=1,2,...,n);

1 & uma constante inerente a todos os dados;

t

i é o efeito do tratamento i;

Bi @ o coeficiente de regressao linear dentro do tratamento i;

Zi5 €& a j-ésima observagao covariante correspondente ao trata

mento i, fixa e tomada sem erro;

@y @ o erro casual atribuido a observagao Yi4r COM distribui
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11D
cao normal de mé&dia zero e varidncia o?, isto &, e v N(0,02).

Com base neste modelo, foram determinados: O sis

tema de equagdes normais; as estimativas dos par@metros envolvi
dos no modelo; a matriz de dispersao para os estimadores dos
coeficientes de regressao covariante; os componentés de wvarian
cia para osiefeitos considerados fixos do modelo; os critérios
para os testes das hipoteses de nulidade para efeito de regres
sao covariante, homogeneidade dos coeficientes de regressao e e
feitos ajustados dos' tratamentos; como também, os critérios pa
ra comparagdes miltiplas pelo métodos de TUKEY e teste t com ba

se nas funcoes lineares estimaveis para efeitos dos tratamentos.



LINEAR COVARIANCE ANALYSIS FOR EXPERIMENTS WITH ONE FACTOR CON

SIDERING A SPECIFIC LINEAR REGRESSION FOR EACH TREATMENT

Author: JOAO GIL DE LUNA
Adviser: Prof. Dr. HUMBERTO DE. CAMPOS
- SUMMARY -

This paper refers to the linear covariance analy
.sis for experiments with one factor when these have different

linear regression equations within the treatments.

The following statistic model was applied:

yij = u + ti + Bizij + eiJ;

Where:

Yjj is the j'th observation of the dependent variable in the i'th
treatment, (i £ 1,2,...,vi 3 = 1,2,...,0;);

U is an inherent constant to all data;

ty is the effect of the i'th treatment;

Bi is the linear regression coeficient within the i'th treat
‘ment;

zij is the j'th covariant observation correspondent to the i'th

treatment, fixed and taken. without error;

eij is the random error attributed to observation Yig* with nor -
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. IID
mal distribuition of mean zero and variance 02, e.g., eij' v
N(0, a?) ..

Under these circunstances the following itens
were determined: the normal equations system; the estimates of
the envolved parameters in the model; the dispersion matrix for
the estimates of the covariant regression coefficient; the va
.riance components  for the effects considered fixed in the mo
del; the criteria for the null hypothesis test for covariantsg
regression effects, the homogenity of the regression coeffi
cients’'and the effects adjusted to the treatments; likewise the
criteria for the multiple comparations by method of TUKEY and t
test based on estimable linear functions for the treatment

effects.



1. INTRODUGAO

1.1. 1Identificagao do Problema

Ao planejar um experimento, o pesquisador deve
ter ém mira o conhecimento dos fatores que influenciam no resul
tado final da pesquisa. Esta preocupagao & de fundamental im
portancia, pois, nao muito raro, eles podem refletir negativa
mente na qualidade da analise de dados da pesquisa, aumentando

0 erro experimental e diminuindo a precisao das estimativas.

Para reduzir o erro experimental e para se obter
estimativas mais precisas dos efeitos de tratamentos, sao utili
zados; em geral, dois tipos de controle das fontes de variacao:
o controle experimental que se caracteriza principalmente pela
escolha de um delineamento apropriado, cuidados na instalagao e
condugao do experimento e o0 controle estatistico. Quando o de
lineamento utilizado nao conseéue fornecer um exato controle so

bre as variaveis consideradas independentes, mas que se pode me
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di-las atraves de observagaes adicionais, :a analise de covariég
cia pode ser empregada e o controle estatistico se verifica a

| i -

través da adogao das restrigoes acerca do modelo que serao des

critas no item 2.3.

A analise de covariancia (ANCOVA) & uma técnica
que envolve conjuntamente as caracteristicas das analises de va
riancia (ANAVA) e regressao. A sua finalidade & utilizar uma
ou mais variaveis auxiliares gue estao linearmente relaciona
das a variavel dependente y, para proporcionar ao pesquisador
uma melhor interpretagao dos resultados experimentais, pois as
variaveis auxiliares devem se caracterizar pela funcao de predi
zer de certa forma, os resultados finais das observagaes colhi
das no experimento. Além disso, a ANCOVA ajuda a fazer o con

trole local e em alguns casos pode até substitui-lo.

O emprego da analise de covariancia se verifica
nos mais diversos delineamentos experimentais, contudo, a sua
finalidade & obter resultados mais precisos e como consequéncia,

i

residuos menores.

A analise de covariancia, apesar de proporcionar
ao pesquisador a eliminagao de uma ou mais fontes de variagao ,
dificeis ou impossiveis de serem eliminadas pelo controle expe
rimental, nao deve ser empregada indiscriminadamente, pois, ela

& baseada numa série de pressuposigOes, e a violagao de uma de



las pode comprometer a sua validade.

Na andlise de covariancia linear com uma covaria
vel admite-se, além de outras pressuposigOes, uma regressao li
near comum a todos os tratamentos, para ajustar a variavel - de
pendente Y, de interesse. Porém, essa condigao nem sempre  se
‘verifica, uma vez gque & comum se encontrar‘ heterocedasticidade
dos coeficientes de regressao intra-tratamentos. Quando isto a
contece, este tipo de andlise ndo & aconselhdvel, pois, a sua
aplicacao nestes casos leva a que as estimativas dos efeitos de

tratamentos sejam afetadas, conforme KIRK(1968).
1.2, Objetivos

Os trabalhos constantes na literatura dao muita

enfase ao caso da inviabilidade da analise de covariancia 1i

near quando os coeficientes de regressao linear intra - tratamen
tos sao heterogéneos, o que & comum encontrar na pratica. Po
rém, muito pouco se fala sobre alternativas de andlise para con
tornar este problema. Assim, o objetivo principal deste traba
lho & apresentar um m&todo de andlise alternativa para a tradi

: }
cional analise de covariancia linear com uma covariavel, nos en

saios inteiramente ao adaso com um fator, a qual consiste em es
timar um coeficiente de‘regresséq linear especifico para. cada
| i

tratamento. Ademais, pretende-se também, desenvolver uma estru

tura tedrica baseada na teoria de modelos lineares, com o Obje



tivo de fornecer subsidios para que pessoas interessadas no as
sunto apliquem em outros delineamentos. E, ainda, apresentar ter
minologias.: e expressoes conhecidas e familiares aos profissio

nais da area de ciéncias agrarias, com a finalidade de tornar -

lhes o trabalho acessivel.



2. REVISAO DE LITERATURA
2.1. Introducgao

Segundo COX e McCULLAGH (1982), a analise de co
varidncia foi introduzida por Fishexr que juhtamente com Eden em
1927 apresentaram a decomposigao da soma de produtos e os cor
respondentes coeficientes de correlaqéo.' Por sugestao de F4
shen em 1930, Sandens, foi o primeiro a usar a anélise de cova
riancia com o objetivo de aperfeicoar a preciséo. Tal procedi
mento foi apresentado em 1932 por FLAhe¢ no seu 1ivro'jStat£At£
cal.M¢ih0d4 forn Reseanrch Wo&heké;no qual aplicou-se o método da
analise de variancia usual aos dados y - Ez, onde y e -o valor

observado da variavel de interesse na analise, z & o valor ob
servado da covariavel correspondente e é é a estimétiva do coe
ficiente de regressao linear calculado via andlise de covarian
cia. . Esta analise foi admitida .apenas para. levar-.a uma aproxi

macao do.teste F aplicado aos tratamentos. Posteriormente, em

trabalhos publicados pela Royal Statistical Society em 1934
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(WLsharnt, 1934; WilLsdon, 1934) sobre a analise de covariancia ,
Fishen contribuiu na discussao de ambos, nos quais, ja foi admi
tida a aplicagao do teste F exato. Em 1935, Fisher o apresen
tou detalhadamente em seu livro Desdign of Experdiment. A partir
dai, varios outros trabalhos contribuiram para o aperfeigoamen
to deste tipo de analise, até que em 1957 a Biometrnics publicou
um volume especial sobre analise de covariancia, com trabalhos
de Cochran, Smith, nge@en, etc.,;tornando-se certamente numa
|

das mais importantes fontes de pesquisa sobre o assunto.
2.2. Finalidades

Como finalidades da andlise de covariancia '
STEEL e TORRIE (1960), a exemplo de COCHRAN (1957), KXOCH et
alii (1982), dentre outros, destacaram como mais importantes as

seguintes:

a) Ajudar na interpretacgao dos resultados experi
mentais, especialmente no que se refere a na

tureza dos efeitos dos tratamentos;

b) Dividir a covariancia total ou soma de produ

tos em partes componentes;

c) Controlar o erro experimental e aumentar a

precisao das estimativas;

d) Ajustar as médias dos tratamentos da variavel
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dependente pelas diferencas dos corresponden

tes valores das variaveis independentes;

e) Estimar observacoes perdidas. As razoes basi
cas desta aplicagao, podem ser vistas em MU
NIZ (1982), o qual enfoca alguns casos impor

tes.

Com relacao. ao item c), COCHRAN (1957) e KIRK
(1968) , afirmaram que o ganho em precisao ao aplicar a analise
de covariancia linear depende principalmente do coeficiente de
correlagao p entre z e y nas unidades experimentais que recebem
o0 mesmo tratamento. Se 0; € a variancia do erro experimentalda
populacdo quando & empregada a andlise de varidncia, o ajusta
" mento através da analise de covariancia reduz este erro  para
d;(l - pz?[l + 1/ (fe - 2)] aproximadamente, onde: fe & o nime

ro de graus de liberdade do residuo.
2.3. RestrigOes ao Uso da Analise de Covariancia

Segundo HENDERSON (1982), se faz necessario con
siderar as seguintes pressupogicoes ‘a respeito do'modelo para a
nalise de covariéﬁcia:

a) As pressuposicOes usuais acerca da andlise de
variincia. prevalecem,.ou sejam: o modelo &
linéar nos parametros; os erros por hipoOtese,
devem ser independentes e normalmente distri

buidas com média zero e variancia comum, isto



b)

c)

d)

e)

(0]

IID )
:e,. vN(O,0%);
1]

Os valores das covariaveis sao fixados em a
mostras aleatOrias hipotéticas (covariantes
com efeitos aleatdrios podem resultar de erro
de medida, equagdOes simultdneas ou outros ti

pos de modelo com variaveis "Latents".);
|

No modelo usual de covariancia, assumem - se

i
i | i

‘que os niveis dos fatores e interagoes, como

[
i

tambem, coeficientes de regressao covariantes

- sao fixados, embora um modelo misto com cer

tos niveis aleatdrios, em muitos casos seja

mais realistico;

0 verdadeiro modelo & conhecido; isto &, to
das as variaveis do modelo podem ser completa

mente especificadas, e as pressuposigoes dis

‘tribucionais acerca dos parametros no modelo

possam ser assumidas, como nos itens anterio
res. Esta pressuposigao & necessaria para a

valiar as propriedades dos estimadores e tes

tes que sao usados;
L]

Assume-se também, que para examinar o efeito
de um fator, as covariantes nao sejam afeta
das por ele. Pois, se for usado um modelo no
qual as covariantes sao afetadas pelos trata
mentos, pode se verificar que parte dos efei

tos dos tratamentos e devida as covariaveis;



f) Os coeficientes de regressao covariantes sao
estimaveis. Isto exige que as colunas da ma
triz do delineamento das covariantes sejam 1li
nearmente independentes das colunas da matrigz
do delineamento dos fatores fixados e intera
coes, como também sejam linearmente indepen

dentes uma da outra;

g) Assume-se também, na analise tradicional, que
as regressoes covariantes sejam homogéneas pa
ra todos os niveis dos fatores e interacgoes.

Esta pressupos$icao & também restritiva;

h) A menos que seja.feitaumaselegaode viés nos. ele
mentos aleatdrios do modelo, (isto &: selegao
na variavel independente, no erro ou nos efei
tos aleatorios), os estimadores na analise de
covariancia sao viciados. A selegao baseada
em valores covariantes fixados, nao resulta
em viés. Se, entretanto, as covariantes nao
forem fixadas, mas se houver selegao nas mes
mas, método que nao considerem esta selecgao

darao estimadores viciados.

Com relagao: ao :item. g), ROBSON e ATKIN
SON (1960), NETER e WASSERMAN (1974), dentre outros, considera
ram que a homogeneidade dos coeficientes de regressao intra-tra
tamentos na anadlise tradicional & uma condigao estritamente ne

cessaria para a validade dos ajustes covariantes. Estes ajus
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tes requerem que as fungOes de regressdao sejam diferentes . ape
nas quanto aos interceptos, ou termo de grau zero, e, compara
¢des entre médias ajustadas dos tratamentos sejam feitas entre
interceptos. Quando os tratamentos e o fator representado pela
covariavel interagem produzindo seus efeitos, resulta em hetero
geneidade dos coeficientes de regressao e os efeitos dos trata
mentos calculados de maneira usual nao estimam os verdadeiros e

feitos.

2.4. Teste de Homogeneidade dos Coeficientes de Regressao

Linear

Para testar a hipdtese de homogeneidade dos coe
ficientes de regressao linear, isto &, Ho:81=82=...=BV vs Ha:
nao Hy, nos ensaios inteiramente ao acaso com um fator, STEEL e
TORRIE (1960) e KIRK (1968) propuseram o seguinte teste:

I S,/ (v-1)
s /v(r=2)"

o qual tem distribuicao de F com (v-1l) e v(r-2) graus de liber
dade. Segundo KIRK (1968), as razoes basicas para este teste
foram discutidés por kendatl (1948,237-242) , o fual recomendou
m nlvel de significdncia elevado (o = 0,10 ou ¢ = 0;25), a Fin
de evitar o erro do tipo II, que & aceltar a hipdtese da homoge

-

neidade dos coeficientes de regressao quando, de fato, ela e

falsa.

As estatisticas S; e S» sao calculadas da seguin

te maneira:
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).2

(S .

- _S8S3 =S -2z -JE—;

Y i 5554
Onde:

_ _ T 2 = - Z. . -v.) e =3z, - 2, )%;
Syy ]E#Ylj Yi;) ' Syi §(213 Zl,)(ylj yl.) zzi  §.°°1] i.
e

(s_..)% (s_)?
S2 =Lk £yl - Szy P
1 zzi zz
onde:
— - - - _ = 2,
SZY —izj(zij zi-) (ylj Yi.) e SZZ izj(zlj zi..) 14

e ainda, tem-se que v & o numero de tratamentos e r € o nlimero

de repeticoes.

Neste caso, 81 sao as variagOes dos dados indivi
-duais em torno da regressao linear dentro de cada tratamento e
S2 corresponde as variagoes dos v coeficientes de regressao den
tro de cada tratamento, em torno do coeficiente conjunto de re
gressao intra-tratamentos, que & %(Bi-ﬁ)z- Quanto maior esta

causa de variagao em relagao a Si, menos sustentdvel & a hipote

se de homogeneidade dos coeficientes de regressao linear.

SEARLE (1971), apresentou uma maneira de se tes
tar a hipotese de homogeneidade de regressao linear que pode ser
empregada em qualquer delineamento experimental. Tal procedi

mento, consiste em calcular a estatistica,
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[R(B;/M,0) = R(B/M,0)]/ (v-1)
F =

c - !
OM Residuo

onde F_ tem distribuicao de F com (v-1) e (N-2v) graus de liber
dade; R(Bi/u,u), representa a‘soma dos quadrados de regressao
linear dentro dos tratamentose R(B/u,a), a soma de gquadrados
de regressao intra-tratamentos (quando se considera uma dnica
regressao para o ajuste), ambas corrigidas para média, fatores
e interagoes, se houver. Ainda umé outra forma para determina
gao da estatistica F, pode ser vista em SEARLE (1979), baseada
em teste de hipdtese linear geral, isto g, para testar a hipdte

se Hyp:K'B = #, calculou-se,

F={k'8)'[K'"(R'"R)"'K] "1 (K'B) }/r (K')QM Res.,
onde K' & uma matriz de posto linha completo.

2.5. Formulagado Geral da Andlise de Covariancia

A forma de apresentagao do modelo linear para a
nalise de covaridncia linear com dma covariavel, encontrada na
.literatura, para o delineamento a que se propoe este trabalho &
igual aquela sugerida por SNEDECOR e COCHRAN (1967), SEARLE (1971,
1979), URQUHART (1982),.dentre outros. Assim, para os ensaios

inteiramepte casualizados tem-se:



13.

(2.5.1)

onde

Yiq € a j-ésima observagao, da variavel dependente, no tratamen
to i, (i = 1,2,...,v; 3 = 1,2,...,n;);
1 & a média geral;

ti & o efeito do tratamento i;

B & o coeficiente de regressao linear comum a todos os tratamen

tos;

25 5 €& a j-ésima observagao da covariavel no i-&simo tratamento,

fixa e tomada sem erro;

e; 5 € o0 erro experimental, normalmente distribuido com média ze
.~ . . IID

ro e varidncia o2, isto &, ejq v N(0,0%).

Sob forma matricial este modelo & encontrado na

literatura como:
Y = Xy + &, - (2.5.2)

onde:

Y & o vetor de N = %ni'realizagaes de variaveis aleatdrias;
X @ a matriz caracteristica do delineamento e das observagoes
covariantes;

Y & o vetor dos parametros envolvidos no modelo;

£ &€ um vetor de erros aleatdrios com § n N(g,Ic?).
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‘Uma outra forma de apresentacao matricial encon

trada mais fregquentemente na literatura, conforme SEARLE (1971,
1979), DIAS (1981), HENDERSON (1982),COX e McCULLAGH (1982) ’

dentre outros, é:
Y = X0 + ZB + £, ' (2.5.3)

onde:

Y & o vetor de N realizacbes de varidveis aleatdrias;

X & a matriz que caracteriza o delineamento e 6 & o vetor de pa
rametros correspondentes;

Z & a matriz das observagdes covariantes e B & o vetor dos pard
metros da regressao covariante;

£ @ o vetor de erros aleatbrios com distribuicao normal de mé

dia zero e varidncia Ic?, .isto &, £ ~ N(#,Io?).
A formulacao geral para andlise de covaridncia
tradicional,»diécutida por SEARLE (1971) de acordo com o modelo

(2.5.3), considerou o seguinte sistema de equagaés normais:

X'X X'%Z p? X'y
= , . (2.5.4)

Z'X Z'%Z B° z'y
e a solugao de minimos quadrados para o sistema &:

8% = (X'X) X' (Y-28°); (2.5.5)
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B = B = (R'R)"!R'Y. . (2.5.6)
'ondeéﬁ

"R = [I-X(X‘X)'X']Z; (xX'x)” uma ‘inversa generalizada: de

.. Dy

X'%i

RfR‘é uma matrizbcbnstituida'da‘somé dos quadrados e produtos
 dos residuoé relativos‘és éovariantes; |

R'Y & um véﬁqr cohstitﬁido da.séma'dOS produtos, das covarian

tes pela varidvel dependente, relativos aos residuos.

- Para analise de variancia, o autor  considerou

dois quadros de analise, a saber:

QUADRO 1. Andlise de variancia para o ajuste covariante (B) a

| pds fatores e interagdes (8) no modelo Y =XB+ZB+E

c.vaRIACEO .  G.L. | - sQ
“Fatores. e Interac¢odes (X . R(e)==Yqux5xrvviyg
| MEdia o R(H) = N§?,

Fatgres‘e InteraQBes :

@mmn@&a) : : r) -1 RMAU;R@)—Rm)

Covariantes (apéé‘fa

_ tores e interacgdes) | £ (2) - R(B/®) =Y'[R(R'R)T'R']Y

It

i

Residuo -  N-r(X) -r(z)  SEE=Y'Y-R(0) - R(BO)

TOTAL - N R Y'y
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QUADRO 2. Analise de variadncia para o ajustamento de fatores e

‘interagao apds covariantes (B) nomodelo Y = X0 + ZB + £

G.L. | ‘ S0

C.VARIACAO !
|
M&dia ] 1 RW =N,
Covariantes , ‘ :
(apds média) L r (7) R(B/W) =Y'[2(2'2)"'2']Y

Fatores e Interacoes

(apos média e covariantes) rx) -1 R(6/u,B)

R(6/1) +R(B/6) - R(B/W)

Residuo N - r(X) - r(2) Y'Y - R(6) - R(B/O)
TOTAL N Y'y
onde:

Z @ uma matriz constituida pelos desvios das covariantes em re

lagao as suas médias gerais, isto &, Z = 2 - 1(N)§--

2.6. Um Modelo Alternativo

Para analise de covariancia tradicional, assume
-se que os coeficientes de regressao linear dentro dos tratamen
tos sao homogéneos. Porém quando esta hipdotese & rejeitada, a
analise tradicional nao @ aconselhavel. Portanto, uma maneira
de contornar este problema sera, sem davida, considerar um mode
lo no qual esta hipotese ﬁao seja exigida. Neste caso, deve-se

consideraruna regressao especifica para cada tratamento. Assim,
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conforme SEARLE (1971, 1979) o modelo estatistico,parélmlensaio

inteiramente ao acaso com um fator fica:

(2.6.1)

onde:

By & o coeficiente de regressdo linear dentro do tratamento i e
os demais termos do modelo conforme definidos em (2.5.l)<
Segundo COX (1958), este.éipo_de;progedimento em
pregado num experimento em quadrado latino, onde a resposta do
material experimental & uma funcao continua de duas variaveis
- linhas e colunas - o modelo matemadtico poderad ser considerado
como um modelo que representa uma superficie de respostas, ima
ginadas como um conjunto de curvas paralelas paras as linhas e
um outro conjunto de curvas paralelas para as colunas. A pres
suposicao mais geral ~ que no minimO'uma das curvas nao séja pa
ralela - poderd ser mais realistica em algumas circunstancias ,
desde qﬁe se obtenha maior precisao estatistica atraves de uma
analise apropriada. Em razao disso, o autor propds um tipo de
analise na. gual se considera uma curvatura individual em uma
das diregoes, cujo . modelo  estatistico & dado por
Y. = no+ ky + Bja;s+ 05 + ey, ondey (=3 =1,2,...,m) &
a resposta observada da unidade experimental correspondente ao
i-8simo tratamento na j—ésima coluna; Y & a média geral; kj e

-

Bj sao respectivamente o efeito da j-ésima coluna e o coeficien



de-regressao-correspondente; 0. & o efeito do tratamento

a.. € o fator fixado da linha para o i-ésimo tratamento na

ij

; 2 ' IIb 2
gima coluna. Tomou-se Ia’. = Za?. = 1; e,. ~ N(0,0%)

' j 13 i 1] 1]
restrigoes Tk, = 6, = 0.
jJ it
O sistema de equacoes normais, segundo o

foi:

mais foi:

onde:

n“y = total geral = y ..

n(i + ij) = total dacoluna = Kj

B. + ra, .o, : = Xa..Y..

By * 1215% §%13Y13

nu + gaijs + nel = total do trat. i = Ti

As estimativas dos parametros foram:

-~ -~ 1. 1 -~
=Y /n? k., = =(K. - Y 2y = Z(K. -

'y ./n7 e Ky 5 ( g ../n%) 7 (K u)

Sob forma matricial o sistema de equacgoes

A & a matriz formada pelos elementos 40 A= {a,.};

R & uma matriz coluna de elementos fa

i3

§9i5Y547

18.
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T & uma matriz coluna de elementos (Ti - T), assim,

[nI‘-FAA']—l[T - AR],

@Dy
i

)

o™
o

‘[l‘lI - AlA]—l[nR - AIT]

Para a analise de varidncia, o autor considerou

o seguinte quadro:

' QUADRO 3. Analise de varidncia para o ajuste de tratamentos
corrigidos pela média e pelas covariantes no modelo

de ensaios em quadrados latinos.

C.VARIACAO : G.L . SQ
Colunas X . n-1 - Lrg2 - ¥? /n?
o S ' _ : ni i ..

Reg. ignorando tratamentos n [R'R]
Tratamentos (aj.)p/regressdo  n-1  8'[T - AR]
Residuo | n2-3n+l Diferenca
— ' | 2_1 YA
TOTAL o : S n —l YIY — —ﬁ—i-. )

SEARLE (1971, 1979), apresentou uma andlise para
estes tipos de modélos,vnos quais se considera o caso dos en

saios com um fator e com dois fatores com interacbes. O mesmo
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afirmou que o procedimento para andlise do modelo citado em
(2.6.1), & o mesmo empregado na formulagao geral da andlise de
covaridncia, apenas com algumas modificagoes, como por exemplo,

a forma de apresentacao da matriz das covariantes.

Com base nos trabalhos citados, COX (1958), SEAR
LE (1971, 1979) e IEMMA (1985), principalmente no que se refere
a aplicagdo de modelos lineares, fundamentou-se a estrutura béa

sica para o desenvolvimento deste trabalho.
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3. DESENVOLVIMENTO TEORICO

Este trabalho, considera o caso da andlise de co
~ varidncia com uma covariivel e uma regressdo linear especifica

para cada tratamento, nos ensaios inteiramente casualizados.

3.1. Modelo Estatistico

Para este caso o modelo considerado é:

onde:
Yijvé a j-ésima observagao do tratamentd'i; (i =1,2,...v) e
(j.% 1, 2, ..., ni);

§ @ uma constante inerente 3 todas as observagodes;
ty e o efeito do i-ésimo tratamento;
By & o coeficiente de regressao linear dentro do tratamento ij;

zij-é a j-ésima observacao covariante correspondente ao trata
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mento i, fixa e tomada sem erro;

& o erro casual atribuido a observacao yij’ com distribui

¢ao normal de mé&dia zero e varidncia ¢?, isto &, €5 v N(0,0%).

e. .
1]

Na forma matricial considerou-se o seguinte mode

lo: \

'

Y= X0 + 7B + £ (3.1.2)

onde:

Y & um vetor de N = In, realizagGes de variaveis aleatdrias;
i

"X & uma matriz de elementos conhecidos que caracteriza o deli

neamento,de rnank v, isto &, r(X) = v;

6 & um vetor de v+l pardmetros desconhecidos, correspondente a
constante 4 e aos efeitos dos tratamentos ti;

Z & uma matriz de dimensoes N x v de observagoes covariantes ,
consideradas fixas e tomadas sem erro;

B & um vetor de v parametros desconhecidos, correspondentes aos
coeficientes de regressao dentro de cada tratamento;

£ & um vetor de dimensoes N x 1, de componentes nao observaveis

e aleatdrios, tal que & Y N(Z; Io?).

Assim, pode-se estruturar:
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d - * o6 [ aee 0 [ ) 1
N N ERE ol ] [z, O -0 1[8] [e,
y 1 1 o ---0] |t Z 0 ... 0 B e
12 : 1 12 ' 2 12
: . . . . t, . . . : .
. . . . . 2 . . . -
v 1 1 0 -0/ {2 z 0 -+ 0 B e
ln1 . 1n1 v v 4 n,
Y, 1 0 1 ee 0 _“jat 0 221 e O : e21
A2 T S '
y, 1 0 1 -+ 0 0 'z -0 | e
2 |_ | - 22 | +] 2% (3.1.3)
1 0 1 ---0 0 =z -0 e
21’12 2an 21’12

¥, 1 0 0 -+-1 0 0 -z e,
%Q 1 0o 0 -.-.1 0 0 - %M %M

M 1 0 0 -1 0 0 ez e
Cvn L | L R L Y
N.o.1TN v+l N v N 1

Além disso, o modelo assume as pressuposigoes des
critas em 2.3. com 'eXCegéo da homocedasticidade dos coeficien
tes de regressao.-

- Nestas circunstancias, tem-se:

E(Y) = E(X8 + ZB + E) = X6 + 78 (3.1.4) -,
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Var(Y) = Var(X6 + ZB + £) = To2 . (3.1.5)
entao,
Y~ N(X6 + 7B; Io?) . (3.1:6)

3.2. Sistema de EquagGeé Normais e Estimativas dos Parame

tros

O sistema de equacdes normais para o modelo ir

restrito e:

X'x x'z]le?] X'y
2'x z'z]|B°] . |z'y)
ou’ seja, .

(3.2.1)
2'%0° + 2'28° = 2'Yy o (3.2.2)

it
e
=<

{x'xe° + X'28°

“uma solucao de mihimds'quadrados, & obtida do Seguinté'modo:'

M

o o _ P .
Pré-multiplica-se (3.2.1) por Z'X+:, onde X+

a inversa generalizada de MOORE-PENROSE de X, obtendo-se:
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ZVXF'X'x6°% + Z'x+'x'2R° = z'xt'X'y,
e desde que X*'X'X = X, entdo tem-se:
72'x6° + z'pz8° = z'PY, (3.2.3)

onde P = Xxt = xt'X' = X(X'X)"X' & o projetor ortogonal de Y no

espago coluna de X, C(X).

Subtraindo (3.2.3.) de (3.2.2), vem:

%' (I % p)zB® = 2'(I - P)Y, (3.2.4)
; ",

que & o sistema de equagdes normais reduzidas para efeito de re

gressao, eliminados os efeitos de tratamentos e da média.

Sabe-se que (I - P) & simétrica e idempotente, isto e ,

(I - P) = (I -P)'= (I -P)'(I - P), entao,
Z'(I - P)'(I - P)2RY =32'(T - P)'Y
e fazendo-se R = (I - P)Z, obtem-se:

R'RB® = R'Y (3.2.5)

Como R = (I - P)Z = [I - X(X'X)'X]Z' e de posto coluna completo,



26.

entio existe (R'R)™!, que ao pré-multiplicar a equagao (3.2.5)

resulta:
B = B = (R'R)"IR'Y (3.2.6)

tem-se ainda, que (X'X)~™ & uma inversa condicional de X'X, e pa

ra este caso tomou-se,

[0 0 0 .- 0 ]
0 1I/n. 0  we- 0 )
(X'X)” = |0 0 l/n2 s 0 » (3.2.7)
0 o 0 --- 1/
obtendo-se desta forma:
'Z . - 2 eea I
j(zlj 21.) 0 0
_ = s
0 gl(z2j zz.) 0
R'R = | (3.2.8)
- 2
i 0 0 .ee §(aﬁj— zV)-
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5 - I
J(Ylj 1-)(21] z )
393 " Yoz -3 )
R'Y = . ' (3.2.9)
§(yvj - ?V.)(zvj - 2v )
consequentemente,
él Z(ylj - yl-)(zl] B Z1 )W
_ = 2
§(Z1j z, )
éz §(y2j Y, )(sz B Zz)
- ‘ | -5 2
B = B = = bz ) (3.2.10)
\ ‘
. !
. :
év ; g(YVJ - yv.)(zvj T %y )
Z(zvj - EV )2
IR ] |

1

por outro lado, uma -80lucaoc de minimos quadrados para 8 obti

-

da a partir de (3.2.1), ée:

8% = (X'X)"X'(Y - ZB) (3.2.11)

Desenvolvendo-se (3.2.11) chega-se as seguintes estimativas:
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LLIO 1 - 0 -
£ 0 - - -
! Y,. - B2,
0 - - o
t 2 y2- 8222'
00 = | _ | = . - . (3.2.12)
. - s =
e entao, u’® =0 e ti = §i - éiii , que corresponde a média do

tratamento i ajustada para a regressao correspondente. -

3.3. Meédia e Variancia dos Estimadores dos Parametros

Comprova-se que B & um estimador imparcial para

B. De fato, considerando-se;
B = (R'R)"!R'Y

e substituindo-se (3.1.2.) na expressao, vem:

B = (R'R)™!R" (X0 + ZB + &)

(R'R)—IR'XG + (R'R)-IR'ZB + (RIR)*Ing
- g + (R'R)™'2'(I - P)'ZB8 + (R'R)T'R'E

= (R'R)"'R'RB + (R'R)"!R'E

logo;
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T

= B + (R'R)"IR'E

ou

oy

- B = (R'R)T'R'E O (3.3.1)
Assim,
E(B-8) = (R'R)TIR'E(E) = 0

e consequentemente,

1
™

E (§) (3.3.2)

A matriz de dispersaoc do vetor B, & por defini

gao:
D) =E{[B-EM®][B-EM®]"}  (3.3.3)
levando ém,conta,(3.3.1) e (3.3.2),’tem—se:

DB = B[ (R'R7IR'E][(R'R)"IR'E] ")

E{(R'R)‘iR'gg'R(R?R)“l}

It

]

(R'R)” R'R(R'R) " }1g? B

ou ainda,



|
|
D(B) = (R'R)™!o? (3.3.4)

ou de acordo com (3.2.8),

i = ‘ -
l/§(zlj Zl.) 0 . 0
0 1/5(z . -2 )2 ... 0
j 2 2.
D(B) = : : : o2 (3.3.5)
-5 2
0 0 cee l/§(2V3 2.
i 3 = 2 - 2- 2 2 =
ou ainda, var(Bi) =0 /g(zij Zi.) : cov(Bi,Bf) & para
i#4i'.
Como B & uma combinacdo linear dos y's, cuja distribuicao de

probabilidade & normal, e sabendo-se que combinagao linear de va

riaveis normais tem distribuigéo normal, entao,

-~

B~ N[B:; (R'R)!0?] , - (3.3.6)

Por outyo lado, mostra-se que 6° ndo & um estima
dor imparcial para 0, mas sim, para combinagoes lineares dos pa

rametros que estao em 0, ou seja,

substituindo-se (3.1.2) em (3.2.11), tem-se:
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8 = (X'X)X'[X0 + XB + £ - Z(R'R)"IR' (X6 + 2B + &)]
= (X'X)7X'X0 + (X'X)7X'ZB + (X'X)7X'E v (X'X)7XK'Z(R'R)TIR'X0 -
- WNX'ZR'RTRZE - KX K'ZRBTRE
= (X'X)7X'X0 + (X'X)7X'ZB +| (X'X)"X'E ~ § - (X'X)”X'Z(R'R)"iz' (1-P)ZB -
! \ :
- (X'X)"X'Z(R'R)"'R'E
i |
= (X'X)7X'X0 + X'X)7X'[I - 2R'R)"IR']E
Portanto,
6° = HO + (xX'X)"X'[TI - Z(R'R)T!'R']E (3.3.7)
ou
6° - HO = (X'X)"X'[I - Z(R'R)"!R']E (3.3.8)
Assim,
E(6° - HO) = § e consequentemente,
E(6°) = HO ‘ (3.3.9)

Onde H, @ uma forma escalonada de X'X. E, para a condicional

escolhida em (3.2.7), tem-se:
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0 0 0 ... 0l[u] [ -0 ]
11 0 ... offe Wt
B E(GO) = HO = 1 0 1 oo e 0 t2 = U+ t? (3.3.10)
1 0 0 ... 1|t Lp + t
5 o L 3 o

o que confirma a nao imparcialidade de 6° descrita anteriormen

te.

Com isto, percebe-se que nao faz sentido, no mo
delo irrestrito, calcular uma matriz de variancias e covaridn
. cias de 6°, mas sim, para funcoes lineares estimdveis, conforme

sera exposto a seguir.
3.4. Estimabilidade

Considerando—se os valores esperados de g em
(3.3.2) e de 07 em (3,3.9),kverifi¢a-se que B & sempre estimd
vel, e,.para umé matriz C' de_nanhAlinha completo, a fungéo pa
ramétrica C'6 é estimével sempre qﬁe‘ela for estimavel no mode

lo sem covariantes, isto &, para que C'6® seja estimavel, deve e

xistir uma matriz T, tal que C' = T'X.

Além disso, pelo teorema de Gauss-Markov, sabe -

- . e ~ N ’ -
se que se C'0 & estimavel, entao C'6 = C'eﬁ, de modo unico, pa
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ra qualguer e°solu¢§o das equagGés normais. Assim, de (3.3.7).

tem-se que;

60 = (X'X)"X'X0 + (X'x)"x'[1 - z(R'"R)T!R']E

cre® = C'(X'X)7X'X6 + C'"(X'X) x'[1 - Z(R'R)-_I,R']E

= TUX(X'X)TX'X0 + C'(X'X)7"X'[I - Z(R'R)TIR']E

It

T'X6 + c(x'x) x'[1 - Z(R'R)"“_IR']E'_ 1
Por#antor

c'e® = c'o + crx'x)Tx'[1 - z®'RTIR]E (341)
ou

c'e® - c'e = ¢ (X'X)—X‘[;I - Z(R'R)"i'R’]E = (3'4'2);.:
E, consideréndo—se as pressuposigaes dd modelo conélui—se que,
E(C'8°) = c.'e

Por definigéo, sabe-se que

var(c'e’) = E{[c'6° - E(c'e®)][c'e® - E(C'e”)]'} (3.4.3)
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Substituindo—se (3.4.2) em (3.4.3.), tem-se:

Var«re°)

il

E{C' (X'X)7X'[I - Z(R'R)T'R'] €& [T ~ RR'RI2']X(X'X)C)

1l

c{x'0X'[I - 2®RRTR'][I - RR'R)™'2]X(X'X) "}oo?

C'{X'R) TX'K(X'K) T - (X'X) X'RR'R) V2R (X'K) -
- (X'X)"X'Z(R'R)IR'X(X'X) T + .
+ (X'X)_X'Z(R'R)T'lR'R(R'R)—iZ'X(X‘X)_} Co?

C'{(X'X)'X'X(X'X)— + '(X'x)‘x'z(R'R)“Z'X(X'X)'} Co?

i

{T'X(X'X)"X'X(X'X) "X'T - C' (X'X) X'Z(R'R)"'2'X(X'X) C} o?

]

{T'X(X'X)"X"T + CYX'X) ~X'Z(R'R)~!2 "X (X'X) "C}Co?
Dessa forma, obtem-se,
Var (C'6°) = c'{x'x)" + (X'-X)_X'Z(R'R)_IVZ'X(X'X)_} Co® | (3.4.4)
Assim,
T8 = c'0® ~ N{C'6; e [&'x” + (X'X)-x'Z(R'g)"lz'X(x'xr]coz} (3.4.5)

As fungdes paramé@tricas do tipo C'6 = %C,;0,, com

_ i
Eci = 0, conhecidas como constrastes entre os efeitos ajustados
de tratamentos, formam um subconjunto das fungoes estimaveis, e,

por isso, serdo aquil enfatizadas por serem de grande interesse

pratico.

Dado o contraste;
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sua estimativa & dada por:

$ = @18 = 190 — : T —
¥, =Cp8 =cpo [o Ch, Cp, --- chv] 0
l_71. - B121.
YZ- - BZZZ-
yv, - szv.
Logo,
- v -~ .
Y, =IC t° = z Cy (¥ - ByZ; ) (3.4.6)

h i=1 hi i=1 hi

que corresponde & estimativa do contraste entre as médias ajus

tadas dos tratamentos.
A variancia de ?h e:
Vax(s?h) = Var(Cﬁeo) = -[Cljl[(X'X)_ + (x'X)‘x'z(R'R)"lz'x(X'X)“}ch} a?,

desenvolvendo-se os calculos obtem-se a seguinte expressao:

-~ ' v 1 AEiZ \ _
Var(Y,) = Var(c;6®) =x cf,[= - o (3,4.7)

i=1 "n,  S(z,, - Z, )?
i 313 i.

Um outro resultado interessante & aquele relacio
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nado com os coeficientes de regressdo, isto &, sabe-se que B &
sempre estimavel, e, para uma matriz C' de #ank linha completo,
as combinagoes lineares do tipo C'B, também sao estimaveis.

Portanto, pelo teorema de Gauss-Markov, tem-se que;

C'8 = c'B,
e
E(c') = C'E(B) = c'ia_» (3.4.8)
Como tambeém,
Var(c5‘€) = c'vér("é)c = _c' (R'R) T 'co?. _ (3'4f9)
Assim,
C'B v N[C'B; ¢' (R'}R)"lcczj - (3..4.10)

Estes resultados s3o de fundamental imertéhcia
na aplicagdo do teste de hipdteses relacionado 3 homocedasticidad
de dos coeficientes de regressio.

3.5. Analise de Varidincia e Teste de Hipoteses

‘Sabe-se que Y pode ser decomposto em dois veto
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res de espagos ortogonais, Y =Y + {, e, tomando suas normas po
de-se interpretar geometricamente esta partigao através do teo

rema de Pitégoras:
Hell2=Jell?+ 1EN? = lIxe® + zB[|*+ |ly - xe° - zB||?,

Naturalmente, Y sera tanto melhor para aproximar

Y, quanto menor for o comprimento de £.

Usando-se a definicao da norma euclidiana e lem

brando que X'x6° + X'Z8 = X'Y e 72'x0°% + 2'28 = 2'Y, tem-se:

Y'Y = (x8° + 2B) ' (x0° + ZB) + (¥ - X8° - zB) ' (¥ - x0° - 7)

Y'Y = (8°'X'X0° + 6°'X'ZB + B'Z'X6" + B'z'ZB) + (Y'Y - Y'X0° - Y'zB -
- 0%'%'y +0°'x'x0° + 0%'X'ZR < B'Z'Y + R'Z2'X6° + B'2'Zh)

Y'y

[6%(x'x0° + x'zB) + B'(2'X0° + z'zR)] + [Y'Y - 20'X'Y ¥
+ 091 (X'X0° + X'ZB) - 2B'Z'Y + B' (2'x6° + Z'ZE)]

Y'Y = 69'X'Y + B'Z'Y + (Y'Y - 00'X'Y - B'z'Y)  (3.5.1)
De (3.2.5) e (3.2.11) verifica-se que:

e“' = Y'X(X'X)" - Y'R(R'R)“Z‘X(X'X)". o (3.5.2)

-~

B' = Y'R(R'R)™}, (3.5.3)
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Substituindo-se (3.5.2) e (3.5.3) em (3.5.1), vem:

Y'Y = [Y'X(X'X)7X'Y - Y'RR'R)TIZ'XEX'X)TIX'Y + Y'RR'R) TIZ'Y] +
+ [Y'Y - Y'X(X'X)7X'Y + YRR'R) 712K (X'X) K'Y - Y'R(R'R)"'2'Y]
Y'Y = {Y'X(X'X)7X'Y + Y'RR'R) 72 [I - Xx(X'X)"X']Y} + {¥'Y-¥'X(X'K)7X'Y -
- Y'R(R'R) 72" [T - X(X'X)7X']v}
Y'Y = {Y'X(X'X)X'Y + Y'RR'R)TR'Y} + (Y'Y - Y'X(X'XJX'Y-Y'R(R'R) "'R'Y)
Y'Y = ¥'[XX'X) 7K' +RR'R)TIRIY + Y'[I - X(X'X) X' -R(R'R)T'R']Y (3.5.4)
ou

S Total = SQ Parametros + SQ Residuo

_Onde a matriz [X(X'X)"X' + R(R'R)7'R'] & o projetor ortogonalde

Y no espago coluna de [X : Z], C(X ¢ Z), o sub-espago dos paré

metros, e [I - X(X'X) X' R(R'R)"!R'] & o 'projetor ortogonal
de Y no espago ortogonal ao espago coluna de [XE Z], CIO(; z) ,

o espago residuo.

A soma de quadrados dos parametros pode ser re

escrita como:

SQ Par. = Y'[X(X‘é{)'xi']y + Y'[RR'R)"IR']Y, - e equivale a

SQ Par. = SQ|Trat. '+ Constanté| + SQ Reg. d. Trat.
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Como em geral, & de interesse a soma de quadra
dos de tratamentos corrigidos pela média, para sua obtengao
faz-se:

SQ Trat: = ;Y'[X(X'X);’X' - N"']1']Y (3.5.5)

. | ; |
Onde ] & o vetor de N eiementos uhiéérios.

E claro que para efeito de calculos, as somas de
quadrados nao devem ser obtidas através dos projetores  ortogo
nais, pois, para grandesmassas de dados, torna-se impraticavel.
Com este raciocinio, procurou-se generalizar expressoes de in

teresse pratico a partir do desenvolvimento das formas quadrati

cas, isto e,

SQ Total

I
+<
=
>
]
™
<

(3.5.6)

SQ (Trat. + .Constante) = Y'[X(X'X)"X']Y = Eniy (3.5.7)

sQ Trat. = Y'[X(X'0)7X' - N711']Y = 3 yPo (R y YN (3.5.8)
: 1 i

=x 3713
SQ Reg. d. Trat. = Y'[R(R'R)T'R']Y = B %X(z,, - 2, )* (3.5.9)
i i :] 1] L.
SQ Residuo = Y'[I - X(X'X)"X' - RR'R)“'R']Y =1 y? e
i,j ij iny Yi.
_ 52 -5 2
EB :Zjl(zij zl.) (3.5.10)
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O numero de graus de liberdade das somas de qua

drados € o «ank da matriz da forma gquadratica correspondente.

‘Lembrando-se gue os niicleos das formas quadraticas sao matrizes
simétricas e idempotentes, entao o rank da forma quadratica & i
gual ao trago do nlcleo, portanto,

g.l. SQ Total = r[I(N)] =N (3.5.11)

g.l. 8Q Trat., = r[XX'X) X' =N '] =r® -1= v-1  (3.5.12)

g.l. SQ Reg. d. Trat. = r[R(R'R)"R']=r(Z) =v (3.5.13)

g-1. 80 Res. = r[I - X(X'X)'X' - R®R'R)R'] = r[I (] - r(X) - r(@)

N - 2v (3.5.14)

Pelo teorema 1 do apéndice pode se verificar as

distribuigaes<maprobabilidade das somas de quadrados, ou seja :

1 R . ~ iy Tyt IRy=3ipt 2
759 Par. = Sy [X('X)7X" + RR'R)TIR']Y v X @ +r@; )‘LJ ,  (3.5.15)
Onde:

A= A [0 + zf] ' [¥(X'X)"X' + R(R'R)"!R'] [x0 + 2B]

P 292

= 12 [6'X'X0 + 20'X'ZB + R'Z'X(X'X)7X'ZB + B'Z'R(R'R)'R'Zf]
20

L _[67x'x0 + 26'X'Z8 + B'Z'PZB + B'R'RE] ,

202



ou,

A_ oObtem-se:
p
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A =L [o'x'x6 + 20'X'zB + B'z'7g] (3.5.16)

P 952

Fazendo-se os produtos e somas das matrizes, em

_ 1 2 26,2
A= L 3 (w+t, + Bz, 0% (3.5.17)

Ou seja,-l;-SQ Parametros tem distribuicdo de probabilidade de

o
qui-quadrado

tralidade Ap

distribuicao

1
o)

Onde:

1
A, = -
t 20.2

com r(X) + r(z) = 2v g.l. e pardmetro de nao cen

I 2
T (u+ ti + Bizi.) .

202 i,] J

A soma de quadrados de tratamentos tem a seguinte

de probabilidade, conforme o Teorema 1.

L
o

~=8Q Trat. =—Y'[XX'X)7X' - N ']]']Yy ~ X?-[r(x) -1 (3.5.18)

[o'x' + 8'2'] [X(X'X)7X" - N"!]]'] [%0 + ZB]
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=-2§—[e X'X0 + 20'X'ZB + B'2'PzB - N '(0'x'11l'x0 + 20'x'11'z8 +
+ p'2'11'zp)]
_ E%E{Eni(u v+ Biﬁi.)z - N Efj(u +ty o+ B2 J)] }
qutanto,
}‘t'=555{§n1(t + B,Z ) - N;l.[i?j (t, + Bizij)]z} | (3.5.19)

A distribuigao de probabilidade da soma de dqua

drados de regressao dentro de tratamentos &:

1

—-SQ Reg. d. Trat. = —];—Y'[R(R'R)‘IR']Y v X? (3.5.20)
o o :

(=@ 2]

Onde:

A = _Lz[e-'x- + 8'2'][R(R'R)"'R'] [X0 + 28]
20 '

= [B Z'R(R' R)‘iR 78]

Portanto,
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.\I______ 2 - 5 2
Ar = Z-Bi(zi' . zZ, ) (3.5.21)
Finalmente,

(3.5.22)

1 _ 1 - = 2
?sg Res. = O—ZY'[I - X(X'X) X' - R(R'R) 'R']Jy nv X [N -

2V;\AGJ

Onde:

A =§‘l'2"[e'x' +8'2'][I - X(X'X) X' - RR'R)'R'][x0 + 26] = ¢
(o} .

Diz-se que SQ Res./0? tem distribuicdo de qui-
quadrado central. E, ainda, através do teorema 1, mostra-se que
a somadequadrados de tratamentos e soma de quadrados de regres

sao dentro de tratamentos, séo’independentemente distribuidos da
soma de quadrados de residuo, e entre si, pois,

[(xx'x)"x' - N ']1'][T - X(X'X)"X'" - R(R'R)"'R] = @ (3.5.23)
[R(R'R)7'R'] [I - X(X'X)"X' - R(R'R)T'R'] =4 (3.5.24)

[xx'x)7x" - N }]I'][R(R'R)T'RY] = @ . (3.5.25)

Por outro lado, através do teorema 2 do apéndice,

pode-se determinar as esperancas matematicas das somas de qua
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drados de interesse, isto &:

E(SQ Resi) = E{Y'[I - XX'X)X' -~ RR'RT'R']Y} =
= T[T - x@x)7X' - RR¥RTR]e? + [0'%" + 8'2"]
[T-xx'®7x - R(R'R)7'R'] [x0 + zf]
= [N-r® -r(@]o® +¢
Logo,

E(SQ Res.) = (N - 2v)o?; (3.5.26)

E(sQ Trat.) = E{¥'[XxX'®) X' - N'11']v}

Tr[x(x'x)‘x' - N ]o® + [orx + B'2'] [X(XK'X)X' -

- N1 [x0 + zg]

rx) - 1]o® + In, (t; + BiZ; )2 - N_I[Eni(ti + 8,2 )]?
Portanto,
E(SQ Trat.) = (v —il)ov2 + £(t,B); (3.5.27)
E(SQ Reg. d. Trat.) = E{Y'[R(R'R)“?R']Y}

= Tr[R(R'R);-lR']OZ + [elxl + Blzl] [R(R'R)_IR']
' [x6 + z8]
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= r(z)o? + B'R'RB
Assim,

= 2 _= 2 '
E(SQ Reg.d.Trat.) vo? + ZJBl(zlJ zi.) (3.5.28)

Cohsequentemente, as respectivas esperancas dos

quadrados médios ficam,

1

E(QM Res.) = E(SQRES ) =

oo (N - 20)0% = 0% (3.5.29)

E(QM Trat.) = o1 (v-1)0% + —2rf(t,8) = 0% + SZof(t,8); (3.5.30)

E(QM Reg.d.Trat.) —-—vo + L 2 gz, -3, )2 =02+ 1 B2z, )2;

Vigi 1) 1. vyl ij T 4.

(3.5.31)

Com os resultados obtidos anteriormente, pode-se

estruturar o seguinte quadro para analise de variancia.
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QUADRO 4. Analise de varidncia para ajustamento covariante (B),

corrigido pela média geral e pelos tratamentos no mo

delo ¥ = X8 + ZB + &

C. VARIAGCAO G.L. S.Q. Q.M. E(Q.M.) F
Tratamentos v -1 Zi-y Ny2Z \' o? + —]‘—f(t B v /v
ing l. _ . 1 v-1 ! 1 2
a2 2 l 5 2 7
Reg. d. Trat. v EBJ-ZJ (le 1.) V2 o2 v Z Bl(zl:J Zi.) VZ/V3
Residuo N - 2v  Diferenca v, o?
TOTAL N-1 % L.y 2N - -
Jylj ('ijlj) /N

Sob a hipotese Ho(l):Bi = ¢, para todo i, A =0

~1

e —=Y! R(R'R)~!R']Y v y2 isto &, tem distribuicao de
) [ ( ) ] X tr(Z)]‘ € | G

qui-quadrado central.

Assim,

r(z)QoM Reg.d.Tfat. 2
2 Y XV

o)

E, de (3.5.26) tira~se que;

N - r(x) - r(z)]QM res.\' .
[ o2 ‘ " Xz[N - 2v]

(3.5.32)

(3.5.33)

Consequentemente, pelo teorema 3 do apéndice, re

sulta;



OM Reg.d.Trat. . ' 3.5.34
OM Residuo [viN - 2v] ( )

(1)

Quando a hipdtese Ho :B8, = @, & rejeitada a um

: 1
determinado nivel de significdncia desejado, o prdximo passo se

ra, sem davida, testar a hipéteée de homogeneidade dos - coefi

cientes de regressao, isto &, Ho(z):6,=62=...=8V, que pode ser

. - 2 - . .
expressa como Ho( ):C'B = @3, onde C' &, por exemplo, uma matriz

do tipo

.

1 -1 0...0 .0

0 ¥ -1 ...0 o|
c' = | (3.5.35)

0 0 0 .« oo l -l

De (3.4.9), tem—-se que:
c'g ~ N[c'Bsc' (R'R) " 1co?]
e, sabendo-se que a matrizcﬂ(R'R)‘lc € positiva definida, e por
tanto, nao singular, pois C' & de ndhh linha completo. E, seja
A uma matriz'nao.singular, tal que,
-1
[c'(rR'R)"!c] =na'A

e onde,



Entao,

Assinm,

48.
. - T
C'(R'R)~'c = a7'a"1 .
Considere a forma quadratica Q'Q, onde:

_ AR - c'p)
g

Q

E[Q] = %E(AC'E - AC'B) = ¢

var[d] = Lavarc'®ar = L aa At are? - 1
o] ' [
Q"2 v X 1y en)].. | (3.5.36)

Dessa forma,

_ 1 g 1 " VR - ln‘ - \ ' |
Q'Q = ('8 -C'B) [C'®R'RT'C]7I(C'8 - C'B) wxz[r(c.)]. (3.5.37)

(2)  va - .
Sob Ho :C'B = @, tem—-se entao, que

= LBy e (RIRY T - 12 o, 2
Q'o= SEB'[c R R 'CITHEB) v X (o] (3.5.38)
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A forma quadridtica dada em (3.5.37) & definida
como soma de quadrado devida a hipotese Ho:C'B ='w; Como aqui

& considerada a hipdtese do tipo Ho:C'B = ¢, entdo tem-se:

soo?)y = (B [c' (R'R)~!c]~*(c'B) (3.5.39)
que coirespoﬁde a:v
somo'™) = 382, (z,. - 7, )?- (2, g5 =F; ) (rag ~2)] %/, 5, (25 = 2, )

i 1] 1] 1. i,J

(3.5.40)

Alem disso, pelo teorema 3 do apéendice, verifica

-se que SQ(HOKZ)) e SQ Res. sao independentes, isto é:
Substituindo-se (3.2.6) em (3.5.39) obtem-se:

)y = Y {RER'R"'cfc' ®R'R)-IC] "¢t R'R)TIR'IY (3.5.41)

SQ(Ho

Assim,

{RE'R)”Ic[c! ®R'R)7IC] e R'R)TIRYHI - X(X'X) X' - RR'R)TIR'} = @

Portanto,
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soo'™) ey _ soo®y /(v - 1)

QM Residuo B M Residuo v F

{(v-1);MN-2v)} (3.5.42)

Uma vez cqmprovada a homoqenéidade dos coeficien
tes de regressao, ou seja, avnEOsrejeigéo da hipotese Ho(z):
C'8 = ¢ a um nivel de significancia especificado, deve—sé recor
rer 5s-técﬁicas da andlise de covaridncia tradicional para a ex
‘ploracgdo dos dados, do contrario, caso a hipotese seja rejeita
da, o procedimento imediato serd averiguar a existéncia dos e
feitos dos tratamentos, através da hipGtese Ho(a): t1=t = .=t ,

. 2 v
considerado um Bi especifico para cada tratamento i.

Para'enqmﬂzér a: forma quadréticalquebfornece a
soma de quadrados dé tratamentos ajustada para média e para 4c9
variantes, define-se Z'2Z, como a matriz da soma de quadrados e
produtos dos z's corrigidos éara suas correspbndentes médias ge
rais, ou seja, Z = (I - N"'E)Z, oﬁde I, & uma matriz identidade
e E & uma matriz quadrada com todos os elementos iguais a 1, am

bas as matrizes de ordem N.

Portanto, tem-se:
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(3.5.43)

ZV ZV ZV ZV ZV ZV ZV ZV ZV
=z = —lz 2z A= |z =z A= ] 1
i 1 » o0 ] ] { s ] .o s ] ] s e }

- o >
ZV ZV Zm
NS N n¥ N N N N N N
iz |z Az Hlz Az =1z —lz = ~z
I | see | 1 | see | . co 0 ) 1 | KX I
o Y a ,
N N ZZ
N N N N N N . N N~
—lz ~l=z —lz Az = —z =z =z =z
| N | LY ] -1 i e s ] se e o e 1 ] ces ]
n o .ot
N (She g
. N
- )

Z=(I-N'E)Z=
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1 1 1 )
1z2, - = 2% -=2z z cee -=z
J 1] N 1 Nzlo 2 N 1. Ve
1 2_1_2
-=Z 2 L2°-=2Z ‘e -=2Z 2
£ ] L) 3 - N - -
'z = N 2.1 JZJ N2 2. V (3.5.44)
_lzoz 1 2 _1l,2
Ve 1 N%h%. "°%ﬂ N%.
L i
v v
e ainda,
_ 1 -
%3 T R Y.,
_ 1.
. 3% T N AL
'y = _ : (3.5.45)
1_
:z]: YVj ZV:'l N 2;V.:V. .
A partir do»modelo Yij =u + ti + Bizij + eij a

. té@ aqui considerado, se for retirado o efeito do tratamento ty,
torna-se um modelo de regressdo de y nos z's, para o qual as'eg
timativas de minimos quadrados dos parametros sao obtidos por

é;-= (2'2)”'2'Y e a soma de quadrados devida a regressao & dada

por:

SQ Reg. = Y'[2(2'2)"'2']y = B*'2'y (3.5.46)

ou



53.

SQ Reg. = ZB (Zy, -

; i3 1J (3.5.47)

2|
N
=

A soma de quadrados de tratamentos ajustada‘para
média e para covariantes & obtida pela diferenca entre a soma
de quadrados de parametros em (3.5.4) corrigida para a média e

a soma de quadrados de regressao em (3.5.46), ou seja:

SQ Trat. (aj.) = Y'[X(X'X)7X' - N !]1' + RR'R)'R' - 2(2'9)712"]¥
| | (3.5.48)
ou
SQ Trat. (aj.) = Z;I'-l—y'2 - + ZBZZ(Z -z )2—2‘6* (v .2, -3 y )
T i ng fi. i 4713713 TR %Y

(3.5.49)

5Q Trat. (usual) + SQ Reg.d.Trat. - SQ Reg.

o nﬁméro de graus de liberdade para esta forma

quadritica, é&:

g.l. 8Q Trat. (aj.) =r(X) =1 +r(2) -r(@) =rX) -l=v -1

(3.5.50)

A distribuicdo de probabilidade de SQ Trat.(aj.),

com a aplicagao do teorema 1 do apéndice, &,
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-(;l? SQ Trat. (aj.) ='§‘2-'_Y' [X(x'®)"X' - N']1' + RR'R)R' -
- 'Z(‘Z'Z);I'Z']Y n XZ[(V - l);ka] ~(3.5.51)
onde:
=__l__. 1yt ' Ik ' - (IR b e by Y | iIpy—lpy  _
Ay 20}z[ex + g'2"] [x(x'x)"x NA]_l + R(R'R)7'R
- 2@~z [xe + 28] | © (3.5.52)
Portanto, sob Ho(s), Aa =0 e,
1 g 2y n w2 _ :
37 SQ Trat. (aj.) v X [r(X) _ l] (3.5.53)

Além disso, a soma de quadrados de tratamentos a

justada & independente da soma de quadrados de residuo. Pois ,

EE'X7X -N '] + RR'R7IR - 22'D)7I2] [T - XE'XTK' -

- R(R'R)” .R'] = ¢

A esperanga da soma de quadrados de - tratamentos

ajustada, de acordo com o teorema 2 do apéndice, @&:

E[SQ Trat.(aj.)] = (v - Do? + [0'x' + g'2'] XXX - 'L +

+ RR'R) IR - 2(2'D)2'] [x6 + 28] | _ (3.5.54)

ou
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E[sQ Trat. (aj.)] = (v = 1)o% + £(t); £(t) >0 (3.5.55)

E[oM Trat. (aj.)] = —(;f—ﬂ E[SQ Trat. (aj.)] =_~02+ﬁf(t)

(3.5.56)

Com estes resultados, pode~se estruturar ‘um novo

quadro de andlise:

QUADRO 5. Andlise de variancia para o ajustamento dos tratameg_

tos pelas covariantes, no modelo Y = X0 + ZB + §&

C. VARIAGAO G.L. . S.Q. Q.M. E(Q.M.)
Regressao v Y'[2@'dTzy . v, | -
Trat. (aj.) v- 1 Y REXX-N'11'+RER'R R - X L
- z(2r2) 1]y Vo, Ottt

Residuo N -2v ¥'[I - XX'X)7X' - RR'RT'R']Y V, a?
TOTAL N -1 Y [r-N§11"v a - -

Portanto, sob Ho(a):.t~ =t = ... = t_,

. . 1 'z . . v

oM TraE. (aj;)

OM Residuo = F[(v - 1); (N - 2v)] (3-5f57x

Conforme o teorema 3 do apéndice.
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3.6. Comparagoes Miltiplas

Uma vez testada a hipotese HJ‘):ti==t2=...= tv,
a um nivel de significadncia desejado, formulam-se as regras pa
ra os métodos de comparacio entre os efeitos de tratamentos - a

justados para as covariantes.

De (3.4.6), tem-se que a estimativa de um cog'
traste entre médias de tratamentob_ajustados & obtida pofi
- v - oy

Yy = LG (¥, - ByZ5) = sZCni™ - - 3.6.1)

Por outro lado, de (3.4.7) tem-se que a varian:

cia da estimativa deste contraste, e dada por:

' z, 2
: v 1 ‘ i. ‘ 2

Var (¥ =¥ Cc2, |— + =" 0" .

v.‘( h) i hiiny :zj;(zij - zi)? ,

Consequentemente, a estimativa da variancia da

estimativa do contraste &,

var(e,) = £ c2, |2 + ——E - _lov Res. (3.6.2)

Com os resultados obtidos em (3.4.6) e (3.6.2)
pode~se aplicar qualquer método de comparagoes miiltiplas que se

julgar conveniente.
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4. ILUSTRAGAO DO METODO

De acordd com O propdsito deste trabalho, faz-se
 conveniente a ilustragdo dos resultados obtidos através de um g
xemplo concreto. Para tanto, fofam tbmados os dados de um expg4
rimento instalado -em soca. dé cana-de-agiicar »pveld Eng? | Agre.
Antonio Fernando de Sobral do IAA/PLANALSUCAR ~ Coordenadoria Rg.
gional Norte, no qual consideraram-se cinco n:T.veJ.sde N equatro
repeticdes. O niimero de colmés por metro linear de sulco e as
respectivas produgoes emlﬁ/ha saovaprésentédos na tabela 1.’7

{
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TABELA 1. Nimero médio de colmos por metro linear de :sulco (z)

~e produgao de cana—de-agﬁcar em t/ha(Y)

Niveis de - R E P z T. I,?'39' E.S  4 ToTATS
N(Kg/ha) oz y oz .y z y ..-z ) y  Zi. vi.
00 17,7 55,0 13,6 50,0 14,9 53,0 15,8 54,8 62,0 212,8
30 12,0 42,3 11,1 43,0 17,6 45,0 17,3 44,5 58,0 174,8
60 14,5 64,0 11,6 60,0 12,2 62,0 9,7 58,0 48,0 244,0
90 8,0 82,0 12,6 1004 6,0 72,0 9,4 81,6 36,0 336,0
120 12,0 50,0 14,8 48,0 16,0 52,0 17,2 52,4 60,0 202,4

.4.11.'Estimativas-dos;Parametrcs

- De (3.2.10), tem-se que;f

B = J ij . - J i.
i ' v = 2
g!(zij - Z4 )
Portanto,

1,1955
. 0,3446

=.10,64/ 8,90

= 12,15/35,26

4,1557

Bl
5, ; |
B = 15,00/11,74 = 1,2777
B,= 96,08/23,12
B =
5

T

7,68/14,83 = 0,5161.
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e de (3.2.12), tem-se:

p' = o
o__.— _"...

tl =Y. Bi i.
assim,

p® = o0

tf'='34,67

tg = 38,70

t:'= 45,67

t% = 46,60

S

t% = 42,86

4.2. Analise de Varidncia para o Ajuste Covariante

Aplicando-se osjresultados constantes no quadro

-4, vem:

SQ Tratamentos =  3[(212,8)2 + ... + (202,4)?] - 516(1‘170)2 = 3.864,16;

80 Reg.d.Trat. = (1,1955)2(8,90) + ... + (0,5161) (14,88) = 439,315L;

I

SQ Total (55,0)% + ... + (52,4)° —3%(1.170)2 = 4.340,06;

SQ Residuo = 4.340,06 - 3.864,16 - 439,3151 =‘36,5849..
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Com estes resultados, estrutura-se o seguinte

quadro de analise:

‘C.VARTAGEO G.L. . _ S.0Q. ' Q.M. F
Tratamentos ' 4 | 3;864,1600n - o
Reg. d. Trat. = 5 © 439,3151 87,8630 24,02"*
Residuo, 10 36,5849 3,6585 -
TOTAL 19 4.340,0600 |

Percebe-se portanto, que se rejeita a. hipéteSe

(1)

Ho :Bi = @, isto &, o efeito de regressao covariante & signi

ficativo ao'nivel de 1% de probabilidade.

4.3. Teste de Homogeneidade dos Coeficientes de RegreSSEO'

Linear

" Aplicando-se o resultado encontrado em (3.5.40),

vem:
: ) o
SQ(HO( )) =.439,3151 - 213,3802 = 225,9349.

Consequentemente,

225,9349/4
3,6585

F = = 15,44%*%*

(2)

Logo, rejéita—Se a hipétese}Ho :31=3 = ... = sy.
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~isto &, os coeficientes de regressao linear sdo heterogéneos, e
desse modo, a andlise dos dados deve ser feita segundo o mé&todo

proposto por este'trabalho.
4.4. An3dlise de Varidncia para o Ajuste de Tratamentos

Tomando-se oOs resultados'éncontrados em (3.5.44)

e (3.5.45) e aplicando-se aos dados, obtem-se:

3

777,70 - 179,80 - 148,80 - 111,60 - 186,00
-179,80 | 708,06 - 139,20 - 104,40 - 174,00
2'7 = |-148,80 - 139,20 472,54 - 86,40 - 144,00];
_111,60 - 104,40 - 86,40 . 282,32 - 108,00
- 186,00 - 174,00 - 144,00 - 108,00 734,88
- 7.
- 317,96
- 846,25
21y = 135,00];
1.014,08
- .466,32]




62.

8% [0.6456]
éz 0,0422]
a* = | B - 1,4734
B*|  |4,5008
BY|  |o0,4890

consequentemente, ' , .

SQ Regressao = (0,6456) (= 317,96)+ ... + (0,4890) (- 466,32) = 4.294,0631.

SQ Trat. (aj.) SQ Trat. + SQ Reg.d.Trat. - SQ Reg.

13.864,16 + 4393620 - 4.294,0631 = 9,4589 .,

. Assim, o seguinte quadro de an&lise pode ser estruturado:

C.VARIACAO . 6.L. - 8.Q. . Q.M. F

Regressao 5 4.294,0631
Trat. (aj.) . 4 9,4589  2.3647 0,65 (n.s.)
Reslduo 10 . 36,5849 °  3.6585
TOTAL ‘ 19 4.340,0600
Avhipétese Hb(s): t1 = t2 = ... = t&, nao foi re
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jeitada, ou seja;, nao existe efeito de tratamehtos ao nivel de

5% de probabilidade.

Caso seja feita uma andlise de varidncia conéidg
rando apenas as produgoes de cana~de-agicar em t/ha, enéqntram
Qse Oos seguintes resultados: Q.M. Trat. = 966,04; Q.M. Res. =
31,7267 e F = 30,45. E, ée for empregadova analise de covarian
cia tradicional obtem-se: Q.M. Trat. (aj.51= 744;88; Q.M. Res.
(aj.) = 18,75 e F = 39,73 o que levaria o bééquisador, em ambos

0Os casos, a concluir erroneamente sobre os efeitos dos tratamen

‘tos observados no ensaio.;
4.5. Estimativas das Médias dos Tratamentos

Assim,

m = 34,67 t/ha

m = 38,70 "

m = 45,67 "
3

m = 46,60 "
4 .

m_ = 42,86 "

4.6. CompafagSes Maltiplas
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Considere-se, a titulo de ilustragﬁo, dois con

trastes para aplicagao do teste de SCHEFFE e-teste t:.

b) Y =-3m - 3m + 2m + 2m + 2m .
' 2 1 S22 3 4 -5

Obtendo-se as seguintes estimativas para os con

trastes, de acordo com (3.6.1):

T
il

11,93 t/ha:;

<
|

= 50,15 t/ha:

As estimativas das variancias de Y e Yz,,confoE

" me (3.6.2) sao:

i

var (¥ ) 113,2599;

VAr(¥ ) = 1.562,6419.

Aplicando-se o téste de SCHEFFE ao contraste Y1,

temn-se:

S = '/kv—l)var(ﬁ)F 
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O valor de F com 4 g.l. para tratamentos e 10 graus de liberda

de do residuo ao nivel de 5% de probabilidade & 3,48,

Assim,

s = /(5-1) (113,2599) (3,48) = 39,71

Aplicando-se o teste t ao contraste ¥ , tem-se:
. ’ 2

L= »-0 _ 50,15

- = 1,27
NaEr(@) - /1.562,6419

0.valor de t para 10 graus de liberdade & 2,23.

Portanto, os dois contrastes nao apresentaram

significdncia estatistica, o gue ja era esperado.



66.

5. CONCLUSOES.

Levando em éonéidéragéo.bs objetivds deste tfabi
- lho, faz-se oportunq que aé éonclué&es sejaﬁ feitas, ora compa -
rando os resultados obtidos com aqﬁéles'énéqntradbs na literatu
ra e em outros casos apresentando cOncluéSes inerentes is justi

ficativas tebricas aqui desenvolvidas.
'5.1. O Modelo Estatistico

0 modelo estatistico'para ahélises de cohvariég
‘cia de ensalos com um fator e uma covarlavel conSidera uma re
gressao Ginica para o ajuste de todos os tratamentos. No caso '
(o} modelo proposto por este trabalho, admltebuma regressao exclu
siva para cada tratamento, nao: apresentando dificuldades quando
se deseja testar as hlpoteses basicas de nulldade sobre os para 

metros do modelo.
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5.2. O Sistema de Equacgoes Normais -

Este, obtldo atraves do método de minimos quadra
dos, apresentou se semelhante ao empreqado pela formulagao ge
ral de analise de covariancia, apenas com uma diferenca ‘devida'

a forma de apresentacao da matriz das covariaveis, 2.
5.3. As TungoOes Lineares Estimiveis

Os coef1c1entes de regressao, como tambem - qual

quer comblnagao llnear destes, sdo sempre estlmaveis. Com rela

cdo aos efeitos de tratamentos, observa-se que suas combinagoes

lineares sdo estimiveis sempre que elas forem estimdveis no mo

delo sem covariantes.

5.4. Os Graus de Liberdade para o Residuo

Como em outros casos, deve ser inteiro e positi

-

- vo 0 nimero de graus de liberdade para o residuo, ‘isto .é‘
N-2v>0..N> 2v. ‘Assim; para um experimento'balanceadb ,
‘deve‘haver,,pélb menos, trés repetigaes por-trétamento; ou-seja
rv > 2v .. rA> 2, Desse modo, é‘deééjével que 6jﬁﬁmero'de repe
-tigaes para cada tratameﬁﬁo,fncs énsaios bélanceados ou nao, se
ja no minimo tréé, uma.véz’que a estimativa'de uma’regressSo 1i
near dentro de um'tratamento com'menoé de‘tréSFObservégaes -pag'

sa a ser um problema matemdtico e nao estatistico.
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5.5. A Analise de Variancia

Para este tipo de analise, faz-se conveniente a

“divisdo em trés andlises independentes:

‘a) Em primeiro plano, propoe-se testar a existén

cia do efeito de regressido covariante;

b) numa outra etapa, verifica-~se a homocedastici

dade dos coeficientes de regressao;

c) finalmente, testa-se a existéncia dos efeitos
de tratamentos ajustados para reégressoes cova

riantes.

Com'rélagao aos'iténs’a) e b);,encbntraram—se é§
pressoes bastante simples:para se'determiﬁar as somaé de quadra
‘dos exigidaé para se testqt aslhipéteses desejadas.'lCoﬁﬁudov ,‘“
para o item c), a hipétese a ser Eestéda, réquerra‘somalde  éug””

drados de uma regressdo miltipla o que ndo se consegue com  ex

pressoes muito simples.
5.6. Teste de Hipdtese

As trés hipdteses basicas testadas, comportam-se

de modo usual com relacdo ao residuo que & comum &s trés.
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- 5.7. Comparagoes Maltiplas - .

De acordo com os resultados obtidos para estima
e
tivas das variancia das estimativas de contrastes entre duas mé

- B
dias ajustadas de tratamentos, para cada par de médias confron
tadas ha um estimador de variancia especifica para a estimativa

deste contraste.
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7. APENDICE
TEOREMA 1 (SEARLE, 1971)

Se Y v N(X6:Ic?), entdo:

| e

i) (1/0%)Y'AY ~ XZ{k-(L&bz)é'X'AXG} se e somente se A &

idempotenté'de posto k.

ii) Y'AY e BY sdo independentemente distribuidas se e sb se

BA = @.

1ii)Y'AY e Y'CY sdo independentemente distribuidas se e s

se AC = ¢ (ou CA‘= @) .

. . : P . ! - -
©iv) Se Y'IY = Y'Y = & Y'A.,Y, onde r(A;) = k., entao uma das.
_ . . i=] 1 X . l.f ’ 1 o . S

tfés assérgaeé:
‘_a) A é-idempotépte para_gualquér.i;
b) AiAi.= ¢, para ? % if;
c)_ghi‘= E,‘ondé;k‘é a dimgnéao de.i; :

& condigao necessaria e suficiente para que as assergoes se
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guintes séjam simultaneémehtebverdadei;éé:.f”
2) ‘1/0?)§5Ai¥‘&X2{éi;(l/2g?fe'x'éi#éi"
' b);y'Aii'eyY;Af#ﬁ séo iﬂdepéﬁdehtesi@} # i');
TEOREMA 2 (SEARLE;.1971)
se Y n(xe;'icz);,én£a¢,'
EKYEAY).='ofTr(A)+efx'Axe_

TEOREMA 3 (SEARLE, 1971)

 Sejam as formas qﬁadraticas élﬂ= Y'AY, Q2==Y!BY,
Q; = Y'CY e O ='YFDY,‘indépendentementé»distribUidas e

tais qué:'
S N(BT): 0 Nyl iy 0= xPe s | 5]'2; o
9, VNI QN X eyt 9 T X ey QY X gp)

Entao,

o q \ o
i) L~ e et
W am. @



Q. /k | Q. /k

1) Qu/p v F{h;p;A} © Qu/p m_ F{k;p},

. onde:

A & o para@metro de ndo centralidade.
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