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Resumo 

A resolução dos problemas de escoamento superficial em uma bacia hidrográfica pode ser 

efetuada a partir da discretização da região e utilização de métodos numéricos. São 

utilizados modelos digitais de terreno com base na rede triangular irregular para regiões 

bidimensionais complexas, pois esta admite elementos de diversos tamanhos e formatos, 

dada a maleabilidade do triângulo para discretizar regiões. Esta forma inibe a utilização do 

método das diferenças fmitas, mas adequa-se ao método dos elementos finitos, que 

modela matematicamente cada elemento e apresenta solução para qualquer ponto interno 

do elemento. A região bidimensional é tratada como tal, utilizando a modelagem 

bidimensional a partir da região dividida em elementos triangulares. Isto permite 

representar com rwus exatidão as caraterísticas físicas da região, o que não acontece com 

a simplificação uhidimensional comumente utilizada. Deste modo, obtém-se um resultado 
i 

mais refinado çl6 comportamento hidrológico da bacia hidrográfica. 

A ferramenta computacional desenvolvida divide o cálculo em duas fases, separando a 

identificação dos canais da quantificação da propagação da vazão. Isto permite obter uma 

discretização mais elaborada sem sobrecarregar a fase de cálculo. Na fase de 

quantificação, os elementos são processados de forma independente, conduzindo a 

soluções eficientes sem exigir a utilização de um equipamento computacional de altíssima 

performance. As previsões do modelo computacional bidimensional para formas de 

bacias simples foram testadas através de comparação com soluções analíticas, obtendo 

resultados exatos em regime permanente e apresentando diferenças mínimas em regime 

não permanente. A aplicação do programa computacional é exemplificada através de 

previsão do escoamento superficial de uma bacia hidrográfica real. O modelo apresentado 

oferece meios para estudo do efeito de modificações da superfície em bacias hidrográficas. 

PALAVRAS-CHAVE: modelo numérico de terreno, elementos finitos, escoamento 

superficial, bacias hidrográficas, modelos hidrodinâmicos 
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Abstract 

The solution of runoff problems in a hydrographic basin can be obtained by discretization 

ofthe region offlow and the use ofnumerical methods. A Digital Elevation Model (DEM) 

for irregular regions based on Triangular Irregular Network (TIN) is used as it admits 

elements of diverse sizes and forms in view of the malleability of the triangle in 

discretization of geographical regions. This shape inhibits the use of finite differences but 

is highly suited to the finite element method, which mathematically describes each element 

and produces solution at any point inside the element. The hydrographic basin is treated as 

a two-dimensional region divided in triangular elements for numerical modelling. This 

permits a representation, with greater accuracy, of the physycal characteristics of a region 

which would not be possible with one-dimensional simplification. Thus, more refined 

results on the hydrologic response of basin are obtained. 

The computational tool developed in this study divides the calculation in two parts, 

separating the identification of channel drainage network from the quantification of 

discharge routing. This facilitates a more elaborate discretization without overloading the 

calculations. In the second part, the triangular elements are processed independently 

leading to efficient solutions requiring less computational resources. The predictions of 

two-dimensional computational model for basins of simple shapes were tested through 

comparison with the analytical solutions, obtaining exact results for steady-state and very 

dose results for the transient state. Application of the computational program is illustrated 

through the prediction of the surface runnoff of a real basin. The model presented here 

offers means for the study o f the effect of surface modifications on basin response. 

KEY WORDS: digital elevation model, finite element method, surface runoff, hydrologic 

response, hydrodynamic models. 
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1. Introdução 

1.1 Motivação do Trabalho 

O crescimento da população mundial e o conseqüente aumento da utilização da 

superfície terrestre pelo homem fazem das águas, dos rios e das bacias hidrográficas 

elementos de extrema importância. O uso indevido da água, do solo, ou da vegetação 

de uma determinada região pode causar efeitos destrutivos na região, bem como 

aumentar o custo do desenvolvimento e ameaçar a qualidade de vida nas regiões 

vizinhas de jusante, tanto no ponto de vista da qualidade da água quanto do excesso, 

que toma a forma de enchentes. Portanto, planejamentos integrados tornam-se cada 

vez mais necessários ao bom uso do meio ambiente e seus recursos naturais. 

Assim sendo, é fundamental o bom entendimento do comportamento hidrológico de 

uma bacia hidrográfica, e por conseguinte, do hidrograma gerado ou modificado 

nessa bacia. Por 1sso, o escoamento superficial tem sido objeto de estudos 

aprofundados. A ocorrência do escoamento superficial é resultado da água 

precipitada na superfície da bacia que percorre diversos caminhos até chegar às 

calhas dos rios, formando assim o escoamento fluvial. Parte da chuva infiltra-se na 

superfície terrestre e, movendo-se lentamente pelo meio poroso, alimenta as calhas 

dos rios, garantindo-lhes uma certa sustentação do escoamento fluvial nos períodos 

não chuvosos. Outra parte, movendo-se mais rapidamente sobre a superfície, chega 

às calhas fluviais, provocando mudanças mais abruptas no regime dos cursos d'água. 
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Para a obtenção de hidrogramas, ou seja, transformação de chuva efetiva em vazão 

superficial, diversos modelos são disponíveis na literatura. A maioria desses modelos 

está baseada em conceitos lineares e constituem-se em métodos bastante utilizados na 

engenharia, apesar das limitações de suas aplicações. Quando uma grande bacia está 

em estudo, em geral, é necessário subdividi-la em áreas menores, onde os referidos 

modelos são aplicados. Determinados os hidrogramas para cada sub-área, eles devem 

ser combinados levando-se em conta os efeitos de translação e armazenamento 

dentro da calha principal ou secundária do rio. 

Um dos problemas fundamentais do projeto e operação de obras é estudar a 

propagação e a mudança na forma de um hidrograma no espaço. À medida que um 

hidrograma caminha para jusante necessita-se determinar o tempo de propagação e a 

atenuação para outras seções. As técnicas envolvidas nesse problema são 

classificadas em duas categorias: modelos hidrológicos e modelos hidrodinâmicos. 

Os modelos hidrológicos aplicam a equação da continuidade e relações que 

descrevem o armazenamento e as vazões de entrada e saída. Os modelos 

hidrodinâmicos utilizam as equações de Saint-Venant, tratando de forma mais 

adequada a dinâmica do escoamento. A grande vantagem dos modelos 

hidrodinâmicos reside na possibilidade de incorporar as variações espaciaiS e 

temporais nos elementos que caracterizam a resposta da bacia durante o escoamento 

superficial. Entretanto, a utilização dessas variações envolve manipulação de 

informações volumosas no espaço. 

Este trabalho tem por objetivo modelar o escoamento superficial bidimensional e 

simular a propagação da onda cinemática, a partir de informações digitais da 

superfície. A maioria dos modelos existentes não aplica diretamente a modelagem 

bidimensional. Ao contrário, dividem a bacia em elementos com características 

unidimensionais, que são conectados de modo a simular um compo11amento 

bidimensional. A utilização desse artifício deve-se à complexidade da modelagem 

bidimensional, além da limitação de alguns métodos numéricos, que não trabalham 

com discretizações irregulares. 
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Neste trabalho, foi desenvolvido uma estrutura computacional para cálculo de vazão 

nos diversos pontos da bacia, a partir de informações digitais da topografia do 

terreno e vazões de entrada em forma de águas pluviais. Para o cálculo da vazão e 

altura do nível d'água nos diversos pontos da bacia, são utilizadas as equações 

bidimensionais, de forma que os resultados obtidos são fruto de um processamento 

realmente bidimensional na bacia, e não apenas uma aproximação do caso 

unidimensional. 

1.2 Organização do Trabalho 

O trabalho está dividido em 3 partes principais: 

No Capítulo 2 - Revisão Bibliográfica - são apresentados de forma sucinta os 

principais temas envolvidos no trabalho. À primeira vista, alguns temas aparentam 

não ter relação alguma com os outros; no entanto, ao final verificamos que cada um 

deles tem papel importante no conjunto. 

• Na seção 1 são estudados os Modelos Hidrodinâmicos, e são apresentadas 

as equações do modelo de onda cinemática utilizadas neste trabalho. 

• Na seção 2 são apresentados os Sistemas de Suporte de Decisão Espacial, 

uma ferramenta para as pessoas envolvidas com metodologias complexas 

envolvendo informações geográficas. Estes sistemas aliam as facilidades 

de processamento de informações espaciais dos Sistemas de Informação 

Geográficas com técnicas de Inteligência Artificial para cálculos 

envolvendo decisões complexas. 
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• Na seção 3 descreve-se as diferentes formas de representação digital do 

relevo, utilizando os Modelos de Elevação Digital, e suas diversas 

aplicações. 

• Na seção 4, são revisados os principais Métodos Numéricos utilizados na 

solução de equações diferenciais. Estes, junto com os modelos 

hidrodinâmicos, são a base do processamento numérico do escoamento 

superficial. 

No Capítulo 3 - Metodologia - é feito o desenvolvimento teórico da metodologia 

utilizada, incluindo métodos de representação, formulação matemática e métodos 

numéricos. 

• Na seção 1 desenvolve-se o Modelo de Elevação Digital com Rede 

Triangular Irregular, apresentando-se a forma de armazenamento das 

informações e o desenvolvimento das funções de aproximação dentro de 

uma superfície triangular. 

• Na seção 2 apresenta-se um método para determinar a direção do fluxo 

dentro de uma região discretizada em triângulos e identificar a formação de 

canms. 

• Na seção 3, as equações do modelo de onda cinemática são desenvolvidas 

para a aplicação de métodos numéricos, tanto para o caso unidimensional 

quanto bidimensional. Diferentes formulações são apresentadas, com o 

objetivo de selecionar a melhor delas para utilizar no modelo 

bidimensional. 
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No Capítulo 4 - Solução Computacional - são apresentados diversos problemas e as 

respectivas soluções obtidas para cada formulação desenvolvida no capítulo 3. 

• Na seção 1 trabalha-se sobre a modelagem unidimensional, testando as 

formulações desenvolvidas, visando encontrar a melhor solução. 

• Na seção 2, utiliza-se o modelo bidimensional, verificando sua validade 

em diversos exemplos. Nesta seção também são discutidos aspectos da 

implementação, indicando como deve sei feita a entrada de dados e 

mostrando de forma concisa a resolução de alguns problemas. 

No Capítulo 5, são reveladas as conclusões do trabalho, abrindo espaço para 

trabalhos futuros partir dos resultados obtidos e as ferramentas desenvolvidas neste 

trabalho. 



2. Revisão Bibliográfica 

2.1 Modelos Hidrodinâmicos de Propagação de Cheias 

Uma bacia hidrográfica é um sistema físico extremamente complexo, contendo, 

inclusive, entradas estocásticas. No entanto, segundo WOOLHISER & LIGGETT (1967), 

para uma determinada especificação das características físicas do sistema, o estado 

inicial e .as entradas, a resposta do sistema é essencialmente determinística. O 

elemento hidráulico básico de uma bacia hidrográfica é um fluxo superficial plano 

descarregando como afluxo lateral para um canal. O fluxo neste elemento é variável 

no tempo e no espaço. O afluxo lateral consiste da chuva efetiva menos as perdas por 

infiltração, que também varia tanto no espaço quanto no tempo. 

O desenvolvimento de modelos de simulação são hoje de grande importância e 

encontram diversas aplicações em hidrologia e recursos hídricos [AZEVEDO & 

FONTANE (1993)]. Para simular a resposta de uma bacia hidrográfica complexa a 

partir da precipitação, deve-se construir um modelo matemático combinando 

componentes mais simples. O problema de fluxo não permanente variando no 

espaço, sobre uma região planar deve ser resolvido considerando-se determinadas 

condições de contorno. De posse desse resultado, deve-se então combinar os 

elementos para obter a resposta do sistema completo [WOOLHISER & LIGGETT 

(1967)]. O fenômeno da propagação de cheias está diretamente relacionado com a 

forma da bacia hidrográfica. Os modelos hidrodinâmicos trabalham com a água 

disponível para o escoamento superficial. Segundo AZEVEDO & FoNTANE (1993), 

para se obter uma relação entre a precipitação e a propagação de cheias, é necessário 
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calcular também a água que é abstraída por infiltração. Essa relação é obtida através 

de modelos hidrológicos chuva-vazão, através da análise de dados como tipo de solo, 

clima e vegetação. Para a transformação de chuva efetiva em vazão superficial 

diversos modelos foram desenvolvidos. MAGALHAES ( 1989) afirma que a maioria 

desses modelos estão baseados em conceitos lineares e constituem-se em métodos 

bastante utilizados na engenharia, apesar das limitações de suas aplicações. 

Atualmente, podem ser encontrados diversos modelos de propagação de cheias, em 

diversos níveis de sofisticação [TUNG (1985)]. Entre os mais sofisticados, destaca-se 

a modelagem hidrodinâmica de fluxo unidimensional utilizando equações de Saint­

Venant [Huang & Song (1985)]. Hsu et al. (1995) mostraram o potencial das redes 

neurais para simular o procedimento hidrológico em bacias hidrográficas. As redes 

neurais artificiais são estruturas matemáticas capazes de identificar relacionamentos 

complexos não-lineares entre conjuntos de dados de entrada e saída. Ichoku et al. 

(1996) aplicaram as técnicas de fractais para investigar os efeitos dos contornos 

sobre a rede de canais, extraída por duas técnicas automatizadas: método de 

acumulação de fluxo e método de estruturação multinível. 

2.1.1 O Modelo da Onda Cinemática 

O escoamento em nos e canms são classificados como permanentes e não 

permanentes, dependendo da variação no tempo em relação a uma determinada seção 

de observação, das principais grandezas que os caracterizam, como vazão, 

profundidade e velocidade. Os escoamentos naturais são quase sempre não 

permanentes; porém, quando a variação temporal é bastante lenta, eles geralmente 

são estudados como permanentes. 

A abordagem não permanente, gradualmente variada, é bem mais complexa. Sua 

teoria foi inicialmente desenvolvida por Laplace e Lagrange, na França, durante o 

século XVIII e por Saint-Venant e outros pesquisadores no último século 

[MAGALHAES (1989)]. A descrição matemática do escoamento é composta de 

equações diferenciais parciais não lineares, baseadas em leis físicas de conservação 

de massa e quantidade de movimento e conhecidas como equações de Saint-Venant. 
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2.1.1.1 Equações de Saint-Venant 

O desenvolvimento das equações de Saint-Venant para canais naturais considera que 

o escoamento é unidimensional e se dá no plano longitudinal ao rio. As equações de 

Saint-Venant que regem o escoamento não permanente e gradualmente variado são: 

• Equação da Continuidade 

5A 5Q . 
-+-=z-f 
t5t 5x 

• Equação Dinâmica (Quantidade de Movimento) 

5v 5v t5h i-f· 
-+v-+g-+v--=g(S -S) 
5t 8x 8x A o 1 

onde: 

• A = área da seção de escoamento 

• Q = vazão na seção de escoamento 

• h = altura da água em relação ao fundo do canal 

• v = velocidade média do escoamento 

• i = entrada lateral por unidade de comprimento do canal 

• f= saída lateral por unidade de comprimento do canal 

• g = aceleração da gravidade 

• So = declividade do fundo do canal 

• Sf= declividade da linha de energia 

Nas equações acima, A, h e v são funções de x e t. 

(2.1-1) 

(2.1-2) 
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2.1.1.2 Simplificações do Modelo 

Quando há interesse no comportamento hidrológico, deve ser feita uma modelagem 

do fluxo superficial utilizando soluções numéricas das equações de Saint-Venant. 

Muitas vezes, pode-se reduzir o esforço computacional utilizando-se as formas mais 

simples das equações de fluxo, segundo as características específicas do canal. Das 

diversas simplificações, destacam-se o modelo de onda cinemática e modelo de 

difusão [BLANDFORD & 0RMSBEE (1993), TA YFUR et al. (1993)]. 

O Modelo de Difusão é formado pela equação da continuidade e pela equação de 

difusão. A equação de difusão é obtida desprezando-se os dois primeiros termos da 

equação dinâmica: 

(2.1-3) 

A equação da onda cinemática é obtida desprezando-se os termos à esquerda da 

equação dinâmica, tornando-se: 

(2.1-4) 

A equação (2.1-4), juntamente com a equação da continuidade formam o Modelo-de 

Onda Cinemática. Este modelo é aplicável a rios em regime fluvial nos quais os 

termos envolvendo velocidade são desprezíveis. O modelo pode também ser aplicado 

a problemas de fluxo superficial em diversas situações práticas encontradas no 
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gerenciamento de recursos hídricos [VIEUX et al. (1990)]. No modelo da onda 

cinemática, há uma única relação entre a vazão e a altura do nível d'água, dada pela 

seguinte equação: 

(2.1-5) 

Na equação (2.1-5), o coeficiente e1. e o expoente m são definidos por leis de 

resistência de fluxo uniforme, tais como Chézy ou Manning [STREETER (1966)]: 

• Chézy: 

a= c-[S; (2.1-6) 

• Manning: 

(2.1-7) 

onde: 

• C = coeficiente de resistência de Chézy 

• n = fator de resistência de Manning 

• S0 = declividade 

l 
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2.1.2 Aplicação dos Modelos ·Hidrodinâmicos nas Bacias Hidrográficas 

A dedução original dos modelos hidrodinâmicos tratam do escoamento 

unidimensional. Assim, durante muito tempo, a modelagem de fluxo superficial 

utilizou a equação da onda cinemática unidimensional para calcular a propagação do 

fluxo na bacia. O fluxo superficial nas bacias hidrográficas está diretamente 

relacionado à declividade natural do terreno, o qual raramente apresenta propriedades 

físicas e hidráulicas homogêrieas. Segundo ZHANG & CUNDY (1989), a 

microtopografia, a rugosidade da superfície as propriedades hidráulicas do solo 

podem variar com escalas de centímetros a metros. Para incorporar declividades 

variáveis, pode-se utilizar o método da cascata cinemática, que permite aplicar os 

modelos hidrodinâmicos a bacias hidrográficas, utilizando o seguinte artifício: a 

superfície é subdividida em uma série de superfícies planas, cada uma com diferentes 

declividades. Em seguida, as contribuições de cada superfície são somadas, de acordo 

com os caminhos lineares ao longo dos quais a água deveria, supostamente, deslocar­

se. No entanto, as simplificações utilizadas nesse processo acarretam um processo 

não determinístico, com um fator considerável de subjetividade envolvida, po1s 

define-se de antemão os caminhos através dos quais a água deverá se deslocar. 

O problema da subjetividade pode ser minimizado através da utilização de métodos 

não determinísticos. Em MOREL-SEYTOUX et al. (1993), procedimentos estatísticos 

são combinados com a equação de onda cinemática, levando em conta a não 

linearidade e a dispersão do fenômeno de propagação da onda de cheia. No entanto, 

para se obter um procedimento hidráulico e hidrológico mais preciso, é necessário 

utilizar modelos dinâmicos multidimensionais que incorporem a variação espacial da 

declividade [ZHANG & CUNDY (1989)]. Deste modo, para que se possa atingir 

resultados compatíveis com a natureza bidimensional do movimento da água na 

superfície da bacia, é necessário considerar as equações em duas dimensões. 

Segundo VIEUX et ai. (1990), essas equações podem ser obtidas através de uma 

análise detalhada do escoamento superficial bidimensional, segundo o modelo da 

onda cinemática. Neste caso, a equação da continuidade torna-se: 
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5h 5Q, 5q, . f 
-+--+--=1-
0t 8x 8y 

(2.1-8) 

onde: 

• h = altura da água em relação ao fundo do canal 

• Qx = vazão por unidade de largura na direção x 

• QY =vazão por unidade de largura na direção y 

• = entrada lateral por unidade de comprimento do canal 
• f = saída lateral por unidade de comprimento do canal 

A relação entre a vazão e a altura no caso bidimensional é dada pela equação a 

seguir, onde a x e a Y são coeficientes nas direções x e y, definidos pela lei de 

Chezy ou pela lei de Manning. 

Q, = ax h
111 

(2.1-9) 

Grayson et al. (1992a) apresentam o modelo computacional baseado em parâmetros 

hidrológicos THALES. A aplicação deste modelo a duas bacias hidrográficas 

forneceu diferentes respostas hidrológicas dominantes. Estes resultados são 

discutidos em Grayson et al ( 1992b ), onde se discute a viabilidade da simulação 

hidrológica baseada em modelos fisicos. No entanto, Goodrich & Woolhiser ( 1994) 

alertam que somente com dados experimentais de alta qualidade é possível 

determinar a inviabilidade de assumir a topografia como parâmetro hidrológico 

dominante. Smith el a1.(1994) ressaltam que deve-se distinguir os modelos 

hidrodinâmicos, baseados em características físicas, de um modelo computacional, 

tal como o THALES, que além de incorporar essas características, possui muitas 

outras aproximações. O primeiro modelo é uma abstração matemática de 

procedimentos naturais observados, que inclui simplificações em experimentos 

controlados. O segundo modelo aplica tais características a partes complexas da 

natureza, assumindo valores numéricos, topográficos e computacionais ao longo do 

processamento, possibilitando o acúmulo de erros. Deste modo, não se pode esperar 

de um modelo computacional a mesma precisão de um experimento controlado, o 

que não inviabiliza a utilização de modelos físicos em processos de simulação. Por 

outro lado, Robinson et ai. (1995), utilizando modelos geomorfológicos de 

propagação, mostraram que os parâmetros da bacia variam de acordo com suas 

dimensões. 
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2.2 Sistemas de Suporte de Decisão Espacial 

Os modelos de simulação vem sendo aprimorados cada vez mais com os avanços na 

informática, tanto nos equipamentos quanto na diversidade de programas 

disponíveis, permitindo trabalhar com maiores quantidades de dados e informações. 

Na maioria dos casos, os problemas são determinísticos. No entanto, existem casos 

em que a participação de um especialista é fundamental para tomar certas decisões, 

indicando o melhor caminho a ser seguido entre as possibilidades existentes. Em 

alguns casos, pode envolver, inclusive, uma parcela de subjetividade significativa. 

Os caminhos para solucionar os problemas não determinísticos fazem parte das 

pesquisas de Inteligência Artificial e Sistemas Especialistas. Em alguns casos, para 

decidir qual o melhor caminho a ser adotado, pode-se utilizar de Sistemas de Suporte 

de Decisão (SSD). 

2.2.1 Sistemas Baseados em Conhecimento 

Conforme descrevem NILSSON (1982) e WINSTON (1984), Inteligência Artificial é. a 

parte da Ciência da Computação que se preocupa em elaborar "sistemas inteligentes", 

isto é, sistemas que exibem características normalmente associadas à inteligência 

humana. FORO (1987) reforça que as pesquisas na área de Inteligência Artificial 

concentram-se na elaboração de programas para resolver os problemas em que, até o 

momento, o ser humano supera a máquina. 

Segundo HAYES-ROTH et. al (1983) e JACKSON (1983), um dos segmentos mais 

explorados das pesquisas de Inteligência Artificial são os Sistemas Especialistas. Os 

Sistemas Especialistas são programas destinados a solucionar problemas· em um 

campo específico do conhecimento, utilizando conhecimentos e procedimentos de 

inferência na solução de tais problemas [ALTY & COOMBS (1984), CARNOTA & 
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TEZKIEWIZ (1988)]. Estes programas devem apresentar um desempenho comparável 

ao dos especialistas humanos no campo em que é aplicado [WATERMAN (1986)]. 

Os Sistemas Baseados em Conhecimento, ou simplesmente Sistemas de 

Conhecimento, são programas de computador que resolvem (ou ajudam a resolver) 

problemas que requerem inteligência humana. Diferenciando-se dos sistemas 

tradicionais de processamento de dados, que processam grandes volumes de 

informação algoritmicamente, os Sistemas de Conhecimento geralmente examinam 

·um grande número de possibilidades e, em muitos casos, podem construir uma 

solução dinamicamente [MONARD & HEBIHARA (1987)]. Outras diferenças entre 

sistemas convencionais e Sistemas de Conhecimento que podem ser destacadas são: 

• a maneira como estão organizados; 

• o modo como incorporam o conhecimento; 

• a forma de execução; 

• a impressão que causam aos usuários, pois transmitem uma sensação de 

raciocínio. 

Os Sistemas Especialistas constituem uma classe dos Sistemas de Conhecimento que 

resolvem probiel?as muito complexos. Suas principais características são: 

• contemplam fuúltiplas hipóteses simultaneamente; 

• interagem com o usuário para buscar informações que estão além do 

conhecimento do sistema; 

• justificam suas conclusões, bem como o motivo pelo qual solicitou alguma 

informação adicional durante o processamento; 

• trabalham com dados incertos e regras imprecisas; 

• o procedimento de resolução do problema é de fácil compreensão para o 

usuário do sistema; 

• flexível o suficiente para que seu conhecimento possa ser aplicado a novos 

tipos de problemas. 
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Existem algumas características que diferenciam um Sistema Especialista de um 

Sistema de Conhecimento [JACKSON (1983)], mas basicamente um Sistema 

. Especialista é um Sistema de Conhecimento que apresenta um desempenho 

comparável ao de um especialista humano. O termo Sistema Baseado em 

Conhecimento foi introduzido como alternativa para o termo Sistema Especialista, 

que ganhou uma certa conotação negativa, dado que esse termo é muito pretensioso. 

Porém, na maioria dos trabalhos nesta área, estes termos continuam sendo usados 

indistintamente [FRANCO ( 1991)]. 

O desenvolvimento de um Sistema Especialista consiste, basicamente, em extrair o 

conhecimento de um especialista humano e colocá-lo na Base de Conhecimento, no 

formato adequado. Isto é feito em duas etapas. Primeiramente, o conhecimento é 

extraído do especialista e modelado, utilizando alguma técnica de representação de 

conhecimento. Para isto, utiliza-se de um especialista em modelagem de 

conhecimento, que é chamado de Engenheiro de Conhecimento [MONARD (1986)]. A 

partir dessa modelagem, o implementador da Base de Conhecimento adiciona o 

conhecimento na forma exigida pelo sistema. 

O processo de aquisição de conhecimento é lento, sendo considerado o ponto crítico 

na construção de Sistemas Especialistas [SA w AKI ( 1991)]. Isto ocorre porque, 

geralmente, os especialistas humanos são peritos em sua área de atuação, mas 

apresentam certa dificuldade em descrever seus próprios processos de raciocínio. 

Em RODRIGUES (1990), pode-se verificar que encontrar um Núcleo de Sistemas 

Especialistas que seja perfeitamente adequado às necessidades de uma aplicação 

específica é uma tarefa difícil. Normalmente,· os Núcleos disponíveis 

comercialmente, aos quais temos acesso, são restritos, ou seja, não apresentam 

muitas das características importantes na implementação de tais sistemas. Por outro 

lado, um Núcleo que apresentasse todas essas características poderia tornar o sistema 

lento desnecessariamente, caso a aplicação envolvida não utilize todos os recursos 

oferecidos pelo Núcleo. Isto ocorre porque, em um Núcleo fechado, as características 
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desnecessárias não podem ser eliminadas, deixando o sistema lento, devido à 

quantidade excessiva de código [RODRIGUES & MONARD (1990)]. Em alguns casos, 

pode ocorrer também a existência de procedimentos inerentes ao núcleo que não se 

adequam à implementação de um determinado sistema. Por exemplo, o método 

usado para calcular o fator de certeza feito pelo núcleo pode ser diferente do desejado 

para uma determinada aplicação [MONARD & PRADO (1989)]. 

Por tais motivos, pode-se afirmar que, para o projetista de um Sistema Especialista, 

seria interessante que o Núcleo fosse maleável o bastante para melhor se adequar à 

tarefa na qual é utilizado. Uma possível solução, para dotar um Núcleo de Sistemas 

Especialistas com tais características, é montá-lo como um conjunto de subsistemas 

que possam ser alterados, retirados e, inclusive, trocados por outros subsistemas 

[MONARD & RODRIGUES (1989), FRANCO & MONARD (1992b)]. 

2.2.2 Sistemas de Informação Geográfica 

Os modelos matemáticos bidimensionais utilizam informações no domínio espacial 

sobre diversos aspectos da superfície, tais como: altitude, natureza, propriedades 

hidráulicas, e outros. Atualmente, utilizam-se sistemas computacionais específicos 

para trabalhar com essa muftiplicidade de informações, denominados Sistemas de 

Informação Geográfica. 

Um Sistema de Informação Geográfica (SIG) é um sistema gerenciador de base de 

dados digitais projetado para armazenar grandes . quantidades de informações 

espacialmente distribuídas, provenientes de fontes diversas. Essas informações 

podem ser armazenadas, recuperadas, analisadas e apresentadas graficamente, dentro 

das especificações do usuário. Deste modo, podem ser utilizados para facilitar a 

compilação de dados espaciais e parâmetros hidrológicos necessários em diversas 

aplicações [JOHNSON et al. (1988), BHASKAR et al. (1993)]. 
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Os SIGs são constituídos por uma série de programas e processos de análise, dentre 

os quais encontram-se facilidades para entrada de dados geográficos e visualização 

gráfica, entre outras. Assim, um SIG pode ser visto de forma geral como um sistema 

composto por: 

• uma base de dados, contendo informação espacial 

• um conjunto de programas dedicados à execução de operações sobre os dados 

(análise espacial) 

• equipamento computacional especializado 

Os SIGs baseiam-se em tecnologia de armazenamento, análise e tratamento de dados 

espaciais, não espaciais e temporais, além da geração de informações correlatas. As 

aplicações de SIG vão da coleta e tratamento da informação espacial ao 

desenvolvimento de novos sistemas e aplicações. A tecnologia envolve equipamentos 

e programas com diversos níveis de sofisticação e suas aplicações são inúmeras. A 

característica principal destes sistemas é focalizar o relacionamento de determinado 

fenômeno da realidade com sua localização espacial , permitindo relacionar 

fenômenos distintos e analisar aspectos mais complexos, como vizinhança e 

contiguidade. Além disso, fenômenos distintos podem ser representados de forma 

interativa e evolutiva, abrangendo todo o sistema, inclusive no aspecto temporal. 

Devido a sua versatilidade, os SIGs estão se tornando cada vez mais necessários nas 

empresas, institutos de pesquisas e órgãos públicos, utilizados em planejamento 

urbano, gerenciamento de recursos, por cientistas, engenheiros civis e ambientais 

para análise, estimativa, planejamento e modelagem [BHASKAR et ai. (1993)]. Há 

ainda os SIGS que são desenvolvidos para aplicações específicas, integrando dados 

digitais a técnicas de análise [VANBLARGAN et ai. (1990), 0JOCKI C & MAIDMENT 

(1991)]. No futuro , devido ao crescente aumento da população e a escassez de 

recursos naturais, os SIGS se tornarão indispensáveis. 



Revisão Bibliográfica Sistemas de Suporte de Decisão Espacial 18 

Atualmente, os SIGS possuem um complexo sistema de hardware e software, 

fornecendo um ambiente integrado, através de facilidades de editoração de texto, 

aquisição de dados e visualização gráfica, auxiliando na elaboração de projetos e 

monitoramento. Segundo FORTIN & BERNIER (1991) e SCHULTZ (1993), esses 

sistemas foram possíveis graças aos avanços nas áreas de sensoriamento remoto, 

computação gráfica e desenvolvimento de ambientes interativos. Uma das 

tendências mais recentes na evolução da tecnologia de SIG é a inclusão de técnicas 

de Inteligência Artificial, principalmente Sistemas Especialistas, nas fases de projeto 

e operação [QIAN et al. (1990), SMITH et al. (1990), ZEHANA etal. (1991)]. 

2.2.3 Integrando SIG e SSD 

Os Sistemas de Informàção Geográfica tem sido utilizados em diversas aplicações, 

tanto isoladamente quanto aliado a tecnologias de Sistemas de Suporte de Decisão 

(SSD), tais como Sistemas Especialistas (SE), Pacotes Estatísticos, Programas de 

Otimização e Recursos Gráficos [LEIPNIK et al. (1993)]. Essa integração leva a uma 

nova classe de sistemas de computador, que auxiliam a tomada de decisão em 

problemas que apresentam dimensão espacial, chamados Sistemas de Suporte de 

Decisão Espacial (SSDE). 

Os SSD consistem de uma interface com o usuário, uma base de conhecimento e uma 

base de dados. Eles são projetados para ajudar a resolver problemas complexos e são 

orientados para auxiliar na tomada de decisões. Os avanços no desenvolvimento de 

SSD para auxiliar no projeto de recursos hídricos conduzem de modo natural em 

direção à integração de tais sistemas com SI G [W ALSH (1993)]. 

Os SIGS, por sua vez, caracterizam-se pela capacidade de análise e gerenciamento 

de dados distribuídos espacialmente, auxiliando no armazenamento de dados, 

organização, análise e visualização. Tanto SIG quanto SSD têm contribuído para a 
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pesquisa, o gerenciamento e o desenvolvimento na área de Recursos Hídricos. Deste 

modo, o poder de análise espacial e visualização, que caracterizam os SIGS, podem 

aperfeiçoar cada componente de um SSD, evoluindo desta forma para um SSDE 

[WALSH (1993)]. 

Normalmente, os SSD, principalmente os Sistemas Especialistas, são desenvolvidos 

a partir de Núcleos (Shells), os quais, em geral, consistem de pacotes fechados. No 

entanto, é difícil encontrar um Núcleo que se adeque perfeitamente às necessidades 

de uma aplicação específica [FRANCO (1991)]. No caso de integração com outros 

sistemas, o problema pode se agravar ainda mais, já que não se tem acesso às 

características internas desse Núcleo. Esse problema pode ser contornado 

construindo-se um Núcleo específico a partir da linguagem Prolog utilizando a meta­

programação, obtendo-se, deste modo, o domínio completo das características 

internas desse Núcleo [FRANCO & MONARD (1992b)]. Além disso, a utilização de 

Núcleos construídos a partir de meta-interpretadores permite obter maior eficiência 

após a integração do Núcleo com as regras de conhecimento utilizando Avaliação 

Parcial [FRANCO & MONARD (1992a)]. 

A construção de SSDEs utilizando de Núcleos construídos a partir da linguagem 

Prolog permite também utilizar de modo integrado as facilidades fornecidas pela 

programação lógica, como por exemplo definir linguagens de programação 

específicas para aplicações hidrológicas [MONARD & FRANCO (1990)]. A 

versatilidade da programação lógica, principalmente no que se refere a técnicas de 

busca, a torna eficaz também em problemas de transportes e de fluxo em redes 

[FRANCO & MONARD (1993)]. 
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2.2.4 Aplicações de SSDE em Recursos Hídricos 

A utilização de SIG na análise de dados hidrológicos tem fornecido muitos 

benefícios na gestão e projeto de recursos hídricos [Ross & TARA (1993)]. Graças à 

facilidade de representar em forma digital as características usadas em modelos 

hidrológicos, SIG e DEM vem sendo utilizados na análise hidrológica [DEV ANTIER 

& FELDMAN (1993)]. 

Além das informações relacionadas à descrição da topografia, SIG permite armazenar 

diversas informações topológicas, como declividade, irregularidade da superficie, 

tipo de solo e outros. Muitas vezes esses atributos são utilizados para descrever a 

capacidade de retenção de água em determinada região. Essa capacidade de 

armazenamento diversificado de SIG permite sua integração com Sistemas 

Especialistas, obtendo dessa forma um SSDE [DEV ANTIER & FELDMAN (1993)]. 

A utilização de um SSDE auxilia sobremaneira o planejamento a longo prazo. Essa 

ferramenta permite incorporar regras lógicas e perícias de especialistas em 

planejamento de Recursos Hídricos aliadas à capacidade de armazenar e analisar 

dados distribuídos espacialmente [McKINNEY & MAIDMENT (1993)]. Um SSDE 

permite ainda aproveitar as características da lógica nebulosa, definindo regras não 

determinísticas para representar o conhecimento. O método foi utilizado em 

modelagem eco-hidrológica [DROESEN & ÜEELEN (1993)]. 

No caso de águas subterrâneas, um SSDE pode auxiliar na previsão para 

abastecimento doméstico, industrial e na agricultura, nos projetos hidráulicos e 

diversas outras aplicações [FÜRST et. ai (1993)]. SSDEs podem ser também 

utilizados para calcular a extensão da degradação ambiental em uma bacia 

hidrográfica a partir de dados aeroespaciais de terreno. A partir destes dados, pode­

se, por exemplo, modelar a erosão e a sedimentação, calculando-se então a 
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degradação do terreno e as fontes de sedimentos [MEIJERINK et al. (1993)]. Neste 

caso, utilizando-se de uma base de dados relaciona!, a integração com regras de 

conhecimento torna-se muito simples. 

O sistema RAISON é um exemplo de SSDE que integra modelagem, base da dados, 

SIG, métodos estatísticos, sensoriamento remoto por imagens de satélite e sistema 

especialista baseado no algoritmo de árvore de decisão ID3 [LAM & SWA YNE 

(1993)]. O algoritmo ID3, que é um método de aprendizado de máquina idealizado 

por Quinlan, acha regras a partir de exemplos dados construindo árvores de decfsão 

[CASTINEIRA 1990)]. 

O projeto e a segurança de barragens necessita de técnicas hidrológicas eficazes, 

principalmente nas estimativas de vazão. O pacote computacional RADMAX utiliza 

dados de precipitação observados por radares para a transposição e maximização de 

tempestades severas reais. A precipitação máxima provável e a enchente máxima 

provável são estimadas utilizando-se sofisticados modelos matemáticos distribuídos, 

para a transformação da chuva em vazão. Nele, propõe-se a utilização de técnicas de 

Inteligência Artificial e Sistemas especialistas para reduzir a subjetividade envolvida 

no processo de escolha de uma vazão a ser adotada para o projeto de uma barràgem 

[PESSOA (1991)]. 

Segundo FRYSINGER et. al (1993), o Sistema de Suporte de Decisão Ambiental 

Sandia constitui-se de um SSDE dirigido para auxiliar as decisões com respeito a 

aspectos hidrológicos no gerenciamento de resíduos perigosos. O sistema está sendo 

desenvolvido em conjunto pelos laboratórios da Sandia National e ATT Bell. O 

sistema tem por objetivo reduzir a subjetividade nos processos decisórios relativos ao 

meio ambiente utilizando resultados probabilísticos, já que as leis que regularizam 

tais gerenciamento em geral não possuem um grau de clareza determinístico. Por 

outro lado, RULAND et al. (1993) utilizou, na resolução de problemas relacionados 

com hidráulica ambiental, um SIG orientado a objetos, o Smallworld. Esse sistema 

foi desenvolvido a partir da linguagem de programação orientada a objetos Magik. 
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A previsão de cheias e a busca de alternativas para o gerenciamento das enchentes 

também pode ser auxiliada por SSDEs. Uma arquitetura SSDE proposta por 

SIMONOVIC (1993) utiliza um Sistema Especialista construído sobre o Nexpert 

Object, utilizando um módulo de base de dados relaciona! Oracle, um módulo de 

apresentação utilizando o Sistema de Informações Geográficas GRASS e dois 

sistemas de modelagem para a construção da base de conhecimento: o sistema de 

análise de prejuízo de enchentes (SID) e o programa para auxiliar a avaliação 

econômica no gerenciamento de enchentes (EAD). 

Uma outra forma de utilização dos SSDEs é apresentada por FEDRA (1993), que 

mostra como as tecnologias de hipertexto e multimídia podem ser integradas aos 

SSDE para fornecer recursos audiovisuais, permitindo sua utilização como 

ferramenta de ensino. 

2.2.5 Desafios dos SSDEs 

Os problemas na construção de SSDEs residem no fato da necessidade de 

especialistas em diversas áreas de conhecimento: programação SIG, modelagem em 

recursos hídricos, projetos de SSD, gerenciamento de recursos hídricos, 

planejamento e outros. 

Deste modo, SSDEs necessitam de colaboração interdisciplinar para resolver a 

complexidade da integração das diversas tecnologias. Inicialmente, os projetistas de 

SSD podem direcionar o trabalho, pois já possuem a experiência em análise, projeto 

e interação com o usuário [WALSH (1993)]. Neste caso, o projeto pode ser 

completamente definido de forma a distribuir as funções aos especialistas mais 

indicados, no projeto da base de dados, na aquisição e representação do 

conhecimento, na interface com o usuário, na elaboração das formas de entrada de 

dados e nas formas de apresentação dos resultados, além da integração com outros 

sistemas. 
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2.3 Modelos de Elevação Digital 

A representação digital da variação espacial do relevo é conhecida como Modelo de 

Elevação Digital (DEM1
) ou Modelo Digital de Terreno (DTM2

). Apesar de 

originariamente os DEMs terem sido desenvolvidos somente para modelar relevo, 

eles podem também ser utilizados para modelar a variação contínua de qualquer 

outro atributo sobre uma superfície bidimensional [BURROUGH (1987)].. 

Alguns resultados recentes, apresentados a seguir, podem ajudar a visualizar de 

maneira mais efetiva as aplicações dos Modelos de Elevação Digital. CHAIRA T & 

DELLEUR (1993) destacam a utilização de modelos hidrológicos baseados em 

topografia integrados a sistemas de suporte de análise de recursos geográficos, 

resultando em uma ferramenta poderosa na determinação de parâmetros hidrológicos. 

Em ELGY et al. (1993), pode-se verificar que a utilização de Modelos de Elevação 

Digital na modelagem de rede de drenagem urbana também alcançou resultados 

significativos, facilitando a geração de mapas, ligações com modelos de simulação e 

a apresentação gráfica dos resultados. 

MOORE et al. (1993) afirmam que a análise de processos hidrológicos, ecológicos e 

geomorfológicos distribuídos espacialmente em superfícies de relevo complexas, 

integrada com análise de terreno para calcular declividade, direção de fluxo e bacias 

hidrográficas, além de outros processos hidrológicos, também torna-se possível com 

a utilização de DEMs. 

1 Digital Elevation Model 
2 Digital Terrain Model 
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Segundo LA BARBERA et al. (1993),a obtenção da rede de canais pode ser simples em 

alguns casos, mas encontra limitações em casos de estruturas morfológicas 

complexas. RIEGER (1993) destaca que, na obtenção de bacias de drenagem e rede de 

canais, algumas vantagens podem ser obtidas na utilização de uma estrutura de dados 

tipo pirâmide em lugar de grade regular. 

O processo de derivação da hidrógrafa unitária a partir do modelo digital da bacia 

hidrográfica requer a definição de uma grade de direção de fluxo e conseqüente 

quantificação da velocidade de fluxo. A velocidade pode ser calculada a partir da 

declividade e da cobertura do solo [MAIDMENT (1993)]. Modelos de fluxos 

subterrâneos também podem ser combinadas com dados digitais de bacias 

hidrográficas, acumulação de águas e tempo de permanência na zona não saturada 

para auxiliar hidrogeólogos no cálculo de zonas de captura de águas subterrâneas 

[MERKEL & SPERLING (1993)]. 

A variação da elevação da superfície sobre uma dada área pode ser modelada de 

diversas formas. As principais formas de representação são grade regular, rede 

triangular irregular e linhas de contorno. 

2.3 .1 Grade Regular 

É a forma mais comum de DEM, também conhecida como matriz de altitude ou 

raster. Segundo DEV ANTIER & FELDMAN (1993), a grade é constituída de linhas 

espaçadas regularmente, sendo cada retângulo identificado pelas coordenadas do 

ponto central. Devido à facilidade de tratamento de matrizes por computadores, a 

grade regular é a forma que apresenta maiores aplicações. No entanto, apresenta 

algumas desvantagens: 
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• áreas de terreno uniforme apresentam muitos dados redundantes; 

• dificuldade de adaptação em áreas de relevo de complexidade diferenciada, 

requerendo alteração no tamanho da grade; 

• ênfase exagerada ao longo do eixo da grade em certos tipos de cálculo, tais 

como linhas de cálculo de visão panorâmica. 

2.3 .2 Rede Triangular Irregular (TIN3
) 

Segundo BURROUGH (1987), a rede triangular irregular é um sistema para DEM que 

evita as redundâncias da grade regular, além de ser mais versátil na representação de 

terrenos irregulares. No entanto, não deixa de ser versátil no aspecto computacional. 

O modelo utiliza uma camada de facetas de triângulos contínuos e conectados, 

baseados na triangulação de nós espaçados irregularmente de Delaunay. 

Como as grades regulares, TIN permite o acréscimo de informações extras em áreas 

de relevo complexo sem a necessidade de acumular dados redundantes nas áreas de 

relevo simples. Consequentemente, o processo de captura de dados ein um TIN pode 

seguir montanhas, linhas de fluxo e outras características topológicas importantes, 

que podem ser digitalizadas de acordo com a precisão exigida. 

É possível extrair automaticamente um modelo TIN a partir de dados regulares, 

obtidos em forma digital de sensores [FOWLER et al. (1979), BAND (1989)]. Os 

métodos de geração automática de redes triangulares baseiam-se, em geral, na 

triangulação de Delaunay [LEE & SCHACHTER (1980), W ATSON & PHILIP (1984a), 

WATSON & PHILIP (1984b)]. 

O modelo TIN é uma estrutura topológica semelhante à vetorial, no que concerne ao 

conceito de estruturas totalmente definidas topologicamente, com a diferença que no 

modelo TIN não é necessário estipular condições para os casos de ilhas ou buracos. 

3 Triangular Irregular Network 
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Este modelo considera os nós da rede como entidades primárias da base de dados, 

onde as relações topológicas são construídas utilizando ponteiros de cada nó para os 

nós vizinhos. A lista de vizinhos é ordenada no sentido horário ao redor do nó, 

iniciando ao norte. 

A região fora da área modelada pelo TIN é representada por um nó fictício no lado 

contrário da esfera topológica sobre a qual o TIN é projetado. Este nó fictício auxilia 

na descrição da topologia dos pontos do contorno e simplifica seu processamento. 

2.3.3 Linhas de Contorno (Vetorial) 

A terceira importante forma de representação topológica é o mapeamento por linhas 

de contorno ou estruturas vetoriais. A representação vetorial de um elemento é uma 

tentativa de reproduzi-lo o mais exatamente possível, supondo o espaço contínuo, o 

que permite uma precisão maior na definição das posições, distâncias e áreas. Os 

métodos vetoriais assumem que as coordenadas dos pontos são matematicamente 

exatas. TEIXEIRA et al. (1992) afirma que, em forma vetorial, qualquer elemento pode 

ser reduzido a três formas básicas: ponto, linhas e polígonos. 

2.3 .4 Aplicações do modelo DEM-TIN 

Quando a rede de drenagem e as linhas de fluxo não são conhecidas previamente, 

pode ser necessário derivá-:las a partir do relevo, utilizando para isso métodos 

computacionais adequados [COUGER et al. (1992), MARTZ & GARBECHT (1992)]. A 

extração automática da topografia do terreno utilizando DEM é um procedimento que 

pode ser realizado facilmente para as aplicações gerais de modelos chuva-vazão 

distribuídos (JENSON & DOMINGUE (1988)]. 

-1 
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Os algoritmos geralmente utilizados deduzem a rede de drenagem a partir de 

modelos de grade regular. Esses algoritmos, no entanto, apresentam uma grande 

falha: a menos que o terreno seja acidentado, as linhas de fluxo tendem a correr em 

linhas paralelas, ao longo das direções geradas pela orientação da grade da 

amostragem [GOODRICH et. al (1991)]. 

Deve-se levar em conta também que a representação topográfica no modelo baseado 

em triângulo é mais precisa, enquanto o modelo baseado em retângulos envolve 

interpolação dos dados originais ponto a ponto, acarretando perda de detalhes [JONES 

& WRIGHT (1990)]. Além disso, os triângulos podem designar planos ou facetas, 

sendo adaptável a qualquer configuração de terreno. F AIRFIELD & LEYMARIE (1991) 

apresenta uma solução para o problema, onde determinam-se as linhas de fluxo de 

forma independente da orientação da grade, utilizando para isso métodos 

estocásticos. No entanto, essa solução também apresenta problemas, como 

convergência lateral ao invés de fluxo paralelo, como aponta Cosr A-CABRAL & 

BURGES (1994), que resolve o problema utilizando caminhos de fluxo internos aos 

retângulos. Uma outra alternativa é apresentada por Tarboton ( 1997) calcula a 

direção de fluxo calculando a declividade entre a região retangular e cada um de seus 

8 vizinhos. A declividade que apresenta maior valor é adotada para a direção do 

fluxo. 

No entanto, GoODRICH et. al (1991) ressalta uma série de vantagens apresentadas 

pelo modelo TIN na modelagem da topografia. Em alguns casos, são necessários de 

14 a 250 pontos de grade regular para cada ponto de TIN. Além disso, a propagação 

cinemática sobre uma grade regular apresenta problemas de convergência e divisão 

de fluxo, enquanto que o modelo TIN supera tais dificuldades. 

Muitas vezes, os dados obtidos para designar o terreno são constituídos de um 

conjunto de pontos que são agrupados em um TIN. Em certos casos, o mapa de 

contorno é gerado a partir dele. Porém, JONES & WRIGHT (1990) provam que 

melhores resultados são obtidos trabalhando-se diretamente com o modelo TIN. 
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Em JONES & WRIGHT (1990), apresenta-se um algoritmo para traçar o caminho de 

maior declividade a partir de um dado ponto inicial sobre um terreno definido por um 

TIN. A direção inicial do fluxo dependerá essencialmente do gradiente da superfície 

e de sua irregularidade. As direções de fluxo subsequente dependerão tanto do 

gradiente em cada ponto e do momento. Deste modo, calculam-se as linhas de fluxo 

de água potenciais. A partir das direções de fluxo, é calculada a rede de canais. Em 

seguida, são delineados os contornos de drenagem e subdivisões em triângulos. Deste 

modo, po<.le-se agrupar os triângulos em áreas fonte. Conhecendo-se as áreas fonte, é 

possível delinear a bacia hidrográfica da seguinte forma: a bacia hidrográfica 

correspondente a um nó na rede de canais é a área que poderia contribuir 

potencialmente para o fluxo através do nó; a bacia hidrográfica para um nó 

delimitado é simplesmente a soma das áreas fontes com fluxo acima do nó. NELSON 

et ai. (1994) declara que este procedimento pode ser utilizado em conjunto com 

métodos de modelagem hidológica para criar um ambiente integrado de modelagem 

hidrológica. 

PALACIOS-VELEZ & CUEVAS-RENAUD (1986), também utilizando um modelo de 

facetas triangulares TIN-DEM, desenvolveram um algoritmo que leva em conta a 

trajetória do caminho de maior declividade à montante ou à jusante, partindo de 

qualquer ponto da superfície topográfica. Também leva em conta a definição de 

bacias e sub-bacias para qualquer ponto do rio. Além disso, mostra que a grade 

regular pode ser tratada como um caso particular do modelo TIN, generalizando o 

modelo apresentado. Baseado nesse modelo, PALA CIOS-VELEZ & CUEV AS-RENAUD 

(1986) desenvolveram um sistema computacional baseado em facetas triangulares 

(denominado SHIFT) que permite: 

• edição e visualização de uma bacia armazenada em DEM-TIN; 

• entrada e interpolação de dados de solo e chuva; 

• cálculo e propagação de fluxo de vazão ao longo das facetas. 

Segundo PALACIOS-VELEZ & CUEVAS-RENAUD (1992), o sistema determina a 

sequência de processamento dos elementos e identifica as facetas que fazem parte da 

área de contribuição em cada segmento de canal . 
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2.4 Métodos Numéricos para Equações Diferenciais 

Os modelos hidrodinâmicos, seja qual for o grau de simplificação, dificilmente 
.. 

podem ser resolvidos analiticamente. Nestes casos, eles devem ser resolvidos 

numericamente para aplicações reais. Na solução numérica, o espaço contínuo é 

dividido em regiões discretas, de modo que a solução para cada região possa ser 

encontrada. 

PRICE (1978) explica que primeiro estudo numérico importante de propagação 

de cheias utilizando computadores utilizou o método das características, adotando 

soluções explícitas para as equações características. Neste método, as equações 

diferenciais parciais são transformadas, cada uma delas, em um par de equações 

ordinárias [STRELKOFF (1970) , HUANG & SONO (1985)]. Muitos trabalhos 

foram realizados posteriormente utilizando esse método, adotando diferentes 

graus de simplificação e diversas formas de tratar o problema [WOOLHISER & 

LIGGETT (1967), SIVALOGANATHAN (1978) ]. 

VEMURI et al. (1981) apresenta outro método numérico muito utilizado na 

resolução de problemas envolvendo equações diferenciais: o método das 

diferenças finitas. Neste método, as derivadas são substituídas por fórmulas 

discretas, utilizando aproximações da expansão por séries de Taylor. Em seguida, 

a equação é aplicada às diversas regiões discretas, resultando em um sistema de 

equações cuja solução fornece o valor numérico aproximado para cada região. 

Segundo PRICE (1978), o método das diferenças finitas pode ser dividido em dois 

esquemas, de acordo com a maneira como é feita a discretização em relação à 

derivada temporal: esquemas explícitos e implícitos. Os esquemas explícitos, bem 

como o método das características, apresentam problemas de instabilidade. VIEUX et 
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al. (1990) explica que o intervalo de tempo e espaço devem obedecer à condição de 

Courant: 

Lil 
/),.f=--

Jih (2.4-1) 

Os inconvenientes causados pela instabilidade podem ser reduzidos pela utilização de 

esquemas implícitos. Estes métodos, além de serem mais estáveis, permitem a 

utilização de intervalos de tempo maiores. No entanto, HUANG & SONG (1985) 

adverte que para se encontrar a solução são necessárias muitas iterações, tornando o 

procedimento excessivamente lento. 

TAYFUR et al. (1993) explica que o método das diferenças finitas também pode ter 

diferentes esquemas em relação à discretização espacial: esquema progressivo, 

regressivo e centrado. A maior deficiência do método das diferenças finitas consiste 

justamente na discretização espacial, que deve ser feita através de malhas 

retangulares, dificultando sua aplicação a geometrias irregulares. Na solução através 

do método das diferenças finitas observa-se que, devido à não linearidade das 

equações de fluxo, freqüentemente não há convergência em superfícies muito 

irregulares com alterações abruptas na declividade. Nestes casos, deve-se alterar a 

topografia, trocando-a por uma superfície mais lisa, utilizando somente os valores 

médios. 

Outro método de solução numérica que adquiriu grande importância é o método dos 

elementos finitos. Neste método, o espaço contínuo é subdividido em regiões 

discretas (como no método das diferenças finitas). Porém, neste caso, cada região é 

denominada elemento e definida matematicamente, de modo que, quando a solução 

para cada elemento é encontrada, é possível saber o valor em cada ponto interno da 

região representada por esse elemento [VEMURI et al. ( 1981) ] . 

Diversos estudos utilizaram o método dos elementos finitos na resolução dos 

modelos hidrodinâmicos para o caso unidimensional [ROSS et al. (1979), TAYLOR 
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Diversos estudos utilizaram o método dos elementos finitos na resolução dos 

modelos hidrodinâmicos para o caso unidimensional [ROSS et ai. (1979) , TAYLOR 

et al. (1974) ]. Muitas vezes, a solução no domínio do espaço utiliza o método dos 

elementos finitos, enquanto o problema no domínio do tempo é resolvido utilizando­

se o método das diferenças finitas [JA Y A WARDENA & WHITE (1977) , 

JA YA WARDENA & WHITE (1979)]. 

A propagação de fluxo no caso unidimensional pode ser utilizado para o cálculo de 

bacias hidrográficas, desde que se considere a bacia como um agrupamento de bacias 

unidimensionais, que devem ser calculadas individualmente e, ao final, somar as 

contribuições de cada uma [JA YA WARDENA & WHITE (1979) ]. Porém, essa 

aproximação exige uma interpretação subjetiva na divisão em bacias 

unidimensionais, que deve ser considerada [GOODRICH et ai. (1993)]. A aplicação 

do método dos elementos finitos a modelos hidrodinâmicos em superfície 

bidimensional simples, em estudos feitos por TAYLOR et al. (1974) , apresentou 

estabilidade. Porém, GOODRICH et al. (1993) afirma que nesse estudo não se tratou 

de aplicações a bacias hidrográficas. 

VIEUX et al. (1990) garante que o método dos elementos finitos pode ser aplicado a 

qualquer modelo de terreno, independente de sua configuração geométrica. Uma 

outra vantagem desse método é que o sistema de equações final apresenta matrizes 

diagonais e simétricas, permitindo métodos de solução e armazenamento compactos. 

Além disso, a ausência de restrições com relação à geometria da região toma esse 

método mais indicado para estudo de problemas bidimensionais. 

A capacidade de tratar problemas mawres e mais complexos tem aumentado as 

aplicações do método dos elementos finitos. De acordo com GOODRICH et ai. 

(1993 ), a aplicação desse método ao caso bidimensional apresenta ainda a 

possibilidade de integração com modelos de elevação digital que utilizam rede 

triangular irregular (modelo DEM-TIN). 
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2.4.1 Método das Diferenças Finitas 

O método das diferenças finitas consiste em discretizar o espaço-tempo contínuo e 

·aplicar as aproximações obtidas a partir de aproximações por série de Taylor. 

Considere-se uma função f'(x) =g(x,j). A expansão de f(x) em uma série de Taylor 

para o ponto x = x0 é: 

(2.4-2) 

Seja x = x0 + tu. A equação (2.4-1) pode ser reescrita da seguinte forma: 

df =f(x0 +tu)-f(x0 )+Ç 

dx tu. 

(2.4-3) 

O cálculo de uma solução aproximada de uma equação diferencial, utilizando a 

equação (2.4-2) é chamado Método de Euler. Existem diversos esquemas de 

utilização do método das diferenças finitas, cuja diferença é a técnica de 

discretização utilizada, tanto para a variável espacial quanto para a variável temporal. 

Quanto à dimensão espacial, o esquema de diferenças finitas pode ser progressivo, 

regressivo ou centrado; quanto à temporal, implícito ou explícito. Em cada um dos 

esquemas, a substituição da derivada pela diferença entre variáveis discretas é feita 

de uma maneira distinta. 

No esquema regressivo, utiliza-se a diferença entre o ponto atual e seu antecessor 

imediato: 

dfl J;- h-t 
dx x=i = tu 

(2.4-4) 
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No esquema progressivo, utiliza-se a diferença entre o ponto atual e seu sucessor 

imediato: 

dfl = h+l- J; 
dx X=i & 

(2.4-5) 

No esquema centrado, utiliza-se a diferença entre o sucessor e o antecessor imediato 

do ponto atual: 

dfl h+l-h-1 
dx x=i = 2& 

(2.4-6) 

Segundo QUEIROZ (1991) , os esquemas explícitos e implícitos diferenciam-se pela 

utilização dos valores da variável no tempo atual para o cálculo dos novos valores a 

cada iteração. No esquema explícito, somente uma variável discreta encontra-se no 

tempo seguinte (k+ 1) e todas as outras no tempo atual (k). Neste caso, o cálculo 

toma-se simples, pois há uma única variável desconhecida em função de valores 

conhecidos. 

No esquema implícito, utiliza-se uma combinação de valores das variáveis no tempo 

atual e no tempo seguinte para o cálculo dos novos valores. O esquema pode ser 

totalmente implícito, quando são utilizados os valores no tempo seguinte para todas 

as variáveis fora da derivada temporal, ou parcialmente implícito, quando se utilizam 

os valores médios (entre o tempo atual e o tempo seguinte) para as variáveis fora da 

variável temporal. 

Para exemplificar, considere-se a equação a seguir: 

(2.4-7) 
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O termo df será substituído utilizando esquema regressivo. O termo df é 
~ ~ 

substituído pela diferença entre o valor no tempo seguinte e o valor no tempo atual: 

df fk+l_fk 
= (2.4-8) 

dt !:!.t 

A equação completa depende do método escolhido: explícito ou implícito. No 

método explícito, utiliza-se, para as variáveis discretas associadas à derivada 

espacial, os valores no tempo atual: 

//+I -i/ i/ -i/ 
1 I + I 1-l =c ( 2.4-9) 

!:!.t /)x 

No método totalmente implícito, utiliza-se, para as variáveis discretas associadas à 

derivada espacial, os valores no tempo seguinte: 

(2.4-1 O) 

No método parcialmente implícito, utiliza-se, para as variáveis discretas associadas à 

derivada espacial, combinações entre os valores no tempo atual e o tempo seguinte: 

onde: 

rk+l _ rk 7 r 
J i J i + J i - J i-l = c 

11t l1x 

f = afk+l + fJfk 

a+fJ= 1 

(2.4-11) 

(2.4-12) 
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2.4.2 Método dos Elementos Finitos 

O método dos elementos finitos é um procedimento numérico para resolver 

problemas cuja formulação matemática envolve equações diferenciais da seguinte 

forma: 

onde: 

Lu(X)= O X EÜ 

u(X) = g(X) X E! 

L é um operador diferencial 

u é a variável independente 

n é a região 

r é o contorno 

O método dos elementos finitos pode ser dividido em cinco passos: 

1. Discretizar a região, definindo os elementos que a compõem 

(2.4-13) 

2. Especificar a função de interpolação, escrevendo uma equação para cada 

elemento 

3. Desenvolver o sistema de equações, utilizando as equações individuais 

descritas para cada elemento 

4. Resolver o sistema de equações 

5. Calcular os valores de interesse 
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Da mesma forma como a região é dividida em elementos, a função também deve ser 

aproximada por uma função discreta para ser aplicada a cada um dos élementos. 

SEGERLIND (1984) ressalta que a escolha da função de aproximação deve ser 

criteriosa, pois dela depende o sucesso do método. 

Uma forma conveniente de escrever a função de aproximação linear u é: 

" u(x) = I:U;N;(x) (2.4-14) 
i=l 

onde: 

u; é o valor da função u no vértice i 

n é o número de vértices 

N;(x) são funções básicas de aproximação 

2.4.2.1 Métodos de Resíduos Ponderados 

No método dos elementos, é necessário formular aproximações das equações. Isto 

pode ser feito utilizando-se o método variacional ou métodos de resíduos 

ponderados, dentre os quais destaca-se o método de Galerkin. Nos métodos de 

resíduos ponderados, a função de aproximação é substituída na equação diferencial. 

-Essa função, sendo uma aproximação da função original, não satisfaz a equação. 

Assim, haverá uma diferença, que é denominada resíduo (R). Para se obter a melhor 

solução, deve-se minimizar o resíduo ao longo de toda a região: 

Minimizar iR dQ (2.4-15) 

Para facilitar a tarefa de minimização, utiliza-se um fator de ponderação 1-v junto ao 

resíduo. Esse fator permite que a minimização atinja o valor zero na integração do 

resíduo [VEMURI et al. (1981)]. Deste modo, a equação a ser resolvida é: 

(2.4-16) 
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Os diversos métodos de resíduos ponderados diferenciam-se pela forma como é 

escolhido o fator de ponderação w. Dentre eles, o mais importante é o método de 

Galerkin, que utiliza as mesmas funções de aproximação N(x) como fator de 

ponderação na integração do resíduo [BREBBIA & FERRANTE (1975) ,WAIT & 

MITCHELL (1985)]. 

(2.4-17) 

Desta forma, a equação (2.4-15) pode ser escrita da seguinte forma: 

(2.4-18) 

2.4.2.2 Representação Matricial 

Após a resolução da integral na equação (2.4-17), obtéin-se um sistema de equações 

envolvendo todos os nós da superfície. Cada linha do sistema representa a 

contribuição recebida pelo nó i de todos os outros nós, e pode ser escrita da seguinte 

forma: 

n 

I Gi,J u1 = s; i=J..n (2.4-19) 
i=l 

,----:;; 
I 
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O conjunto de equações pode ser representado na seguinte forma matricial: 

Gu=s (2.4-20) 

onde: 

G é a matriz quadrada dos coeficientes 

u é um vetor coluna contendo os nós da região discretizada (vértices dos 

elementos) 

s é um vetor coluna com as condições de contorno 

Um dos métodos de montar o sistema de equações consiste em analisar cada 

elemento isoladamente, verificando a contribuição individual de cada nó que compõe 

o elemento. Para isso, aplica-se, a cada elemento, a equação (2.4-17). A contribuição 

de cada elemento será somente para os nós que compõem o elemento. Esse conjunto 

de contribuições pode ser representado por uma matriz quadrada, cujo tamanho 

corresponde ao número de nós que compõem cada elemento. Se os elementos forem 

triângulos, a matriz será 3 x 3 ; se forem quadriláteros, será uma matriz 4 x 4. 

Considerando elementos com 4 nós (denominados i,j,k,m), a matriz de contribuições 

para o elemento e será: 

G.e 
1,1 

Ce. 
l,j G."k I, 

C" i,m 

c· G" C" G" 
Ge= j,j j,j j,k j,m (2.4-21) c;. c: . c:.k c:.m ,I ,} 

a;,,i G:,,J G:,,k G:,,m 
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Após a avaliação de todos os elementos, a contribuição dos nós é totalizada somando 

sua contribuição em cada elemento. A matriz G completa é obtida da seguinte 

forma: 

(2.4-22) 

2.4.3 Métodos de Runge-Kutta 

O método de Euler requer uma amplitude de intervalo muito pequena para 

possibilitar uma precisão razoável. Os métodos de Runge-Kutta procuram obter uma 

maior precisão e, ao mesmo tempo, evitam a necessidade de derivadas de ordens 

mais elevadas [CONTE (1965)]. 

Existem diversos métodos de Rungé-Kutta, de diversas ordens e diferentes precisões. 

Dentre eles, o mais popular e mais comumente usado é o algoritmo de Quarta 

Ordem, descrito a seguir: 

df 
Seja a equação - = g(x,f) e xi+I =X;+~. As aproximações da função são 

dx 

geradas utilizando a seguinte fórmula de recorrência: 

1 
/;+1 = /; + -(k, + 2k2 + 2k3 + k4) 

6 
k1 = g(x;./;)b.x 

~ k, 
k2 =g(x; +-,/; +-)b.x 

2 2 
/),x . k2 

k3 = g(x; + -,J; + -)~ 
2 2 

k4 = g(x; + ~.J; + k3 )/i:r 

(2.4-23) 



3. Metodologia 

3.1 Modelo TIN 

Atualmente, as técnicas de aquisição de dados sobre elevação de terreno já estão bem 

desenvolvidas, sendo possível a utilização de diversas técnicas existentes. Segundo 

PALACIOS-VELEZ & CUEVAS-RENAUD (1986), a representação dessas informações em 

computadores é feita utilizando-se modelos de elevação digital (DEM), que são 

estruturas de dados para representar a configuração de uma superfície topográfica. As 

principais formas de armazenamento são: estruturas vetoriais, grade retangular 

(estrutura raster) e rede triangular irregular (TIN). 

A estrutura raster, ou matriz de altitude, caracteriza-se pela facilidade de 

manipulação por computador, pois a grade pode ser considerada como uma matriz, 

onde cada elemento representa um retângulo da grade. Já as estruturas vetoriais 

podem representar o terreno de forma mais precisa, pois os elementos são compostos 

por polígonos, de forma que podem ser adaptados a qualquer configuração de 

terreno. 

A rede triangular é uma técnica de representação alternativa com a finalidade de aliar 

as vantagens de uma representação precisa à facilidade de manipulação por computa­

dor. Neste modelo, a superfície é modelada como um conjunto de facetas triangulares 

adjacentes não sobrepostas, cujos vértices estão localizados adaptativamente nos lo­

cais onde a declividade modifica abruptamente. A precisão na representação deve-se 

ao fato da versatilidade dos triângulos, que pode se adaptar facilmente às mais irregu­

lares configurações, modificando seu formato em cada caso. Apesar de sua 
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capacidade. mutante com relação à forma, todo triângulo pode ser descrito da mesma 

forma, através das coordenadas de seus vértices. Além disso, qualquer ponto interno 

pode ser calculado aplicando-se a equação do triângulo às coordenadas desse ponto. 

Em termos computacionais, destaca-se a economia de espaço no armazenamento e a 

relativa facilidade encontrada no cálculo. Segundo estimativas, para a obtenção da 

mesma precisão na representação de características geomorfológicas, são necessários 

de 14 a 250 pontos de uma grade retangular para um único ponto de TIN [PALACIOS­

VELEZ & CUEVAS-RENAUD (1986)]. No entanto, deve-se observar que no modelo 

TIN, cada ponto utiliza mais espaço de armazenamento que na estrutura raster. 

3 .1.1 Representação de uma Rede Triangular 

A geração de um modelo TIN é feita em duas fases: 

1. a seleção dos pontos com a informação sobre a elevação do terreno 

2. a conexão desses pontos em facetas triangulares. 

Um exemplo de discretização de uma região utilizando o modelo TIN pode ser visto 

na Figura 3.1-1. 

2 

Figura 3.1-1: Exemplo de uma Rede Triangular 
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Após selecionar os pontos (que serão vértices dos triângulos), eles devem ser 

enumerados e armazenados com suas coordenadas x, y e z., como pode ser observado 

na Tabela 3.1-1. 

Tabela 3.1-1: Coordenadas dos pontos da região 

Vértice X y z 

1 2.3 6.8 7.0 

2 6.8 7.5 7.3 

3 1.0 4.5 5.9 

4 4.5 5.2 6.2 

5 8.5 5.4 5.8 

6 o 1.5 4.2 

7 3.2 2.9 4.8 

8 6.4 2.9 5.1 

9 9.3 2.5 4.5 

10 3.0 o 3.3 

11 7.0 o 3.1 

Após a definição dos pontos, basta definir o relacionamento entre eles, visando a 

formação dos triângulos. Esse relacionamento pode ser feito de duas formas distintas. 

Na primeira forma armazena-se, para cada ponto, os pontos vizinhos, obedecendo o 

sentido horário. 

A segunda forma de armazenamento usa a representação pelo método triangular, que 

enumera cada triângulo, definindo-o através dos vértices que o compõem e dos 

triângulos adjacentes a ele. Como cada triângulo possui 3 vértices e 3 triângulos 

adjacentes (com exceção no contorno), são utilizados 6 ponteiros para cada 

triângulo. Na Tabela 3.1-2 pode-se observar essa forma de armazenamento para a 

Figura 3 .1-1. 
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Tabela 3.1-2: Definição dos triângulos e vizinhança 

Triângulo Vértices Ad"acentes 
1 1 4 3 5 2 A 
2 4 7 3 6 

,.., 
1 .) 

3 3 7 6 2 4 A 
4 7 10 6 8 c 3 

5 2 4 1 9 1 B 
6 4 8 7 10 7 2 
7 8 11 7 12 8 6 
8 11 10 7 c 4 7 
9 2 5 4 B 10 5 
10 5 8 4 11 6 9 
11 5 9 8 B 12 10 
12 9 11 8 c 7 11 

Em termos de espaço requerido para o armazenamento, as estruturas se equivalem. 

Porém, a segunda forma é mais eficiente no processamento triângulo-a-triângulo e, 

portanto, mais indicada para o problema em questão neste trabalho. 

3 .1.2 Funções de Aproximação para Elementos Triangulares 

Segundo MITCHELL & W AIT (1977), as funções básicas devem se adequar ao tipo de 

elemento geométrico escolhido para representar a região. No caso bidimensional, 

destaca-se o triângulo, devido a sua maleabilidade. 

Cada elemento triangular possui três lados e três nós, um em cada vértice. A equação 

da superfície é: 

íi=ax+fJy+r (3.1-1) 
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Os três nós são i, j e k. Os valores de u nesses nós são, respectivamente, íl;, u.J, ilk. 

Suas coordenadas são (X i , y i), (X i , y i ), (X k , y k ) . A substituição desses 

valores na equação (3 .1-1) conduz ao seguinte sistema de equações: 

A solução do sistema é: 

{

u; = a X; + fJ Y; + r 
ui = a xj + fJ yj +r 
uk = axk + [Jyk +r 

a= (YJ- Yk )u; + (yk- Y;)u.i + (Y;- Y,)uk 

2A 

fJ = (xk -x1)u; +(x; -xk)íi.i +(x1 -x;)íik 

2A , 

- (xjyk -xkyJ)u; +(xkyi -xiyk)u.i +(x;Y; -x,y;)íik 
r- 2A 

Na equação (3.1-3), A é a área do triângulo, dada por: 

A = X;YJ + x,yk + xky, - y,x, - y,xk + YkX; 

2 

(3.1-2) 

(3.1-3) 

(3.1-4) 

A substituição de a,[Je r na equação (3.1-1), rearranjando os elementos de forma 

adequada, transforma-se na seguinte equação: 

(3.1-5) 
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Na equação (3.1-5), as funções de aproximação linear (N) são dadas por: 

N = a; + b;x + c;y 
I 2A 

N. = a1 + b1x + c1y 
1 2A 

(3.1-6) 

N - ak + bkx + cky 
k- 2A 

onde: 

a; = X;Yk -xkyJ h; = Yt- Yk C; = xk -xJ 

aj = xkyi -X;Yk b 
J = Yk -yi c 

J 
=X; -xk 

ak = X;Y; -X;Y; bk = Y;- Y; ck = X
1 

-X; 

i 

Esta forma de equacionar o problema facilita o cálculo das derivadas parciais, como 

pode ser observado nas equações (3.1-7) e (3.1-8). 

(3.1-7) 

(3.1-8) 
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3.2 Modelagem de Fluxo em um DEM-TIN 

Na modelagem de fluxo, a superfície é subdividida em diversos elementos de 

superfície. Em geral, essas superfícies elementares são planares, e podem ser 

descritas pela seguinte fórmula: 

z(x,y) = ax + by +c (3.2-1) 

O fluxo da água ocorre na direção da declividade decrescente, isto é, no sentido 

contrário ao gradiente. 

-grad z = (a,b) (3.2-2) 

O ângulo de fluxo (\V), no sentido anti-horário em relação a leste, pode ser qualquer 

valor entre O e 360°, e pode ser calculado através da seguinte expressão geral 

[COSTA-CABRAL & BURGES (1994)]: 

onde: 

a =t:- O,b =t:- O=>\}'= arctg(!) +(B- AB + 2) · 90° 

a ;t O,b =O=>\}'= (A+ 1) · 90° 

a= O,b =t:- O=>\}'= (B+2)·90° 

a 
A=~ 

b 
B = jbf 

3 .2.1 Determinação da Direção do Fluxo 

(3.2-3) 

No caso da modelagem TIN, o gradiente é calculado a partir das coordenadas dos três 

vértices, segundo a equação (3.1-3). De posse do ângulo \V, é possível determinar a 

passagem do fluxo pela superfície triangular, isto é, de onde vem a água e para onde 

vai. Para isso, deve-se colocar linhas de fluxo paralelas ao gradiente, utilizando o 

ângulo \V, como pode ser visto na Figura 3 .2-1. 
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Figura 3.2-1: Passagem do fluxo pela superfície triangular 

Em alguns casos, o triângulo pode fornecer água para dois outros triângulos (Figura 

3.2-2). Neste caso, é possível determinar a quantidade que vai para cada um deles. 

\ 

Figura 3.2-2: Fluxo saindo por dois lados do triângulo 

Para determinar a divisão da quantidade de água entre os triângulos adjacentes, 

utiliza-se a linha de fluxo paralela ao gradiente que passa pelo vértice do triângulo, 

dividindo-o em dois outros triângulos. A fração de água que vai para cada um dos 

lados é calculada dividindo-se a área de cada sub-triângulo pela área do triângulo 

original, como mostrado na Figura 3.2-3. 

Figura 3.2-3: Divisão do Fluxo de Saída do Triângulo 
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3 .2.2 Quantificação da Divisão do Fluxo 

O cálculo da área do triângulo a partir de seus vértices é dado pela equação (3.1-4). 

Deste modo, para calcular a quantidade de fluxo que passa em cada lado do triângulo. 

é necessário encontrar o ponto p, onde a linha de fluxo que passa pelo vértice corta o 

lado do triângulo oposto a esse vértice Figura 3.2-4. 

f 

Figura 3.2-4: Ponto de Divisão do Triângulo 

A equação da reta correspondente à linha de fluxo paralela ao gradiente que passa 

pelo vértice k é: 

(3.2-4) 

A equação da reta que liga os vértices i e j é: 

(3.2-5) 

O ponto p é determinado pela intersecção das retas r e s, e pode ser calculado 

solucionando o sistema composto pelas equações (3.2-1) e (3.2-2). A solução desse 

sistema é: 

{

x = (yk -xk ·tg(a)-y;)Ll.x+x;~Y 
P L1y- L1x · tg(a) 

YP =yk +(xp-xk)·tg(a) 
(3.2-6) 

{

Llx =X; -X; 
onde: · 

L1y = Y;- Y; 
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Utilizando-se a fórmula para cálculo de área do triângulo dada pela equação (3 .1-4 ), 

pode-se calcular a fração do fluxo que sai pelo lado ik dividindo-se a área do 

triângulo ipk pela área do triângulo ijk: 

P;k = (xiyp -xpy;)+(xkyi -xiyk)+(xpyk -xkyp) 

( X;Y1 - xJyi) + (xky; - X;Yk) + ( X1Yk - xkyJ) 

A fração de fluxo restante sai através do lado jk: 

3 .2.3 Identificação da Direção do Fluxo 

(3.2-7) 

(3.2-8) 

O comportamento do fluxo depende essencialmente da direção do gradiente (\jf) e dos 

ângulos formados pelos lados do triângulo com o eixo x, denominados 0 1 , 0 2 e 0 3 , 

correspondendo, respectivamente, aos lados jk, }i e ki (Figura 3 .2-5). 

Figura 3.2-5: Ângulos formados pelos lados do triângulo com o eixo x 

A entrada e saída do fluxo de água através dos lados do triângulo pode ocorrer de 

doze modos distintos, que são apresentados na Tabela 3 .2-1. 
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Tabela 3.2-1: Entrada e saída do fluxo de água através dos lados do triângulo 

\ 

Caso 1: 0 3 + 180 < \jf < 01 Caso 2: \jf = 0 1 Caso 3: 0l < \jf < 02 

Caso 4: \jf = 02 Caso 5: 0i < \jf < 03 Caso 6: \jf = 03 

Caso 7: 0 3 < \jf < 01 + 180 Caso 8: \jf = 0 1 + 180 Caso 9:01 +ISO <\j/<0z +ISO 

Caso 10: \jl = 0z + 180 Caso 11: 0z+180 <\j/< 03 +180 Caso 12: \j/ = 0 3 +I 80 
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3 .2.4 Intersecção de Fluxos 

Em alguns casos, um triângulo A envia um fluxo F A para um triângulo B. Este, por 

sua vez, envia um fluxo Fs para o triângulo A, como indicado na Figura 3.2-6. 

Figura 3.2-6: Troca de Fluxo entre Triângulos 

Neste caso, identifica-se a formação de um condutor de fluxo (canal) ao longo da 

intersecção entre esses dois triângulos (Figura 3.2-7). 

F 

Figura 3.2-7: Identificação de Canal na Interseccão dos Triângulos 

O lado que forma o condutor de fluxo liga dois vértices. O sentido do fluxo será do 
vértice mais elevado em direção ao vértice de menor elevação. Esse vértice receberá 
um fluxo F= FA+Fs. 
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3.3 Métodos Numéricos Aplicados ao Escoamento Superficial 

O modelo da onda cinemática utiliza a equação da continuidade (2.1-1) e a relação 

entre a vazão e a altura do nível d'água (2.1-5) : 

Q =a h"' 

Devido à natureza das equações, raros são os casos em que é possível encontrar 

solução analítica para simulações do escoamento. Deste modo, deve-se aplicar 

métodos numéricos para encontrar aproximações para as soluções desejadas. 

Nesta seção, as equações serão desenvolvidas para trabalhar com diferentes soluções 

numéricas para o problema acima, uma formulação utili2:ando o método das 

diferenças finitas e três formulações para a aplicação do método dos elementos finitos. 

3.3 .1 Método das Diferenças Finitas 

Tayfur et al. (1993) mostrou comà o método das diferenças finitas pode ser utilizado 

na solução da equação da continuidade para o caso unidimensional. Para a aplicação 

deste método, a região é discretizada atribuindo valores pontuais às variáveis. Em 

seguida, as derivadas parciais na equação da continuidade são substituídas pelas suas 

aproximações, utilizando os valores pontuais. 
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As aproximações das derivadas parciais podem ser vistas na equação (3.3-1). 

oQ Q; -Qi-l 
ox iU 

oh hk+l -hk 
(3.3-1) 

ot 1'-:.t 

onde: 

• Qi Vazão no ponto i ao longo de x 

• hk Altura no tempo k 

Após a substituição, a equação da continuidade torna-se: 

(3.3-2) 

Isolando-se o termo h no tempo k+ 1, obtém-se: 

(3.3-3) 

O cálculo é feito iterativamente da seguinte forma: 

• Atribuir um valor inicial para h em cada ponto no tempo inicial 

• Repetir para cada intervalo de tempo até atingir o tempo final 

• calcula-se o valor de Q em cada ponto utilizando a relação entre Q e h 

• calcula-se os novos valores para h utilizando a equação (3.3-3). 
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3.3 .2 Método dos Elementos Finitos 

O método dos elementos finitos consiste em discretizar a região em diversos 

elementos. Em seguida, deve-se especificar uma função de interpolação, com uma 

equação para cada elemento. A variação espacial das quantidades deve ser 

aproximada por uma função discreta, para ser aplicada a cada elemento. Finalmente, 

as equações são agrupadas em um sistema, cuja resolução produz a solução do 

problema fisico. O desenvolvimento teórico do método · dos elementos finitos 

·encontra-se na seção 2.4.2. 

3.3.2.1 Substituição de Q em função de h na equação de continuidade: 

Uma maneira de eliminar a função de vazão da equação é substituir Q(x,t) por uma 

função em h(x,t) [Goodrich et. al (1993)], utilizando a relação entre a vazão (Q) e a 

altura do nível de água (h) dada pela equação (2.1-5). 

Após a substituição, a equação da continuidade é escrita da seguinte forma: 

onde: 

O hn O h 
a--+-=q ox ot 

oh oh 
anhn-I __ +- = q 

OX o t 

oh oh 
nV--+-=q ox o t 

v= ahn-l 

(3.3-4) 

(3.3-5) 
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,, 
Em seguida, aproxima-se h por uma função discreta h : 

(3 .3-6) 

A substituição de h pela função discreta acima gera um resíduo, dado por: 

R =nVN~ h + Nr h-q (3.3-7) 

Para se obter a melhor solução, deve-se minimizar o resíduo na região. O método de 

Galerkin utiliza as funções de aproximação N(.'C) como fator de ponderação [BREBBIA 

& FERRANTE (I975), WAJT & MITCHELL (I985)]. 

Desta forma, a equação a ser resolvida é: 

• T • 

JNRd'C = nV JNNxd'C h+ JNNr d'C h- qf Nd'C =O (3 .3-8) 

Assim, obtém-se a seguinte equação: 

Ah+Bh+C= O (3.3-9) 

onde: 

NiNj}x = L [2 I] 
Nf 6 1 2 

l 
L 

• L I - Ni Ni I --
B = nVfNN~d'C = nVf -[ . .}x = nV- L2 

0 L -N.J N.J L __ 
2 

~J = nV[-1 1] 
L 2 -I 1 

2 

c = -q f Ndx- = -q f . X = --L[Ni} qL[l] 
0 Nj 2 I 

(3.3-10) 
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A equação pode ser resolvida utilizando-se o método das diferenças finitas no tempo, 

substituindo h por valores discretos pontuais: 

hh+l- hk 

A + Bhk +C= O 
l1t (3.3-11) 

hk+l = hk- A -I(Bhk +c) 

Para calcular a matriz B na equação (3.3-10), é necessário calcular V. Neste caso, 

utiliza-se, para cada elemento, o valor médio no elemento. Para o cálculo de V, 

utiliza-se a equação (3.3-5). Dois métodos foram testados nesse cálculo, sem que 

houvesse diferença significativa entre eles: 

(h."-I + h"- I) 
1) V= a ' 1 

2 
(3.3-12) 

2) V = a ~ J h"- 1 dh (3.3-13) 

3.3.2.2 Aproximações Lineares para V e h. 

Na seção anterior, o sistema de equações foi simplificado substituindo-se a vazão Q 

pela sua relação com a altura do nível d'água h na equação da continuidade. 

º = ah" ou {
o =Vh 

V= ah"- 1 

(3.3-1-t) 
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Na solução proposta anteriormente, V foi considerado constante em cada elemento. 

Com o objetivo de melhorar os resultados obtidos, será desenvolvida nesta seção uma 

formulação utilizada em Taylor et al. (1974) e Vieux et al. (1990), que aproxima V 

por uma função básica linear discretizada, da mesma forma como foi feito em relação 

à altura do nível d'água h. 

Como visto na seção 3.3.2.1, após a substituição de Q por h, chegou-se à equação 

(3.3-4): 

oh oh 
nV--+-=q ox ot 

Neste ponto, V e h são aproximados por uma função linear: 

(3.3-15) 

Deste modo, o produto V ôh pode ser escrito na forma matricial da seguinte forma: 
&-

(3.3-16) 
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O resíduo decorrente da substituição de V e h pelas funções básicas lineares V e h 

na equação (3.3-4) é: 

(3.3-17) 

Após a aplicação do método de Galerkin para mmimizar o resíduo, chegamos à 

equação diferencial da forma A h+ Bh +C = O, onde A e C possuem os mesmos 

valores do caso anterior, enquanto a matriz B é calculada da seguinte forma: 

[ [ 

V; V;} 
- T • T - L Ni2 NiNj -L L - L 2 

B- nJNN VN .. dx- nJ ] · u· rr· x- n-[ .. NiN. N.2 rJ rJ 6 1 o I) I) -- -
L L 

1] 1 [-v v] 
2 L -~ ~-

=n[-(2~+v;.) (2~+v;)]=!!._([-2 2]v+[-1 1Jv) 
6 -(~ + 2v;) (~ + 2v;) 6 -1 1 I -2 2 J 

(3.3-18) 

O cálculo no regime temporal pode ser feito utilizando-se a equação (3.3-11), da 

mesma forma como se fez na seção anterior. 

No entanto, pode-se melhorar a solução utilizando-se um método alternativo para o 

cálculo no tempo. Neste método, o termo h, que era utilizado somente no tempo 

anterior, é substituído pelo valor médio entre 6 tempo anterior e o tempo atual 

[Goodrich et. ai (1993), Vieux et al. (1990)]: 

hk+l + !l 
h=---

2 

(3.3-19) 
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Deste modo, a equação diferencial é desenvolvida da seguinte forma: 

• 
Ah+Bh+C=O 

hk+l - hk hk+l + hk 
A +B +C=O 

/'..t 2 

A(hk+l_hk)+~t B(hk+l +hk)+t..tC=O 

(A+~~ B }k+I -(A- ~~ B }k + lltC = O 

onde: 

,0,.t 
D=A+-B 

2 
flt 

E=A--B 
2 

3.3.2.3 Aproximação linear para Q e h 

(3.3-20) 

Foram propostas duas soluções utilizando o método dos elementos finitos para 

solucionar o problema do escoamento superficial. Nos dois casos, a função de vazão 

Q foi substituída, na equação da continuidade, pela sua relação com a altura do nível 

d'água h. 

Nesta seção, será proposta uma nova formulação, onde Q não é substituído por h na 

equação da continuidade. Neste caso, será utilizada uma aproximação linear discreta 

para Q [IA Y A w ARDENA & WHITE (1977), Ross et ai. ( 1979) ], da mesma forma como 

já é feito para h: 

Í\ 

Q= L:Q.N. 
·J I 
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Neste caso, a solução da derivada parcial éQ é semelhante à solução de ôh, e a 
& & 

substituição das funções discretizadas na equação da continuidade gera o seguinte 

resíduo, escrito em forma matricial: 

. . 
R = N:· Q + NT h- q 

(3.3-21) 

Após a utilização do método de Galerkin, obtém-se a seguinte equação: 

T 

fNRdx = JNNxdx Q+JNNrdx h-q fNdx =O 
(3.3-22) 

A equação acima pode ser escrita na forma: 

Ah+BQ+C =O (3.3-23) 

onde: 

A= NN dx= =-f r 
1

f. [ Ni
2 

NiNjr L [2 1] 
o NiNj Nj2 6 1 2 

f "r 's· 1 [-Ni Nir 1 [- 2L B = NN .dx = - =-
·' L -N: N: L L o '} '} --

2 
(3.3-24) 

C= -q fNdx = -q f . x = _g__ L[Ni} L[l] 
o Nj 2 1 

Para resolver a equação no tempo, utiliza-se o método das Diferenças Finitas da 

seguinte forma: 

• Calcular vazão inicial, a partir da solução inicial 

• Repetir até atingir o tempo final desejado 

• calcular o novo valor para h 

• a partir do novo valor de h, recalcular Q 



Metodologia Métodos NÚméricos Aplicados ao Escoamento Supel.ficial 61 

O cálculo da vazão Q a cada passo é feito utilizando-se a relação entre Q e h (2.1-5): 

3.3 .3 Equação da Continuidade Bidimensional 

A equação da onda cinemática bidimensional é dada pela equação (2. 1-1) : 

oh 8Qx OQY . f -+--+--=1-
0t 5.:-c 8y . 

A relação entre a altura do nível d'água e as projeções da vazão nas direções x e y é 

dada pela equação (2.1-5): 

O =a h"' ---.-c ."!." 

O =a h"' -.v y 

A resolução do escoamento superficial para o caso bidimensional utilizará o método 

dos elementos finitos com aproximações lineares para Q e h_: 

1\ 

Qx = LQxiNi (3.3-25) 

Os valores Ni, N1 , Nk são dados em (3 .1-6) e o cálculo das derivadas parciais em 

(3 .1-7) e (3 .1-8). A substituição das funções discretizadas na equação da continuidade 

gera o seguinte resíduo, escrito em forma matricial: 

R = N~ Qx + N~ Qy + NT h- q (3.3-26) 
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Após a utilização do método de Galerkin, obtém-se a seguinte equação: 

• r • r • 
fNRdü.= fNNxdü.Q +f NNrdO.Q + fNNrdü.h-qfNdü.=O Jo Jo x Jo Y Jo Jo 

(3.3-27) 

A equação acima pode ser escrita na forma: 

A h+ BtQx + BzQY +C= O (3.3-28) 

A seguir serão apresentados os cálculos dos coeficientes A, Bt, Bz e C. 

• As integrais são calculadas sobre a região O, que, neste caso, é um triângulo: 

y 

X 

Figura 3. 3-1: Região Triangular 

• Seja G o valor dentro da integral. A integral na região pode ser desmembrada da 

seguinte forma: 

i yl k y2 k y3 

f 
0 

G dD. = f f G dydx +f f G dydx - f f G dyd-r (3.3-29) 
i (I i o f (I 
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• A matriz A da equação (3.3-28) é, para cada elemento: 

f N/ fN;N1 fNíNk 
A= fNNrdD. = fN1N; f NJ f NJNk (3.3-30) 

Q 

fNkNi f NkN1 f NA~ 

O produto N; N; é dado por: 

(3.3-31) 

A integral do produto M N; em função de y é: 

(3.3-32) 

Seja a reta y ligando os pontos (xo,Yo) e (xf,yf). A equação da reta pode ser escrita 

da seguite forma: 

onde: 

{

111 
= _ôy = -"Y.r_· -_Y_:._o 

~"( XI -Xo 

t = Yo -mxo 

(3.3-33) 
y = mx+ t 
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Substituindo (3.3-33) na equação (3.3-32) obtém-se: 

nLY+t 
1 f NiNidy = 

4
A 2 [ai ai mx +ai ai t + bi bi mx3 + bi bi tx2 +(ai h i+ a A) mx2 + 

o 

(3 .3-3-1-) 

Deste modo, a integral na região torna-se: 

xf nt~+t [[ 3 2] -1 -1 1 m m ~-~ f fNN.dvdy;= -- bbm+cc.-+(b.c+bc)- + , 1 J 4A2 , 1 , 1 3 
, 1 1 , 

2 4 x0 O 

(3.3-35) 

• A matriz B1 na equação {3.3-28) é dada por: 

fNiNxi f Ni NxJ f N;Nn 
• T f Nf Nx; f Nf Nl:j f Nf N xk B1 = fNNxdfl= (3.3-36) 

o 

f Nk Nx; f Nk Nxi fNkNn 
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A derivada parcial calculada em (3 .1-7). Assim, obtém-se o seguinte 

resultado: 

-'r ,. 

f Ni N x;dQ = rs Nibj dyd-r 
Q Xn Ü 

(3.3-37) 

Calculando a integral interna, obtém-se: 

.1' .1' 1 1 ( i) IN b. dy =J-(a. +b.x+c.y) b. dy =- a.b.y+bb.xy+ cb.-
' .I 2A I I I J 2A , .I , .I , .I 2 

o o (3.3-38) 

Substituindo a equação da reta (3.3-33) na equação (3.3-38), obtém-se: 

(3 .3-39) 

O cálculo da integral em toda a região é feito substituindo-se a equação (3.3-39) em 

(3.3-37): 

(3.3-40) 
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• A matriz B2 na equação (3.3-28) é dada por: 

fNiNyi f Ni Nyi f Ni Nyk 
• T 

B2 = fNNy dQ = f Nj Nyi f Nj Nyi f Nj N yk 
o 

f NkNyi f Nk Nyj f Nk Nyk 

A derivada parcial CiN; é calculada em (3.1-8). Assim, obtém-se o seguinte 
oy 

resultado: 

xf y 

f N; N yJdQ =f f N;c1 dyd'C 
O x 0 O 

O desenvolvimento dessa equação é feito de forma semelhante à utilizada na matriz 

B1, obtendo-se o seguinte resultado: 

( 1) ( 3 3) nr xf -xo . 
x b. c. m+c c .. - +(a c m+h c ·f ntt+( 

1 
I } I j 2 3 I } I j 

f IN c.dy=-
1 1 2A ( 2) x0 O f 

+ a; c i t + c; c i 2 ( x f - xo) 

( , ") X( -x;, 
t + c c. 111 t) . . 

I j 2 

(3.3--+1) 
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• A matriz C na equação (3.3-28) é dada por: 

O cálculo dos elementos em C é apresentado a seguir: 

Xj y 

f N; dQ = f f N; dydt 
Q x 0 O 

Substituindo-se y pela equação da reta (3.3-33): 

nc~+t } ( ) . 2 c. 2 2 c 2 fN dy =- a,. mx +a; t +h. mx + b. tx+ _!_m x +c. mtx+_!_t 
I 2A I I 2 I 2 

o 

A integral na região, deste modo, é: 



4. Solução Computacional 

4.1 Objetivos do Estudo Computacional 

O estudo computacional visa cnar condições para que se possa simular 

numericamente o comportamento do escoamento superficial em bacias hidrográficas, 

principalmente nos casos onde não é possível encontrar a solução analítica. Para 

validar um determinado método, são utilizados casos excepcionais, onde a solução 

analítica é conhecida. Deste modo, foi possível comparar diversos métodos, utilizando 

o escoamento unidimensional, para encontrar o mais indicado ao escoamento 

bidimensional. 

Para que seJa possível entender de maneira clara os caminhos trilhãdos até a 

implementação final do escoamento bidimensional, este capítulo divide-se em duas 

partes. Na primeira parte, são analisadas diferentes formulações para o caso 

unidimensional, utilizando um problema que possui solução analítica. Isto é feito com 

o objetivo de comparar a soluÇão computacional de cada uma das formulações, de 

modo que se possa obter a que apresenta valores mais próximos à solução analítica. 

Na segunda parte, utiliza-se a melhor formulação encontrada para o caso 

unidimensional para aplicá-la ao caso bidimensional. Neste caso, serão analisados 

diversos casos para verificar a validade dessa metodologia. No caso bidimensional, há 

outros aspectos envolvidos, além dos métodos numéricos. De acordo com o método 

proposto, os triângulos advindos da discretização devem ser processados 

individualmente. Para isso, há a necessidade de uma definição clara da ordem do 

processamento e a forma de comunicação entre eles. 
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4.2 Escoamento Superficial Uniditnensional 

Nesta seção, serão analisados os diversos métodos numéricos para o resolução do 

problema do escoamento unidimensional utilizando o modelo da onda cinemática. 

Para este fim,· será utilizada uma região planar retangular, com as seguintes 

características: 

• Comprimento: L = 100 m 

• Co.eficientes da equação da onda cinemática: 

• a = O 6 mm0
'
5 /s , 

• m=l,5 

• Intensidade da chuva: q = 50 mm/h 

Os resultados obtidos serão apresentados graficamente (destacando a vazão por 

unidade de largura na saída do canal) e comparados à solução analítica, calculada 

utilizando os resultados apresentados por STREETER ( 1966). 

A vazão de saída do canal é proporcional à intensidade da chuva e ao tempo, até 

atingir o ponto de saturação ( t = t"' ), quando a vazão será então constante e 

proporcional ao comprimento do canal. Esse valor é calculado pela fórmula a seguir: 

_ {a(q · t)m 
Qx=L-

q·L 

Ü<t<t,. 

t 2:: t, 
(4.2.1-1) 

O tempo necessário para que o ponto de saturação seja atingido é dado pela fórmula a 

segmr: 

( j 
1/m 

L 
t = 

s a ·qm-1 
(4.2.1-2) 
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Em alguns dos casos que serão estudados, será utilizado um cálculo de erro, isto é, 

diferença entre a solução numérica e a solução analítica. Esse erro será calculado 

totalizando-se a diferença entre a solução numérica e a solução analítica em cada 

intervalo de tempo. 

Tmax 

ç =:LIº~- Q;
41 (4.2.1-3) 

t~o 

4.2.1 Método das Diferenças Finità.S 

Para resolver numericamente o problema do escoamento unidimensional pelo modelo 

de onda cinemática, será utilizada a formulação apresentada na seção 3. 3. 1. 

F oram realizados diversos testes, modificando, em cada um deles, o espaçamento 

entre os pontos. Os resultados são apresentados na Tabela 4. 2-1, onde N é o número 

de pontos na discretização: 

Tabela 4.2-1: Erro da solução numérica utilizando Diferenças Finitas 

~X N Erro Total 

100 2 149,53 

25 5 46,07 

10 11 19,20 

5 21 9,78 

1 101 1,93 

O gráfico na Figura 4.2-1 mostra a curva de vazão na saída do canal em cada um dos 

casos, juntamente com a solução analítica. 
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5 

4 

:23 --N=2 

i --N=5 

a 2 --N=11 

--N=21 

--N = 101 

--Analitica 

0 ~-+~~-+,_~-+,_~-+~~-r~ 

O W ~ 00 00 1001W1~100100200 

t (h) 

Figura 4.2-1: Solução Numérica por Diferenças Finitas para o Escoamento Superficial 

por Onda Cinemática (N=3 ,5,11 ,21 , 101) 

Pode-se concluir que a solução aproxima-se da solução analítica quando aumentamos 

o número de pontos (N). Porém, esse refinamento das subdivisões está limitado à 

memória primária do computador. Além disso, o aumento do número de pontos 

reflete no tempo de processamento, pois o aumento de variáveis pode comprometer a 

performance computacional. 

4.2 .2 Método dos Elementos Finitos 

O método dos elementos finitos consiste em discretizar a região em diversos 

elementos. O desenvolvimento das equações do modelo da onda cinemática para a 

aplicação do método dos elementos finitos foi apresentada na seção 3 .3 .2 , onde foram 

mostrados três modos distintos de equacionar o problema. Nesta seção, os resultados 

obtidos em cada um dos três casos serão comparados a fim de obter a melhor 

formulação para encontrar a solução numérica do escoamento superficial. 
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4.2.2.1 Substituição de Q em função de h na equação de continuidade: 

Este primeiro método utiliza a formulação descrita na seção 3.3.2.1, que substitui a 

vazão pela sua relação com a altura do nível d' água, obtendo a velocidade do 

escoamento (V), que, neste caso, é considerada constante dentro do elemento. 

F oram feitos testes utilizando 1 elemento (2 pontos), 4 elementos ( 5 pontos) e 1 O 

elementos (11 pontos). Os valores de L'lx correspondentes estão na Tabela 4.2-2 . O 

erro não foi calculado porque a solução encontrada é muito distante da solução 

analítica. 

Tabela 4.2-2: Discretização utilizada para o Método dos Elementos Finitos- Caso 

Unidimensional 

Elementos Ax N 

1 50 2 

4 25 5 

10 10 11 

Utilizando-se o mesmo exemplo proposto, foram obtidos para a vazão de saída os 

resultados apresentados na Figura 4.2-2, comparados com a solução analítica. 

10 

9 

8 

7 

:2 6 

i 5 

a 4 

3 

2 

--N=2 i, --N=5 

--N=11 

li --N=21 

--Analítica 

o 
o 50 100 150 200 250 300 

t{h) 

Figura 4.2-2: Solução numérica para o Escoamento Superficial por Onda Cinemática­

Elementos Finitos - Solução 1 
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Como se pode constatar, esta solução apresenta resultados muito pouco satisfatórios. 

Na tentativa de se melhorar o resultado obtido, utilizou-se o método de Runge-Kutta, 

ordem 4, para o cálculo em função do tempo. Porém, o resultado obtido também não 

foi satisfatório, como pode ser constatado no gráfico apresentado na Figura 4 .2-3 . 

8 ----

7 n 
I i --N=2 

--N=5 

6 

--N=11 

- - N=21 
3 --Analítica 

2 

o 50 100 150 200 250 300 

t (h) 

Figura 4 .2-3 : Aperfeiçoamento da Solução 1 - Método dos Elementos Finitos -

Utilizando Runge-Kutta no tempo 

4.2.2.2 Utilizando função básica linear para V e h. 

Na seção anterior, o sistema de equações foi simplificado substituindo-se a vazão Q 

pela sua relação com a altura do nível d'água h na equação da continuidade, obtendo 

a velocidade do escoamento (V) constante em cada elemento. Com o objetivo de 

melhorar os resultados obtidos, foi desenvolvida uma formulação que aproxima V por 

uma função básica linear discretizada, da mesma forma como já foi feito com h. O 

desenvolvimento dessa formulação encontra-se na seção 3.3.2.2 . 
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Para a solução da equação diferencial A h+ Bh + C = O em regime temporal, utilizou­

se o método das diferenças finitas, da mesma forma como na seção anterior. Os 

resultados obtidos podem ser observados no gráfico a seguir: 

5 

4 

a 2 

o 20 40 60 

--N-2 
--N=5 
--N=11 

--N=21 l j 
--Analítica 

' 

80 100 120 140 100 180 200 

t(h) 

Figura 4.2-4: Solução numérica para o Escoamento Superficial Unidimensional -

Método dos Elementos Finitos - Aproximação Linear para Velocidade 

Como se pode observar, a solução obtida aproxima-se da solução analítica a medida 

que se reduz o tamanho dos elementos. Porém, deve-se ressaltar que mesmo 

aumentando a discretização, o método utilizado não atinge o valor da solução 

analítica em regime permanente. 

No cálculo anterior, a discretização temporal foi feita utilizando-se diferenças finitas 

utilizando o tempo anterior para calcular o valor atual. No sentido de melhorar a 

solução, um método alternativo de cálculo no tempo é utilizado. Neste método, o 

termo h, que era utilizado somente no tempo anterior, é substituído pelo valor médio 

entre o tempo anterior e o tempo atual (3 .3-19). O resultado obtido com essa 

formulação pode ser observado na Figura 4.2-5 . 
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5 

4 

~3 

i 
a 2 

--N=2 
--N=5 
--N=11 

--N=21 
--Analftica 

0~4--r-+~--r-+-,_-r-+_,--r-+-,_-r-+_,--r-+-,_4 

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 
t(h) 

Figura 4.2-5 : Solução numérica para o Escoamento Superficial Unidimensional -

Método dos Elementos Finitos - Aproximação Linear para Velocidade 

e Tempo Médio 

O método de Runge-Kutta foi utilizado na tentativa de melhorar ainda mais a solução. 

No entanto, o resultado foi inferior ao mostrado no gráfico acima. 

A diferença acumulada entre a solução analítica e os valores obtidos com a 

discretização em 20 elementos em cada um dos 3 casos pode ser observada na Tabela 

4.2-3 : 

Tabela 4.2-3 :Diferença entre o resultado numérico e a solução analítica: comparativo 
entre três métodos 

Método Erro 

Diferenças Finitas 8,69 

Tempo Intermediário 7,63 

Rm1ge-Kutta 8,77 

No gráfico apresentado na Figura 4.2-6, pode-se observar as curvas de vazão de saída 

em cada um dos métodos acima comparados à solução analítica. 
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5 

4 

:23 

i 
--Analítica 

--V Linear a 
2 --Tempo Médio 

--Runge-Kutta 

0 ~~~-HH-~r+++++~~-HH-~r+r+++++~~-rH 

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

t(h) 

Figura 4.2-6: Solução numérica para o Escoamento Unidimensional - Elementos 

Finitos - Aproximação Linear para Velocidade - Comparativo entre 

Diferentes Métodos para o Processamento Temporal 

Para observar melhor a diferença das soluções em regime permanente, na Figura 4.2-7 

utiliza-se uma ampliação do gráfico no intervalo de tempo 80 a 200: 

5,00 

4,95 

;? 4,90 

l 
a 4,85 - - - Analftica 

--V Linear 

4 ,80 --Tempo Médio 
--Runge-Kutta 

4, 75 +-t--t-+-t--t---t-t--t-+-t---t--t-t-t-+-t---t--t-t-t-+-t--+---i 

80 100 120 140 

t (h) 

160 180 200 

Figura 4.2-7: Solução numérica para o Escoamento Unidimensional utilizando 

Elementos Finitos com Aproximação Linear para Velocidade -

Comparativo entre Diferentes Métodos para o Processamento 

Temporal no Intervalo 80 a 200 
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4.2.2.3 Utilizando aproximação linear para Q e h 

Na formulação utilizada para a obtenção dos resultados apresentados nas seções 

anteriores, a função de vazão Q foi substituída, na equação da continuidade, pela sua 

relação com a altura do nível d'água h. Nesta seção, será utilizada a formulação 

apresentada na seção 3.3.2.3, onde Q não é substituído por h na equação da 

continuidade, mas sim por uma aproximação linear discreta. 

A solução obtida com a utilização deste método pode ser observada no gráfico a 

segwr: 

6 

5 

4 

--N=2 

2 --N=5 

--N=11 

--N=21 

--Analítica 

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

t (h) 

Figura 4.2-8 : Solução numérica para o Escoamento Superficial Unidimensional 

Método dos Elementos Finitos - Aproximação Linear para Vazão 

É importante ressaltar que neste método, a solução em regime permantente é atingida 

mesmo utilizando um único elemento. Já a solução em regime não permanente 

melhora com o aumento da discretização. O erro acumulado em cada uma das 

discretizações pode ser observado a seguir na Tabela 4.2-4. 
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Tabela 4.2-4: Erro acumulado para diversos níveis de discretização 

L\x N Erro 

100 2 147,76 

25 5 11 ,82 

10 11 10,93 

5 21 0,78 

Nesta forma de solução adotada, não é possível utilizar o tempo intermediário para 

melhorar a solução, da mesma forma como foi feito nos casos anteriores. Nesta 

formulação , o termo h não aparece na equação, pois Q foi mantido da forma original. 

É lógico que poderia ser utilizado o valor médio para Q, como em VIEUX et al. 

( 1990), mas a equação não teria solução direta, sendo necessário utilizar um método 

iterativo de solução, que não consta dos objetivos deste trabalho. 

Porém, pode-se alcançar melhorias significativas utilizando-se o método de Runge­

Kutta, que praticamente mantém a mesma curva, mas inibindo a instabilidade 

apresentada na solução utilizando Diferenças Finitas no tempo. No gráfico a seguir, 

pode-se constatar essa afirmação: 

6 ~----------------------------------------1 

5 

4 

--N=2 

--N=5 
2 

--N=11 

--N=21 

- -Analítica 

0~+-,_,_-r-r-r-+-+_,~--r-r-+-+-,_,_-r-r-r~ 

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 
t(h) 

Figura 4.2-9: Solução numérica para o Escoamento Superficial Unidimensional -

Método dos Elementos Finitos - Aproximação Linear para Vazão -

Runge Kutta no Processamento Temporal 
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Observando-se o erro acumulado nesta última formulação (Tabela 4.2-5), pode-se 

afirmar que este método apresenta soluções muito próximas à solução analítica. 

Tabela 4.2-S :Erro acumulado para diversos níveis de discretização utilizando Runge­

Kutta no processamento temporal 

L\x N Erro 

100 2 149,76 

25 5 13,32 

10 11 2,73 

5 21 0,89 

Para reiterar a melhor performance do método de Runge-Kutta, utilizou-se uma 

discretização com 40 elementos (N=41 ). Na figura pode-se verificar a instabilidade 

da curva com o aumento do tempo no método de Euler, enquanto o método de 

Runge-Kutta mantém a curva estável, e o erro acumulado diminui para 0,42 . 

5,2 

5,15 

5,1 

5,05 

(\ " A"/\f\A 
:E" 

i 5 I 

cr r f vvvvv 

~ ~ 4,95 I 
j --Runge-Kutta 

4,9 
--Euler 

4,85 --Analitica 

4,8 

80 100 120 140 160 180 200 

t(h) 

Figura 4.2-lO:Solução numérica para o Escoamento Superficial Unidimensional -Método dos 

Elementos Finitos - Aproximação Linear para Vazão - Comparativo entre os 

Métodos Euler e Runge-Kutta no Processamento Temporal 
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4.2.3 Exemplos com intensidade de chuva variável 

Os programas desenvolvidos para resolver numericamente o problema do escoamento 

unidimensional pelo modelo da onda cinemática foram testados comparando os 

resultados com a solução analítica, utilizando para isto intensidade de chuvas 

constante. No entanto, o programa permite utilizar também variações da intensidade 

da chuva no tempo. 

Nesta seção, serão apresentados exemplos utilizando essa característica. O programa 

utilizado para a geração dos resultados é a última versão, que utiliza uma 

aproximação linear para a função de vazão e método de Runge-Kutta para cálculo no 

tempo. 

Exemplo 1 : Fim da chuva 

Neste pnme1ro exemplo, será considerado intensidade de chuvas constante e 

terminando abruptamente, conforme a definição a seguir: 

q(t) {
50mm/h se t < 80 h 

O se t ~ 80 h 

A curva de vazão na saída do canal para este exemplo pode ser observada na Figura 

Figura 4.2-11: Escoamento unidimensional com término da chuva 
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Exemplo 2: Intensidade de chuva variando no tempo 

Neste exemplo, será considerado uma variação mato r na intensidade da chuva, 

conforme o gráfico mostrado na Figura 4.2-12. Neste caso, a chuva começa e 

termina em zero, e não há variação abrupta na intensidade da chuva. 

40 

35 

30 

:2 25 

'E 20 §. 
C' 15 

10 

5 

o 
o 50 100 150 200 250 300 350 400 

t (h) 

Figura 4.2-12: Intensidade da chuva variando no tempo 

A solução numérica obtida para este exemplo é apresentada na Figura 4.2-13. 

3 

2 
:2 

i 
cr 

o 50 1 00 150 200 250 300 350 400 450 500 

t (h) 

Figura 4.2-13: Escoamento unidimensional com chuva variando no tempo 
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4.3 Escoatnento Superficial Bidimensional 

Para encontrar a solução computacional sobre o modelo TIN, será utilizado um 

método semelhante ao proposto por GOODRICH et. al ( 1993 ), que utiliza o 

processamento faceta-por-faceta. Na maioria dos trabalhos utilizando elementos 

finitos, o processamento é feito sobre todos os elementos de forma conjunta, mesmo 

em estudos de escoamento superficial com modelagem TIN [VIEUX et ai. ( 1990)]. 

Segundo GOODRICH et. ai (1993),quando se utiliza escoamento superficial com o 

modelo da onda cinemática, não há razão para empregar uma solução global porque a 

natureza das equações não incorpora a influência das condições de contorno a 

jusante. 

No modelo faceta-por-faceta, cada triângulo é processado individualmente, a partir 

dos elementos contendo os pontos mais elevados até os elementos que fazem parte da 

saída da bacia 1. A hidrógrafa de saída para cada elemento triangular deve ser 

armazenada, de modo que possa ser utilizada como condições de contorno para os 

elementos adjacentes. Quando a saída de um elemento se dá para um canal, a vazão 

de saída do elemento torna-se entrada lateral para o canal. 

Deste modo, o método de resolução pode ser dividido nos seguintes passos: 

1. Dividir a região em elementos triangulares 

2. Definir a ordem de processamento dos elementos, de acordo com a altura 

de seus vértices 

3. Identificar a rede de canais 

4. Processar os elementos individualmente armazenando a hidrógrafa de saída 

de cada lado 

5. Processar os lados que formam canais (escoamento unidimensional) 

1 Considera-se que a topografia é a propriedade dominante na forniaç<lo da rede de drenagem 
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Para o processamento individual dos triângulos, o elemento deve ser subdividido, de 

modo a obter triângulos e pontos internos locais com as mesmas dimensões. A 

subdivisão é necessária devido ao formato do elemento, que permite a possibilidade 

de existirem dois lados do triângulo no contorno da bacia hidrográfica. Neste caso, os 

3 vértices do triângulo devem ser considerados condições de contorno, com fluxo e 

altura nulos, e não haveria solução para esse triângulo. 

GOODRICH et. al (1993) sugere a divisão em 16 triângulos internos, gerando 15 

pontos locais do triângulo (Figura 4.3-2). Para este nível de discretização, o número 

máximo de valores desconhecidos é 1 O, caso em que existe somente um lado como 

condição de contorno e a saída ocorre através de dois lados. Quando a situação é 

invertida (dois lados no contorno e um na saída), existem valores desconhecidos em 

6 pontos. Os três lados no contorno ou na saída não devem ser considerados, pois isto 

não deve ocorrer no caso do modelo da onda cinemática. 

4.3.1 Resolução no elemento triangular 

Nesta seção, serão avaliados os resultados da implementação quando aplicada a um 

único triângulo isoladamente. 

Na solução adotada, os seguintes elementos são considerados como dados de entrada: 

• As coordenadas (x,y,z) dos vértices do triângulo 

• Os lados que devem ser considerados contorno 

• Os lados sobre os quais há fluxo de saída do triângulo 

O triângulo é, em seguida, subdividido em diversos outros triângulos, de modo a 

gerar pontos internos no triângulo. A seguir, pode-se observar duas diferentes 
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subdivisões internas para o triângulo, cada uma delas com maior discretização. Na 

Figura 4.3-1, utilizam-se 6 pontos e na Figura 4.3-2, 15 pontos. 

4 5 

Figura 4.3-1: Triângulo subdividido em 4 Figura 4.3-2: Triângulo subdividido em 16 

Os triângulos internos são elementos finitos triangulares com dimensões idênticas e 

mesma declividade. O aumento na discretização interna diminui o efeito dos pontos 

pertencentes aos lados que são contorno, principalmente quando existem dois lados 

" nessa condição. Porém, o programa torna-se. mais lento, pois trabalha com matrizes 

maiores e exige um intervalo de tempo (ilt) menor, segundo a condição de Courant 

(equação 2.4-1 ). 

Nesta seção, serão avaliados dois casos: triângulo de 6 pontos (Figura 4.3-1) e 

triângulo de 15 pontos (Figura 4.3-2). 
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Exemplo 1: Triângulo com base para cima 

As coordenadas do elemento triangular utilizado neste exemplo (Figura 4.3-3) são 

dadas na Tabela 4.3-l. 

Tabela 4.3-1: Coordenadas do Triângulo com base para cima 

Vértice X y z 

1 5 o 70 

2 o 100 90 

"' 10 100 90 .) 

o 5 

Figura 4.3-3: Triângulo com base para cima 

Observa-se que, para os fins de teste de resultado com formulação analítica, o 

triângulo pode ser considerado como parte de uma superficie retangular com a mesma 

declividade. Assim, a solução obtida para o triângulo pode ser comparável à solução 

analítica no contorno de jusante da área retangular (seção 4.2). 
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A solução encontrada para os dois esquemas de discretização (6 e 15 pontos) são 

mostrados na Figura 4.3-4, juntamente com a solução analítica. Assim, a solução 

obtida para o triângulo é comparável com a solução analítica no contorno jusante da 

área retangular. Analisando o gráfico, pode-se constatar que ambas chegam ao 

resultado esperado em regime permanente. 

:2 

i 
a 

120 ~----------------------------------~ 
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60 

40 

20 

o 
o 

--15Pontos 
--6Portos 

--Analftica 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

t(h) 

Figura 4.3-4: Solução para o triângulo com base para cima 

Exemplo 2: Triângulo com base para baixo 

O elemento triangular utilizado neste exemplo pode ser visto na Figura 4.3-5 . Suas 

coordenadas são dadas na Tabela 4.3-2. 

10 

Figura 4.3-5 : Triângulo com base para baixo 
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Tabela 4.3-2: Coordenadas do Triângulo com base para baixo 

Vértice X y z 

1 5 100 90 

2 o o 70 

3 10 o 70 

A solução encontrada para este exemplo encontra-se na Figura 4.3-6. Para o 

triângulo de 6 pontos, somente o ponto interno 5 (Figura 4.3-1) apresenta valor não 

nulo, pois todos os outros pertencem ao contorno. Para o triângulo de 15 pontos, os 

pontos internos 5, 8, 9, 12, 13 e 14 (Figura 4.3-2) não pertencem ao contorno. 

Somente os valores pertencentes à base do triângulo foram apresentados na solução, 

juntamente com a solução analítica2
. 
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:ê"so 
'E 
ã40 

30 

20 

10 

o 
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--12,14(15 Pt) 
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--Analítica 
--5(6Ptos) 

70 80 90 100 

Figura 4.3-6: Solução para o triângulo com base para baixo 

Observa-se que em nenhum dos dois esquemas de discretização a solução em regime 

permanente foi atingida com exatidão. Isto ocorre pela influência das condições de 

2 Obtida utilizando-se wn retângulo com a mesma área do triângulo (1 O x50). 
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Observa-se que em nenhum dos dois esquemas de discretização a solução em regime 

permanente foi atingida com exatidão. Isto ocorre pela influência das condições de 

contorno sobre os pontos internos. Porém, a utilização do ponto 5 (para o triângulo 

de 6 pontos) ou do ponto 12 ou 14 (para o triângulo de 15 pontos), podem ser 

utilizados como aproximações para a vazão. 

Deve-se ressaltar, entretanto, que este problema só ocorre quando exitem dois lados 

do triângulo no contorno da região. Se o triângulo recebe fluxo de outros elementos, 

o erro apresentado não ocorre, como será mostrado a seguir. 

4.3.2 Comunicação entre elementos 

Após analisar o processamento sobre cada elemento triangular, é necessário verificar 

a passagem do fluxo de um triângulo para outro. Todo triângulo, ao iniciar o 

processamento, deve verificar os fluxos incidentes para tomar os valores 

armazenados e inicializar as condições de contorno a cada iteração. Ao final do 

processamento, os valores calculados devem ser armazenados de forma adequada, de 

modo que possam ser utilizados em processamentos subsequentes. 

Para validar o esquema de implementação em estudo, será utilizada uma região 

planar retangular, de escoamento unidimensional, dividida em 3 triângulos, conforme 

mostrado na Figura 4.3-7. As coordenadas dos vértices são apresentadas na Tabela 

4.3-2. 

Tabela 4.3-3: Coordenadas da região retangular dividida em 3 triângulos 

Vértice X y z 

1 o o 70 

2 10 o 70 

3 o 100 90 

4 o 100 90 

5 10 100 90 
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y 

o 5 10 

Figura 4.3-7: Região retangular dividida em 3 triângulos 

O programa foi processado na região utilizando os seguintes valores: 

• Intensidade de Chuva: q = 1 m/h 

• Coeficiente de Chézy: C = 6 

• Coeficiente do escoamento cinemático: m=l ,5 

A solução obtida para o exemplo apresentado pode ser observada na Figura 4.3-8, 

onde são comparados os valores obtidos com a discretização em 6 pontos aos obtidos 

com a discretização em 15 pontos. Como já se havia constatado no caso 

unidimensional, o resultado obtido com a maior discretização se aproxima mais da 

solução analítica. 
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Figura 4.3-8: Solução para a região retangular dividida em 3 triângulos 

A seguir, será apresentado um outro exemplo utilizando uma região retangular 

dividida em triângulos, porém utilizando uma forma diferente de discretização. A 

região planar retangular, de escoamento unidimensional, é dividida em 4 triângulos, 

conforme mostrado na Figura 4.3-9. As coordenadas dos vértices são apresentadas na 

Tabela 4.3 -4. 

Figura 4.3-9: Região retangular dividida em 4 triângulos 
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Tabela 4.3-4: Coordenadas dos vértices da região retangular discretizada em triângulos 

Vértice X y z 

1 o o 60 

2 10 o 60 

3 o 25 70 

4 o 100 100 

5 10 100 100 

6 10 75 90 

Foram ainda utilizados os seguintes valores: 

• Intensidade de Chuva: q = 1 m/h 

• Coeficiente de Chézy: C = 6 

• Coeficiente do escoamento cinemático: m=l ,5 

Para o processamento dos triângulos, foram testados dois casos: triângulo de 6 

pontos e triângulo de 15 pontos. Em ambos os casos, a solução em regime 

permanente foi atingida. Em relação ao regime não-permanente, o triângulo de 15 

pontos apresentou melhor resultado, como pode ser conferido na Figura 4. 3-1 O. 
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~60 
1. 
C:S4Q 

20 
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--15Pt 
--Analftica 
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Figura 4.3-10: Solução da região dividida em 4 triângulos 
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4.3.3 Escoamento no Canal 

Na maioria dos casos, as águas que escoam em uma superfície concentram-se em 

canais. Nesta seção, será utilizado um exemplo onde isso ocorre, como pode ser 

observado na Figura 4.3-11. As coordenadas correspondentes estão na Tabela 4.3-5 e 

os valores utilizados são: 

• Intensidade de Chuva: q = 1 m/h 

• Coeficiente de Chézy: C = 1 O 

• Coeficiente do escoamento cinemático: m=1,5 

Figura 4.3-11: Região com Canal de Escoamento 

Tabela 4.3-5: Coordenadas da Região com Canal de Escoamento 

Vértice X y z 

1 o o 70 

2 10 o 70 

3 5 o 50 

4 o 100 200 

5 10 100 200 

6 5 100 180 

7 5 50 115 
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A solução encontrada para este exemplo está na Figura 4. 3-12, onde são 

apresentados as curvas de vazão obtidas na saída da bacia utilizando as discretizações 

em 6 pontos e 15 pontos. 

1CXXJ .,....-------- _.= ...... -====-~=--~ 

750 

:2 
i500 
(J 

250 --6Pontos 

--15Pontos 

0 -·~_,---+---r--+--r-~--+--r-,_~ 

o 10 20 30 40 50 

t (h) 

Figura 4 .3-12: Solução da Região com Canal de Escoamento 

4.3.4 Escoamento numa Bacia Hidrográfica 

Nesta seção, será apresentada a solução para o escoamento em uma bacia 

hidrográfica completa. A região utilizada foi extraída de MOORE & GRA YSON 

(1991), e pode ser visualizada na Figura 4.3-13 . Para a obtenção dos pontos 

discretos, foram selecionados alguns pontos ao longo das curvas de nível, utilizando 

valores pontuais de altitude, obtidos a partir das linhas de contorno (Figura 4.3-14 ) . 

Esses valores são apresentados na Tabela 4 .3-6. 

Como nos casos anteriores, a bacia é dividida em triângulos (que são processados 

individualmente) cuja contribuição é levada aos canais (que são processados de forma 

unídimensional) . A região discretizada pode ser observada na Figura 4. 3-15 . A partir 

desse modelo discretizado, o comportamento do fluxo de água em cada elemento 

triangular é obtido a partir de sua declividade. De acordo com esse comportamento, 

determina-se a sequência de processamento dos triângulos e identifica-se os canais. O 

resultado dessa análise pode ser observado na Figura 4. 3-16. 
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Tabela 4.3-6: Coordenadas da Bacia Completa 

Vértice X y z 
1 1 ,O 9,3 100,0 

2 1,2 8,5 98,0 

3 0,6 7,2 94,0 

4 0,6 5,1 88,0 

5 0,9 1,1 80,0 

6 3,5 1,5 70,0 

7 5,3 0,3 75,0 

8 6,2 2,3 82,0 

9 6,4 4,2 88,0 

10 7,5 7,5 100,0 

11 8,5 9,0 105,0 

12 9,7 10,8 115,0 

13 7,4 11,2 106,0 

14 4,3 11,3 96,0 

15 2,4 10,4 95,0 

16 3,6 9,7 92,5 

17 6,4 9,5 99,0 

18 2,4 8,0 94,1 

19 3,0 6,5 86,2 

20 4,6 6,8 90,0 

21 5,9 6,8 93,0 

22 3,5 5,0 81 ,O 

23 5,2 4,4 86,2 

24 1,7 2,7 79,8 

25 3,1 2,7 72,0 

26 4,9 2,7 81 ,O 
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Figura 4.3-13: Visualização da Bacia Hidrográfica 

Figura 4.3-14: Linhas de Contorno da Bacia Hidrográfica 
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14 13 

7 

Figura 4.3-15: Divisão da região em elementos triangulares 

14 13 

7 

Figura 4.3-16: Sequência de Processamento dos Elementos e Formação dos Canais 
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Para encontrar a relação entre a vazão e o nível d' água será utilizada a equação de 

Manning, juntamente com os seguintes valores: 

• Coeficiente de resistência de Manning: n = O, 11 

• Coeficiente da equação da onda cinemática: m= 5/3 

Inicialmente, utilizou-se como entrada uma precipitação com intensidade da chuva 

constante: q = 50 mm/h. A resposta obtida na saída do canal, em dois esquemas de 

discretização dos elementos, é mostrada na Figura 4. 3-1 7. 

4500 

3CXX) 
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o 50 100 150 200 250 

t(h) 

Figura 4.3-17: Vazão na saída do canal para o caso da Bacia Hidrográfica: 

Intensidade da Precipitação constante 

Para melhor analisar o comportamento da resposta gerada pelo programa face a casos 

reais, será utilizado o evento de chuva observado na região, destacado em MOORE & 

GRA YSON ( 1991 ), e apresentado na Figura 4. 3-18. As respostas obtidas para a saída 

da bacia em dois esquemas de discretização pode ser observada na Figura 4.3-19. 
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Figura 4. 3-18: Intensidade da Precipitação variável no tempo para a Bacia 

Hidrográfica. 
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Figura 4.3-19: Vazão na saída do canal para o caso da Bacia Hidrográfica: 

Intensidade da Precipitação variável no tempo 
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Na Figura 4.3-20 pode-se observar diferentes curvas de vazão, obtidas para pontos 

internos da bacia. Estes valores correspondem ao esquema de discretização dos 

triângulos em 6 pontos. 
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Figura 4.3-20: Vazão em pontos internos para a Bacia Hidrográfica com Intensidade 

da Precipitação variável no tempo 

a Figura 4.3-21 encontram-se os valores observados na saída da bacia, bem como os 

valores obtidos por MOORE & GRAYSON (1991). Observe-se que a vazão é 

apresentada em mm/h (vazão por unidade de área), a mesma medida utilizada na 

medida da precipitação. Para melhor comparar a solução obtida pelo programa aqui 

apresentado com os valores observados, as curvas de vazão apresentadas na Figura 

4. 3-19 serão divididas pela área total da região. O resultado obtido é apresentado na 

Figura 4.3-22. Deve-se observar que, na vazão observada, existe perda de água por 

infiltração, o que não ocorre no resultado obtido pelo programa, que não incorpora 

tais perdas. Deste modo, os resultados obtidos foram satisfatórios, comprovando a 

viabilidade da utilização do método apresentado em bacias hidrográficas, mesmo em 

regime não permanente. 
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Figura 4.3-21: Vazão observada na saída da Bacia Hidrográfica 
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Figura 4.3 -22: Vazão por unidade de área obtida na saída da Bacia Hidrográfica 
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4.3.5 Aspectos da Implementação 

O programa que soluciona o problema da quantificação do escoamento bidimensional 

utilizando o método dos elementos finitos foi implementado na linguagem PascaL 

utilizando o compilador Borland Turbo Pascal. 

Entrada de Dados 

A entrada de dados é feita a partir de 4 arquivos, contendo todas as informações 

necessárias à identificação da região sobre a qual o escoamento deve se desenvolver. 

As informações armazenadas em cada arquivo são descritas a seguir: 

• Coord.com 

Este arquivo possui todos os pontos da região, que correspondem a vértices 

dos triângulos, identificando a localização espacial (coordenadas x, y e z). Os 

registros possuem o seguinte formato: 

Número do vértice Coordenada X Coordenada Y Coordenada Z 

• Triang.com 

Identifica cada triângulo, a partir de seus 3 vértices. 

Número do triângulo Vértice i Vértice j Vértice k 

• Lados.com 

Identifica cada lado que pertença a um triângulo, a partir de seus dois pontos 

extremos 

Número do lado Vértice 1 Vértice 2 
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• Ordem.com 

Neste arquivo encontram-se as informações relativas à ordem de 

processamento dos triângulo e como é feita a comunicação entre triângulos. 

Possui o seguinte formato: 

Tipo Elemento Número 
Elemento 

Qtdade Informações Registro 
Informações 

Tipo Elemento é um caracter que identifica se o elemento a ser processado é 

um triângulo (T) ou um lado (L), que corresponde a um trecho do canal. No 

primeiro caso, utiliza-se escoamento bidimensional; no segundo, escoamento 

unidimensional. 

Número Elemento é o número do triângulo ou do lado que deve ser 

processado. 

Qtdade Informações indica se Registro Informações armazena I, 2 ou 3 

informações. 

Registro Informações apresenta informações a respeito das interfaces de 

comunicação do triângulo. Cada elemento de comunicação pode ser um lado 

ou um vértice, e é representado da seguinte forma: 

Número Tipo de interface 

Número pode ser o número de um lado ou de um vértice 

Tipo de interface pode ter os valores e (entrada), s (saída) ou v (vértice). Os 

valores e e s indicam que se trata de um lado. No caso de um vértice (v), 

indica sempre entrada. 
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Processamento dos arquivos de entrada 

O processamento é feito da seguinte forma: 

• No arquivo Ordem.com, é selecionado o elemento a ser processado e suas 

interfaces. 

• Se o elemento da interface é um vértice ou uma entrada, o arqmvo 

associado ao elemento é aberto para leitura. A cada iteração no 

processamento é feita uma leitura no arquivo apropriado e os valores lidos 

são utilizados como condição de contorno. 

• Se o elemento é saída, o arquivo associado ao elemento é aberto para 

escrita. A cada iteração, o valor calculado é armazenado no arquivo. 

• Os arquivos de interface são criados e gerenciados pelo próprio programa; 

eles são nomeados da seguinte forma: 

1. Lados: Y + NroLado + .LIG 

2. Vértices: P + NroVertice + .PTÓ 

Comunicação entre elementos 

A comunicação é feita utilizando os valores da vazão em cada ponto. No instante do 

armazenamento, os valores da altura são transformados em vazão de acordo com o 

valor ex (que é proporcional à declividade) do triângulo sobre o qual os valores estão 

sendo calculados. 

Alguns destes valores tomam-se condições de contorno para triângulos que serão 

processados posteriormente. Quando um desses outros triângulos é processado, 

ocorre o processo inverso, transformando a vazão armazenada em altura, de acordo 

com o valor ex deste novo triângulo. Quando o lado é tratado como canal, os valores 

que foram armazenados na saída do triângulo tomam-se entrada lateral para o canal. 

Neste caso, não há necessidade de conversão, pois na entrada lateral utiliza-se 

diretamente a vazão. 
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Armazenamento dos Resultados 

O programa cria arquivos de saída em formato ASCII para que os resultados obtidos 

possam ser observados e utilizados. Para cada elemento processado é criado um 

arquivo do seguinte modo: 

AL T + Nro _Triângulo + .DA T 

Nesse arquivo são armazenados todos os valores em cada um dos pontos internos do 

triângulo a cada intervalo de tempo. Os valores são organizados de forma que cada 

linha representa um intervalo de tempo e cada coluna um ponto interno, facilitando a 

observação e utilização dos valores, permitindo facilmente editá-los e representá-los 

graficamente. 

Da mesma forma, cria-se um arquivo para cada ponto da região (correspondente a um 

vértice do triângulo). Esses arquivos possuem a seguinte forma: 

P + Nro Vértice+ .PT 

A organização é semelhante aos arquivos de elementos, porém, estes possuem uma 

única coluna, já que apresentam um único valor a cada intervalo. 

Em ambos os arquivos, os valores armazenados podem ser vazão ou altura do nível 

d'água. Deste modo, pode-se colocar a vazão em ambos, a altura em ambos, ou a 

vazão em um e altura em outro. Para alterar de um modo para outro, deve-se 

modificar uma linha de comando no procedimento Grava_ Vetor. 
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Vazão de Entrada do Sistema 

A vazão de entrada do sistema, representada pela intensidade da chuva, é simulada 

por uma única função: QChuva. Deste modo, pode-se facilmente alterar a função 

para utilizar os seguintes valores na entrada: 

• um valor constante 

• uma função no tempo f(t) 

• uma função no espaço f(x,y) 

• uma função no espaço-tempo f(x,y,t) 

• valores discretos obtidos de arquivo 

4.3 .6 Definição da sequência de processamento dos elementos 

Como visto na seção anterior, para o processamento bidimensional, necessita-se da 

presença de 4 arquivos: Coord.com, Triang.com, Lados.com e Ordem.com. Os 

dois primeiros retratam a configuração geográfica do ambiente e a discretização TIN. 

os dois últimos são utilizados na sequência de processamento na comunicação entre 

os elementos. 

A definição dos arquivos de entrada para o processamento bidimensional apresentada 

na seção anterior pode ser uma tarefa não muito complexa quando trabalhamos com 

poucos elementos. No entanto, com o aumento da discretização da região, gerando 

triângulos com declividades distintas, a geração dos arquivos torna-se muito 

complexa, principalmente o arquivo que dirige todo o processamento (Ordem.com), 

que precisa retratar claramente, além da ordem de processamento, todas as 

interfaces de entrada e saída com os triângulos adjacentes. 
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• um arquivo contendo as coordenadas dos pontos (Coord.com), 

• um arquivo contendo os triângulos em função dos pontos (Triang.com), 

• Um arquivo contendo os lados que pertencem ao contorno da região. 

A partir dessas informações, o programa realiza toda a parte "inteligente" do 

processamento, gerando os arquivos necessários para o programa descrito na seção 

anterior, que realiza somente o processamento numérico. 

Para o desenvolvimento do programa que define a sequência de processamento dos 

elementos, foi utilizada a linguagem de programação lógica Prolog. A escolha de uma 

linguagem lógica deve-se ao seguinte fato: o programa em questão utiliza muito 

pouco de processamento numérico, pois o único cálculo envolvido é o cálculo do 

gradiente e área de triângulos. Por outro lado, utiliza-se uma grande quantidade de 

tomadas de decisão e processamento de listas. A linguagem Prolog, devido a seu 

considerável poder de expressão [FRANCO & MONARD (1992b )], é a linguagem 

mais adequada para o processamento simbólico, decisões e para trabalhar com listas. 

O programa trabalha da seguinte forma: 

1. As informações contidas nos 3 arquivos são lidas e transformadas em 

relações Prolog 

2. As informações contidas no arquivo Triang.com são processadas de modo 

que os vértices fiquem na posição correta para o processamento dos 

elementos. Este passo envolve um processo de decisão complexo, pois não 

basta que os vértices estejam em sentido anti-horário: existem regras para 

definir os vértices como i, j ou k, fundamentais ao processamento, mas que 

não é importante detalhar neste ponto. Isto é feito pela relação 

acerta vertices/4. 

3. É gerada a relação adjacentes/2, onde se define, para cada triângulo, os 

- triângulos adjacentes. Este passo necessita da informações dos lados que 
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definir os vértices como i, j ou k, fundamentais ao processamento, mas que 

não é importante detalhar neste ponto. Isto é feito pela relação 

acerta vertices/4. 

3. É gerada a relação adjacentes/2, onde se define, para cada triângulo; os 

triângulos adjacentes. Este passo necessita da informações dos lados que 

são contorno. Este passo também facilita a tarefa do usuário, pois é muito 

mais simples informar os lados que são contorno que informar todas os 

vizinhos de cada triângulo. A identificação da vizinhança é, portanto, feita 

pelo programa. 

4. Calcula-se, para cada triângulo, o gradiente e os ângulos '+', ~ 1, ~2 e ~3. O 

ângulo '+' depende do gradiente, e é calculado de acordo com a equação 

(4.3-2). Os ângulos ~i são relativos aos lados do triângulo (Figura 4.3-23). 

5. Calcula a direção do fluxo de água no triângulo, indicando os lados pelos 

quais o fluxo entra e os lados por onde a água deixa a região. Isto é feito de 

acordo com os esquemas mostrados na seção 3.2.3. Quando há saída de 

fluxo por dois lados, o programa calcula ainda o percentual que vai para 

cada um deles, de acordo com as equações (4.3-4) e (4.3-5). Os valores 

calculados são armazenados na relação fluxo/3, que contém o triângulo 

atual, o triângulo para onde o fluxo de água vai e a porcentagem. 

6. Quando todos os triângulos já foram processados, identificam-se os 

condutores de água (trechos do canal). Isto é feito utilizando-se a relação 

fluxo/3 e o método apresentado na seção 3.2.4. 

7. São criadas as relações envia/2 e recebe/2, contendo, para cada triângulo, 

uma lista de todos os triângulos para os quais envia ou recebe fluxo. A 

partir destas, são feitas as relações envia _lado/2 e recebe _lado/2, 

indicando, para cada triângulo, os lados para os quais envia e dos quais 

recebe fluxo de água. 

8. As relações envia/2 e recebe/2 são utilizadas para gerar a ordem de 

processamento dos triângulos. O processo é feito da seguinte forma: 
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• Utilizando a relação recebe/2, são selecionados os triângulos que 

não recebem fluxo de nenhum outro. 

• Para o triângulo selecionado, verifica-se na relação envia/2 os 

triângulos que recebem fluxo dele. Para cada um destes triângulos, 

retira-se da relação recebe/2 o triângulo recém-selecionado, 

diminuindo a lista. 

• As listas de triângulos na relação recebe/2 vão diminuindo até 

tomarem-se vazias. Quando isto ocorre, o triângulo já pode ser 

selecionado. 

• Os condutores são tratados da mesma forma, apresentando 

condições de seleção a partir do momento que os triângulos 

adjacentes já foram selecioandos. 

• O processo se repete até que todos os triângulos e condutores sejam 

selecionados. 

• A ordem de processamento é armazenada na relação ordem/1. 

9. São identificados todos os lados na região. Os lados são numerados e 

armazenados na relação lados/3. 

1 O. São gerados os arquivos LADOS.COM e ORDEM. COM 

• A geração do arquivo LADOS.COM é direta, a partir da relação 

lados/3. 

• Para gerar o arqmvo ORDEM.COM, a lista em ordem/1 é 

percorrida, de modo que cada elemento toma-se uma linha no 

arqmvo. 

• Utilizando-se as relações envia_lado/2 e recebe_lado/2, é possível 

gerar o arqmvo da maneira desejada, conforme apresentado na 

seção 4.3.5. 



5. Conclusão 

5 .1 A vali ação dos Resultados 

Neste trabalho, desenvolveu-se uma ferramenta computacional para previsão do 

escoamento superficial em uma bacia hidrográfica. A ferramenta realiza a 

identificação da direção do fluxo e a quantificação da vazão, permitindo que se possa 

simular o comportamento hidrológico da bacia hidrográfica a partir de dados digitais 

da topografia da região, facilitando o controle de recursos hídricos, projetos 

hidráulicos e previsão de cheias. 

A identificação da direção do fluxo envolve uma pequena parcela de cálculo 

matemático, somente o necessário para calcular o gradiente em cada região triangular 

e a inclinação de cada lado do triângulo. No entanto, a partir dessas informações. 

existem diversos aspectos envolvendo decisões em um grande número de variáveis. 

Por este motivo, nesta fase são utilizadas técnicas de Inteligência Artificial, e o 

programa é desenvolvido na linguagem de programação Prolog, mais adequada que as 

linguagens procedurais para solucionar o problema apresentado. O programa trabalha 

diretamente sobre o modelo de elevação digital representado como rede triangular 

irregular e gera todas as informações necessárias pata o processamento subsequente, 

indicando a ordem de processamento dos elementos e identificando os canais para o 

processamento unidimensional do escoàmento. 

A quantificação da vazão utiliza as equações do modelo de onda cinemática e 

métodos numéricos para calcular a vazão dentro da região. O programa foi 
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implementado utilizando-se a linguagem Pascal, e o processo é gerenciado por um 

arquivo contendo informações quanto à ordem do processamento de cada elemento e 

suas comunicações com outros elementos ou canais. Estas informações são geradas 

pelo programa anterior, de modo que este preocupa-se somente com o processamento 

numérico. O programa trabalha com informações espaciais e temporais, de modo que 

pode-se obter a vazão em qualquer ponto da região em qualquer tempo. Para o 

processamento das informações no espaço, utiliza-se o método dos elementos finitos, 

tanto no caso bidimensional, para o processamento dos elementos triangulares, 

quanto no caso unidimensional para o processamento dos canais. Para o 

processamento no teinpo, utiliza-se o método das diferenças finitas. 

A informação sobre a vazão incidente na região sob a forma de entrada lateral e águas 

pluviais é gerada por uma função, que tanto pode assumir um valor constante, como 

uma função do tempo e do espaço, como também informações discretas obtidas por 

sensores ou um arquivo de entrada. Para cada um dos casos, é necessário somente 

alterar o corpo da função geradora das informações, sem que se necessite alterar o 

restante do programa. Essa função foi implementada de forma a passar ao programa a 

entrada lateral efetiva em cada sub-região a cada intervalo de tempo. 

Deve-se destacar ainda que muitos trabalhos desenvolvidos para o processamento 

bidimensional não utilizam as equações bidimensionais no cálculo. Nestes casos, são 

utilizadas as equações unidimensionais e os elementos triangulares ou retangulares 

são rotacionados e vistos em uma única dimensão. Estes procedimentos simplificam 

os cálculos bidimensionais, que são realmente muito complexos, tanto no 

desenvolvimento matemático quanto no processamento computacional. Porém, em 

alguns casos, essa simplificação apresenta alguns problemas na representação das 

informações, como vazão de entrada variando no espaço ou obtenção da vazão de 

saída em qualquer ponto do espaço. 

Foram realizados diversos testes para validação da metodologia utilizada. 

Inicialmente, foram utilizados exemplos que possuem solução analítica. Os bons 
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resultados obtidos pelo processamento numérico viabilizaram sua utilização geral. 

Nos testes seguintes também foram obtidos resultados satisfatórios, comprovando 

ser viável a utilização da modelagem bidimensional. 

A divisão do programa em duas partes simplifica o processamento numérico, pois 

cada elemento triangular é processado individualmente e pode ainda ser subdivido , 

de forma a aumentar a discretização para a obtenção de resultados mais apurados. 

Deste modo, foi possível executar o programa em um microcomputador IBM-PC 386 

Dx 33Mhz. O processamento da região completa, com todos os elementos integrados 

na mesma matriz, exigiria a utilização de equipamentos mais poderosos, como 

supercomputadores. A primeira parte do processamento permite ainda avaliar a 

discretização utilizada, pois permite visualização dos canais e áreas de contribuição, 

sendo possível aumentar a discretização se o resultado não for satisfatório ou 

diminuí-la para acelerar o processamento numérico. 

A divisão do sistema em duas partes também agiliza o processo de simulação, pois 

após o processo de identificação do direcionamento do fluxo, é possível obter 

diversos hidrogramas, alterando-se as características hidrológicas da bacia (tipo de 

solo, vegetação, etc.) ou os dados de entrada (pluviogramas) sem que seja necessário 

processar novamente a primeira parte do sistema. 

5.2 Trabalhos Futuros 

Os métodos desenvolvidos neste !trabalho e os resultados obtidos abrem espaço para 

diversos outros trabalhos, tanto relacionados a melhorias nos programas já 

desenvolvidos quanto à sua utilizlção. Com relação às melhorias, pode-se destacar: 

I 
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• adaptação do programa utilizando a linguagem de programação visual Delphi, 

que possui programação básica em Pascal, mas permite implementação de 

facilidades para interface com o usuário e acesso a diferentes bases de dados. 

• ampliação do programa, transformando-o em um Sistema de Informação 

Geográfica. Para isto, deve-se facilitar a entrada dos dados e permitir acesso 

às informações de saída em forma gráfica .. 

• modificação do esquema para processamento unidimensional nos canms, 

aumentando a discretização e interpolando valores na entrada lateral para 

atingir valores mais precisos na saída do canal. 

• introdução de características de solo e cálculos hidrológicos, como infiltração 

e evaporação. 

Outros trabalhos que podem ser desenvolvidos a partir deste são relacionados a testes 

de campo, utilizando-se dados reais obtidos de forma digital e verificando os 

resultados obtidos para bacias hidrográficas conhecidas. Deste modo, é possível 

comparar esses resultados aos obtidos através de outros métodos com relação aos 

valores reais. 

Dentro da mesma linha de trabalhos, é possível a utilização dos métodos e programas 

desenvolvidos em bacias sobre as quais não se conhece o comportamento 

hidrológico, ou até mesmo regiões de difícil acesso, permitindo controle, simulação 

e previsão de cheias. 

Acreditamos ainda que, em futuro próximo, será possível adequar o comportamento 

hidrológico de cada região às necessidades de todas as espécies que com ela 

interagem. Para que esse objetivo possa ser atingido, é fundamental uma ferramenta 

que possibilite simular o reflexo nas características hidrológicas causadas por 

alterações na superfície, evitando os efeitos colaterais decorrentes de projetos 

envolvendo modificações no relevo ou tipo de solo. 
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APENDICE A - Listagem dos Programas 

Aqui serão apresentados os programas responsáveis pelo processamento 

bidimensional, tanto na fase de identificação do fluxo, que é feito utilizando 

programação lógica, quanto na fase de quantificação, onde se utiliza programação 

procedural. 

Criação da Base de Dados Prolog 

O programa abaixo lê os arquivos contendo as coordenadas dos vértices, os 

contornos da região e a definição dos triângulos e armazena-os em uma base de 

dados Prolog. Além de transformar os dados, ele identifica os triângulos adjacentes e 

armazena essa informação. As principais partes do programa são descritas a seguir: 

• le_dados: lê o arquivo com as coordenadas dos vértices e gera as relações no 

formato coordenadas(NroVert, ValorX, ValorY, ValorZ). 

• le_triang: lê o arquivo com a definição dos triângulos em função dos vértices, 

identifica a melhor forma de posicionar esses vértices e gera relações no formato 

triangulo(NroTri,vert(V 1 ,V2,V3)). 

• le_contorno: lê o arquivo com os contornos e armazena-os em relações na forma 

contorno(NroLado,P 1 ,P2). 

• pega_adjacentes: seleciona os triângulos um a um e identifica os triângulos 

adjacentes, criando uma relação da forma adjacentes(NroTri ,adj(TLT2,T3)). 

As relações coordenadas/4, triangulo/2 e adjacentes/2 são armazenadas no arquivo 

dados.ari. 



cria_arqs(Nome) :­
abre_arquivos(Nome,Arqi,Arq2,Arq3), le_dados(Arql), 
le_triang(Arq2), 
I e_ coiltorno(Arq3 ), 
findaii(N,triangulo(N,_),L), 
pega _adjacentes(L), 
file _I ist('dados. ari',[ coordenadas/4, 
triangulo/2,adjacentes/2]),!. 

abre_ arq uivos(N ome,Arq I ,Arq2,Arq3) :­
atom_string(Nome,Str), 
string_length(Str,Comp), 
concat(Str,$.vrt$,S I), 
open(Arq I ,SI, r), 
concat(Str,$.tri$,S2), 
open(Arq2,S2,r), 
concat(Str,$.con$,S3), 
open(Arq3,S3,r). 

le_dados(Arq) :­
read_line(Arq,Str), 
substring(Str,0,2,Sn), 
int_text(N,Sn),!, 
le_dadosl(N,Str,Arq). 

le_dadosi(O,_,Arq) :- close(Arq),!. 
le_dadosl(N,Str,Arq) :­
substring(Str,2,6,Sx), 
substring(Str,8,6,Sy), 
substring(Str, 14,6,Sz), 
float_ text(X,Sx,_), 
float_ text(Y ,Sy ,_), 
float_text(Z,Sz,_), 
assert( coordenadas(N ,X, Y ,Z)),!, 
le_dados(Arq). 

le_triang(Arq) :­
read_line(Arq,Str), 
substring(Str,0,2,Sn), 
int_text(N,Sn),!, 
le_tfiangl (N,Str,Arq). 

le_triangi(O,_,Arq) :- close(Arq),!. 
le_triangl (N,Str,Arq) :-

divide _I inha(Str,A,B,C), 
acerta _pontos( A, B,C, Vert), 
assert(triangulo(N, Vert)), !, 
le_triang(Arq). 

divide_linha(Str,A,B,C) :­
substring(Str,3,2,Si), 
substring(Str,6,2,Sj), 
substring(Str,9,2,Sk), 
int_text(A,Si), 
int_text(B,Sj), 
int_text(C,Sk). 

acerta _pontos(A,B,C, Vert) :­
coordenadas(A,Xa, Ya,_), 
coordenadas(B,Xb, Yb,_), 
coordenadas(C,Xc, Y c,_), 
acerta vertices((Xa, Ya),(Xb, Yb ),(Xc, Y c),Trig),!, 
posici;;na_ vertices(A,B,C,Trig, Vert). 

acerta_ vertices(A,B,Cjki) :­
acerta_vertices(A,B,C,ijk) :­
acerta_ vertices(A,B,C,kij) :­
acerta_vertices(A,B,C,ijk) :­
acerta_ vertices(A,B,C,kij) :­
acerta_ vertices(A,B,Cjki) :-

acerta_ vertices(A,B,C,ijk) :-
maior _y(A,B,C), 

menor(A,B,C). 
menor(B,A,C). 
menor(C,A,B). 

maior(A,B,C). 
maior(B,A,C). 
maior(C,A,B). 

menor_ x(A,B,C). 
acerta_ vertices(A,B,C.kij) :­

maior_y(B,C,A), 
menor_x(B,C,A). 

acerta_ vertices(A,B,Cjki) :­
maior_y(C,A,B). 
menor_x(C,A,B). 

acerta_vertices(AB,C,ijk) :­
maior_y(A,B,C). 

acerta_vertices(A,B,C,kij) :­
maior_y(B,C,A). 

acerta_vertices(AB,Cjki) :­
maior_y(C,A,B). 

menor((X I, Y I ),(X2, Y2),(X3, Y3)) :­
XI=< X2, XI=< X3, 
Yl =< Y2, Yl =< Y3. 

maior((X I, Y I ),(X2, Y2),(X3, Y3)) :­
XI>= X2, XI>= X3, 
Yl >= Y2, Yl >= Y3. 

maior_y((XI,YI),(X2,Y2),(X3,Y3)) :­
YI >= Y2, Yl >= Y3.' 

menor_x((XI,YI).(X2,Y2),(X3,Y3)) :­
XI=< X2, XI=< X3. 

posiciona _ vertices(A,B,C, ijk, vert(A,B,C)). 
posiciona _ vertices(A,B,Cj ki, vert( C,A,B) ). 
posiciona _ vertices(A,B, C,kij, vert(B,C,A) ). 

pega_adjacentes([)). 
pega_adjacentes([NIL]) :-

pega_adj(N), 
pega_adjacentes(L). 

pega_adj(N) :-
triangulo(N, vert(I,J ,K) ), 
vizinho(N,I,J,V I), 
vizinho(N,J,K, V2), 
vizinho(N,K,I, V3 ), 
assert(adjacentes(N,adj(V I, V2, V3))). 

vizinho(_,P I ,P2, V) :- el_ contorno(P I ,P2, V),!. 
vizinho(N,PI ,P2, V) :- el_triangulo(N,PI ,P2, V). 

el_triangulo(N,PLP2,V) :-
tri angulo( V, ver!( I,J ,K) ), 
N\=V. 
L= [I,J,K], 
pertence(P I ,L), 
pertence(P2.L). 
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el_contorno(Pl,P2,1(PI,P2)) :- contorno(_,PI,P2).PI < P2. 
el_contorno(P I ,P2,1(P2,PI )) :- contornoL,PI ,P2). 
el_contorno(PI,P2,1(PI,P2)) :- contornoL,P2,PI),PI <P2. 
el_contorno(P I ,P2,1(P2,P I)) :- contornoL,P2,P I). 

le_contorno(Arq) :-
read _I ine(Arq,Str), 
substring(S tr,0,2,Sn ), 
int_text(N,Sn),!, 
le_contorno I (N,Str,Arq). 

le_contornoi(O,_.Arq) :- close(Arq),!. 
le_contornoi(N,Str,Arq) :­
substring(Str,3,2,S I), 
substring(Str,6,2,S2), 
int_text(P I ,SI), 
int_text(P2,S2). 
assert( contorno(N,P I.P2)), !, 
le_contorno(Arq). 
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Identificação dos Fluxos 

O programa a seguir utiliza a base de dados dados.ari, gerada pelo programa 

anterior, e calcula a direção do fluxo. As principais partes do programa são: 

• calcula_triangulo: a partir de um triângulo selecionado, calcula-se os ângulos dos 

lados e do gradiente com relação ao eixo das abcissas. Em seguida, a partir desses 

4 ângulos, identifica o comportamento do fluxo nesse triângulo. A partir dessa 

informação, gera relações da forma fluxo(NroT, TL P), onde NroT é o triângulo 

em análise, TI é um triângulo vizinho que recebe fluxo e P é a porcentagem do 

fluxo que esse triângulo recebe. 

• calcula_interseccoes: a partir da informação sobre a comunicação entre os 

triângulos, identifica os lados que são condutores de fluxo (canais). 

• processa_ordem: identifica a ordem de processamento nos triângulos. Isto é feito 

selecionando os triângulos que não recebem fluxo de nenhum outro triângulo. Os 

triângulos selecionados são retirados da lista de entrada dos outros triângulos. 

Quando a lista se esvazia, o triângulo já pode ser selecionado, e o processo se 

repete até que todos os triângulos sejam selecionados. 

• identifica_lados: numera todos os lados, tanto do contorno quanto internos, e 

armazena-os na relação lado(NroLado, Pl, P2). 

Dois arquivos são criados: 

• fluxos.ari: armazena as relações fluxo/3 e condutor/2. 

• comunica.ari: armazena as relações ordem/1, envia _lado/2, recebe lado/2 e 

lado/3. 



calcula_lluxos :­
tindaii(N,triangulo(N._).L), 

calcula_todostl • 
calcula_intcl···~. ,_.,,~s. 

aglutina_iguais, 
seleciona_lluxo_io(L). 
indica_lados_io(L), 
processa_ ordem, 
identifica_lados. 
ti I c _I ist('tluxos',[ tluxo/3 ,condutor/2 ]), 
file _I ist('comun ica', [envia _lado/2,reccbc _lado/2, 

ordem/I, lado/3]), !. 

calcula_todos([NIL]) :-
calcula_triangulo(N),!, 
calcula_todos(L). 

calcula_todos([]). 

calcula_triangulotN) :­
triangulo(N, Yert), 
cal cu la _pontos_ inter! igados(Vert),!, 
calcula _grad(Yert,AI f a), 
calcula_phi(Vert,Fl,F2,F3), 
assert( angulos(N,phi(F I ,F2,F3),alfa(Alfa)) ), 
calcula_ direcoes(N,AIIà,F I ,F2,F3,Direcoes), !, 
armazena_tluxos(N,Direcoes). 

calcula_grad(vert(I,J,K).Aifa) :­
coordenadas(I,Xi, Yi.Zi), 
coordenadas(J,Xj, Yj,Zj), 
coordenadas(K,Xk, Yk.Zk), 
AA is Xi*Yj+Xj*Yk+Xk*Yi-Yi*Xj-Yj*Xk-Yk*Xi, 
F ais (Zi*(Yj- Yk) + Zj*(Yk- Yi) + Zk*(Yi- Yj))/AA, 
Fb is (Zi*(Xk- Xj) + Zj*(Xi- Xk) + Zk*(Xj- Xi))/AA, 
calcula_alfa(Fa,Fb,Alfa). 

calcula_alfa(Fa,Fb,Aifa) :­
Fa=:= 0,!, 
B is Fb/abs(Fb ), 
Altà is (8+2)*90. 

calcula_alfa(Fa,Fb,Aifa) :­
Fb =:= 0,!, 
Ais Fa!abs(Fa), 
Altà is (A+ I )*90. 

calcula_altà(Fa,Fb,Alfa) :­
A is Fa!abs(Fa), 
8 is Fb/abs(Fb ), 
arctg(Fb/Fa,Angulo), 
Alfa is Angulo + (8- A*B + 2)*90. 

calcula_phi(vert(l,J,K),Fl,F2,F3) :­
calcula _angulo(J,K,FF I), 
calcula_angulo(J,l,FF2), 
calcula _angulo(K,l,FF3 ), 
acerta_ angulo(FF2,F2), 
acerta_ angulo I (F2,FF l.F I), 
acerta_ angulo(FF3,NF3 ), 
acerta_angulo2(NF3,F2,F3). 

calcula_angulo(PLP2.Angulo) :­
coordenadas(P I ,X I, Y I ,Z I), 
coordenadas(P2.X2,Y2,Z2), 
cale_ ang(X I ,X2. Y I, Y2,Angulo ). 

calc_ang(X,X,_,_.90) :- !. 
calc_ang(Xl,X2,YI.Y2,Angulo) :­

M is (Y2- YI)/(X2- XI), 
arctg(M,Angulo ). 

acerta_angulo(F,F) :-F>= 0,!. 
acerta_angulo(FF,F) :-F is FF + 180. 
acerta_anguloi(F2,FF.F) :- FF <O, F is FF + 180. F< 
F2,!. 
acerta_ anglilo I (_,F.F). 
accrta_angulo2(F3,F2.F3) :- F2 < F3,!. 
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acerta_angulo2(FF3._,F3) :- F3 is FF3 + 180. 

calcula_direcoes(_.Aifa.Fl._._.llx(c.l./g')) :- %Caso 2 
Allà =:=FI. 

calcula_direcoes(_.Aità._.F2,_.1lx(c,L@)) :- %Caso 4 
Alfa=:= F2. 

calcula_dirccoesL.Altà._._.F3.tlx(a. L@)):- %Caso 6 
Alfa=:= F3. 

calcula_direcocsL.Aifa.F l._._.tlx(a.l.@')) :- %Caso 8 
Altà=:=FI + 180: Alfa=:=Fi-180. 

calcula_dirccoes(_.t\ltà._.F2._.tlx(b.L@)) :- %Caso lO 
Alfa=:= F2 + 180: All~1 =:= F2- 180. 

calcula_direcoes(_.AIIà,_,_.F3.tlx(b.l.'fl;)) :- %Caso 12 
Alfa=:= F3 + 180: Alfa=:= F3- 180. 

calcula_dirccoes(_.Allà.F I,F2,_,tlx(c, I,@)):- %Caso 3 
Alfa> FI, Alfa< F2. 

calcula_direcoes(_.Alfa.Fl.F2,_.nx(c,l.@)) :- %Caso 3 
Altà >FI+ 360. 

calcula_direcoes(_.Aifa.Fl._.F3.1lx(a, I,@')):- %Caso 7 
Altà > F3, Alfa< FI+ 180. 

calcula_direcoes(_.Alfa._.F2.F3,1lx(b,l.@)) :- %Caso li 
Alfa> F2 + 180. Alfa< F3 + 180. 

calcula_direcoes(N.AIIà._,F2.F3.1lx(a.P.c)) :- %Caso 5 
Alfa> F2. Alfa< F3.!. 
triangulo(N.vert(I.J.K)). 
calcu la_porcentagem(.l. K.I.AIIà, P). 

calcula_direcoes(N.Alfa.Fl.F2._.1lx(b.P,a)) :- %Caso 9 
Altà >FI+ 180. Alfa< F2 + 180,1, 
triangulo(N,vert(l.J.K)). 
calcula_porcentagem(K.l..I.Aifa.P). 

calcula_direcoes(N.Alfa,_.F2,F3,1lx(c,P,b)) :- %Caso I 
triangulo(N, vert( I,J .K)), 
calcula _porcentagem( I,J. K,AI fa,P). 

c a leu I a_porcentagem( I.J, K.AI f a, P) :­
coordenadas(l,Xi, Yi,_), 
coordenadas() ,Xj, Yj._), 
coordenadas(K,Xk, Yk,_), 
Dx is Xj- Xi, Dy is Yj- Yi, 
tg(Alfa,M), 
Xp is ((Yk- Xk*M- Yi)*Dx + Xi*Dy)/{Dy- Dx*M), 
Yp is Yk + (Xp- Xk)*M, 
Aijk is Xi*Yj+Xj*Yk+Xk*Yi-Yi*Xj-Yj*Xk-Yk*Xi, 
Aipk is Xi*Yp+ Xp*Yk+ Xk*Yi-Yi*Xp-Yp*Xk-Yk*Xi. 
P is Aipk/Aijh:. 

armazena_nuxos(N.Ilx(Y I.P I. Y2)) :­
adjacentes( N .Adj ). 
pega_vizinho(YI.Adj.N I). 
pega_ vizinho( Y2.Adj.N2). 
annazena(N.N l.N2.P I). 

annazena(N,N l.N2.1) :­
assert(lluxo(N.N 1.1 )).!. 

armazena(N.NI.N2.Pl) :­
assert(tluxo(N.N l.P I)), 
P2 is I - P I. 
asscrt( tluxo(N.N2.P2) ). 

pega_ vizinho(a.adj(N ._._). N). 
pega_ vizinho( b.adj(_.N._).Nl. 
pega_ vizinho( c.adj(_._.N).N). 
pega_ vizinho<·'K? ._. !]). 
pega_ vizinho(N._.N ). 

calcula_inlerseccoes :-
lluxo(NI.N2.PI). 
lluxo(N2.N I.P2). 
calcula_direcao(N l.N2.Noi.No2). 
asscrt(condutor(Nol.No2ll. 
asscrt(llu:o.;o(N l.cond(No I.No2).P I)). 



assert(tluxo(N2,cond(No I ,No2),P2)), 
assert(tluxo_no(N I ,ponto(No2).P I)), 
assert(tluxo_no(N2,ponto(No2),P2)), 
retract(tluxo(N I ,N2,P I)), 
retract(tluxo(N2,N I ,P2)), !, 
calcula_interseccoes. 

calcula _interseccoes. 

calcula_direcao(NI,N2,Noi,No2) :­
triangulo(N I, V I), 
triangulo(N2, V2), 
encontra _par( V I, V2,P I ,P2), 
calc_dir(PI,P2,No I,No2). 

encontra _par(vert(A I,B I ,C I ),vert(A2,B2,C2),A I ,P2) :­
L= [A2,B2,C2], 
pertence( AI ,L),!, 
encontra _par2(B I ,C I,L,P2). 

encontra_par(vertL,P I ,P2)._,PI ,P2). 

encontra_par2(P2,_,L,P2) :- pertence(P2,L),!. 
encontra_par2L,P2,_,P2). 

calc_dir(PI,P2,PI,P2) :-
coordenadas(P l._,_,Z I), 
coordenadas(P2,_,_.Z2), 
Zl >Z2,!. 

calc_dir(P I ,P2.P2,P I). 

calcula_fluxo_dos_nos :-
setof(No, Y"P"tluxo(Y,ponto(No ),P),L), 
calcula_tluxo_nos(L). 

calcula_tluxo_nos([NoiL]) :-
1 ista _ adj acentes(N o,Adj ), 
coordenadas(No,X, Y.Z), 
nos_ abaixo(Z,Adj ,Abaixo),!, 
calcula_ !luxo_ nos( L). 

calcula_tluxo_nos([]). 

nos_abaixo(H,[NIL],[NIR]) :­
coordenadas(N ,_,_,Z ), 
Z<H,!, 
nos_ abaixo( H, L R). 

nos_abaixo(H,[NIL],R) :­
nos_abaixo(H,LR). 

nos_ abaixo(_.[),[)). 

aglutina_iguais :-
!luxo _no(N I ,N2,P I), 
!luxo_ no(N I ,N2,P2 ), 
Pl \= P2,!, 
P is Pl + P2, 
assert(tluxo_no(N I ,N2.P)), 
retract(tluxo_no(N I ,N2.PI )), 
retract(tluxo_no(N I.N2,P2)),!, 
aglutina_iguais. 

aglutina_iguais. 

calcula_pontos_interligados(vert(A,B,C)) :­
acrescenta_pontos(A.B,C), 
acrescenta _pontos(B,AC), 
acrescenta_pontos(C.A,B). 

acrescenta_pontos(AB,C) :­
pega _I ista(A,L), 
insere(B,L.L I), 
insere( C, L I ,L2), 
armazena_lista(A.L2). 

pega_lista(N,L) :- retract(lista_adjacentes(N,L)),!. 
pega_lista(N,[)). 

annazena_lista(N,L) :- assert(lista_adjacentes(N,L)). 
tg(A,T) :-Tis tan(A*3.1415927/180). 

arctg(T,A) :-AR is atan(T). Ais 
round(AR *180/3.1415927.1 ). 

insere(X,[XIL],[XIL)) :-1. 
insere(X,[YIL].[X,YIL)) :-X< Y.l. 
insere(X,[YIL].[YIR]) :- insere(X.L.R). 
insere(X,[].[X]). 

retira(X,[XIL].L) :- !. 
retira(X,[YIL],[YIR)) :- retira(X.L.R). 

seleciona_tluxo_io([TriiL)) :-
findali(X.tluxo(Tri.X. ).Env), 
tindall(Y,tluxo(Y,Tri.)Rec), 
assert(envia(Tri,Env)), 
assert( recebe(T ri,Rec) ), 
seleciona_tluxo_io(L). 

seleciona_ fluxo _io([]). 

triangulo_livre(Tri) :­
findaii(X,recebe(X,[]),L), 
pega_mais_alto(L,Tri). 

max(A,B.A) :- A>B.!. 
max(A,B,B). 

ponto_mais_alto(Vl.V2.V3.Z) :-
coordenadas(V I._._.Z I). 
coordenadas( V2,_._.Z2 ). 
coordenadas(Y3,_,_.Z3), 
max(Z I ,Z2,Zz). max(Zz.Z3.Z). 

pega_mais_alto([Tri].Tri):-!. 
pega_mais_alto([TIL].Tri) :­

triangulo(T,vert( V I, Y2, Y3)), 
ponto_mais_alto(VI,Y2,V3.Z), 
pega_maior(T,Z.L.Tri). 

pega_maior(T l.Z I.[T21L].Tri) :­
triangulo(T2,vert(V f, V2.V3)), 
ponto_mais_alto(V I, Y2. V3,Z2). 
Z2 > Zl,!, 
pega_maior(T2,Z2,L,Tri). 
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pega_maior(Tl.Zl,LIL].Tri) :- pega_maior(Tl ,Zl ,L.Tri). 
pega _maior(Tri,_,[], Tri ). 

processa ordem :-
processa_ ordem(Ord). 
assert( ordem( Ord)). 

processa_ordem([CondutoriL)) :­
retract( pode _processar( Condutor)), 1, 

processa_ ordem( L). 

processa_ ordem( [TriiL ]) :­
triangulo _I ivre(Tri). 
retract(recebe(T ri,[])).!_ 
envia(Tri.Lout), 
rearranja_io(Tri.Lout). 
processa_ ordem( L). 

processa_ ordem([]). 

processa_lado(L) :- L=IL,_).!. 
processa_lado(Cond) :-

retract( logo _processar( Cond) ). ! . 
asscrt( pode _processar( C ond) ). 

processa_lado(Cond) :- assert(logo_processar(Cond)). 

rearranja_io(Tri.[XILout]) :-
(X= 1(_._) : X= cond(_._) ). 
processa_lado(X). 
rearranja_io(Tri.Lout). 

rearranja_io(Tri.[XILoutj) :­
retract( recebe( X. Li n) ). 
retira(Tri.Lin.NLin). 
asscrt(rcccbc(X.NLin)). 



rearranja_io(Tri,Lout), 
rearranja_ioL,[]), 

indica_lados_io([TriiL]) :­
envia(Tri,Lout), 
processa _inter(Tri, Lout,LLatO ), 
assert( envia _lado(Tri,LLatO)), 
rccebe(Tri,Lin), 
processa_ inter(Tri, L in, LLatl), 
assert(recebe _lado(Tri,LLatl) ), ! , 
indica_lados_io(L), 

indica _lados _io([]), 

processa_inter(Tri,[XIL],[XIR]) :­
X= 1(_,_),!, 
processa_ inter(Tri,L,R ), 

processa _inter(Tri,[XIL ],[Lado! R]) :­
X= cond(N I ,N2), !, 
monta _lado(N I ,N2,Lado ), 
processa_inter(Tri,L,R). 

processa_inter(Tri.[XIL ]. [Lado! R]):­
calcula_direcao(Tri.X.N I.N2). 
monta _lado(N I ,N2.Lado ). 
processa_inter(Tri,L.R). 

processa_inter(Tri,[],[]). 

monta_lado(N I.N2,1(N I ,N2)) :- N I <N2.1. 
monta_lado(N l,N2.l(N2.N I)). 

identifica_lados :­
ident_lados( I ,0). 

ident_lados(No.Cont) :-
retract( I ista _adjacentes( No. L)), 
processa_adjacentes(No.L.ConLCont I), 
NlisNo+l,!, 
ident_lados(N I ,Cont I). 

ident_ladosL._). 

processa_adjacentes(No.[XIL].C.NC) :­
X>No. 
C! is C+ I, 
assert(lado(C I.No.X)}. 
proccssa_adjaccntcs(No.L..C I.NC). 

processa_adjacentes(No.[_IL],C.NC) 
processa_ adj accntes( No. L. C. NC). 

rocessa adjacentes( .J].C.C). 
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Geração dos arquivos de comunicação 

O arquivo comunica.ari contém as informações necessárias para o processamento 

numérico dos triângulos: a ordem do processamento e as interfaces de comunicação 

entre os triângulos. O programa a seguir transforma essas informações e gera 

informações em formato texto, de modo que elas possam ser armazenadas em 

arqmvos e, posteriormente, utilizadas pelo programa Pascal responsável pela 

quantificação do escoamento. 

As principais partes do programa são: 

• gera_arq: cria o arquivo ordem.com 

• armazena_lados: cria o arquivo lados.com 

monta_arqpas :­
reconsult( comunica), 
create(Arq.'ordem.com'), 
ordem(Ord), 
gera_arq(Arq,Ord), 
create(Ark,'lados.com'), 
armazena _lados(Ark). 

annazena_lados(Arq) :­
retract(lado(Nro,Noi,No2)), 
printf(Arq,Nro,3 ), 
printf(Arq,No I ,3 ), 
printf(Arq,No2,3 ), 
ni(Arq),!, 
armazena _lados(Arq). 

armazena_lados(Arq) :- write(Arq,'OOO'),close(Arq). 

gera_arq(Arq,[TriiLJ) :-
processa_tri(Arq,Tri),!, 
gera_arq(Arq,L). 

gera_ arq(Arq,[]) :- write(Arq,'OO'),close(Arq). 

pega_lado(A,B,N,O) :-lado(N,A,B). 
pega_lado(A,B,N, 1) :- lado(N,B,A). 

pega_ vertice([1(P1 ,P2),1(P3,P4)], V) :-
pega_ vert(PI,P2,P3,P4. V). 

pega_ vert(V ,_,V,_, V). 
pega_ vert(V._,_, V, V). 
pega_ vertL, V, V._, V). 
pega_ vert(_, V._, V, V). 

processa_ tri(Arq,cond( I,J) ): -
pega_lado(I,.I,N,Sentido), 
write(Arq,'L'), 
printf(Arq,N,2), 
writc(Arq,Sentido), %Sentido= O (normal) ou 1 

(invertido) 
ni(Arq). 

processa_ tri(Arq, Tri):­
rcccbe_lado(Tri.Lin). 
Lin = [_._).!, 

pega_ vertice(Lin, Vert), 
write(Arq.'T'). 
printf(Arq.Tri,2), 
write(Arq,2), 
printf(Arq, Vert,2), 
write(Arq.v), 
envia_lado(Tri,Lout), 
imprimc(i\rq,Lout,s), 
ni(Arq). 

processa_tri(Arq,Tri) :­
envia _lado(Tri.Lout), 
recebc_lado(Tri,Lin). 
nro_ei(Lin,Nl ), 
nro_ei(Lout.N2), 
N is Nl + N2. 
\Hite(Arq.'T'). 
printf(Arq. Tri.2). 
write(Arq.N). 
imprime(Arq.Lin.e). 
imprime(Arq.Lout.s). 
ni(Arq). 

imprime(Arq.[I(N l.N2)1L].Tipo) :­
lado(Nro.N 1.N2). 
printf(Arq,Nro,2), 
writc(Arq,Tipo ), !. 
imprime(Arq.L.Tipo). 

imprimc(Arq,[)._). 

printf(Arq.Nro.N) :-
Vai is 10"(N-1). 
quantifica_espacos(Nro. Vai.Esp). 
tab(Arq.Esp). 
write(Arq.Nro). 

quantifica_espacos(Nro.Vai.O) :-Vai=< Nro. 1. 

quantilica_cspacos(Nro. Vai.Esp) :­
quanti!ica_cspacos(Nro*l O. Vai.Esp I). 
Esp is Esp I + I. 
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Processamento Numérico Bidimensional 

O programa a seguir quantifica a propagação bidimensional do escoamento na bacia 
hidragráfica e a propagação unidimensional no canal. As informações sobre os 
vértices, lados, triângulos, ordem do processamento dos triângulos e a comunicação 
entre eles encontram-se nos arqmvos coord.com, triang.com, lados.com e 
ordem.com. 

Os principais procedimentos são destacados a seguir: 

• Le_ordem_Processamento: Faz a leitura dos arquivos citados (*.com), contendo 
as informações sobre o processamento da região e armazena-os em vetores. 

• Calcula_Triangulo: Calcula as matrizes Ai, Bi e Ci dos triângulos internos de 
cada região triangular. 

• Monta Matriz Geral: Totaliza as matrizes internas Ai, Bi e CL gerando as 
matrizes A, B e C (que são elementos das equações integrais do método dos 
elementos finitos). 

• Calcula_Onda: Cá1cula os novos valores de h, em função dos valores no tempo 
anterior. Utiliza o método de Runge-Kutta ordem 4. A condição de contorno é 
definida pelo procedimento Preenche_Contorno. A comunicação para os 
elementos ajusante é feita pelo procedimento Preenche_Saida. 

Os procedimentos descritos estão presentes tanto no caso unidimensional quanto no 
bidimensional, trabalhando praticamente da mesma forma. 

program Elementos _Finitos; 

uses crt,printer,dos.jlf,graph; 

const NPt = 6; NQTri = 99; 
N_Chezy = 1.5: 

type dado = real: 
tri = 1..3; 
QTRI = l .. NQTri; 
Pontos= LNPt; 
lista_adjacentes = array[L3] of record 

nro_adj : QTRI; 
com: -LI; 

end; 

var DeltaT :real; 
Area_ Tri,Area_ Total:real: 
NroTriang,MaxTri : Qtri: 

ContTri,lixo:integer: 
I: array[l.J] ofrecord 

nro: QTRI:· 
com : -1 .. 2: r 2 indica entrada e sai da) 
normal : boolean: 
pos : array[ 1..5] o f integer; 

end; 
vi : array[ 1..3] o f record 

local : Pontos: 

global : Qtri; 
val:real; 

end; 

VTriang: array[QTR!] ofrecord 
vi,vj,vk: integer: 
end: 

Lado : array[QTRI] o f record 
vl,v2: Qtri: 
ja _process:boolean: 
end: 

temp : integer: 
Ordem: array[QTRI] ofrecord 

nro_tri : QTRI: 
qtd_adj: 1..3: 
list_ adj : lista_ adjacentes; 
elemento : char: 
end: 

Coord : array(QTRI] o f record 
px.py.pz : real: 
fonte:boolean: 
end: 

procedurc Lc _Dados _Iniciais: 
Begin 
write('Digitc Chuva : '):rcadln(Chuva): 
write('Digite Tempo Max imo: '):readln(Tmax): 
writc('Digitc Intervalo de tempo: '):rcadln(DeltaTl: 



End; 

procedure Le _ Ordem_Processamento; 
var arq : text; 

numtri,i : integer; 
j,n: tri; 
x: Qtri; 
tipo,tl : char; 

function le_nro(n:integer):integer; 
var c:char; 

x:0 .. 9; 
begin 

read(arq,c); 
iford(c) = 32 then x :=O else x := ord(c)- 48; 
ifn = I then le_nro := x 
else le_nro := x*Trunc(Pot(IO,n-1)) + le_nro(n-1); 

end; 

function le_real(n I ,n2:integer):real; 
var xl,x2,fator:real; 

i:integer; 
c:char; 

begin 
xl := le_nro(n I); 
read(arq,c); 
fator := I 0000; 
x2 := le_nro(n2) +fator; 
for i := I to n2 do begin x2 := x2/l O; fator:= fator/I O; 

end; 
I e _real := x I + x2 - fator: 

end; 

Begin 

{ * Leitura do arquivo de orcjem de processamento dos 
triangulos *} 

assign(arq,'ordem.com'); 
reset(arq); 
i :=O; 
read(arq,tl); 
while ti<> 'O' do begin 

i :=i+ I; 
Ordem[i].elemento :=ti: 
numtri := le_nro(2); 
Ordem[i].nro_tri := numtri; 
iftl = 'T' then begin 

n := le_nro(l); 
Ordem[i].qtd_adj := n; 
for j := I to n do 
begin 

x := le_nro(2): 
Ordem[i].list_adj[j].nro_adj := x; 
read(arq,tipo): 
i f tipo= 'e' then Ordem[i].list_adj[j].com := I 
else Ordem[i].list_adj[j].com :=-I; 

end; 
end; 
rcadln(arq); 
read(arq,tl); 

end; 
Maxtri :=i; 
close(arq); 

{ * Leitura do arquivo com os lados na malha triangular 
*} 

assign(arq,'lados.com'); 

reset( arq): 
numtri := I c nro(3 ); 
while numtri <>O do begin 

Lado[numtri].vl := le_nro(3): 
Lado(numtri].v2 := le_nro(3 ): 
Lado[numlri].ja_process := False: 
readln(arq); 
numtri := le_nro(3): 

end; 
close(arq); 
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{ * Leitura do arquivo com as coordenadas dos pontos na 
malha triangular*} 

assign(arq,'coord.com'): 
reset( arq); 
numtri := le_nro(2): l Neste caso. numtri =numero do 

vertice ) 
while numtri <>O do begin 

Coord[numtri].px := lc_real(4, I); 
Coord[numtri].py := le_rea1(4, I); 
Coord[numtri].pz := le_rcal(4.1 ): 
Coord[numtri].fontc := false; 
readln(arq); 
numtri := le_nro(2) 

end; 
close(arq): 

{ * Leitura do arquivo com as definicoes dos triangulos 
*} 
assign( arq, 'tri ang. com'); 
reset(arq); 
numtri := le_nro(2); 
while numtri <>O do 

with VTriang[numtri] do begin 
vi:= le_nro(3); 
vj := le_nro(3): 
vk := lc_nro(3); 
readln(arq); 

numtri := le_nro(2): 
end; 
close(arq); 

End; 

procedure Definir_Posicocs_Locais; 
var t l.t2: 1..3: 
Begin 

for tI := I to 3 do 
with l[tl] do 

case ti of 
I : begin { * i j *} 

pos[ I] := I: pos[2] := 2: pos[3] := 4: 
end; 

2: for t2 :=I to 3 do pos[t2] := t2+3; {* j k *} 
3 : begin l * i k *l 

pos[ I] := I; pos[2] := 3: pos[3] := 6; 
end; 

end: 
vl[l].local := 1: vl[2].1ocal := 4; v1[3].1ocal := 6; 

End: 

function Arrcdonda(N:dado):dado: 
var r: dado; 
begin 
r:= int(lei2*N)/Iel2: 
i f abs(r) < I e-5 then Arredonda:=O 
else Arredonda := r: 

"end; 

PROCEDURE PROCESSA_BIDIMENSIONAL: 



const wi = I; wj = 2; wk = 3; 
Ax = l:Ay = 2: Af= 3: 
NTri = 4; 

type vetor= array[Pontos] o f dado; 
matriz= array[Pontos.Pontos] o f dado; 
vetor3 = array[ tri J o f dado; 
matriz3 = array[tri,tri] o f dado; 
Reg= array[ 1..3] o f real; 
file_com =file o f Reg; 
lilc_real =file o f real; 

var p : tri; 
Tmax, DeltaT,Chuva:real; 
X. Y :vetor3; 

hh.h,BB,CC.NN : vetor; 
AA,AI,Nb,Nc : matriz; 
i : tri; 
tempo: real; 

alfa,alfa_x,alfa_y,Mh,AAt: real; I'Mh=m (Q=alfa'h'm)'l 

{ * AAt = 2A (A = are a triangulo) *} 
arq:text; 
arqp:array[l..3] offile_real; 
larq,xarq: array[l .. 3] oflile_com; 
Rx: array[Tri] o f Reg; 

function Vazao(Dirccao:tri ;h:rcal):real; 
var alfa_geral:rcal; 
Begin 

case Direcao o f 
Ax.: altà_geral:= alfa_x; 
Ay: alfa_geral:= alfa_y; 
Af: alfa_geral:= alfa; 
end: 
Vazao := altà_geral*Pot(h,Mh); 

End; 

function Q:real; 
begin 

Q :=Chuva; 
end; 

Procedure lnicializa_ Vet(var v:vetor); 
var !:Pontos; 
Begin 
for I := I to NPt do v[ I) :=O; 

End; 
Procedure lnicializa_Mat(var M:matriz); 
var iJPontos; 
Begin 
for i := I to NPt do 

for j := I to NPt do M[ij] := O; 
End; 

procedure Grava_ Vetor(h:vetor); 
var !:Pontos; 
Begin 

write(arq,' ',tempo:3:0,' '); 
for I := I to NPt do write(arq, Yazao(af,h[l]):8:3,' '): 

writeln(arq); 
End; 

Procedure Monta_Comunicacoes(NroTriang.Cont:QTri); 
v ar i,p I ,p2,p3 :intcger; 

R:lista_adjacentes; 
pos: tri; 
N,nro_lado: Qtri; 
sit:boolean; 

function Busca(p I ,p2:QTRI;var sit:boolean: var 
num:Qtri):intcgcr; 

var i:intcger: 
IU2:Qtri: 
achou : boolean: 

Begin 
i :=0: 
achou := làlse: 
repeat 

i :=i+ 1: 
num:= R[i].nro_adj: 
11 := Lado[numj.v I: 
12 := Lado[num].v2: 
achou:= ((11 = p I) and (12 = p2)) OR 

((11 = p2) and (12 = p I)): 
until achou or (i= N): 
ifachouthcn begin 

sit := (11 = pl): 
Busca:= i 

end 
else Busca := O; 
End: 

Begin 
N := Ordem[Cont].qtd_adj: 
R:= Ordcm[Cont].list_adj: 
with Ytriang[NroTriang] do 
lor i := I to 3 do 
begin 
case i of 
I : bcgin pl :=vi: p2 := vj; end: 
2: begin pl := vj; p2 := vk: end: 
3: begin pl :=vi; p2 := vk: end: 
end; 
pos := Busca(pLp2.sit.nro_lado); 
l[i).nro := nro_lado; 
i f pos =O then l[i].com :=O 
else l[i].com := R[pos].com; 
l[i].normal := sit; 

end; 
End; 

Procedure Leia_Pontos(var X:vetor3;var 
Y:vetor3;NroTriang:QTri): 
const i= I :j=2; k=3: C= -I; 
v ar Z:vetor3; 

So_x.So_v:real: 
Begin 
with VTriang[NroTriang] do begin 

1
,., 
JJ 

X[l) :=Coord[vi].px: Y[IJ :=Coord[vi).py:Z[I] := 
Coord[vi].pz: 

X[2) := Coord[vj).px: Y[2] := Coord[vj].py:Z[2] := 
Coord[vj].pz; 

X[3] := Coord[vk].px: Y[3] := Coord[vk).py:Z[3] 
Coord[vk].pz: 

end: 
Area_tri := X[i]*Y[j]+X[ij*Y[k]+X[k)*Y[ij-Y[i]*XUJ­

Y[j]*X[k]-Y[kj*X[i]: 
So_x := (Z[i]*(Y[j]- Y[k]) + Z[j]*(Y[k]- Y[i]) + 

Z[kj*(Y[ij- Y[jj))/Arca_tri; 
So_y := (Z[iJ*(X[k]- X[j]) + Z[j]*(X[i]- X[k]J + 

Z[k]*(X[i]- X[i]))/Area_tri: 
i f So_x >O thcn Alfa_x := C*sqrt(So_x) 
else Altà_x := -C*sqrt(-So_x): 
ifSo_y >O then Alfa_y := C*sqrt(So_y) 
else Alfa_y := -C*sqrt(-So_Y); 
Alfa:= sqrt(sqr(Aifa_x) + sqr(Aifa_y)): 
Mh := N_Chczy: 
Area_Total := Arca_Total + Arca_tri/2: 

End: 



procedure Calcula_ Triangulo(X, Y:vetor3; v ar 
AA,NB,NC:matriz3; var NN:vetor3); 
v ar a,b,c:vetor3; 

procedure lmprime_Mat3(M:matriz3); 
var iJPontos; 
Begin 

for i := I to 3 do begin 
for j :=I to 3 do write(M[ij]:I0:2); 
writcln; 

end; 
End; 
procedure Calcula_ Constantes: 
var pi,pj.pk:tri; 
Bcgin 

AAt :=O; 
for pi := I to 3 do begin 

pj := pi mod 3 + I; 
pk := pj mod 3 + I; 
a[pi] := X[pj]*Y[pk]- X[pk]*Y[pj]; 
b[pi] := Y[pj] - Y[pk]; 
c[pi] := X[pk]- X[pj]; 
AAt := AAt + a[pi]; 

end; 
End; 

procedure Calcula_Matriz_h2(Var AA:matriz3): 
var pi,pj : tri; 

function Integral_ Regiao(pi,pj :tri):dado; 
var 11,12,13:dado; 

function lntegral_Reta(ij,o,f:tri):dado; 
var m,t,l I ,12,13,14,0xl,Dx2,Dx3,Dx4:dado; 
Begin 

ifX[f] =X[ o] then Integrai_Reta :=O 
else begin 

m := (Y[f]- Y[o])/(X[f]- X[ o]); 
t := Y[o]- m*X[o]; 
14 := b[i]*bUJ*m + c[i]*cUJ*m*m*m/3 + 

(b[i]*cUJ+bUJ*c[i])*m*m/2; 
13 := b[i]*bUJ*t + (a[i]*b[j] + a[j]*b[i])*m + 

(a[i]*cli]+a[j]*c[i])*m*m/2 + 
(b[i]*cli]+b[j]*c[i])*m*t + c[i]*c[j]*m*m*t; 

12 := a[i]*aUJ*m + (a[i]*bUJ +a[j)*b[i])*t + 
(a[i]*c[j] +a[j]*c[i])*rn*t + 

(b[i]*c[j] + b[j]*c[i])*t*t/2 + c[i]*c[j]*m*t*t; 
li := a[i]*aUJ*t +(a[i]*c[j]+a[j]*c[i])*t*t/2 + 

c[i]*cli] *t*t*t/3; 
Dx4 := X[l]*X[n*X[l]*X[l]-

X[o]*X[o]*X[o]*X[o]; 
Dx3 := X[f]*X[t]*X[f]- X[o]*X[o]*X[o]; 
Dx2 := X[f]*X[f]- X[o]*X[o]; 
Dx1 := X[f]- X[ o]; 
Integral_ Reta:= li *Dx I + 12*Dx2/2 + 13*Dx3/3 + 

14*Dx4/4: 
end; 

End; 

Begin {* lntegral_Regiao *} 
11 := lntegral_Reta(pi,pj.\\:j,wi); 
12 := Integrai_Reta(pi.pj,wi.wk); 
13 := Integrai_Rcta(pi,pj, n:i,wk); 
Intcgra1_Regiao := (11 + 12 -13)/(AAt*AAt); 

End; 

Begin [* Ca1cula_Matriz_h2 *) 
for pi := I to 3 do 

for pj := 1 to 3 do 
ifpi > pj thcn J\J\[pi.pj] := J\J\(pj,pi] 

else AA[pi.pj] := lntcgrai_Regiao(pi.pj): 
End: 

procedure Calcula_NB(var Nb:matriz3): 
v ar pi.pj :tri: 

function CalculaNB _regiao(pi,pj :tri):dado: 
var NB 1.NB2.NB3 : dado: 

function CalculaNB _reta( l.p.o.f:tri):dado: 
var nl.t.l1 ,12.13.Dx 1 ,Dx2.Dx3:dado: 
Begin 

ifX[t] =X[ o] thcn CalculaNB_rela :=O 
else bcgin 

m := (Y[I]- Y[ojJ/(X[t]- X[ o]): 
t := Y[o]- m*X[o]: 
13 := b[l]*b[p[*m + c[l]*b[pj*rn*rn/2: 
12 := a[l]*b[p]*m + b[l]*b[p]*t + c[1]*b[pj*rn*t; 
li:= a[l]*b[p]*t + c[l]*b[p]*t*t/2: 
Dx3 := X[I]*X[t]*X[t]- X[o]*X[o]*X[o]; 
Dx2 := X[f]*X[fl- X[o]*X[o]: 
Dxl :=X[ I]- X[ o]: 
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CalculaNB_reta := 11*Dx1 + 12*Dx2/2 + l3*Dx3/3: 
end: 

End: 

Begin { * CalculaNB_regiao *} 
NB 1 := CaléulaNB_rcta(pi.pj.\\j.wi): 
NB2 := CalculaNB_rcta(pi.pj.wi.wk): 
NB3 := CalculaNB_reta(pi.pj.\\j,Wk): 
CalculaNB_regiao := (NB1 + NB2- N83)/(AAt*AAt): 

End; 

Begin {* Calcula_NB *} 
for pi := I to 3 do 

for pj := 1 to 3 do 
Nb[pi,pj] := CalculaNB_regiao(pi,pj); 

End; 

procedure Calcula_NC(var Nc:rnatriz3 ): 
var pi,pj:tri: 

function Cal culaNC _regiao(pi,pj :tri ):dado: 
v ar NC l.NC2.NC3 : dado: 

function CalculaNC _rcta(l.p.o.f:tri):dado: 
var m.t.l1.12.!3.Dx I.Dx2.Dx3:dado: 
Begin 

ifX[t] = X[o]then CalculaNC_reta :=O 
else begin 

m := (Y[f]- Y[o])/(X[tl- X[ o]): 
I:= Y(o]- rn*X(o]: 
13 := b[l]*c[p]*m + c[l]*c[p]*m*m/2: 
12 := a[l]*c[p]*m + b[l]*c[p]*t + c[l]*c[p]*m*t: 
11 := a[l]*c[p]*t + c[l]*c[p]*t*t/2: 
Dx3 := X[fl*X[!l*X[fl- X[o]*X[o]*X[o]; 
Dx2 := X[fl*X[I]- X[o]*X[o]: 
Dxl := X[l]- X[ o]: 
Ca1culaNC_reta := 11*Dx1 + 12*Dx2/2 + 13*Dx3/3: 

end; 
End; 

Begin I* CalculaNC _n:giao * l 
NC1 := CalculaNC_rela(pi.pj.\\j.wi): 
NC2 := CalculaNC_rcta(pi.pj.wi.wk): 
NC3 := CalculaNC_reta(pi.pj.\\j.wk): 
CalculaNC_regiao := (NC I + NC2 - NC3 )/(AAt* AAt): 

End: 

Bcgin { * Calcula_ NC * l 



for pi := I to 3 do 
for pj := I to 3 do 
Nc[pi,pj] := CalculaNC_regiao(pi,pj); 

End; 

procedure Calcula_ Vetor_NN(var NN:vetor3); 
var I: tri; 

function CalculaN_regiao(l:tri):dado; 
v ar N I ,N2,N3 : dado; 

function CalculaN _reta(l,o,f:tri):dado; 
v ar m,t,ll ,12,13,Dx I ,Dx2,Dx3 :dado; 
Begin 

ifX[f] =X[ o] then CalculaN_reta :=O 
else begin 

m := (Y[f]- Y[o])/(X[t]- X[ o]); 
t := Y[o]- m*X[o]; 
13 := b[l]*m + c[l]*m*m/2; 
12 := a[l]*m + b[l]*t + c[l]*m*t; 
li := a[l]*t + c[l]*t*t/2; 
Dx3 := X[t]*X[I]*X[t]- X[o]*X[o]*X[o]; 
Dx2 := X[f]*X[tl- X[o]*X[o]; 
Dxl :=X[ f]- X( o]: 
CalculaN_reta :=li *Dxl + 12*Dx2/2 + 13*Dx3/3; 

end; 
End; 

Begin {* CalculaN_regiao *} 
Nl := CalculaN_reta(l,\-.:i,wi); 
N2 := CalculaN_reta(l,wi,wk); 
N3 := CalculaN_reta(l,wj,wk); 
CalculaN_regiao := (NI + N2- N3)/AAt; 

End; 

Begin {*Calcula_ Vetor_NN *} 
for I:= I to 3 do NN[l] := CalculaN_regiao(l); 

End; 

Begin { * Proc. Calcula Triangulo *} 
Calcula_Constantes; 
Calcula _Matriz _h2(AA); 
Calcula_NB(Nb); 
Calcula_NC(Nc); 
Calcula_ Vetor_NN(NN); 

End; 

procedure Pega_ Coordenadas_ Tri(N:integer;var 
iJ,k:Pontos); 

var R:string[3]; 
Begin 

case No f 
I: R :='123'; 
2 : R := '245'; 
3 : R := '253'; 
4 : R := '356'; 

end; 
i := ord(R[ I])- 48: 
j := ord(R[2]) - 48: 
k := ord(R[3])- 48: 

End; 

proccdure Calcula_Regiao(X, Y:vetor3); 
type Coord = record ex. cy : real: end; 

Trig = array [I..Npt] ofCoord; 
var V: Trig; 

i: integer; 

procedure Calcula_Pontos_lnternos(X, Y:vetor3; var 
V:Trig); 

const Da=I;Db=2:Dc=3: 
var D : array[tri] o f Coord: 

procedure Calcula_ Di ferenca(n.i.j:tri): 
Begin 

D[n].cx := (x[i]-x[j])/2: 
D[n].cy := (y[i]-y[j])/2: 

End; 

procedure Pontos_ Globais(n:Pontos:i:tri): 
Begin 

V[n].cx := X[i]: 
V[n].cy := Y[i]: 

End; 

procedure Calcula_Pontos(n.p:Pontos;t:tri); 
Begin 

V[n].cx := V[p].cx + D[t].cx: 
V[n].cy := V[p].cy + D[t].cy: 

End; 

Begin t *Calcula_Pontos_lnternos *} 
Calcula_Ditercnca(Da,wi,\\j); 
Calcula_Di ferenca( Db, wk, wi); 
Calcula_ Diferenca(Dc.wk. \\j ): 

Pontos_ Globais( l.wi): 
Pontos_ Globais( 4. \\j ): 
Pontos_Globais(6.wk): 

Calcula_Pontos(2,4.Da): 
Calcula_Pontos(3.1.Db): 
Calcula_Pontos(5,4,Dc): 

End; 

procedure Monta_Matriz_Gcral(pi.pj,pk:Pontos: 
Ai,Nbi,Nci:matriz3:Ni:vetor3): 

var W:array[l.J] ofPontos; 
kl,k2:Tri; 
i,j : Pontos; 

Begin 
W[wi] := pi; W[\\:i) := pj: W[wk] := pk; 
for k I := wi to wk do begin 

i :=w[kl]: 
for k2 := wi to wk do begin 
j := w[k2]: 
AA[ij] := Arredonda(AA[i.j] + Ai[kl.k2]): 
Nb[i.j] := Arredonda(Nb[i.j] + Nbi[k l,k2]): 
Nc[i.j] := Arredonda(Nc[i.j] + Nci[kl.k2]): 

end: 
NN[i] := Arredonda(NN[i] + Ni[kl]); 

end: 
End; 

proccdurc Processa_ Triangulo(N :integer): 
var pi,pj,pk : pontos: 

AAi.Nbi.Nci : matriz3; 
NNi : vetor3: 

Begin 
Pega_ Coordenadas_ Tri(N.pi.pj.pk): 
X[wi] := V[pi].cx: Y[wi] := V[pi].cy: 
X[\\j] := V[pj].cx: Y[\\j] := V[pj].cy: 
X[wk] := V[pk].cx: Y[wk] := V[pk].cy: 
Calcula_Triangulo(X.Y.AAi,Nbi.Nci.NNi): 
Monta_Matriz_Geral(pi.pj.pk.AAi.Nbi.Nci.NNi): 

End; 

Begin t * Calcula Regi ao *} 
Calcula_Pontos_lnternos(X. Y. V): 
for i := I to NTri do Proccssa_Triangulo(il: 

-. .., 
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.. 
; 

End: 
procedure Calcula_ Vctor_h I (h:vetor;var BB:vetor); 
var pi,pj,pk,Lj.t : Pontos: 

hi,hk,hj : real; 
Qx,Qy:vetor; 
Somat:dado; 

Begin {* Calcula_Matriz_hl *} 
for i := I to Npt do begin 
Qx[i] := Arredonda(Vazao(Ax,h[i])); 
Qy[i] := Arredonda(Vazao(Ay,h[i])); 

cnd: 
!br i := I to Npt do begin 

Soma!:= O: 
!brj :=I to Npt do 

Soma! :=Soma!+ Nb[ij]*Qx[j] + Nc[ij]*Qy[j]; 
BB[t] := Arredonda(Somat); 

end; 
End; 

procedure Calcula_ Vetor_hO(Var CC:vetor;Q:dado); 
var i : Pontos; 
Begin 

for i := I to NPt do CC[ i] := -NN[i]*Q; 
End; 

procedure CalculaK(h:vetor;var k:vetor); 
v ar T,BQ:vetor; 

ij:Pontos; 
Somat:dado: 

Begin 
Calcula_ vetor_h I (h,BQ); 
for i := I to Npt do 
T[i] := BQ[i] +CC[ i]; { T = BQ +C ) 

for i := I to Npt do 
begin 

Somat :=O; 
for j := I to Npt do Somat := Somat + Al[ij]*T[j]; 

(Somat = AI*(Bh +C)} 
k[i] := -Somat; 

end; 
End; 

procedure Calcula_Onda: 
var ij:Pontos; 

k I ,k2,k3,k4:vetor: 
Somat : dado; 
NCont: array[I..Npt] ofboolean; 

procedure Preenche_ Contorno; 
var i,j,vert: I..Npt; 
begin 

for i := I to 3 do 
with l[i] do 
case com of 
O : for j := I to 3 do begin 

vert := pos[j]: 
h[vert] :=O; 
NCont[vert] := false; 

end: 
: i f normal then for j := I to 3 do begin 

vert := pos[j]; 
h[vert] := Pot(Rx[ij]/Aità,l/mh); 
NCont[vert] := false: 
end 

else for j := 3 downto I do begin 
vert := pos[4-j]; 
h[vert] := Pot(Rx[ij]/Aifa, 1/mh); 
NCont[vert] := false; 

end 
erid; 

end; 

procedure Preenchc_Saida: 

var ij : I .. Npt: 
Raux: real: 

function cantor( i: integer): integer: 
begin 

i f i = I then cantor:= O 
elsc cantor := I: 

end; 

begin 
for i := I to 3 do 
with l[i] do 
if(com =-I) or (com= 2) then 

i f normal then for j := I to 3 do 
Rx[i,j] := contor(i)*Rx[i.j]*(com+l )/3 + 

Vazao(A!~h(pos[j]]) 

else for j := 3 downto I do 
Rx[ij] := contorU)*Rx[Lj]*(com+ 1 )/3 + 

Vazao(Af,h[pos[4-j]]): 
for i := I to 3 do 
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end; {O fator que multiplica Rx eh O se com= -I e 
I se com= 2} 

Begin { * Calcula Onda *} 
CalculaK(h.k I): 
for i:= I to Npt do hh[i] := h[i] + DeltaT*kl[i]/2: 
CalculaK(hh.k2): 
for i := I to Npt do hh[i] := h[i] + DeltaT*k2[i]/2; 
CalculaK(hh.k3): 
for i := I to Npt do hh[i] :=h[ i]+ DeltaT*k3[i]: 
CalculaK(hh,k4); 
Preenche_ Contorno; 
for i := I to Npt do 

ifNCont[i] then 
h[i] := h[i] +(kl [i]+2*k2[i]+2*k3[i]+k4[i])*DeltaT/6: 

Preenche_ Sai da: 
End; 

procedure Calcula_lnversa(M:matriz;var W:matriz): 
var H:array[ 1..6.1..12] o f dado; 

pi,pj.ij,l:l .. l2: 
S: dado: 

Begin 
for i := I to 6 do 

for j := I to 6 do 
begin 

H[ij] :=M[i.j]: 
ifi =j then H[Lj+6] :=I 
else H[ij+6] :=O: 

end; 
for i := I to 6 do begin 
S := H[i,i]; 
forj :=i to 12 do 1-l[i.j] := H[Lj]/S: 
for I := i + I to 6 do begin 

S := H[l,i]: -
for j := I to 12 do H[Lj] := H[Lj]- H[ij]*S; 

end; 
end; 
for i := 2 to 6 do 

for I := I to i-1 do bcgin 
S := H[Li]: -

lbrj :=i to 12 do H[l.j] := H[l.j]- H[iWS: 
end; 

for i := I to 6 do 
forj :=I to 6 do \Vfi.j] := H[i.j+6]: 

End; 

procedurc Multiplica(A.B:matriz: var C:matriz): 
var ij.k: 1..12: 
begin 



for i := I to 6 do 
for j := I to 6 do begin 

C[i,jj :=O; 
for k := I to 6 do C[ij] := C[ij] + A[i,k]*B[k,j]; 

end; 
end; 

procedure Abre_Arquivos; 
var i:tri; 

Si,Sj,Sk,S,Nome,SNum : string[9]; 
begin 

str(NroTriang,S): 
S := 'alt'+S+'.dat': 
assign(arq,S); 
rcwrite(arq); 
for i := I to 3 do 

with l[i] do 
i f com <> O then begin 

str(nro,Snum); 
Nome := 'Y' + SNum + '.lig'; 
assign(Larq[i],Nome); 
i f com= I then reset(Larq[i]) 
else with Lado[nro] do 

ifja_process then begin 
reset(Larq[ i)): 
Nome:= 'KY'+Snum+'.dup'; 
assign(Xarq[i],Nome); 
rewrite(Xarq[i]); 
com:= 2; 

end 
else begin 

rewri te( Larq [i]); 
ja_process := True; 

end; 
end; 

with Vtriang[NroTriang] do begin 
str(vi,Si); str(vj,Sj): str(vk,Sk); 
vl[l].global :=vi: vl[2].global := vj; vl[3].global := vk; 
end; 

end; 

procedure Fecha_Arquivos; 
var i:tri~ 

Nome,SNum: string[8); 
R:Reg; 

Begin 
for i:= I to 3 do ifl[i).com <>O then close(Larq[i)); 
for i := I to 3 do 

ifl[i).com = 2 then begin 
close(Xarq[i]); 
str(l[i].nro,Snum): 
Nome:= 'Y' + SNum + '.lig'; 
reset(Xarq[i]); 
rewri te(Larq [i)); 
while not eof(Xarq[i]) do begin 

read(Xarq[i],R): 
write(Larq[i),R): 

end; 
close(Larq[i)); 
close(Xarq[i]); 

end; 
close(arq); 

End; 

procedure lnicializa_Todos: 
Begin 

lnicializa_Mat(AA): 
lnicializa_Mat(Nb): 
lnicializa_Mat(NC): 

lnicializa_ Vet(NN): 
lnicializa_ Vet(h): 

End; 

137 

BEGIN {PROCESSA_BIDIMENSIONAL) 
NroTriang := Ordem[ContTrij.nro_tri: { Pega novo 

triangulo } 
Leia_Pontos(X.Y.NroTriang): { Pega 

coordenadas do triang l 
Monta_Comunicacoes(NroTriang.ContTri): (Monta o 

vetor 1[3], que indica) 
Abre_Arquivos; 
lnicializa_Todos: 
Calcula_Rcgiao(X. Y): 
Calcula_Inversa(AA,AI): 

tempo:= O; 
writeln(arq,' alfa_x = '.altà_x:5:2.' alfa__)' = 

',alfa_y:5:2); 
write(arq,' tempo'): 
for lixo:= I to NPt do write(arq.lixo:6.' '); 
writeln(arq): 
Grava_ Vetor(h): 

for temp := I to round(Tmax/DeltaT) do 
begin 

clrscr: 
tempo:= temp*DcltaT: 
writeln: 
write(' Triangulo Nro '.NroTriang.' Tmax = 

',Tmax); 
writeln(' Alfa_x = ',Alfa_x:5:2.' Alfa_y = 

',Alfa__y:5:2); 
WRITELN('DT = ',DELTAT:I0:5); 
writeln: 
writeln(lst,'* tempo~ ',tcmpo:4: I,' # q ~ ',CimvaS2,' *'): 

for i:= I to 3 do ifl[i].com >O then 
read(Larq[ i).Rx[i )); 

Calcula_ Yetor_hO(CC,q); 
Calcula_ Onda; 
for i := I to 3 do case l[i].com of 

-1 : write(Larq[i],Rx[i]); 
2 : write(Xarq[i].Rx[i)): 

end: 
i f frac(tempo) =O thcn Grava_ Vetor( h): 

end: 
Fecha_Arquivos: 

END; 

procedure Processa_ Unidimensional; 
const wi = I: \\:i= 2: wk = 3; 

NPt = 2: NEle = I: 
Larg = I: 

type 
tri = 1..2; 
Pontos= l .. NPt: 
Reg = array[ I .. 3] o f dado: 
vetor= array[Pontosj o f dado: 
matriz= array[Pontos.Pontos] o f dado: 
vetor2 = array[tri] o f dado: 
matriz2 = arrayltri.tri] o f dado: 

var p: tri: 
Nrolado: QTri: 
pto_entrada.pto_saida: Pontos: 
X :vctor2: L : real: 
hh.h.!3Q.CC.NN : vetor: 
AA.Al.BB : matriz: 
tcmp : intcgcr: 



tempo:real; 
alfa,Mh: real; 
arq: text; 

arqent,arqsai : file o f real; 
linkl,link2: file ofReg; 
med,saida: array(0 .. 2] offile ofreal; 
tem_entrada,pto_juncao:boolean; 
Times integer 

function Hc:dado; 
var Qc,qi:dado; 
begin 

read(saida(times- I],Qc); 
iftimes = I then 

iftem_entrada then begin 
read(arqent,qi); 
Qc :=Qc+ qi; 

end; 
Hc := Pot(Qc/alfa,I/Mh); 

end; 

Procedure lnicializa_ Vet(var v:vetor); 
var I:Pontos; 
Begin 
for I := I to NPt do v[l] := O; 

End; 

Procedure Inicializa_Mat(var M:matriz); 
v ar ij :Pontos; 
Begin 
for i := I to NPt do 

for j := I to NPt do M[ij] := O; 
End; 

procedure Grava_ Vetor(h:vetor); 
var I:Pontos; 
QX: dado; 
Begin 

write(arq,tempo:4:0,' ',q:5:2); 
for I := I to NPt do 
begin 

Qx := Pot(h[I],Mh)*alfa; 
write(arq,Qx:8:2,' ') 

end; 
writeln(arq); 

End; 

Procedure Leia_Pontos(var X:vetor2); 
var xl,x2,yl,y2,zl,z2,dd: dado; 
Begin 

with Lado[NroLado] do begin 
xl := Coord[vl].px; 
yl := Coord[vl].py; 
zl := Coord(vl].pz; 
x2 := Coord[v2].px; 
y2 := Coord[v2].py; 
z2 := Coord[v2].pz; 

ifzl > z2 then begin 
pto_entrada :=vi; 
pto_saida := v2 

end 
else begin 

pto_entrada := v2; 
pto _sai da :=v I; 

end; 
end; 
dd := sqr(y2- yl) + sqr(x2- xl); 
X(l] :=0; 
X[2] := sqrt( dd); 
Mh := N _ Chezy; 

alfa:= 0.6; 
End; 

procedure Calcula_Eiemento(X:vetor2; var 
AA,BB:matriz2; var NN:vetor2); 
var a,b,c:vetor2; 

procedure lmprime_mat2(M:matriz2); 
var ij :Pontos; 
Begin 

for i := I to 2 do begin 
for j := I to 2 do write(M[ij]: I 0:2); 
writeln; 

end; 
End; 
procedure Calcula_AA(Var AA:matriz2); 
var pi,pj : tri; 
Begin {* Calcula_Matriz_h2 *) 

for pi := I to 2 do 
for pj := I to 2 do 

ifpi = pj then AA[pi,pj] := L/3 
else AA[pi,pj] := L/6; 

End; 

procedure Calcula_BB(var BB:matriz2); 
v ar pi,pj:tri; 
Begin 

For pi := I to 2 do 
begin 

BB[pi, I] := -1/2; 
BB[pi,2] := 112; 

end; 
End; 

procedure Calcula_ Vetor_NN(var NN:vetor2); 
var I: tri; 

Begin {*Calcula_ Vetor_NN *} 
for I := I to 2 do NN[I] := 1/2; 

End; 

Begin { * Proc. Calcula Elemento *} 
Calcula_AA(AA); 
Calcula_BB(BB); 
Calcula_ Vetor_NN(NN); 

End; 

procedure Calcula_ Regiao(X:vetor2); 
type Trig = array [ I .. Npt] of dado; 
varV: Trig; 

i: integer; 

procedure Calcula _Pontos _lnternos(X:vetor2; v ar 
V:Trig); 
var i:integer; 
Begin 
L:= (X[2]- X[I])/(NEle+l); 
V[l] := X[l]; 
for i := I to NEle do V[i+ I] := V[i] + L; 

End; 
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procedure Monta_Matriz_Gerai(N:Pontos;Ai,Bi:matriz2; 
Ni:vetor2); 

v ar ij,k I ,k2 : Pontos; 
Begin 

for k I := I to 2 do 
begin 
i:= kl + N- I; 

for k2 := I to 2 do begin 
j := k2 + N-1: 
AA[i,j] := AA[i,j] + Ai[kl.k2]: 
BB[ijj := BB[i,jj + Bi[k l.k2]; 



end; 
NN[i] := NN[i] + Ni[kl]; 

end; 
End; 

procedure Processa_ Triangulo(N:integer); 
var pi,pj,pk : pontos; 

AAi,BBi : matriz2; 
NNi : vetor2; 

Begin 
pi:=N;pj:=N+l; 
X[wi] := V[pi]; 
X[wj] := V[pj]; 
Calcula_Elemento(X,AAi,BBi,NNi); 
Monta _Matriz_ Geral(N,AAi,BBi,NNi); 

End; 
Begin {*Calcula Regiao *} 
Calcula Pontos lnternos(X,V); 
for i:= I to NEi;; do Processa_Tri~ngulo(i); 

End; 

procedure Calcula_ Vetor_h I (h:vetor;BB:matriz;var 
BQ:vetor); 
var pi,pj,pk,ij,t : Pontos; 

Q:vetor; 
Somat:dado; 

Begin {*Calcula_ Vetor hl *} 
for i := I to Npt do Q[i] := alfa*pot(h[i],Mh); 
for i := I to Npt do begin 

Somat :=O; 
for j := I to Npt do Somat := Somat + BB[ij]*QO]; 
BQ[i] := Somat; 

end; 
End; 

procedure Calcula_ Vetor_hO(Var CC:vetor); 
var i : Pontos; 

qm:Real; 
Begin 

read(med[times],qm); 
for i:= I to NPt do CC[i] := -NN[i]*qm*L*Larg; 

End; 

procedure Calcula_ Onda( AI: matriz;BQ,CC:vetor); 
var ij:Pontos; 

T:vetor; 
Somat: dado; 
QQ,Ql : real; 

Begin 
for i := I to Npt do 

T[i] := BQ[i] +CC[ i]; { T = BQ +C } 
h[!]:= Hc; 
for i := 2 to Npt do 

begin 
Soma! :=O; 
for j :=I to Npt do Somat := Somat + AI[ij]*T[j]; 

{Somat= 
AI*(Bh +C)} 

h[i] := h[i] - Somat*DeltaT; 
i f h[ i]< O then for lixo:= I to 5 do beep; 

end; 
QQ := alfa*pot(h[npt],Mh); 

write(saida[times ],QQ); 
i f times= 2 then 
begin 

ifptojuncao then begin 
read(arqsai,QI); 
QQ:=QI+QQ; 
seek(arqsai,filepos(arqsai)-1 ); 

end; 
write(arqsai,QQ); 

end; 
End; 

procedure Calcula_lnversa(M:matriz;var W:matriz); 
var H:array[l..Npt, l .. Npt*2] o f dado; 

pi,pj,ij,l: I .. Npt*2; 
S: dado; 

Begin 
for i := I to NPt do 

for j := I to NPt do 
begin 

H[ij] := M[ij]; 
i f i = j then H[ij+Npt] := I 
else 1-l[ij+Npt] :=O; 

end; 
for i := I to Npt do begin 

S :=H[i,i]; 
for j :=i to Npt*2 do H[ij] := H[ij]/S; 
for I := i + I to Npt do begin 
s := 1-l[l,iJ; 
for j := I to Npt*2 de !-l[lj] := H[lj] - H[ij]*S; 

end; 
end; 
for i := 2 to Npt do 

for I := I to i-I do begin 
S :=H[l,i]; 
for j :=i to Npt*2 do I-I[;j] := H[lj] - H[ij]*S; 

end; 
for i:= I to Npt do 

for j := I to Npt do W[ij] := H[ij+Npt]; 
End; 

procedure Multiplica(A,B:matriz; v~r C:matriz); 
var ij,k: I .. Npt; 
begin 

for i := I to Npt do 
for j := I to Npt do begin 
C[ij] :=O; 
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for k := I to Npt do C[ij] := C[ij] + A:,i,k]*B[kj]; 
end; 

end; 

procedure Abre_Arquivos; 
var Nome,S,Snum,Str_entrada,Str_saida: string; 

i:integer; 
Begin 
str(NroLado,Snum); 
Nome := 'Y'+Snum+'.LIG'; 
assign(link I ,Nome); 
assign(med[ I ],'Media l.xxx'); 
assign(med[2],'Media2.xxx'); 
assign(saida[O],'saidaO.xxx'); 
assign(saida[ I ],'saida l.xxx'): 
assign(saida[2],'saida2.xxx'); 
S := 'L'+Snum+'.dat'; 
assign(arq,S); 
rewrite( arq); 
for i :=O to 2 do rewrite(saida[i]); 
str(pto_saida,Str_saida): 
Str_saida := 'P' + Str_saida + '.pto'; 
assign(arqsai,Str_saida); 
{$1-} 

reset(arqsai); 
{$1+} 
ptojuncao := (IOResult =O); 
i f not ptojuncao then rewrite(arqsai); 
tem_entrada := Coord[pto_entrada].fonte; 
iftem_entrada then begin 

str(pto_enirada,Str_cntrada): 



Str_entrada := 'P' + Str_entrada + '.pto'; 
assign( arqent,Str _entrada); 
reset(arqent); 

end; 
End; 

procedure Fecha_Arquivos; 
var Rx: Reg; 

i: integer; 
Begin 

rewrite(link I); 
while not eof(saida[O]) do begin 

for i:= I to 3 do read(saida[i-I],Rx[i]); 
write(linkl,Rx); 

end; 
·for i := I to 2 do close(med[i]); 
for i :=O to 2 do close(saida[i]); 
close(linkl); 
close(arq); 
iftem_entrada then close(arqent); 
close(arqsai); 
Coord[pto_saida].fonte := true; 

End; 

procedure Cria_Arq_Media; 
var qml,qm2:real; 

Rx: Reg; 
Begin 

reset(linkl); 
rewrite(med[l]); 
rewrite(med[2]); 
while not eof(linkl) do begin 

read(linki,Rx); 
qml := (Rx[l] + Rx[2])/2; 
qm2 := (Rx[2] + Rx[3])/2; 
write(med[l],qm I); 
write(med[2],qm2); 
write(saida[O],Rx[ I]); 

end; 
close(linkl); 
reset(med[ I]); 
reset(med[2]); 

End; 

BEGIN { Processa Unidimensional } 
NroLado := Ordem[ContTri].nro_tri; 

Leia_Pontos(X); 
Abre_ Arquivos; 
Cria_Arq_Media; 

clrscr; 
for times := I to 2 do begin 
reset(saida[times-1 ]); 
lnicializa_Mat(AA); 
lnicializa_Mat(BB); 
Inicializa_ Vet(NN); 
Inicializa_ Vet(h); 
Calcula_ Regiao(X); 
Calcula_lnversa(AA,AI); 
tempo:= O; 
writeln(arq,' alfa= ',alfa:5:2); 
write(arq,' tempo * q'); 
for lixo := I to NPt do write(arq,lixo:6,' '); 
writeln(arq); 
Grava_ Vetor(h); 
for temp := I to round(Tmax/DeltaT) do 
begin 

tempo := temp*DeltaT; 
writeln; 
clrscr; 
writeln(lst,' Lado', NroLado);writeln; 
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writeln(lst,'* tempo= ',tempo:4: I,' # q = ',q:5:2,' *'); 
Calcula_ vetor_h I (h,BB,BQ); 
Calcula_ Vetor_hO(CC); 
Calcula_Onda(Al,BQ,CC); 
writeln('* Vetor h *'); 
Imprime_ Vetor(h); 
if(frac(tempo) =O) then Grava_ Vetor(h); 

end; 
end; 
Fecha_Arquivos; 

END; 

BEGIN 
Area_'rotal :=O; 
Le_Dados_Iniciais; 
Le_ Ordem_Processamento; 
Definir_ Posicoes _Locais; 
ContTri := O; 
For Temp :=I TO NQTri do Lado[Temp].Ja_Process := 

False; 
Repeat 

ContTri := ContTri + I; 
case Ordem[ContTri].elemento of 

'T': Processa_Bidimensional; 
'L': Processa_Unidimensional; 

end; 
Until ContTri >= MaxTri; 

END. 
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APENDICE B- Listagem dos Arquivos 

Nesta seção serão colocados os arquivos utilizados no exemplo utilizado para o 
processamento bidimensional em uma bacia hidrográfica. 

Arquivos de Comunicação 

Coord.com Triang.com Lados. com Ordem. com 
1 1.0 9.3 100.0 1 I 2 15 I I 2 55 22 24 T 33 4c 6s41s 

2 15 2 14 2 I 15 56 22 25 T 7212v35s 2 1.2 8.5 98.0 
3 14 2 16 3 2 3 57 23 25 T 6335e36s39s 

3 0.6 7.2 94.0 4 14 16 17 4 2 14 58 23 26 T 5338c39e42s 
4 0.6 5.1 88.0 5 14 17 13 5 2 15 59 24 25 Tl4236e32s 

6 13 17 11 6 2 16 60 25 26 T 4342e43s41s 5 0.9 1.1 80.0 
7 13 11 12 7 2 18 00 Tl3217v31s 6 3.5 1.5 70.0 8 2 3 18 8 3 4 Tl2331 e33s46s 

7 5.3 0.3 75.0 9 2 18 16 9 3 18 Tl1346e51s45s 
8 6.2 2.3 82.0 10 16 18 20 lO 3 19 T23233e27s 

11 16 20 21 li 4 5 1410 9 6.4 4.2 88.0 12 16 21 lO 12 4 19 T 82 2v 9s 
lO 7.5 7.5 100.0 13 16 lO 17 13 4 22 T 92 6e44s 
11 8.5 9.0 105.0 14 17 10 11 14 4 24 T16348c49s47s 

15 3 19 18 15 5 6 T153 9e!Os47s 12 9.7 10.8 115.0 
16 18 19 20 16 5 24 1470 

13 7.4 11.2 106.0 17 3 4 19 17 6 7 Tl0244e45s 
14 4.3 11.3 96.0 18 19 4 22 18 6 24 T17210e12s 

15 10.4 95.0 19 19 22 20 19 6 25 1450 2.4 
20 20 22 23 20 6 26 T22221v26s 

16 3.6 9.7 92.5 21 20 23 9 21 7 8 Tl9349e50s52s 
17 6.4 9.5 99.0 22 20 9 21 22 7 26 T21326e28s53s 

18 2.4 8.0 94.1 23 21 9 lO 23 8 9 T20353e54s52s 
24 4 5 24 24 8 26 1520 

19 3.0 6.5 86.2 25 4 24 22 25 9 10 T24311c14s16s 
20 4.6 6.8 90.0 26 22 24 25 26 9 20 T18312e !3s50s 
21 5.9 6.8 93.0 27 22 25 23 27 9 21 1500 

28 23 25 26 28 9 23 T29328e29s58s 
22 3.5 5.0 81.0 29 23 26 9 29 9 26 T252 4v55s 
23 5.2 4.4 86.2 30 9 26 8 30 10 11 T30229e24s 
24 1.7 2.7 79.8 31 24 5 6 31 10 16 T28358e60s57s 

32 24 6 25 32 10 17 T27254e56s 25 3.1 2.7 72.0 33 25 6 26 33 lO 21 T35224e22s 
26 4.9 2.7 81.0 34 26 6 7 34 li 12 T26355e56s59s 
00 35 26 7 8 35 11 13 1560 

00 36 11 17 T34322el7s20s 
37 12 13 T33226v19s 
38 13 14 T31316e18s15s 
39 13 17 T32318e59s19s 
40 14 15 1590 
41 14 16 1191 
42 14 17 00 
43 16 17 
44 16 18 
45 16 20 
46 16 21 
47 18 19 
48 18 20 
49 19 20 
50 19 22 
51 20 21 
52 20 22 
53 20 23 
54 22 23 
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~ 
Arquivos gerados pelo programa Prolog 

Comunica.ari 
i 

ordem([7,6,5, 14,1 ,4,13, 12,23,2,cond(2,15),3,cond(l4, 16),8,9, 16, 15,cond(18, 19), 1 O, 1 
7,11 ,cond(16,20),22, 19,21 ,20,cond(20,22),24,18,cond(19,22),29,25,30,28,27,35,26,c 
ond(22,25),34,3 3,31 ,32,cond(24,25),cond(25 ,6) ]). 

envia _1ado(1 ,[1(2, 15)]). recebe _1ado(1 ,[]). 
envia _lado(2,[1(14,15),1(2, 15)]). recebe _1ado(2,[]). 
envia _1ado(3,[1(2, 16),1(14, 16)]). recebe _1ado(3,[]). 
envia_1ado( 4,[1(16,17),1(14,16)]). recebe_1ado(4,[1(14,17)]). 
envia_1ado(5,[1(14, 17)]). recebe _lado(5,[1(13, 17)]). 
envia_1ado(6,[1(11, 17),1(13, 17)]). recebe_1ado(6,[1(11,13)]). 
envia_1ado(7,[1(11,13)]). recebe_lado(7,[]). 
envia_1ado(8,[1(3, 18)]). recebe _1ado(8,[]). 

~· 

envia_1ado(9,[1(16, 18)]). recebe _1ado(9;[1(2, 16)]). 
envia _1ado(l 0,[1(16,20)]). recebe _lado (I 0,[1(16, 18)]). 
envia_1ado(11 ,[1(20,21 ),1(16,20)]). recebe_1ado(11,[1(16,21)]). 

~ 
envia _lado(12,[1(1 0,21 ),1(16,21 )]). recebe _lado(l2,[1(1 O, 16)]). 
envia _1ado(13,[1(1 O, 16)]). recebe _1ado(13,[1(16,17),1(1 O, 17)]). 

./ 

envia _lado(l4,[1(1 O, 17)]). recebe _1ado(14,[1(11 ,17)]). 
envia _1ado(15,[1(3, 19),1(18, 19)]). recebe _1ado(15,[1(3, 18)]). 
envia_1ado(16,[1(19,20),1(18, 19)]). recebe _lado(16,[]). 
envia _lado(l7,[1( 4, 19)]). recebe _lado( 17, [1(3, 19) ]). 
envia _1ado(l8,[1( 4,22),1(19,22)]). recebe_1ado(18,[1( 4, 19)]). 
envia _1ado(19, [1( 19 ,22),1(20,22) ]). recebe_1ado(l9,[1(19,20)]). 
envia _1ado(20, [1(22,23 ),1(20,22) ]). recebe _1ado(20,[1(20,23)]). 
envia _1ado(21 ,[1(9,23),1(20,23)]). recebe _1ado(21 ,[1(9,20)]). 
envia _1ado(22,[1(9,20)]). recebe _1ado(22,[1(20,21 ),1(9,21 )]). 
envia _1ado(23,[1(9,21 )]). recebe_1ado(23,[1(1 0,21 )]). 
envia _lado(24,[1( 4,24),1(5,24)]). recebe _lado(24, []). 
envia_1ado(25, [1 (22,24)] ). recebe _1ado(25, [1( 4,22),1( 4,24)]). 
envia _1ado(26, [1(22,25),1(24,25) ]). recebe_1ado(26,[1(22,24)]). 
envia _1ado(27, [1(22,25) ]). recebe _1ado(27, [1(22,23 ),1(23 ,25) ]). 
envia _1ado(28, [1(25 ,26),1(23 ,25) ]). recebe_1ado(28,[1(23,26)]). 
envia _lado(29, [1(9 ,26),1(23 ,26) ]). recebe 1ado(29,[1(9,23)]). 
envia_1ado(30,[1(8,26)]). recebe_1ado(30,[1(9,26)]). 

·- envia _1ado(31 ,[1(6,24),1(5,6)]). recebe_1ado(31 ,[1(5,24)]). 
envia _1ado(32,[1(24,25),1(6,25)]). recebe _lado(32,[1(6,24)]). 
envia_lado(33,[1(6,25)]). recebe _1ado(3 3 ,[1(25 ,26),1( 6,26) ]). 

~ envia _lado(34,[1(6, 7),1( 6,26)]). recebe_lado(34,[1(7,26)]). 
í envia _1ado(35,[1(7 ,26)]). recebe _1ado(35,[1(8,26)]). 
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\ 
I 

lado (I, 1 ,2). lado(31, 1 O, 16). 
lado(2, 1, 15). lado(32, 1 O, 17). 
lado(3,2,3). lado(33, 10,21 ). 
lado(4,2,14). lado(34,11,12). 

~·" lado( 5 ,2, 15). lado(35,11,13). 
lado(6,2,16). lado(36, 11, 17). 

I 
lado(7 ,2, 18). lado(37,12,13). 
lado(8,3,4). lado(38, 13, 14). 
lado(9,3, 18). lado(39,13,17). 
lado (I 0,3, 19). lado( 40, 14, 15). 
lado(11,4,5). lado( 41, 14, 16). 
lado( 12,4, 19). lado(42,14,17). 
lado(l3,4,22). lado(43,16,17). 
lado(14,4,24). lado( 44, 16, 18). 
lado(15,5,6). lado( 45, 16,20). 
lado(16,5,24). lado( 46,16,21 ). 
lado(l7,6,7). lado( 4 7, 18, 19). 
lado(18,6,24 ). lado( 48, 18,20). 
1ado(19,6,25). lado( 49, 19,20). 
lado(20,6,26). lado( 50, 19,22). 
lado(21,7,8). lado( 51,20,21 ). 

r lado(22, 7 ,26). lado(52,20,22). 
lado(23,8,9). lado(53,20,23). 
1ado(24,8,26). lado(54,22,23). 
lado(25,9,10). lado( 55,22,24). 
lado(26,9,20). lado(56,22,25). 
lado(27 ,9,21 ). lado(57,23,25). 
lado(28,9,23). lado(58,23,26). 
lado(29 ,9 ,26). lado(59,24,25). 
lado(30,10,11). lado(60,25,26). 

: 

' " ,. 

,~ 



fl uxo(2,1( 14, 15),0.44523223). 
fluxo(3 ,9,0.61527745). 
fluxo( 4, 13,0.98091515). 
fluxo(5 ,4,1). 
fluxo(6 , 14,0.96841 034). 
fluxo(6 ,5,0.03158966). 
fluxo(7 ,6 , 1 ). 
fluxo(8, 15,1 ). 
fluxo(9,10,1). 
fluxo(11,22 ,0.29654221). 
fluxo(12 ,23,0.19573877). 
fluxo(12, 11 ,0.80426123). 
fluxo(13,12,1). 
fluxo(l4,13,1). 
fluxo( 15,17 ,0.21443194). 
fluxo(16 , 19,0.0340724). 
fluxo(l7,18 ,1). 
fluxo(18 ,25 ,0.69224453). 
fluxo(20 ,27,0.96806518). 
fluxo(21 ,29,0.3033 80 13). 
fluxo(21 ,20,0.69661987). 
fluxo(22,21, 1 ). 
fluxo(23 ,22, I). 
fluxo(24,25,0.0 1222704). 
fluxo(24,31 ,0.98777296). 
fluxo(25,26, 1 ). 
fluxo(28,33,4.09853662). 
fluxo(28 ,27 ,-3 .09853662). 
fluxo(29 ,30,-0.39738851 ). 
fluxo(29 ,28, 1.39738851 ). 
fluxo(30 ,35, 1). 
fluxo(31 ,32,-0. 79549286). 
fluxo(31 ,1(5 ,6), 1. 79549286). 

Fluxt ·ri 

11;> (~4,1(6 .... ),1.29975958). 
fl m ' 3 "3 -O 29975958). 
flux\ (i 34.11. 
fluxo(_ -... nd(2, l_· 1.1 ). 
fluxo(2 , . d(2,151 ° 55476777) . 
fluxo(3 ,C\l'l' 14,1G_,0.38472255). 
fluxo(4 ,con•i(14 16),(' '1 908485). 
fluxo( 1 O,cofl i 1 r. .20 ), 1 _I 
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fluxo(11 ,cond\ 1 :O) O 70 45779). 
fluxo(15 ,cond( 8.1 ,G.,, ) J6806) . 
fluxo(16 ,cond( 18,: './.' , . 9659276). 
fluxo(18 ,cond(19,' 2) ,0.30775547). 
fluxo(19 ,cond( 19,22),4.87007547). 
fluxo(19 ,cond(20,22),-3.8700754 7). 
fluxo(20,cond(20,22) ,0.03193482). 
fl uxo(26 ,cond(22,25),0.63288293 ). 
fluxo(27 ,cond(22,25), 1 ). 
fluxo(26 ,cond(24,25),0.36711707). 
fluxo(32 ,cond(24,25) ,0. 7 6008266). 
fluxo(32,cond(25 ,6),0.23991734). 
fluxo(33,cond(25 ,6), 1 ). 

condutor(2, 15). 
condutor( 14, 16). 
condutor( 16,20). 
condutor( 18, 19). 
condutor(19,22). 
condutor(20,22). 
condutor(22,25) . 
condutor(24,25). 
condutor(25 ,6) . 




