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“O importante é ndo parar de questionar. A curiosidade tem sua propria razdo de existir.”

(Albert Einstein)



Resumo

SAMPAIO, Igor de Moraes. Sobre o problema de caminhos tropicais em grafos:
formulacdo, heuristica e resultados experimentais. 2023. 90 f. Dissertacdo (Mestrado
em Ciéncias) — Escola de Artes, Ciéncias e Humanidades, Universidade de Sao Paulo,
S3o Paulo, 2023.

Neste trabalho, estudamos o problema do caminho tropical maximo em grafos, MTPP.
Um caminho em um grafo colorido nos vértices é dito ser tropical se os vértices do
caminho possuem as cores usadas pela coloragdo dos vértices grafo. Para o problema
MTPP é dado um grafo e uma coloragdo de seus vértices, e o objetivo é encontrar
um caminho cuja coloragdo use o maior niimero possivel de cores desta coloragéo.
A motivagdo para estudar o MTPP surge da constatacdo de que, até o inicio desta
pesquisa, ndo havia na literatura abordagens baseadas em modelos de programacéo
linear inteira, nem algoritmos heuristicos para o problema de interesse. Sabe-se que o
MTPP é NP-dificil para grafos em geral, grafos direcionados aciclicos, grafos cacto e
grafos de intervalo. Nesta pesquisa, foi desenvolvida uma modelagem para o problema
MTPP como um problema de programacao linear inteira para grafos simples e uma
simplificacdo do modelo proposto para DAGs também é apresentada. Uma formulacgdo
similar é apresentada para uma segunda versdo de otimizagdo do problema em que
o objetivo é encontrar um caminho tropical cuja soma dos pesos das arestas seja o
menor possivel. A contribuicdo principal desta pesquisa consiste na construcdo de uma
heuristica de tempo polinomial para o MTPP que juntamente com o modelo de PLI foi
possivel avaliar o desempenho de ambos por meio de experimentos computacionais em
instancias aleatorias e reais.

Palavras-chaves: Coloracdo de grafos. Caminho tropical. Programacao linear inteira.
Heuristica.



Abstract

SAMPAIO, Igor de Moraes. On the problem of tropical paths in graphs: formulation,
heuristics and experimental results. 2023. 90 p. Dissertation (Master of Science) —
School of Arts, Sciences and Humanities, University of Sdo Paulo, Sao Paulo, 2023.

In this work, we studied the problem of maximum tropical path in graphs, MTPP. A
path in a vertex-colored graph is said to be tropical if the vertices of the path have the
colors used in the vertex coloring of the graph. For the MTPP problem, a graph and
a coloring of its vertices are given, and the goal is to find a path whose coloring uses
the largest possible number of colors from this coloring. The motivation for studying
MTPP arises from the observation that, until the beginning of this research, there were
no approaches based on integer linear programming models or heuristic algorithms for
the problem of interest in the literature. It is known that MTPP is NP-hard for general
graphs, directed acyclic graphs, cactus graphs, and interval graphs. In this research, a
modeling for the MTPP problem as an integer linear programming problem for simple
graphs was developed, and a simplification of the proposed model for DAGs is also
presented. A similar formulation is presented for a second optimization version of the
problem, in which the objective is to find a tropical path whose sum of edge weights
is as small as possible. The main contribution of this research consists of constructing
a polynomial-time heuristic for MTPP, which, together with the ILP model, made it
possible to evaluate the performance of both through computational experiments on
random and real instances.

Keywords: Graph coloring. Tropical path. Integer linear programming. Heuristics.
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1 Introducio

O avanco computacional e tecnolégico permite que problemas reais muito
complexos possam ser investigados de maneira mais eficiente e em muitos casos
resolvidos. A cada dia mais cientistas e pesquisadores sdo desafiados a aprender novos
mecanismos para solucdes de problemas computacionais.

Muitos problemas reais podem ser mapeados com intuito de investigar relacdes
entre objetos de um determinado conjunto e alguns deles podem ser formulados
computacionalmente através de um estrutura conhecida como grafos. Em linhas gerais,
grafos sdo estruturas que consistem em um conjunto de pontos que sdo chamados de
vértices que se relacionam através conexdes conhecidas como arestas.

A teoria dos grafos é uma linha de pesquisa da ciéncia da computagdo tedrica que
possui vasta aplicacdo na modelagem de problemas reais, pois grafos podem representar
e formular inimeras estruturas de problemas de interesse pratico. Um exemplo sdo
sistemas complexos que podem ser essencialmente descritos por redes mapeadas em
grafos (NEWMAN, 2003). Tais redes descrevem os elementos do sistema por meio dos
vértices, que podem ser por exemplo, 4&tomos, proteinas, computadores ou neurénios e
descrevem também as relagdes entre os elementos por meio das arestas. Tais relagdes
podem ser conexdes entre dtomos, forcas eletrostéticas, proteinas ou uma conexdo
entre computadores. Note que qualquer subestrutura de interesse nesta rede define um
problema de alta complexidade (VALVERDE; SOLE, 2009).

Os objetos e as relagdes de um problema estudado através de grafos apresentam
diversas caracteristicas de interesse. Uma técnica muito utilizada em pesquisas é atribuir
cores as estruturas do grafo para representar e classificar uma determinada caracteristica.
Esta atribuigdo de cores pode ser em arestas, em vértices ou em ambos. Normalmente, a
funcdo mais utilizada é associar cores aos vértices do grafo.

Neste trabalho ¢é investigado o problema de encontrar caminhos tropicais em
grafos coloridos nos vértices. Um caminho em um grafo colorido nos vértices é dito
ser tropical sempre que os vértices do caminho possuam as cores do grafo original.
Potencialmente, muitas estruturas tropicais em grafos podem ser estudadas. Na lite-
ratura foram encontrados estudos sobre conjuntos dominantes tropicais, conjuntos

independentes tropicais, componentes conectados tropicais, caminhos tropicais mais
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curtos, entre outros (CHAPELLE et al., 2014; COHEN et al., 2017, D’AURIAC et al., 2016;
D’AURIAC et al., 2018).

O problema de busca de caminhos tropicais em grafos coloridos nos vértices
trata-se de uma variagdo do problema de ocorréncia de Motifs em grafos. O problema
de busca de motifs em grafos consiste em encontrar um subgrafo cujo conjunto de cores
corresponda ao multiconjunto de cores dado como entrada. Note que para o problema
de busca de caminhos tropicais, 0 ocorréncia compreende a estrutura de um caminho e
o multiconjunto de cores é o conjunto formado por todas as cores utilizadas pelo grafo
de entrada.

Para simplificar, o problema de busca de caminhos tropicais em grafos coloridos
nos vértices é denotado pela sigla TPP. Este trabalho estuda primordialmente uma
versdo de otimizac¢do do problema que é chamada de problema do caminho tropical
maximo ou Maximum Tropical Path Problem, que serd denotada pela sigla MTPP. Sabe-se
que o MTPP é NP-dificil para grafos em geral, grafos direcionados aciclicos, grafos cacto
e grafos de intervalo (COHEN et al., 2019). O problema TPP, também possui uma versao
de otimizac¢do chamada de problema do caminho tropical minimo ou Shortest Tropical
Path Problem, que é denotado pela sigla STPP. Ambas versdes sdo formalmente definidas

na secao a seguir.

1.1 Definigdo do problema

Seja G = (V, E) um grafo simples, ndo direcionado, onde V representa o conjunto
de vértices e E o conjunto de arestas de G. Dado um conjunto de cores C = {cy, ..., cx-1},
G® = (V, E) denota um grafo colorido nos vértices pelas cores de C. Em alguns casos G©
também pode conter pesos nas arestas, ou seja, cada aresta e é associado a um niimero
real w(e).

Formalmente, de acordo com as defini¢cdes acima, um caminho P de G° é dito ser

tropical se, e somente se, cada cor de C aparece pelo menos uma vez em P.

Problema 1 Problema do Caminho Tropical (TPP - Tropical Path Problem). Dado um grafo

conexo G = (V,E) e uma fungdo C : V. — C, encontrar, caso exista, um caminho tropical P em G.

Algumas observacoes devem ser feitas sobre o problema TPP. A coloragao dos

vértices do grafo é uma coloragdo arbitrdria, ou seja, uma simples atribuicdo de cores aos
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vértices do grafo sem quaisquer restri¢des. Sdo considerados apenas caminhos simples,
ou seja, nenhum vértice é visitado mais de uma vez.

O TPP possui duas versdes de otimizacdo: o problema do caminho tropical
méaximo (MTPP) e o problema do caminho tropical minimo (STPP), formalmente

descritos a seguir.

Problema do caminho tropical mdximo (MTPP). Dado um grafo colorido nos
vértices G = (G,(), o problema consiste em encontrar um caminho P em G

com o0 maior niimero de cores de C.

Problema do caminho tropical minimo (STPP). Dado um grafo ponderado
colorido nos vértices G = (G, C,w) e dois vérticess e t, 0 problema consiste
em encontrar, se existir, um caminho P de s a t, que contenha todas as cores

de C e a soma dos pesos das arestas de P seja 0 menor peso possivel.

A Figura 1 exemplifica uma instancia do problema MTPP, e permite observar

algumas caracteristicas do problema.

Figura 1 — Uma solucdo 6tima é representada pelo caminho em destaque com 7 vértices
e 6 cores. O grafo de entrada tem 7 cores.

®
£3
®

Fonte — Igor Sampaio, 2023

O

Observe que no MTPP, para uma dada instdncia, se a solu¢do do problema P for
um caminho tropical, entdo a solucado é certamente 6tima, além disso, se cada vértice tiver
uma cor diferente, estard lidando com o problema classico do caminho hamiltoniano.
Note que para o STPP um solugdo 6tima nem sempre existe, j4 o MTPP uma solugdo
6tima sempre existe. Em uma solucdo para o MTPP é permitido que o caminho possua
vértices com cores repetidas. O foco principal deste trabalho foi investigar a versdo de
otimizacdo MTPP e obter resultados na linha de programacao linear inteira e algoritmos

heuristicos.
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1.2 Aplicagoes e motivagio

O problema TPP estd fundamentado na teoria de grafos, mas especificamente em
grafos coloridos nos vértices. Os grafos sdo objetos de estudo hé centenas de anos, por
serem estruturas que modelam com muita qualidade diversos problemas no mundo real,
desde o classico problema das sete pontes de Konigsberg apresentado por Euler (1736),
que é considerado o primeiro resultado da teoria dos grafos, até o famoso problema do
caixeiro viajante que ja foi estudado por diversos pesquisadores.

Problemas em grafos coloridos nos vértices, assim como o TPP, tém intimeras
aplicacdes em diversas dreas da ciéncia, em especial na biologia e bioinforméatica. Como
exemplo, um site pode ser modelado como um grafo colorido nos vértices onde a cor de
um vértice representa o contetido da pagina correspondente (vermelho para matemadtica,
amarelo para fisica, etc.) (BRUCKNER et al., 2013). Podemos citar aplicagdes em uma série
de problemas, como no agendamento de voos de aeronaves (MARX, 2004), prevengao
de conflitos (um exemplo seria a separagdo de produtos com risco de explosdo) e
atribuicdo de frequéncias de rddio (BONDY; MURTY, 2008). Na biologia e bioinformética
podemos citar também aplica¢gdes no mapeamento fisicode DNA (FELLOWS; HALLETT;
WAREHAM, 1993) em filogenia perfeita (MCMORRIS; WARNOW; WIMER, 1994),
aplicacdes em pipeline de alinhamento de multiplas sequéncias (COREL; PITSCHI;
MORGENSTERN, 2010), anélise filogenética (CHOR et al., 2007), entre outros.

Como antes mencionado o TPP deriva do problema da ocorréncia de Motifs em
grafos. Tais problemas foram amplamente estudados nos tltimos 20 anos, e notavelmente
tem aplicagdes importantes em andlise de redes metabdlicas. Lacroix, Fernandes e Sagot
(2006) investigaram o problema da ocorréncia de Motifs no contexto de andlise de redes
metabolicas, em que o conjunto de reagdes envolvidas na sintese e degradagdo de deter-
minadas moléculas sdo representados através de uma rede e os Motifs correspondem
aos modulos onde essa rede pode ser decomposta, possibilitando a interpretacao das
fungdes que cada um desses médulos desempenha no metabolismo celular. Eles introdu-
ziram um algoritmo para esse fim que apresentou bons resultados na pratica. Em redes
regulatdrias de genes (SHEN-ORR et al., 2002) e redes de interacdo proteina-proteina
chamadas de PPI (SCOTT et al., 2006), (FREIRE; LIMA; ROJAS, 2018) investigaram este

problema para a estrutura especifica das arvores. Nesse caso, as redes representam
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certas interacdes bioldgicas. Eles propuseram modelos de programacao linear inteira e
apresentaram resultados experimentais para instancias reais de redes PPI.

Atualmente, pesquisadores de diferentes 4reas estdo aprendendo a lidar com
problemas de natureza discreta, classicamente conhecidos como problemas NP-dificeis.
Sabe-se que poucas sdo as técnicas que apresentam resultados praticos significativos,
em termos de solugdo exata, para problemas dessa magnitude. De fato, a complexi-
dade envolvida é um fator limitante crucial para o avanco computacional. Por outro
lado, existem diversas perspectivas de estudo que tem-se mostrado como poderosas
ferramentas para tratar tais problemas.

A motivagdo para estudar o MTPP surge da constatacdo de que, até o inicio desta
pesquisa, ndo havia na literatura abordagens baseadas em modelagem computacional

para o problema de interesse.

1.3 Contribuigdes

Todos os resultados deste trabalho proporcionam uma abordagem inédita na
literatura para o problema proposto, cujo impacto é comprovado pelas motivagdes

apresentadas. Assim, as seguintes contribui¢des sdo destacadas no presente trabalho:

e uma formulacdo do problema MTPP como um modelo de programacao inteira;

e simplificagdo do modelo de programagéo inteira para o problema MTPP para o
caso especifico de DAGs;

e algoritmo heuristico de tempo polinomial para o problema MTPP em grafos;

e resultados experimentais para instancias reais e aleatdrias.

1.4 Organizagdo do texto

Além deste capitulo de introdugdo, este trabalho possui outros seis capitulos.

Cada capitulo é detalhado a seguir:

e O Capitulo 1 é a introdugdo do trabalho e apresenta todo o contexto do estudo.
Ele descreve o problema estudado, bem como a sua aplicabilidade, motivacado e

contribuigdes desta dissertagao.
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e O Capitulo 2 é o capitulo onde é detalhado os conceitos computacionais utilizados
no trabalho. Ele explora principalmente os conceitos e terminologias utilizados
nas dreas de teoria dos grafos e teoria poliédrica.

e O Capitulo 3 é uma revisdo literdria que traz uma andlise de trabalhos semelhantes
ou tecnicamente importantes para o desenvolvimento deste estudo. Ele menciona
os principais resultados conhecidos para todas as variantes de problemas com
estruturas tropicais, com enfoque nos resultados conhecidos para o problema TPP.
Também descreve de forma mais aprofundada tais resultados.

e O Capitulo 4 apresenta os resultados de modelos de programagdo linear inteira
para o problema. Este capitulo inclui uma formulagdo linear inteira do problema
MTPP, bem como uma simplificacdo do modelo de programagéo linear inteira
para o caso especifico de grafos dirigidos aciclicos (DAGs) e uma formulagao
linear inteira do problema STPP.

e O Capitulo 5 apresenta a heuristica desenvolvida para o problema MTPP. Ele
comega com um algoritmo que extrai um grafo cacto a partir de um grafos simples
para utilizar um algoritmo heuristico para a versdo do MTPP aplicado a grafos
cactos. Em seguida, é apresentado o algoritmo heuristico.

e O Capitulo 6 realiza uma andlise empirica, que é o principal capitulo de validagado
dos resultados produzidos pela pesquisa. Através da andlise empirica dos resulta-
dos de experimentos computacionais realizados sobre todas as contribuigdes deste
trabalho, este capitulo traz importantes conclusdes e caracteristicas do modelo
PLI e da heuristica apresentados.

e O Capitulo 7 é a conclusdo do trabalho e apresenta as consideragdes finais. Todas
as conclusdes encontradas sdo discutidas, e sdo levantadas questdes em aberto

que podem ser exploradas em trabalhos futuros.
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2 Conceitos

Neste capitulo sdo definidos alguns conceitos basicos fundamentais relacionados
a este trabalho. No decorrer do trabalho utilizamos notacoes e defini¢des consistentes
com as que sdo geralmente usadas em teoria dos grafos, em complexidade computacional

e em combinatdria poliédrica.

2.1 Teoria dos grafos

A teoria dos grafos estuda rela¢des entre objetos de um determinado conjunto.
As estruturas utilizadas para estudar essas rela¢des sdo chamadas de grafos. Um grafo G
é um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto finito ndo vazio de objetos
denominados vértices e E(G) é um conjunto de pares ndo-ordenados e distintos de
vértices V(G) chamados arestas. Por simplicidade tais conjuntos serdo mencionados por
V e E e o nimero de vértices e arestas de G por n e m, respectivamente.

Por defini¢do e é uma aresta formada por vértices extremos u e v dito adjacentes.
Por simplicidade, denotamos uma aresta {u, v} por uv. O grau de um vértice v é o nimero
de arestas incidentes em v.

Uma aresta que possui o mesmo vértice em suas extremidades, ou seja, possui
extremidades idénticas é chamada de loop ou laco. Duas ou mais arestas com o mesmo
par de extremidades sdo consideradas arestas paralelas. Quando em um grafo, para toda
aresta ndo ha distin¢do entre vértice de origem (fonte) ou vértice de destino (alvo) temos
um grafo ndo-direcionado, ou grafo ndo-dirigido, ou ainda grafo ndo-orientado.

Observamos que na maioria dos textos, o objeto que definimos como grafo é
chamado de grafos simples. Em outras palavras, um grafo simples é um grafo nao
direcionado que ndo possui lacos nem arestas paralelas. Quando um grafo ndo é simples,
o grafo é dito ser um multigrafo.

Um grafo direcionado G é um par ordenado (V(G), A(G)), no qual A(G) é um
conjunto de pares ordenados e distintos de vértices V(G) chamados arcos. Se a é uma
aresta direcionada uv € A, entdo a sai de u e entra em v. O grau de entrada de um vértice
v é a quantidade de arestas que entram em v. De modo similar, o grau de saida de um

vértice v é a quantidade de arestas que saem de o.
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Neste trabalho, é denotado por 6(v) o conjunto formado pelos vértices vizinhos
de v, isto é, os vértices que estdo nas extremidades das arestas de v. Da mesma forma
6% (v) e 6~ (v) denotam o conjunto formado pelos vértices vizinhos de saida e entrada de
v, respectivamente.

Em muitos problemas reais, algumas caracteristicas adicionais sdo necessarias,
como custos associados as arestas. Esses problemas sdo modelados por grafos ponde-
rados. Para a modelagem de um grafo ponderado temos que para cada aresta e de G,
associa-se um ntmero real w(e), que chamaremos de peso de e. Entdo G, junto com esses
pesos em suas arestas, é chamado de grafo ponderado e denotado G = (V, E, w).

Um grafo G’ é dito ser um subgrafo de G se V(G') C V(G) e E(G’) C E(G) e
escrevemos G’ C G. Se G’ C G e G’ contém todas as arestas uv € E(G) com u,v € V(G'),
entdo G’ é um subgrafo induzido de G; dizemos que V(G’) induz G’ em G e escrevemos
G’ := G[V(G')]. Assim, Se W C V(G), entdo G — W denota o subgrafo obtido a partir de
G removendo-se W, i.e. G — W = G[V(G)\W]. Por simplicidade, se v é um vértice de G,
entdo G — v denota o subgrafo G ap6s a remogdo de v e as arestas que incidem em v.

Um caminho em G é um sequéncia alternada (P = uy,e,uz,€,...,6,-1,U,) de
vértices uy, Uy, ..., U, e arestas ey, e,...,e,.1, comn >1el <i<n,ondee; = (u; ujy1), Uy
e u, sao as extremidades de P e os vértices restantes sdo os vértices internos de P. Se u é
uma extremidade de P, denotamos que P é um u-caminho. Um ciclo é um caminho em
que u; e u, coincidem e n > 3.

Um grafo conexo é um grafo em que para quaisquer pares de vértices u e v é
possivel estabelecer um caminho deuavoudewva u.

Um grafo cacto, ou cacto para abreviar, é um grafo conexo em que quaisquer dois
ciclos simples tém no maximo um vértice em comum, equivalentemente, cada aresta
pertence a no maximo um ciclo simples. Um cacto G no qual um vértice é definido como
um raiz é chamado de cacto enraizado. A raiz de um cacto G é denotada por raiz(G).

Grafos direcionados aciclicos ou DAG sigla do nome em inglés “directed acyclic

graph”, sdo grafos direcionados sem ciclos.
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Coloracao de grafos

Coloragio de grafos é uma fungdo que atribui rétulos tradicionalmente chamados
cores a elementos de um grafo. Neste trabalho os rétulos sao atribuidos aos vértices
do grafo e cada vértice recebe somente uma cor. Assim uma coloragdo dos vértices
de um grafo G = (V,E) é uma funcdo C : V — C, onde C é um conjunto de cores.
Convencionamos aqui se C é uma coloragdo, entdo C denota o conjunto de cores usadas
por C.

Importante esclarecer que a coloracdo de grafos aqui descrita é uma simples
atribuicdo de cores aos vértices onde ndao obedece nenhuma definigdo clédssica de
coloracdo de grafos entendida em teoria de grafos como a coloragdo prépria em que
dois vértices adjacentes ndo podem ter a mesma cor (WEST et al., 2001).

Uma coloragdo dos vértices de um grafo é geralmente definida por uma carac-
teristica que desejamos estudar e que estd associada aos objetos que se referem aos
vértices. Embora qualquer conjunto de elementos podem representar as cores de uma
coloragéo, neste trabalho os niimeros naturais siao empregados para representar tais
cores. Um grafo colorido é um par (G, C) que consiste em um grafo G e uma coloragdo C

de G.

2.2 Programagdo linear inteira

Um problema de programacdo linear (PL) consiste em um problema de maximizar
ou minimizar uma fung¢do objetivo sujeita a um namero finito de restri¢cdes lineares.
Estas restri¢des podem ser igualdades e/ou desigualdades. Problemas com essa estrutura
surgem em diversas situagdes reais, por esse motivo a programacao linear vem sendo
utilizada em larga escala tanto teoricamente quanto na pratica (THIE; KEOUGH, 2011).

Um tipo especial de modelo de programacdo linear sdo os problemas de
programacdo linear inteira (PLI) ou apenas programacao inteira (PI) onde algumas ou
todas as varidveis do problema pertencem ao conjunto dos niimeros inteiros. Enquanto
PL’s podem ser resolvidos em tempo polinomial, em PLI’s, a adi¢do de uma restri¢do
ao modelo, em que suas varidveis possuem valores inteiros torna o problema em geral

NP-Dificil (CORMEN et al., 2009).
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Caso todas as varidveis do problema sejam inteiras, o modelo é chamado de
programacao inteira pura. No caso em que algumas varidveis ndo possuam restri¢oes
de integralidade, o modelo é chamado de programagao inteira mista e o caso em que
todas as varidveis possuem valores bindrios 0,1 é chamado programacao inteira bindria
(WOLSEY, 2020). Resolver programas inteiros é uma tarefa NP-dificil em geral.

Um problema de PLI pode ser definido como: dados dois vetores c € R" e b € R"
, e uma matriz A € R™", encontrar um vetor x € N que maximize (ou minimize) cx, tal
que Ax < b (ou Ax > b, no caso de maximizac¢do). Um modelo de programacao linear

inteira de maximizagdo, por exemplo, é da seguinte forma:

maximizar cx
sujeitoa Ax < b
x € Z%
Observando esse exemplo, podemos notar que Ax < b é um sistema de inequagdes
(ou restri¢des) lineares. A funcdo objetivo do modelo é a fungdo linear cx. Qualquer
vetor x que satisfaca as restrigdes € uma solugdo vidvel para o modelo e esta solugédo é

considerada 6tima se o valor da sua fungao objetivo for maior que qualquer valor de

uma solugdo vidvel para o modelo.

2.3 Teoria dos poliedros

Dado um subconjunto S € R”, um vetor x € R" é uma combinagédo linear dos

t
X = Zaixi

i=1

vetores x1,X,...,x: € R", se

para algum a = (ay,...,a;) € R'". Uma tal combinagio linear é chamada afim, se
a1+ -+ ap = 1; conica, se oy, ..., a; > 0; convexa, se for afim e cOnica.

Para um conjunto ndo-vazio S C R" denotamos por lin(S) o fecho linear dos
elementos de S; isto é, o conjunto de todos os vetores que sdo combinagdo linear de um
numero finito de vetores de S. Analogamente, definimos os fechos afim, conico e convexo,
denotados por afim(S), cone(S) e conv(S), considerando a combinagdo correspondente.
Se S for o conjunto vazio, entdo lin(S) := cone(S) := 0 e conv(S) = afim(S) := @ . Dizemos
que S C R" é um subespaco linear se S = lin(S). Analogamente, definimos subespaco

afim, cone e conjunto convexo. Se A é uma matriz, entdo cada um dos conjuntos
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lin(A), afim(A), cone(A) e conv(A) sdo definidos analogamente, considerando-se os
vetores-coluna de A.

Um conjunto S C R" é linearmente independente se para qualquer subconjunto
finito {x1,...,x:} de S, sempre que Zle a;x; =0,onde a; € R, temosque a; =--- = a; = 0.
Dizemos que S é afim-independente se para qualquer subconjunto finito {x;,...,x;} de
S,Zle a;x; = 0, onde a; € R e Zle a; = 0, implica a; = --- = a; = 0. Um conjunto
S é linearmente dependente se ele nédo for linearmente independente. Definimos afim-
dependente de forma anéloga.

Para S € R", o posto de S, denotado por posto(S), é a cardinalidade de um
maior subconjunto de S que é linearmente independente. Analogamente, definimos
o posto afim de S, denotado por posto-afim(S), como sendo a cardinalidade de um
maior conjunto afim independente contido em S. Observe que 0 é afim-independente,
mas ndo é linearmente independente. Por outro lado, se S € um conjunto linearmente
independente, entdo S é afim-independente. Prova-se que para todo S € R", se 0 €
afim(S), entdo posto-afim(S) = posto(S) + 1; e se 0 ¢ afim(S), entdo posto-atim(S) =
posto(S).

O posto de uma matriz A, denotado por posto(A), é o posto do conjunto de
vetores-coluna de A, que prova-se ser igual ao posto do conjunto de vetores-linha de A.
Uma matriz A € R™" tem posto-linha completo se posto(A) = m, e tem posto-coluna
completo se posto(A) =n.

Para S € R", a dimensio dim(S) de S é definida como dim(S) := posto-afim(S) -
1.Dizemos que S tem dimens&o plena se dim(S) = n.

Um poliedro P € R" é um conjunto de vetores que satisfazem um ndamero finito

de desigualdades lineares; isto é
P ={x € R"Ax < b},

onde A € R™" é uma matriz e b € R” é um vetor. Um poliedro # definido por uma
matriz A e por um vetor b é denotado por P(A, b).

Um poliedro P(A, b) é um poliedro P definido por uma matriz A e por um vetor
b. Um politopo é um poliedro limitado, isso significa que existe um real a tal que todo
ponto x € P satisfaz ||x|| < a.

Um poliedro é chamado semi-espaco se a € R" e a € R entdo o poliedro é definido

por: {x € R"|a’x < a}.
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Um conjunto {x € R"ja’x < a}, onde a é ndo nulo, é chamado hiperplano. O
hiperplano é um conjunto de pontos que divide o espaco em dois.

P(A, b) é uma interse¢cdo de um ntimero finito de semi-espagos, pois cada uma
das linhas da matriz A juntamente com a correspondente entrada do vetor b define um
semi-espaco.

Resultados e outros conceitos sobre poliedros, podem ser encontrados no texto

de Ferreira e Wakabayashi (1996).

2.4  Complexidade computacional

Ao analisar um algoritmo, um dos principais pontos a se analisar é o tempo de
computagdo necessdrio para encontrar uma solugdo; os principais recursos medidos
para classificar a complexidade de um problema sdo o tempo e o armazenamento, porém
outras medidas de complexidade também podem ser usadas.

Uma classe de complexidade importante é NP, que significa “tempo polinomial
ndo deterministico”. Note que no decorrer do trabalho trataremos de um problema
inserido na classe de problemas NP-dificil. Um problema Q é considerado NP-dificil
se todos os problemas D em NP forem redutiveis a Q em tempo polinomial. Ou seja,
existem dois algoritmos polinomiais, de modo que o primeiro produz uma instancia
J(I) de Q para qualquer instancia I de D, e o segundo produz a resposta correta para
I dada uma solugéo para J(I). Podemos dizer informalmente que o problema é pelo
menos tdo dificil quanto os problemas mais dificeis em NP e que o problema ndo pode
ser resolvido em tempo polinomial.

Recomendamos que para um maior aprofundamento na defini¢do formal da
teoria de complexidade computacional e da classe de problemas NP-dificil o leitor veja

os livros de Arora e Barak (2009) e de Conforti, Cornuéjols e Zambelli (2014).
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3 Revisao literaria

Este capitulo apresenta uma revisdo da literatura sobre problemas relacionados
a busca de caminhos tropicais em grafos. Sdo abordadas as principais contribui¢des
do trabalho de Cohen et al. (2019) acerca da dicotomia da complexidade do MTPP.
Esse trabalho apresenta resultados relevantes para o problema MTPP, especialmente
para DAGs e grafos cacto. As provas apresentadas por Cohen et al. (2019) sobre a
NP-dificuldade do problema MTPP para esses tipos de grafos sdo particularmente

relevantes para este trabalho.

Motifs

O conceito de padrdes de cores ou padrées coloridos usados na bioinformatica
estd relacionado ao conceito de caminhos tropicais. Para compreender o estado da arte
do estudo de Motifs, foram buscados inicialmente artigos que realizassem uma revisao
sistemdtica, categorizando as principais abordagens, técnicas, vantagens, desvantagens
e outras caracteristicas relevantes. Ademais, foi adicionada uma breve revisdo de alguns
trabalhos que apresentaram conhecimentos importantes para o entendimento do estudo

de Motifs em relagdo ao problema TPP.

e O artigo de Sandve e Drables (2006) apresenta uma revisdo dos métodos de
descoberta de Motifs no DNA, utilizando uma estrutura bem definida que integra
todos os elementos relevantes.

e Em Makolo (2015), é realizada uma anélise comparativa dos altimos desenvolvi-
mentos em algoritmos de descoberta de Motifs e é proposto um algoritmo baseado
em uma abordagem combinatéria de padrdes e estatistica.

e Ja o artigo de Hashim, Mabrouk e Al-Atabany (2019) apresenta uma classificagao
geral dos algoritmos de descoberta de Motifs, com novas subcategorias que

facilitam a construgdo de um algoritmo de descoberta de Motifs bem-sucedido.

A seguir estdo descritos, de forma sucinta, os trabalhos que foram julgados
importantes para este estudo por relacionarem conceitos de Motifs e caminhos ou Motifs

e modelos PLI
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e Scott et al. (2006) adaptou e estendeu técnicas eficientes para encontrar caminhos
em grafos para o problema de identificar caminhos em redes de interagdo de
proteinas. Eles apresentaram algoritmos de tempo linear para encontrar caminhos
em redes sob vdrias restrigdes biologicamente motivadas. Essa metodologia foi
aplicada para buscar vias proteicas na rede de interacdo proteina-proteina de
levedura. O artigo demonstra que o algoritmo é capaz de reconstruir vias de
sinalizagdo conhecidas e identificar caminhos funcionalmente enriquecidos de
maneira ndo supervisionada.

e Costa (2007) apresenta o conceito de caminho aleatério e o aplica para a investigagdo
de propriedades estruturais de redes complexas e como meio para estimar o
caminho mais longo.

e Joshi et al. (2010) apresentou um plugin Cytoscape para estudar a resposta
celular a perturbagdes de fatores de transcri¢do, integrando dados de expressao
perturbacional com redes de transcri¢do, proteina-proteina e fosforilacgéo.

e Fellows et al. (2011) estudou o problema de encontrar ocorréncias de Motifs em
grafos coloridos por vértices. Esse problema ndo esta interessado na estrutura real
da ocorréncia do padrdo, apenas exige que preserve o requisito topolégico basico
de conectividade.

e Freire, Lima e Rojas (2018) investigaram o problema de busca de Motifs com
nimero minimo de componentes conexos para a estrutura especifica das drvores.
Nesse caso, as redes representam certas interagdes biolégicas. Eles propuseram
modelos de programacdo linear inteira e apresentaram resultados experimentais
para instancias reais de redes PPL

e Thejaswi, Gionis e Lauri (2020) estudou uma familia de problemas de deteccao
de padrdes em grafos temporais coloridos por vértices. Em particular, dado um
grafo temporal colorido por vértice e um multiconjunto de cores como uma
consulta, o objetivo é buscar caminhos temporais no grafo que contenham as cores

especificadas na consulta.
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Caminhos em Grafos

Encontrar um caminho especifico em um grafo é um dos problemas fundamentais
na teoria dos grafos. Isso se deve ao fato de que o cldssico problema das sete pontes de
Konigsberg, apresentado por Euler (1736), considerado o primeiro resultado da teoria
dos grafos que consiste em encontrar um caminho em um grafo.

Um dos problemas mais famosos em teoria de grafos que busca encontrar um
caminho é o problema do caixeiro viajante, que ja foi amplamente estudado por diversos
pesquisadores. Existe um caso especial desse problema, conhecido como o problema
do ciclo hamiltoniano. Um caminho hamiltoniano é um caminho que passa por todos
os vértices de um grafo, sem repetir nenhum deles. Préximo ao problema do caminho
hamiltoniano temos o problema do caminho mais longo, que consiste em encontrar um
caminho simples de comprimento maximo em um grafo.

Os trés problemas citados acima, desde seus respectivos surgimentos, vém sendo
amplamente estudados por diversos pesquisadores. Na literatura, é possivel encontrar
indmeros trabalhos com abordagens baseadas em modelagem computacional e geragdo
de algoritmos, tanto exatos para classes de grafos especificas quanto heuristicas, visto
que os trés problemas sdo NP-dificeis.

Ao observar as defini¢des das versdes do problema TPP, é possivel notar que no
caso especial em que cada vértice tem uma cor distinta, o problema MTPP se reduz ao
problema do caminho mais longo. Além disso, o STPP também se reduz ao problema
do caminho mais longo, sempre que cada vértice tem uma cor distinta e todos os pesos
das arestas sdo iguais.

O problema do caminho mais longo tem sido recentemente investigado e diversos
trabalhos relacionados podem ser citados, como o trabalho de Rezende e Wakabayashi
(2015). Sabe-se que, para qualquer constante € > 0, ndo é possivel aproximar o caminho
mais longo em um grafo geral por uma razdo constante em tempo polinomial, a menos
que P = NP. Também é sabido que ndo é possivel aproximar o caminho mais longo em
um grafo geral por uma razao 2°%¢"“" a menos que NP esteja contido dentro de um
tempo deterministico quase polinomial (KARGER; MOTWANI; RAMKUMAR, 1997).
Porém, o problema do caminho mais longo pode ser resolvido em tempo polinomial

para varias classes especiais de grafos, como grafos aciclicos direcionados (DAGs),
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arvores, grafos de blocos, grafos biconvexos intervalares, entre outros (IOANNIDOU;
MERTZIOS; NIKOLOPOULOS, 2009; UEHARA; UNO, 2004; UEHARA; VALIENTE,
2007; MARKOV et al., 2012).

No que diz respeito a busca por caminhos coloridos em grafos, atualmente, é
comum definir um caminho colorido como um caminho em que vértices adjacentes
possuem cores distintas, o que é conhecido como coloracdo prépria. No entanto, no TP,
dois vértices adjacentes podem ter a mesma cor na solugéo.

Para analisar o estado da arte, serdo apresentados e discutidos alguns trabalhos
selecionados relacionados a caminhos coloridos.

Normalmente, os estudos sobre grafos coloridos nos vértices estdo intimamente
relacionados a coloragdo prépria. Fung (1989) investigou a existéncia de caminhos
coloridos que incluem todas as cores em coloragdes proprias 6timas de vértices de
grafos. Em relagdo a esse problema, o trabalho de Li (2001) estudou uma versdo em
que os caminhos come¢am em qualquer dado vértice, com o objetivo de determinar
a existéncia desses caminhos. Embora esses problemas sejam semelhantes ao TPP, a
caracteristica de coloragdo prépria dos vértices diferencia-os e essa diferenga torna-se
mais evidente ao analisar as provas simples apresentadas por Lin (2007) em relagdo aos
resultados desses trabalhos, pois essas provas ndo se aplicam ao TPP.

Assim como muitos trabalhos definem grafos coloridos nos vértices como grafos
com uma coloragdo prépria, muitos trabalhos também definem um caminho colorido
como um caminho que possui uma coloragado prépria de seus vértices. O trabalho de
Akbari, Liaghat e Nikzad (2011) utiliza tal conceito de caminho colorido no estudo que
verifica se existe uma coloragdo para um grafo com um caminho colorido que possua
todas as cores do grafo e inicie a partir de cada vértice do grafo.

Um trabalho importante que estuda uma das variagdes de caminhos coloridos é
o de Kowalik e Lauri (2016), que analisa o problema de encontrar caminhos coloridos,
dentre outros problemas relacionados a subconjuntos coloridos. Esse trabalho define
um caminho colorido de acordo com a defini¢do introduzida pelo cléssico trabalho de
Alon, Yuster e Zwick (1995), que define que dado um grafo G = (V, E) e uma fungdo de
coloragdo arbitrdria c : V — [k], um caminho colorido é um caminho com k vértices que
visita cada cor. E importante notar que a coloragio do grafo tem k cores e o problema
busca um caminho com k vértices, logo as cores ndo repetem, sendo assim um caminho

de coloracdo propria, diferentemente do TPP.
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Outros trabalhos, estudaram caminhos propriamente coloridos em grafos pro-
priamente coloridos com diferentes abordagens em classes especificas de grafos. Por
exemplo, o trabalho de Babu et al. (2017) investigou essa questdo em grafos livres de
tridngulos, enquanto o trabalho de Dondi e Hosseinzadeh (2021) trabalhou com a mesma
estrutura em grafos temporais.

E interessante mencionar o estudo realizado por Bessy e Bousquet (2017) sobre
caminhos coloridos em grafos 3-cromaticos. Este estudo prova que todo grafo conexo
3-cromaético, com excegdo de C7 (um grafo de ciclo com 7 vértices), admite uma colora¢do
de 3 vértices em que cada vértice é o inicio de um caminho 3-cromatico com 3 vértices.
Vale ressaltar que um grafo 3-cromético é aquele em que todos os vértices podem ser
coloridos com trés cores distintas, de forma que nenhum vértice adjacente tenha a
mesma cot, e 0 mesmo se aplica aos caminhos 3-cromadticos. Assim, é notdvel que este
trabalho est4 diretamente relacionado ao conceito de coloragdo prépria.

Ao analisar o estado da arte da pesquisa sobre caminhos coloridos, observa-se
que os estudos atuais se concentram em caminhos propriamente coloridos. No entanto, o
problema TPP apresenta uma versdo diferente, mas muito relacionada a versao classica,

do conceito de caminhos coloridos.

Problemas que utilizam outras estruturas tropicais

Os primeiros resultados encontrados para problemas de estruturas tropicais
em grafos foram sobre conjuntos conexos tropicais de tamanho minimo, obtidos por
(CHAPELLE et al., 2014). Esses estudos estdo relacionados ao problema de ocorréncia de
Motifs em grafos, que tem vdrias aplica¢cdes em biologia e redes metabdlicas, e tem sido
amplamente estudado nos tltimos anos. Outros problemas sobre conjuntos tropicais em
grafos foram abordados nas seguintes referéncias: (COHEN et al., 2017), (D’AURIAC et
al., 2016) e (D’AURIAC et al., 2018).

3.1 Caminhos tropicais em grafos coloridos no vértices

O principal trabalho relacionado a este estudo é o artigo de Cohen et al. (2019),

que introduz o problema do caminho tropical em grafos e suas versoes de otimizagéo.
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Como principais contribui¢des, Cohen et al. (2019) trazem uma visdo geral da
dicotomia da complexidade do STPP e do MTPP. Especificamente, mostram que ambos
os problemas sdao NP-dificeis para DAGs, grafos cacto e grafos de intervalo. Isso contrasta
com o problema do caminho mais longo, que é polinomial para essas classes de grafos.

O trabalho também apresenta algoritmos para os problemas STPP e MTPP. Para
o problema STPP, é provada uma propriedade sobre a estrutura das solugdes 6timas
que é util para projetar um algoritmo parametrizado fixo. Dado um conjunto de cores C,
seja P um caminho mais curto de # a v em G° com seu conjunto de cores C(P) = Ce P’
um subcaminho de P de w a t com seu conjunto de cores C(P’) € C(P). Entdo, P’ deve ser
um caminho mais curto de w a t em G° com o conjunto de cores C(P’). Como resultado,
isso produz um algoritmo de programacdo dindmica com complexidade O(2°n?), onde ¢
é o nimero total de cores no grafo de entrada. Esse algoritmo de parametro fixo pode
ser util em aplicagdes praticas de grafos coloridos por vértices onde o ntimero de cores
¢é pequeno.

Para o MTPDP, é mostrado que ele pode ser resolvido em tempo polinomial para
varias classes de grafos, como drvores, grafos de blocos, grafos de intervalo préprio e,
em particular, para grafos de cadeia bipartidos e grafos de limiar, que sdo os principais
resultados relacionados ao MTPP. Sdo apresentados dois algoritmos polinomiais, um
para grafos de cadeia bipartidos com tempo de execucdo O(c - M(m, n)) e outro para
grafos de limiar com tempo de execugao max(O(c - M(m, n)), O(n*)), onde M(m,n) é o
tempo de execugdo para encontrar um emparelhamento maximo (o maior conjunto
possivel de arestas ndo adjacentes) em um grafo geral com m arestas e n vértices. A ideia
principal por trds desses algoritmos é mostrar que em grafos de cadeia bipartidos, bem
como em grafos de limiar, o ntimero de cores de qualquer caminho tropical maximo
estd fortemente relacionado ao nimero de cores de qualquer correspondéncia tropical.
Em particular, é exatamente igual ao namero de cores de qualquer combinacéo tropical
ou é um a mais do ndmero de cores de qualquer combinacéo tropical. Essa propriedade
crucial permite identificar o conjunto de vértices candidatos para caminhos tropicais
maximos e usar algoritmos eficientes de caminho mais longo (IOANNIDOU; MERTZIOS;
NIKOLOPOULOS, 2009; UEHARA; VALIENTE, 2007) nesses vértices para calcular os

caminhos tropicais maximos correspondentes.
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Complexidade computacional do problema MTPP

A seguir, apresentamos o resultado obtido por Cohen et al. (2019), que estabelece
que o problema MTPP é NP-dificil para DAGs e grafos cacto.

O MTPP é ainda mais dificil do que o problema do caminho mais longo. Como este
altimo ndo pode ser aproximado por nenhum fator constante (KARGER; MOTWANI;
RAMKUMAR, 1997), fica evidente que nenhum algoritmo de tempo polinomial pode
encontrar uma aproximacdo de fator constante para o MTPP, a menos que P = NP. O
Teorema 3.1.1 mostra que o MTPP é NP-dificil para casos especiais de grafos, como

DAGs, grafos cacto e grafos de intervalo, por meio de redugdes adequadas de MAX-SAT.
Teorema 3.1.1 MTPP é NP dificil para DAGs e grafos cacto .

Prova Considere uma expressao booleana B na CNF com varidveis X = xy,...,x; e
cldusulas B = by, ..., b;. Além disso, suponha que B contenha exatamente 3 literais por
clausula (na verdade, também podemos considerar cldusulas de tamanho arbitrério).
Mostramos como construir um grafo colorido por vértices G° associado a qualquer
térmula B, tal que existe uma atribuicdo de verdade as varidveis de B satisfazendo #’
cldusulas se e somente se G° contém um caminho com #' + 1 cores distintas. Suponha que
VY1 < i <s, avariavel x; apareca nas clausulas by, by, . . ., biy € X; aparece nas cldusulas

b, b,

by, .., b, em que b;; € B e b} € B. Agora um grafo colorido nos vértices G° é

if;
construido da seguinte forma. Criamos s + 1 vértices: s = vy, 0,...,0s, 0541 = t. Para
cada par de vértices (v;,v; + 1), criamos dois caminhos direcionados de v; para v;,1:
(v = by = bp = -+ = by, > vip1) e (v > b, > b, > - — blfﬁl_ — 0;41). Esses dois
caminhos correspondem a duas variaveis x; e X;, respectivamente. Agora usamos ¢ + 1
cores para G°: uma cor ¢ e cada cor ¢; para cada clausula b;, 1 <i < t. Todos os vértices
v; sdo coloridos com ¢y, 1 < i <s + 1. No caso b;; é b; em B entdo o vértice b;; é colorido
com a cor ;. Procedemos analogamente para b’ik. Observe que nosso grafo construido é
um DAG.

Dada uma atribuicdo de verdade para B, obtemos um caminho de s para t em
G como segue. Para cada varidvel x; que é verdadeira, selecionamos o subcaminho
(vi = by = bp = -+ = biy, = vi41) no caminho final. Caso contrério, para cada varidvel

x; que € falso, selecionamos (v; = b, > b), > - — b;ﬁ‘ — Vit1).
1
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Figura 2 — Redugdo do problema MAX-SAT para MTPP para DAG, grafo cacto.

Fonte — Cohen et al. (2019)

Por outro lado, de um caminho de s para t em G, obtemos uma atribuigdo de
verdade para B como segue. No caso do nosso caminho seguir (v; = by = bpp — --- =
bio, = vir1), entdo atribuimos x; como verdadeiro; caso contrdrio, x; é atribuido como
falso. Observe que se uma clausula b; estiver satisfeita, entdo a cor correspondente ¢;
aparecerd em nosso caminho final e vice-versa. Assim existe uma atribui¢do de verdade
para as varidveis de B satisfazendo t’ cldusulas se e somente se G° contém um caminho
com t’ + 1 cores distintas. Em outras palavras, opt(G) = opt(B) + 1 em que Opt(G) é o
namero de cores de um caminho tropical méximo e Opt(B) é o nimero méaximo de
clausulas satisfeitas. Como um consequéncia, o MTPP é NP-dificil para DAGs. Note
que se ndo considerarmos as dire¢des das arestas de G, entdo obtemos um grafo cacto.

Assim, o lema também vale para grafo cacto.
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4 Modelos de programacao linear inteira

Neste capitulo, é apresentado um modelo de programacéo linear inteira para o
MTPP para grafos em geral. Também é mostrado que a formulacdo pode facilmente
ser simplificada e aplicada para grafos aciclicos direcionados (DAGs). E por tltimo, é
obtido um modelo de programacéo linear inteira para STPP.

Ao longo deste capitulo considere k e 1 inteiros positivos, onde n representa o
namero de vértices do grafo e k representa o nimero de cores utilizadas pelo grafo.
Além disso, suponha que n > 3 e k > 3, caso contrério, a instancia correspondente pode

ser facilmente resolvida.

4.1  Uma formulagdo linear inteira do problema MTPP

Para formular o MTPP como um programa linear inteiro, considere que uma
instancia desse problema consiste em um grafo colorido nos vértices G- = (G, C). Para a
formulacdo apresentada, cada aresta uv € E, serd substituida por dois arcos direcionados
uveovu, A ={(u,v)VU(v,u),Vuv € E}.

Para cada vértice u € V e cor c € C, considere a varidvel bindria X, como segue:

1, se o vértice u de cor c esta na solucdo,
Xuc =

0, caso contrario.

Para cada arco uv € A, considere a varidvel binaria Y, com o seguinte significado:

1, se o arco uv esta na solugao,
Yuv =

0, caso contrario.
Para expressar a fun¢do objetivo, considere a variavel Z., para cada cor c € C,

definida como segue:

1, sea cor c esta na solucdo,
Z. =
0, caso contrario.
Por fim, é usada uma funcdo I, : V.— IN que enumera, rotula os vértices ao longo

do caminho em ordem crescente. Tal fungdo é apresentada em Miller, Tucker e Zemlin

(1960) com intuito de eliminar ciclos na solucao.



Capitulo 4. Modelos de programacéo linear inteira 36

A seguir é apresentado uma formulagao 0/1 para o MTPP como segue:

max Z Z.

ceC
s. t.
Z. < Z Xoe, VeeC (1)
ueV

wa - Z Y, >0, VoeV )
ceC ued=(v)

ZXW— Z Yoo 2 0, VoeV 3)
ceC wed*(v)

(lv - lu) 2 Yuv - (1 - Yuv)N/ Yuv e A (4)
ZZXM_ZZY”U:L (5)
ueV ceC ueV veVv

Xue, Yuo € 10,1}, Yue VNYuve A, YceC (6)
Z.€(0,1},1, > 0; Vo e VVceC @)

A fungdo objetivo maximiza o niimero de cores que devem compor a solugao.

A restricdo (1) impede que a varidvel Z, assuma valor 1 sem que pelo menos um

vértice de cor c esteja na solugdo.

Dado um vértice v, as restrigdes (2) e (3) garantem que se um vértice v esté
na solugdo o ntmero de arestas de entrada e saida de v serdo no maximo 1,

respectivamente, trata-se da restri¢do de conservagao do fluxo.

A restri¢do (4) faz uso da fungdo I, que permite numerar os vértices ao longo do
caminho em ordem crescente. Se um dado arco (1, v) estd na solugéo, o lado direito
da inequacdo é 1 e a diferenca entre os rétulos associados aos vértices do arco
uv deve ser pelo menos 1. A lacuna dessa diferenca, no lado esquerdo, mostra
exatamente a distancia entre dois vértices em uma solugdo. Essa desigualdade é
essencial para se evitar ciclos na solugéo.

¢ Aigualdade (5) garante que a diferenca entre o nimero de vértices e o nimero
de arestas que compde a solugdo é exatamente 1. Vale ressaltar que a restri¢ao (5)
isoladamente ndo elimina ciclos, embora seja verdadeira para caminhos e arvores.
Por exemplo, podemos ter uma solugdo desconexa formada por um ciclos e um

caminho e ainda satisfazer a restricao (5).
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o As restri¢des (6) e (7) garantem a condi¢do de integralidade das variaveis.

Uma vez que o objetivo do problema MTPP é encontrar um caminho P cujo
conjunto de cores usadas por P seja o maior possivel, 0 modelo apresentado resolve o

problema MTPP e serd provado a seguir.

Teorema 4.1.1 A solugdo restrita x das solugdes inteiras (x,y,z) para a formulagio de (1) a (7)

define um caminho no grafo (G, C) que usa |C’| cores, onde C’' C C.

Prova Para qualquer solugdo inteira vidvel (x, v, z) da formulagdo, seja Vp = {u : X, = 1},
Ap={uv:Y,, =1} e Cp = {c: Z. = 1}. Note que se um vértice u € Vp entdo c € Cp. Seja
C’ o conjunto formado pelas cores dos vértices em que X, = 1. Se um arco uv € Ap, pela
restricao (2), ). .cc Xoc = 1 e pela restricao (3), }..cc Xuc = 11ogo u,v € Vp. Pelas mesmas
condi¢des impostas nas restri¢des (2) e (3), para todo u € Vp, existe no maximo um arco
saindo de u e no méximo um arco entrando em u. Note que o subgrafo G = (Vp, Ap, Cp)
estd bem definido, porém, ndo necessariamente conexo. Se um arco uv € Ap, pela
restricdo (4) Y., = 1 e a diferenca entre os rétulos dos vértices u e v tem que ser pelo
menos um, o que impede circuitos. Esta restri¢do juntamente com a restrigdo (5) garante
a conectividade de G e portanto x indica um caminho que usa C’ cores, o que completa

a prova.

F sabido que 0o MTPP também é NP-dificil para DAGs. Na formulagdo proposta,
para instancias de DAGs, a restrigdo 4 pode ser removida uma vez que ndo temos ciclos.
Destacamos que para instancias de DAGs, ndo é realizada a substituigdo das aresta por

arcos direcionados, pois DAGs ja possuem a caracteristica de terem arcos direcionados.

4.1.2 Andlise da complexidade do modelo

Uma indicacdo da boa qualidade dessa modelagem para o MTPP é que cada
conjunto de restri¢des tem uma quantidade linear de desigualdades adicionadas ao
modelo. Note que as restricdes 1 adicionam |C| desigualdades, as restricdes 2 e 3
adicionam cada uma |V| desigualdades e as restri¢des 4 adicionam 2|A| desigualdades.
Para completar, a 5 adiciona uma desigualdade ao modelo. Pela somatéria geral, o
modelo possui |C| + 2|V]| + 2|A| + 1 desigualdades, ou seja, possui uma quantidade linear

de desigualdades em relacdo ao tamanho da instancia.
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4.2 Uma formulagdo linear inteira do problema STPP

Outro problema diferente do MTPP, mas também relacionado ao problema TPP,
¢ o STPP. Neste problema, dado um grafo ponderado colorido nos vértice G- = (G, C, w)
e dois vértices s e t, 0 objetivo consiste em encontrar um caminho tropical de s a t com
peso total minimo. Note que embora o MTPP e o STPP sejam problemas que buscam
por caminhos tropicais, os objetivos propostos sdo distintos e somente uma solugdo
6tima para o STPP pode ser vista como uma solugdo 6tima para o MTPP, o reciproca
nao é verdade.

Esta secdo apresenta uma formulagdo do STPP como um programa linear inteiro.
Considere que uma instancia desse problema consiste em um grafo ponderado colorido
nos vértices G = (G, C,w) e dois vértices do grafos e t.

Na formulagdo do STPP toda aresta uv € E foi substituida por dois arcos
direcionados uv e vu, de forma que A = {{(u,v) U (v, u), Yuv € E}}. O peso atribuido a cada
arco uv € A é equivalente ao peso w(uv) de sua aresta correspondente. A formulagdo do
STPP mantém as varidveis X, e Y, seguindo as mesmas defini¢des da formulagdo para
o MTPP.

Para expressar a funcdo objetivo, considere constantes w,,, para cada arco uv € A,
que define o peso atribuido ao arco uv.

Assim como no problema MTPP, na formulagdo para o problema STPP é usada
a funcdo [, : V. — IN apresentada por Miller, Tucker e Zemlin (1960) com intuito de
eliminar circuitos da solucao.

A seguir é apresentada uma formulagdo 0/1 para o STPP como segue:
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min Z Z Wi Y uo

ueV veV
s. t.

Z Xpe 21, VeeC (8)
ueV

ZXUC_ Z Y =0, Yo e V_{S/t} (9)
ceC ued=(v)

Z ch - Z Yvw = 0/ YoeV - {S/ t} (10)
ceC wedt (v)

Y Yo=1,) Yu=0, (11)
ved*(s) ved~(s)

Z th = 1/ Z YtU = 0/ (12)
ved(t) vedt(t)
(I, —1,) > Yuo — (1 = Yuo)N, Vuv € A (13)
Xue, Yo € (0,1}, Vue V,Vuve ANceC (14)
I, >0; YoeV,VYceC (15)

Note que apesar das semelhancas entre as restri¢des das formulacdes MTPP e
STPP, as restri¢des definem um conjunto de solugdes validas distintas, principalmente
pela diferenca entre objetivos dos problemas.

Uma vez que o objetivo do problema STPP é encontrar um caminho P de s a t cujo
conjunto de cores usadas por P possua todas as cores do grafo de entrada com o menor
peso possivel, a primeira caracteristica é determinar que a funcdo objetivo minimize o
peso em relagdo as arestas que compdem a solucdo. Note que a restrigdo (8) garante que
pelo menos um vértice que possua cada cor ¢ esteja em P. Como P sempre possui todas
as cores do grafo de entrada, entdo a solugdo é 6tima, e P é um caminho tropical.

As igualdades (11) e (12) definem respectivamente que o ntimero de arcos que
saem de s é 1 e o niimero de arcos que entram em s é 0 e o ntiimero de arcos que entram
em t é 1 e nimero de arcos que saem de ¢ é 0. Como todos os outros vértices do caminho
sdo vértices internos, as restricoes (9) e (10) definem o niimero de arcos de entrada e
saida dos vértices internos como exatamente 1.

A restrigdo (13) se repete em relagdo a formulagdo para o MTPP e permite numerar

os vértices ao longo do caminho em ordem crescente. Reforcando, essa desigualdade
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é extremamente poderosa para evitar ciclos na solugdo. As restri¢cdes de (9) a (13)
combinadas garantem que a solucdo seja exatamente um tinico caminho conexo de s a
t e ndo outra qualquer estrutura. Para manter a integralidade das varidveis temos as
restri¢coes (14) e (15).

O STPP também é NP-dificil para DAGs logo o modelo pode facilmente ser
simplificado para executar esse tipo de instdncia assim como feito para o MTPP.

A equagdo linear |C|+2|V|+2|A| representa o nimero de desigualdades adicionadas
ao modelo em relacdo ao tamanho da instancia para o problema STPP, uma restri¢do a

menos que no problema MTPP.

E de conhecimento que a modelagem de um problema NP-dificil como um
problema de programacao linear inteira ndo é uma solugédo pratica para o problema,
devido principalmente ao tempo de execugdo para instancias de grande porte, porém
tal formulacdo é muito importante para o estudo de problemas de natureza discreta.

Sabe-se que poucas sdo as técnicas que apresentam resultados praticos signi-
ticativos em termos de solucdo exata para problemas dessa magnitude. De fato, a
complexidade envolvida é um fator limitante crucial para o avango computacional.
Por outro lado, uma das poucas area de pesquisa que apresenta técnicas que tem-se
mostrado eficaz na resolugdo de instancias reais de grande porte é a combinatéria
poliédrica (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996).

A combinatéria poliédrica é um &rea da computagdo baseada na teoria de
poliedros e a de programacao linear. Em termos bem amplos, pode-se dizer que em
combinatdria poliédrica estuda-se propriedades de poliedros associados a problemas
combinatoérios (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996).

Alguns exemplos de técnicas que podem obter solugdes para problemas combi-

natérios sao:

e Algoritmos gulosos;
e Algoritmo simplex;
e Branch e bound;

e Branch e cut;

Programagdo dindmica;

Relaxacdo lagrangeana;

Métodos de planos-de-corte.
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Tais técnicas sdo implementadas aos problemas por meio de sua modelagem como
um problema de programacao linear inteira. O uso dessas técnicas apresentam bons
resultados em encontrar solugdes 6timas para instancias reais de grande porte de
problemas NP-dificeis. Uma outra vantagem de se usar tais métodos, é o fato de que
podemos derivar solugdes aproximadas para os problemas, com garantia de qualidade

(FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996).
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5 Heuristicas para o problema MTPP

Sabe-se que o MTPP é NP-dificil para grafos simples em geral, em especial para
DAG:s, grafos cacto e grafos de intervalo. A intratabilidade inerente do MTPP encoraja
o desenvolvimento de heuristicas que sdo projetadas para encontrar limitantes, no caso
inferiores, para o problema.

Heuristicas sdo métodos aproximativos utilizados dentro do contexto dos métodos
de otimizagdo. As heuristicas, quando bem desenvolvidas, geram boas solu¢des em um
tempo computacional vidvel para aplicagdes praticas (TALBI, 2009). O uso de heuristicas
para tratar problemas em otimizagdo vém sendo, hd muitos anos, uma alternativa aos
métodos exatos. Relembrando, métodos exatos sdo aqueles que garantem encontrar o
6timo global, mas podem demandar uma grande quantidade de recursos computacionais
e tempo para isto. A aplicacdo de heurfsticas para o tratamento de problemas da 4rea de
otimizacdo vem crescendo devido a sua capacidade de gerar solu¢des com qualidade
aceitdvel para problemas que possuem instancias consideravelmente grandes e dificeis
de serem tratadas.

Neste capitulo é apresentada uma heuristica de tempo polinomial para encontrar
caminhos tropicais maximos em grafos coloridos nos vértices. Nao foi encontrado na
literatura algoritmos exatos, de aproximagdo ou heuristicas para o problema MTPP. O
principal algoritmo da heuristica apresentada é chamado Tropical Cacto. O algoritmo
Tropical Cacto foi projetado a partir da ideia do algoritmo proposto por Markov et al.
(2012) que trata-se de um algoritmo de tempo linear para calcular caminhos mais longos
em grafos cacto. Com isso o algoritmo Tropical Cacto tem como entrada um grafo cacto
colorido nos vértices e calcula o nimero de cores de um caminho em um grafo cacto e
pode ser facilmente modificado para produzir um caminho colorido em um grafo cacto.

Com o propésito de utilizar o algoritmo Tropical Cacto para encontrar caminhos
coloridos em grafos, foi desenvolvido um algoritmo auxiliar que constréi a partir
de um grafo simples, um grafo cacto. O algoritmo serd nomeado de Grafo Cacto. O
algoritmo Grafo Cacto foi obtido a partir de algumas modifica¢des do algoritmo de
construgdo de drvores de decomposi¢do em circuitos apresentado por Rezende (2014)
co-m base no algoritmo de Gabow e Nie (2008) com o intuito de encontrar um caminho

de comprimento exp(€2(+/log L)), onde L é o comprimento de um caminho mais longo.
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Dessa forma é possivel executar o algoritmo Tropical Cacto para grafos que possui como
sub-rotina o algoritmo Grafo Cacto de tal maneira que um caminho colorido em um
grafo cacto é um caminho colorido em um grafo simples.

Para cada etapa da heuristica, primeiramente, sdo apresentados seus compo-
nentes essenciais e posteriormente, os algoritmos contendo todos os procedimentos.
Para facilitar o entendimento, o texto detalha algumas passagens mais relevantes do

funcionamento dos algoritmos.

5.1 Construcio de Cactos

Dado um grafo simples G, a primeira etapa do algoritmo Grafo Cacto consiste em
extrair de G um grafo cacto G’. Para realizagdo desse processo, é necessario encontrar
ciclos longos no grafo.

Dado um inteiro k > 3, um ciclo em grafo ndo direcionado é chamado de longo se
ele tiver pelo menos k arestas. Este problema para grafos ndo direcionados é conhecido

por ser tratdvel por parametros fixos.

Teorema 5.1.1 Em um grafo conexo nio direcionado com um ciclo longo, ou toda drvore de
busca em profundidade tem um ciclo fundamental longo ou algum ciclo longo tem no mdximo

2k — 4 arestas.

O Teorema 5.1.1 é provado por Gabow e Nie (2008). O resultado acima permite que
um ciclo longo seja encontrado usando o algoritmo cldssico de busca em profundidade
associado ao algoritmo de Alon, Yuster e Zwick (1995) que trata-se de um método
randomizado para encontrar caminhos e ciclos simples de um comprimento especificado
k em grafos. O tempo esperado é 2°On e 2901 log n no pior caso.

Neste trabalho, a associa¢do de algoritmos supracitada foi nomeada por Encon-
traCiclo tendo como entrada um vértice v e um grafo G, e como saida um ciclo em G que

passe por v, caso existir. Sem perda de generalidade, k foi definido com 3.

Teorema 5.1.2 Dado um grafo G com n vértices e m arestas, um vértice v e um inteiro k, é
possivel encontrar em G um ciclo de tamanho > k (também chamado de k* — ciclo) que passa por

v (se existir) em tempo O(m) + 2°®n log n.
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O Teorema 5.1.2, provado por Gabow e Nie (2008), garante que dado um vértice
v € G e um inteiro k é possivel encontrar um ciclo longo em G de comprimento pelo
menos k que passa por v em tempo polinomial. Para k < H log%-|.

Os resultados dos Teoremas 5.1.1 e 5.1.2 justificam a metodologia empregada na
construcdo da heuristica, onde o0 5.1.2 demonstra a existéncia do caminho procurado e o

5.1.1 mostra de que forma esse caminho serd encontrado.

Desenvolvimento do algoritmo

Dado um grafo simples G, um vértice qualquer v € G e um inteiro positivo k > 3,
o grafo construido é definido por Ax = Ax(G, v). Dois tipos de componentes formam Ay.
Um componente em A ou é um componente-singular ou é um componente-circuito. Um
componente-singular corresponde a um tnico vértice u € G, e define um vértice em Ay,
enquanto um componente-circuito corresponde a um circuito C € G, e define um circuito

em Ak.

Figura 3 — Exemplo de transformacdo de G em Ay prak >3

— Tl 6@

&
-2 )&

Fonte — Igor Sampaio, 2023

A Figura 3 apresenta um exemplo de transformacdo de um grafo simples G em
um grafo cacto A, onde k é o tamanho minimo do circuito. Note que o conjunto de
vértices circulados pela linha vermelha representa um componente-circuito no grafo Ay e
possui comprimento 9. Os vértices circulados pela linha azul representam componentes-
singulares no grafo Ax. Note que o vértice 7 poderia ser vizinho de 2,6 ou 11 no grafo Ay
além disso, numa segunda execugdo do algoritmo, um circuito de tamanho diferente
poderia ser encontrado.

O primeiro vértice a fazer parte de Ay é o vértice v dado, e ap6s a execugdo do
algoritmo, v pode ser um componente singular ou fazer parte de um componente-circuito

em Ay. Também ¢é definido neste trabalho, de modo geral, o tamanho minimo k de um
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ciclo igual a 3, pois a varigdo de tal varidvel ndo apresentou mudanga significativa nos

resultados finais de caminhos encontrados pela heuristica.

Algoritmo 1 Grafo Cacto

Entrada: G um grafo colorido; e v um vértice aleatério do grafo.
Saida: Ay.

1 C = EncontraCiclo(G, v);

2 seC#0

3 Ay — C—-vu;

4 para cada componente H € G — C faca
5 Escolha um vértice u € H vizinho de w € C;
6 V(Ay) « u;

7 E(Ax) « (u,w);

8 se VIH\u #0

9 GrafoCacto(H, u)

10 sendo

11 Escolha um vértice u € G vizinho de v
12 V(Ay) « u;

13 E(A) < (o, u);

14 se G—0v\u#0

15 GrafoCacto(G — v, u)

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Note que cada passo recursivo extrai de G um ciclo ou um vértice que esta
conectado a outro ciclo ou a um vértice, logo Ay é de fato um grafo cacto, além disso, o
namero de passos recursivos do algoritmo é linear, portanto o algoritmo Grafo Cacto

que extrai de um grafo simples G um grafo cacto G’ é polinomial.

5.2 Heuristica para grafos cacto

Seja (G, C) um grafo cacto em que V é o conjunto de vértices do grafo cacto, E o
conjunto de arestas do grafo cactoe C : V — C a coloracdo dos vértices do grafo, na qual
C é o conjunto de cores {cy, ..., ¢} utilizadas pelo grafo, ou seja, k é um inteiro positivo

que representa o niimero de cores deste conjunto.
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Em um grafo cacto dois ciclos simples tém no maximo um vértice em comum,
isso é equivalente a um grafo conexo em que cada aresta pertence a no maximo um ciclo.
Este é um conceito essencial para a definigdo das estruturas utilizadas no algoritmo.
Sera adotado que um grafo cacto enraizado G é um grafo cacto em que um vértice foi

escolhido como uma raiz de G (raiz(G)).

Definicdo 5.2.1 Dado um vértice u em um grafo cacto G. Os filhos de u sdo todos os vértices

adjacentes a u ou que estdo em um ciclo que contenha u.

Defini¢ao 5.2.2 Dado um grafo cacto G e um vértice u € V(G), denota-se por F* o conjunto de
todos os vértices que sdo filhos de u e por H* C F" o subconjunto de F* formado somente pelos

filhos de u que pertencem a algum ciclo que contém u.

Definicdo 5.2.3 Um vértice u que ndo possui filhos ou é um vértice folha ou é um vértice ponte,

ou seja, um vértice que pertence a um ciclo.

Figura 4 — Um grafo cacto enraizado em u

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Para ilustracdo, a Figura 4 demonstra um grafo cacto enraizado em u, e destaca
um exemplo de formacdo dos conjuntos F* e H". Na Figura F* estd demarcado pela
linha vermelha, e neste exemplo é formado pelos vértices F* = {v;, 02, V3, V4, Us, Vs, U7},
ja H" estd demarcado pela linha azul, e neste exemplo é formado pelos vértices
H" = {vs, v4, 05,06, 07}

As propriedades de um grafo cacto garantem que ao excluir um vértice qualquer
u € V(G) do grafo cacto é possivel definir um subgrafo cacto conexo diferente para cada
tilho de u.

Ao associar um valor inteiro a cada vértice de um grafo cacto tem-se um grafo
cacto rotulado. Neste algoritmo, dois rétulos sdo associados a cada vértice u € V, o rétulo

parcial e o rétulo total, ambos definidos abaixo.
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Definicao 5.2.4 O wvalor do rétulo parcial de u (r,(u)) representa o maior niimero de cores de

um caminho em um subgrafo cacto enraizado em u.

Defini¢do 5.2.5 O wvalor do rétulo total de u (r((u)) representa o maior niimero de cores de um

caminho que contém u e estd contido em subgrafos cacto enraizados em u.

Nesse sentido, o algoritmo Grafo Cacto consiste em retornar o maior valor entre
os rétulos r4(v) para todo v € V(G).

Para calcular o rétulo dos vértices, todo vértice u € V recebe uma lista de cores
L(u) com uma cor inicial que é a cor de u e é atualizada a cada execugéo do algoritmo. Tal
lista L armazena o conjunto de cores de um caminho em um subgrafo cacto enraizado
em u que contém o maior ntiimero de cores. O rétulo de cada vértice (exceto vértice folha

e vértice ponte que tem rétulos = 1) é calculado a partir das lista de cores de seus filhos.

52.6 O algoritmo

A seguir é descrita uma heuristica de tempo polinomial para o problema MTPP,
nomeada por Tropical Cacto. Este algoritmo, por sua vez, utiliza um algoritmo auxiliar,
chamado Calcula Rétulos, que rotula os vértices do grafo cacto enraizado. Sua descrigdo
é apresentada em seguida.

Para simplificar, é possivel dizer que o algoritmo Tropical Cacto utiliza o algoritmo
auxiliar Calcula Rétulos para rotular todos os vértices do grafo cacto G, dado como
entrada um vértice u que serd a raiz de G. Para cada raiz u” # u os vértices de G recebem
uma rotulagem, dessa forma cada vértice do grafo cacto tem |V| rétulos que podem ter
valores diferentes dependendo do vértice que foi definido como raiz do grafo cacto.

Em sintese, o algoritmo Tropical Cacto retorna o maior valor encontrado dos
rétulos 7:(u) para todo u € V. Pela definigdo de (1), isso é equivalente ao maior ntiimero
de cores de um caminho que passa por u entre os subgrafos cacto enraizados em u, logo
equivale ao nimero de cores do melhor caminho encontrado pelo algoritmo. Caso o
algoritmo encontre um r,(u) igual ao namero de cores do grafo cacto de entrada, este
ri(u) representard um caminho tropical e portanto uma solugdo 6tima para o problema.

O algoritmo Calcula Rétulos é o cerne da heuristica aqui apresentada, pois nele é

realizado todo o calculo do rétulo de cada vértice do grafo cacto.
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Algoritmo 2 Tropical Cacto

Entrada: Um par (G, C), onde G é um grafo cacto e C é a coloragdo de G.

Saida: |C’|, o maior ndmero encontrado de cores de um caminho no grafo de entrada.
1 paracadaroot €V

2 CalculaRétulos(G, C, root)

3  devolva max(r;(root))

Fonte — Igor Sampaio, 2023

O algoritmo Calcula Rétulos é recursivo, o que faz com que a rotulagem dos
vértices inicie pelos vértices folhas depois nos vértices pontes e por ultimo a raiz. O
algoritmo Calcula Rétulos é executado para todos os vértices do conjunto F*, filhos da
raiz u. O rétulo do vértice u s6 é calculado ap6s todos os vértices de F* j& possuir rétulo.

Dado um grafo G, seja [F¥| = d a quantidade de filhos de um vértice u, e t a
quantidade de vértices de um ciclo qualquer em G. Pelas propriedades dos grafos cactos
pode-se destacar qued >0et > 3.

Vale observar que o algoritmo pode ser facilmente adaptado para retornar os
vértices do melhor caminho encontrado, em tempo linear. Para isso, basta armazenar os
vértices do caminho que formam a lista de cores L(u). Assim é possivel que o algoritmo
retorne esse conjunto de vértices que possui o maior (1) entre as rotulagens do grafo.

Para um melhor entendimento do algoritmo Calcula Rétulos, exibimos nas Figuras
6 e 7 o processo de rotulagem da instancia para o problema apresentado na Figura
5. Neste exemplo, o grafo cacto estd enraizado no vértice J. A Figura 8 é a rotulagem

realizada pelo algoritmo Calcula Rétulos.

Figura 5 — Grafo cacto enraizado no vértice ]

Fonte — Igor Sampaio, 2023
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Algoritmo 3 Calcula Rétulos

Entrada: (G, C, u) grafo cacto colorido e u um vértice raiz do grafo.

Saida: grafo cacto rotulado G'.

1 seu éuma folha ou ponte

2 rp(u) < 1; r(u) < 1; L(u) < c(u)

3 sendo

/* F* =vy,05,...,04 filhos de u */

4 para cada v; € F* faca

5 CalculaRétulos(G, C, v;)

6 para cada v; € F* faca

7 sev; € H"

/* Seja {wy, wy,...,0;...,w CTH", Py={wy,...,v;} e Po={v;...w}*/

8 C(P1) < {L) Ucu) Ufc(w;) [ j:1...v;}};

9 C(P2) « {L(vi) U c(u) U {e(w)) | j: vi... t}};

10 se |C(P1) = |C(Po)l

11 CF,, « C(Py)

12 senao

13 CF,, < C(P2);

14 senao

15 CF,, « L(v;) U c(u)

16 L(u) « CF,, onde |CF,,| > |CFy,| Yv; # vjev;, v € F

17 rp(u) < |L(u)|

18 ri(u) « max(|CF,, U CF,|) | Yu; # vj e v;,v; € F*

19 devolva G/

Fonte — Igor Sampaio, 2023
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Figura 6 — Rotulagem dos vértices
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Fonte - Igor Sampaio, 2023

A Figura 6, mostra os primeiros passos do algoritmo, iniciando pelo cédlculo do
rétulo do primeiro subgrafo cacto enraizado no vértice J. O vértice D é um filho do
vértice | e ele possui os vértices A e C como filhos. E sabido que para o célculo do
rétulo de qualquer vértice v, todos os filhos de v j& devem ter sido rotulados e assim
sucessivamente. Dessa forma as folhas A e B sdo os primeiras a receberem seus rétulos,

em sequéncia o vértice C e por tltimo o vértice D.

Figura 7 — Continuacédo da rotulagem dos vértices

raiz raiz raiz
l l l
/@)\ raiz (2,2) raiz raiz
ee ’l ® © @
e (1,1) (1,1) (1,1) (1,1)
raiz

Fonte — Igor Sampaio, 2023

O célculo dos rétulos de um ciclo é demonstrado na Figura 7. O vértice I pertence
a um ciclo, dessa forma todos os vértices que também compdem este ciclo sdo filhos de I

que é o caso dos vértices F, G, H. Na Figura pode-se notar que antes de calcular o rétulo
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do vértice I, que é a raiz do subgrafo cacto, todos os vértices que também compdem o
ciclo tem seus rétulos calculados a priori.

No exemplo, o vértice F forma um subgrafo cacto composto por ele e pelo vértice
E. Como o vértice E é uma folha, o rétulo de E é calculado primeiro e logo em seguida o
rétulo de F.

Através do exemplo, é possivel confirmar que um vértice ponte é tratado com
a mesma prioridade de um vértice folha pelo algoritmo. Isso pode ser observado na
forma como o rétulo dos vértices G e H é calculado. E importante destacar que o rétulo
se refere a quantidade de cores e ndo a quantidade de vértices no caminho, como pode

ser visto no rétulo definido para o vértice I na Figura.

Figura 8 — Grafo totalmente rotulado

Fonte — Igor Sampaio, 2023

A Figura 8 apresenta o grafo totalmente rotulado enraizado no vértice . A ordem
da rotulagem dos vértices do grafo nesse caso foi: A,B,C,D,E,F,G,H,1,].

Note que o vértice folha ou ponte de cada subgrafo cacto é sempre o primeiro
vértice a ter seu rétulo calculado enquanto que o vértice raiz do subgrafo cacto é sempre
o ultimo.

Algo importante nesse exemplo é que essa rotulagem encontrou um caminho
tropical, pois o nimero do maior rétulo r; é igual ao ntimero de cores presentes no grafo
de entrada. Nesse caso, o cdlculo dos rétulos com o grafo cacto enraizado em outros
vértices se faz desnecessario, pois uma solugdo 6tima ja pode ser retornada.

A Figura 9 apresenta um exemplo de um grafo no qual o algoritmo atribui
rotulos diferentes aos vértices, dependendo da raiz escolhida para o grafo. Neste caso,
é executado o algoritmo para cada vértice, considerando-o como a raiz do grafo. Isso
acontece porque, neste exemplo, nenhum r; tem o valor igual ao namero total de cores

presentes no grafo.
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Figura 9 — Grafo rotulado com cada vértice sendo raiz

Fonte — Igor Sampaio, 2023

No exemplo, o grafo de entrada possui 6 cores e o maior r; retornado entre todas
as rotulagens é 5, com isso ja é possivel concluir que o algoritmo ndo encontrou um
caminho tropical, embora, neste exemplo, o grafo de fato ndo possua um caminho
tropical, sendo portanto o valor 6timo para esta instancia.

A seguir serdo mostrados alguns resultados teéricos do algoritmo apresentado.

Corretude

Proposic¢do 5.2.7 O algoritmo Calcula Rétulos atribui para cada vértice u € V(G), na varidvel

L(u), o conjunto de cores de um caminho que possui u como extremidade.

Prova A demonstracgdo serd feita por indugdo no niimero de iteragdes necessdrias para

calcular o conjunto de cores de cada vértice.
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Base da inducao: No inicio, se houve somente uma iteracdo, o vértice inicial u é o
tnico vértice do problema, logo o vértice é uma folha ou uma ponte e o conjunto de
cores L(u) = ¢(u) e o caminho associado é trivial.

Hipétese de indugdo: Suponha que o algoritmo Calcula Rétulos, para cada vértice
u € V(G) visitado em k etapas, atribuiu a lista de cores de u, na varidvel L(u). Além
disso, sdo conhecidos os respectivos caminhos que representam cada L(u) calculado.
Note que, para cada caminho que estd associado a algum L(u) todos os vértices desse
caminho foram visitados em etapas anteriores a k. Em outras palavras, suponha que
ap6s a execugdo de k iteragdes do algoritmo, todos os nés u € V(G) que foram visitados
pelo algoritmo, é conhecido o L(u) e o respectivo caminho associado a L(u).

Passo da inducao: Considere a execucao de k + 1 iteracdes. Na k + 1—iteracdo, o
algoritmo ird atribuir L(v) para algum vértice v cujos filhos sdo conhecidos a lista L e
o respectivo caminho associado, assim o algoritmo atribui a L(v) a cor de v e as cores
da lista de algum filho de v que melhor contribui para o caminho de maior niimero de
cores, seja u tal vértice. A existéncia do caminho que contém v como extremidade e estd
associado a lista L(v) pode ser encontrado nas seguintes condigdes:

Caso (a) Se u, filho de v, ndo participa de um ciclo que contenha v.

Nesse caso, de acordo com a Defini¢do 5.2.1, u é um vértice adjacente a v,
formando um caminho simples, entdo o caminho que representa L(v) é o

caminho que representa L(u) adicionado da aresta vu.
Caso (b) Se u, filho de v, participa de um ciclo que contenha v.

Nesse caso, de acordo com a Defini¢do 5.2.1, u é um vértice que participa
de um ciclo que contém v e ndo é necessariamente adjacente de v, ou seja,
existem exatamente dois caminhos simples possiveis entre v e u formados
por vértices que estdo no ciclo que contém v e u. Assim o caminho que
representa L(v) é o caminho que representa L(u) juntamente com um dos dois

caminhos para se alcangar v, aquele que melhor contribuir para o aumento

da cardinalidade de L(v).

Portanto, apdés n € N iteragdes, o algoritmo Calcula Rétulos atribui a cada vértice
v € V(G) uma lista de cores que esta associado a um caminho que possui v como

extremidade.
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A partir da Proposicdo 5.2.7 apresentada anteriormente, é possivel obter o

Corolério 5.2.8.

Corolario 5.2.8 Dado um grafo cacto (G, C) e um vértice raiz u, o algoritmo Calcula Rétulos,
rotula todos os vértices de G com base no conjunto de cores encontrados para cada vértice e

atribuidos a L.

Nos mesmos passos apresentados na Proposicdo 5.2.7, os rétulos de cada vértice
u sdo atribuidos. Se u ¢ um vértice folha ou ponte ambos rétulos ,(u) e 7,(u) recebem o
valor 1 (linha 2 do algoritmo). No demais o algoritmo calcula os rétulos dos vértices a
partir do conjunto de cores de seus filhos atribuidos a L. O algoritmo define para um
vértice u, r,(1) como sendo a cardinalidade do conjunto L(u) (linha 17 do algoritmo),
e como (1) a cardinalidade da unido disjunta de c(u) U L(1) U L(u”) que apresenta o
maior nimero de cores distintas, onde 1’ e u” sdo quaisquer dois filhos de u (linha 18

do algoritmo).
Convergéncia e Complexidade

Os resultados a seguir mostram a complexidade e a convergéncia do algoritmo
Tropical Cacto. A ideia nesse contexto é mostrar que a execugdo do algoritmo ndo permite

loop infinito e leva tempo polinomial.
Lema 5.2.9 O algoritmo Calcula Rétulos é executado em tempo linear © (|V (G)|).

Prova O algoritmo é inicialmente executado para a raiz u. Na linha 4 o algoritmo é
chamado recursivamente para cada filho u’ de u que, ou serd uma ponte ou folha, ou
haverd um subgrafo cacto enraizado em u’, do qual, claramente, u ndo faz mais parte, ou
seja, ndo hd possibilidade de que u venha aparecer novamente numa préxima chamada
recursiva, logo, o nimero total de chamadas recursivas do algoritmo é a somatéria do
numero de vértices do grafo. Adicionalmente, note que as operagdes das linhas 1 e2 e
das linhas 6-18 levam tempo O(1) o que mostra que o algoritmo possui complexidade
linear no tamanho da entrada e portanto, converge. Apesar de haver um laco nas linhas

6-15 esse laco s6 sera executado uma vez para cada vértice do grafo.

Proposicao 5.2.10 O algoritmo Tropical Cacto é executado em tempo polinomial © <|V (G)lz)
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Prova Sabe-se que o algoritmo Tropical Cacto faz |V (G)| chamadas ao algoritmo Calcula
Rétulos, sendo um para cada possivel raiz, e pelo Lema 5.2.9 o algoritmo Calcula Rétulos

funciona em tempo O (|V (G)|), portanto o resultado segue.
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6 Andlise empirica

Este capitulo apresenta uma andlise empirica dos resultados produzidos por esta
dissertacdo. Uma andlise foi realizada para investigar como a varia¢do do namero de
vértices, arestas e cores impactam no desempenho do modelo de Programacéo Linear
Inteira para o problema MTPP para grafos simples em geral e sua simplificacdo para o
caso especifico de grafos dirigidos aciclicos, ambos NP-completos. O fator principal de
investigagdo é o tempo de execucdo destes modelos, mas outros fatores importantes
também sdo discutidos.

Também neste capitulo, uma anélise empirica dos resultados obtidos pela
heuristica proposta é apresentada em comparagdo com a solugdo 6tima obtida através do
modelo PLI. A andlise do algoritmo heuristico se baseia principalmente na comparagao
entre os valores 6timos e os tempos de execugao.

Tais anélises ocorrem sobre os resultados de experimentos computacionais
executados sobre instancias MTPP geradas aleatoriamente e instancias tratadas e

derivadas de conjuntos de dados reais.

6.1 Metodologia dos experimentos

Os experimentos foram realizados tanto em instancias geradas aleatoriamente
quanto em instancias derivadas de conjuntos de dados reais. As instancias reais represen-
tam, por exemplo, interagdes entre proteinas, mapeamento de doengas, escalonamento
de tarefas e intera¢des sociais. O uso varidvel de instancias reais e aleat6rias é um proce-
dimento vantajoso na analise do comportamento dos resultados. O uso de instancias
geradas aleatoriamente permite ter um ntimero maior de instancias que é possivel ter o
controle da variacdo das caracteristicas do grafo, como o ntimero de vértices, arestas
e cores. Isso possibilita analisar o impacto de cada caracteristica nos experimentos
computacionais. Por outro lado, o uso de instancias reais possibilita visualizar como os
modelos e algoritmos possivelmente podem se comportar em problemas reais.

Instancias de grande porte, neste contexto, sdo instdncias com um grande ntiimero
de vértices e arestas e que ndo sdo obtidas solugdes inteiras pelo pacote de otimizacado

em um limite de tempo pré-definido e que dificilmente seriam resolvidas por qualquer
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outro método devido ao nliimero exponencial de restri¢des criadas pelo modelo. O limite
de tempo de execugdo para esses experimentos foi definido como 3600 segundos.

Ao utilizar experimentos computacionais para avaliar modelos PLI e algoritmos,
é possivel avaliar vdrias caracteristicas cruciais para a andlise da qualidade dos mesmos.
No caso de modelos PLI, é possivel avaliar a qualidade do modelo por meio dos
resultados do tempo de execugédo, tamanho e crescimento do modelo. Para algoritmos
heuristicos, é possivel avaliar sua qualidade por meio do calculo da diferenca entre seus
resultados e a solu¢do 6tima para uma determinada instancia, além de seu tempo de
execucgao.

Existem trés parametros das instancias deste problema que podem ser variados:
o nimero de vértices, o niimero de arestas e o nimero de cores. Para uma anélise
mais eficaz do impacto da variagdo desses pardmetros em uma instancia do problema,
foram utilizadas instancias geradas aleatoriamente com valores predefinidos para os
parametros. Tanto a obtencdo e interpretacdo das instancias reais quanto a geragao
das instancias aleatérias sdo descritas mais adiante neste capitulo. Para consolidar os
resultados, todas as instancias foram executadas 10 vezes. Isso garante a integridade
dos resultados, pois impede que resultados incorretos, devido a possiveis problemas
no ambiente computacional, sejam considerados vélidos. Os resultados finais de cada
instancia sdo definidos pela média dos resultados validos. Para uma andlise mais precisa
do modelo, 0s experimentos consideraram apenas o tempo de resolugdo de cada modelo,
ignorando o tempo gasto para carregar o modelo no pacote de otimizagao.

Esta secdo apresenta as configuracdes do ambiente computacional onde os
modelos PLI e os algoritmos foram implementados e os experimentos computacionais
foram executados. Além disso, descreve como as instancias utilizadas nos experimentos
computacionais foram geradas, no caso de instancias aleatérias, e como as instancias

reais foram obtidas e interpretadas para representar uma instancia do problema.
Detalhes do ambiente de implementacdo e execugao
Tanto os modelos PLI quanto os algoritmos da heuristica foram implementados

na linguagem de programacdo C#. Os experimentos foram realizados em um ambiente

computacional com as seguintes configuragdes: processador Intel(R) Core (TM) i7-8550U
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CPU 1,99 GHz, 8GB de RAM e sistema operacional Windows 10 Home versao 20H2.
Para a implementa¢do dos modelos PLI, foi utilizado o software de otimiza¢do comercial
Gurobi Optmizer versdo 9.5.0. Os parametros do Gurobi foram configurados com os

seus respectivos valores padrao.

Instancias reais

As instancias reais foram obtidas através de um repositério de conjuntos de
dados (GEPHI, 2009). Alguns dos conjuntos de dados formam redes com caracteristicas
diferentes das instancias do problema estudado, portanto, para o uso desses conjuntos
de dados, algumas adaptacdes foram realizadas. A seguir estdo descritas como ocorreu
a obtengdo, interpretacdo e adaptagdo das instancias reais. Mais adiante nesta secao, serd
explicada a atribuicdo de colora¢des em instancias que ndo apresentam caracteristicas

claras que possam ser consideradas como coloragdes.

e O conjunto de dados intitulado “Les Miserables”é uma rede ponderada de co-
aparicdo de personagens no romance Les Miserables, musical francés composto
por Claude-Michel Schonberg em 1980, com libreto de Alain Boublil e letras de
Herbert Kretzmer. E um dos musicais mais famosos e encenados em todo o mundo.
Essa rede foi apresentada no trabalho de Knuth (1993). A rede possui 77 nés
(representando os personagens) e 254 arestas (representando o encontro entre os
personagens correspondentes).

e Foi dado o nome ”Primary”a uma rede que faz parte de um estudo de redes
de contato em uma escola primadria, relatado por Stehlé et al. (2011). O conjunto
de dados compreende duas redes de proximidade face a face entre alunos e
professores. Sdo fornecidas duas redes, uma para cada dia de estudo. A rede
referente ao primeiro dia possui 236 vértices e 5899 arestas, enquanto a rede
referente ao segundo dia possui 238 vértices e 5539 arestas. Os vértices representam
os individuos e as arestas representam as interacdes face a face entre os individuos.
Os vértices possuem o atributo “classe”que foi definido como a coloragdo dos
vértices do grafo, gerando assim uma coloragdo com 11 cores para ambos os dias.
Um exemplo de caminho tropical dessa coloragdo pode ser um caminho que

interliga todas as turmas por apenas um individuo por turma.


https://www.gurobi.com/products/gurobi-optimizer/

Capitulo 6. Anélise empirica 59

e Foi escolhida uma rede direcionada e ponderada que representa a rede neural de
C. Elegans, a qual serd denominada como “C.Eleg”. Sabe-se que entre os sistemas
nervosos, essa € a rede neural mais simples. Varios comportamentos essenciais,
como o movimento, dependem desse tipo de rede, e essas caracteristicas simplistas
fazem dessa rede neural um objeto amplamente investigado (WHITE et al., 1986).
Originalmente, a rede possui 306 vértices e 2359 arestas. Apds a remogao de
vértices isolados, arestas paralelas e loops, a rede ficou com 297 vértices e 2148
arestas. Os pesos contidos nas arestas trazem informacdes sobre algum grau
de associac¢do entre dois objetos, mas ndo foram considerados para o problema
investigado. Embora nenhuma coloragao tenha sido extraida do conjunto de dados
apresentado, é sabido que uma andlise detalhada das informagdes contidas no
banco de dados pode levar a uma coloragdo de interesse e qualquer subestrutura
desta instancia pode fornecer informagdes relevantes sobre sua composicao.

e A rede chamada CPAN Explorer ou apenas "CPAN”¢é um projeto de visualizagdo
que analisa as relagdes entre desenvolvedores de pacotes na linguagem Perl.
Duas redes sdo derivadas desse projeto chamadas de "CPAN Authors”e "CPAN
Distributions”. A primeira é uma rede de desenvolvedores vinculados pelo uso do
mesmo moédulo Perl, e a segunda é uma rede de dependéncias dos médulos Perl.
Os dados originais sdo encontrados online, sem vinculo a trabalhos académicos
(LINKFLUENCE, 2009). A rede CPAN Authors originalmente possui 840 vértices
(referentes aos desenvolvedores) e 2138 arestas (representando o vinculo entre o
uso do mesmo mdédulo entre os desenvolvedores), mas apds adaptagdes, passou a
ter 839 vértices e 2112 arestas. Quatro caracteristicas diferentes foram escolhidas
para definir coloragdes. A rede CPAN Distributions originalmente possuia 2724
vértices e 5426 arestas, mas ap6s adaptagdes, passou a ter 2719 vértices e 5016
arestas.

e Outra rede real utilizada ¢ um mapeamento de interac6es entre atores da Science
in Society na Web de 12 paises europeus, chamada ”EuroSIS” (referéncia online
encontrada em (EUROSIS, 2009), sem vinculo a trabalho académico). Ela possui
1285 vértices (representando os autores) e 7524 arestas (representando as interagdes
entre os atores). Ap6s remover arestas paralelas e loops, a rede ficou com 6462
arestas. Os paises e instituicdes de origem dos autores foram definidos como

coloragdes, gerando coloragdes com 13 e 22 cores respectivamente.
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e A rede chamada Diseasome é uma rede de doengas e genes de doengas ligados
por associagdes genéticas conhecidas, indicando a origem genética comum de
muitas doengas. O conjunto de dados original foi desenvolvido por um estudo
apresentado por Goh et al. (2007). Esta rede tem 1419 vértices (representando uma
doenga, disttrbio ou gene), 3926 arestas (que sdo as associagdes disttarbio-genético
ou a associag¢do entre doengas), apds remover arestas paralelas e loops, a rede ficou
com 2738 arestas. Um rétulo foi definido para cada classe de doenca, gerando uma
coloracdo com 23 cores.

e Arede chamada Yeast, é uma rede de interagdo proteina-proteina. As leveduras sdo
organismos unicelulares com alto potencial de proliferagdo e crescimento. Algumas
espécies de leveduras sdo patégenos oportunistas que podem causar infec¢do em
pessoas com sistema imunoldgico comprometido. Tal rede foi obtida através do
trabalho de Bu et al. (2003). Esta rede possui 2361 proteinas representadas pelos
vértices e 7182 intera¢Oes representadas pelas arestas. Apds a remogdo de vértices
isolados, arestas paralelas e loops, a rede ficou com 2284 vértices e 6646 arestas.
Também pelo fato de que qualquer subestrutura desta instancia pode fornecer
informacdes relevantes sobre sua composicao, trés coloragdes aleatérias foram

definidas seguindo o padrédo de 10%, 50% e 90% do ntimero de vértices da rede.

Para o estudo do impacto da variacdo do nimero de cores na instancia, foram
estabelecidas trés coloragdes aleatdrias, com o padrdo de 10%, 50% e 90% do ntmero de
vértices da rede, para todas as redes que ndo possuem uma coloragdo.

A partir das redes reais descritas acima, foram geradas 21 instancias, cujos
detalhes sdo apresentados na Tabela 1 que identifica as instancias reais de grafos. Cada
instancia real é rotulada com um indice para identifica¢do, seguindo o modelo R;, sendo i
um inteiro atribuido a instancia. A Tabela 1 é composta pelas colunas Id, Nome, ntimero

de vértices (|V]), nimero de arestas (|E|) e numero de cores (|C]).
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Tabela 1 — Identificacdo das instancias reais

Id Nome V| |E] IC]
R, Les Miserables; 77 254 8
R, Les Miserables, 77 254 39
R3 Les Miserables; 77 254 70
Ry Primary; 236 | 5899 | 11
R5 Primary, 238 | 5539 | 11
Rs C.Eleg; 297 | 2148 | 30
R, C.Eleg, 297 | 2148 | 149
Rg C.Eleg; 297 | 2148 | 268

Ry CPAN Authors; 839 | 2112 | 32
R1o CPAN Authors, 839 | 2112 | 60
Ri1 CPAN Authors; 839 | 2112 | 68
R1» CPAN Authors, 839 | 2112 | 310

Ri3 EuroSIS; 1285 | 6462 | 13
Ry EuroSIS, 1285 | 6462 | 22
Ris Diseasome 1419 | 2738 | 25
R Yeast; 2284 | 6646 | 228
R17 Yeast, 2284 | 6646 | 1142
Rig Yeasts 2284 | 6646 | 2056

Ry9 | CPAN Distributions; | 2719 | 5016 | 272
Ry | CPAN Distributions, | 2719 | 5016 | 1360
Ry | CPAN Distributions; | 2719 | 5016 | 2448

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Instancias aleatdrias

Devido as limitagdes nas instancias reais em relacdo a variacdo no nimero de
vértices, cores e arestas, foi proposto a geragdo de grafos aleatérios. Para investigar
o comportamento do modelo em um grafo com ntimero fixo de vértices, variando o
nimero de arestas e cores, o niimero de vértices foi fixado em n e foram geradas quatro

varia¢des no nimero de arestas:

e primeira variagdo de instdncias contém n + (11/10) arestas, gerando um grafo muito
esparso;

e asegunda variagdo tem 2n arestas, gerando um grafo esparso comum;

e aterceira tem (1 * (n — 1))/4 arestas, com um quarto da quantidade de arestas de
um grafo completo, gerando um grafo denso;

e e a ultima variacdo tem (n * (n — 1))/3 arestas, com um ter¢o da quantidade de

arestas de um grafo completo, gerando um grafo mais denso.
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Essas varia¢Oes foram escolhidas pois oferecem caracteristicas interessantes em relacdo
as instancias reais, as quais podem ser tteis para entender melhor o problema. Para
cada combinagdo de grafo com n vértices, sdo geradas trés variagdes de quantidade
de cores usadas na coloragdo do grafo representando 10%, 50% e 90% do nimero de
vértices.

Devido as limita¢des no desempenho do modelo PLI, notou-se que ele comega
a atingir o limite de tempo em instancias com cerca de 800 vértices. Dessa forma,
neste trabalho serdo consideradas instancias com 200, 400, 600 e 800 vértices para fins
comparativos, apesar de algumas instancias especificas maiores possam ser resolvidas
dentro do limite de tempo estabelecido.

Seguindo a descrigdo das variagdes de niimero de vértices, arestas e cores, 48
instancias aleatérias serdo apresentadas nesta andlise. Essas instancias sdo descritas na
Tabela 2. A Tabela 2 identifica as instancias aleatdrias de grafos que serdo identificadas
no decorrer do trabalho por um indice, o indice segue o modelo Aj; sendo i um inteiro
atribuido para cada variagdo no niimero de vértices, k um inteiro atribuido para cada
varia¢do no numero de cores e j um inteiro atribuido para cada variagdo no niimero
de arestas. A tabela para identificacdo das instancias esta agrupada pelo namero de
vértices |V| e cada conjunto e composto pelas colunas: Id, niimero de cores |C|, e niimero

de arestas |E|.

Tabela 2 — Identificagdo das instancias aleatérias

200 400 600 800

Id |C] |E[ | Id |C] |El | Id |C] [E[ | Id |C| IE|
Am 20 220 [Ay; 40 440 [As; 60 660 | Ay 80 880
Ajp 20 400 | Ao 40 800 | Az 60 1200 | Ay 80 1600
Apz 20 9950 | Ayz 40 39900 | Asiz 60 89850 | Ays 80 159800
Aps 20 13266 | Ayy 40 53200 | Asiy 60 119800 | Ays 80 213066
A 100 220 | Ay 200 440 | Az 300 660 | Ap 400 880
A 100 400 | Ay 200 800 | Az 300 1200 | Agpy 400 1600
Az 100 9950 | Ay 200 39900 | Az 300 89850 | Aps 400 159800
Apg 100 13266 | Aps 200 53200 | Aszps 300 119800 | Aps 400 213066
Az 180 220 | Ay 360 440 | Az 540 660 | Ag 720 880
Aizp 180 400 | Ay 360 800 | Asp 540 1200 | Ag 720 1600
Az 180 9950 | Az 360 39900 | Assz 540 89850 | Asys 720 159800
Ay 180 13266 | Ay 360 53200 | Assy 540 119800 | Ass 720 213066

Fonte — Igor Sampaio, 2023
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Instancias de Grafos Dirigidos Aciclicos - DAGs

Para avaliar a performance do modelo PLI simplificado para DAGs, instancias do
tipo DAG foram extraidas de todas as instancias aleatdrias e reais. Uma associagao foi
feita para cada instancia original e a dire¢do de cada aresta foi escolhida aleatoriamente.
Para evitar ciclos, um ordenamento dos vértices foi estabelecido, de modo que, se houver
uma aresta (a, b), entdo a < b. Assim, as instancias DAG seguem a mesma identificacdo

das instancias de um modo geral.
Instancias de Grafos Cacto

Pelo fato de as instancias de grafos cacto terem uma estrutura diferente das
instancias gerais, foram geradas instancias especificas para esse fim. A varia¢do do
nuamero de vértices e cores segue o mesmo padrao explicado para grafos simples, mas
a variacdo no namero de arestas segue o ntimero de circuitos da instancia. Devido
ao fato de grafos cacto ndo permitirem uma variagdo muito grande na densidade do
grafo, optou-se por apresentar duas variagdes em relacdo a quantidade de arestas e,
consequentemente, em relacdo a quantidade de circuitos.

Para esta andlise serdo apresentadas 24 instancias aleatérias. As instancias sdo
identificadas na Tabela 3 com um indice designado a cada instancia, no formato Afk].,
onde i é um inteiro atribuido para cada variacdo no ntimero de vértices, k é um inteiro
atribuido para cada variagdo no niimero de cores e j € um inteiro atribuido para cada
variacdo no nimero de ciclos. A tabela é composta pelas colunas Id, nimero de vértices

|V|, nimero de arestas |E|, nimero de cores |C| e niumero de ciclos |Ciclos|.
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Tabela 3 — Identificagdo das instancias aleatérias de grafos cacto

Id VI | ICl | |E| | |Ciclos|
A111 | 200 | 20 | 209 10
A112 | 200 | 20 | 219 20
A121 | 200 | 100 | 209 10
A122 | 200 | 100 | 219 20
A131 | 200 | 180 | 209 10
A132 | 200 | 180 | 219 20
A211 | 400 | 40 | 419 20
A212 | 400 | 40 | 439 40
A°221 | 400 | 200 | 419 20
A222 | 400 | 200 | 439 40
A231 | 400 | 270 | 419 20
A232 | 400 | 270 | 439 40
A311 | 600 | 60 | 629 30
A312 | 600 | 60 | 659 60
A321 | 600 | 300 | 629 30
A322 | 600 | 300 | 659 60
A331 | 600 | 540 | 629 30
A332 | 600 | 540 | 659 60
A411 | 800 | 80 | 839 40
A412 | 800 | 80 | 879 80
A421 | 800 | 400 | 839 40
A422 | 800 | 400 | 879 80
A431 | 800 | 720 | 839 40
A432 | 800 | 720 | 879 80

Fonte - Igor Sampaio, 2023

6.2 Experimentos computacionais

Esta secdo apresenta os resultados obtidos pelo modelo PLI e pelos algorit-
mos implementados para o MTPP. Uma anélise seré feita dos resultados para cada
implementacéo.

Os experimentos computacionais registram o tempo de execugdo retornado pelo
atributo Runtime do Gurobi Optimizer. Esse atributo retorna o tempo de execugdo da
otimizagdo mais recente em segundos. E importante destacar que todos os tempos
relatados pelo Gurobi Optimizer sdo wall-clock times, que representa o tempo total gasto
para executar uma tarefa, incluindo possiveis interrupg¢des. Uma interrupgdo pode
ocorrer porque o processador divide o uso com outras threads, precisa aguardar um

dispositivo externo ou o algoritmo estd em espera sem executar nada.
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Outro parametro registrado pelos experimentos computacionais é o trabalho gasto,
obtido pelo atributo Work do Gurobi Optimizer. Esse atributo retorna o trabalho gasto
na otimizacdo mais recente. Ao contrario do Runtime, o atributo Work é deterministico,
ou seja, o resultado serd sempre o mesmo desde que o modelo seja resolvido no mesmo
hardware com as mesmas configuragdes de pardmetros e atributos. As unidades dessa
métrica sdo arbitrarias e uma unidade de trabalho equivale aproximadamente a um
segundo em um tnico thread, mas esse valor pode variar de acordo com o hardware
utilizado e 0 modelo resolvido. Esse valor estd relacionado ao CPU Time, que é o tempo

que o processador gasta para executar uma tarefa, sem contar interrupgoes.

Conjunto de resultados 1 - Instancias aleatérias de grafos simples em geral

As Tabelas de 4 a 7 apresentam os resultados dos experimentos computacionais
do modelo PLI e do algoritmo para grafos simples em geral em instancias aleatérias e
estdo separadas por instadncias com o mesmo nimero de vértices. Em todas as tabelas, as
instancias sdo identificadas pela coluna Id (identificador da instancia), seguida dos dados
da execucdo do modelo PLI representados pelas colunas |RL| referente ao namero de
restri¢des lineares do modelo PLI, Tp;; referente ao tempo de execucdo em segundos do
modelo PLI, Wy referente ao trabalho gasto pelo modelo PLI e Solp; referente ao valor
da solugdo 6tima encontrada pelo modelo PLI. Para finalizar é apresentado as colunas
(Tai;) referente ao tempo de execugdo em segundos do algoritmo heuristicos, (Sola;g)
referente ao valor da solucdo encontrada pelo algoritmo heuristico, (GAPr) referente a
diferenca entre o tempo de execugdo do modelo PLI e do algoritmo em porcentagem
e (GAPsol) referente a diferenga entre a solugdo 6tima e a solugdo encontrada pelo
algoritmo heuristico em porcentagem.

Nas instancias com 200 vértices, todas as solugdes 6timas foram encontradas em
menos de 10 segundos. Em geral, instdncias com maior nimero de arestas e cores tém
maior tempo de execugdo e trabalho gasto. O algoritmo encontrou solu¢des com diferenga
de no méaximo cerca de 30% em relagdo a solugdo 6tima, sendo que instancias com
menos cores tenderam a encontrar a solugdo 6tima. Além disso, o tempo de execugdo do

algoritmo foi significativamente mais rdpido que o modelo PLI nas instancias testadas.
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Tabela 4 — Resultados dos experimentos computacionais (Instdncias com 200 vértices)

Id | [RLpyy| Tprr  [Wpul Solpp Taig SOlAlg GAPr  GAPsy
A1 861 1,32 0,79 20 0,06 20 95,25%  0,00%
Anp | 1221 1,72 098 20 0,02 20 98,58%  0,00%
Aps | 20321 1,71 1,21 20 0,02 20 99,06%  0,00%
Aq1g | 26953 2,63 1,93 20 0,02 20 99,31%  0,00%
A1 941 6,11 4,49 61 0,20 48 96,74% 21,31%
A | 1301 1,45 0,64 100 037 83 74,60% 17,00%
A | 20401 3,25 3,09 100 0,29 95 91,12%  5,00%
Ay | 27033 9,05 7,80 100 046 97  94,96% 3,00%
Az | 1021 3,99 191 67 0,16 49 96,09% 26,87%
A | 1381 2,25 1,09 171 057 123  74,82% 28,07%
Az | 20481 4,03 3,91 180 024 164 9397% 8,89%
Apg | 27113 6,25 6,29 180 0,33 172 94,79% 4,44%

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Tabela 5 — Resultados dos experimentos computacionais (Instdncias com 400 vértices)

Id | |RLpul  Tpi [Wpagl Solpi Tag  Solay  GAPr  GAPsy
Aot 1721 19,35 12,49 40 1,07 39 94 48%  2,50%
Arpp | 2441 10,24 8,00 40 0,12 40 98,82% 0,00%
Ayz | 80641 1256 11,94 40 0,14 40 98,87% 0,00%
Ary | 107241 14,67 13,53 40 037 40 97,47%  0,00%
Ay | 1881 37,65 26,83 111 1,32 89  96,50% 19,82%
Arxn | 2601 48,19 32,41 198 6,89 166 85,70% 16,16%
Axps | 80801 201,56 30260 200 1,86 184 99,08% 8,00%
Ay | 107401 47,13 58,78 200 250 198 94,69% 1,00%
Ay | 2041 6,06 4,45 140 1,13 104 81,40% 25,71%
Axp | 2761 329,34 25357 343 5,87 238 98,22% 30,61%
Axyz | 80961 511,23 784,51 360 2,17 317 99,57% 11,94%
Axy | 107561 319,54 581,44 360 2,81 335 99,12% 6,94%

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Ao analisar as instancias com 400 vértices, ndo se observou uma relacdo constante
entre o ntimero de arestas e cores com o tempo de execugdo e trabalho gasto. No entanto,
o algoritmo manteve os mesmos pontos observados nas instancias com 200 vértices.

Ao analisar as instancias com 600 vértices, observa-se novamente a relagdo entre
o aumento do nliimero de arestas e cores e 0 aumento do tempo de execugao e trabalho
gasto. Esse conjunto de instancias apresentou a primeira ocorréncia em que o tempo
limite de execugdo foi atingido. O algoritmo, por sua vez, continua a apresentar os
mesmos pontos observados nas instancias anteriores, mas com um aumento no pico

para cerca de 40% entre a solugdo 6tima e a solugdo encontrada pelo algoritmo.
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Tabela 6 — Resultados dos experimentos computacionais (Instdncias com 600 vértices)

Id | |[RLpul  Treur |Wpacl Solpr;  Tag  Solay  GAPr  GAPsy
Az;p | 2581 41,19 29,24 60 3,43 58 91,67% 3,33%
Aszp | 3661 43,88 34,15 60 0,29 60 99,34%  0,00%
Asz | 180961 39,08 37,18 60 0,36 60 99,08%  0,00%
Azg | 240861 41,91 46,59 60 0,41 60  99,02% 0,00%
Az | 2821 44 42 27,24 168 4,97 135 88,80% 19,64%
Azo | 3901 134,80 12096 292 31,09 239 76,94% 18,15%
Azs | 181201 361,62 695,08 300 7,74 292 97,86% 2,67%
Azy | 241101 582,18 947,82 300 1043 296 98,21% 1,33%
Asz | 3061 42,78 30,17 209 2,80 128  93,46% 38,76%
Az | 4141 1827,28 160542 501 21,66 348 98,81% 30,54%
Aszzz | 181441 2955,88 3026,47 540 9,07 490 99,69% 9,26%
Aszzg | 241341 3601,75 3751,88 539 11,27 501 - -

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Tabela 7 — Resultados dos experimentos computacionais (Instdncias com 800 vértices)

Id | [RLpyl Tprr \Wpagl Solprr Tag  Solay,  GAPr  GAPgy
A | 3441 395,11 167,41 80 6,95 74 98,24%  7,50%
Asp | 4881 46,12 28,05 80 1,78 80 96,14%  0,00%
Agz | 321281 110,94 70,36 80 0,77 80 99,31%  0,00%
Agy | 427813 144,46 92,30 80 0,98 80 99,32%  0,00%
Apr | 3761 372,76 175,57 234 6,45 151  98,27% 35,47%
Ao | 5201 760,51 560,51 393 26,05 299 96,58% 23,92%
Aps | 321601 2273,05 2292,54 400 24,10 393 9894% 1,75%
Ay | 428133 3601,89 6094,00 400 30,02 388 - -
Ay | 4081 66,43 50,13 269 5,51 166 91,70% 38,29%
Agp | 5521 2504,11 3348,03 672 28,37 417 98,87% 37,95%
Ay | 321921 1914,03 3911,14 720 2653 638 98,61% 11,39%
Agzg | 428453 2168,50 3923,89 720 39,87 679 98,16% 5,69%

Fonte — Igor Sampaio, 2023

As instancias com 800 vértices concluem o conjunto de instancias aleatorias.
Dentre os pontos destacados nas instancias anteriores, foi possivel observar que as
instancias com maior nimero de arestas, dentro do conjunto de instancias com mesma
quantidade de cores, em geral, apresentam um tempo de execugdo e trabalho gasto maior.
Este conjunto de instdncias apresentou a segunda ocorréncia que atingiu o tempo limite
de execugdo, por esse motivo foi decidido nédo realizar experimentos com instancias
com mais vértices. O algoritmo, concluindo a consisténcia dos resultados, manteve os
mesmos pontos observados nas instancias anteriores, porém também atingindo um pico

de cerca de 40% entre a solugdo 6tima e a solugdo encontrada pelo algoritmo.
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Anadlise do modelo PLI para grafos simples em geral em instancias aleatérias

Em uma andlise inicial, é possivel perceber o comportamento do modelo proposto
em relagdo ao crescimento do nimero de restri¢ées lineares adicionadas ao modelo. Isso
pode ser observado por meio de experimentos computacionais. A Figura 10 apresenta a
relagdo entre o aumento do niimero de restri¢des lineares no modelo e 0 aumento na

quantidade de vértices do modelo.
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Figura 10 — Relacdo entre o crescimento do ntimero de restri¢ées lineares no modelo e o
numero de vértices da instancia.

Com base na figura e nos dados apresentados, é possivel notar que o nimero de
restri¢oes segue a formula |[C| +2|V| +|A| + 1, onde C é o ndmero de cores, V é o ntimero
de vértices e a A é o nimero de arcos da instancia. Esse resultado foi constante para
todas as instancias executadas e sugere que o nimero de restri¢des lineares no modelo
aumenta de forma polinomial em relacdo ao niimero de vértices, o que pode ser um
indicador empirico de boa formulacdo do modelo.

Devido ao limite de tempo de execucdo, foi escolhido executar instancias de até
800 vértices. Embora algumas das instancias executadas tenham atingido o limite de
tempo de execucdo de 1 hora (3600 segundos), um pouco mais de 77% das instancias
executadas obtiveram solugdes 6timas inteiras em tempo inferior a 7 minutos (420
segundos), o que representa um tempo de execugdo pelo menos 88% menor que o

limite estipulado. Isso demonstra que é possivel encontrar solug¢des inteiras 6timas para
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instancias ainda maiores que as executadas nos experimentos computacionais deste
trabalho, dependendo das caracteristicas dessas instancias. Portanto, para o conjunto de
testes apresentados, os resultados obtidos em termos de tempo computacional gasto
foram bastante satisfatérios, considerando que se trata de um problema NP-dificil.

Devido ao limite de tempo de execugdo, foi escolhido executar instancias de até 800
vértices. Embora algumas das instancias executadas tenham atingido o limite de tempo
de execugdo de 1 hora (3600 segundos), mais de 77% das instancias executadas obtiveram
solugdes 6timas inteiras em menos de 7 minutos (420 segundos), representando um
tempo de execugdo pelo menos 88% menor que o limite estipulado. Para o conjunto de
testes apresentado, os resultados obtidos em termos de tempo computacional foram
bastante satisfatdrios, considerando que se trata de um problema NP-dificil.

A relacdo entre o crescimento do tempo de execugdo em segundos e do ntimero

de vértices da instancia, é demonstrada na figura 11 a seguir.
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Figura 11 — Relacdo entre o crescimento do nimero de vértices da instancia e seu tempo
de execucao.

Ao analisar as tabelas e o grafico da Figura 11, é possivel concluir que a quantidade
de instancias com tempo de execugdo significativamente acima da média aumenta
a medida que o ntimero de vértices da instancia aumenta. Isso sugere que o tempo
de execugdo cresce proporcionalmente ao ntiimero de vértices. Esse crescimento esta
aparentemente relacionado ao aumento do ntmero de restri¢des lineares no modelo,

como visto no grafico da Figura 10.
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E possivel concluir que o nimero de vértices exerce um impacto muito mais
significativo no tempo de execucdo do que o nimero de cores e arestas. No entanto,
pode-se observar que, nos dados apresentados, tanto o aumento no nimero de cores
quanto o aumento do ntmero de arestas apresentam uma tendéncia a uma relagdo
diretamente proporcional ao tempo de execugdo e ao trabalho gasto, onde, na maioria
dos casos, quanto mais cores e arestas na instancia, maior é o tempo de execugdo. No

entanto, é importante destacar que algumas exce¢des se destacam dessa tendéncia.

Andlise do algoritmo heuristico para o MTPP para grafos simples em geral em instancias
aleatorias

Para o problema MTPP em grafos simples, a heuristica inicia a execugdo pelo
algoritmo Grafo Cacto e, em seguida, pelo algoritmo Tropical Cacto. Neste sentido, dois
fatores principais relacionados ao desempenho do algoritmo em relagdo aos valores
6timos serdo avaliados: o tempo de execugédo e a precisdo dos resultados obtidos.

Um ponto importante na avaliacdo do desempenho do algoritmo é avaliar a
relagdo entre a solugdo 6tima e a solugdo apresentada pelo algoritmo. Para isso, é

possivel observar o gréfico da Figura 12.
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Figura 12 — Diferenca entre a solu¢do 6tima e a solugdo do algoritmo para o MTPP para
grafos simples em geral em instancias aleatérias (%)

No gréafico da Figura 12, que apresenta a diferenga entre a solucdo 6tima e a

solugdo encontrada pelo algoritmo, é importante destacar que, das instancias que ndo
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atingiram o tempo limite de execugdo, apenas cerca de 28% encontraram o valor 6timo.
Porém, no pior caso, a diferenca entre a solugdo 6tima e a solu¢do apresentada pelo
algoritmo foi inferior a 39% entre os valores. Analisando tais resultados, é possivel
concluir que a heuristica apresentada, em geral, bons limitantes inferiores em relacdo a
solucdo 6tima para o problema.

Ao observar o tempo de execugdo entre as instancias que ndo atingiram o limite
de tempo no modelo PLI, é 6bvio notar que o tempo de execucdo do algoritmo apresenta
uma velocidade muito superior. No algoritmo, o pior caso apresenta um tempo de
execucdo cerca de 74% menor que no modelo PLI, e em quase 87% das instancias, o
tempo de execucdo do algoritmo foi ao menos 90% menor que no modelo PLI. Isso é
uma prova empirica da 6tima velocidade do algoritmo. O algoritmo mostrou-se muito

eficiente em relagdo ao tempo de execugdo.

Conjunto de resultados 2 - Instancias reais de grafos simples em geral

A Tabela 8 apresenta os resultados dos experimentos computacionais com o
modelo PLI e o algoritmo para grafos simples em geral, aplicados em instancias
reais. Na tabela, as instancias sdo identificadas pela coluna ”Id”(identificador da
instancia), seguida dos dados da execugdo do modelo PLI representados pelas colunas
”IRL|”(ntimero de restri¢Oes lineares do modelo PLI), “"Tp;” (tempo de execucdo em
segundos do modelo PLI), “Wp;”(trabalho gasto pelo modelo PLI) e ”Solp.;” (valor
da solucdo 6tima encontrada pelo modelo PLI). Por fim as colunas "Ta” (tempo de
execucgdo em segundos do algoritmo heuristicos), ”Sol4;,” (valor da solugdo encontrada
pelo algoritmo heuristico), “GAPr”(diferenca entre o tempo de execugdo do modelo PLI
e do algoritmo em porcentagem) e “GAPsol”(diferenga entre a solugdo 6tima e a solugédo

encontrada pelo algoritmo heuristico em porcentagem).
Andlise do modelo PLI para grafos simples em geral em instancias reais
Ao analisar os resultados dos experimentos computacionais do modelo PLI para

grafos simples em geral em instancias reais, um primeiro ponto a considerar é que, assim

como nas instancias aleatérias, o nimero de restri¢cdes lineares aumenta de acordo com
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Tabela 8 — Resultados dos experimentos computacionais (Instancias Reais)

Id | |[RLpyl Tprr [Whpril  Solpy; TAlg SOlAlg GAPr GAPs,
R4 671 0,72 0,19 8 0,00 8 99,60%  0,00%
R, 702 2071,25 1279,03 32 0,02 20 100,00% 37,50%
R3 733 143,73 74,02 50 0,02 26 99,99%  48,00%
Ry | 12282 1,23 0,64 11 0,02 11 98,58%  0,00%
Rs | 11566 1,10 0,64 11 0,02 11 98,62%  0,00%
Re¢ | 4921 4,49 1,81 30 0,17 30 96,21%  0,00%
R; | 5040 3600,43 252099 147 1,86 130 - -
Rg | 5159 1183,24 770,74 254 1,77 197 99,85%  22,44%
Ro | 5935 5,33 2,63 31 4,43 22 16,93% 29,03%
Ryip | 5963 16,65 10,67 56 441 36 73,53%  35,71%
Ry | 5971 16,83 11,70 67 4,35 45 74,13%  32,84%
Ry, | 6213 31,33 30,98 143 4,56 62 85,46%  56,64%
Rqi3 | 15508 22,69 10,73 13 5,28 13 76,74%  0,00%
R4 | 15517 70,93 45,61 22 5,37 22 92,43%  0,00%
Ris | 8340 3601,63 4054,24 22 16,19 18 - -
Rig | 18089 1291,21 1428,66 228 254,77 218 80,27%  4,39%
Rqi7 | 19003 3605,61 331990 778 261,84 537 - -
Rig | 19917 3607,21 3240,26 1013 263,13 654 - -
Ry | 15743 3601,35 383590 218 107,37 127 - -
Ry | 16831 3621,91 3553,49 328 109,06 165 - -
Ry | 17919 3623,42 2558,56 340 98,30 170 - -

Fonte — Igor Sampaio, 2023

um valor proporcional a 7%, onde n é o namero de vértices da instancia. Esse resultado
confirma a consisténcia deste fator entre as instancias aleatorias e as instancias reais.

Entre as instancias reais, ha instancias com variagdo muito maior no namero de
vértices do que nas instancias aleatdrias, incluindo instancias com até 2719 vértices. Por
esse motivo, a maioria das instdncias com mais de 1000 vértices atingiu o tempo limite
de execucao.

Além disso, pode-se destacar que, entre as instancias em que foi possivel obter
a solugdo 6tima dentro do tempo de execugdo limite, o nimero de vértices, arestas e
cores ndo sdo os Unicos fatores que afetam o tempo de execugdo e o trabalho gasto.
Possivelmente, a estrutura do grafo também interfere nesses fatores. Por exemplo, a
instancia R, apresentou tempo de execucdo de 2071,25 segundos e trabalho gasto de

1279,03, mesmo com apenas 77 vértices, 254 arestas e 39 cores.
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Andlise do algoritmo heuristico para o MTPP para grafos simples em geral em instancias
reais

Serdo analisadas as instancias reais que também sdo instancias de grafos simples
em geral. Para esse caso, a heuristica executa inicialmente o algoritmo Grafo Cacto e, em
seguida, o algoritmo Tropical Cacto. Serdo avaliados dois fatores principais relacionados
ao desempenho do algoritmo em relagdo aos valores 6timos: o tempo de execugdo e a
precisdo dos resultados obtidos.

No caso de instancias reais, é igualmente importante avaliar a relacdo entre a

solucdo 6tima e a solugdo apresentada pelo algoritmo. Verifique a figura 13.

60

50 |-

40

Diferenca entre Solpy; e Solaq (%)
W
S
T

o o !

hd | I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Instancia

Figura 13 — Diferenca entre a solucdo 6tima e a solugdo do algoritmo para o MTPP para
grafos simples em geral em instancias reais (%)

O gréfico da Figura 13 revela que hd uma porcentagem menor de instancias que
ndo atingiram o tempo limite e uma diferenca maior entre a solugdo 6tima e a solugdo
apresentada pelo algoritmo no pior caso. Embora 57% das instdncias que ndo atingiram
o tempo limite ndo tenham encontrado o valor 6timo, o algoritmo conseguiu encontrar
valores inferiores adequados. No pior caso, a diferenca entre a solugdo 6tima e a solugdo
apresentada pelo algoritmo foi inferior a 57% dos valores.

Os resultados dos experimentos computacionais mostram uma redugdo no tempo
de execucdo superior a 90% em 57% das instancias apresentadas. Isso pode tornar
a heuristica apropriada para aplicagdes que priorizam a velocidade de execucdo em

detrimento da busca pela solugdo 6tima.
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Conjunto de resultados 3 - Instancias aleatérias de DAGs

As Tabelas de 9 a 12 apresentam os resultados dos experimentos computacionais
do modelo PLI simplificado para DAGs em instancias aleatérias, e estdo organizadas
de acordo com o niimero de vértices das instidncias. Em cada tabela, as instancias sao
identificadas pela coluna “Id”(identificador da instancia), seguida das informacoes
referentes a execu¢do do modelo PLI, representadas pelas colunas |RL|, referente ao
nuamero de restri¢des lineares do modelo PLI, Ty, referente ao tempo de execugdo em

segundos do modelo PLI, e Wpy, referente ao trabalho gasto pelo modelo PLL

Tabela 9 — Resultados dos experimentos computacionais para DAGs (Instancias com
200 vértices)

Id IRLprsl  Tprr  [Wpwil - Solprg
A 421 0,15 0,02 8
A | 421 0,13 0,03 10
A1 421 041 0,27 20
A1 421 032 0,28 20
A 501 0,12 0,03 6
A 501 0,15 0,03 10
Apz | 501 0,28 0,19 85
Apg | 501 029 0,23 93
Az 581 0,14 0,03 6
Az 581 0,16 0,04 10
Aqzs 581 024 0,17 114
A1z 581 0,26 0,21 146

Fonte - Igor Sampaio, 2023

A primeira tabela apresenta instancias com 200 vértices, e em todas elas o valor
6timo foi encontrado em menos de 0,5 segundos. Esses sdo resultados excelentes,
especialmente quando comparados com as instancias de grafos simples com o mesmo
tamanho.

Nas instancias com 400 vértices, é possivel observar, de forma mais consistente,
o crescimento proporcional do tempo de execucdo e do trabalho gasto em relagdo ao
aumento do nimero de arestas em instancias com o mesmo ntmero de cores.

Os pontos anteriormente destacados mantém-se verdadeiros ao observar as
instancias com 600 vértices. No entanto, outro ponto que pode ser notado em todas as
instancias até o momento é que instancias com menos cores tendem a ter um tempo
de execugdo e trabalho gasto maior dentro de instdncias com a mesma quantidade de

vértices e arestas.
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Tabela 10 — Resultados dos experimentos computacionais para DAGs (Instancias com
400 vértices)

Id | [RLpyl Tprr |Wpril  Solpry
Aopq 841 0,24 0,08 7
Arpo 841 032 0,11 11
Ajis 841 2,13 255 40
Aoy 841 265 3,17 40
Ax»y | 1001 0,38 0,10 6
Axo | 1001 0,37 0,11 13
Axs | 1001 1,16 1,10 176
Ax»s | 1001 1,27 1,31 187
Ay | 1161 049 0,13 6
Axp | 1161 046 0,13 12
Axz | 1161 1,11 0,96 221
Axg | 1161 1,23 1,11 282

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Tabela 11 — Resultados dos experimentos computacionais para DAGs (Instancias com
600 vértices)

Id IRLprsl  Tprr [Wpl  Solprg
Aszn | 1261 0,78 0,16 7
Aszp | 1261 0,73 0,20 12
Azz | 1261 9,47 9,04 60
Azg | 1261 11,45 10,54 60
Az | 1501 0,97 0,22 6
Aszp | 1501 0,98 0,24 11
Az | 1501 458 3,52 258
Azy | 1501 4,39 3,91 287
Aszz | 1741 1,38 0,28 7
Az | 1741 1,18 0,29 11
Aszz | 1741 3,14 2,33 325
Az | 1741 4,09 3,04 423

Fonte — Igor Sampaio, 2023

As instancias com 800 vértices concluem o conjunto de instancias aleatérias para
DAGs, e todos os pontos anteriormente destacados foram confirmados pelas instancias

com 800 vértices.

Analise da simplificagdo do modelo PLI para DAGs em instancias aleatérias

Também é possivel analisar a simplificagdo do modelo por meio do ntiimero
de desigualdades adicionadas ao modelo, e é possivel observar isso por meio dos

experimentos computacionais. A Figura 14 mostra a relagdo entre o crescimento do
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Tabela 12 — Resultados dos experimentos computacionais para DAGs (Instancias com

800 vértices)

Id | IRLpy| Tpr  [Wpul  Solprg
Ay | 1681 1,15 0,29 8
Agp | 2001 1,70 0,41 10
Apz | 1681 1646 15,02 80
Apg | 1681 31,14 34,34 80
Apr | 2001 1,60 0,38 7
Apo | 2001 1,70 041 11
Agps | 2001 944 8,00 342
Agpy | 2001 10,45 9,98 378
A | 2321 235 048 7
Ay | 2321 228 049 11
Az | 2321 6,53 4,96 440
Ay | 2321 7,83 6,89 544

Fonte — Igor Sampaio, 2023

numero de restri¢des lineares no modelo e o crescimento na quantidade de vértices do

modelo simplificado para DAGS.
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Figura 14 — Relagdo entre o crescimento do ntimero de restrigdes lineares no modelo e o
ntmero de vértices da instancia para DAGs.

Pela figura e pelos valores apresentados, é possivel constatar que o nimero de

restricoes lineares em instdncias do mesmo tamanho cresce de forma muito inferior

ao modelo original. E possivel calcular que o ntimero de restri¢des lineares de uma

instancia segue a férmula de 2n + ¢ + 1, onde n é o niimero de vértices da instancia e c é

o numero de cores. Isso define um crescimento linear do namero de restricoes lineares
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em relacdo ao ntiimero de vértices da instancia. Isso é uma prova empirica de que a
caracteristica que apresenta maior complexidade para tratar no problema de grafos
simples em geral é evitar circuitos com a maior qualidade possivel.

Nesta simplifica¢do, conseguimos obter solu¢des 6timas inteiras para instancias
com mais de 3000 vértices em menos de 1 hora (3600 segundos) de execugdo. Entretanto,
foi decidido apresentar instancias com tamanhos equivalentes aos utilizados para o
modelo PLI original. Dentre as 48 instancias com no méximo 800 vértices, 100% dos
experimentos computacionais resultaram em tempo de execugdo inferior a 32 segundos
para obter solugdes 6timas inteiras.

A grande diferenca de tempo de execucdo, cerca de 99% mais rapido, entre o
modelo original e 0 modelo simplificado para DAGs, serve como prova empirica de
que evitar circuitos no problema original é custoso em relacdo ao tempo de execucéo, e
também demonstra a possivel eficiéncia da simplificacdo do modelo para um possivel
uso pratico.

A relagdo entre o tempo de execucdo em segundos e o nimero de vértices é
demonstrada na figura 15, que mostra como o tempo de execugdo cresce de forma linear

com o nhimero de vértices.
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Figura 15 — Relagdo entre o crescimento do ntimero de vértices da instancia e seu tempo
de execugdo para DAGs.

Assim como no modelo original, observando a figura 15, é possivel concluir que

o tempo de execugdo cresce diretamente com o aumento do nimero de vértices.
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O crescimento no ntimero de cores e arestas se mostraram bem menos significa-
tivos em relacdo ao impacto no tempo de execuc¢do do que o crescimento do ntimero
de vértices. No entanto, algumas caracteristicas podem ser observadas na analise dos

resultados dos experimentos.

e O aumento no nimero de cores ndo tem uma relacdo diretamente proporcional
com o tempo de execucdo, apresentando maior tempo de execucdo e tempo gasto
em instancias com menos cores.

e Além disso, o ntimero de arestas tem uma relagdo proporcional com o tempo
de execugdo e trabalho gasto, ou seja, o tempo de execucdo e trabalho gasto

normalmente aumenta conforme o niimero de arestas aumenta.

Conjunto de resultados 4 - Instancias reais de DAGs

A Tabela 13 apresenta os resultados dos experimentos computacionais do modelo
PLI simplificado para DAGs em instancias reais. Na tabela, as instdncias sdo identificadas
pela coluna ”Id” (identificador da instancia), seguida dos dados da execugdo do modelo
PLI representados pelas colunas ”|RL|”(ntimero de restri¢des lineares do modelo PLI),
"Tpr;” (tempo de execugdo em segundos do modelo PLI) e “Wop;”(trabalho gasto pelo

modelo PLI).

Analise da simplificacdo do modelo PLI para DAGs em instancias reais

As instancias reais confirmam os pontos destacados pelas instancias aleatorias.
As instancias reais seguem a férmula de 2n + ¢ + 1, onde n é o nimero de vértices da
instancia e ¢ é o namero de cores, assim como as instancias aleatdrias. O crescimento do
numero de restri¢des lineares no modelo se mantém linear em relacdo ao crescimento
do namero de vértices.

Entre as instancias reais, ha uma variacdo muito maior no nimero de vértices
em comparacdo as instancias aleatérias, incluindo instancias com até 2719 vértices.
Diferentemente da versdo para grafos simples, todas as instancias tiveram seu valor

6timo encontrado em menos de 30 segundos.
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Tabela 13 — Resultados dos experimentos computacionais para DAGs (Instancias Reais)

Id | [RLpusl  Tprr |Wprtl  Solpry
R, 163 0,02 0,01 8
R, 194 0,02 0,01 21
R3 225 0,03 0,01 25
Ry 484 0,30 0,26 11
Rs 488 0,29 0,21 11
Rq 625 1,35 0,30 25
R5 744 0,46 0,11 37
Rg 863 047 0,10 42
Rg 1711 1,26 0,38 20
Ry | 1739 1,43 0,35 25
Ry | 1747 1,24 0,35 30
Ry | 1989 1,73 0,43 32
Rz | 2584 6,21 2,57 10
Ris | 2593 3,68 1,14 14
Ri5 | 2864 3,23 0,91 9
R | 4797 8,32 2,36 29
Ry; | 5711 12,20 3,10 32
Rig | 6625 17,70 3,77 32
Ry | 5711 22,14 3,03 11
Ry | 6799 22,27 4,30 11
Ry | 7887 29,23 5,30 11

Fonte — Igor Sampaio, 2023

Mesmo com tempos de execugdo muito curtos, é possivel notar uma consisténcia
na propor¢do de tempo de execugdo e trabalho gasto em relagdo ao tamanho da instancia,
confirmando uma proporc¢ado na relacdo entre o crescimento do niimero de vértices,
cores e arestas e o crescimento do tempo de execugdo consistentes entre os experimentos

com instancias aleatdrias e instincias reais.

Conjunto de resultados 5 - Instancias aleatérias de grafos cacto

A Tabela 14 apresenta os resultados dos experimentos computacionais com o
modelo PLI e o algoritmo para DAGs, aplicados em instancias aleatérias. Na tabela,
as instancias sdo identificadas pela coluna ”Id”(identificador da instancia), seguida
dos dados da execuc¢do do modelo PLI representados pelas colunas ”|RL|”(ntimero
de restri¢des lineares do modelo PLI), "Tpr;”(tempo de execugdo em segundos do
modelo PLI), "Wp;”(trabalho gasto pelo modelo PLI) e ”Solp;;”(valor da solugdo

6tima encontrada pelo modelo PLI). Por fim as colunas ”T;,”(tempo de execugdo em
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segundos do algoritmo heuristicos), ”Sol ;" (valor da solugdo encontrada pelo algoritmo
heuristico), “GAPr” (diferenca entre o tempo de execugdo do modelo PLI e do algoritmo

em porcentagem) e "GAPsol”(diferenca entre a solucdo 6tima e a solugdo encontrada

pelo algoritmo heuristico em porcentagem).

Tabela 14 — Resultados dos experimentos computacionais - Algoritmo para grafos cacto

Id IRLpy| Tpry |Whpril  Solpy; TAlg SOlAlg GAPr GAPsy
A111 839 29,52 17,79 19 0,154 19 99,48%  0,00%
A°112 859 6,30 4,42 20 0,005 20 99,93%  0,00%
A121 919 8,23 5,56 33 0,090 33 98,90% 0,00%
A122 939 23,42 12,07 38 0,180 37 99,23%  2,63%
A131 999 11,67 6,05 35 0,122 35 98,95%  0,00%
A€132 | 1019 18,37 9,45 35 0,121 35 99,34%  0,00%
A211 | 1679 360049 2399,89 29 0,364 29 - -
A212 | 1719 3600,36 1730,61 32 0,447 33 - -
A221 | 1839 123,91 74,00 41 0,360 41 99,71%  0,00%
A222 | 1879 666,00 426,71 48 0,374 48 99,94%  0,00%
A231 | 1999 19,60 10,08 48 0,383 48 98,05%  0,00%
A232 | 2039 32,26 15,97 51 0,378 46 98,83% 9,80%
A311 | 2519 360045 1895,26 40 0,954 39 - -
A312 | 2579 3601,02 1996,05 39 0,850 42 - -
A321 | 2759 1791,34 954,95 56 0,848 56 99,95%  0,00%
A322 | 2819 3600,86 1901,53 51 0,872 55 - -
A331 | 2999 1519,61 851,91 49 0,824 49 99,95%  0,00%
A332 | 3059 3600,77 2050,42 58 0,832 58 - -
A411 | 3359 360395 1733,79 45 1,575 46 - -
A412 | 3439 3601,14 1738,87 34 1,809 45 - -
A421 | 3679 3601,69 1230,25 57 1,683 57 - -
A422 | 3759 3601,67 123791 65 2,211 66 - -
A431 | 3999 3601,99 1253,40 69 1,758 69 - -
A432 | 4079 3601,47 1256,90 81 1,970 77 - -

Um ponto importante a ser destacado é que, apesar das instancias de grafo cacto
terem tamanho méximo de 800 vértices, assim como nos experimentos para grafos
simples, muitas instadncias ndo obtiveram a solug¢do 6tima dentro do tempo de execugao

determinado. Isso pode indicar que a estrutura de grafos cacto traz maior dificuldade

para o modelo PLI

Fonte — Igor Sampaio, 2023
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Andlise do algoritmo heuristico para o MTPP para grafos cacto em instancias aleatérias

Para grafos cacto, a heuristica para o problema MTPP roda diretamente o
algoritmo Caminho Tropical, sem a necessidade de adaptagdo do grafo. Serdo avaliados
dois principais fatores relacionados ao desempenho do algoritmo em rela¢do aos valores
6timos: o tempo de execucdo e a qualidade dos resultados obtidos.

Novamente, para grafos cacto, é avaliado o desempenho do algoritmo por meio
da relagdo entre a solucdo 6tima e a solugdo apresentada pelo algoritmo. Observe a

tigura 16.
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Figura 16 — Diferenca entre a solucdo 6tima e a solugdo do algoritmo para o MTPP para
grafos cacto em instancias aleatérias (%)

Com instancias de grafos cacto, que ndo precisam de adaptacdo, é notavel, ao
observar o gréfico da Figura 16, que a heuristica fornece limitantes inferiores muito
melhores e encontra a solu¢do 6tima em mais casos do que para grafos simples em
geral. Observando apenas as instancias apresentadas que ndo atingiram o tempo limite
na execucdo do modelo PLI, é possivel notar que menos de 17% das instancias ndo
encontraram o valor 6timo, um valor muito inferior ao observado para grafos simples
em geral. Melhor ainda é o fato de que, no pior caso, a diferenca entre a solugdo 6tima e
a solugdo apresentada pelo algoritmo foi inferior a 10% entre os valores. Conclui-se que
a heuristica fornece limitantes inferiores 6timos para grafos cacto e, em muitos casos,

pode ser uma boa alternativa para aplica¢des praticas.
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Um fator que se mantém constante na analise da heuristica é a qualidade do
tempo de execugdo. Observando apenas as instancias em que é possivel obter valores
6timos, o tempo de execugdo do algoritmo é, em todos os casos, pelo menos 98% melhor
do que o tempo de execugdo do modelo PLI. O algoritmo se mostrou muito eficiente em
relagcdo ao tempo de execugdo, ainda mais pelo fato de que instancias de grafos cacto
terem, normalmente, uma construcdo que traz dificuldades em termos de tempo de

execucdao do modelo PLI.
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7 Consideragoes finais

O estudo de um problema NP-Dificil exige uma compreensdo profunda das
técnicas e algoritmos que existem para tentar explorar esse tipo de problema, bem
como uma habilidade para formular modelos matematicos e criar algoritmos heuristicos
eficientes. No entanto, esses modelos e algoritmos podem ser extremamente complexos
e dificeis de analisar teoricamente, o que torna a tarefa de estudar esses problemas um
desafio significativo.

Além disso, em se tratando de problemas NP-Dificil, vale observar que a realizacdo
de experimentos computacionais em instancias reais é de extrema importancia para
avaliar o desempenho de um modelo de programacdo linear inteira e concomitantemente
de algoritmos heuristicos. Tal desempenho pode variar se for comparado com instancias
geradas aleatoriamente, embora construir um banco de instancias reais ndo seja uma
tarefa trivial quando estas precisam ser tratadas.

Em suma, esta dissertacdo estudou o problema do caminho tropical em grafos
coloridos nos vértices e apontou algumas dire¢ées para explora-lo. Foi desenvolvido um
modelo de programagcao linear inteira, bem como uma simplificacdo desse modelo para
grafos aciclicos direcionados (DAGs). Além disso, foi criado um algoritmo heuristico
em que dado um grafo e uma coloragao, este devolve um caminho colorido nos vértices.

A partir dos resultados experimentais foi possivel notar que a formulacdo do
modelo PLI para o MTPP em grafos encontrou solucdo 6tima para mais de 95% das
instancias com até 800 vértices e para algumas instadncias com mais 2 mil vértices dentro
do tempo limite pré definido de 60 minutos.

Para o caso especial de DAGs, o modelo PLI obteve solucdo 6tima para todas
as instancias aleatdrias geradas com até 800 vértices em no maximo 32 segundos.
Além disso, o modelo PLI encontrou solug¢des 6timas para todas as instancias reais em
menos de 30 segundos. Vale observar que instancias maiores poderiam ser geradas
aleatoriamente para DAGs, no entanto, os grafos do tipo DAGs foram construidos a
partir das instancias geradas aleatoriamente para grafos.

Em relagdo aos resultados dos experimentos com o algoritmo heuristico para o
conjunto de instancias de grafos simples em geral, foi observado que 28% das instancias

aleatdrias e 43% das instancias reais alcangaram o valor 6timo. No pior caso, o algoritmo
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obteve uma diferenca maxima de 57% entre o valor 6timo e o valor obtido pelo algoritmo.
Ja em grafos cacto, o valor 6timo foi alcancado em mais de 83% das instancias. Para as
instancias que ndo atingiram o valor 6timo, a diferenga entre o valor 6timo e o obtido
pelo algoritmo foi inferior a 10%.

Os resultados obtidos pelos experimentos computacionais mostraram o potencial
do algoritmo em encontrar solugdes 6timas para algumas instancias do problema, em
especial instancias de grafos cacto. E importante considerar o potencial do uso da
heuristica para a defini¢do de limitantes inferiores do problema, o que pode ser ttil para
futuras abordagens.

Em geral, este estudo contribuiu para a compreensdo do problema do caminho
tropical em grafos coloridos nos vértices e apresentou solugdes tteis para resolvé-lo. A
andlise empirica realizada permitiu avaliar o desempenho dessas solu¢oes em diferentes
cendrios, o que pode orientar a escolha da melhor abordagem para resolver o problema

em situagdes especificas.

Trabalhados futuros

Uma possibilidade interessante para futuros estudos é explorar o problema do
caminho tropical em grafos coloridos nos vértices por meio de métodos de combinatéria
poliédrica. Essa abordagem pode permitir uma compreensdo mais profunda da estrutura
matemadtica subjacente ao problema e levar a solu¢des mais eficientes em termos de
tamanho da instancia e tempo de execugao.

Um exemplo de estudo futuro nesse sentido seria investigar as propriedades do
poliedro associado ao problema do caminho tropical em grafos simples. E possivel que
exista algumas inequagdes que definam facetas e tais inequagdes possam ser usadas em
um modelo de PLI relaxado para que solug¢des inteiras 6timas sejam encontradas em
um tempo consideravelmente menor.

Outra possibilidade seria explorar a conexdo entre o problema do caminho
tropical e outros problemas cldssicos de combinatéria poliédrica, como o problema da
arvore geradora minima (MST) e o problema do fluxo méximo em redes. Essa conexdo
pode permitir o uso de técnicas e algoritmos j4 existentes para resolver o problema do

caminho tropical.
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Em resumo, hd muitas possibilidades de estudos futuros para explorar o problema
do caminho tropical em grafos coloridos nos vértices usando métodos de combinatéria
poliédrica. Tais estudos podem levar a solugdes mais eficientes e a uma compreensao

mais profunda da estrutura matemadtica subjacente ao problema.
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