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”Sometimes, a bit of quantitative thinking can show that
things are not so surprising after all.”

(Persi Diaconis)



RESUMO

AMATO NETO, Luis. Coincidéncias: Problema dos aniversarios e polindbmios cromaticos.
2020. 76 f. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) — Escola de Artes, Ci€éncias e Humanidades,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2019.

Como discutido em Diaconis e Mosteller (1989), o problema dos aniversarios € um ponto
importante de partida no estudo de coincidéncias. Uma defini¢do de coincidéncia € adotada,
seguida de uma breve apresentacdo dos seus principais aspectos: entre eles a subjetividade e a
surpresa. Na literatura sdo encontrados as principais variagdes do problema dos aniversarios, que
analisadas, fornecem as bases para um estudo do aspecto probabilistico das coincidéncias. Neste
trabalho os eventos sdo associados a varidveis aleatdrias independentes e igualmente distribuidas,
ou seja, os problemas sao estudados com o uso de técnicas de contagem. Desta forma, o problema
classico dos aniversarios pode ser associado a coloraciao dos vértices de um grafo completo,
assim como o problema do aniversariante pode ser associado a coloracao dos vértices de um grafo
estrela. A partir destas observagdes, é proposta a formulagao do problema dos aniversarios sujeito
a restricoes de uma rede de relacionamentos, que equivale a um problema da coloragdo prépria
dos vértices de um grafo simples, cuja topologia modela as restricdes do problema original.
O objetivo do trabalho € aplicar o conhecimento desenvolvido sobre polindmios cromaticos
no estudo das coincidéncias associadas a problemas dos aniversarios sujeito a restri¢cdes. Um
resumo sobre teoria dos grafos e os principais resultados referentes a polindmios crométicos sao
apresentados com o objetivos de dar clareza e consisténcia entre definicdes adotadas, teoremas
utilizados e sua aplica¢do nos casos de drvores de Cayley, grafos Bollobas-Chung e redes sociais
simples. A andlise das coincidéncias se concentram na determinagdo do polindmio cromaético e
suas representacoes em diferentes bases, entre elas as formas: de poténcia, fatorial e de arvore.
A decisdo se um grafo pode ou nao ser colorido de maneira prépria com k > 2 cores € um
problema de decisdo NP-completo, portanto um objetivo secundario € analisar as limitagdes dos
algoritmos existentes e dos sistemas disponiveis para calculo de polindmios cromaticos, que
possuem coeficientes inteiros € podem alcancar centenas de digitos. Os célculos e as simulagdes
foram realizadas no Sage Mathematics Software (Linux Version 8.8). A conclusdo demonstra
que o conhecimento e as técnicas de polindmios cromaticos contribuem com a solucdo da
generalizagdao proposta do problema dos aniversarios, sendo analisadas as limita¢des atuais
quanto a eficacia dos algoritmos disponiveis e a capacidade computacional demandada pela
topologia do grafo associado ao problema original.

Palavras-chaves: Coincidéncias. Problema dos aniversarios. Polindmios cromaticos.



ABSTRACT

AMATO NETO, Luis. Coincidences: birthday problem and chromatic polynomials. 2020. 76 p.
Dissertation (Master of Science) — School of Arts, Sciences and Humanities, University of Sao
Paulo, Sao Paulo, 2019.

As discussed in Diaconis e Mosteller (1989), the birthday problem is an important starting
point in the study of coincidences. A definition of coincidence is adopted, followed by a brief
presentation of its main aspects: subjectivity and surprise among them. In the literature, the main
variations of the birthday problem are found, which analyzed, provide the basis for a study of the
probabilistic aspect of coincidences. In this work the events are associated with independent and
equally distributed random variables, that is, the problems are studied using counting techniques.
Thus the classical birthday problem can be associated with the coloring of vertices of a complete
graph, just as the birthmate problem can be associated with the coloring of the vertices of a star
graph. From these observations, it is proposed a formulation of the birthday problem, subject to
constraints of a relationships network, which is equivalent to a problem of proper coloring of
the vertices of a simple graph, whose topology shapes the constraints of the original problem.
The objective of this work is to apply the knowledge developed about chromatic polynomials
in the study of coincidences associated with restricted birthday problems. A summary of graph
theory and the main results concerning chromatic polynomials are presented with the purpose
of providing clarity and consistency between adopted definitions, used theorems and their
application in the case of Cayley trees, Bollobas-Chung graphs and simple social networks.
The analysis of coincidences focuses on the determination of the chromatic polynomial and its
representations in different bases, among them the power, factorial and tree bases. Whether or
not a graph can be properly colored with k > 2 colors is an NP-complete decision problem, so a
secondary objective is to analyze the limitations of existing algorithms and available systems
for calculating chromatic polynomials, which have integer coefficients and can reach hundreds
of digits. Calculations and simulations were performed in Sage Mathematics Software (Linux
Version 8.8). The conclusion demonstrates that the knowledge and techniques of chromatic
polynomials contribute to the solution of the proposed generalization of the birthdays problem, it
is also analyzed the current limitations regarding the effectiveness of available algorithms and the
computational capacity demanded by the graph topology associated with the original problem.

Keywords: Coincidences. Birthday problem. Chromatic polynomials.
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1 INTRODUCAO

1.1 Coincidéncias

Coincidéncias fazem parte da nossa vida cotidiana. Os relatos de situacdes que incluem
coincidéncias despertam nosso interesse, alimentam nosso imaginério e nos surpreendem. Pode-
mos associar a elas mudancas no curso das nossa vidas: pessoas com quem passamos a conviver,
lugares onde realizamos atividades de estudo ou de trabalho. Coincidéncias podem apontar
para novas descobertas, assim como também para situagdes constrangedoras, como incidentes e
acidentes.

Apesar de serem situacdes tdo comuns, a formulagdo de problemas relativos as coin-
cidéncias ainda é um desafio para a Ciéncia. Os diferentes campos do conhecimento t€ém abordado
0 assunto e contribuem para a compreensao de aspectos especificos do tema.

Segundo Diaconis e Mosteller (1989), coincidéncia pode ser definida como uma con-
corréncia surpreendente de eventos, percebidos como significativamente relacionados e sem uma
causa aparente. Esta defini¢c@o traz pelo menos cinco aspectos importantes: eventos proximos
no tempo ou no espago, percebidos como relacionados, surpreendentes, relevantes e sem causa
aparente.

Diaconis e Mosteller abordam o tema coincidéncias de forma ampla e organizada a partir
de métodos aplicdveis de estudo: estudos observacionais, experimentos, andlise exploratoria de
dados e andlise confirmatdria de dados. Em cada método os autores fazem uma retrospectiva das
principais contribui¢cdes e apontam caminhos a serem trilhados.

O primeiro método de estudo de coincidéncias, estudos observacionais, consiste em pes-
quisa de campo com a identificac@o de situagdes que cumpram requisitos definidos da pesquisa,
coleta de dados e a busca de padrdes ou de alguma forma de estruturacdo. Diaconis (1985)
discute algumas vantagens e desvantagens deste método e cita como exemplos: observagoes
ndo-controladas de casos médicos, testemunho de especialistas em processos legais. Sdo citados
outros métodos desenvolvidos mais recentemente, como grupos focais, historiografia e estudos
de caso.

Os experimentos sao conduzidos para testar um conjunto de fatores que podem ser con-
trolados pelos investigadores, tais como estimulos e condicionantes, que se supde significativos
em relacao aos resultados obtidos pelos experimentos. Os dados e resultados dos testes podem

ser analisados, qualitativamente ou quantitativamente, por meio de técnicas estatisticas.
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Quando dados estdo disponiveis, sem prévio planejamento relativo a pesquisa, seu uso
caracteriza o método de anélise exploratdria de dados e, tipicamente, tem como objetivo gerar
hipoteses. Testes planejados destas hipotese poderdo confirmé-las, ou ndo, e sdo considerados
como andlise confirmatéria de dados. Diaconis (1985) discute o uso, as limitacdes e os cuidados
das técnicas estatisticas em ambas as andlises de dados (exploratéria e confirmatdria).

ApOs sua publicacdo, Diaconis e Mosteller (1989) € citado praticamente em toda a
literatura que aborda o tema coincidéncias, definida como ocorréncia rara, surpreendente e sem
causa aparente. A leitura de Peterson (1998), Hand (2014) e Mazur (2016), além da entrevista de
Diaconis a Aldous (ALDOUS, 2013), permite afirmar que nao houve um avanco significativo na
formulag@o de problemas e abordagem proposta em Diaconis e Mosteller (1989), ou seja, o artigo
¢ um adequado ponto de partida para este trabalho. A seguir estao apresentadas contribui¢des

relevantes mais recentes sobre coincidéncias.

1.2 Caracteristicas das Coincidéncias

Uma coincidéncia é uma associacao de eventos feita por alguém. Estes eventos usual-
mente possuem uma sequéncia temporal e alguma proximidade espacial que permitem a pessoa
relaciond-los. Se os eventos sdo significativos, relevantes e surpreendentes merecem atengao
deste alguém. Se € possivel atribuir causas conhecidas aos eventos, eles passam para a categoria
de fato corriqueiro, caso contrario eles sdo denominados coincidéncias.

E possivel agrupar estas ideias em dois grandes blocos: subjetividade e surpresa. O
primeiro esta relacionado a importancia e relevancia dos eventos para a pessoa, bem como sua
capacidade de associar os eventos entre si e explicar seu nexo causal. O segundo trata da surpresa,
que leva os eventos a serem percebidos como algo extraordindrio.

O aspecto subjetivo € um assunto atual, tem como seminal o artigo de Tversky e Kahne-
man (1974), sendo que a trajetdria destes dois importantes pesquisadores esta condensada em
Kahneman (2011). Em um brevissimo resumo, as pessoas tém vieses cognitivos e sistematica-
mente falham na avaliagdo subjetiva da probabilidade dos eventos. Além disso, racionalidade
ndo € suficiente para entender o valor atribuido as alternativas disponiveis e suas escolhas em
um processo decisorio. Em outras palavras, a teoria da decisdo racional falha sistematicamente
quando as decisdes cotidianas sdo analisadas com mais detalhes.

As coincidéncias consideradas como surpresa incluem também um aspecto subjetivo,

além do probabilistico. Por exemplo, em um estudo exploratério Griffiths e Tenenbaum (2007)
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separa a andlise das coincidéncias em dois grupos: as que sdo decorrentes basicamente de
probabilidade, como uma mesma pessoa ganhar duas vezes na loteria, e aquelas que desafiam o
conhecimento atual. Por exemplo, descobertas podem ter origem quando evidéncias desafiam a
plausibilidade baseada no conhecimento prévio: intui¢des, avaliacdo de probabilidades e relagdes
causais conhecidas. Dois dos cinco experimentos relatados utilizam o problema dos aniversarios
como estimulo. Estes experimentos indicam que a sensibilidade a coincidéncias pode despertar
a curiosidade e € uma capacidade cognitiva que pode levar a descoberta de relagcdes causais,
tanto na Ci€ncia como na vida cotidiana. A falta desta sensibilidade, se associada a crencas
“irracionais”, pode desencadear a propagacao de crencas danosas as pessoas, por exemplo, a de
que a vacinag¢do € arriscada para criancas.

Outros exemplos de experimentos, Griffiths et al. (2018), complemento de Griffiths
e Tenenbaum (2001), abordam a hipétese de que a aleatoriedade subjetiva € uma inferéncia
estatistica, ou seja, a apreensao da aleatoriedade pelas pessoas € uma inferéncia feita por elas
sobre o processo que gerou os dados observados.

A raridade dos eventos associados a coincidéncia pode ser avaliada a partir da teoria das
probabilidades, na tentativa de quantificar o quao ordindrias ou extraordindrias as coincidéncias
podem ser, ou seja, esta avaliacdo pode contribuir para confrontar uma aproximacao quantitativa
com uma expectativa implicita na percep¢do de um evento como raro.

Dentre os diversos trabalhos recentes que tratam da aplicacdo da teoria das probabilidades
ao estudo das coincidéncias ressaltamos dois que consideramos mais relevantes para este trabalho
e que contribuem com respostas a seguinte pergunta: o que caracteriza uma coincidéncia?

O primeiro trabalho, Hand (2014), propde um conjunto de ”leis” que constituem ~O

Principio da Improbabilidade”:

a) lei da inevitabilidade: algo deve acontecer;

b) lei forte dos grandes nlimeros: com um nimero suficientemente grande de oportunidades,
qualquer evento possivel pode acontecer;

c) lei da selecdo: a probabilidade pode ser alterada para qualquer valor se o critério for
escolhido ap6s o evento;

d) lei da alavancagem da probabilidade: uma pequena alteracdo das circunstancias pode
ter um enorme impacto nas probabilidades (ndo linearidade e sensibilidade as condi¢des

iniciais e de contorno);
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e) lei do suficientemente préximo: eventos que sdo suficientemente similares podem ser

percebidos como idénticos.

O livro traz inumeros casos especificos, além de alguns genéricos, de aplicacao desta
abordagem para explicar a percepcao de surpresa.

Em um breve resumo, a lei da inevitabilidade declara que a realidade estd em inexoravel
movimento. Nosso conhecimento sobre este movimento €, e sempre serd, limitado.

A lei forte dos grandes nimeros reconhece que este movimento inexoravel, em um
periodo de tempo suficientemente longo, torna provavel qualquer evento possivel.

A lei da selecdo nos lembra que uma probabilidade” pode ser alterada para qualquer
valor se a escolha do espaco amostral for feita apds o evento considerado ter ocorrido.

A lei da alavancagem da probabilidade esta relacionada a complexidade intrinseca ao
movimento inexoravel, ou seja, fendmenos complexos sao tipicamente nao-lineares e sensiveis
as suas circunstancias ou contexto (condi¢des iniciais e de contorno). Esta lei também traz a
questdo de que estabelecer relagcdes de causalidade, mesmo a posteriori, pode ser extremamente
dificil, ou seja, a concorréncia de eventos “sem causa aparente”.

A lei do suficientemente proximo € semelhante a lei da selecdo, quando a escolha do
critério de eventos “idénticos” € tipicamente feita a posteriori por alguém que também considera
na percepg¢do a relevancia dos eventos.

O segundo texto, Mazur (2016), também traz muitos exemplos e complementa esta
caracterizagdo das coincidéncias quando torna explicito dois outros aspectos complementares: a

causalidade e o significado, como pode ser visto no trecho a seguir (p. 36):

Podemos buscar uma causa e procurar um significado. Causa e significado sdo
duas coisas distintas. A causa de um evento € a razdo principal pela qual o
evento acontece. H4 causas de um evento que ndo sdo determindveis, causas
que sdo profundas demais para vislumbrarmos, e causas que sao muito vagas
para entendermos. Uma causa pode ter inimeras camadas de entendimento.

O primeiro aspecto estd relacionado ao repertorio e a capacidade de alguém formular, ou
nao, uma cadeia de causalidade do evento e suas circunstancias. Além disso, esta causalidade
¢ estabelecida sempre a posteriori, pois, caso contrario, € uma previsao e contraria a definicao
adotada de coincidéncia.

O segundo aspecto considera a relevancia e a carga emocional associadas ao signifi-
cado atribuido por alguém a concorréncia de eventos. Falk (1989) apresenta um exemplo de

experimento, onde mostra que os participantes consideraram suas proprias coincidéncias mais
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surpreendentes que as coincidéncias dos outros. Falk (2017) apresenta uma colecdo de exemplos
da associagdo de significado a coincidéncias, tanto nos textos académicos quanto na literatura,
notadamente de fic¢@o. Para a autora ha muito a ser melhor compreendido no aspecto psicoldgico
das coincidéncias.

A primeira abordagem multidisciplinar das coincidéncias foi realizada por uma parceria
entre Carl G. Jung e Wolfgang Pauli, iniciada em 1932 e interrompida pela morte de Pauli em
1958. Um dos resultados desta parceria foi a publicacdo de um livro com artigos relacionados, um
de cada autor. Pauli (1955) associa as descobertas cientificas a ideias arquetipicas relacionadas
ao inconsciente coletivo, que é uma das ideias centrais da psicologia junguiana. Jung (1955)
define sincronicidade como um principio de conexdes acausais, ou seja, traz a ideia de que para
se entender a realidade sdo necessarios dois principios: o de causalidade e o de sincronicidade. O
primeiro esta associado aos fendmenos onde sdo identificadas relacdes de causa e efeito, enquanto
o segundo estd associado a fendmenos resultantes de eventos fortuitos e proximos no tempo € no
espaco, ou seja, coincidéncias. Esta abordagem de associar fendmenos naturais e psique continua
a ser desenvolvida, por exemplo, Cambray (2013) considera os conhecimentos mais recentes
da Fisica e da Psicologia, e explora a associacdo entre sincronicidade e auto-organizagao de
sistemas complexos.

Em resumo, a literatura € extensa em estudos observacionais e experimentos exploratdrios
sobre os diversos aspectos relacionados as coincidéncias, abrange varios campos do conheci-
mento que, aos poucos, vao sendo tratados em conjunto (multidisciplinaridade). Hand (2014)
e Mazur (2016) aprofundam a caracterizacao das coincidéncias, entretanto muitas questdes
continuam em aberto, sendo a préopria definicdo de coincidéncia uma delas.

Neste trabalho as coincidéncias sao abordadas a partir do ponto de vista probabilistico,
porém seus aspectos subjetivos ndo podem ser esquecidos na interpretacdo de dados da realidade.
Por exemplo, o problema dos aniversarios, na literatura também conhecido como paradoxo
dos aniversarios, € utilizado como exemplo diddtico em cursos de probabilidade e estatistica
porque causa “surpresa” nos alunos, sendo que os resultados usuais sao relativos a um problema

matematicamente bem definido e resolvido ha décadas.

1.3 Problema de pesquisa

O objetivo geral deste trabalho é propor uma generaliza¢ao do problema dos aniversarios,
quando a relacdo entre as pessoas envolvidas pode ser representada por uma rede de relacio-

namentos, e estudar as probabilidades de coincidéncias. Em outras palavras, em um modelo
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ocupacao de bolas (pessoas com datas de aniversario) distintas em caixas (datas do calendério)
também distintas, a definicdo do espaco amostral obedece a restri¢des das caixas ocupadas que
sdo consideradas como evento. Por exemplo, no problema clédssico dos aniversarios cada caixa
individualmente pode ser ocupada e a varidvel aleatdria é o nlimero de caixas com s bolas;
no problema classico do aniversariante hd somente dois tipos de ocupacdes de caixas: a do
aniversariante e as outras, sendo a varidvel aleatoria o niimero de bolas em cada tipo de caixa.

Sao tratados somente os casos mais simples destes problemas, que sdo aqueles onde
as varidveis aleatorias sdo independentes e igualmente distribuidas, o que permite o estudo
das probabilidades a partir das técnicas de contagem. A forma adotada para representacao
das restri¢coes de relacionamento entre os participantes € a dos grafos simples e, naturalmente,
coloracao prépria de vértices surge como técnica de contagem adequada ao problema dos
aniversarios. Outra vantagem desta escolha é o vasto conhecimento disponivel desenvolvido no
estudo dos problemas de coloragdo de grafos, tanto de polindmios quanto de niimeros cromaticos.

Algumas familias de grafos t€ém solucdes conhecidas de seus polindmios cromaticos, tais
como os grafos: completos, arvores, circulares, entre outros. O método de inclusdo exclusao
permite calcular o polindmio cromético de um grafo simples qualquer, porém decidir se um
grafo pode ou ndo ser colorido de maneira propria com k > 2 cores € um problema NP-completo.

Para calcular a probabilidade das coincidéncias nos problemas dos aniversarios € explo-
rado o estudo dos coeficientes dos polindmios cromaticos representados em diferentes formas,
sendo as mais adequadas a este estudo as formas: fatorial, de poténcia e de arvores. Assim
como no calculo de colorac¢des préprias através de polindmios cromdticos, no caso mais geral
do célculo de probabilidade das coincidéncias é proposto um método de contracio de arestas
seguida de célculo do polind6mio cromético do grafo contraido.

Os casos estudados sao: as drvores de Cayley, grafos de Bollob4ds-Chung e pequenas
redes sociais. As arvores de Cayley sdo comuns em diversas dreas da Fisica, os grafos de
Bollobéds-Chung sdo os exemplos mais simples de uma rede com caracteristicas ”Small World’e
as pequenas redes sociais apresentam em pequena escala as possibilidades e limitacdes da
generalizacdo proposta.

Polindmios cromadticos t€ém coeficientes inteiros e os valores de seus coeficientes podem
ter centenas de digitos. Estes nimeros sdo arredondados em sistemas de cdlculo tradicionais
ou demandam uma programacao especifica para lidar com nimeros inteiros com centenas de

digitos. A discussdo das alternativas também € um objetivo secundario deste trabalho.
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2 O PROBLEMA DOS ANIVERSARIOS

A primeira referéncia ao problema dos aniversdrios é atribuida a von Mises (1939).
Mosteller (1962) formulou o problema como: qual € o menor nimero requerido de pessoas para
que duas ou mais pessoas tenham a mesma data de aniversario com probabilidade 1/2?

As simplificagdes usuais consistem em ignorar 29 de fevereiro como data de aniversario
e que os outros 365 dias do ano sao igualmente provaveis.

Muitas pessoas ficam surpresas com o resultado de que sao necessarias ”somente” 23
pessoas para que duas delas tenham a mesma data de aniversario com probabilidade de 50%.

Além do problema dos aniversarios, Mosteller (1962) sugeriu um problema semelhante,
denominado por ele de problema do aniversariante: dado um aniversariante, qual € o menor
numero requerido de pessoas para que uma outra pessoa tenha a mesma data de aniversirio com
probabilidade de 1/2?

A partir das mesmas hipéteses, a resposta deste problema € 253 e também € surpreendente
para um leigo no assunto.

A comparacao da solugdo classica destes problemas mostra que, no primeiro caso, a
relacdo entre as pessoas envolvidas € de todas com todas, enquanto que, no segundo caso,
¢ todas, menos uma, com uma unica pessoa. Em outras palavras, a forma como as pessoas
envolvidas sdo relacionadas definem diferentes problemas relacionados a aniversarios. Portanto,
€ razodvel propor uma generalizacdo deste tipo de problema para diferentes configuracdes dos
relacionamentos entre as pessoas, que € o ponto de partida para a formulacio do problema dos

aniversdrios utilizada neste trabalho.

2.1 O problema classico dos aniversarios

Feller (1968) apresenta o problema dos aniversarios como um exemplo do problema da
colocagdo aleatdria de n bolas distintas (participantes e suas datas do aniversario) em A caixas
distintas (datas do ano). Um evento simples com 7 bolas ocorre quando pelo menos um par de
bolas (participante com data do aniversario) é colocado na mesma caixa (data do ano), ou seja,
pelo menos uma coincidéncia k > 1 (mesma data de aniversario). A probabilidade de cada caixa
(data do ano) ser escolhida é a mesma, 1/A = 1/365.

No caso do problema dos aniversdrios, para calcular a probabilidade do evento de pelo
menos uma coincidéncia é mais simples inicialmente calcular o seu complemento (nenhuma

coincidéncia). A probabilidade de cada data do ano ser escolhida é a mesma, 1/A = 1/365.
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Comecando com duas pessoas: a probabilidade da segunda pessoa ndo ter a mesma data
de aniversdrio da primeira é 364 /365. A cada pessoa adicionada a comparagio é feita com
todas as anteriores, logo a probabilidade da terceira pessoa ndo ter a mesma data de aniversario
que a primeira e a segunda é 363/365. Assim, sucessivamente, até a n-ésima data que tem
probabilidade de (365 —n+1)/365.

Uma data do ano pode receber qualquer nimero de datas de aniversario, logo sdo A"
possibilidades no total. Portanto:

364 363 365—n 365—n+1
365 365 3‘95 365

n—1 termos

P(k=0,n)

n>2. (1)

Um produto deste tipo é denominado fatorial descendente, por conveniéncia, foi adotado
como notagio o simbolo de Pochhammer A = A (A —1)(A —2)---(A —n+1), onde A é
nuimero de caixas (datas do ano) e n é o numero de bolas (participantes com datas de aniversarios).
A figura 2.1.1 apresenta a probabilidade de pelo menos uma coincidéncia em funcao do

ndmero de participantes e A = 365.

Figura 2.1.1 — Problema dos aniversarios — Probabilidade de k > 1 coincidéncias

140
(n=1)  pn-D) m =
P(k:o,n)zl _ADA 2 :
An—1 A=) An = 06
€ g 0.4
(n) £,
P(kzl,n):l—}L— v
li’l 0.0 Lambda= 385 —— Aniversario

0D s 100 150 200 250 300 350
Numero de participantes

Fonte: Elaboracao propria

Para facilitar as analogias entre diferentes configuracdes, por conveniéncia, neste trabalho
o nimero de pessoas envolvidas nos problemas inclui todos os participantes, ou seja, sao sempre
n pessoas no total. No caso a seguir, o aniversariante ¢ incluido no total de participantes.

Analogamente para o problema do aniversariante, comecando com duas pessoas: a
probabilidade da segunda pessoa ndo ter a mesma data de aniversdrio do aniversariante (primeira)
é 364/365. A cada pessoa adicionada a comparacio é feita somente com o aniversariante,

portanto a probabilidade da terceira pessoa ndo ter a mesma data de aniversario que a primeira
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também é 364 /365. Assim, sucessivamente, até que a n-ésima data também tem probabilidade

de 364 /365 de ser a mesma que a do aniversariante.

_ 364364 364364 )
365365 365365

'
n—1 termos

P(k=0,n)

Figura 2.1.2 — Problema do aniversariante - Probabilidade de k > 1 coincidéncias
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Fonte: Elaboracao propria

2.2 O problema dos aniversarios associado a grafos

Falk (2014) formula o problema dos aniversarios a partir da contagem do niimero de
pares de comparagdes envolvidos no problema em relacdo ao nimero total de comparagdes
possiveis e sugere que esta formulacio pode dar origem a um modelo mais genérico do problema
dos aniversarios.

Apesar de publicado somente em 2016, desde 2009 Diaconis (2016) propos que a solucao
do problema dos aniversarios pode ser associado a um problema equivalente ao da coloracao
propria de grafos. Como definido em Read (1968), um polindmio cromatico é o ntimero de
coloragdes proprias dos vértices de um grafo G e é denotado neste trabalho como Pg(A ), onde A
¢ o nimero de cores.

Inicialmente, seja K,, o grafo completo de n vértices. Seu polindmio cromatico € dado
por

Pe ()= A, 3)
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onde A é nimero de cores. O nimero total de coloragdes possiveis de G é dado por A", e se

definirmos a probabilidade do grafo K, ter coloracdo prépria como:
Pg,(A) _ AW
P(k:O,n):T: TER 4)
e dai
)
P(kzl,n)zl—P(k:O,n)zl—W7 (5)

que € a solucdo do problema classico dos aniversarios.
Analogamente, o polindmio cromético do grafo estrela S, de n vértices € dado por:

Ps,(N)=A(A—1)""1, (6)

de forma que a probabilidade do grafo S, ter coloragao propria €

Ps() AA—1)y1 A 1yn-l
P(k=0,n) = S;fn)= ( M) =(5) @
entao
P(kZ1;"):1—P(k:0,n):1_(%)n_l’ ®)

que € a solucdo do problema classico do aniversariante.
Figura 2.2.1 — Grafo completo e grafo estrela
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Fonte: Elaboracio prépria

2.3 Exemplos do problema dos aniversarios em grafos

A literatura apresenta diversos casos de grafos cujos polindmios cromdticos t€ém solucdo
conhecida Weisstein (2019). Os seguintes grafos foram selecionados como exemplo:

a) Grafo circular ou n-gono: onde cada vértice € vizinho de apenas dois outros vértices, logo

forma um ciclo, de onde resulta a denominacdo C,, onde n € o nimero de vértices.

b) Grafo roda: onde um vértice estd conectado a todos os vértices de um grafo circular, neste

trabalho é denominado W,,, onde »n € o numero de vértices.
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Figura 2.3.1 — Grafo circular: Polindmio cromatico - Probabilidade de k coincidéncias

P(k=0,n) = (D" 1A -1+ A —-1)""!

P(k>1,n)=1—"—

Figura 2.3.2 — Grafo roda: Polindmio cromatico - Probabilidade de k coincidéncias
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A probabilidade de k > 1 coincidéncias referente aos diferentes problemas representados

pelos grafos € apresentada na Figura 2.3.3 a seguir:

Figura 2.3.3 — Probabilidade de k > 1 coincidéncias x A para diferentes grafos ou problemas
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Fonte: Elaboracio prdpria

A figura 2.3.3 mostra como as probabilidades variam fortemente com as regras de relacio-
namento dos participantes dos problemas dos aniversarios em grafos. A partir desta constatacao,
este trabalho explora a generalizacdo das regras de relacionamento entre participantes de proble-

mas dos aniversarios. Considerando a hipétese de eventos equiprovdveis, modelar a probabilidade
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de coincidéncias em redes de relacionamento se transforma em um problema de contagem em
grafos, sendo que a coloracao de vértices € a forma adotada neste trabalho.

A caracterizacdo da rede € considerada um dado de entrada, ou seja, as informagdes
para constru¢do de um grafo representativo de alguma situagdo de interesse sao disponiveis. A
simulagdo das coincidéncias € sensivel ao tamanho e complexidade da rede e, portanto, esta
limitada pela eficiéncia dos algoritmos e pela capacidade computacional disponivel.

Além disso, sdo explorados os casos de coincidéncias multiplas tratadas a partir do
ndmero de possibilidades geradas pela contracdo de arestas de uma colorag¢do prépria: uma a uma,
no caso de coincidéncias simples; duas a duas, no caso de coincidéncias duplas; analogamente
para coincidéncias de graus maiores. As quase coincidéncias podem ser tratadas pela soma das

solucdes referentes aos niimeros de cores considerados coincidentes.
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3 GRAFOS E POLINOMIOS CROMATICOS

3.1 Elementos da teoria dos grafos

A apresentacdo de elementos da teoria dos grafos t€m como objetivos: dar clareza,
suportar a coeréncia e a consisténcia deste trabalho. Defini¢des, nomenclatura, simbologia e
teoremas sdo baseados em Feofiloff, Kohayakawa e Wakabayashi (2011) e Bondy e Murty
(2008).

Um grafo G consiste em um conjunto de vértices V(G) e um conjunto de arestas A(G),
onde cada aresta € definida por um par de vértices de V(G), distintos ou néo. Neste trabalho uma
aresta ¢ um par ndo-ordenado de vértices e G é denominado simplesmente grafo. Se cada aresta
for definida por um par ordenado de vértices, G é denominado um digrafo.

Se os vértices u e v sdo os extremos de uma aresta, representada por uv, entao u € v sao
adjacentes ou vizinhos. Analogamente, se duas arestas tém um extremo (vértice) em comum,
entdo as arestas sdo adjacentes. Arestas com os mesmos extremos (vértices) sdo chamadas
paralelas ou miiltiplas. Uma aresta com extremos iguais € chamada de laco.

Um grafo sem lacos ou arestas multiplas € denominado simples. Um grafo G é nulo
se V(G) = A(G) = @. Um grafo G € vazio se A(G) = @. Um grafo com apenas um vértice e
nenhuma aresta (vértice isolado) é chamado trivial.

A Figura 3.1.1 mostra alguns exemplos de grafos.

Figura 3.1.1 — Exemplos de grafos

a) grafo b) digrafo ¢) trivial d) completo K e) bipartido
laco
t u
isolado
arestas uv @)
muiltiplas
X ov

Fonte: Elaboragao prépria

Dado um grafo G o grau de um vértice v € o nimero de arestas que incidem em v,
denotado por gg(v). Um lago é contado como duas incidéncias. Um vértice que ndo tem arestas
incidentes é¢ denominado isolado e tem grau zero. Quando a referéncia ao grafo for evidente pelo

contexto, o grau de um vértice v € denotado simplesmente por g(v).
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A unido de dois grafos simples G e H é o grafo GUH com V(GUH) =V (G)UV(H) e
A(GUH) =A(G)UA(H).

A intersegdo de dois grafos simples G e H é o grafo GNH com V(GNH) =V (G)NV(H)
e A(GNH) =A(G)NA(H).

A Figura 3.1.2 mostra um exemplo de unido e outro de intersecdo de dois grafos simples.

Figura 3.1.2 — Exemplo de unido de intersecao de dois grafos G e H

1 2 1 2 1 2 1 2
o—o0
[ . O
4 3 3 5 4 3 5] 3
G H GUH GNH

Fonte: Adaptado de Bondy e Murty, 2008

Um grafo simples G € k-regular se todos os seus vértices tém grau k; G é denominado
regular se é k-regular para algum k. Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em
dois conjuntos X e Y tal que XUY =V (G) e XNY = & de modo que cada aresta de G tenha
um extremo em X e outroem Y.

Um grafo simples G é completo se quaisquer dois de seus vértices sdo adjacentes. Um
grafo completo com n vértices € denotado por K. O grafo K3 é usualmente chamado de tridngulo.

Dado um grafo simples G, o complemento de G, denotado por G, é o grafo simples com
os mesmos vértices V(G) = V(G), sendo que dois vértices sdo adjacentes em G se e s6 se ndo
sdo adjacentes em G, ou seja, A(G)NA(G) = @ e GUG é completo.

Um grafo H é um subgrafo do grafo Gse V(H) CV(G) e A(H) C A(G) e é denotado por
H C G. Analogamente, G O H, ou G é um supergrafo de H. Um subgrafo H de G é um subgrafo
gerador (spanning subgraph) de G se V(H) =V (G), ou seja, H é obtido pela remocéo de arestas
de G. Analogamente, S é um supergrafo gerador (spanning supergraph) de G se V(S) =V (G),
ou seja, S € obtido pela adicao de arestas em G.

Dado um grafo G, seja X um conjunto de vértices com & C X C V(G), entdo o subgrafo
H de G induzido (ou gerado) por X é o subgrafo de G tal que V(H) =X e A(H) é o conjunto de
todas as arestas de G que tém ambos os extremos em X, ¢ é denotado por G[X].

Um subgrafo pode ser obtido pela remog¢do de uma aresta e, sem alteracao dos vértices,

denotada por G\ {e} ou simplesmente G \ e. Analogamente, pode ser obtido pela remogdo de
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um vértice v, e todas suas arestas incidentes, denotada por G\ {v} ou simplesmente G\ v. A

Figura 3.1.3 apresenta exemplos de ambos os casos.

Figura 3.1.3 — Remocao de aresta e e remocao de vértice v

G G\e G\v

Fonte: Adaptado de Bondy e Murty, 2008

A identificacdo de dois vértices ndo adjacentes x e y de um grafo G € a sua substitui¢ao
por um unico vértice com todas as arestas incidentes, tanto em x como em y, denotada por
G/{x,y}. Analogamente a contra¢do de uma aresta ¢ de um grafo G consiste na remogao da
aresta e e na identificacao dos extremos de e em um tnico vértice. Esta contracao é denotada por

G/e. A Figura 3.1.4 mostra um exemplo de cada um destes casos.

Figura 3.1.4 — Identificacdo de vértices x y e contragdo de aresta e

r y e
G v G/e

G /{z,y} G

Fonte: Adaptado de Bondy e Murty, 2008

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia finita ndo vazia P = (vose1;vi;en;. .. ek Vi),
cujos termos sao alternadamente vértices v; e arestas e;, tal que para todo i, 1 <i <k, 0s extremos
de e; sdo v;_1 e v;. Os vértices vg € v sdo a origem € o término do passeio P, os outros vértices
sao chamados vértices internos de P. O comprimento de P € o seu nimero de arestas, denotado
por ||P||. Um passeio € fechado se sua origem coincide com seu término e ||P|| > 0. Uma trilha é
um passeio sem arestas repetidas. Um caminho € um passeio sem vértices repetidos. Uma trilha
fechada cuja origem e vértices internos sdo todos distintos é um circuito, semelhante a um colar;

um circuito de comprimento n é denotado por C,,.
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Um grafo G € conexo se para todo par de vértices distintos u e v existe um caminho de u
a v. Um grafo que ndo é conexo ¢ dito desconexo. Os subgrafos conexos maximais de um grafo
sao chamados componentes.

Um grafo G que ndo contém circuitos é aciclico. Uma drvore € um grafo aciclico
conexo. Uma floresta € um grafo aciclico ndo necessariamente conexo, ou seja, ¢ um grafo cujos
componentes sao drvores.

Um subgrafo gerador de um grafo G € obtido pela remogdo de arestas de G. Para um
grafo conexo G, um subgrafo minimal conexo tem um tnico tnico caminho entre quaisquer
vértices u e v, pois do contrario existe um ciclo e existe uma aresta que pode ser removida
mantendo a conexidade de G. Este argumento € a base para a prova do teorema 3.1.1, conforme

Bondy e Murty (2008, Theorem 4.6 p. 106):
Teorema 3.1.1 Um grafo é conexo se e somente contém uma drvore geradora.

A distdancia entre dois vértices u e v de um grafo G € o comprimento de um caminho
mais curto de u a v, denotada por dg(u,v) ou simplesmente d(u,v). Quando nao existir nenhum
caminho de u a v, a distancia € definida como infinita. A maior das distancias entre quaisquer
dois vértices do grafo G € o seu didmetro, denotado por diam(G). O comprimento de um menor
circuito de um grafo G é sua cintura, denotada por cint(G). O comprimento de um maior circuito
de um grafo G € sua circunferéncia, denotada circ(G). Se G é aciclico, sua cintura é definida
como 0 e sua circunferéncia como infinita.

Uma cliqgue em um grafo G € qualquer conjunto de vértices de G dois a dois adjacentes.

Em outras palavras, H C V(G) é uma clique do grafo G se o grafo induzido G[X] é completo.
3.2 Coloracao de vértices e polinomios cromaticos

Polindmios crométicos foram introduzidos pelo matemético norte-americano George D.
Birkhoff em 1912 na expectativa de solucionar a conjectura que, para a colora¢do de mapas
(grafos planares), bastam 4 cores. Apesar deste caminho nao ter se mostrado frutifero, uma
vasta literatura foi desenvolvida sobre o assunto. Neste trabalho somente sdo necessarios os
fundamentos sobre polindmios cromadticos e as principais referéncias consideradas sdo: o artigo
de Read (1968), os livros de Bondy e Murty (2008) e Dong, Koh e Teo (2005).

A coloragdo de um grafo G € o resultado de atribuir a cada vértice v uma das cores de
um dado conjunto finito de cores C. Uma coloragdo € dita prépria quando todos os vértices t€ém

cores distintas das cores dos seus vizinhos. Uma coloragao que nao satisfaz esta restri¢ao € dita
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impropria. Este trabalho, assim como em quase todos os casos de interesse, envolve somente
coloragdes proprias, portanto € conveniente que o termo coloracdo seja referente a coloragao
propria. Se houver algum caso em que esta premissa ndo seja aplicdvel, entdo o critério utilizado
estard explicitado.

Uma func¢do de particular interesse, associada a um grafo G, € a que expressa as diferentes
maneiras de colorir os vértices de G em fun¢do de um numero especificado de cores, denotado
historicamente por A. Assim a fun¢@o Pg(A4) € o nimero de maneiras de colorir o grafo G com
A cores, sendo que nem todas as cores precisam ser utilizadas. Quando o contexto for evidente,
Pg(A) é denotado simplesmente por P(1).

Na contagem das diferentes coloragdes, dois aspectos associados a rotacao ciclica dos
vértices e a diferenciacdo das cores devem ser previamente definidos. Para o objetivo deste

trabalho os critérios adotados para contagem das diferentes coloracdes sdo:

a) os vértices devem ser tratados com se fossem pontos fixos no espaco, ou seja, rotacoes
ciclicas s@o contadas como coloracdes distintas;
b) a cor atribuida a cada vértice € determinante, ou seja, cada cor atribuida a um vértice é

contada como uma coloragao distinta.

Os seguintes grafos simples ilustram a aplicacdo destes critérios e introduzem a fungao

a) arvore de 3 vértices: se for adotada uma das A cores para o vértice central, sobram A — 1
cores para cada uma das pontas, logo P(A) = 1(A —1)%;

b) tridngulo (3 vértices): se for adotada uma das A cores para um vértice qualquer, sobram
A — 1 cores para o segundo vértice e (A —2) cores para o terceiro vértice, logo P(A) =
AA—=1)(A=2);

c) grafo completo de n vértices: generalizando o caso do tridngulo, se for adotada uma das A
cores para um vértice qualquer, sobram A — 1 cores para o segundo vértice, A — 2 cores para
o terceiro vértice e assim sucessivamente, logo P(A) =A(A —1)(A —2) --- (A —n+1);

d) grafo vazio de n vértices: como cada vértice € isolado, pode ser adotada qualquer das A

cores para cada um deles, logo P(1) = A".

Pode-se observar que as fungdes P(A) destes casos sdo polindmios. A partir do teorema
apresentado a seguir, € possivel demonstrar que a fungdo P(A) é polinomial para qualquer grafo

G sem lacos, dai a denominacgado de polinomio cromaditico.



28

Seja um grafo G, ndo trivial e sem lacos, com vértices x e y ndo adjacentes. Um exemplo
¢ apresentado na Figura 3.2.1 a):

As coloracgdes de G podem ser de dois tipos:

a) aos vértices x e y sdo atribuidas cores distintas,

b) aos vértices x e y sdo atribuidas as mesmas cores.

Se no primeiro caso as cores sdao distintas, entdo acrescentar uma aresta xy entre os
vértices x e y do grafo G ndo altera a coloracdo destes casos.
Se no segundo caso as cores sdo as mesmas, entdo identificar os vértices x e y do grafo G

nao altera a coloracao destes casos.

Figura 3.2.1 — Exemplos de grafos G, G' ¢ G”
b) G'=G+xy ¢) G" =G/{x,y}

© N et

Fonte: Elaboracao prépria

Como estas alternativas sao disjuntas, o nimero de colora¢des de um grafo G é a soma
nimero das colora¢des do supergrafo G’ (cores distintas para x e y) e do subgrafo G” (mesmas
cores para x e y). Esta € a motivacdo para o teorema que Read (1968) denomina de teorema

fundamental dos polindmios cromaticos.

Teorema 3.2.1 (Fundamental) Para um grafo G, sem lacos, ndo trivial e com pelo menos
um par de vértices ndo adjacentes x e y, PG(A) = Pg(A) + Pgr(A), onde G' = G+xy e G =

G/{x,y}

Os polindmios dos casos excluidos do teorema, a saber, o grafo trivial [Pg,—1(A) =A] e
grafos completos [Pk, (L) =A(A —1)(A —2)--- (A —n-+1)], completam a solugdo para qualquer
grafo G sem lagos.

O Teorema 3.2.1 pode ser aplicado sucessivamente a G’ e G” até que os grafos gerados
nao tenham mais nenhum par de vértices ndo adjacentes, ou seja, sejam completos. Utilizando
um artificio grafico proposto por Zykov (1949) apud Read (1968), um exemplo da sequéncia de

aplicacdes sucessivas a um grafo € apresentada na Figura 3.2.2 a).
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Figura 3.2.2 — Exemplo de aplicacdo sucessiva do Teorema Fundamental e do Corolario
[I-N « |
11 AV ]
Yy _—-Y'__J

- AR
S\ A TN QR

o ° o e
= —4 o 46 =g e
-] -] -] [s]
2@ 12203 1@ = At —4A3 4642 -3
a) Teorema Fundamental b) Corolario Fundamental

Fonte: Adaptado de Read (1968)

A aplicagdo sucessiva do Teorema Fundamental resulta que o polindmio cromético de G é
uma soma de polindmios cromaticos de grafos completos. Para expressar polindmios cromaticos

de grafos completos € conveniente utilizar o simbolo de Pochhammer
AW =2A=1)(A=2) ... (A—n+1), 9)

onde n é nimero de vértices de G. Portanto, para grafos completos Py, (A) = A",

O polindmio cromatico expresso como a soma dos polindmios resultantes da aplicagao

sucessiva do Teorema 3.2.1 resulta em

Po(A) =Y aAl), (10)

onde n € numero de vértices de G e a; sao numeros inteiros com a, = 1, pois o grafo G d4 origem
a um unico grafo completo K}, todos os outros t€m menor nimero de vértices até chegar ao grafo
trivial. Esta forma de Pg(A) é denominada forma fatorial.

O teorema 3.2.1 pode ser reescrito na forma de remogao de arestas da seguinte forma:
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Corolario 3.2.2 (Fundamental) Para um grafo G, sem lagos, ndo trivial e com pelo menos

uma aresta entre os vértices x e y, Pg/(A) = Pg(A) — Pgn(A), onde G' = G+xy e G' = G/{x,y}.

O coroldrio 3.2.2 pode ser aplicado sucessivamente a G ¢ G” até que os grafos gerados
nao tenham mais nenhuma aresta, ou seja, sejam vazios. A Figura 3.2.2 b) apresenta 0 mesmo
exemplo com a sequéncia de aplicagdes sucessivas do coroldrio a um grafo.

A aplicagdo sucessiva do corolério 3.2.2 resulta que o polindmio cromatico de G € uma

soma de polindmios crométicos de grafos vazios,
n .
Pg(A) =Y i), (11)
i=1

onde n é nimero de vértices de G e b; sdo nimeros inteiros com b, = 1, pois o grafo G d4 origem
a um unico grafo vazio de n vértices, todos os outros t€m menor nimero de vértices até chegar
ao grafo trivial. Esta forma de Pg(A) é denominada forma de poténcia.

Assim fica demonstrado que a fun¢io Pg(A) é um polindmio para qualquer grafo G
simples.

Vale ressaltar que: o problema de associar grafos a um dado polindmio € um problema
em aberto, ou seja, € conhecido como associar um grafo a um polindmio cromético, porém o

inverso € um problema em aberto.
3.3 Bases para representacao de polinomios cromaticos

Independentemente do método de calculo, o polindmio cromatico de um grafo € unico,
portanto uma forma pode ser transformada em qualquer outra equivalente. A motivagao para uti-
lizar estas transformacdes € que os coeficientes associados a cada forma podem ser interpretados
e revelar caracteristicas interessantes associadas a coloragdo dos vértices dos grafos, sendo este
um dos objetivos deste trabalho.

Um polindmio cromético de grafo conexo que € obtido por aplicacdes sucessivas do
teorema 3.2.1 resulta em uma soma ponderada por nimeros inteiros de polindmios de grafos
completos, desde o grau n (ndmero de vértices) até grau que representa 0 menor nimero cores
que permite a coloracdo prépria do grafo. Este grau é o nimero cromético do grafo, pois um
numero de cores inferior a este grau faz com que os valores de todos os polindmios dos grafos
completos sejam nulos.

Analogamente, a aplicagdo sucessiva do coroldrio 3.2.2 resulta em uma soma ponderada

por nimeros inteiros de polindmios de grafos vazios, desde o grau n até 1. Um polindmio
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cromadtico tem termo independente igual a zero, pois do contrario, para nimero de cores A = 0
o valor de P(A) seria diferente de zero, ou seja, haveria coloragdes préprias com zero cores, O
que € um absurdo. Neste caso, 0 nimero cromdtico € o menor inteiro positivo onde o polindmio
cromético € positivo.

Uma alternativa de cdlculo a partir da aplicac@o sucessiva do coroldrio 3.2.2 é a remogao
de arestas de forma que os subgrafos gerados sejam arvores, o que reduz o nimero de remog¢oes
de arestas em relacdo a alternativa de grafos vazios. Como todas as drvores com k vértices tém o
mesmo polindmio cromadtico, entdo um polindmio cromatico pode ser representado pela soma
ponderada de n polindmios na forma de P(A) = A(A — 1)1 k=1, 2, ..., n, ou seja, este
conjunto € uma base para polinomios cromaticos (LOERINC, 1980).

Chao e Whitehead (1978) e Loerinc (1980) mostram as equacdes que relacionam as

formas fatorial, de poténcia e de arvore:

a) forma fatorial para forma de poténcia
n
AW =Y (—1)* s (n, k) A K (12)
k=1

onde: s(n,k) é niimero de Stirling de 1¢ espécie,
com: §(n,0) = 0 paran>0 e s(n+1,k) = s(n,k—1)—ns(n,k) para 0 < k <n.
Por exemplo, para n=5: P(Ks) = A(5) = 15 — 10A* + 3513 — 5012 + 241
< 5(5,5)= 1, 5(5,4) = 10, s(5,3) = 35, 5(5,2) = 50, s(5,1) = 24.
b) forma de poténcia para forma fatorial

AT = zn" S(n,k)A® (13)
k=1
onde: S(n,k) é nimero de Stirling de 2¢ espécie,
com: S(n,0) = 0 paran>0 e S(n+1,k) = S(n,k—1)+k S(n,k) para0 <k <n.
Por exemplo, para n=5: P(Vazios) = A° = A3 4+ 104® +2510) 4 150 112
o 5(5,5) = 1, s(5,4) = 10, 5(5,3) = 25, 5(5,2) = 15, s(5,1) = 1.

¢) forma de arvore para forma de poténcia

AA =11 = Z(—l)’”k t(n,k)A*, paran>1 (14)
k=1

onde: 7(n,k) = (Zj)
Por exemplo, paran=5: P(Ts) = A(A — 1)* = 1% —4A% + 6143 + 442 + 11!

G @W=10G=456=060=40=1
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d) forma de poténcia para forma de arvore
n

At = ZT(n,k)?L(?L—l)”*l, paran>1 (15)
k=1

onde: T'(n,k) = (1~}).

Por exemplo, para n=5:

P(Vazios) =A> =1AA—1D*+4 LA - 1P +6 AA—1)24+4A2A -1 +1A(A—1)°
s @=1@=esD=6 =4 =1

No caso dos itens ¢) e d) Loerinc (1980) apresenta somatéria desde k=0, associado ao

termo independente que é sempre nulo, e utiliza como defini¢ao (”:1]) = 0.

3.4 Teoremas importantes relativos ao calculo de polinomios cromaticos

O Teorema Fundamental permite calcular o polindmio de um grafo, porém é facil perceber
que, com o aumento do nimero de vértices e de arestas, o nimero de polindmios gerados pela
remogio / contragdo ou pela adi¢do / contragéio cresce exponencialmente, o que estd associado
a caracteristica deste problema ser NP-Completo.

As diferentes abordagens de algoritmos procuram identificar sequéncias de vértices e
arestas que minimizem o niimero de polindmios gerados e que facilitem seu célculo. Os seguintes
teoremas relativos aos polindmios crométicos contribuem de forma importante nas heuristicas
dos algoritmos disponiveis na literatura.

Como pela defini¢do os componentes sdo conexos e disjuntos entre si, a coloracdo de
cada um € independente dos outros e, portanto, o nimero de coloragdes de G € o produto do

ndmero de coloragdes de seus componentes.

Teorema 3.4.1 Se um grafo G tem k componentes conexas G, Go, ..., Gy entdo
PG(A) = PG, (A) - Pg,(A) - PG, (M)

Em uma arvore existe somente um caminho entre dois vértices quaisquer, logo A cores po-
dem ser atribuidas um vértice qualquer e A — 1 a cada um de seus vizinhos, assim sucessivamente

a cada vizinho A — 1 podem ser atribuidas, logo:

Teorema 3.4.2 Se um grafo T, é uma drvore com n vértices entdo

Pr(A)=A(A -1y,
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Para um grafo circular C, com n vértices, a aplica¢do do corolério 3.2.2 resulta:

Pe,(A) =P, (A)—Pe,_ (M), onde Pr,(A) =A(A—1)""" e Po, = A(A—1).

A aplicacdo sucessiva desde C, até C, resulta que P, (A ) é a soma de uma progressdo geométrica
de n— 1 termos com ag = A(A —1)" ! e razdo r = —1/(A — 1), ou seja:

a(l—r""") _A@A-1)"'(1-(=1/A-1))"")
Pc,(A) = = = A-D"1=(=1/(A=1))"
entao:

Teorema 3.4.3 Se um grafo C, é circular com n vértices entdo
Pe,(A)=A-1)"+(-1)"(A—1).

Para o grafo conexo G, um conjunto de vértices S C V(G) é separador (ou conjunto de
corte) se o grafo G \ S, resultante da remogdo dos vértices de S de G, é desconexo. Além disso,
se S € uma clique em G, entdo S é uma cligue separadora em G. Neste caso o grafo G pode ser
separado em subgrafos cuja superposi¢do é G[S], ou seja, possuem G[S] em comum (Read (1968,
Theorem 3 p. 59) e Dong, Koh e Teo (2005, Theorem 1.3.2 p. 8)). Como G[S] é completo, entdo
se for atribuida uma colorac@o a G[S] a coloragdo dos vértices restantes de cada subgrafo sdo

independentes. Logo:

Teorema 3.4.4 Se a "superposicdo’de dois grafos X e Y é um grafo completo com k vértices,
entdo o polinomio cromdtico formado pela junc¢do de X e Y é dado por:

Px(A).Py(A) Px(A).Pr(A
Po(A) = X%é&; ) _ X(zw( )

A Figura 3.4.1 apresenta um exemplo do Teorema 3.4.4 comk=2¢ S = V(K3).

Figura 3.4.1 — Exemplo de subgrafos de G gerados por clique separadora S

G

®S=V(K)

Fonte: Adaptado de Read (1968)
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3.5 Interpretacao dos coeficientes dos polinomios cromaticos

Read (1968) mostra que € possivel interpretar os coeficientes dos polindmios cromaticos,
sendo estas interpretacdes valiosas para o estudo de coincidéncias.
Para um grafo G com n vértices, seu polindmio cromatico P(A) tem as seguintes

propriedades:

a) O graude P(1) é n.

b) O coeficiente de A" em P(A) é 1.

¢) P(A) ndo tem termo constante.

d) Ostermos de P(A) na base de poténcia alternam de sinal.

e) O valor absoluto do coeficiente de A7~ é o nimero de arestas.

f) Para G conexo, P(1) < A(A —1)""!, onde A € inteiro positivo.

g) G é uma arvore se e somente se P(A) = A(A —1)"~ 1.

h) Se G é conexo, entdo o valor absoluto do coeficiente de A" em P(A) ndo é menor que
(1)

i) O menor valor de r, cujo coeficiente de A" € diferente de zero, é o nimero de componentes

de G.

A forma fatorial permite a seguinte interpretagdo. Para A = r, Pg(r) é o niimero de colora¢des
proprias com exatamente r cores, quaisquer que sejam as r cores de um conjunto de A cores,
ou seja, € o nimero de particdes do conjunto de vértices de G em r subconjuntos disjuntos de
vértices, tal que nao ha vértices vizinhos em cada subconjunto. Considerando as permutacdes
das r cores, resulta que sdo r!Pg(r) coloragdes proprias com exatas r cores.

O polindmio cromético Ps(A) é o nimero de colora¢des proprias com A cores, mas nao
€ necessario o uso de todas elas. Este fato permite reconstruir o polindmio cromaético através da

soma de todas as coloragdes proprias dos r subconjuntos disjuntos de r cores, r = 1, 2,---, A.
A

"), entdo:

Como o niimero de combinagdes das A cores de r maneiras é (

A A
Po(A) =Y (i) r'Pg(r) = ZPG(F)?L(’)

r=1

Esta € a justificativa para o seguinte teorema:

Teorema 3.5.1 O coeficiente de A") da forma fatorial de Pg(A) é o niimero de maneiras de

colorir o grafo G com exatas r cores com coloragoes indiferentes.
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Uma aplicacao importante deste teorema € que o menor expoente do polindmio cromatico na
forma fatorial € o menor nimero de cores que permite coloracdes proprias, logo € o nimero
cromadtico x(G).

A interpretacdo dos coeficientes do polindmio cromético na forma de poténcia foi pro-
posta por Whitney (1932), a partir do principio da inclusdo exclusao aplicada a propriedade
coloracao.

Dado um grafo simples conexo G com n vértices e m arestas, o nimero de coloragdes
proprias pode ser calculado partindo do ndmero total de coloragdes (A") subtraindo o nimero de
coloragdes impréprias.

Para uma coloragdo qualquer de G, se forem removidas as arestas cujos vértices tém
cores distintas, o subgrafo resultante tem k componentes, cada um com uma udnica cor, logo
sdo AK coloracdes ditas altamente impréprias. De outra forma, para cada coloragio prépria
ou impropria ha uma coloracao altamente imprépria. Para coloragao prépria este subgrafo de
coloragdo altamente impropria € um grafo vazio.

Seja N(k,r) o nimero de subgrafos com k componentes e r arestas. Utilizando o método

da inclusao exclusdo, o nimero de coloragdes proprias pode ser calculado por:

Po(A) = 2" =Y. N(p, DA? + Y. N(p,2)AP +--- (=1)" Y N(p,m)A?
p p 14

Como o subgrafo com nenhuma aresta é o grafo vazio, entdo N(n,0) = 1. Agrupando os termos:

= i Z N(p,r)A? = Z {f p,r) AP (16)

r=0p=1 p=1 r=0

De onde decorre:

Teorema 3.5.2 O coeficiente de AP da forma de poténcia de Pg(A) é Y (—1)" N(p,r), onde
N(p,r) € o niimero de subgrafos de G com p componentes e r arestas, e m o nimero de arestas

de G.

Whitney (1932) mostrou que, para cada conjunto de subgrafos de p componentes, varias
parcelas se anulam, o que reduz o esfor¢o de contagem dos N(p,r) subgrafos. O argumento
se baseia na constatacao de que, fixado o nimero de componentes p, para um componente do
subgrafo H), .11 com r+ 1 arestas que contém pelo menos um circuito, existe um subgrafo
H,, , com r arestas que se obtém pela remo¢do de uma aresta do circuito, sendo que o primeiro

contribui com o sinal (—1)"*! e 0 segundo com (—1)", ou seja, se anulam.
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Para assegurar a correta contagem do ndmero de subgrafos N(p,r), Whitney (1932)

propde o seguinte algoritmo:

a) adotar uma ordem qualquer para os vértices do grafo G;

b) listar os circuitos identificando os vértices na ordem definida em a);

¢) para cada circuito, construir um “circuito quebrado” removendo a dltima aresta deste
circuito;

d) adotar uma ordem qualquer para os circuitos quebrados;

e) seja Q; cada um dos g circuitos quebrados, i =1, 2, ..., g;

f) dividir todos os subgrafos de G em g+ 1 conjuntos, alguns dos quais podem ser vazios,
sendo que o conjunto S contém todos os subgrafos que contém todas as arestas de Q1, S>
contém todos os subgrafos que contém todas as arestas de ; e ndo estdo contidos em Sy,
S3 contém todos os subgrafos que contém todas as arestas de 03 e ndo estdo contidos em
$1 US>, assim sucessivamente até€ S, | que contém todos os subgrafos que ndo contém

nenhum dos circuitos quebrados.

Para demonstrar que as parcelas na contagem dos N(p,r) se anulam em cada um dos
conjuntos S;, i =1, 2, ---, g € utilizado o seguinte argumento. Considere a aresta a; que foi
removida do circuito para construir o circuito quebrado Q. A cada subgrafo de S; que contém a;
corresponde um subgrafo que niao contém ay, de outra forma, por construgdo existe um subgrafo
em S| que corresponde ao subgrafo que ndo contém a; ao qual se adiciona a;. Como a diferenca
do niimero de arestas entre este par é de uma aresta, a contribui¢ao na contagem dos N(p,r)
subgrafos do termo de A” é nula. Argumento semelhante vale para todos os outros conjuntos
porque sucessivamente eles ndo incluem os circuitos quebrados anteriores.

Portanto o tinico conjunto de subgrafos que contribui na contagem de N(p,r) é Sy41, ou

seja, os subgrafos que ndo contém nenhum circuito quebrado do grafo G.

Teorema 3.5.3 O coeficiente de AP da forma de poténcia de Pg(A) é Y. (—1)" N(p,r), onde
N(p,r) é o niimero de subgrafos de G com p componentes e r arestas, que ndo contém nenhum

circuito quebrado de G, sendo m o niimero de arestas de G.

A figura 3.5.1 apresenta a aplicagdo deste teorema ao mesmo exemplo utilizado na

figura 3.2.2. Este exemplo € bastante simples porque ha somente um circuito quebrado.



Figura 3.5.1 — Exemplo de aplicacdo do Teorema dos Circuitos Quebrados
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Fonte: Elaboracao prdpria
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O ponto importante € que a anélise da figura mostra que os subgrafos gerados, associados

a cada coeficiente de A”, indicam um conjunto de arestas com colorac¢io altamente impropria

(uma tunica cor) que podem ser contraidas para o cédlculo das coincidéncias no polindmio

cromético do grafo G.
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4 TIPOS DE PROBLEMA DOS ANIVERSARIOS

No seu estudo sobre coincidéncias, Diaconis e Mosteller (1989) abordam a questio
de modelos genéricos e modelos especializados. O primeiro tipo sdo aqueles que t€m uma
formulacdo matematica que pode ser aplicada a diferentes situagdes, por exemplo: 0 modelo de
ocupacdo de caixas por bolas, enquanto que o segundo tipo trata de caso especifico. A pertinéncia
de um modelo a um grupo nao € definitiva, pois a aplicacdo de modelo genérico pode identificar
a necessidade de modelo especifico, bem como um modelo especifico pode ter sua aplicacao
ampliada e dar origem a um modelo genérico.

Os modelos genéricos do problema dos aniversarios sao classificados em quatro grupos:

a) problema classico: semelhante a Mosteller (1962),

b) miltiplos eventos: coincidéncias de trés ou mais elementos,

¢) quase aniversdrios: intervalo ampliado para que o evento seja considerado uma coin-
cidéncia,

e) multiplas categorias: coincidéncias quando cada elemento tem mais que uma categoria.
4.1 Problema classico dos aniversarios segundo von Mises

Feller (1968) atribui a primeira referéncia ao problema dos aniversdrios a von Mises
(1939). O modelo proposto por von Mises é de uma ocupagdo de A caixas distintas por n bolas
distintas, em relagdo ao definido na se¢do 2.1, sdo A cores atribuidas a n vértices distintos.

Sejam as varidveis aleatdrias independentes e igualmente distribuidas X : s =0,1,2,--- )k
a quantidade de caixas com s bolas, sendo Xy a quantidade de caixas vazias.

A distribui¢@o de probabilidades da ocupagdo de A caixas por n bolas é definida por
P(xq,x1,x2,--+ ,xt), quando se conhece os valores x; que indicam quantas caixas estao vazias,

com uma, com duas, ..., com k bolas, sujeitos as seguintes restri¢des:

a) numero de caixas: xo +x; +x2+ - +x, = A

b) nimero de bolas: 1x; +2x, +---+kx; =n

Estas restricdes significam que, por exemplo, para um valor de s maior que k/2, x; s6 pode
assumir os valores 0 ou 1.
A probabilidade de uma ocupacgio xg, x1, x3, -+, X; pode ser encontrada determinando

o nimero de diferentes arranjos que sdo possiveis com uma dada ocupagdo em relacdo ao nimero
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total de ocupacdes possiveis. A tarefa relativa ao nimero de diferentes arranjos possiveis pode

ser dividida em trés fatores:

a) Arranjo das A caixas em k+ 1 grupos de caixas (vazias, 1 bola, 2 bolas, ..., k bolas):

Al
(17)
xO!x1 !)Q! e -Xk!
b) Arranjo das n bolas por cada um dos k grupos de caixas com s.x; bolas:
n!
(18)

X1 !(2)62)! cee (kxk)!
¢) Produto das k razdes: permutacdes das s.x; bolas do grupo s pelas permutagdes das x;
posi¢des das caixas do mesmo grupo (s =1,2,--- ,k):

x1! (2x2)! (3x3)! (kxy)!

10 (21)%2 (31)% (k1) (19)

Como no total sao A" ocupagdes possiveis, entdao a probabilidade é o produto dos trés fatores
em relacdo ao total de ocupagdes possiveis. Simplificando o produto do segundo e do terceiro
fatores, e reagrupando os termos, a probabilidade de uma ocupacio é dada por:

B Al n! 1
Coxplxp ! exg! 11202 (30 - (KW AR

P(X(), X1y X2, * 00y xk) (20)

O primeiro fator estd relacionado ao nimero de arranjos das A caixas, vazias e com bolas; o
segundo fator esta relacionado ao niimero de arranjos das bolas pelos k grupos de bolas e por
ultimo a probabilidade de uma ocupacdo em relacdo total de ocupagdes possiveis.

Para o caso que todas as x caixas ocupadas tiverem uma dnica bola, ou seja, xy; =x > 1e

k =1 implica que hd A — x caixas vazias e n = x bolas, logo:

Al n! 1
P(A=n, n) = (A—n)ln! 1 A"
! (n)
PO -y = — 2 A Pu() @1)

(A—n)!An — An — An
Este resultado € o complemento do problema clédssico dos aniversarios, sendo que o numerador é
o polindmio cromatico de um grafo completo de n vértices. Como bolas e caixas sdo distintas,
uma bola em cada caixa significa uma cor diferente para cada vértice, ou seja, uma coloracao

propria.
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4.2 Problema classico dos aniversarios com miiltiplos eventos

A discussao do trabalho a seguir ajuda a ampliar a questdo da semelhanca entre a solugdo
combinatdria e a por polindmios cromaticos, do ponto de vista das coincidéncias. Neste ponto,
se for adotado que ocorre uma coincidéncia quando uma mesma cor € atribuida a dois vértices
vizinhos, isto equivale a que pelo menos duas bolas ocupem a mesma caixa.

O artigo de Hocking e Schwertman (1986) tem como objetivo principal ser um exemplo
didético das técnicas de contagem e propde o caso onde y caixas tém duas bolas, todas as outras
caixas ocupadas tém uma tUnica bola, ou seja, x; =y > 1, x; =n—2y > 1 e k = 2 implica que
hda A —n+y > 0 caixas vazias e x; + 2x; = n > 1 bolas. Utilizando a solugio proposta por von
Mises (equacao 20):

3 w oL
(A—n+y)l(n—=2y)ly! 20 A"

P(A—n+y, n—=2y,y) = (22)

Rearranjando os termos de forma que o segundo fator agrupe os termos associados a A e

utilizando o simbolo de Pochhammer para A=) = A1/(1 —n+y)! resulta:

Al n! 1 n! A()
P —nty =2y y) = G e Dy v ey a2

Hocking e Schwertman (1986) apresentam a probabilidade P(A —n+y,n — 2y,y) para
valores de nimero de caixas com 2 bolas x, = y entre 1 e 8 e o restante das bolas em caixas com

uma bola, até o limite de preencher todas as A caixas.

Figura 4.2.1 — Probabilidade de y coincidéncia duplas

Probabilidade de y duplas (Lambda= 365)

0.7 —— 1 duplas
2 duplas
o 06 3 duplas
= — 4 duplas
3 057 & duplas
o 04 — & duplas
= ] 7 duplas
=
E 03 8 duplas
=
2021
[=]
&

01 1

00 A

Numero de Bolas

Fonte: Elaboracao propria
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O anexo B apresenta o programa para o cdlculo das curvas da Figura 4.2.1.

Para y = 1 tem-se:

! A (n=1) _1) A1)
PO —n+1,n-2, 1):2(nn_2)! - :n(n2 ) - (24)

Imaginando um grafo completo com coloragdo propria, o primeiro fator sugere uma
contagem relativa as n(n — 1)/2 possibilidades de se obter uma coincidéncia simples, ou seja,
dois vértices com a mesma cor. Esta coincidéncia pode ser obtida pela contragdo de uma aresta
cujos vértices t€ém a mesma cor.

O segundo fator sugere a razdo do nimero de coloracdes proprias do grafo completo
resultante da contracdo de uma aresta (coincidéncia simples) sobre o nimero de possibilidades
total de coloracgdes. Vale lembrar que o polindmio cromatico expressa o nimero de coloragdes
proprias.

A tabela 1 mostra os casos de coincidéncias duplas e triplas de um grafo completo,

utilizando a solugdo da equacdo de von Mises (equagao 20):

Tabela 1 — Probabilidades, Coincidéncias e Contragdo de arestas

C A Contragdes Caixas Fator de
P(xo, x1, ..., x%) Coincidéncias de arestas Ocupadas Fator de contagem Contragdo
P(A-n, n) nenhuma nenhuma n 1 7%2)
P(A-n+1,n-2, 1) 1 simples 1 n-1 2 2T = 2T T
! 3) (n—2)
P(A-n+2,n-3,0, 1) 1 dupla 2 conexas n-2 (n—3’)1!. 3T — 3’1! T )LT
n! _
—4)r 2Nz 2! — -2
P(A-n+2, n-4, 2) 2 simples 2 desconexas n-2 (n—4) 75(4)) %
(2!)2 2!
P(A-n+3.0-40,0,1) 1 tripl 3 3 n! _ ¥ A(n=3)
(A-n+3,n-4,0,0,1) tripla conexas n- (n—4)! AT 4T Y
1 dupla 2 conexas € n! _n® 2, (n=3)
P(A-n+3,n-5, 1, 1) 1 simples 1 desconexa n-3 (n=5)1312! 7 312! A
) n! _ 2 (n=3)
P(A-n+3, n-6, 3) 3 simples 3 desconexas n-3 (nf6)!(2!)33! = (2!)33! o

Fonte: Elaboracio prdpria

Na tabela 1 observa-se que o fator de contragdo esta relacionado ao nimero de caixas
ocupadas, que € o maior expoente do polindmio cromético. A reducao do nimero de caixas

ocupadas significa que uma bola que ocupava uma caixa x| € passa a ocupar uma outra caixa
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ja ocupada, por exemplo: no caso da reducdo de 3 casas ocupadas, estas bolas podem estar
todas em x4 (coincidéncia tripla), ou 2 em x3 (coincidéncias duplas) e uma em x, (coincidéncia
simples), ou ainda todas em x; (coincidéncias simples). Quando as bolas sdo reagrupadas em
uma dnica caixa é quando a contracdo ocorre em um tnico caminho conexo, quando as bolas
sdo reagrupadas em mais de uma caixa ha tantos caminhos quantos foram as caixas que recebem
as bolas.

E importante ressaltar que o problema cldssico dos aniversérios é representado pelo grafo
completo, ou seja, cada caixa € vizinha de todas as outras, o que sé € possivel em um “espaco
n-dimensional”. De outra forma, uma bola pode ser transferida para qualquer outra caixa porque
todas sdo suas vizinhas. No caso de um grafo qualquer, esta transferéncia s6 € possivel através

das arestas incidentes ao vértice a ser contraido.

4.3 Outro problema classico dos aniversarios

Mckinney (1966) propde uma generalizagdo do problema dos aniversarios, onde as
pessoas sdo adicionadas uma a uma até que k delas tenham a mesma data de aniversario.

A formulacg@o proposta do problema é: qual é o0 menor nimero requerido de pessoas para
que pelo menos k pessoas tenham a mesma data de aniversario com probabilidade 1,/2?

A solucdo proposta utiliza basicamente as mesmas hipéteses e argumentos da solucio de
von Mises (1939). Para um evento E: {ndo hd mais do que uma caixa com k bolas ou mais que
k bolas}, a probabilidade procurada € a do evento E: {uma caixa tem k bolas e as outras tém

menos bolas}= 1 - P(E). Portanto:
=1,  Xp1= 2= -=x,=0

A restri¢ao do numero de bolas n = Z;‘Zl i n; pode ser atendida por todas as particoes
de n com parcelas menores que k, portanto o calculo do nimero das possibilidades € a soma
das ocupagdes das A caixas por n bolas distribuidas conforme cada uma das parti¢des de n com

parcelas menores que k, ou seja:

x1+2x+ -+ (k—1)x 1 + lxg=n
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Por exemplo, paran =10, k =3 = x3 =1 = 3 bolas e as parti¢cdes de n —k = 7 sdo:

[2,2,2,1] x1=1,x=3
2,2,1,1,1] X1 =3, =2
2,1,1,1,1,1] X1=5, x5 =1
1,1,1,1,1,1,1] x1=7,0=0

Mckinney (1966) apresenta uma tabela limitada k = 2, 3 e 4. Nao foram apresentados
resultados para k > 4 devido ao excessivo tempo de processamento em um computador IBM
7090 em 1966.

O anexo C apresenta o programa para do niimero de pessoas para 0s mesmos caso €
foi encontrada a mesma dificuldade com os recursos disponiveis na execucao deste trabalho. A
Tabela 2 permite avaliar o crescimento do nimero de parcelas das parti¢cdes em relacdo nimero
de bolas para cada incremento do nimero coincidéncias k. O valor do nimero de bolas para
k = 5 também nao foi calculado, principalmente apds o calculo do nimero de parti¢des para

n= 365.

Tabela 2 — Numero de pessoas e Probabilidades para k delas com mesma data de aniversério

k 2 3 4 5
n 22 23 87 88 186 187 365
Probabilidade 0,4757 0,5073 0,4995 0,5111 0,4958 0,5027 *
Parti¢des 1 1 44 45 2977 3008 351726
Tempo Proc. Aprox. 0,01's 90 s 1,6 Ms *

*: nao foi calculada

4.4 Problema dos quase aniversarios

Abramson e Moser (1970) apresenta uma variagdo do problema dos aniversédrios: em um
grupo de n pessoas, escolhidas aleatoriamente, qual a probabilidade de que cada par de pessoas
tenham data de aniversario em um intervalo de, no minimo, k dias?

A probabilidade do evento complementar € um problema de quase aniversario: em um
grupo de n pessoas, escolhidas aleatoriamente, qual a probabilidade de que cada par de pessoas
tenham data de aniversario em um intervalo menor que k dias?

As hipéteses sdo as cldssicas acrescidas de que as datas do fim de um ano com o inicio

do ano seguinte sdo consecutivas.
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A solugdo resulta da andlise das permutacdes dos n — 1 intervalos sujeitos as restri¢des
k<|bj—bi|<A—k11<i#j<n—kondeb; i=1,2,--- ,nsdo as datas de aniversarios das

n pessoas e A é numero de dias do ano. A solugdo apresentada é dada por:

P(l’n):(n—l)!(l—n(k—l)—l) 25)

An—l n—1
Esta equacao pode ser reescrita utilizando a notagao de Pochhammer:

(A —n(k—1)—1)"=1
Anfl

E interessante verificar que aceitar um intervalo de k dias equivale a “encurtar” o ano de

P(A,n) = (26)

A para (A —n(k—1) — 1), ou na linguagem das caixas e bolas, significa ter menos n(k—1)+1
caixas disponiveis.

Um exemplo numérico para A = 365 ¢ k entre 1 e 10 é apresentado na figura 4.4.1. Este
exemplo mostra que a probabilidade de quase aniversario aumenta rapidamente com o aumento
do intervalo k. A tabela 3 mostra o nimero de pessoas para a probabilidade de quase aniversario

P(A,n) > 1/2 para intervalos menores que k dias.

Figura 4.4.1 — Probabilidade de quase aniversarios com intervalo menor que k

Probabilidade de Quase Aniversarios (Lambda= 365)
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Fonte: Elaboracao prépria

Tabela 3 — Nimero de pessoas para P(A,n) > 1/2 com intervalo menor que k dias

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nparaP(A,n)> 1/2 23 14 11 9 8 8 7 7 6 6
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4.5 Variacoes do problema dos aniversarios

A literatura sobre o problema dos aniversarios € vasta, muitos trabalhos utilizam conceitos
matematicos avangados, ou seja, de conhecimento de especialistas no assunto. Um exemplo desta
diversidade de abordagens € apresentada por DasGupta (2005), que inclui a forma candnica, os
problemas com distribui¢des ndo identicamente distribuidas, uma versao bayesiana desenvolvida
por Diaconis e Holmes (2002) e as aproximacdes baseadas na distribuicao de Poison, como em
Diaconis e Mosteller (1989). Neste trabalho somente a abordagem cldssica ou candnica € tratada.

Seguem alguns pontos importantes dos resultados qualitativos destas abordagens.

O primeiro € a nao uniformidade das distribui¢des de probabilidades em Rust (1976),
Berresford (1980) e Nunnikhoven (1992). O primeiro inclui o efeito dos anos bissextos, que
tém o impacto de aumentar a probabilidade de uma coincidéncia. O segundo mostra que as
distribui¢des ndo-uniformes das datas de aniversarios durante o ano t€ém maiores probabilidades
que a uniforme, além disso apresenta um exemplo com dados dos nascimentos em Nova York no
ano de 1977. Na mesma linha, Nunnikhoven (1992) propde um modelo composto pela solugdo
classica a qual s@o adicionados uma série de termos que rapidamente se aproximam de zero.

Fadnavis (2015) também demonstra que as distribui¢des uniformes provocam um au-
mento da probabilidade de uma coincidéncia e € o tnico trabalho identificado na literatura que
associa o problema dos aniversdrios a coloracdo de grafos, porém seu foco € na demonstracao
dos efeitos da ndo uniformidade da distribuicdo em grafos simétricos, como os completos e as
estrelas.

Outro grupo de trabalhos, que ndo fazem parte do escopo deste trabalho, sdo os que
tratam da solug@o do problema dos aniversarios com a utilizacao de aproximacodes. Diaconis e
Mosteller (1989) apresenta aproximacgdes para os problemas cldssicos, de muitas categorias, de
multiplos exemplos e de quase-aniversarios. Este tema continua sendo estudado, como pode ser
visto em, por exemplo, Bhattacharya, Diaconis e Mukherjee (2017).

A atual situacdo dos algoritmos, dos sistemas de cédlculos e da capacidade computacional,
tanto de memdria quanto de velocidade de processamento, restringem a solugao de problemas dos
aniversarios a casos simples, o que torna interessante o estudo das aproximacoes € de métodos

que utilizam nimeros aleatdrios. Estas possibilidades sdo extensoes possiveis para este trabalho.
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5 ALGORITMOS PARA CALCULO DE POLINOMIOS CROMATICOS

O teorema fundamental e seu coroldrio definem duas formas para calcular o polindmio
cromético de um grafo simples G: pela adicao de arestas e pela remogao de arestas.

Dado um nimero de vértices, um grafo completo tem o nimero maximo de arestas para
um grafo simples, enquanto as drvores tém o nimero minimo.

Se for considerado o nimero de arestas como um parametro basico, é razoavel concluir
que para grafos densos, ou seja, com um numero de arestas proximo ao nimero maximo de
arestas n(n — 1) /2 de um grafo completo com n vértices, a adi¢do de arestas com base no teorema
fundamental tem o potencial de ser mais efetiva.

O reverso ocorre para grafos esparsos, ou seja, com um nimero de arestas proximo ao
minimo de arestas (n — 1) de uma drvore conexa com n vértices, a remogdo de arestas com base
no coroldrio fundamental tem o potencial de ser mais efetiva.

Esta andlise identifica trés caracteristicas bdsicas para caracterizar um grafo do ponto de

vista do seu polindmio cromético:

(a) ndmero de vértices n,
(b) numero de arestas m,
(c) densidade do grafo: a razao do niimero de arestas em relacao ao nimero maximo de arestas

de um grafo simples n(n—1)/2.

Porém, uma questao central para a aplicacao do teorema ou do coroldrio fundamental é
escolher a sequéncia de adi¢ao/remocao das arestas.

Este problema fundamental € estudado e revisado na literatura: (NIJENHUIS; WILF,
1978), (READ, 1987), (CHIA, 1997), HAGGARD; PEARCE; ROYLE, 2010), (MONAGAN,
2012), (LEWIS, 2015), (LIMA, 2017), entre muitas outras referéncias.

Uma caracteristica importante dos polindmios cromaticos € que seus coeficientes sao
nimeros inteiros e o sinal de coeficientes sucessivos tém sinais contrarios, o que pode ser
associado a sua propriedade adi¢do/contragdo ou remogao/contragdo. Portanto estes coeficientes
podem alcancar centenas de digitos. Por exemplo, o polindmio cromético de um grafo completo
de n= 30 vértices € dado na figura 5.0.1.

A selecdo do sistema de célculo deve ser cuidadosa de forma que os erros de arredonda-
mento ndo comprometam os cdlculos, além de outra dificuldade relatada em Nijenhuis e Wilf

(1978) que € overflow”durante calculos que envolvem fatoriais e multiplicacoes de nimeros
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Figura 5.0.1 — Coeficientes na base de poténcia do polindmio cromético completo de n = 30
vértices

+2A30 4354527

+90335% A28 — 11921175 x A%
+1122686019 % 126 — 80328850875 % A%
+4539323721075 % 12 — 207912996295875 % A3
+7860403394108265 * A>* — 248526574856284725 % A*!
+6634460278534540725 x A*° — 150566737512021319125 % A."°
+2918939500751087661105 x 1.8 — 48487623689430693038025 + A
+691254538651580660999025 1.1 — 8459574446076318147830625 A1
188776380550648116217781890 + A ' — 796974693974455191377937300  A.'3
+6097272817323042122728617800 A2 — 39539238727270799376544542000 % A'!
+215760462268683520394805979744 % A.'° — 981347603630155088295475765440  A.°
+3674201658710345201899117607040 % A8 — 11139316913434780466101123891200 % A7
+26751280755793398822580822142976 « A% — 49361465831621147825759587123200 % A.°
+66951000306085302338993639424000 A+ — 62262192842035613491057459200000 * A3
+35027999979859805266492784640000 % A% — 8841761993739701954543616000000 % A

Fonte: Elaboracao propria

muito grandes. O uso de nimeros reais como coeficientes minimiza os problemas de overflow”,
porém exige uma andlise cuidadosa dos erros de arredondamento. A escolha de permanecer
com polindmios com coeficientes de niimeros inteiros limita as op¢des aplicaveis no estudo de
polindmios cromaticos, preserva a exatidao dos cdlculos, entretanto limita a dimensado das redes
devido ao longo tempo de processamento e eventual uso de memoria.

No decorrer do trabalho foram exploradas possibilidades de implementar solugdes co-
nhecidas que permitissem que o esfor¢o se concentrasse no tema principal e, secundariamente,
nas simulac¢des. Como a parte do aprendizado de testar limites e novas ideias € essencial, foram
avaliados prioritariamente ambientes como: Phyton, R, SageMath, Mathematica, Maple, Magma,
MatLab, entre outros, ou seja, as linguagens como C, Java, Julia ndo foram consideradas opgdes
vidveis para este trabalho, uma vez que o autor ndo € especialista em ciéncia da computagdo e
nem em programacao.

Outro critério considerado relevante foi a preferéncia por ambientes de software livre e

de cddigo aberto, assim as opgoes se reduziram a: Phyton, R, SageMath.
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Outro critério, ndo identificado inicialmente, se mostrou muito importante, que € a
capacidade de realizar processamento simbodlico, notadamente de polindmios de coeficientes
inteiros. Este critério elimina todas as linguagens tradicionais. A contrapartida de ter disponivel o
calculo simbdlico e relevantes bibliotecas de funcdes especificas a grafos e andlise combinatdria
¢ a limitacdo da dimensao das redes devido aos longos tempos de processamento.

SageMath € um ambiente escrito em Phyton, porém com as bibliotecas e pacotes compi-
lados, o que permite uma maior velocidade nos célculos. Além disso, podem ser utilizadas todas
as fungdes do Phyton, do R, e incorporar médulos escritos em outras linguagens.

O SageMath € capaz de operar calculos simbdlicos e com qualquer nimero de digitos
inteiros, limitado pela memoria do computador utilizado. Outro ponto importante € a biblioteca
de funcgdes e algoritmos relacionados a grafos em geral e polindbmios cromaticos, em particular.

Por ser de codigo aberto, sabe-se que a rotina de calculo de polindmios cromaticos é
baseada no relatorio Read (1987) e foi implementada em 2008 por Robert Miller e Gordon
Royle. Utiliza o método da remogdo/contragdo com um teste se o grafo contraido é uma arvore,
simplesmente verificando se o nimero de arestas é o nimero de vértices menos um. Miller e
Gordon relataram que, esta simples verificacio e a solu¢do analitica dos polindmios croméaticos
de 4rvores trouxeram melhoria de desempenho nos casos de grafos esparsos.

Durante o estudo dos teoremas e as tentativas de modelagem dos problemas estudados
foi verificado que grafos esparsos, porém com pontos de concentracdo, como “hubs”, podem ser
resolvidos mais rapidamente com abordagens hibridas, ou seja, com reducao das partes da rede
que sdo esparsas, porém a partir de uma certa densidade, ado¢cao do método de adig¢ao/contracao.

Estudar outras heuristicas relacionadas a polindmios cromaticos, como: a proposta por
Monagan (2012), remocao de arestas para gerar arvores, triangularizacdo e verificagao de grafos
cordais (tem uma sequéncia linear de remog¢do/contragéo) sdo extensdes possiveis deste trabalho.

A utiliza¢do do SageMath (versao 8.8) foi baseada em notebook Jupyter, rodando em
Linux Mint em computador pessoal.

A percecao do autor € que seu aprendizado foi qualitativamente mais profundo e mais
rdpido a partir da utilizagio do ambiente Sagemath. E razoavel imaginar que este trabalho nio

teria sido possivel dentro do prazo disponivel, ou teria um escopo mais reduzido.
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6 CASOS DE APLICACAO

6.1 Grafos Arvores de Cayley

Baxter (1982) relaciona as arvores de Cayley e rede de Bethe ao modelo de Ising nos
estudos da mecanica estatistica e propde uma defini¢do de uma arvore de Cayley a partir da sua

construgao:

a) comece de um ponto central, denominado 0,

b) adicione g vértices e os conecte com o ponto central,

¢) denomine o conjunto dos vértices adicionados de 14 camada ou geracao,

d) para cada vértice da camada anterior, adicione (¢ — 1) vértices e os conecte com este
vértice,

e) denomine o conjunto dos vértices adicionados de 2¢ camada ou geracao,

f) repita os passos d) e e) quantas vezes forem necessdrias.

Um exemplo da primeira camada com g = 3 vértices e as demais com g —1 =2 ¢

apresentado a seguir. Nesta construciio hd g(g — 1)"~! vértices na camada .

Figura 6.1.1 — Arvore de Cayley de ordem 2: q=3, g-1= 2 com 4 camadas

Fonte: Elaboracao propria

O polindmio cromitico de qualquer 4rvore é dado por P(A) = A(A —1)""!. Fixada a
cor de um vértice qualquer, as possibilidades de coloracao dos seus vizinhos diminui de uma
cor. Como ndo ha circuitos em uma arvore, entao este argumento vale para todos os vértices

sucessivamente, o vizinho do vizinho recupera a possibilidade de coloragcao do vértice inicial.
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Um exemplo genérico permite esclarecer um dos argumentos centrais deste trabalho: a

importancia da transformacgao de base do polindmio. Seja uma arvore qualquer com 50 vértices.

(a) nabase arvore:

(b) na base fatorial:

1An50)
+1176 A*49)
+654052 M(48)
+22903795% A7)
+56723760534 A i46)
+10580250064220 AM45)
+1545513094055670 M4
+181521707399014290 WM 43)
+17465076236169935065 A(42)
+ 1395530715384 4068098780 A4 1)
+935567428886 74819048950 AM(40)
+ 53030667 TOR302UIT20 37950 Ar3Dy
+ 255632810197 62438 7599902145 A (36)
+ 1052479%6006195412 206 328516070 AR 3T
+37124303206906 T4 T4 2T 41410675 A°(36)
+112420301951 2677784450581 83201 25 A (35)
+ 292604389757 33307576 9183556660710 A(34)
+65483055228921 67432294 T 48101680 4(33)
+ 125960270431 06538674 80550729 30933760 A(32)
+2080355002168598095900 30053297 2416000 AA{31)
+29450293801972699624 15523898 95 954 81752 (30
+ 356488165 39769 16799100859097 29794416912 AM(29)
+ 367838600214 2588375130895 18556092917 0264 M(28)
+32230205307956519658 28058824 57 80281856952 AM(2T)
+ 238704 26355075 12905354 147 598 19486 245995460 Ar24)
+ 14861955 35044 178 19994 257 238 35 (49431 6026000 A8 25)
= TT2905027614 1867153094 357 23302042157 TR0T400 an 24y
+33324337798684 42666063 75597401 754 10678576200 A%(23)
+11608645150629924 7707595962362400 131422949980 A8 22)
+ 340439546931 22194 7984 37745027 41026629077 3600 A2 1)
+789130668236 54 79444857 144 93551071361 183279300 A*20)
+ 145051095543 06634 07263626 84343059 3776734790300 A(19)
+ 20601351574 15128 1079109355375 111034 1051310765 A (18)
+22629363239951890 214 22490404 85616 19283752 36040 A (17)
+ 187384418157 25204 8106795151083 74609 1776274300 A*(16)
= T1ET947 83T T3 6T 74430550 56429564 33801 8RB0 Ar 15
+46968937278384814 74832952801 35550 173635893930 An(14)
+ 132939430085 7566942100 231 53064 SB5 M 022667 140 A1)
+ 240577839071 73048634 10390904 1404388169260730 As(12)
+2600131111118083%6 7603227754148 310 1188106750 Ar(1 1)
+15340540468204453 16900014 81746981 900658511 An(10)
+437386765 7555399391893 753977 89 M0 3744596 h(9)
+50789872165903636 1826597025165 35946082 A (8)
+ 186954 12447701 15184471 2396686063706 AMT)
+ 148016531 94287677 0558575964 34451 AME)
+132046536681 55991900 157415370 A%(5)
+39683221250961 276221025 A4
+ 281474976 710655 AM(3)
+1M2)
+0M{1)

(c) na base de poténcia:

MRG0 - 49300 + 117G A0S - 1842430 T + 21 1875"AM G - 19058B4°A75 + 139835 16°AM 4 - BX900584 kM3 = 450 97B0GE"AM2 +
- 20544555 3401+ 821782253670 - 291 35916264 A0 39 + 922637 348 35*A" 38 - 262 5967 B3T64"AN 3T + 67 S24B872536° 0 X6 +
- 5755807025844 35 + 334810899299 1°A*34 - 549927 (13981 59°AN33 + 115042584 856157432 - 1885158489 70B4°A"31 +
+ 2827752734637 67A30 - 39049918 7164247529 + 4969989604 B176°A"28 - 58 3433568 17424 k27 = 6 3205303 21BETE K6 +
-63205303218876 M 2 + HE343 355817 424724 - 495998965481 76423 + 390450187 16424 k022 - DBV 7527346376021 +
+18851684897554°520 - 11554 25648561 6°AM9 = 64 FU2T0398 159418 - 334510899299 14T + 1572080702564 4415 +
- 67524867 25367015+ 2625067 837 64 2014 - 92263734 36713 + 29130916 26442 - B21 7822536 A 1+
+ 2054455634310 - 450978066749 = BIO00084 A% - 13963816°A7T + 19068847A% - 211876 A5 +
+ 184247 A - 1TTE AT+ 497002 - &
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A andlise dos coeficientes na base fatorial mostra que cada termo AK) representa o
nimero de coloragdes proprias com exatas k cores, porém as coloragdes sdo indiferentes, ou
seja, nao ha distingdo nas rotacdes das cores. Para obter o numero de coloragdes proprias com
diferenciacdo das cores basta multiplicar o coeficiente por k!. O menor expoente do fatorial
decrescente é o nimero cromatico, no caso: ¥ (G) = 2.

Os coeficientes da base de poténcia sao valores discretos, se colocados em um gréfico
com os seus valores conectados por linhas fica clara a alternancia dos sinais e a variacao relativa

entre eles, como pode ser visto em 6.1.2.

Figura 6.1.2 — Variagdo dos coeficientes da base de poténcia

lel3
E —— (oef Base Potencia

Possibilidades de Coloracao
[=]

o 10 20 30 40 50
Mumero de Cores

Fonte: Elaboracao propria

O teorema 3.5.2 permite interpretar os coeficientes da base de poténcia como coloragdes
altamente improprias, ou seja, sdo as coincidéncias que se distribuem como florestas de circuitos
quebrados, onde para cada expoente as florestas t€ém o mesmo niimero de componentes e também
0 mesmo total de arestas.

Como foi visto no caso dos problemas dos aniversdrios com multiplos eventos, se¢do 4.2,
a conexidade dos componentes da floresta altera sua contribuicdo na contagem dos casos
possiveis, portanto uma outra abordagem € necessdria para estudar os subgrafos de G, que
nao contenham nenhum circuito quebrado.

Até este ponto as afirmagdes sdao validas para qualquer arvore, porém para estudar os
subgrafos € necessario considerar a topologia de G. A seguir é apresentado um exemplo de uma

abordagem especifica para as arvores de Cayley.
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Pah (2008) estuda o nimero de componentes conexos de acordo com o nimero de vértices
na arvore de Cayley semi-infinita de ordem 2, que se inicia em um vértice xo da primeira camada
e segue por ’infinitas”’camadas.

A distancia d(u,v) entre dois vértices u e v da arvore G é definida como o nimero de
arestas contadas no caminho entre u e v, que existe devido a conexidade da arvore e € inico em
uma arvore.

Seja N(m) o ndmero de subgrafos H induzidos conexos de G com m vértices que contém
o vértice raiz x.

Seja a numeragdo dos vértices de V(G), onde o vértice raiz xo como 1, seus sucessores
na arvore semi-infinita serao 2k e 2k + 1, sucessivamente em cada camada, assim os vértices dos
subgrafos que contém x( sdo representados pelas seguintes sequéncias:

Nm=1)=1 (1)
,2),(1,2)
1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,3,6),(1,3,7)

(1
(1,

=14 (1,2,3,4), (1,2,3,5), (1,2,3,6), (1,2,3,7), (1,2,4,5),
(1,2,4,8), (1,2,4,9), (1,2,5,10),(1,2,5,11),(1,3,6,7),
(1,

1,3,6,12),(1,3,6,13),(1,3,7,14),(1,3,7,15)

Os valores dos nimeros de subgrafos N(m) sugere que esta ¢ uma sequéncia de Catalan.
Stanley (2015) apresenta 214 exemplos de problemas que envolvem estes nimeros, sendo que o
numero de arvores binarias com vértice raiz € n+ 1 folhas € um nimero de Catalan C,,.

Pah (2008) apresenta o seguinte teorema.

Teorema 6.1.1 O niimero de subgrafos H induzidos conexos de uma drvore de Cayley com
m vértices, que contém o vértice raiz xo, N(m) é dada pela seguinte relagdo de recorréncia:

N(m)= YY" Nm—r—1)N(r), conN(0) = 1eN(l)= 1.

A interpretacio é N(r) e N(m —r — 1) sdo os sucessores de cada ramo da arvore a partir do
vértice raiz, com nimeros de vértices que somam m, logo o total de possibilidades € a soma
destes produtos.

Utilizar a contagem apresentada para construir as florestas dos subgrafos de G, que nao

contenham nenhum circuito quebrado, é uma extensdo possivel para deste trabalho.
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6.2 Grafos de Bollobas-Chung

Bollobas e Chung (1988) estudaram as caracteristicas do diametro de grafos circulares
com adicao de arestas aleatdrias, porém mantendo o grafo simples, ou seja, sem lagos e sem
arestas multiplas. O didmetro de uma rede estd relacionado com a velocidade de troca de
informacgdes entre seus pontos (vértices) bem com sua fragilidade que pode ser interpretada
como a impossibilidade de dois pontos se comunicar (conexidade) em caso de falha (perda de

um vértice ou uma aresta da rede).

Figura 6.2.1 — Grafos de Bollobas-Chung

Fonte: Elaboracao prépria

Este modelo retdne trés caracteristicas que podem ser tteis na modelagem de redes reais

simples (WANG; CHEN, 2003), (ESTRADA; KNIGHT, 2015):

(a) caminho médio entre vértices muito menor que o nimero de arestas (caminho mais longo
possivel), o que permite simular o efeito small world” na rede,

(b) distribui¢do de graus dos vértices que segue uma lei de poténcia, ou seja, rede sem escala
(’scale-free”),

(c) clusterizacdo de vértices, ou seja, conectividade concentrada por grupos de vizinhos.

Estes trés aspectos identificam caracteristicas basicas de um grafo do ponto de vista do
seu polindmio cromatico: caminho médio entre vértices, a distribui¢do de graus e indice de

clusterizagao.



54

Como ponto de partida foram gerados 10 grafos circulares com: n= 20, 30, 40 e 50
vértices. Em cada caso uma parte das arestas foram adicionadas aleatoriamente de forma a atingir
a proporc¢ao de aresta aleatorias p= 0,05; 0,10; 0,15 e 0,20.

Um exemplo dos grafos gerados € apresentado na Figura 6.2.2.

Figura 6.2.2 — Exemplos de grafo circular com 50 vértices p= 0,20 ou 10 arestas aleatdrias

Fonte: Elaboracio prépria

Os coeficientes dos polindmios cromaticos podem ser vistos nas figuras 6.2.3 e 6.2.4.

A variacao dos coeficientes dos polindmios na base de poténcia esta relacionada aos
circuitos quebrados e os coeficientes na base fatorial representam as colora¢des proprias com
cores exatas.

A variagdo dos coeficientes, tanto nos grafos com 10 vértices como no de 20 vértices
adicionados, € bastante limitada, contrariando a expectativa inicial que fosse relevante fazer uma
andlise destas variacdes. A limitacdo do tempo e outras oportunidades de aprendizado tornaram
estas andlise em um desdobramento futuro.

Uma possibilidade de desdobramento deste trabalho é: calcular as caracteristicas ja
identificadas das redes (grafos), tais como: ndmero de vértices, nimero de arestas, densidade,
caminho médio, coeficiente de clusterizacdo, distribuicdo dos graus e correlacionar com as
caracteristicas dos polindmios cromaticos, como: probabilidade de k=0 coincidéncias (total
de rotagdes das coloragdes proprias), coeficientes da forma fatorial (nimero de rotagdes das
coloragdes proprias para cada grafo completo), nimero cromatico, e outras caracteristicas a

serem identificadas.
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Figura 6.2.4 — Coeficientes dos polindmios cromdticos dos grafos circulares 50 vértices p=0,20
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Figura 6.2.5 — Roteiro para geracdo de grafo circular com arestas aleatérias e polindmio
cromatico

Passo 1 - Gerar grafos circulares
Cycle= [Complete[0]]
CycleChromPoly= [CompleteChromPoly[0]]
CycleNumberOfColors= [[0]]
for 1 in range(1,366):
CycleDict= dict( [ [, [i+l]] for i in range(l-=1) ] )
CycleDict.update({1-1: [0]})
Cyclelict
W= Graph{CycleDict, format="dict_of_lists")
Cycle= Cycle + [W]
G= W.chromatic_polynomial()
CycleChromPoly= CycleChromPoly + [G]
print(G)
lenG= len(G.coefficients())
NC= G.coefficients()[-1]
NumberOfColors= []
for i in range(0,lenG):
NumberOfColors= NumberOfColors + [NC]
H= MNC * CompleteChromPoly[lenG-1]
=G - H
NC= G.coefficients()[-1][0]
Number0fColors[::=-1]
print (Nusber0fColors)
CycleNumberOfColors= CycleNumber0fColors + [NumberOfColors]

Passo 2 - Adicionar aresta e Calcular polindmio cromdtico na forma fatorial
casosn= [50 for i in range(2)] #[10, 20,30,40,50]
casosp= [0.2 for i in range(5)] #[0.0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2]
Cycle_Randoss []
Cycle_RandomChromPoly= []
Cycle_Randosiumber0fColors= []
for 1 in casosn:
for m in range(len(casosp)):
W= copy(Cycle[1])
j=1
while j == 1*casosp[m]:
Ini= [ 1 for i in range(l)]
shuffle(Ini)
Fin= [ i for i in range(l)]
if Ini[0] in Fin: Fin.remove(Ini[0])
shuffle(Fin)
if not W.has_edge(Ini[0], Fin[0]):
W.add_edge((Ini[0], Fin[0]))
j= j+1
elif not W.has_edge(Fin[0], Ini[0]):
W.add_edge((Fin[0], Ini[0]))
j=in1
Cycle_Random= Cycle_Random + [W]
G= W.chromatic_polynomial()
Cycle_RandomChromPoly= Cycle_RandomChromPoly + [G]
lenG= len(G.coefficients())
NC= G.coefficients()[-1]
NumberOfColors= []
for i in range(0, lenG):
NumberOfColors= NumberOfColors + [MNC]
H= NC * CompleteChromPoly[lenG-1]
G=G - H
NC= G.coefficients()[-1][0]
NumberOfColors([::-1]
primt{sum(Number0fColors), NumberOfColors)
Cycle_RandomNumberOfColors= Cycle_Randomiumber0fColors + [NumberOfColors]

Passo 3 - Plotar grafos gerados
g =[]
=11
# for 1 dn range(len(Cycle_Random): g.append{Cycle_Random[i])
for i in range(len{casosn)):
n =[]
for m in range(len(casosp)):
n.append(Cycle_Random[len(casosp)™i + m].plot(layout="circular", vertex_size=20, wvertex_labels=False))
j.append(n)
G = sage.plot.graphics.GraphicsArray(j)
G.show()

Passo 4 - Salwvar resultados em um diciondrio

Cycle_RandomDict update({(casosn[0]+casosp[0]):[Cycle_Random, G, Cycle_RandomChrosPoly, Cycle_RandosNumberOfColors] })
save({Cycle_Randomlict, "Cycle_RandomDict™)

end{tiny}

Fonte: Elaboracao prépria
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6.3 Grafos de Redes Sociais

As tecnologias das comunicacoes se desenvolveram com uma velocidade extraordindria
nos dois ultimos séculos: o telégrafo, o radio, o telefone, a televisao até a internet fixa, e hoje
movel. Redes sociais passaram de paroquiais € mercantis para globais. Diferentemente dos casos
anteriores, as topologias sdo variadas e dinamicas. Um caso de uma rede social muito simples é
utilizado como um exemplo de problema dos aniversarios. A singeleza facilita a visualizacdo do
problema, porém a abordagem adotada pode ser facilmente expandida, sendo as informagdes
sobre a rede e a capacidade de processamento as limitagdes mais relevantes.

Nooy, Mrvar e Batagelj (2018) apresentam diversos casos de redes sociais, o caso
escolhido € ficticio e foi desenvolvido por J. L. Moreno para demonstrar como o mapeamento das
relacdes interpessoais permite estudar a estrutura de um grupo, uma drea que veio a se consolidar
como Sociometria. Um sociograma é uma representacdo grafica das relagdes interpessoais que
pode ser representada por grafos, tanto simples como orientados. Basicamente cada pessoa
responde a uma ou mais perguntas sobre sua preferéncias em relacao aos outros participantes
do grupo. No caso, trata-se de um grupo de mocas que compartilham um dormitério de uma
escola no Estado de Nova lorque, EUA. A pergunta foi escolha duas pessoas do grupo que vocé
gostaria de ter ao seu lado na mesa do jantar.

A figura 6.3.1 mostra a representacdo das respostas na forma de um grafo simples, sendo
que as arestas representam as escolhas. Como cada participante escolhe duas colegas, entdo todas
tém pelo menos duas arestas incidentes. Para facilitar a visualiza¢do o diametro do circulo de
cada vértice € proporcional ao seu grau. Uma simples inspe¢ao mostra as pessoas mais populares,
como Eva, Marion, Edna e Adele. Também € possivel identificar pequenos grupos interligados
como Jean, Robin e Helen. O sociograma ¢ um instrumento de apoio, e é utilizado por um
profissional que interage diretamente com o grupo.

Este grafo tem 26 vértices e 42 arestas, o que significa uma densidade de 42/325 =0, 129,
se fosse uma arvore seria: 25/325 = 0,077, ou seja € um grafo esparso.

Um problema dos aniversarios para esta rede social é semelhante ao visto na secao 2.3:
qual € a probabilidade de que duas ou mais pessoas deste grupo tenham a mesma data de

aniversario? As restricdes sao que estas pessoas sejam parceiras na mesa de jantar.
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Figura 6.3.1 — Caso parceiras na mesa do jantar

Fonte: Elaboragao prépria
Calculando o polindmio cromético resulta:

A2 424 A% +856 % A2 — 112755 A3 4107836 122 — 797625 % A1 +- 4744775 120+
—23303003 % 117 496246901 x A8 — 338754077 x A7 4- 1025745399 % A 16+

—2690032484 % A5 + 6136814458 x A4 — 12207561009 A3 421185320036 % 12+
—32030787860 * A1 + 42049453260 % A 10 — 47659010971 % A° + 46240648930 A8+
—37939106632 % A7 + 25867909071 % A% — 14290622023 A3 46156168578 * A4+

— 1942679508 % 1> + 399769576 A2 — 40263168 * A

Calculando a probabilidade de que pelo menos duas colegas tenham a mesma data de aniversario
para A = 365:
Prob(X > 1) =1—Py(A =365)=0,1089

Esta probabilidade é muito menor que o problema cléssico (n ~ 23 para P(A) = 1/2), o que é
coerente devido ao grafo ser muito esparso.

Para o polindmio cromadtico na forma fatorial, resulta que o menor coeficiente diferente de zero
6 4797 para A3), ou seja, é possivel dividir o grupo em 3 equipes sem que sejam parceiras na mesa de

jantar. Sdo 4797 opcoes.
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7 CONCLUSAO E RECOMENDACOES

O objetivo principal do trabalho é propor uma generalizacio do problema dos aniversarios quando
as restricoes de relacionamento sio tdo complicadas a ponto de ser necessario a construcao de uma rede
de relacionamentos.

Dos modelos analisados 0 modelo de von Mises (1939) € o tinico que pode ser considerado como
um modelo genérico e bem estruturado. E lamentdvel que ndo haja uma traducio do artigo do aleméo
para o inglés. A outra contribuicdo que se destaca na literatura é o modelo dos circuitos quebrados de
Whitney (1932). Uma das dificuldades deste assunto € a infinidade de modelos especificos que sdo de
dificil comparacao para pesquisadores que nao sdo especialistas na area.

Da revisdo da bibliografia cldssica fica evidente a dificuldade de se modelar este tipo de problema
a partir das ferramentas da andlise combinatéria, o0 modelo de caixas e bolas. A aplicacdo do método
da inclusao exclusao nestes casos é extraordinariamente trabalhoso. Os polindmios cromaticos fazem
esta operacdo de forma estruturada e confidvel, porém podem exigir tempos de processamento também
extraordinariamente longos.

Outro aspecto importante desta discussao é que a algebra dos polindmios € bastante conhecida e
s@o existentes sistemas simbdlicos que permitem automatizar uma parte relevante do trabalho. A mudanca
de bases possibilita que se escolha a forma mais intuitiva ou simples de tratar um problema e possibilita
sua andlise de diferentes pontos de vista. O caso das arvores € exemplo claro, onde um argumento simples
de construgao do polindmio cromatico pode transforma-lo nas bases de poténcia ou fatorial.

Apesar do limitado conhecimento da Matematica Discreta pelo autor, fica evidente as indmeras
possibilidades de analogias, ou bijecOes na linguagem matemaética, entre suas diversas areas, o que
demanda uma formacdo mais abrangente dos profissionais da drea técnica para desenvolver solucdes de
problemas importantes, muitos deles urgentes.

Nas éreas pesquisadas pelo autor, ndo foi identificada abordagem que trate a generalizagdo
proposta para o problema dos aniversdrios em redes de relacionamento de forma mais eficaz que a
aplicacdo de métodos de contagem por polindmios crométicos.

Um objetivo secundario € a anélise das alternativas para a o cdlculo dos polindmios crométicos.
Esta mesma dificuldade é comum em toda a literatura que associa caracteristicas de grafos e polindomios,
sendo os cromdticos uma parte importante, porém muitos outros sao estudados e utilizados na solugdo de
problemas.

Dos sistemas de calculo disponiveis atualmente, como as linguagens de programagdo e am-
bientes de desenvolvimento, apenas um grupo limitado delas oferece um ambiente que possibilita a
experimentacdo, que € essencial na formagdo e no desenvolvimento dos pesquisadores e profissionais

ligados a area de simulacdo de sistema complexos.
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A opcao pelo Sagemath em Linux foi abordada ao longo do trabalho. Analisando retrospectiva-
mente, foi uma escolha essencial para o desenvolvimento do trabalho e do aprendizado do autor, através
da experimentacdo em pequenos problemas que juntos dao forma ao trabalho realizado. A facilidade das
bibliotecas permite que se experimente diferentes alternativas com um pequeno esforco.

Os algoritmos conhecidos e disponiveis sdo relativamente simples, o que significa que h4 oportuni-
dades interessantes na area. Por exemplo, métodos hibridos de remocao/contragdo e de adi¢do/contragio
podem ser indicados para grafos esparsos com dreas de concentra¢do, como “hubs”. A solucéo de po-
lindbmios crométicos demanda operacdes simples e que facilmente permitem sua separa¢do em operagdes
distintas, o que € tipico de qualquer método que se baseie no principio da inclusio exclusdo. Técnicas de
processamento paralelo podem contribuir para elevar os limites atuais a solucio deste tipo de problema.

Este trabalho propde uma importante generalizacdo do problema dos aniversérios, porém é
evidente que este assunto é muito mais abrangente do que foi possivel para o autor desenvolver.

Outra possibilidade para tratar de grafos de tamanhos maiores, € o uso de métodos que implemen-
tam simulagdes de Monte Carlo de cadeias de Markov, quais devem ser comparados com os analiticos
para identificar os limites de efetividade dos algoritmos.

O problema dos aniversarios embute uma dificuldade adicional quando de trata de coincidéncias
multiplas, que se revelam, por exemplo, nas florestas de circuitos quebrados como formadoras dos
coeficientes de polindmios na base de poténcia.

Para o limitado conhecimento do autor, este assunto estd aberto, tanto para os métodos classicos
como para os probabilisticos.

Vale lembrar que o trabalho se concentrou em parte do aspecto probabilistico das coincidéncias, os
estudos dos vieses cognitivos e das decisdes parcialmente “racionais”também estdo em desenvolvimento.

A propria definicdo de coincidéncia € um problema aberto na comunidade cientifica e tdo comum

na nossa vida cotidiana.
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ANEXO A - ROTINA DE VON MISES (1939)

A seguinte fun¢do implementa o cdlculo de niimero de possibilidades de ocupagdo de n bolas

distintas em Lambda caixas distintas, conforme von Mises (1939):

def CompleteDistr(DistrCaixas, Lambda):

H OH HF OH OH OHF H H HF H H H R

+*

H+

+H+

+H+

von Mises 1939 Ocupacdo de n bolas distintas em Lambda caixas distintas
Dados:
DistrCaixas = lista com nimero de caixas com s bolas, s= 1,2,
Lambda = ntimero de caixas disponiveis
Restrigdes:
Ndmero de caixas = Lambda, logo Numero de Caixas vazias =
Lambda - sum(DistrCaixas) >= 0
Nimero de bolas =
sum( (i+1)#*DistrCaixas[i] for i in range(DistCaixas) ) > 1

Calcula a distribuigio das bolas por tipo de caixa (s bolas)
DistrBolas= []
for i in range(len(DistrCaixas)):

DistrBolas= DistrBolas + [(i+1)*DistrCaixas[i]]

Insere numero de caixas vazias na posigdo O da lista DistrCaixas

NumCaixasOcup= sum(DistrCaixas)
DistrCaixas= [Lambda-NumCaixasOcup] + DistrCaixas

T1= multinomial (DistrCaixas)

auxl= 1

for i in range(len(DistrCaixas)):
auxl*= factorial(DistrCaixas[i])
factorial (Lambda) /aux1

T1
T2= permutacdo (fatorial) do total de bolas

NumBolas= sum(DistrBolas)
T2= factorial (NumBolas)

T3= produto dos arranjos das bolas nos grupos

aux4= 1
for i in range(1,len(DistrCaixas)):

auxd*= factorial (i) "DistrCaixas[i]
T3= aux4
Nimero de possibilidades da ocupagdo dada das bolas

nas Lambda caixas disponiveis

TT= T1xT2/T3
return TT
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ANEXO B - ROTINA DE HOCKING E SCHWERTMAN(1986)

O seguinte programa implementa o cdlculo de nimero de possibilidades de ocupagdo de n bolas
distintas em Lambda caixas distintas, sendo que k caixas t€ém duas bolas e o restante uma bola, conforme

4.2. Utiliza a funcdo proposta por von Mises (1939) no anexo A :

Hocking e Schwertman 1986:
Ocupagdo de n bolas distintas em Lambda caixas distintas
com exatas Nduplas de 1 a 8 (coincidéncias simples)
Dados:
DistrCaixas = lista com nimero de caixas com s bolas, s= 1, 2
Lambda = ntumero de caixas disponiveis
Restrigdes:
Nimero de caixas = Lambda, logo Numero de Caixas vazias =
Lambda - sum(DistrCaixas) >= 0
Nidmero de bolas =
sum((i+1)*DistrCaixas[i] for i in range(DistrCaixas) ) =x > 1
Nimero de caixas com duas bolas = de 1 a 8

H OH O HF H OH HF H H H K H H K H

import matplotlib.pyplot as plt

var(’x, Lambda’) # permite cdlculo simbélico com varidveis x e
# Lambda (numero de bolas e de caixas)

Lambda= 365

#

# Ciclo do numero de duplas
#

Nduplas= 8

T=[]

Ngraf= [[0]]
Tgraf= [[0]]
for i in range(Nduplas+1):

#
# Constrdéi a distribuigdo de caixas, calcula o nimero de bolas e
# fungdo T(x,Lambda) das possibilidades
# i caixas com duas bolas e (x-2*i) caixas com uma bola: total de x bolas
#
DistrCaixas= [x-2*i,i]
NumBolas= sum((j+1)*DistrCaixas[j] for j in range(len(DistrCaixas)))
T+= [CompleteDistr(DistrCaixas, Lambda)]
#
# Constroi a lista para grafico com limite Limgraf menor que Lambda= 365
#

Limgraf= 120
Lxgraf= []
Lgraf= []



for j in range(2*Nduplas,Limgraf):

Lxgraf+= [j]

Lgraf+= [((T[i]).subs(x=j,Lambda=365)/Lambda”j)]
Ngraf+= [Lxgraf]
Tgraf+= [Lgraf]

H+

Plota as curvas de Prob x Nimero de Bolas para todas as Nduplas

plt.xlabel("Numero de Bolas")

plt.ylabel("Probabilidade de k duplas")

plt.title("Probabilidade de k duplas (Lambda= 365)")

for i in range(1,Nduplas+1):
plt.plot(Ngraf[i],Tgraf[i],label = ’%s duplas’%i)

plt.legend ()

plt.show()
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ANEXO C - ROTINA DE MCKINNEY (1966)

O seguinte programa implementa o cdlculo de nimero de possibilidades de ocupagdo de n bolas
distintas em Lambda caixas distintas, adicionadas uma a uma até que uma caixa atinja k bolas, conforme

4.3. Utiliza a funcdo proposta por von Mises (1939) no anexo A :

McKinney 1966: Problema dos aniversadrios generalizado:
qual o menor nimero de bolas necessarias,
adicionadas uma a uma,
para alcangar k coincidéncias com probabilidade 1/2
Restrigdes:
Nimero de caixas = Lambda,
logo Numero de Caixas vazias = Lambda - sum(DistrCaixas) >= 0
Nidmero de bolas =
sum( (i+1)=*DistrCaixas[i] for i in range(DistCaixas) ) > 1
Nidmero de caixas com k bolas =1

H OH HF H H HF H H H H HH

import time

var(’x, Lambda’) # n = x

Lambda= 365

McKinneyCasos=[[2,21],[3,86]] # ,[4,185]]
PMcKinney= []

#

# r= 2, 3, 4 . Retire o comentario para processar r=4

# (tempo de longo processamento - alguns dias).
#

for Caso in range(len(McKinneyCasos)):
r= McKinneyCasos [Caso] [0]
n= McKinneyCasos[Caso] [1]
Prob= 0

while Prob < 5/10 and n < 366:
start = time.time()

n+= 1 # nimero de bolas
#
# Gera todas situagdes que atendem as restrigdes:
# ni<pr, i=1, 2, ..., r-1 e somatorio i * n_i= nidmero de bolas
# Cada restrig8o é uma lista N[i],
# onde cada elemento € o nimero de caixas com i bolas
#

naux= IntegerListsLex(n, min_part=1, max_part=r-1 ,

min_slope=-(r-1), max_slope=0)

#
# Transforma a lista gerada em IntegerListsLex para o formato [n_1,n_2,...,n_r-1]
#

N= []



#
#
#

TN= 0
Taux= len(naux)*[0]
for i in range(0,len(naux)):
N.append ((r-1)*[0])
for j in range(0,len(naux[i])):
N[i] [naux[i] [j1-1]1+= 1
aux= 0
for j in range(1,len(N[i])):
aux+= (j+1) * N[i][j]
print(N[i])
T(Lambda)= CompleteDistr(N[i], Lambda)
Taux[i]+= T
for i in range(0,len(naux)):
TN+= Taux[i]
Pr(Lambda)= TN / Lambda "~ n
Prob= 1 - Pr.subs({Lambda:365})
end = time.time()
Duration= end - start
PMcKinney+= [r, n, Prob, Duration, Pr(Lambda), TN]

Imprime resultados

print(r, n, Prob.n(digits=4), round(Duration,4), TN)
print

print

print
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ANEXO D - ROTINA DE ARVORES DE CAYLEY

O seguinte programa implementa a geracao e o calculos de grafos completos e estrela, que sdo
arvores. O polindmio cromatico de uma arvoe conexa s6 depende do seu nimero de vértices.
Os polindmios de grafos completos sao utilizados como divisores dos outros polindmios para

realizar a mudanca da base de poténcia para base fatorial.

import time
Geragdo de Grafos Completos

Polindmios cromaticos s&o utilizados como divisores de polindmios
na mudanca da base de poténcia para fatorial
Complete= []
for i in range (0,366):
W= graphs.CompleteGraph (i)
Complete= Complete + [W]
Complete
#
# Polindmio cromatico
#
var (x)
function(°WCP’, nargs=1)
CompleteChromPoly= []
CompleteDuration= []
for i in range (0,366):
start = time.time()
WCP= sage.arith.misc.falling_factorial(x, i).full_simplify()
CompleteChromPoly= CompleteChromPoly + [WCP]
end = time.time()
Duration= end - start
CompleteDuration= CompleteDuration + [Duration]
print (i, round(CompleteDuration[i-1], ndigits=8))

#
#
#
#
#

Geragio de grafos estrela (&rvores)

Mudanga de base de poténcia para base fatorial

H OH HF H R

import time
Star= [Complete[0]]
StarChromPoly= [CompleteChromPoly [0]]
StarNumber0fColors= [[0]]
StarDuration= [0]
for 1 in range(1,366):
start = time.time()
W= graphs.StarGraph(1-1)
Star= Star + [W]
var (x)
G=x * (x-1)"(1-1)



G= G.full_simplify()
StarChromPoly= StarChromPoly + [G]
print (G)
lenG= len(G.coefficients())
NC= G.coefficients() [-1][0]
Number0fColors= []
for i in range(0,lenG):
NumberOfColors= NumberOfColors + [NC]
H= NC * CompleteChromPoly[lenG-i]
G=G-H
NC= G.coefficients() [-1] [0]
Number0fColors[::-1]
print (Number0fColors)
StarNumberOfColors= StarNumberOfColors + [NumberOfColors]
end = time.time()
Duration= end - start
StarDuration= StarDuration + [Duration]
print (1, round(StarDuration[1-1], ndigits=8))
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ANEXO E - ROTINA DE GRAFOS DE BOLLOBAS-CHUNG

O seguinte programa implementa a importagcdo de dados da rede social, o desenho do grafo da

rede e a soluc@o de um problema dos aniversarios com as restri¢des de parceria entre as integrantes do

grupo.

#

# Importa biblioteca de fungdes aleatdrias
#

import random
from random import shuffle

#

# Gera um grafo circular e adiciona arestas aleatédrias
#

# Verifica se a aresta é existente

#

1=100

GraphCR= copy(Cycle[l])

seed ()

j=1

while j <= 4:
Ini= [ i for i in range(l)]
shuffle(Ini)
Fin= [ i for i in range(1)]
if Ini[0] in Fin: Fin.remove(Inil[0])
shuffle(Fin)
if not GraphCR.has_edge(Ini[0], Fin[0]):
GraphCR.add_edge ((Ini[0], Fin[0]))
j= 3+
elif not GraphCR.has_edge(Fin[0], Ini[0]):
GraphCR.add_edge ((Fin[0], Ini[0]))
j= i+
GraphCR.plot (layout= "circular")

#

# Histograma de graus

#
GraphCR.degree_histogram()

Qut: [0, 0, 93, 6, 1]

#

# Polindmio cromatico

#

GraphCR.chromatic_polynomial()

#

# Gera batelada de casos

#

casosp= [0.10 for i in range(10)]; casosp
#



# Plota os grafos gerados

#
g =[]
j=10

# for i in range(len(Cycle_Random): g.append(Cycle_Random[i])
for i in range(len(casosn)):

n =[]

for m in range(len(casosp)):

n.append(Cycle_Random[len(casosp)*i + m]
.plot(layout="circular", vertex_size=20, vertex_labels=False))

j.append(n)
G = sage.plot.graphics.GraphicsArray(j)
G.show() # long time
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ANEXO F - ROTINA DE REDES SOCIAIS

O seguinte programa implementa a importagcdo de dados da rede social, o desenho do grafo da

rede e a soluc@o de um problema dos aniversarios com as restri¢des de parceria entre as integrantes do

grupo.

#

# Rede Social: Caso parceiras da mesa de jantar
#

# Importa bibliotecas e rede Pajek Dormitory.net
#

import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

G_Dorm= nx.Graph(nx.read_pajek("Dormitory.net"))

G_Dorm= G_Dorm.to_undirected()

#

# Cria grafo no formato Sagemath para cdlculo do polindmio cromédtico
#

Dorm= Graph(G_Dorm)

#

# Imprime numero de vértices, numero de arestas e densidade
#

print len(Dorm.vertices()), len(Dorm.edges())

print 2*len(Dorm.edges())/(len(Dorm.vertices())*(len(Dorm.vertices())-1))
#

# Imprime lista de graus e arestas

#

print

print Dorm.degree()

print

print Dorm.vertices()

print

print G_Dorm.edges()

#

# Imprime grafo layout spring

#

plt.figure(figsize=(10,9))

pos= nx.spring_layout (G_Dorm)

nx.draw_networkx (G_Dorm, pos, alpha=0.8,
node_size=[700*G_Dorm.degree(v) for v in G_Dorm],node_color= ’gray’)
plt.axis(’off’)

plt.tight_layout ()

#

# Imprime grafo layout circular

#

plt.figure(figsize=(10,9))

pos= nx.circular_layout (G_Dorm)

nx.draw_networkx (G_Dorm, pos, alpha=0.8,
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node_size=[700*G_Dorm.degree(v) for v in G_Dorm],node_color= ’gray’)
plt.axis(’off’)
plt.tight_layout ()
#
# Calcula a polindmio cromdtico e a probabilidade Lambda= 365
#
var (x)
DormChromPoly= Dorm.chromatic_polynomial()
DormProb= DormChromPoly/x"len(Dorm)
Prob= 1 - (DormProb(x=365)).n()
print
print DormChromPoly
print
print ’Prob=’, Prob.n(digits=4)
#
# Calcula polindmio cromatico base fatorial
#
var (x)
G= DormChromPoly
lenG= len(G.coefficients())
NC= G.coefficients() [-1]
NumberOfColors= []
for i in range(0,lenG):
NumberOfColors= NumberOfColors + [NC]
H= NC * falling factorial(x,lenG-i).full_simplify()
G=G-H
NC= G.coefficients() [-1] [0]
NumberOfColors[::-1]
print
print (Number0fColors)
print
i= lenG-1
while NumberOfColors[i]== 0:
i-= 1
print lenG-i, NumberOfColorsl[i]
print

Resultados Sagemath

26 42
42/325

(3, 4, 2,3,2,2,5,3,3,2,2,2,3,4,65,7,2,2,3,3,3,5, 42,6, 2]

[u’Ada’, u’Adele’, u’Alice’, u’Anna’, u’Betty’, u’Cora’, u’Edna’, u’Ella’, u’Ellen’,
“u’Eva’, u’Frances’, u’Hazel’, u’Helen’, u’Hilda’, u’Irene’, u’Jane’, u’Jean’,
“u’Laura’, u’Lena’, u’Louise’, u’Marion’, u’Martha’, u’Mary’, u’Maxine’, u’Robin’,

~ u’Ruth’]

[(u’Louise’, u’Lena’), (u’Louise’, u’Marion’), (u’Louise’, u’Ada’),
“(u’Ellen’, u’Edna’), (u’Ellen’, u’Ella’), (u’Ellen’, u’Irene’),
“(u’Ellen’, u’Anna’), (u’Ada’, u’Cora’), (u’Jane’, u’Ruth’),
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“(u’Jane’, u’Adele’), (u’Jane’, u’Mary’), (u’Martha’, u’Marion’),
“(u’Martha’, u’Alice’), (u’Martha’, u’Anna’), (u’Mary’, u’Edna’),
“(u’Anna’, u’Maxine’), (u’Anna’, u’Lena’), (u’Anna’, u’Hazel’),
~“(u’Lena’, u’Marion’), (u’Ruth’, u’Hilda’), (u’Cora’, u’Jean’),
“(u’Ella’, u’Helen’), (u’Hazel’, u’Hilda’), (u’Frances’, u’Eva’),
~“(u’Frances’, u’Marion’), (u’Frances’, u’Adele’), (u’Helen’, u’Eva’),
~“(u’Helen’, u’Jean’), (u’Helen’, u’Robin’), (u’Marion’, u’Eva’),
“(u’Marion’, u’Adele’), (u’Eva’, u’Maxine’), (u’Eva’, u’Alice’),
“(u’Eva’, u’Laura’), (u’Eva’, u’Robin’), (u’Betty’, u’Edna’),
“(u’Betty’, u’Hilda’), (u’Jean’, u’Robin’), (u’Maxine’, u’Adele’),
~“(u’Edna’, u’Laura’), (u’Edna’, u’Adele’), (u’Hilda’, u’Irene’)]

X726 - 42%x725 + 856*x724 - 11275%x"23 + 107836%x722 - 797625%x"21

+ 4744775%x"20 - 23303003%x719 + 96246901*%x~18 - 338754077*x~17

+ 1025745399%x716 - 2690032484*x~15 + 6136814458*x~14 - 12207561009*%x~13

+ 21185320036*x712 - 32030787860*x~11 + 42049453260*x710 - 47659010971*x"9
+ 46240648930*x"8 - 37939106632*x"7 + 25867909071*x"6 — 14290622023*x"5

+ 6156168578*x"4 — 1942679508%x"3 + 399769576*xx"2 — 40263168%*x

Prob= 0.1089

[1, 283, 35706, 2660681, 130785878, 4487051972, 110906729734, 2010387334417,
726959933692837, 268006879220402, 1967816768252329, 10576961364883877,
~41021313228735057, 112446673973737132, 211767293376291817, 263688558560229255,
7206060632995027638, 94009591292878860, 22576835441861114, 2443261552320236,
~92849248023553, 798146354598, 635519379, 4797, 0, 0]

3 4797
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