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Resumo

POLLI, D. A. Modelos de mistura para a avaliacdo de produtos. 2020. 133 p. Tese
(Doutorado em Ciéncias — Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de

Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

A avaliacdo de produtos (ou servigos) é uma necessidade em muitas etapas do desenvol-
vimento e langamento destes produtos (servigos). A evolu¢ao do produto (servigo) e a
definicado da fatia de mercado sdao duas etapas que envolvem algum tipo de avaliagao.
No entanto, na avaliacdo pode ocorrer a atribuicao de notas nao relacionadas com a
percepgao de qualidade do produto (ou servigo) — pela atribui¢ao de notas ao acaso. Este
trabalho apresenta 4 novos modelos, 2 deles baseados no modelo CUB (Combined Uniform
and shifted Binomial — Uniforme (discreta) combinada com binomial deslocada), para a
avaliacdo de itens quando existem dois ou mais niveis de preferéncia entre os avaliadores e

pode haver avaliadores atribuindo notas ao acaso.

Palavras-chave: avaliacao de produtos. modelos de mistura finita discretas. distribuigoes

discretas.






Abstract

POLLI, D. A. Modelos de mistura para a avaliacdo de produtos. 2020. 133 p. Tese
(Doutorado em Ciéncias — Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de

Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

The product (or services) evaluation is a necessity in many steps of the development
and release of such producs (services). The product evolution and the market share
definition are two steps that evolves some kind of evaluation. Although, the evaluation
occur by assigning grades not related with the perception of the product (service) quality —
assigning values at random. This work presents 4 new models, 2 of them based on the
CUB (Combined Uniform and shifted Binomial) model, for evaluation of items where there
are two or more levels of preference by the evaluators and may have evaluators assigning

grades at random.

Keywords: product evaluation. finite mixture models. discrete distributions.
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1 Introducao

O sucesso de um produto ou de um servigo é resultado de uma série de fatores, dentre
0s quais a percepc¢ao da qualidade pelos clientes ou usuarios é um dos mais importantes.
Um produto ou servigo que nao atenda as necessidades dos clientes em geral ndo permanece
no mercado por muito tempo. Desta forma, a avaliacdo destes produtos e servicos é uma
necessidade para se tracar estratégias de melhoria continuada, sobretudo quando se planeja
um novo servigo, se desenvolve novos produtos ou, até mesmo, com o objetivo de direcionar
campanhas de marketing. A avaliacdo da percepc¢ao da qualidade por parte dos clientes

permite as empresas identificar pontos de melhoria.

E possivel definir a qualidade como uma relacéo entre a expectativa que determinado
produto ou servigo desperta nos clientes e usuarios e a percep¢ao de quanto tal expectativa
é satisfeita. Um produto ou um servigo que se parece igual ou melhor que a expectativa
é, em geral, considerado um produto de qualidade. Por outro lado, um produto que
nao atende todas as expectativas pode ser considerado de menor qualidade, mesmo que
comparado a outros produtos cuja expectativa é menor. Desta forma, um produto de
luxo pode fornecer uma percepg¢ao de qualidade inferior a de um produto mais popular.
E importante observar que estamos mensurando algo subjetivo. Um produto pode ser
considerado de qualidade por alguns clientes enquanto recebe uma avaliagao pior de outros.
Além disto, diversos fatores podem influenciar na expectativa que se tem do produto ou

do servico e, por consequéncia, na percepcao da qualidade.

O preco de um produto ou de um servigo ¢ um dos fatores que podem influenciar na
percepcao de qualidade (Dodds; Monroe; Grewal, 1979; Zeithaml, 1988; Homburg; Hoyer;
Koschate, 2005) ou na percepgao do valor do produto ou do servigo (Sweeney; Soutar,
2001), em que prego e valor sao conceitos distintos — prego esta associado com a grandeza
monetaria enquanto que valor se relaciona com a expectativa que se tem do produto ou do
servico — um produto ou servigo custa caro quando o preco é superior ao valor percebido;
o preco é uma medida objetiva enquanto que valor é uma medida subjetiva e, assim, o
preco de um produto pode ser considerado excessivo por alguns clientes enquanto que é

considerado justo por outros. Observe que valor e qualidade possuem uma relacao estrita.

Alguns aspectos psicologicos também podem influenciar a percepcao de qualidade
de um produto ou servigo. Um aspecto interessante é o conceito de dissonancia, o efeito
da percepcao da qualidade de produtos ou servigos concorrentes na mesma percepgao do
produto ou servigo adquirido (Cohen; Goldberd, 1970). Além disto, algumas areas podem
ter particularidades que influenciam nas avalia¢oes. Larsen et al. (1979) estuda alguns

vicios que ocorrem na avaliagao de servigos de saude, como, por exemplo, a tendéncia



18 Capitulo 1. Introducio

dos pacientes sempre atribuir notas altas, a dificuldade de mensuracao e interpretacao
da satisfacao do cliente que se confunde com outros fatores e a grande variabilidade na
satisfacao em funcao aos diferentes estagios dos tratamentos de satide. Taylor e Baker
(1994) avaliam o efeito da satisfacdo do cliente na intengao de novas compras de servigos,
em particular, de saide, recreacao (parques de diversdo), viagens aéreas e telefonia de
longa distancia. Hui e Tse (1996) estuda o efeito do tempo de espera para atendimento na

avaliagao da qualidade de servicos.

A percepcao de qualidade, bem como a prépria ideia de qualidade, sofre influéncias
psicologicas e subjetivas e, desta forma, é coerente pensar que existe uma grande variacao
na avaliacdo de qualidade entre diferentes avaliadores. Da mesma forma, é coerente que os
avaliadores sejam provenientes de grupos que possuem expectativas distintas, inclusive
ponderando caracteristicas do produto de forma diferente. Por exemplo, ao se avaliar a
qualidade de um automédvel, um grupo de pessoas pode ter grandes expectativas quanto a
poténcia do motor enquanto ignora o conforto interno, enquanto outro grupo de pessoas
pode ter grandes expectativas quanto a fatores estéticos enquanto consideram de pouca
importancia o espago interno. Esta diferenca na definicado de expectativas entre faz com

que os avaliadores tenham que ser vistos como pertencentes a diferentes populagoes.

Muitos trabalhos encontrados na literatura a respeito da avaliacao da qualidade de
servigos, inclusive os citados acima, aplicam métodos de analise descritiva, analise fatorial,
componentes principais e regressoes lineares para se fazer a analise dos dados observados.
Neste cenério, os avaliadores sao considerados como provenientes de uma tnica populagao.

Esta homogeneidade pode nao ser razoavel.

A avaliacao de produtos e servicos pode ser feita de diferentes maneiras. Uma delas,
usual na literatura, consiste de ordenar os itens em avaliagdo com relagao ao nivel de
preferéncia ou de qualidade percebida. Tal ordenagao pode ser realizada comparando os
objetos aos pares ou testando um rol de itens e, posteriormente, colocando-os em ordem de
preferéncia ou de qualidade e atribuindo uma posigao (posto) aos itens. Diversos modelos
que permitem a andlise de dados em postos sdo descritos por Fligner e Verducci (1993)

e Marden (1995). No entanto, os modelos consideram homogeneidade entre avaliadores.

Bailey e Terry (1952) apresenta um modelo para a ordenagao de um rol de itens
(produtos) em que as comparagoes sao realizadas aos pares: os itens sob avaliagdo sdo
apresentados aos pares para os avaliadores que selecionam o objeto preferido. No modelo
original nao existe a necessidade de que todos os pares de itens sejam avaliados por todos
os avaliadores, embora seja necessaria a repeticao de cada par avaliado com avaliagoes por
pessoas diferentes. Também néao é permitido haver empates entre os itens avaliados, ou
seja, os avaliadores sempre deve apontar qual dos itens em cada um dos pares é o preferido.
Este procedimento consiste em uma ordenagao por preferéncia aos pares. Os resultados

assintéticos para os estimadores das probabilidade de cada um dos itens ser indicado
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como o preferido no modelo de Bradley-Terry sao estudados por Bradley (1955). Bradley
e El-Helbawy (1976) apresentam um método para a estimagao de contrastes referentes as

propor¢oes que cada item é selecionado como preferido.

O modelo de Bradley-Terry tem como uma de suas suposi¢des que a quantidade
de comparagoes para cada par de itens sejam iguais. Tal restricao, como aponta Ford Jr.
(1957), pode ser dificil de se cumprir para amostras grandes em alguns contextos (um
exemplo ocorre quanto se compara produtos de marcas diferentes e algumas destas marcas
sa0 menos comuns que outras, caso em que pode haver poucas pessoas que conhecem o
produto e, assim, poucas pessoas que opinam sobre os mesmos). Neste contexto, Ford Jr.
propoe uma extensao para o modelo acomodar frequéncias diferentes para os pares de itens
quando a amostra é grande o suficiente. Outra restricdo que ocorre no modelo original de
Bradley-Terry é a impossibilidade de empates entre pares de itens. Ao serem apresentados
aos avaliadores, cada par tem que ter obrigatoriamente um dos itens apontados como
preferido. Davidson e Beaver (1977) apresentam uma extensao do modelo para permitir
que, ao avaliar um par de itens, o avaliador possa apontar igualdade de preferéncia entre

os itens.

Springall (1973) apresenta uma extensao do modelo de Bradley-Terry em que as
comparagoes entre os pares sao associadas a variaveis quantitativas chamadas de resposta
percebida. Neste caso, um item é considerado preferido se a resposta percebida for maior
que a do item concorrente. Neste cendario, covariaveis continuas sao usadas para modelar a

média das distribuicoes de tais respostas.

Grizzle, Starmer e Koch (1969) apresenta um método para a obtengao de fungoes
lineares ou logaritmicas para descrever a proporcao de respostas para dados categorizados.
Este modelo é aplicado por Beaver (1977) para implementar o modelo de Bradley-Terry

através de fungoes lineares considerando comparagoes aos pares ou em trios.

Bockenholt (1993) propde o uso de um modelo de mistura finita da mesma dis-
tribuicao de probabilidade para modelar dados de postos em processos de avaliagao de
itens por ordenacao. Tal proposta é feita com o objetivo de acomodar a heterogeneidade
observada entre avaliadores. Stern (1993) usa tais modelos de mistura finita para analisar
o resultado de eleigdes com base em dados sécio-econémicos. Murphy e Martin (2003)
propoem ajustar os modelos de misturas finitas para uma medida de distancia entre as

respostas dos diferentes avaliadores.

As propostas anteriores construidas a partir de misturas de distribui¢oes consideram
apenas componentes da mesma distribuicao, diferindo apenas nos parametros. Uma nova
classe de modelos que surge como variacao de tal proposta consiste em definir misturas
finitas de distribuigoes discretas distintas. O modelo CUB (Combined Uniform and shifted

Binomial distribution), apresentado em 2005, é um exemplo de modelo de tal classe.
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Considere que um rol de itens é apresentado para um grupo de avaliadores. Os
avaliadores ordenam os itens por ordem de preferéncia, atribuindo a posicao 1 para o item
preferido, a posigao 2 para o segundo item preferido, sucessivamente, até o tltimo item (o
menos preferido). Neste cendrio, considerando as posigoes (postos) atribuidas a um dos
objetos sob avaliagao, D’Elia (2000) propoe modelar a distribui¢ao dos postos como uma
amostra aleatéria da distribuigdo binomial deslocada (em 1 unidade). No entanto, esta
proposta considera apenas avaliadores homogéneos. Suponha que cada avaliador ordene
os itens considerando um nivel de preferéncia (ou percepgao de qualidade) predefinida
ou, caso contrario, ao acaso sorteando os itens sem reposi¢ao de uma urna. Fixando um
dos itens sob avaliacao, se a ordenacao ocorrer de acordo com um nivel de preferéncia
predefinido, os postos atribuidos ao item é uma amostra da distribuicao binomial deslocada.
Por outro lado, se a ordenagao ocorre ao acaso é razoavel que a distribuicao dos postos seja
uma uniforme discreta — situagdo na qual cada possivel posto atribuido por um avaliador
é equiprovavel. O modelo de mistura destas duas distribui¢oes, binomial deslocada com
uniforme discreta, é conhecido como modelo CUB e foi proposto por D’Elia e Piccolo

(2005).

O modelo CUB ¢é um modelo que foi bastante estudado e desenvolvido pela
mesma equipe que o propos. Piccolo (2006) apresenta o modelo CUB com a incorporagao
de covariaveis e apresenta resultados referentes a matriz de informacao observada. A
identificabilidade dos parametros do modelo é estudada por Iannario (2010). Iannario
(2012a) incorpora uma estrutura hierarquica ao modelo CUB para incorporar efeitos
aleatérios ao modelo. Grilli et al. (2014) propoem a incorporagdo de varidveis latentes
ao modelo CUB para acomodar heterogeneidade relacionadas a grupos de avaliadores.
[annario (2014) propoe uma nova classe de modelos chamada CUBE, que consiste em
um modelo CUB com o componente binomial deslocado substituido por uma distribuicao
beta-binomial deslocada, com o objetivo de acomodar sobre-dispersao da variavel resposta.
Gottard, Tannario e Piccolo (2016) apresentam uma variagdo do modelo CUB em que
o componente uniforme discreto é substituido por outra distribuicao discreta definida
no mesmo suporte, com o objetivo de acomodar diferentes niveis de incerteza quanto a

resposta do avaliador ao acaso.

Supondo que o processo de avaliagdo de um determinado item ocorre pela selegao de
uma resposta em uma escala ou lista de opgoes cujas opgoes sao ordinais. A escala de Likert
¢ um exemplo de tal escala. Neste caso, o modelo CUB pode ser utilizado supondo que as
avaliagoes por preferéncia ocorrem como se fosse uma amostra aleatoria da distribuicao
binomial deslocada (cada valor possivel na escala tem uma relagdo um-para-um com os
valores correspondentes de uma variavel aleatéria com distribuigdo binomial deslocada).
Neste cendrio, lannario (2012b) propoe um modelo para a ocorréncia de inflagio em uma
das possiveis respostas da escala. Ainda no mesmo cenério, Manisera e Zuccolotto (2014)

apresentam uma proposta de modelo CUB néao linear para acomodar probabilidades nao



21

constantes para a ‘transicao’ entre valores distintos da escala (por exemplo, em uma escala
com op¢oes 6timo, bom, regular ou ruim, a probabilidade de mudar a opiniao de ‘ruim’
para ‘regular’ no modelo CUB usual é a mesma probabilidade de mudar a opiniao de ‘bom’

para ‘6timo’; o modelo CUB nao linear permite que as probabilidades sejam diferentes).

O modelo CUB ajusta a distribuicao dos postos atribuidos a um dos itens sob
avaliacao. A modelagem da distribuigdo dos postos para todos os itens requer o ajuste
de um modelo CUB para cada item. No entanto, os parametros destes modelos sdo inter-
relacionados. Tannario e Piccolo (2014) apresenta um teorema que relaciona os pardmetros

das distribuicoes dos postos para cada item sob avaliagao.

Contribuicoes deste trabalho

A mistura finita de distribui¢oes é uma opcao simples e pratica para a modelagem
de dados cujo mecanismo gerador pode ser diferentes distribuigoes e que, apds observado
os dados, nao é possivel apontar com certeza qual das distribui¢oes foi utilizada. No
cenario de avaliagdo de produtos (ou de servigos) através da ordenagao por ordem de
preferéncia ou por categorizagdo com base em uma escala, considerando a heterogeneidade
dos avaliadores, o modelo se mostra uma excelente opcio. E neste caso que o modelo CUB e
todas as variantes se encaixam. No entanto, esta classe de modelos pode ser estendida se for
considerado que a ordem atribuida ao item pelo avaliador nao precisa obrigatoriamente ser
um valor da sequéncia iniciada em 1. Um caso particular que pode ser de interesse pratico é
a sequéncia iniciada em 0. Considere que o avaliador observa um item (produto ou servigo)
e julga se um conjunto fixado de caracteristicas (ou quesitos) sao consideradas satisfatorias.
Se os avaliadores sao homogéneos e supondo equiprobabilidade para os quesitos serem
julgados como satisfatorios e independéncia entre os quesitos, a atribuicao do resultado
satisfatorio/insatisfatério aos quesitos sdo ensaios de Bernoulli e uma nota formada pela
contagem dos quesitos satisfatérios segue uma distribui¢do binomial. Imaginando que os
avaliadores podem observar os quesitos ou simplesmente chutar uma nota, obtém-se um
modelo muito parecido com o CUB porém com a escala iniciada em 0 ao invés de 1. A
generalizagdo para escalas iniciadas em qualquer valor inteiro é relativamente simples e esté
apresentada no capitulo 2. A segdo 2.1 apresenta a generalizagdo da classe de modelos CUB
linear para escalas iniciadas em qualquer valor inteiro (positivo ou negativo), escrevendo
o componente referente as avaliagoes por preferéncia definida como um modelo linear
generalizado, com as extensoes para acomodar covariaveis e diferentes niveis de incerteza
para o avaliador que atribui valores ao acaso. Os modelos supoem que os avaliadores
sdo provenientes de 2 grupos distintos: (1) avaliadores que atribuem as respostas, seja
um posto ou uma nota, considerando a qualidade do item sob avaliagdo ou a preferéncia
correspondente; e (2) avaliadores que atribuem as respostas ao acaso. A possibilidade

de modelar diferentes niveis de preferéncia quando os avaliadores fazem as avaliagoes
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de acordo com alguma preferéncia predefinida faz com que seja necessaria a adogao de
misturas de distribui¢oes com maior niimero de elementos de distribui¢oes do tipo binomial

(binomial usual ou binomial deslocada). Tal extensao é apresentada na referida secao.

No capitulo 3 sdo apresentados modelos para o cenario em que a avaliagao ocorre por
atribuigdo de uma nota discreta (ou a contagem de quesitos satisfatorios) porém no cenério
em que a variancia da resposta nao é uma funcao direta da média — ocorrendo sobredispersao
— desta forma, o uso de distribui¢coes baseadas em reparametrizacdo da binomial pode
ser inadequada. Neste capitulo apresenta-se os modelos de avaliagdo de produtos para os
modelos binomial duplo e binomial multiplicativo. Aplicacdes dos modelos para dados
simulados estao apresentadas no capitulo 5.1. As consideracoes finais sao apresentadas no

capitulo 6.
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2 Extensao do modelo CUB

A avaliagdo de produtos (ou servigos) pode ser realizada com a atribui¢do de um
valor em uma sequéncia de ntimeros inteiros. Tal valor atribuido ao item sob avaliagao
pode ser uma nota (positiva ou negativa, com saltos de tamanho fixado) ou um posto (em
uma escala iniciada em 1 com salto de tamanho 1, indicando a posi¢ao (posto) do objeto

em uma ordenagao).

D’Elia (2000) propoe, para o cendrio de avaliacao de m > 1 produtos por ordenagao,
modelar os postos atribuidos a um dos itens com uma distribuicao binomzial deslocada em 1
unidade. Tal cenario considera que todos os avaliadores ordenam os objetos de acordo com
um nivel tnico de preferéncia. O modelo CUB (Combined Uniform and shifted Binomial),
proposto por D’Elia e Piccolo (2005), estende tal proposta para a situagdo em que existem
2 tipos distintos de avaliadores: (1) aqueles que avaliam os itens considerando um nivel
de preferéncia definido ou (2) aqueles que atribuem os postos ao acaso (selecionando os
itens sem reposi¢do de uma urna). Algumas extensoes para o modelo CUB sao propostas
por Piccolo (2006) com a incorporagao de covaridveis ao modelo, lannario (2012b) apresenta
o modelo com inflagdo em uma nota especifica (ou posto especifico) e Gottard, lannario e
Piccolo (2016) substitui o componente que modela a avaliagdo ao acaso (o componente

uniforme discreto) para acomodar diferentes niveis de incerteza.

Neste capitulo, a distribuicao binomial deslocada é estendida para acomodar um
pardametro (fixado) de escala s > 0 e um pardmetro (também fixado) de deslocamento
0 < d < m de tal modo que as notas atribuidas aos produtos sejam valores no conjunto
{zeN:z=s5-(y+d), y=0,1,....,m—d, se R>0, 0<deN < m}. Esta extensdo é
nomeada distribuicdo binomial redimensionada e deslocada (stretched-and-shifted binomial)
e esta apresentada na se¢ao 2.1 em conjunto com o modelo linear correspondente. De uso
desta distribuicao, os modelos citados sao estendidos para acomodar notas entre s x d
e s Xx m com saltos de tamanho s > 0 e também a possibilidade de diferentes niveis de
preferéncia entre os avaliadores (segoes 2.2 e 2.3). E conveniente observar que os modelos

originais sao casos particulares dos modelos propostos nas segoes 2.1, 2.2 e 2.3, tomando

s=d=1.

2.1 Os modelos lineares

Suponha que um produto (ou servigo) é avaliado com a atribui¢do de um valor
da sequéncia{z e N: z=s-(y+d), y=0,1,....m—d, se R>0, 0<deN<m}.
Como exemplo, imagine que um produto é apresentado para um grupo de avaliadores

que devem precificd-lo em multiplos de $5,00, com pre¢o minimo igual a $10,00 e preco
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maximo igual a $40, 00. Neste cenario, o modelo é configurado com m =6, s =5e d = 2.

Observe que m é o numero de valores distintos na escala.

Se Y é uma variavel aleatoria com distribui¢ao binomial de parametros m — d e
0<nr<l,eZ=s-(Y+d),seR>0,0<deN<m,m>1, entdo Z segue uma

distribuigao cuja func¢ao de probabilidade, parametrizada em func¢ao de pu = (m — d)m, é

P = (7 ) G )

A esperanca e a variancia de tal distribuicdo sao dadas, respectivamente, por

E(Zl) = s(u+d), V(Zl) =t (1- L),

m—d

Tal distribui¢ao é nomeada binomial redimensionada e deslocada (stretched-and-

shifted binomial) e pode ser escrita na forma

P(Zu) = (Z";S__dd> exp {(2/9)1n <m—2—u> —dmn () (1o S

Desta forma, os modelos definidos com base nesta distribuicao podem ser escritos com a

notagao de modelo linear generalizado (Nelder; Wedderburn, 1972). Tomando a relagdo (o

f (m — d)e”
I _\m—daje”
g n(m—d—y>—>'u 1+ en

preditor linear)

é possivel escrever tal distribuicao em fungao do preditor 1 como
—d A
P(Zn) = (Zﬂ/ls B d) exp{(s - d) n — (m —d)In(e" + 1)} .

A esperanca e a varidncia da variavel aleatéria Z sao, respectivamente,

m —d)e"

_ ! "
E(Zln) = st

+sd, V(Z|n)=s*(m— d)m.

Observada uma amostra de tamanho n > 1 de avalia¢gdes de um determinado
produto, com o vetor Z (de dimensdo n) de notas e a matriz X (de dimensao n x p) de
covariaveis associadas aos avaliadores, é possivel escrever a funcao de verossimilhanca do
modelo como

n

LnZ,X)=1]] ( m—d ) eXp{(Zi —d) n; — (m —d)In(e” + 1)},

i \zifs—d s
em que 7 = {Ny,M9,...,N,} € vetor dos preditores lineares associados a cada avaliador. A
incorporacao de covaridveis ao modelo ocorre de forma trivial, como nos modelos lineares
generalizados, tomando 1, = X8, i =1,2,...,n, em que X ¢ um vetor de dimensao p
de covariaveis associadas a cada avaliador e B um vetor de dimensao p de coeficientes. Os
modelos com intercepto sao facilmente configuraveis considerando que uma das colunas da

matriz X ¢ tal que todos os valores sao iguais a 1.
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Proposicao 2.1.1 Os parametros (de regressao) do modelo sio estimados de forma itera-

tiva, tomando na k-ésima iteracao,

~ (k+1)

R )
e
com ﬁ;k) a estimativa na k-ésima iteracao do vetor escore,
Us=X'(Z/s—d—p),
e K 5 a estimativa na k-ésima iteragio da matriz de informacao (de Fisher),
Kg=5°X'VX,

em que X € uma matriz n X p de posto completo com cada linha representando o vetor
das covariaveis associadas a cada avaliador, Z ¢é um vetor de dimensao n das respectivas
notas atribuidas ao produto sob avaliagcao, p € o vetor de esperanca das notas atribuidas

ao produto e V' é uma matriz diagonal, n X n, das respectivas variancias.

Prova: O estimador de maxima verossimilhanca do vetor 8 é obtido derivando e igualando
a zero a funcao de log-verossimilhanca. Assim, calculando a derivada de primeira ordem

da funcao de log-verossimilhanca com relacao ao vetor 8 obtém-se
U, — ai{(zi_d) -—(m—d)ln(e"”rl)}
B - 8ﬂ S Th

(Zi — d) E)a,Bm (m — d)f)aﬂ In(e™ + 1)}

) {(2-0) - -0}

o (o

Substituindo
n; = In Hi
m—d— p;
se obtém
n Py /21
U, — S (Z—d)— )i
8 ;wz{ . (m )mlﬁiu +1}
- Y4 { (2= d) = m - d) i }
=1 m_d_,u'z
/ Zi i
= L= —=d) — —d
Sal{(T-d) - m-a )
= Zwé{%—d—m}
. s
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Escrevendo esta expressao em forma matricial, segue a expressao do vetor escore apresen-

tada na proposicao.

Para igualar a derivada acima a zero (para obter o ponto de maximo da fungao) é
possivel aplicar o método de Newton-Raphson. Para isto, é necessario calcular a derivada

de segunda ordem da funcio de log-verossimilhanca com relacio ao vetor 3,
e SR
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Como a expressao entre chaves ¢ a variancia associada ao i-ésimo elemento amostral, segue
a expressao para a matriz de informagao (de Fisher) observada. O estimador para o vetor

de parametros 3 segue da aplicagdo do método de Newton-Raphson. Bl

2.2 Modelos para diferentes tipos de avaliadores

No modelo descrito na secao anterior, todos os avaliadores atribuem uma nota
ao produto com a mesma distribuicao. Este cendrio supoe uma homogeneidade quanto
aos avaliadores que pode nao existir na pratica. Uma diferenca possivel entre avaliadores,
apontada por D’Elia e Piccolo (2005), é a existéncia de alguns avaliadores que atribuem
notas ao acaso, sem verificar o quanto preferem o produto sob avaliacao. O modelo CUB
(Combined Uniform and shifted Binomial), definido pelos autores citados, acomoda estes
diferentes tipos de avaliadores construindo um modelo de mistura para o caso em que
um rol de produtos é ordenado quanto a preferéncia (ou quando as notas sao atribuidas
na sequéncia 1,2,...,m). Os avaliadores que ordenam os produtos considerando alguma

preferéncia sao modelados de acordo com um componente binomial deslocado enquanto
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que os avaliadores que ordenam os produtos ao acaso (retirando-os de uma urna) sao
modelados de acordo com um componente uniforme discreto. Gottard, lannario e Piccolo
(2016) generaliza o modelo CUB, representando a ordenacao de produtos ao acaso por

diferentes distribuigoes que serao descritas nesta secao.

A adocgao de um tinico componente da mistura para representar os avaliadores que
atribuem nota (ou posigoes) aos produtos considerando a preferéncia que possuem pelos
itens também pode nao ser coerente com algumas situacoes praticas. No caso em que os
avaliadores possuem grande conhecimento a respeito do item sob avaliagao é razoavel supor
que, aqueles que apresentam alguma preferéncia, serao homogéneos quanto a preferéncia
apresentada pelo produto. Por outro lado, se os avaliadores sao ‘leigos’ quanto ao item
sob avaliagao é razoavel supor a existéncia de diferentes populacoes de avaliadores. Por
exemplo, um grupo de endlogos que ordenam vinhos de uma determinada safra quanto
a qualidade tenderao a classificar estes vinhos com base em uma tnica distribuicao de
probabilidade para os postos atribuidos. Por outro lado, um grupo de compradores de
automoveis de uma determinada marca podem preferir um modelo ou outro por conta de
caracteristicas diversas (mulheres podem dar mais peso a estética de que a poténcia do
motor, homens jovens podem ponderar bastante a poténcia do motor enquanto homens

mais maduros podem preferir o conforto, etc.).

Nesta secao, os modelos sao estendidos para acomodar diferentes niveis de prefe-
réncia para os avaliadores que atribuem notas (ou postos) aos produtos de acordo com

uma preferéncia predefinida. O modelo resultante possui funcao de probabilidade dada por

P(Z|n) = Zar (Zn,) + aolPo(2)
comn={m,ne,....mt, n-=x'B,,r=12,...;t, teN>1 e

T A | () PR R Iy

a probabilidade associada a avaliacao de acordo com o r-ésimo, r =1,2,...,t,t € N > 1,
nivel de preferéncia, Py(Z = z|m, s, d) a probabilidade associada & avaliacao do item ao
acaso,me N>1, s R>0,0<deN<m,B={8,8,,-..,8,} o conjunto dos vetores
p-dimensionais 3,., associados ao parametros de regressao de cada componente binomial
da mistura, os parametros da mistura dados por 0 < a,. < 1, que indicam as proporg¢oes
de avaliadores que atribuem os valores de acordo com o r-ésimo nivel de preferéncia e
0<ay=1—a; —as —---—a; <1 a proporgao de avaliadores que atribuem os valores

a0 acaso.

A probabilidade associada as avaliagdes ao acaso sao apresentadas por Gottard,

lannario e Piccolo (2016) para acomodar diferentes cendrios de avaliagdo:
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e Uniforme discreta: Supode equiprobabilidade para os valores possiveis de avaliacao

dos itens. A avaliacao sistematica é representada por uma distribuicao que atribui
equiprobabilidade para os m — d + 1 valores do conjunto de notas possiveis. A fun¢ao
de probabilidade é

1

Pol2) = aem

(2.1)

a esperanca e a variancia sao, respectivamente,

Eo(Z) = s <m;d> . Vo(Z) = 82 [(m_d;;w - 1] .

Uniforme truncada: Atribui probabilidade 0 para os 0 < T < (m — d)/2 valores em
cada extremo do conjunto de notas possiveis e equiprobabilidade para os m—d—2T+1

valores restantes. A funcao de probabilidade é

1
m—d—2T+1’

Po(Z) = (2.2)

a esperanca e a variancia sao, respectivamente,

Uniforme limitada a esquerda: Atribui probabilidade 0 para os 0 < T' < m—d menores
valores do conjunto de notas possiveis e equiprobabilidade para os m —d — T + 1

valores restantes. A func¢ao de probabilidade é

1
m—d—-T+1’

Po(Z) = (2.3)

a esperanca e a variancia sao, respectivamente,

Eo(Z) = s (W) , Vo(Z) = 82 [(m_d_gﬂ)z —1

Uniforme limitada a direita: Atribui probabilidade 0 para os 0 < T < m — d maiores
valores do conjunto de notas possiveis e equiprobabilidade para os m —d — T + 1

valores restantes. A funcao de probabilidade é

1

(2.4)

a esperanca e a variancia sao, respectivamente,

Eo(Z) = s (W) . Vo(2) = s [(m_d_lTQH)Z it



2.2. Modelos para diferentes tipos de avaliadores 29

Com relagao ao modelo de mistura para as notas (ou postos) atribuidos aos produtos
(servigos), a esperanga e a varidncia dos valores atribuidos aos itens sdo, respectivamente,

t
m —d)e'"
E(Zn) = Y ous <(1 27 +d)+a0E0(Z),
r=1 te

S G L
r=1

I+emr (1+em)2 + ap (Eo(Z) + Vo(2))

V(Zln)

m — d)e'r

i l; o ((1+’7 - d) + %Eo<Z>] }

em que 7, = x'f,.

A funcao de log-verossimilhanca do modelo é

ﬁ(a,ﬁ\z,w Zln [Z a, P Zz‘nm +040]P)0<ZZ>]

e a matriz de varidncia dos estimadores dos parametros é dada por

-4 —1

- — —~ o~ o~

A By Bg -+ B
— — - P
By Cay Cay - Cay
V=| By Cay Cuey -+ Cay (2.5)
— _— - _
| By Cuy Cuz - Cuy |
em que A é uma matriz ¢ X ¢ cujo elemento Ay, u,v = 1,2, ..., t, associado aos pardmetros
(Oéu, OCU), é
Z H ( Zl|77m> PO(%))
=1 re{u,v} (Zl"fh)
E(u), u=1,2,...,t, ¢ uma matriz t X p, cuja v-ésima linha, /B(uv)’ w=1,2,...,t associada

aos pardmetros (ay, B,), é

B - / aUPU(Zimvi) Pu(zlmuz) - ]P)O(Zl) Zi (m — d)envi
B =26 (“pm”) () (1 )

e /C’\(uv) ¢ uma matriz p X p, associada aos parametros (3, 3,), dada por

A~ o = / O‘r]P)r(Zi‘nri) Zi (m—d)em’i
Con =2l 11 2ty ) (G- e )

com I(,—,) a funcao indicadora que vale 1 se u = v e 0 caso contrdrio, u,v = 1,2,...,t.

A funcao de log-verossimilhanca aumentada do modelo, usada para obter os esti-
madores dos parametros, é dada por

n t

Claflze) = 23 0| (2= d) - (m—d)n(i+em)] .

i=1r=1
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emque G =g € {0,1}, r=1,2,...,t,i=1,2,...,n, 1 —go; = g1, + g2: + - - + i, 880
varidveis aleatérias (latentes) indicadoras de que a avaliagdo do i-ésimo item foi realizada
com base no r-ésimo nivel predefinido de preferéncia (de acordo com o componente da
familia binomial) e C' é uma constante que independe dos vetores B, B, . .., B;. Tomando

a esperanca E(G,;) = w,; obtém-se a fungao

QB Z Zwm K ) N — (m —d)In(1 4 ") | + C,

i=1r=1
com 0 < wy < 1 e wpy + wis + -+ wys = 1.

O parametro da mistura é estimado, aplicando o algoritmo EM (Dempster; Laird;
Rubin, 1977), tomando

A~ k n
S _ AP (zz\nﬁl ) al+n = L Z S0
P(z[7") =

e os parametros da regressao sao estimados de acordo com o Corolario 2.2.1.

Corolario 2.2.1 No r-ésimo componente binomial do modelo, os parametros de regressdao

sao estimados iterativamente por

BEY _ g [IA{ﬁj *) ﬁg?
em que
Us = WX)(Z/s—d—p), Kz =s2(W"X)V(W/X)
com W é uma matriz diagonal n X n com componentes wy;, © = 1,2,...,n, X é uma

matriz n X p de covaridveis associadas as n > 1 observacoes, Z ¢ um vetor de dimensdo n
das respostas de cada avaliador e p € um vetor de dimensao n das esperancas associadas

aos n avaliadores.

Prova: O resultado segue da Proposigao 2.1.1, observando que na fungao Q(8) os termos
associados a cada componente binomial do modelo estao multiplicados pelos pesos w,.;,
r=12....t,i=1,2,...,n. R

2.3 Inflacao em um valor da escala

Um avaliador que atribui notas aos produtos ao acaso pode, para simplificar a
atribuicao destas notas, fixar um valor dentre aqueles possiveis e atribuir sempre este
valor & todos os itens avaliados. E comum que isto ocorra, por exemplo, com a atribuicao
da nota minima, da nota mediana ou da nota maxima. Com o objetivo de acomodar a

possibilidade de um grupo de avaliadores atribuirem uma nota fixada, lannario (2012b)
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propoe uma extensao ao modelo CUB com a possibilidade dos avaliadores atribuirem
sistematicamente um valor fixado. Em tal modelo, as avaliagoes podem ser realizadas (1)
com base em uma preferéncia predefinida, (2) ao acaso de acordo com uma distribuigao de
probabilidade que represente um comportamento sistemético ou (3) atribuindo um valor

fixado da escala (distribuigdo degenerada).

De forma analoga, é possivel inserir no modelo apresentado na secao 2.2 um
componente para acomodar atribuigdes de um valorc € {z e N: 2z =s-(y+d), y =
0,1,....m—d, se R>0, 0<deN < m} fixado. Assim, o modelo fica definido por

]P><2|’I’]) :SD]I(Z c) Zar r |77r +O‘OHDO( )

com 0 < ¢ < 1, o parametro da mistura entre o componente degenerado do modelo
e os demais termos (também um modelo de mistura), 0 < o, < 1, r = 0,1,...,¢,
g+ a1 + -+ 4+ ap = 1, parametros da mistura que modela as avaliacoes de nao inflacao
do modelo, I, ¢ a funcao indicadora que vale 1 se z = c ou 0 caso contrario, P,(z|n,)
¢ a componente binomial redimensionada e deslocada que representa a avaliacao de
acordo com o r-ésimo nivel de preferéncia e Py(z) é uma distribuigdo que representa uma
avaliagao ao acaso (uma das distribuigdes apresentadas na segdo anterior). Observe que
o modelo proposto é a combinagao de 2 misturas finitas de distribui¢bes. A primeira
mistura, modulada pelo pardametro ¢, possui um componente degenerado em ¢ e um
componente que é uma mistura de distribui¢oes. A segunda mistura, modulada pelos
parametros «q, aq, ..., q, possui t componentes binomiais redimensionados e deslocados e

1 componente referente as avaliagoes ao acaso.

A esperanga e a variancia dos valores atribuidos aos itens (notas ou postos) sao,

respectivamente,

d Tr
E(Zn) = pc+s(1— Zar ( ””i+eze +d> + (1 — @)Ky (Z),

d)e™ —d)e 2
(m —d)e N (m —d)e i d
(14 em)? 1+emr

(gpc—l— s(1 — zt:ozr (W + d) +(1- SO)QOEO(Z)>2

V(Zln) = Zar

1+ e
+(1 = ¢)ag (VO<Z> +Eo(2)) + oc?

em que Eqg(Z) e Vo (Z) sdo, respectivamente, a esperanga e a variancia da resposta supondo
uma avaliagdo ao acaso (conforme descritas na segao anterior) e 0 < ¢ < 1 é o pardmetro

da mistura do componente degenerado e (a mistura de) os demais componentes do modelo.

Para simplificar a estimacao do modelo, é possivel reescrever o modelo como

P(Z|m) = 1oPo(Z) + ZTr (Zn,.) + (1 - ZTT> (z=¢)
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com0<7<1,r=01,...;t, o+ + -7 <1, em que

¢
p=1-> 1, o, =
r=0

A funcao de log-verossimilhanga do modelo é

,3|Z Q'} Zln 7—0]P)0 Zl + ZTT ZZ|T’TZ (1 - ZTT> ]I(Zz C)]

e a matriz de varidncia dos estimadores dos parametros é dada por

-~ — —~ —~ 4 —1

A  Bu By - By
— — — —
| Bw Cay Cuy -+ Cuy
— —/ — — —
V=—1Bg Cay Cay - Ce (2.6)
— — — —
| By Cuy Cuy - Cu |
n ]P()(Zl) — ]I(z-:c)
U, = —, (2.7)
P R T
a r-ésima posigao, r = 1,2,...,t, dada por
= Zz |77r7, H(z:c)
- (2.8)
; (Zl|nz)
e
" TP (zi|nei) \ ( 2i (m — d)e'
Uz (0) = )| ") = —d— ——T— . 2.9
a0 = S () (- M 2
em que A é uma matriz de dimensao (£ + 1) x (£ + 1) cujo elemento Ay, u,v =
0,1,2,...,t, associado aos parametros (7, 7,), é
Po(2)—T(s—c) | 2
> —PGm) u=0ev=0
Po(2i)—1(z,=c) Py (2i[nvi) —1(z; =) .
1 ) =T B(ziln;) ) u=0evz0
uv Pu(zi|"7ui)_]1(zi:c) PO(Zi)_H(zi:c) .
2\ T B Bl ) uzlev=0
Pu(zilnui) —lz;=c) \ [ Polzilnwi) =lz;=c)
2\ Fam PGz ) u#lev#0
E(u), u=1,2,...,t, é uma matriz (t+1) X p, cujo elemento E(uv), v=1,2,...,p, associado

aos pardmetros (7, B3,), é

[ TP (2ilm0)
Bl — (@) (g (

(m—d)ewi Po(zi)—l(z,=c) _
- d = 53) (T > w="0

ToPo (2i]10s) i (m—d)emvi Py (Zi[00i) —l(z;=c)
S (2rn?) (2 —d - 1) (F TR ) .

o [

N
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e /(f'(m,) ¢ uma matriz p X p, associada aos pardmetros (8, 3,), dada por

~ L P (zilmei)\ ([ 2 (m — d)emri
Cun T1 = Stwal) (555 ) (5 -0 M)

zi|n;)

A funcao de log-verossimilhanca aumentada do modelo, usada para obter os esti-

madores dos parametros, é dada por

n t

(1. Blzx) =D g [(—d) i —(m —d)In(1l+e")| +C

i=1r=1

em que, o termo correspondente as observagoes fixas em Z = ¢ é igual a 0, Gy; = go; € a
variavel latente indicadora de que a i-ésima observacao foi gerada por uma avaliacdo ao
acaso, G,; = g,; € a variavel latente indicadora de que a i-ésima observacao foi gerada de
acordo com o r-ésimo (r = 1,2,...,t) nivel predefinido de preferéncia e C' é uma constante
que independe dos vetores de pardmetros. Tomando as esperangas E(G,;) = w,; obtém-se
a funcao

ZZW” K >77m (m—d)In(l+e™)| + C.

i=1r=1

Os parametros da mistura sdo estimados pelo algoritmo EM (Dempster; Laird;
Rubin, 1977), tomando

o) _ 0 Bo(z) ey _ VP (ul)
02 - ~ ) e - ~ )
P(z|7™) P(z|n™)
1 1
?ék+1) _ 72@(()?1’ £k+1) 72@1(]?1)7
n;3 n;3

e os parametros da regressao sao estimados de acordo com o Corolario 2.1.1.
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3 Modelos para sobredispersao

Neste capitulo serd abordada uma caracteristica dos modelos baseados em repara-
metrizacoes da distribuigao binomial (como aqueles apresentados no capitulo anterior).
Em tal cenario, se u é a esperanca da nota Z atribuida ao produto, entao a variancia
de tal nota, 0% é uma funcao da esperanca, o = g(u). No entanto, existem cendrios em
que tal relacao entre o valor esperado e a variancia nao é desejavel. Para tais cenarios é
necessario que a variancia da nota, o2, ndo dependa exclusivamente da esperanca, u; ou

seja, é interessante que exista um pardmetro adicional 6 tal que o = g(u, 0).

Este capitulo define modelos para a avaliacao de produtos (servigos) nos quais uma
nota na escala [0,1,...,m], m € N > 1, é atribuida aos itens sob avaliagdo. O primeiro
modelo, apresentado na secao 3.1, é construido a partir da distribuicao binomzial dupla, uma
distribuicao da classe ezponencial dupla proposta por Efron (1986). O segundo modelo,
apresentado na secao 3.2, é construido a partir da distribuicao binomial multiplicativa
proposta por Altham (1978). Esquemas generalizados de atribuigdo de notas aos pro-
dutos e servicos para os modelos aqui apresentados podem ser facilmente obtidos por

reparametrizagao da variavel resposta original.

3.1 O modelo binomial duplo

A familia de distribuigoes ezponencial dupla é apresentada por Efron (1986). A
versao correspondente a distribuicao binomial nesta familia é chamada de distribuicao
binomial dupla. A definicdo desta distribuigdo é bastante simples. Se Z é uma variavel
aleatoria com distribuigdo binomial (usual) com pardmetros m > 1e 0 < 7 < 1, a funcao

de probabilidade associada a esta distribuicao é dada por

P(Z|r) = <7;)7TZ(1 _ )yt = (’;) (1 0 W)Z (1— ).

Tomando a transformacdo Y = Z/m (de modo que Y € {0,1/m,2/m, ..., 1}) obtém-se a

fungao de probabilidade correspondente como (Efron, 1986, equagao (2.3))

PY|m) = (ﬁ/) (1 - W)WY (1=m™

Tomando 7 = In(nw/(1 — 7)) e (7)) = —In(2(1 — 7)) é possivel escrever a funcao de

probabilidade como

Gem(Y) = (gy) 27 exp [m <Y In (1 i 7r> +1In(2(1 — ﬂ)))]
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A distribuigao binomial dupla é definida por Efron (1986, equagao (2.4)), acrescen-
tando um novo parametro # > 0, que modela a variancia da distribuigao, de tal forma que
P(Y|0,7) = c(m,0,m)02gr i (Y)? gy m(Y)1 0. Assim,

o= (3) [ 0= () (-2 )

Esta fungao de probabilidade pode ser reescrita, retornando a varidvel original (Z = mY’),

(=) w2 -2y

emque 0 <r<1,0<6<1,m>1eZe€{0,1,...,m}. De acordo com Efron (1986,
fato 1, pag. 711), a fungao c(m, 0, m) =~ 1, de tal modo que

rnn =0 () [(Z) 0o (2 0-2)7)

e de acordo com Efron (1986, fato 2, pag. 711), a esperanga da variavel aleatéria Z é

CcOo1mo

P(Z|0,7) = c(x,0,m)0"/? <Z>

E(Z) =~ mrm e a variancia é V(Z) ~ mn(1 — 7)/6. O modelo binomial usual é obtido

tomando # = 1. Observe que, tomando

T
=1
" n(l—ﬂ')

a funcao de probabilidade pode ser reescrita como

=g wf(2)a-wcor-w (2 (-2 )

wi=(3) () (-2

Fixando o pardametro 6 a distribui¢do de Z condicional ao parametro 1 é uma distribuigao

da familia exponencial com um tnico pardmetro n € R, de acordo com Efron (1986, fato 3,
pag. 711),

P(Z|n) ~ 0'/%g,,(Z) exp {mﬁ [(i) n—In(1+e”) —1In <<i)Z/m (1 - i) 1—Z/m>] } :

De forma analoga, fixando o pardmetro 7 a distribui¢do de Z condicional ao pardmetro 6
é uma distribuicao da familia exponencial com um tnico pardmetro 0 < # < 1, de acordo

com Efron (1986, fato 5, pag. 712),
Z/m 1-Z/m
P(Z|0) ~ 0Y2g,,(Z) exp {—mﬁ lln <(Z> (1 — Z> ) — (Z> n+1n(1+e7) } :
m m m
O estimador de maxima verossimilhanga para o pardametro 6, de acordo com Efron
(1986, fato 7, pag. 712), é dado por

=2 [ () (- 2) ) s mma ]|
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3.1.1 Incorporando covariaveis ao modelo

Para incorporar covariaveis ao modelo binomial duplo basta tomar as funcoes
T
n=In ( > =a
1—m

3.1.2 Modelo para avaliaciao de produtos

Considerando que os produtos sob avaliacao recebem uma nota inteira entre 0 e
m > 1. Neste cenario, a funcao de probabilidade considerando que as avaliagbes com base
em preferéncias predefinidas seguem uma distribuicao binomial dupla é dada por

P(Z|0,7n) Zargm Z)0}/?

exp {—m@r lln ((i)Z/m (1 - i) l_Z/m> - (i) nr+1In (14 €™)

+aoPo(2)

}

em que 1 é o conjunto dos valores n, = &'B,, r = 1,2,...,t, com x um vetor de
dimensao p de covariaveis, e @ ¢ o conjunto dos valores 6,, 3, o vetor de dimensao p de
coeficientes de regressao associados a reda resposta e oy, aa, . . ., o 0s parametros da mistura
associados com cada componente binomial duplo tais que o, >0, a3 +as + -+ a; < 1,
eaqp=1—a; —as —--- — g é 0 parametro da mistura associado a avaliacdo ao acaso
(sem considerar a preferéncia do avaliador) e Py(Z) é uma das distribui¢oes apresentadas

nas equagoes 2.1 a 24 com s=1ed=0.

A esperanca e a varidncia da variavel resposta Z condicional as covariaveis sao,

respectivamente,

me'lri
E(Z|0,n) ~ Zar1+ T aoEo(Z),
r=1

W)~ 3G e (a2 4 )

em que Ey(Z) e Vo(Z) sdo, respectivamente, a esperanga e a varidncia associadas as

avaliagao ao acaso.

A funcao de log-verossimilhanga do modelo é

n t
(0,nZ,X)=> I [Zargm(zi)eiﬂ
= -1

exp {—m&r lln ((Z)Zl/m (1 — ;;) I_Zi/m> - (;;) i +1n (14 en”)] }

+060P0(2i)]
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e, de acordo com Efron (1986, fato 6, pag. 712), os pardmetros 1 e @ sao ortogonais. Para
efeitos préticos (no cédlculo da varidncia dos parametros) é possivel considerar também
a ortogonalidade entre a« e m e entre a e @, de modo que a matriz de variancia dos

parametros é dada por

A0 o0 0 - 0
0 B 0 0 -~ 0
v - |20 Cuy Cay - Cay (3.1)
0 0 Cpy Cro -+ Cu
[0 0 Cuy Cuy -+ Cu |
em queZéuma matriz ¢ X t cujo elemento ﬁuv, u,v = 1,2,...,t, relacionado com os

pardmetros (a, a,), é

1=1 re{u,v} P(Zl|¢7 /?]z)

B é uma matriz ¢ x t, cujo elemento Euv, u,v =1,2,...,t, relacionado aos parametros
(0y,0,), de acordo com Efron (1986, fato 7, pag. 712), é

By Q1 (MR

i=1re{uw} P(zi6,m;)

1 2\ Zi 2\ V7 ~
_ - _ _ am - Mri
[2§T [ln<<m) (1 m) ) ZiMri + mln (1+e )] ],

e C () ¢ uma matriz p x p, associada aos parametros (3,,3,), ¢

~ " ~ [ o, P (2 (;AST,ﬁm' meﬁ”'
o =S @) T 6, <<’>> (_)

i=1 re{u,v} P(Z’L|¢7 ﬁz) (1 + e"m')

A funcao de log-verossimilhanca aumentada do modelo, usada para obter os esti-

madores dos parametros, ¢, a menos de uma constante, dada por

n t

E*(oanlzaX) = Zzg’m S

i=1r=1

N\ zi/m N\ 1—zi/m ]
[ln er - mer lln ((Z'L> (1 _ ZZ) ) _ (zl> Nri + In (1 + enm)H ,
2 m m m

em que GM' =0r € {0,1}, r = 1,2,...,t,i: 1,2,...,71, 1—g01 :glz+921++gtza sao
variaveis aleatérias (latentes) indicadoras de que a avaliagdo do i-ésimo item foi realizada

com base no r-ésimo nivel predefinido de preferéncia. Tomando a esperanca E(G,;) = w;;
obtém-se a funcao

n t
Q(0777|Z7X) = ZZWM' X

i=1r=1

N zi/m N\ 1—zi/m )
lln br _ mo, lln ((ZZ> (1 - ZZ) ) - (ZZ) Nri + In (1 + e)
2 m m m

|
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com 0 <w,; <lewy+wy;+- - +wy =1
O parametro da mistura é estimado iterativamente tomando

@£§+1) _ Oé (21‘0 7777“2 ) a(k-i-l) — l - @£?+1)’

(zz|0 A(k) C ni3

os vetores de parametros ,Bu sao estimados iterativamente por

-~ (k+1)

' 7 (k) =(k) n k) = (k) -
/3 _/8 Qﬂu(e 1 ‘Z>X) Q6u<9 ) |Z7X) ’

com

Q. 0.0Z.X) = S (@l (51— 1)

p 1 + eMui
, B n , menui
@, 0.11Z.X) = =Y (il <<1+e>>

e os parametros 6, sdo estimados por

A+ (Zwm> [Zwm [ln ((Zl) i (1 _ Zz) - ) —Ziﬁgfﬂ) +min (1 +e’7m+ ))H
i=1 m m

em que 57« é a estimativa do vetor B, na k-ésima iteracdo e ) é a estimativa do

parametro 6, na k-ésima iteracao.

3.2 O modelo binomial multiplicativo

O modelo binomial multiplicativo foi proposto por Altham (1978) e consiste em
uma transformagao da distribuicdo binomial para incorporar um parametro § > 0 para
modelar a variancia. A funcao de probabilidade é dada por

-1
P(Z|0,7) = ) 7?1 — o) 262D |3 (" ) w1 — m)migilm=d)
A o \J
Observe que se 8 = 0 a distribuicao se degenera, em uma funcao que atribui probabilidade
(I —m)™/(7™+ (1 —7m)™) em Z = 0 e probabilidade 7™ /(7™ + (1 — 7m)™) em Z = m,
e se § = 1 a distribuicdo ¢ a binomial usual. Se Z segue uma distribuicao binomial

multiplicativa, sua esperanca é dada por

E(Z]6,7) = m (1 T ) om1 x

) e B o]
B(Z(Z —1)|0,7) = m(m — 1) ( T )292<m2> %

) O]

J

Além disto,
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do qual segue que a variancia ¢ dada por

V(Z10,7) =E(Z(Z —1)|0,7) + E(Z|0,7) — [E(Z|0, )] .

3.2.1 Incorporando covaridveis ao modelo

Para incorporar covariaveis na distribuicdo binomial multiplicativa, considere as
funcoes
T
n-ln(l ) =a'B, ¢ =In(0).
Desta forma, a funcao de probabilidade fica dada por

P(Z|¢,7) = @) exp{Zn—mn(1+e") + Z(m — Z)¢} x

-1
[Z (T) exp {jn —mIn(l +e") +j(m —j)o}| .

J=0

3.2.2 Modelo para avaliacdao de produtos

Considerando, como no modelo anterior, que os produtos recebem notas inteiras
entre 0 e m > 1, a funcao de probabilidade das notas, considerando que as avaliagoes
baseadas na preferéncia do avaliador seguem uma distribui¢cao binomial multiplicativa, é

dada por

P(Z|p,m) = Za,( )exp{an min(l+e™)+ Z(m— Z)pr} x
-1

[i (T) exp {jny —mIn(l+e") +j(m —j)or}

§=0
JrOéoPo(Z )

em que 7, = &'fB,, x; é o vetor de dimensao p de covaridveis associado ao i-ésimo elemento
amostral, 7 = 1,2,...,n, ¢, é o parametro associado a variancia da resposta, 3, é o vetor
de dimensao p de coeficientes associados & média (esperanga) da resposta e aq, ag, ..., o
sao os parametros da mistura associados com cada componente binomial multiplicativos
taisque o, >0, r=1,2,...;t, s +as+-+<l,ap=1-ag—ay—---—a; éo
pardmetro da mistura associado a avaliagdo ao acaso (sem considerar a preferéncia do
avaliador) e Py(Z) é uma das distribuigoes apresentadas nas equagoes 2.1 a 2.4 com s = 1
ed=0.

A esperanca e a variancia das notas condicionais as covariaveis sdo, respectivamente,

Z‘¢, Zarﬂr +040E0<Z>

2
V(Z|p,m) ZO‘T ()2 + 0%(x)) + ag (Eo( 2+ Vo(Z ) (Zar,ur —|—a0E0(Z)> .
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em que Ey(Z) e Vp(Z) sao, respectivamente, a esperanca e a variancia associadas a
avaliagao ao acaso e,

n e(z)'ri m—1
pr(x) = Zme"’“i <1+e¢”’> X

=1
m—1 i ](m_.j_2) m i ](m_])
Z m—1 e.jnri e‘bT Z m ejn'ri e¢
oy ] e¢ri + 1 ) ] ed)'ri + 1

n i 2(m—2)
10— v (e) ()

= e¢m’ -+ 1

N == [m 7. o et jm=)771
jz:%) j ¢ e¢ri+1 j;o j ¢ ed)ri_i_l

or (@) = i (@) + pr() — [ ()]

com pi,(z) = E,(Z|$,m), ? () = E.(Z(Z = 1)|$,m) e o} () = V.(Z|,m).

A funcao de log-verossimilhanca do modelo é

n t

Up,nlZ, X) = Zln lzo‘r <T> exp {zinri — mIn(1 4 e") + zi(m — 2, } %
=1 r=1 t

-1

[Z (T) exp {jnri —mIn(l+ ") +j(m — j)or}

j=0

+QOPO(Zi)]

e a matriz de variancia dos parametros é dada por

A B 6(1) 6(2) T a(t) 1
B D E\(l) E\(2) e /E(t)
vV o_ ?:(1) ?:(1) E(ll) 2(12) T E(lt) (3.2)
Cy Equ Foy Fpy - Fu
L /C\,(t) E\I(t) /F\(tl) F\(ﬂ) /F\(tt) i
em que A é uma matriz t x t cujo elemento ﬁuv, u,v=1,2,...,t, associado aos parametros
(v, vy), é
A= “ (Pr(zi@mﬁri) — Po(%))
=1 refuw) P(zi|¢, m;) ’
/B, ¢ uma matriz t X t, cujo elemento Euv, u,v = 1,2,...,t, associada aos parametros
(s o), ¢

~ L Pu(zl’$U7ﬁu’b) B PO(ZZ))
By = PP x
(&U]PU(%IA(EU, ﬁvl)

) (zl(m —z)—E(Z(m — Z)’%v,ﬁm’))
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C(U) uma matriz t X p, cuja u-ésima linha, ©v = 1,2,...,t, associada aos parametros

(aw, B,), ¢

~ = Py (2 ngy Mwi) — Po(2i a, Py (2 sz Nvi ~ o
Cuw = Z(w;) ( ( ‘ 77/\),\ ( )> ( ( /|\ ,\n )> (Zi —]E(Z\%,T]m‘)) ’
D) ¢ uma matriz t X t, u,v =1,2,...,¢, cujo elemento /ﬁw, associado aos parametros

(Gus D), €

= M si(m— 2) —F(Z(m — 2. P
P Zleg}< P(=i|¢, ;) >(( ) = EZ(m = Do)

—

E(,) ¢ uma matriz ¢ X p, cuja u-ésima linha, u = 1,2,...,{, associada aos parametros

(¢u76y)7e
Euv _ _ ; aupu(zz/’\(guﬂ?uz)) <avpv(zil$vaﬁvi)>
) ;@)( P (21|, 7, PGild ) )

(2i(m = z) = E(Z(m = 2)|6us i) - (2 — E(Z]60,70))

—

e F(,,) sao matrizes p x p, u = 1,2,...,¢, v = 1,2,...,t, associadas aos parametros
(8,,B,), dadas por

I - o, P, iAraAri T~
Fluy =) (@ai) ]] (W) (2 = E(ZI6r,71r1)) -

i=1 re{uv} P Zi‘(,b, Th)

A funcao de log-verossimilhanca aumentada do modelo, usada para obter os esti-
madores dos parametros, a menos de uma constante, é dada por

n t
C(dmZ,X) =D gri [me' —mIn(l+e") + z;(m — z;)pr —

i=1r=1
In [Z (?) exp [jnri — mIn(1 4 €™) + j(m — j)gﬁr]] ]
=0
emque Gy =g €{0,1}, r=1,2,...t,i=1,2,....,n, 1 —go; = g1: + g2: + - - - + gui, 80
varidveis aleatérias (latentes) 1ndlcadoras de que a avaliagéo do i-ésimo item foi realizada
com base no r-ésimo nivel predefinido de preferéncia. Tomando a esperanga E(G,;) = wy;

obtém-se a fungao

n t
Qo.nZ, X)=> > wr [me‘ —mlIn(1+4e™") + z;(m — 2;)pr —
i=1r=1

In {i (?) exp [jnri —mIn(1 4+ €e™) + j(m — j)gbr]] ] ,

=0
com 0 <wy <lewy+wy+ - +wy=1

O parametro da mistura é estimado iterativamente tomando

T -

~(k) n
@(k-i—l) (22’¢rk)7 7("2 ) k:+1 1 ZA(k—H
(k) ~(k)y - n
(Z¢|¢ ;) i=1
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o parametro ¢,, u = 1,2,...,t, sao estimados iterativamente por

(k) ~(k
gty _ g _ Yo (@ M|z, X)
v “ no (k) = (k)
Q¢u(¢ ’ |Z7X)

)

com
Qu(@712.X) = 3 s lslm = 2) = E(Zm = Do, ma)
Q@712 X) = =3 V(2 = Do)

e os parametros B,, u =1,2,...,t, sdo estimados iterativamente por
BB 0y 6123 [a, 6V a1z x|

com

Q,/Bu (¢777’Z7X) = Zwm(m;) [Zi - E(Z’(buﬂﬁu)] )
1=1

i=1
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4 |nferéncia para os modelos

4.1 Qualidade de ajuste para os modelos

Um modelo de regressao, como os apresentados neste trabalho para avaliacao de
produtos e servicos, apos ajustados devem ser avaliados quanto a qualidade deste ajuste.
Na literatura estatistica estao apresentadas diversas medidas de qualidade de ajuste, dentre
as quais as avaliacoes de pontos de alavanca, pontos de influéncia e pontos de influéncia
local sao bastante comuns no cenario de modelos lineares generalizados. Estas medidas sao

apresentadas, para os modelos desenvolvidos neste trabalho, nas se¢oes 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3.

O ponto de alavanca avalia o efeito de flutuagoes na variavel resposta sobre o ajuste
do modelo. Tal medida consiste em observar o quanto o modelo ajustado é perturbado
por pequenas flutuacées na resposta de cada um dos elementos amostrais. Os modelos
apresentados neste capitulo apresentam respostas discretas, assim, o ponto de alavanca
sera definido como o efeito no ajuste do modelo de flutuagdes de 1 unidade para mais ou
para menos na resposta de cada avaliador (o efeito que teria no ajuste do modelo se o

avaliador tiver dado uma nota acima ou abaixo daquela realmente dada).

O ponto de influéncia avalia o peso que cada observagao amostral (a resposta de
cada avaliador) tem na fungao de verossimilhanca do modelo. Uma avaliagdo que tenha um
peso excessivo na func¢ao de verossimilhanca pode afetar o ajuste do modelo, fazendo com
que o modelo ajustado tenha a tendéncia de refletir a resposta desta observacao amostral

em particular.

Por fim, o ponto de influéncia local avalia o efeito de flutuagoes infinitesimais na

funcao de verossimilhanga do modelo, associada a cada observacao amostral.

4.1.1 Ponto de alavanca

A avaliacao do ponto de alavanca consiste em observar o efeito de flutuagoes na

resposta Z; sobre o respectivo valor ajustado Z, 1=1,2,...,n em que
Z; =E(Z16;)

com 6; o vetor de parametros relativos a i-ésima observacao.

O ponto de alavanca, considerando que a variavel resposta é discreta, avalia o efeito
na resposta ajustada para o i-ésimo elemento amostral, 7 = 1,2,...,n, caso a resposta
observada seja perturbada em 1 unidade para mais ou para menos (um deslocamento de

tamanho +s na nota). Para isso, considere as varidveis Z;" e Z; , i = 1,2,...,n, de tal



46 Capitulo 4. Inferéncia para os modelos

forma que

)

g+ Zi Zi # 2 7 — Z; Z; # zi
L Zz—l—éz Zi:z,; ’ L Zz—éz Zi:Zi

com §; = s na i-ésima observagdo amostral, com s > 0 a distancia entre as notas na escala,

e 0; = 0 nas demais observacoes, de tal forma que as funcoes de probabilidade de Z;" e Z;

sao
P(Z:]0; Zi # zi
P (210) = (Z:16) =

Observe que para os modelos do capitulo 3 a constante s = 1.

A medida de alavanca para uma variacido positiva de tamanho s na nota para a

i-ésima unidade amostral é

Vi = E(Z7(6) — E(Z]6,).

)

Desta forma, para i = 1,2,...,n, e tomando os somatorios para todas as notas possiveis,

Vi = > 2Pt(2]0;) = > 2P(z]6;)

= (2i+0;)(P(z + 6;10;) + P(20;)) — z:P(z10;)
= (z; +0;)P(z + 6;|0;) + 6;P(2;]0;).

De forma andloga, a medida de alavanca para uma variacdo negativa de tamanho s

na nota para a i-ésima unidade amostral é
Vi =E(Z716;) — E(Z16;).
Como antes, para i = 1,2,...,n, e tomando os somatorios para todas as notas possiveis,

Vi = Y 2P (2|6;) = > 2P(z]6;)

Combinando as duas medidas (positiva e negativa), a medida de alavanca pode ser

definida por

+ -
Vi:max< Vil Vil )

ZiIP(Zi|0i> 7 ZzP(Zz|91)
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Modelo binomial redimensionado e deslocado

Considerando os modelos binomial redimensionado e deslocado sem inflagao (se-
¢ao 2.2) e com inflacdo (segdo 2.3), a medida de alavanca para uma variacao positiva de

tamanho s na nota é dada por
Vi = (24 8)P(2i + 510:)(zicme) + sP(2:]6:)
com Iz, «ms) a funcao indicadora que vale 1 se z; < ms, i =1,2,...,n ou 0 caso contrario.

A medida de alavanca para uma variagdo negativa de tamanho s na nota é dada

por

Vi = (z—95)P(zi — 5|0:)(2;545) — sP(2]6;)

()

com I, -4 a funcao indicadora que vale 1 se z; > ds, © =1,2,...,n ou 0 caso contrario.
(zi>ds) ) 5 & )

Modelo binomial duplo e modelo binomial multiplicativo

Considerando o modelo binomial duplo (se¢@o 3.1) e o modelo binomial multiplica-
tivo (se¢do 3.2), a medida de alavanca para uma variagao positiva de tamanho 1 na nota é

dada por
Vi = (z+ DP(zi + 1)0:) <) + P(2:]65)
com I ;<) a funcao indicadora que vale 1 se z; <m, i =1,2,...,n ou 0 caso contrdrio.

A medida de alavanca para uma variacao negativa de tamanho 1 na nota é dada

por

Vi = (2= 1)P(z — 1]6;)l.,50) — P(2:]6;)

7

com [,,~0) a funcao indicadora que vale 1 se z; > 0,¢=1,2,...,n ou 0 caso contrario.

4.1.2 Influéncia

A influéncia de uma observacao amostral no modelo é avaliada através do impacto
da remocao desta observacao na funcao de log-verossimilhanca do modelo. Assim, a

avaliacao do peso de cada observacao amostral, : = 1,2,...,n, é dada por

LD; = 2{¢(B) — €(B;))}

~
7

em que {(-) é a fungao de log-verossimilhang¢a do modelo, B/ = [B;,B;,...,,B;]’ é o
vetor conjunto (com as estimativas para cada componente do modelo) de estimativas dos
parametros de regressao do modelo e B;Z) = [B/Mi), B;;(i), ce B;(i)]’ é o vetor de estimativas

dos parametros de regressao do modelo excluindo a i-ésima observacao amostral. E possivel
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escrever esta expressao em funcao da segunda aproximacao de Taylor para a verossimilhanca

em torno de B, dado por
LD; ~ (8 — B) {~Ls(B)} (B — B)

em que Lg (B) é uma matriz tp x tp dada por

com

Os vetores B(i), 1=1,2,...,n, podem ser obtidos estimando n modelos, um para
cada observagao amostral, ou, de acordo com Pregibon (1981), pode ser aproximado pelo

vetor

~

B(i) ~ B+ {—Lﬂ(B)}_l f(i)(B)

com

a componente da funcao de log-verossimilhanca associada a i-ésima observacao amostral e

0; = 0 na i-ésima observagao e §; = 1 caso contrario.

Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo

No modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagao (segdo 2.2) a matriz

Lﬂ(B) é tal que o elemento na posicao (u,v) é dado por

I (e ) [Ge-tmar)] e

re{u,v}

oo () (G -0 - 55) - |

Lﬁ(w)(g) = _Z@:iw;)[

i=1
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Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacdo

No modelo binomial redimensionado e deslocado com infla¢do (sec@o 2.3) a matriz
Lg(,@) é tal que o elemento na posigao (u,v) é dado por

re{u,v} 22’n1>

L., (B) = = > (z)) [

i=1

oo (R [ (G 0) - ) - )

Modelo binomial duplo

No modelo binomial duplo (se¢do 3.1) a matriz Lg(,@) ¢ tal que o elemento na

posigao (u,v) é dado por

Eﬁ(w)(ﬁ) == (= [
=1

I (“eiamy) (- o) 43

re{u,v}
p ( meTui )2 meTui
Zi — — .
“ v 1 —|— eMNui (1 —|— enuz)z

I 0 (aupu(zi’¢u777ui))
=T PGl my)

Modelo binomial multiplicativo

No modelo binomial multiplicativo (se¢do 3.2) a matriz Lﬂ(B) é tal que o elemento

na posigao (u,v) é dado por
3 3 - / a'I‘PT (zi‘¢T7 777‘1)
i = S (@i, Q2 R EN P i) N 1 B(Z|y,m, 4.4
50y (B) gm)[{ﬂ}( o)) [~ B(Z]6,. ) (1.4)

(auP Z@¢uﬂ7uz)> %
P Zz|¢v772

menui 9 menui 2
Vo)~ (= )+~ () ||

4.1.3 Influéncia local

A influéncia local avalia o efeito de perturbacoes infinitesimais na componente da
funcao de log-verossimilhanca associada a i-ésima, ¢ = 1,2, ..., n, observacao amostral. A

influéncia local avalia a funcao

LD(9) = 2{¢(8) — €(B]8)}

em torno do vetor &y definido de tal forma que LD(dy) = 0 (ou seja, £(B]do) = 4(B)).

Selecionando um vetor unitario ¢, define-se o grafico de LD(dy + a€) em funcdo de
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a € R chamado de linha projetada. Cada linha projetada pode ser caracterizada por uma
curvatura normal C¢(B) em torno de a = 0. Cook (1986) mostra que esta curvatura assume
a forma
Ce(B) = 2[¢"A'L5Y (B)AC|

em que Z:/ﬁ (,[Ai) é a matriz de informacao observada de Fisher, A é uma matriz p X n
cujos elementos sdo dados por A, = 0*L(B]8)/0B;00k, 1 =1,2,...,p, k=1,2,...,n. A
méxima curvatura normal é obtida tomando ¢ como o maior autovalor (em valor absoluto)
da matriz n x n, C’A’L[;,%(B)AC. O grafico de |

do vetor ¢ na direcdo de maxima curvatura normal, contra a ordem (identifica¢ao) das

|, o valor absoluto dos componentes

max

observagoes, permite identificar os pontos que causam grande influéncia local na vizinhancga

de 50.

Tomando a log-verossimilhanca escrita em funcdo do vetor & dos pesos associados

a contribuicao de cada observacao amostral para a log-verossimilhanca,

(Blo) = Z 3l (B
com B,,r=1,2,...,t, 0 vetor de parametros associados a r-ésima componente do modelo,
0 = {d1,02,...,0,} o vetor de pesos (latentes) associados a cada observagao amostral e

C é uma constante que independe de 3,. A influéncia local pode ser obtida para cada
componente da mistura calculando uma matriz A(T), r=1,2,...,t, de dimensao p X n,

cujos elementos sao dados por

A" — Y
ik aﬁm D0y, = Z 0:ti(B

em que 3,; ¢ o parametro associado a j-ésima covariavel, j = 1,2,...,p, do r-ésimo
componente, r = 1,2,...,t, do modelo. Fixada uma dire¢ao (um vetor) ¢, a curvatura

normal, associada ao r-ésimo componente binomial do modelo, nesta direcao é dada por
r ' § e r
C(B) = 21¢'A Ly, (B) AT,

A dire¢ao de méxima curvatura é o vetor (.. associado ao maior autovalor (em valor

absoluto) de A(T)/fzﬂfrﬁr(ﬁ)A(”.

max

Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo

A curvatura normal C’ET)(,B) associada & r-ésima, r = 1,2,...,t componente do

modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagao (se¢ao 2.2) é dada por
r ' § e r
C(B) = 21¢'A Ly, (B) A",

em que _Z:/ﬁr(B) é dada por (4.1) e A™ ¢ uma matriz de dimensdo p X n cujos componentes

r T]P)T(Z‘MT') Zj (m — d)emj
AN — [ & 31"rj [(J _ ) _ A
kj ik < P(z;|n;) s d 1+ el

sao
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Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacdo

A curvatura normal C’ér)(ﬁ) associada & r-ésima, r = 1,2,...,t componente do modelo

binomial redimensionado e deslocado com inflacdo (segao 2.3) é dada por
T )5 fa r
i (8) =2¢' A L, (B)ATC].

em que f’ﬂr (B) é dada por (4.2) e A" ¢ uma matriz de dimensio p x n cujos componentes sao
A 7P (25]1r5) 4\ (m — d)ei
ki — Tk An . Mrj )
P(z; |77]) s 1+ e
Modelo binomial duplo

A curvatura normal C’g)(ﬁ) associada a r-ésima, r = 1,2, ...,t componente do modelo

binomial duplo (segdo 3.1) é dada por
r r 5 Fe r
c(B) =2¢a'ig (B)ATC].

em que Lg, (B) ¢ dada por (4.3) ¢ A" ¢ uma matriz de dimensdo p x n cujos componentes sao

(r _ . arpr(zj|¢ra77rj) < o me'r )
Akj _xﬂﬁr( P(zj|ér,m;) “ 14+emi)’

Modelo binomial multiplicativo

A curvatura normal C’ér)(ﬂ) associada a r-ésima, r = 1,2, ...,t componente do modelo

binomial multiplicativo (se¢ao 3.2) é dada por
r r) 7 o r
C(B) = 2¢' AV Ly (B)ALC].

em que I’/D’r (B) é dada por (4.4) e A") ¢ uma matriz de dimensdo p X n cujos componentes sio

r T‘]P)T | Prs Trg
AY) = (a P(Z!ﬁng ])> 25 — E(Z]¢r,rj)] -

4.2 Testes de hipdteses

Nesta secao, serao descritos alguns métodos para a realizacdo de testes de hipoteses para
os modelos descritos neste capitulo: os testes de razao de verossimilhancas, de Wald, escore e

gradiente.

Considere que o vetor de pardmetros € possa ser escrito como 6 = [0, 85]’, de tal modo
que dim@ = p = dim 61 + dim O e dim 82 = ¢, e que as hipdteses do teste podem ser escritas
como Hy : 82 = 0g e Hy : 05 # 6. Neste cenario, serao definidos abaixo o teste de razdo de
verossimilhangas (Wilks, 1938), o teste de Wald (Wald, 1943), o teste escore (Rao, 1948) e o teste
gradiente (Terrell, 2002).
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4.2.1 Teste de razao de verossimilhancas

O teste de razio de verossimilhanga foi proposto inicialmente por Wilks (1938) e é
utilizado para o teste de modelos encaixados — um modelo cujos parametros assume valores em
um subconjunto do espaco paramétrico original. Suponha que o modelo é descrito pela funcéo de
verossimilhanca L(0|Z, X) em que Z é um vetor de respostas, X é uma matriz de covaridveis e
0 é um vetor de parametros. Seja € o espaco dos valores possiveis para o vetor de parametros 6.
Se w for um subespago de €2, ou seja, w C 2 com dimw < dim 2, de modo que 2 é o espaco
associado ao modelo néo restrito e w é o espaco paramétrico associado ao modelo restrito (pela

hipdtese nula — Hy : 03 = ). A estatistica do teste é dada por

maxg L, (0|Z, X)
A = 4.5
maxg La(0|Z, X) (45)

em que L, (0|Z,X) é a verossimilhanga do modelo no espago w restrito pela hipétese nula e
La(0|Z,X) é a verossimilhanga do modelo no espago €2 irrestrito, de modo que —2log A segue

uma distribuicdo qui-quadrado com os graus de liberdade dados por dim € — dim w.

Existéncia de avaliacdes ao acaso

O teste para a hipotese de que ndo existem avaliadores que fazem as avaliagoes ao acaso,
no modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo (segdo 2.2), consiste em testar

Hy : ap = 0 contra Hy : ag # 0. Sob a hipdtese nula, o vetor de pardmetros 8 C w em que
w={0eN:0<a;<1,a5=0,a]+ +a;=1,0<ueN<¢}
e sob o modelo irrestrito @ C €2 em que
Q={60:0<o, <1, ag+--+=1,0<ueN<t B,eR,, 1<veNIt}

Sejam
La(0|Z,X) H Zar (zi|nri) + aoPo(2;)
i=1 Lr=1

a fungdo de verossimilhanga no modelo irrestrito e

w(0|Z,X) HZa P (2zi|n%) (4.6)

i=1r=1

a fungdo de verossimilhanga no modelo restrito por Hy : g = 0. A estatistica do teste de razao
de verossimilhanca para as hipdteses Hy : og = 0 contra Hj : ap # 0 é dada pela equacao (4.5),
com as respectivas funcoes de verossimilhanca, e segue uma distribuicao qui-quadrado com 1

grau de liberdade.

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagao (se¢ao 2.3), a inexisténcia de
avaliagoes a0 acaso implica na inexisténcia de avaliagdes com valor fixo (uma vez que tal avaliagao
é também um tipo de avaliagdo ao acaso). Desta forma, para testar a hipétese Hy : 79 = 0 contra

Hy : 179 # 0 é necessério considerar a restricdo 71 +7o+- - -+7¢ = 1 para eliminar da verossimilhanga
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restrita o termo de inflagdo. Desta forma, a hip6tese nula (Hg : 70 =0, 71 + 2+ ---+ 7 =1) é

representada pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0eN:0<7, <1, 75=0, 17+ -+ =10<ueN<t}
e o modelo irrestrito é tal que 8 € 2 com
Q={0:0<71,<1, 70+ +1<1,0<ueN<tB,eR,, 1 <veN<It}

Sejam
n t
Q(0|Z7 X) = H 7—OPO Zz + Z 7P Zz‘nm <1 - ZT’I‘) Hz:c]
i=1 r=1 r=0

a funcdo de verossimilhanga no modelo irrestrito, e

«(0|Z,X) HZT P, (z|n%) (4.7)

i=1r=1

a fungdo de verossimilhanga no modelo restrito por Hy : 79 = 0. A estatistica do teste de razéo
de verossimilhanga para as hipdteses Hy : 79 = 0 contra Hy : 79 # 0 é dada pela equagao (4.5) e
segue uma distribuigdo qui-quadrado com 2 graus de liberdade (1 grau de liberdade referente &

restricio em 7y e 1 grau de liberdade referente a restrigdo na soma 71 +--- + 7 = 1).

O teste para a hipdétese de que ndo existem avaliadores que fazem as avaliacGes ao acaso,
no modelo binomial duplo (segédo 3.1) ou no modelo binomial multiplicativo (segao 3.2), consiste
em testar Hg : g = 0 contra Hy : g # 0. Sob a hipdtese nula, o vetor de pardmetros @ C w em
que

w={0ecN:0<ao; <1, og=0, af+--+o;=1, ¢, >0, 0<ueN<t}

e sob o modelo irrestrito 8 C €2 em que
Q={0:0<, <1, a0+ - +u=1, ¢,>0,0<ueN<t B,eR, 1<veNIt}

Sejam Py (z;|pr, mri), ¥ = 1,2,...,t, a fungdo de probabilidade do modelo no r-ésimo componente

binomial do modelo,

(0|Z X H Zar Zz|¢r777m)+a0P0(Zz)

i=1 Lr=1

a funcdo de verossimilhanca no modelo irrestrito e

(0|2, X) HZOA P (il 7, m74) (4.8)

i=1r=1

a fungdo de verossimilhanca no modelo restrito por Hy : ag = 0. A estatistica do teste de razao
de verossimilhanga para as hipdteses Hy : g = 0 contra Hj : ag # 0 é dada pela equagao (4.5),
com as respectivas fungoes de verossimilhanga, e segue uma distribuicdo qui-quadrado com 1

grau de liberdade.
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Existéncia de inflacdo na avaliacdo ao acaso

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (segdo 2.3), o teste para a
existéncia de inflacdo nas avaliagdes ao acaso € realizado pela verificagdo de que os pardmetros
7o+ 71 + - -+ + 7t = 1. Desta forma, a hipétese nula (Ho : 79 + 71 + - - - + 7t = 1) é representada

pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0eQ:0<7, <L, 5+ + -+ =10<ueN<t}
e o modelo irrestrito é representado pelo vetor 8 C Q tal que
Q={0:0<7,<1, 70+ +71<1,0<ueN<t,B,eR,, 1 <veN<It}

Sejam 0 = {1, 71,...,7, B, Ba,- .., B} 0s parametros do modelo inflacionado no espago para-
métrico Q (irrestrito) e Oy = {77, ..., 7, 81,85, ..., 87} os parametros do modelo inflacionado

no espago paramétrico w (restrito pela hipétese nula Hy : ap = 0). Além disto, sejam

n t
Q(0|Z> X) = H [TOPO Zz + Z TP Z’L|77'I"L (1 - Zﬂ') Hz:c‘|
r=0

i=1 r=1

a funcdo de verossimilhanga no modelo irrestrito e

L.(012,X) =[] [TSPo(zz‘) + ZTIPT(%IHL)] (4.9)

i=1 r=1
a funcao de verossimilhanga no modelo restrito. A estatistica do teste de razdo de verossimilhanga

é dada pela equacdo (4.5) e segue uma distribuigdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Testes para os parametros de regressao

Considere que t* € N < t de modo que, para cada componente do modelo com indice
t* <wv <, sejam definidas restrigoes do tipo 3;,, = Bi,, =+ = 8;,,, =0, 1 <k, <p. Sejam
B, os vetores de pardmetros de regressao associados ao v-ésimo componente do modelo, de tal
modo que os vetores @) sejam restritos como descrito anteriormente. Desta forma, a hipdtese
nula (Hp) no modelo redimensionado e deslocado néo inflacionado (se¢ao 2.2) é representada

pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0€R:065;=PBuj Ljgi,rivanivn,})r 1<k <p, t7"<v <t}
e o modelo irrestrito nao inflacionado é tal que 8 C €2 com
Q={60:0<, <1, ag+--+ay=1, B,eR,,0<uec NIt}

Sejam

o(0|Z,X) H lZar (zi|mri) +aoIF’o(zz)1

i=1 Lr=1

a funcdo de verossimilhanca no modelo irrestrito e

L,(012,X) = ] [Z Py () + aswo@)] (4.10)

i=1 Lr=1
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a funcao de verossimilhanga no modelo restrito. A estatistica do teste de razao de verossimilhanga
é dada pela equagao (4.5), com as respectivas fungoes de verossimilhanga, e segue uma distribuigéo

qui-quadrado com o niimero de grau de liberdade dado por

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (segdo 2.3) o teste é

semelhante, tomando @ C w com
w=A{0€Q:8];=Lv; Ljg{iiivsmivp}) 1 <k <p t"<v<t}
no modelo restrito e, no modelo restrito, tomando 8 C £ com
Q={6:0<7,<1, o+---+1 <1, B,€R,,0<ueN<t}

a funcdo de verossimilhanga para o modelo irrestrito dada por

La(0|1Z,X) = ﬁ [TOPO(Zi) + Z 7P (zi|nei) + (1 - Z 7'7«> JIZZ:C]
r=0

i=1 r=1

e a funcdo de verossimilhanga no modelo restrito dada por

n t t
LQ(0|Zv X) = H [TSPO(Zi) + ZT:PT(%W:Z') + (1 - Z T:) HZ¢=C‘| (4'11)
r=0

i=1 r=1
a func¢ao de verossimilhanca no modelo restrito. A estatistica do teste de razao de verossimilhancga

é dada pela equagao (4.5), com as respectivas fungoes de verossimilhanga, e segue uma distribuigao

qui-quadrado com o niimero de grau de liberdade dado por

A hipétese nula (Hy) no modelo binomial duplo (se¢do 3.1) ou no modelo binomial

multiplicativo (se¢@o 3.2) é representada pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0€Q:87; =P L¢{inrivoivw) L <k <p, " <v <t}
e o modelo irrestrito nao inflacionado é tal que 8 C €2 com
Q={60:0<o, <1, ag+--+=1, B,eR,,0<uec NIt}

Sejam Py (z;|¢r, mri) a fungao de probabilidade do r-ésimo, r = 1,2, ..., ¢, componente do modelo
e
n t
LQ(9’Z7 X) = H [Z arPr(Zi’¢m 777"1') + aOPO(zi)]
i=1 Lr=1

a funcdo de verossimilhanga no modelo irrestrito e

L.(012,X) = T] [Z 0P (il 1) +a31%<zi>] (4.12)

i=1 Lr=1
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a funcéo de verossimilhanca no modelo restrito. A estatistica do teste de razao de verossimilhanca
é dada pela equagao (4.5), com as respectivas fungoes de verossimilhanga, e segue uma distribuigao

qui-quadrado com o niimero de grau de liberdade dado por

Homogeneidade entre avaliadores (na avaliacdo por preferéncia)

O teste para verificar se os avaliadores que fazem as avaliagdes de acordo com niveis
de preferéncia sao homogéneos é realizado verificando se a1 = ag = -+ = a4 = a*/t (e, por
consequéncia, ag = 1 — a*). No entanto, esta restricdo implica que 8, = By = --- = B, = B*.
Desta forma, a hipdétese nula, no modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao

(segao 2.2), é representada pelo vetor 8 C w de tal forma que

w={0e o) =a"/t,1<ueN<8; R 1<ueN<t}
e o modelo irrestrito é tal que 8 C €2, com

Q={0:0<a, <1, ag+-+a=1,8,eR0<ue Nt}

Sejam

(0’2 X H lz o, P Zz|77rz +a0PO(zz)]

i=1 Lr=1

a funcdo de verossimilhanca no modelo irrestrito, e

n
L,012.X) = ]] {aﬂpl(zm;) . oz*)}P’o(zi)} (4.13)
i=1
a fungdo de verossimilhanga no modelo restrito por Hp: a1 =g = -+ = ap = o*/t, 81 = By =

- = B, = B*. A estatistica do teste de razao de verossimilhanca para as hipoteses é dada pela

equagdo (4.5) e segue uma distribuigdo qui-quadrado com (¢ — 1)(p + 1) grau de liberdade.

A hipétese nula, no modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagao (segao 2.3),

é representada pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0eQ:=7/t,;<1-78; R’ 1<ueN<{}
e o modelo irrestrito é tal que 8 C €2, com
Q={0:0<7, <1, 70+ 4+71<1,B8,eR0<ueNI{t}

Sejam
n t
Q(O‘Z,X) :H |7'0]P0 Z; +ZT,~ Zz’nm)—i-z:(l—ﬂ«)ﬂ(zic)]
i=1 r=1 r=1
a funcdo de verossimilhanca no modelo irrestrito, e

n

Lu(612.X) = [ |iPo(as) + 7"Pa(aibd) + (1= 0 = 7)o (1.14)
=1
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a funcao de verossimilhanga no modelo restrito por Hy : 74y =10 = -+ =7, = 7"/t,8, = By =
-+ = B, = B*. A estatistica do teste de razao de verossimilhanca para as hipdteses é dada pela

equagao (4.5) e segue uma distribuigdo qui-quadrado com (¢ — 1)(p + 1) grau de liberdade.

O teste para verificar se os avaliadores que fazem as avaliagoes de acordo com niveis
de preferéncia sdo homogéneos é realizado verificando se a1 = ag = -+ = a4 = a*/t (e, por
consequéncia, ag = 1 — a*). No entanto, esta restri¢cdo implica que B, = B9 = --- = B, = B*.
Desta forma, a hipétese nula, no modelo binomial duplo (se¢do 3.1) ou no modelo binomial

multiplicativo (segao 3.2), é representada pelo vetor 8 C w de tal forma que
w={0e: o, =a"/t,p;, =¢*", 1 <ueN<tp;, cR\1<uecN<t}
e o modelo irrestrito é tal que 8 C €2, com
Q={0:0<a, <1, ap+-+a=1,8,eR0<ueN<t}

Sejam

La(01Z,X) = ﬁ lz o Pr (2] dr, i) + Oéopo(zz‘)]

=1 Lr=1

a funcdo de verossimilhanca no modelo irrestrito, e

n
Lu(6]2.%) = T] [a"Palo™,) + (1 = a*)Po()| (4.15)

i=1
a fungdo de verossimilhanga no modelo restrito por Hp: oy = ag = -+ = o = ™ /t, 1 = ¢2 =
== ¢*, B =By == By = B*. A estatistica do teste de razao de verossimilhanca para

as hipéteses é dada pela equacdo (4.5) e segue uma distribuigdo qui-quadrado com (¢ — 1)(p + 2)
grau de liberdade.

4.2.2 Teste de Wald

O teste de Wald (Wald, 1943) é um teste de hip6tese assintético que, desta forma, depende
de haver um nimero grande o suficiente de observagdes amostrais. Sejam 8* = [0/, 8(]’ o conjunto
dos parametros sob a hipdtese nula, @; as estimativas (sob o modelo restrito) dos parametros e
@n as estimativas (sob o modelo irrestrito) dos pardmetros para uma amostra de tamanho n > 1

o~

e K(0,,) a matriz de informacao observada de Fisher, entdo (Lehmann; Romano, 2005, p. 510),
-~ ~% -~ -~ %

n(6, —0,) K (0,)(0, -0, =3 x2_,

em que o numero de graus de liberdade p — ¢ = dim 8* — dim 6. A hipé6tese nula é rejeitada se

Q = n(0,—6)VK(0,)(0,—6") > c1qypy (4.16)

em que C1_~;p—q ¢ 0 percentil de ordem 1 — 7 da distribuicao qui-quadrado com p — ¢ graus de
liberdade.
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Existéncia de avaliacGes ao acaso

O teste de Wald para a hip6tese de nao haver avaliagbes ao acaso no modelo binomial
redimensionado e deslocado sem inflagdo (segdo 2.2), dada pela hipdtese Hy : ap = 0 contra
Hi : ap # 0) é tal que a matriz de informagao de Fisher K (6) é o inverso da matriz de variancia
dada em (2.5). A estatistica @ do teste (equagao 4.16) segue uma distribuicdo qui-quadrado
com 1 grau de liberdade. O vetor de parametros sob a hipotese nula é estimado usando a

verossimilhanca (4.6).

O teste de Wald para a hipotese de ndo haver avaliagbes ao acaso no modelo binomial
redimensionado e deslocado com inflacao (secao 2.3), dada pela hipotese Hy : 79 = 0 contra
Hi : 19 # 0 é tal que a matriz de informacao de Fisher K (0) é o inverso da matriz de varidncia
dada em (2.6). A estatistica @ do teste (equagao 4.16) segue uma distribuicdo qui-quadrado
com 1 grau de liberdade. O vetor de pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a

verossimilhanca (4.7).

No modelo binomial duplo (se¢do 3.1), o teste de Wald para a hip6tese de nao haver
avaliagoes ao acaso, dado pela hipotese Hy : g = 0 contra Hi : ag # 0 é tal que a matriz de
informagao de Fisher K (0) é o inverso da matriz de varidncia dada em (3.1). A estatistica @ do
teste (equagdo 4.16) segue uma distribuigdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade. O vetor de

parametros sob a hipétese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.8).

Por fim, no modelo binomial multiplicativo (segao 3.2), o teste de Wald para a hipdtese
de ndo haver avaliagbes ao acaso, Hy : ag = 0 contra Hy : ag # 0 é tal que a matriz de
informagao de Fisher K (0) é o inverso da matriz de variancia dada em (3.2). A estatistica @ do
teste (equacdo 4.16) segue uma distribuigdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade. O vetor de

pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a verossimilhanca (4.8).

Existéncia de inflacdo na avaliacdo ao acaso

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (segdo 2.3), o teste de
Wald para a hipétese de nao haver inflacdo nas respostas ao acaso, Hy: o+ 711+ 70+ +7 =1
contra Hy : 79+ 711 + 12+ -+ 7 < 1, é tal que a matriz de informacao de Fisher K(0) é o
inverso da matriz de variancia dada em (2.6), e a estatistica @ (equacao 4.16) do teste segue
uma distribui¢do qui-quadrado com 1 grau de liberdade. O vetor de pardametros sob a hipdtese

nula é estimado usando a verossimilhanga (4.9).

Testes para os parametros de regressao

Considere que o vetor de parametros possa ser escrito, para o modelo binomial redimen-
sionado e deslocado sem inflagao (segdo 2.2), como 8 = [o/, B, B*'] em que B é o conjunto de
pardmetros associados aos termos nao restrito pela hipdtese nula e 8* é o conjunto de parametros
associados aos termos que sofrem alguma restricdo nos parametros devido & hipotese nula. Sem

perda de generalidade, suponha que os termos 1 < r < t* € N < t ndo sejam restritos pela
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hipdtese nula e que os termos t* < r <t o sejam. A estatistica do teste de Wald sera calculada
como em (4.16) e o nimero de graus de liberdade serd p — ¢ em que p é a dimensao do vetor B e
g é a quantidade de pardmetros restritos em 3*. O vetor de parametros sob a hipdtese nula é

estimado no modelo néo inflacionado usando a verossimilhanca (4.10).

Para o modelo binomial redimensionado e deslocado inflacionado (se¢do 2.3) o procedi-
mento é similar. Se @ = [7/, 8, 8*'], com B e B* definidos como antes, entdo a estatistica do teste
de Wald sera calculada como em (4.16) e o nimero de graus de liberdade serd p — ¢ em que p é a
dimensao do vetor B e g é a quantidade de parametros restritos em 8*. O vetor de pardmetros

sob a hipétese nula é estimado no modelo inflacionado usando a verossimilhanca (4.11).

Nos modelos binomial duplo (se¢do 3.1) e binomial multiplicativo (se¢do 3.2), tomando
0 = [1',8,8"], com B e B* definidos como antes, entdo a estatistica do teste de Wald sera
calculada como em (4.16) e o niimero de graus de liberdade serd p — ¢ em que p é a dimensao do
vetor B e ¢ é a quantidade de pardmetros restritos em 8*. O vetor de pardmetros sob a hipétese
nula é estimado no modelo inflacionado usando a verossimilhanga (4.12) com as respectivas

distribuigoes de probabilidade.

Homogeneidade entre avaliadores (na avaliacdo por preferéncia)

No teste de homogeneidade entre avaliadores o interesse é verificar se, quando as avaliagoes
sao feitas por preferéncia, existem mais que um nivel de preferéncia. Neste caso, sob a hipdtese
nula, o vetor de parametros para o modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao
(se¢do 2.2) pode ser escrito como 6* = [, 8] em que « é o parAmetro da mistura e 8 é um vetor
de dimensdo p de parametros de regressao associado ao termo da avaliagdo sob preferéncia. O
vetor de pardmetros no modelo irrestrito é dado por 8 = [&/, 87,85, ...,8}] em que a é um
vetor de dimensao t com os parametros da mistura e os vetores dos parametros de regressao
B,, r=1,2,...,t possuem dimensdo p. Desta forma, a estatistica do teste é calculada como
em (4.16) e se distribui de acordo com uma qui-quadrado com (¢t — 1)(p + 1) graus de liberdade.

O vetor de pardmetros sob a hipétese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.13).

De forma andloga, para o modelo binomial redimensionado e deslocado inflacionado
(segdo 2.3), o vetor de pardmetros no modelo irrestrito é dado por 8 = [7/, 81,85, ..., 8] em
que 7 é um vetor de dimensao ¢t com os parametros da mistura e os vetores dos pardmetros de
regressao B,, r = 1,2,...,t possuem dimensao p. Sob a hipdtese nula o vetor de pardmetros é
dada por @ = [, B']. A estatistica do teste é calculada como em (4.16) e é ditribuida de acordo
com uma qui-quadrado com (¢t — 1)(p + 1) graus de liberdade. O vetor de pardmetros sob a

hip6tese nula é estimado usando a verossimilhanca (4.14).

Finalmente, para os modelos binomial duplo (se¢do 3.1) e binomial multiplicativo (se-
¢do 3.2), o vetor de parametros no modelo irrestrito ¢ dado por 6 = [/, @', B8], 35, ..., 3}] em
que a é um vetor de dimensdo ¢ com os parametros da mistura, ¢ é um vetor de dimenséo
t com os parametros de varidncia e os vetores dos pardmetros de regressdo B,, r = 1,2,...,t

possuem dimensao p. Sob a hipé6tese nula o vetor de parametros é dada por 8 = [a, ¢, 8']. A
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estatistica do teste é calculada como em (4.16) e é ditribuida de acordo com uma qui-quadrado
com (t — 1)(p + 2) graus de liberdade. O vetor de parametros sob a hipétese nula é estimado

usando a verossimilhanga (4.15) calculada com as respectivas distribuigoes de probabilidade.

4.2.3 Teste escore

O teste escore de Rao (1948) é uma alternativa ao teste de Wald. Seja U(0) o vetor

escore definido por
0
U9 = %logL(G\Z,X)

K (6) a matriz de informagao observada de Fisher. Desta forma,
U(0")K(0")'U(0") "= x5,

em que 6* é o vetor de pardmetros restrito a hipétese nula. O nimero de graus de liberdade é,

como antes, dado por p — ¢ = dim @ — dim @y. A hipétese nula do teste é rejeitada se

Q = U@B,K(®,)'U®,) >c1 vy (4.17)

n

~k
em que 0, é a estimativa de maxima verossimilhanca de € sob a hipdtese nula considerando uma
amostra de tamanho n > 1 e ¢1_,,p—4 € 0 percentil de ordem 1 — v da distribui¢ao qui-quadrado

com p — g graus de liberdade.

O vetor escore U(0) para o modelo binomial redimensionado e deslocado sem in-
flacio (secao 2.2) é na forma U(0) = [Ua(0)',Up, (0),Upg,(0),...,Up,(0)] em que 6 =
(a1, 9, ap, B, 85, ..., 81, e Ua(0) é um vetor de dimensdo ¢ com a r-ésima posigao,
r=1,2,...,t, dada por

n

Zz|77m PO(Zz)
Z B (ol (4.18)

n

Ug, () = ) () (O‘P(W) (Z —d— (m_d)en) : (4.19)

P P(z|n;) s 1+ el

O vetor escore U(0) para o modelo binomial redimensionado e deslocado com in-
flacdo (secdo 2.3) é na forma U(0) = [U.(0),Up, (8),Up,(0),...,Ug,(8)] em que 6 =

(70, 71,725 - - 72, B, Bh, - -+, B3], e Ur(8) é um vetor de dimensao ¢+ 1 com a posigao 0 dada por
n Po(zi) — ]I(z-:c)
U, = _— 4.20
i iy E S (420
a r-ésima posicao, r = 1,2,...,t, dada por
" Po(zi|nri) — Ly
Un = Z r( 1|77m) (zi=c) (4'21)

i=1 P(Zz"'h)

Up, (0) = i(wé) <W) <Z’ —d - (m_d)en) . (4.22)

P(z|n;) s 1+ e
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O vetor escore U(0) para o modelo binomial duplo (se¢ao 3.1) é na forma U(0) =

[Ua(8),Uy(6),Up, (0),Ug,(0),...,Up,(0)] em que 6 = [an,..., 00,1, 61, 81, ., B
U (0) é um vetor de dimenséo ¢t com a r-ésima posigao dada por

" P (zilnei) — Po(zi
3 (zilnri) — Po(2i)

U, )
i=1 P(’Zl‘nl)

(4.23)

r

U 4(0) é um vetor de dimensao ¢ com a r-ésima posigao dada por

n

o [ (G 0-2)) e

Upg,(0) = ﬁ:(wiwé)& (OW) (zz - (1716;0 . (4.25)

O vetor escore U (0) para o modelo binomial multiplicativo (se¢do 3.2) é na forma U (6) =

[Ua(8),Uy(6),Up, (0),Ug,(0),...,Up,(0)] em que 6 = [an,..., 0, ¢1,..., 61, 81, ., B
U (0) é um vetor de dimenséo ¢ com a r-ésima posigao dada por

P (zi|nri) — Po(zi)
U, , 4.26
; P(zi|m;) ( )
U 4(0) é um vetor de dimensao ¢ com a r-ésima posigao dada por
- arPr(Zieranri))
Uy, = Ej( zi(m — 2) — B(Z(m — Z)|ér, i 4.27
s 2\ " BCilgom) (2 ( ) —E(Z( )@ i) (4.27)
e
- r]pr(zi|¢7“ nri)
Ug (8) = T (a) 2% — E(Z|br, i) - 4.28
00 = Ytwal) (g ) i~ B ) (4.28)

A matriz K (0) é a informagao de Fisher

K(@)=V(6)"

o~

em que V' (0) é a matriz de variancia dadas, respectivamente, pelas expressoes (2.5) para o modelo
binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo, (2.6) para o modelo binomial redimensionado
e deslocado inflacionado, (3.1) para o modelo binomial duplo e (3.1) para o modelo binomial

multiplicativo.

Existéncia de avaliacdes ao acaso

O teste escore para a hipétese de ndo haver avaliagdoes ao acaso no modelo binomial
redimensionado e deslocado sem inflagao (segdo 2.2), Hy : ap = 0 contra Hy : o # 0, é tal que a

matriz de informacao de Fisher K () é o inverso da matriz de varincia dada em (2.5) e o vetor
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escore U (0) é dado pelas equagoes (4.18) e (4.19). A estatistica (equagdo 4.17) do teste segue
uma distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade e o vetor de pardmetros sob a hipdtese

nula é estimado usando a verossimilhanca (4.6).

O teste escore para a hipdtese de inexisténcia de avalia¢Ges ao acaso no modelo binomial
redimensionado e deslocado com inflagao (se¢do 2.3), Hy:179=0, 71 + 72+ ---+ 7 = 1 contra
Hiy : 19 # 0, é tal que a matriz de informagao de Fisher K (0) é o inverso da matriz de variancia
dada em (2.6) e o vetor escore U(6) é dado pelas equagoes (4.20), (4.21) e (4.22). A estatistica
@ do teste (equagao 4.17) segue uma distribui¢do qui-quadrado com 1 graus de liberdade e vetor

de parametros sob a hipétese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.7).

O teste escore para a hipétese de nao haver avaliagbes ao acaso no modelo binomial
duplo (segao 3.1), Hp : ap = 0 contra H; : ag # 0, é tal que a matriz de informacao de Fisher
K (0) é o inverso da matriz de varidncia dada em (3.1) e o vetor escore U(0) é dado pelas
equagoes (4.23), (4.24) e (4.25). A estatistica (equagao 4.17) do teste segue uma distribuicao
qui-quadrado com 1 grau de liberdade e o vetor de pardmetros sob a hipdtese nula é estimado

usando a verossimilhanga (4.8).

O teste escore para a hipdétese de nao haver avaliagbes ao acaso no modelo binomial
multiplicativo (segdo 3.2), Hy : ap = 0 contra Hy : oy # 0, é tal que a matriz de informacao de
Fisher K (0) é o inverso da matriz de variancia dada em (3.2) e o vetor escore U (8) é dado pelas
equagoes (4.26), (4.27) e (4.28). A estatistica (equacao 4.17) do teste segue uma distribuicao
qui-quadrado com 1 grau de liberdade e o vetor de parametros sob a hipdtese nula é estimado

usando a verossimilhanga (4.8).

Existéncia de inflacdo na avaliacdo ao acaso

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo, o teste score para a
hipétese de ndo haver inflagdo nas respostas ao acaso (Hyp : 7o+ 71 + 72+ ---+ 7 = 1 contra
Hy:mp+7m+71+ - +7 <1)étal que a matriz de informagao de Fisher K(0) é o inverso
da matriz de variancia dada em (2.6) e o vetor escore U(0) é dado pelas equagoes (4.20),
(4.21) e (4.22). A estatistica @ (equagao 4.17) do teste segue uma distribuicdo qui-quadrado
com 1 grau de liberdade e o vetor de pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a

verossimilhanga (4.9).

Testes para os parametros de regressao

Da mesma forma como no teste de Wald, considere que o vetor de pardmetros possa
ser escrito, para o modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao (se¢do ?7), como
0 = [o,8,(B*)] em que B é o conjunto de pardmetros associados aos termos nio restrito
pela hipétese nula e 8* é o conjunto de pardmetros associados aos termos que sofrem alguma
restricdo nos paradmetros devido a hipétese nula. Sem perda de generalidade, suponha que os
termos 1 < r < t* € N < t nao sejam restritos pela hipétese nula e que os termos t* < r <t o

sejam. A estatistica do teste score serd calculada pelas equagdes (4.17), em que o vetor escore é
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dado pelas equagoes (4.18) e (4.22), e o nimero de graus de liberdade serd p — ¢ tal que p é a
dimensao do vetor B e g é a quantidade de parametros restritos em 8*. O vetor de pardmetros

sob a hipétese nula é estimado usando a verossimilhanca (4.10).

Para o modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (segdo 2.3) o procedi-
mento é similar. Se 8 = [7/, ', (8%)']’, com B e B* definidos como antes, entdo a estatistica do
teste escore serd calculada como em (4.17), em que o vetor escore é dado pelas equagoes (4.20),
(4.21) e (4.22), e o nimero de graus de liberdade serd p — ¢ em que p é a dimenséao do vetor 3 e
g é a quantidade de pardmetros restritos em B*. O vetor de parametros sob a hipdtese nula é

estimado usando a verossimilhanga (4.11).

No modelo binomial duplo (se¢do 3.1), se @ = [a/, @', B, (B*)"]’, com B e B* definidos
como antes, entao a estatistica do teste escore serd calculada como em (4.17), em que o vetor
escore ¢ dado pelas equagoes (4.23), (4.24) e (4.25), e o nimero de graus de liberdade serd p — ¢
em que p é a dimensao do vetor B e ¢ é a quantidade de pardmetros restritos em 8*. O vetor de

pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a verossimilhanca (4.12).

Por tltimo, no modelo binomial multiplicativo (se¢do 3.2), se 8 = [a/, @', 8, (8*)"]', com
B e B* definidos como antes, entdo a estatistica do teste escore serd calculada como em (4.17),
em que o vetor escore é dado pelas equagoes (4.26), (4.27) e (4.28), e o ntmero de graus de
liberdade serda p — ¢ em que p é a dimensao do vetor B e g é a quantidade de pardmetros restritos

em B*. O vetor de pardmetros sob a hipétese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.12).

Homogeneidade entre avaliadores (na avaliacdo por preferéncia)

Como no teste de Wald, sob a hipdtese nula, o vetor de pardmetros para o modelo
binomial redimensionado e deslocado sem inflagio (se¢do 2.2) pode ser escrito como 68* = [a, B']
em que « é o parametro da mistura e 8 é um vetor de dimensao p de parametros de regressao
associado ao termo da avaliagdo sob preferéncia. O vetor de pardmetros no modelo irrestrito
¢ dado por 0 = [/, 8], 85, ..., 3;] em que @ é um vetor de dimensio ¢ com os pardmetros da
mistura e os vetores dos parametros de regressao 8,, r = 1,2, ...t possuem dimensdo p. Desta
forma, a estatistica do teste é calculada como em (4.17) com o vetor escore U (@) dado pelas
equagoes (4.18) e (4.19), distribuida de acordo com uma qui-quadrado com (¢ —1)(p+1) graus de

liberdade. O vetor de parametros sob a hip6tese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.13).

Para o modelo binomial redimensionado e deslocado inflacionado (segdo 2.3), sob a
hipétese nula, o vetor de pardmetros para o modelo sem inflagdo pode ser escrito como 8* = [r, 3]
em que T é o parametro da mistura e 8 é um vetor de dimensao p de pardmetros de regressao
associado ao termo da avaliagdo sob preferéncia e o vetor de pardmetros no modelo irrestrito
¢ dado por 8 = [7/, 3], 85,...,8}] em que T é um vetor de dimensdo ¢ + 1 com os pardmetros
da mistura e os vetores dos pardmetros de regressdo 3,, r = 1,2,...,t possuem dimensio
p. Desta forma, a estatistica do teste é calculada como em (4.17) com o vetor escore U (0)

dado pelas equagao (4.20), (4.21) e (4.22), é distribuida de acordo com uma qui-quadrado com
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(t—1)(p+1) graus de liberdade. O vetor de pardmetros sob a hip6tese nula é estimado usando a

verossimilhanca (4.14).

No modelo binomial duplo (se¢ao 3.1), o vetor de parametros pode ser escrito como
0* = [, B'] em que a é o parAmetro da mistura e B é um vetor de dimensdo p de pardmetros de
regressao associado ao termo da avaliacdo sob preferéncia. O vetor de parametros no modelo
irrestrito ¢ dado por 8 = [/, B],85,...,3;] em que a é um vetor de dimensdo ¢ com os
pardmetros da mistura e os vetores dos pardmetros de regressdo B,, r = 1,2,...,t possuem
dimensao p. Desta forma, a estatistica do teste é calculada como em (4.17) com o vetor escore
U (0) dado pelas equagoes (4.23), (4.24) e (4.25), distribuida de acordo com uma qui-quadrado
com (t — 1)(p + 2) graus de liberdade. O vetor de pardmetros sob a hipétese nula é estimado

usando a verossimilhanga (4.15).

No modelo binomial multiplicativo (segao 3.2) pode ser escrito como 8* = [a, 8] em
que « é o pardmetro da mistura e B é um vetor de dimensdo p de parametros de regressao
associado ao termo da avaliacdo sob preferéncia. O vetor de parametros no modelo irrestrito
é dado por 6 = [a/,8],85,...,8}] em que a é um vetor de dimensdo ¢ com os pardmetros
da mistura e os vetores dos parametros de regressao (,, r = 1,2,...,t possuem dimensao
p. Desta forma, a estatistica do teste é calculada como em (4.17) com o vetor escore U (0)
dado pelas equagoes (4.26), (4.27) e (4.28), distribuida de acordo com uma qui-quadrado com
(t —1)(p+2) graus de liberdade. O vetor de pardmetros sob a hipétese nula é estimado usando a

verossimilhanca (4.15).

4.2.4 Teste gradiente

O teste gradiente foi proposto por Terrell (2002). Seja a hipdtese nula dada por Hy : @2 =
6y e a hipétese alternativa dada por Hy : 09 # 6g. A estatistica do teste gradiente é definido por

o~

s = Uy (e-9") (4.29)

em que 0 é a estimativa de maxima verossimilhanca do vetor de pardmetros 8 sob o modelo
. . PNl ’ . . ’ . . . A . 7
irrestrito e @ é a estimativa de maxima verossimilhan¢a do vetor de parametros sob a hipdtese

nula.

Considere que o vetor de parametros 8 pode ser escrito como 8 = [8/,05,]' com 61 o
vetor de pardmetros nao restritos pela hipdétese nula e 85 o vetor de pardmetros com restrigao.
Supondo que, sob a hipdtese nula, a estimativa de 81 seja aproximadamente igual a estimativa

no modelo irrestrito, a estatistica do teste gradiente pode ser aproximada por
S ~ U(B,) (82— 00) (4.30)

em que 05 é a estimativa de 65 sob a hipétese nula e @ é o vetor de restrigoes impostas pela mesma
hipotese. A estatistica do teste segue uma distribuicao qui-quadrado com p — ¢ = dim 8 — dim @

graus de liberdade.
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Existéncia de avaliacGes ao acaso

O teste gradiente no modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao (secio 2.2)
para a hipdtese de nao haver avaliagoes ao acaso (Hp : apg = 0 contra Hy : ag # 0) é tal que o
vetor escore U (0) é dado pelas equagoes (4.18) e (4.19). A estatistica do teste (equacao 4.29)
segue uma distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade e, supondo que os parametros

de regressao do modelo nao sofrem influéncia da hip6tese nula, de acordo com (4.30) pode ser

S~ zn:Z(ar — &;) <PT(ZZ|¢:,7/7Z:Q :]P)O(Zi)>

i=1r=1 P(zl‘¢ral’7:)

com a, e ay, r =1,2,...,t, respectivamente, as estimativas do pardmetro o, sob o modelo sem

aproximada por

restrigdo e sob a hipdtese nula. O vetor de pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a

verossimilhanca (4.6).

O teste gradiente para a hipdtese de nao haver avaliagoes ao acaso no modelo binomial
redimensionado e deslocado com inflacdo (Hy: 79 =0, 71 + 72+ -+ 7 = 1 contra Hy : 19 #
0, m+m+---+7 < 1) étal que o vetor escore U(0) é dado pelas equacoes (4.20), (4.21)
e (4.22). A estatistica S do teste (equagao 4.29) segue uma distribui¢do qui-quadrado com 1
grau de liberdade e, supondo novamente que os parametros de regressao do modelo nao sofrem

influéncias significativas da hipdtese nula, de acordo com (4.30) pode ser aproximada por

S~ Z (IP’o zEZl’mzl_c> En:i: o (Pr(zi”r/]\:i?/\*lpo(z»)

P(zin7)

com 7y a estimativa sob o modelo sem restricdo de 79 e 7, e 7, 7 = 1,2,..., ¢, respectivamente,
as estimativas do pardmetro 7, sob o modelo sem restricdo e sob a hipdtese nula. O vetor de

pardmetros sob a hipdtese nula é estimado usando a verossimilhanga (4.7).

O teste gradiente no modelo binomial duplo (se¢ao 3.1) para a hipdtese de nao haver
avaliagoes ao acaso (Hp : a9 = 0 contra Hj : ag # 0) é tal que o vetor escore U () é dado pelas
equagoes (4.23), (4.24) e (4.25). A estatistica do teste (equagao 4.29) segue uma distribuicao
qui-quadrado com 1 grau de liberdade e, supondo que os parametros de regressdo do modelo nao

sofrem influéncia da hipé6tese nula, de acordo com (4.30) pode ser aproximada por

S~ iZ(@T — (A)z:) <Pr(zz|¢:77/7zz*) :Pg(zﬁ)

i=1r=1 ]P)(Zz"(f’w 771*)

com &, e ay, r=1,2,...,t, respectivamente, as estimativas do pardmetro o, sob o modelo sem
restricdo e sob a hipdtese nula. O vetor de parametros sob a hipétese nula é estimado usando
a verossimilhanca (4.8) com as fungoes de probabilidade correspondentes ao modelo binomial

duplo.

O teste gradiente no modelo binomial multiplicativo (se¢ao 3.2) para a hipétese de nao
haver avaliagdes ao acaso (Hp : g = 0 contra H; : ap # 0) é tal que o vetor escore U(0) é

dado pelas equagoes (4.26), (4.27) e (4.28). A estatistica do teste (equagao 4.29) segue uma
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distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade e, supondo que os parametros de regressao do

modelo nédo sofrem influéncia da hip6tese nula, de acordo com (4.30) pode ser aproximada por
n t "
P, (zi|or, 77) — Po(z;
S%ZZ(&T—(/X\:) ( T‘(Z71|¢T‘777AT’1) — O(ZZ)>
i=1r=1 P(zi|¢r7 n; )

com &, e ar, r=1,2,...,t, respectivamente, as estimativas do pardmetro «, sob o modelo sem

restricdo e sob a hipdtese nula. O vetor de parametros sob a hipdtese nula é estimado usando
a verossimilhanca (4.8) com as fungoes de probabilidade correspondentes ao modelo binomial

multiplicativo.

Existéncia de inflacao na avaliacdo ao acaso

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (segao 2.3), o teste gradiente
para a hipétese de ndo haver inflagdo nas respostas ao acaso (Hy: 1o+ 711+ 72+ +7 =1
contra Hy : to+ 711+ 712+ ---+7 < 1) é tal que o vetor escore U () é dado pelas equagoes (4.20),
(4.21) e (4.22). A estatistica S (equagdo 4.29) do teste segue uma distribuicao qui-quadrado com
1 grau de liberdade e, supondo novamente que os parametros de regressao do modelo nao sofrem

influéncias significativas da hipé6tese nula, de acordo com (4.30) pode ser aproximada por

e e (Po(E) —Lame) | NmNma ey (Pr(zl) — Po(z:)
5~ 360 (Cpmmn ) T 2 2 (e )
com Ty e 7, respectivamente, as estimativas de 79 sob o modelo sem restrigao e sob a hipétese
nula, e 7, e 7, r = 1,2,...,t, respectivamente, as estimativas do parametro 7, sob o modelo sem
restricdo e sob a hipdtese nula. O vetor de parametros sob a hipdtese nula é estimado usando
a verossimilhanca (4.9) com as fungoes de probabilidade correspondentes ao modelo binomial

multiplicativo.

Testes para os parametros de regressao

No modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo (se¢ao 2.2), para realizar o
teste gradiente para os pardmetros da regressao, considere que o vetor de parametros de regressao
para o r-ésimo componente binomial seja dado por B, = {B,, B2} € que sob a hipdtese nula
B, = By, Neste cendrio, a funcio escore é dada pelas equagoes (4.18) e (4.19), calculados a

partir da verossimilhanga em (4.10), e a estatistica do teste (4.29) pode ser escrita como
n t Sk ~ .
~ arP(zilm)\ [ zi (m — d)e'ri
S~ (B, —ﬁo)(w S I
;; e "\ P(zi|my) s 14 e
A estatistica do teste segue uma distribui¢do qui-quadrado com graus de liberdade dados por

t

d =" (dim B, — dim By,).

r=1

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo (se¢do 2.3), para realizar o

teste gradiente para os parametros da regressao, considere que o vetor de parametros de regressao
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para o r-ésimo componente binomial seja dado por B, = {B,, B2} € que sob a hipdtese nula
Ba, = By, Neste cendrio, a funcao escore é dada pelas equagoes (4.20), (4.21) e (4.22), calculados

a partir da verossimilhanca em (4.11), e a estatistica do teste (4.29) pode ser escrita como

n t % ~% nx.

~x I EA7 % (m — d)e'ri
S ~ Z 22128;(5% - Bor) (P(z-m*) ) S d———.
i=1r= 1%

1+ ol
A estatistica do teste segue uma distribuicdo qui-quadrado com graus de liberdade dados por

t

d =" (dim B, — dim B,,).

r=1

No modelo binomial duplo (se¢ao 3.1), para realizar o teste gradiente para os parametros
da regressdo, considere que o vetor de pardmetros de regressao para o r-ésimo componente
binomial seja dado por B, = {B,, B2} € que sob a hipétese nula 3,5, = B;,. Neste cendrio, a
fungdo escore é dada pelas equagdes (4.23), (4.24) e (4.25), calculados a partir da verossimilhanga
em (4.12) com relagao a distribuigdo de probabilidade do modelo binomial duplo, e a estatistica

do teste (4.29) pode ser escrita como

¢ ! 11 a* a:PT‘(z’LV/]\:,L) meﬁ:i
Szzzxi(ﬁQT_BOr) (]P)(Z”ﬁ*)) Zi .

i=1r=1 1+ e
A estatistica do teste segue uma distribuicdo qui-quadrado com graus de liberdade dados por

t

d =" (dim B, — dim B,,).

r=1

No modelo binomial multiplicativo (segdo 3.2), para realizar o teste gradiente para os
parametros da regressdo, considere que o vetor de parametros de regressdo para o r-ésimo
componente binomial seja dado por 8, = {B,, Ba,-} € que sob a hipdtese nula By, = B,. Neste
cendrio, a fungdo escore é dada pelas equagoes (4.26), (4.27) e (4.28), calculados a partir da
verossimilhanga em (4.12) com relagao a distribuicao de probabilidade do modelo binomial

multiplicativo, e a estatistica do teste (4.29) pode ser escrita como
n t ~x Tx %
3 QP(ZZ‘¢7U) Tx
S~ sz;(ﬂ;r _607‘) (TTATAM 2 _E(Z’(b:’n:l) :
i=1r=1 P(zi|or, m7) ( )
A estatistica do teste segue uma distribuicdo qui-quadrado com graus de liberdade dados por

t

d =" (dim B, — dim B,,).

r=1

Homogeneidade entre avaliadores (na avaliacdo por preferéncia)

No modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo (se¢ao 2.2), o teste gradiente
para verificar a homogeneidade entre avaliadores (ou seja, a inexisténcia de diferentes tipos de

avaliadores) consiste em verificar se os vetores de parametros de regressao 8, = 8, r =1,2,...,t,
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e, além disto, a1 = ag = -+ = a4 = «a/t. A estatistica do teste segue uma distribui¢ao qui-
quadrado com (¢t — 1)(p — 1) graus de liberdade, em que p é o ntimero de parametros de regressao

para cada componente, e é aproximada por

En: (i & a*> (Pl(zﬂﬁf) - IP’O(Zz')>

i=1 \r=1 P(z:77)
n t ~ ~
5 @/ <z@-|m> ( (m — d)e¥ )
+ x; ,6’ ;= L ) (=2 —d- e
;rzl ? ( P(z[7;) s 1+ e

Sk . . A ~ . . . s .
com 3 e 7 a estimativa do vetor de parametros de regressao e do preditor linear para a i-ésima

observacao amostral sob o modelo homogéneo.

No modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagido (segao 2.3), o teste gradiente
para verificar a homogeneidade entre avaliadores (ou seja, a inexisténcia de diferentes tipos de
avaliadores) consiste em verificar se os vetores de pardmetros de regressao 3, = 8, r =1,2,...,t,
eseT =719 =---=17 =7/t. A estatistica do teste segue uma distribui¢do qui-quadrado com
(t —1)(p — 1) graus de liberdade, em que p é o ntimero de pardmetros de regressao para cada

componente, e é aproximada por

" () (Paalng) — Po(z)
zzl <§_: r > ( P(zi|ny) )
Zi B~ B (W) <Z_d_(m—d}e”>

(zi777) 1+em

Sk . . A ~ . . . s .
com 3 e 7 a estimativa do vetor de parametros de regressao e do preditor linear para a i-ésima

observacao amostral sob o modelo homogéneo.

No modelo binomial duplo (se¢do 3.1), o teste gradiente para verificar a homogeneidade
entre avaliadores (ou seja, a inexisténcia de diferentes tipos de avaliadores) consiste em verificar
sederegressio B, =B, r=1,2,...,t, a1 === =aftepr =¢a=--- =y = O/t. A
estatistica do teste segue uma distribui¢do qui-quadrado com (¢t — 1)(p — 2) graus de liberdade,

em que p é o nimero de pardmetros de regressdo para cada componente, e é aproximada por

: ar — a* Pl(zi|($*,7/72) - PD(ZZ)>
5 (o) (Mt

=1 ]P)(Zi|¢*7 7/7\1)(

n t ~x Tk o
+Z <Z A: &) <a ]P)l(ZzA’Q5 Wi)) %
1

i=1 P(Ziw*aﬁf)

1 AN AN e o
[2@* [hl((m) (1 m) ) me—i-mln(1+e )H

n i ~x % ok o nk
S (SR () ()

P(zi|¢*, 1) 1+ e¥” 1+e™m

Sk . . A ~ . . . s .
com 3 e 7 a estimativa do vetor de parametros de regressao e do preditor linear para a i-ésima

observacao amostral sob o modelo homogéneo.
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No modelo binomial multiplicativo (segdo 3.2), o teste gradiente para verificar a homogenei-
dade entre avaliadores (ou seja, a inexisténcia de diferentes tipos de avaliadores) consiste em verifi-
car se de regressao B, =B, r=1,2,....t, a1 === =afte Py =2 == ¢ = ¢/t
A estatistica do teste segue uma distribuigdo qui-quadrado com (¢ — 1)(p — 1) graus de liberdade,

em que p é o nimero de parametros de regressao para cada componente, e é aproximada por

L ¢ Tk ok )
s ~ Z( a;_a*> <P1(2i|¢777@')—lp’0(22)>

i=1 \r=1 P(zi@*,@*)

= ! T 7% a*Pl(Zi’(/b\*v"/r/\ik)>
+Z<Z ' >< Bzlon ) )
(2i(m — =) — E(Z(m - 2)|6*.7))

g g (@OPIEG DN (L g
+>° > al(B, ﬁ)( PGld. 7 )(z (216", 7))

S* . . A ~ . . . s .
com 3 e 7 a estimativa do vetor de parametros de regressao e do preditor linear para a i-ésima

observacao amostral sob o modelo homogéneo.
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5 Aplicacao dos modelos

5.1 Estudos de simulacao

Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo (sem covariaveis)

O modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao (segdo 2.2) foi avaliado
quando ao efeito do tamanho amostral, do tamanho da escala de notas (quantidade de notas
distintas) e da distancia entre os preditores lineares dos componentes do modelo na estimagao dos
parametros de mistura e de regressao do modelo. Em uma simulacao inicial, foram consideradas
500 amostras na proporc¢ao 40%, 40% e 20$ da mistura de um componente binomial com preditor
n1 = —0.5, um componente com preditor 72 variando em 0.50 e 0.75, e um componente uniforme
discreto. Para todos os modelos foram considerados d = 1, s = 2 e o tamanho da escala de notas

m assumindo os valores 10 ou 20. As amostras simuladas foram de tamanho n = 100 ou n = 500.

A Figura 1 mostra o efeito do preditor linear dos componente binomiais nas estimativas
dos pardmetros de mistura do modelo. Apenas o preditor linear do segundo componente foi
alterado, partindo de 72 = 0.50 para 73 = 0.75. A linha azul que aparece nos gréficos (as vezes
sobreposta pela linha vermelha) é o valor do pardmetro fixado para a simulac¢ao (0.40), a linha
vermelha continua é a mediana das estimativas e as linhas tracejadas sao, respectivamente, os
quantis de ordem 2.5% e 97.5%. Observa-se que a mediana das estimativas dos coeficientes

¢

de mistura praticamente coincidem com o “valor real” do pardmetro e que a amplitude do
intervalo entre os quantis se torna maior com uma maior distancia entre os preditores lineares dos
componentes. Isto implica que tal distdncia influencia na amplitude das estimativas do pardmetro

de mistura do modelo.

A Figura 2 mostra o efeito do tamanho amostral nas estimativas dos pardmetros de
mistura do modelo. Observa-se que a mediana das estimativas dos coeficientes de mistura
praticamente coincidem com o “valor real” do pardmetro e que a amplitude do intervalo entre os

quantis se torna menor, como é esperado, conforme o tamanho amostral aumenta.

A Figura 3 mostra o efeito do tamanho amostral nas estimativas dos pardmetros de
mistura do modelo. Observa-se que, como ocorre com o aumento do tamanho amostral, a
mediana das estimativas dos coeficientes de mistura praticamente coincidem com o “valor real”
do parametro e a amplitude do intervalo entre os quantis se torna menor conforme o tamanho da

escala de notas aumenta.
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Par. mistura 1, m = 20, n = 500, eta = 0.50 Par. mistura 2, m = 20, n = 500, eta = 0.50
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Figura 1 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras com escala de 20
notas, amostra de tamanho 500 e preditor linear do segundo componente
binomial variando entre 0.50 e 0.75 — efeito do preditor linear no modelo
binomial redimensionado e deslocado.
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Par. mistura 1, m= 20, n =100, eta = 0.50 Par. mistura 2, m = 20, n =100, eta = 0.50

o
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Figura 2 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras com escala de 20
notas, tamanho de amostra variando entre 100 e 500 e preditor linear do
segundo componente igual a 0.50 — efeito do tamanho amostral no modelo
binomial redimensionado e deslocado.
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Par. mistura 1, m = 10, n = 500, eta = 0.50 Par. mistura 2, m = 10, n = 500, eta = 0.50

@

Par. mistura 1, m = 20, n = 500, eta = 0.50 Par. mistura 2, m = 20, n = 500, eta = 0.50

|

Figura 3 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras com escala de notas
variando entre 10 e 20, tamanho de amostra igual a 500 e preditor linear do
segundo componente igual a 0.50 — efeito do tamanho da escala de notas no
modelo binomial redimensionado e deslocado.
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A Figura 4 mostra o efeito do preditor linear dos componente binomiais nas estimativas
dos parametros de regressao do modelo. Apenas o preditor linear do segundo componente foi
alterado, partindo de 72 = 0.50 para o = 0.75. Em ambos os cenarios a estimativa do coeficiente
do intercepto do primeiro componente se manteve centrado no “valor real” do pardmetro, sofrendo
um leve aumento de amplitude com o aumento da distancia entre os componentes. Por outro
lado, a estimativa do coeficiente do intercepto do segundo componente se mostrou bastante

superestimado no cenario com os componentes mais proximos.

Intercepto 1, m = 20, n = 500, eta = 0.50 Intercepto 2, m = 20, n = 500, eta = 0.50
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Figura 4 — Estimativas dos parametros de regressao para 500 amostras com escala de
20 notas, amostra de tamanho 500 e preditor linear do segundo componente
binomial variando entre 0.50 e 0.75 — efeito do preditor linear no modelo
binomial redimensionado e deslocado.

A Figura 5 mostra o efeito do tamanho amostral na estimativa do pardmetro de mistura
do modelo. E interessante observar que as estimativas do coeficiente do intercepto sofre uma
degradacgao para algumas amostras no cenéario com escala de 20 notas e amostra de tamanho
100. Isto mostra que o modelo pode necessitar de amostras grandes em alguns cendrios. Observe
que, neste caso, se as notas forem distribuidas uniformemente na escala haveria apenas 5 notas
para cada valor distinto. A recomendacao é utilizar amostras grandes o suficiente para que a

proporcao entre o tamanho da escala e o tamanho amostral seja razoavelmente grandes.

A Figura 6 mostra o efeito do tamanho amostral na estimativa do pardmetro de regressao

do modelo. O pardmetro associado ao intercepto do primeiro componente se manteve centrado
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Figura 5 — Estimativas dos parametros de regressao para 500 amostras com escala de
20 notas, tamanho de amostra variando entre 100 e 500 e preditor linear do
segundo componente igual a 0.50 — efeito do tamanho amostral no modelo
binomial redimensionado e deslocado.

no “valor real” do parametro em ambos os cenarios e, também, se mostrou superestimado em

ambos os cenarios. Observa-se que, a amplitude do intervalo entre os quantis se torna menor

conforme o tamanho da escala de notas aumenta.
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Figura 6 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras com escala de notas
variando entre 10 e 20, tamanho de amostra igual a 500 e preditor linear do
segundo componente igual a 0.50 — efeito do tamanho da escala de notas no
modelo binomial redimensionado e deslocado.
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Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo (com covariaveis)

Em um segundo estudo, serd avaliado o comportamento do modelo com a presencga
de covariaveis. Para isto, foram consideradas duas covaridveis na construgao das amostras. A
primeira covaridvel (X7 ) segue uma distribui¢ao de Bernoulli com pardmetro p = 0.45 e a segunda

covariavel (X3) segue uma distribui¢do uniforme continua entre —1.0 e 1.0.

Os componentes binomiais redimensionados e deslocados foram todos gerados com
os parametros d = 1 e s = 2, variando a quantidade de notas distintas (valor de m) e o
tamanho amostral (n), construindo-se 4 cendrios distintos: (1) amostras de tamanho n = 100
e escalas de m = 10 notas distintas, (2) amostras de tamanho n = 500 e escalas de m = 10
notas distintas, (3) amostras de tamanho n = 100 e escalas de m = 20 notas distintas e (4)
amostras de tamanho n = 500 e escalas de m = 20 notas distintas. Em todos os cendrios foram
considerados as misturas de distribui¢oes com os preditores lineares dados por 7, = —1.0+0.50X;
ene = 1.54+0.25X14+0.75X5. A Tabela 1 apresenta a relagdo entre o preditor linear e o pardmetro
7 (na binomial padrao é a probabilidade dos langamentos de Bernoulli) correspondente aos
componentes da mistura para diferentes valores das covariaveis. Observe que as misturas sao

compostas de componentes nao sobrepostos.

X1 Xy T T T2 Up)
0 —1|—1.00 0.2689 | 0.75 0.6792
0 0] —1.00 0.2689 | 1.50 0.8175
0 1] —1.00 0.2689 | 2.25 0.9047
1 —1|-0.50 03775 ] 1.00 0.7311
1 0] —0.50 03775 | 1.75 0.8520
1 1| —-050 03775 | 2.50 0.9241

Tabela 1 — Preditor linear e probabilidade das distribui¢cdes binomiais redimensionadas e
deslocadas — simulacao do modelo sem inflagao.

Foram simuladas 500 amostras para cada cenario, com mistura na seguinte proporgao:
40% dos valores gerados pela distribui¢ao binomial redimensionada e deslocada com preditor
linear 71, 40% dos valores gerados pela distribuicdo binomial redimensionada e deslocada com

preditor linear 1o e 20% dos valores gerados pela distribuigdo uniforme discreta.

A Figura 7 mostra o efeito do tamanho amostral na estimativa dos pardmetros de mistura
do modelo binomial redimensionado e deslocado. Como antes, a linha azul representa o valor
“real” do pardmetro, a linha vermelha continua representa a mediana das estimativas e as linhas

tracejadas representam, respectivamente, os quantis de ordem 2.5% e 97.5% das estimativas.

Para ambos os tamanhos amostrais as estimativas dos pardmetros estdo centralizadas no
“valor real” do pardmetro, sofrendo as estimativas uma reducdo de amplitude com o aumento do

tamanho amostral.

As Figuras 8 e 9 apresentam o efeito do tamanho amostral para a estimagao dos pardmetros

de regressao dos dois componentes da mistura. No primeiro componente, observou-se que as



5.1. FEstudos de simula¢do 79

Par. mistura 1, m=10,n =100 Par. mistura 2, m=10, n=100
o 9
o] o]
] ]
o w
- ] p ]
@ &
= =
] ]
! ™
] ]
o ] = ]
o T T T T T T = T T T T T T
a 100 200 200 400 500 0 100 200 200 400 500
Index Index
Par. mistura 1, m =10, n = 500 Par. mistura 2, m= 10, n = 500
= =
o ] o
(] (o]
o _| o ]
- o p o
@ &
st =<
] ]
o o
] ]
o ] = ]
2 M T T T T T 2 T T T T T
a 100 200 200 400 500 0 100 200 200 400 500
Index Index

Figura 7 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras com escala de 10
notas — efeito do tamanho amostral para o modelo binomial redimensionado e
deslocado.

estimativas dos parametros de regressao relacionados com a covaridvel dicotomica (X;) e com a
covaridvel continua (X2) se concentraram acima do “valor real” mantendo a banda que compreende
os quantis de ordem 2.5% e 97.5% acima de tal valor. A banda formada pelos quartis de ordem
2.5% e 97.5% contém, para a amostra de tamanho 100, apenas o coeficiente relacionado com a
varidvel continua (X32). No entanto, a superestimagao dos coeficientes é corrigida com o aumento

do tamanho amostral.

No segundo componente, observa-se alguma instabilidade nas estimativas do intercepto e
do coeficiente associado com a variavel continua (X3) no cenario de amostra tamanho 100. Com
a amostra maior, tamanho 500, tal efeito ndo ocorre. Para ambos os tamanhos amostrais, no
segundo componente, o coeficiente relativo a varidvel dicotomica (X;) apresenta uma pequena

subestimagao.
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Interceptos, m =10, n =100 Coef. X1, m=10,n=100 Coef. X2, m=10, n=100
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Figura 8 — Estimativas dos pardmetros de regressao do primeiro componente da mistura
para 500 amostras com escala de 10 notas — efeito do tamanho amostral para o
modelo binomial redimensionado e deslocado.
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Intercepte, m =10, n= 100 Coef. X1, m =10, n =100 Coef. X2, m=10, n=100
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Intercepte, m = 10, n= 500 Coef. X1, m=10, n =500 Coef. X2, m =10, n =500
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Figura 9 — Estimativas dos parametros de regressao do segundo componente da mistura
para 500 amostras com escala de 10 notas — efeito do tamanho amostral para o
modelo binomial redimensionado e deslocado.
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A Figura 10 mostra o efeito do tamanho da escala de notas na estimativa dos parametros
de mistura do modelo binomial redimensionado e deslocado. Como na simulag¢io anterior, as
estimativas estao centradas no “valor real” dos parametros e apresentam uma diminuicao de

amplitude conforme o tamanho da escala aumenta.
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Figura 10 — Estimativas dos parametros de mistura para 500 amostras de tamanho 100 —
efeito do tamanho da escala de notas para o modelo binomial redimensionado
e deslocado.

As Figuras 11 e 12 apresentam o efeito do tamanho da escala de notas para a estimagcao
dos parametros de regressao dos dois componentes da mistura. A estimativa do intercepto do
modelo apresenta uma degradacdo no segundo componente quando a escala é de m = 10 notas e
o tamanho amostral é n = 100. Observe que, neste caso, existem 10 observagoes amostrais para
cada valor da escala. Novamente, como observado na simulagdo anterior, se tal relacdo é pequena
os coeficientes de regressao podem sofrer tal degradagdo. Esta degradagdo também é observada

no componente relativo a varidvel continua (Xs).



5.1. FEstudos de simulagdo

83

Intercepte, m =10, n= 100

a 100 200 300 200 500

Inclex:

a4 20 22

1

168

Coef. X1, m =10, n= 100

a 100 200 00 400 500

e

Coef. X1, m =20, n= 100

T T T T T T
a 100 200 00 400 500

Incle;

B

Coef. X2, m =10, n =100

a 100 200 00 200 500

Inclex:

Figura 11 — Estimativas dos parametros de regressao do primeiro componente da mistura
para 500 amostras de tamanho 100 — efeito do tamanho da escala de notas
para o modelo binomial redimensionado e deslocado.
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Figura 12 — Estimativas dos parametros de regressao do segundo componente da mistura
para 500 amostras de tamanho 100 notas — efeito do tamanho escala de notas
para o modelo binomial redimensionado e deslocado.
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Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacao

As Figuras 13, 14 e 15 apresentam as estimativas dos parametros de mistura referente ao
componente uniforme discreto e degenerado (inflagdo) para o modelo binomial redimensionado e
deslocado com inflagdo (segdo 2.3). Para a simulagdo do modelo foram geradas 500 amostras
com n = 100 e n = 500 do modelo com os componentes sem covariaveis com preditores lineares
dados por 71 = —1.0 e 72 = 1.0. O objetivo é identificar a relagdo entre os coeficientes de mistura

associado aos termos nao binomiais.
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Figura 13 — Estimativas dos parametros de mistura, referente ao termo de avaliacao ao
acaso e inflacionada, para 500 amostras com 10% de inflagdo na maior nota da
escala — efeito do tamanho amostral para o modelo binomial redimensionado
e deslocado.

Observa-se que o coeficiente associado ao termo de avaliagdo ao acaso (componente
uniforme discreto) tende a ser levemente subestimado, independente da proporg¢ao de inflagdo. A
proporcao de inflacdo tém as estimativas centradas no “valor real” do parametro para ambos os
tamanhos amostrais. O aumento do tamanho amostral, como esperado, causa uma diminuicao

na amplitude das estimativas.
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Prop. uniforme, n = 100, 25% inflagao Prop. inflagédo, n = 100, 25% inflagao
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Figura 14 — Estimativas dos pardmetros de mistura, referente ao termo de avaliacao ao
acaso e inflacionada, para 500 amostras com 25% de inflacdo na maior nota da
escala — efeito do tamanho amostral para o modelo binomial redimensionado
e deslocado.
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Figura 15 — Estimativas dos pardametros de mistura, referente ao termo de avaliagdo ao
acaso e inflacionada, para 500 amostras com 50% de inflacdo na maior nota da
escala — efeito do tamanho amostral para o modelo binomial redimensionado

e deslocado.
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Modelo binomial duplo

Para avaliar o modelo binomial duplo foram simulados 2 cenarios: no primeiro cenario
o modelo é composto por um componente binomial usual, ou seja, binomial duplo com 6 = 1
com parametros m = 25 e m = 0.25 e um componente binomial duplo com parametros m = 25,
7 = 0.75 e 8 = 0.50; no segundo cenario o modelo é composto por um componente binomial
usual com pardmetros m = 25 e m = 0.25 e e um componente binomial duplo com parametros
m =25 1m=0.75e 8 =0.75. O parametro € < 1.0 faz com que as extremidades da distribuicao

tenha maior probabilidade em detrimento dos valores no centro.

Para cada cenario foram geradas 100 amostras de tamanho n = 500. Os parametros

foram escolhidos de forma que a distribuicio resultante seja bimodal.

Par. mistura 1, theta = 0.50 Par. mistura 2, m = theta = 0.50
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Figura 16 — Estimativas dos parametros de mistura, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do parametro de varidncia para o modelo binomial duplo.

A Figura 19 mostra as estimativas dos parametros de mistura para as amostras com-
parando os 2 cenarios. Observa-se que a amplitude das estimativas se mantém constante com
o aumento do parametro de varidncia, embora se observe um leve distAnciamento na mediana
das estimativas para o parametro do componente 1 em relacido a respectiva mediana, e o efeito

contrario no componente 2.
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Figura 17 — Estimativas dos parametros de variancia, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do pardmetro de variancia para o modelo binomial duplo.

A Figura 20 mostra as estimativas dos parametros de varidncia para as amostras com-
parando os 2 cenarios. A amplitude das estimativas do pardmetro para o componente 1 se
mostra mais volatil no cendrio 1, sofrendo uma reducdo em sua variabilidade com o aumento do
coeficiente de varidncia do componente 2. As estimativas do parametro de variancia do segundo
componente é mais volatil no segundo componente quando o valor real é § = 0.75. Nao se observa
efeitos significativos quanto a mediana dos valores estimados. Em todos os cendrios os valores

estimados estdao levemente abaixo daqueles usados para gerar as amostras.

Por fim, a Figura 21 mostra as estimativas dos interceptos dos componentes para os 2
cenarios considerados. Observa-se um aumento de amplitude nas estimativas dos interceptos
com relagdo ao parametro de varidncia dos modelos. Quando o segundo componente apresenta
parametro # = 0.50 as estimativas dos interceptos do primeiro componente se mostra com
maior variabilidade do que as estimativas correspondentes para 6 = 0.75. O efeito observado nas
estimativas do intercepto do segundo componente sofre o efeito inverso, ou seja, & medida que
o parametro de varidncia aumenta de 6 = 0.50 para 8 = 0.75 a variabilidade das estimativas

aumenta. Nao se observa variacoes significativas quando a mediana das estimativas.
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Figura 18 — Estimativas dos parametros de regressao, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do parametro de variancia para o modelo binomial duplo.
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Modelo binomial multiplicativo

Para avaliar o modelo binomial duplo foram simulados 2 cenarios: no primeiro cenario
o modelo é composto por um componente binomial usual, ou seja, binomial duplo com 6 = 1
com parametros m = 25 e m = 0.25 e um componente binomial duplo com parametros m = 25,
7 = 0.75 e 0 = 0.50; no segundo cenario o modelo é composto por um componente binomial
usual com pardmetros m = 25 e m = 0.25 e e um componente binomial duplo com parametros
m =25 m=0.75e 0 =0.75. O parametro € < 1.0 faz com que as extremidades da distribuicdo

tenha maior probabilidade em detrimento dos valores no centro.

Para cada cenario foram geradas 100 amostras de tamanho n = 500. Os parametros

foram escolhidos de forma que a distribuicio resultante seja bimodal.

Par. mistura 1, theta = 0.50 Par. mistura 2, m = theta = 0.50
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Figura 19 — Estimativas dos parametros de mistura, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do parametro de varidncia para o modelo binomial duplo.

A Figura 19 mostra as estimativas dos pardmetros de mistura para as amostras com-
parando os 2 cenarios. Observa-se que a amplitude das estimativas se mantém constante com
o aumento do parametro de varidncia, embora se observe um leve distdnciamento na mediana
das estimativas para o parametro do componente 1 em relacdo a respectiva mediana, e o efeito

contrario no componente 2.
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Figura 20 — Estimativas dos parametros de varidncia, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do pardmetro de variancia para o modelo binomial duplo.

A Figura 20 mostra as estimativas dos pardmetros de varidncia para as amostras com-
parando os 2 cendrios. A amplitude das estimativas do pardmetro para o componente 1 se
mostra mais volatil no cenario 1, sofrendo uma redugéo em sua variabilidade com o aumento do
coeficiente de varidncia do componente 2. As estimativas do pardmetro de variancia do segundo
componente é mais volatil no segundo componente quando o valor real é # = 0.75. Nao se observa
efeitos significativos quanto a mediana dos valores estimados. Em todos os cenarios os valores

estimados estao levemente abaixo daqueles usados para gerar as amostras.

Por fim, a Figura 21 mostra as estimativas dos interceptos dos componentes para os 2
cenarios considerados. Observa-se um aumento de amplitude nas estimativas dos interceptos
com relacdo ao parametro de variancia dos modelos. Quando o segundo componente apresenta
parametro # = 0.50 as estimativas dos interceptos do primeiro componente se mostra com
maior variabilidade do que as estimativas correspondentes para 8 = 0.75. O efeito observado nas
estimativas do intercepto do segundo componente sofre o efeito inverso, ou seja, & medida que
o parametro de varidncia aumenta de § = 0.50 para 8 = 0.75 a variabilidade das estimativas

aumenta. Nao se observa variacoes significativas quando a mediana das estimativas.
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Figura 21 — Estimativas dos parametros de regressao, referente aos termos binomiais, para
100 amostras com parametro de variancia no segundo componente igual a 0.50
— efeito do pardmetro de variancia para o modelo binomial duplo.

5.2 Aplicacao a dados reais

Para demonstrar o modelo aplicado a dados reais, serdo ajustados os modelos apresentados
neste trabalho para o conjunto de dados da escala de ansiedade manifestada de Taylor (Taylor,
1953). O conjunto considerado foi obtido do site Open source psychometrics project (disponivel
na Internet em http://openpsychometrics.org/_rawdata/). Foi considerado o conjunto de

dados com tultima atualizagdo no dia 22 de julho de 2012 com 5410 observagoes.

Para avaliacao dos modelos, serdo ajustados os modelos para explicar o escore de ansiedade

manifestada de Taylor (Taylor, 1953) com relagao a idade e ao sexo dos respondentes.

O conjunto original de dados tem 5410 observacdes dos quais, 2378 sao respondentes do
sexo masculino, 2993 sao respondentes do sexo feminino, 30 responderam ter ‘outro’ sexo e 9
nao responderam. Os elementos amostrais referentes ao sexo ‘outros’ e sem resposta para sexo
foram eliminados do conjunto de dados, reduzindo o tamanho amostral para 5371 observagoes.

O objetivo é que esta variavel seja dicotdmica, por isto a eliminagao da categoria ‘outros’

No conjunto de dados resultante haviam 2 respondentes que reportaram idades, respecti-

vamente, iguais a 255 e 500 anos. Tais elementos foram eliminados da amostra, resultando em
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um conjunto final com 5369 observagoes.

Idade Sexo
Masculino Feminino
minimo mediana maximo | minimo mediana maximo

(10,20] 4.0 34.0 49.0 5.0 38.0 50.0
(20,30] 2.0 33.0 49.0 1.0 36.0 49.0
(30,40] 0.0 32.0 49.0 3.0 35.0 49.0
(40,50] 4.0 31.0 47.0 3.0 33.0 50.0
(50,60] 2.0 30.0 47.0 5.0 31.0 47.0
(60,70] 2.0 25.0 48.0 1.0 25.0 46.0
(70,80] 1.0 20.5 46.0 7.0 30.5 45.0
(80,90] - - — — — —
(90,100] - — - 20.0 20.0 20.0

Tabela 2 — Descricao da amostra de ansiedade manifestada de Taylor. Conjunto de dados
atualizado até 22 de julho de 2012.

A Tabela 2 mostra a distribuigdo dos escores de ansiedade por sexo e idade. O escore é
uma variavel aleatéria que assume valores inteiros, com intervalo 1 entre os valores, variando de 0
até 50. Observa-se que em ambos os sexos o nivel de ansiedade apresenta medianas decrescentes
com a idade. Nao ha qualquer evidéncia de que tal efeito ocorra com os limites minino e maximo
dos valores. Praticamente para todas as faixas de idade os respondentes do sexo feminino
apresentaram niveis maiores de ansiedade. Desta forma, é esperado que o nivel de ansiedade

decresca com a idade e que seja maijor para as mulheres.

A Figura 22 apresenta os escores de ansiedade manifestada de Taylor. Observe que a
distribuigcdo dos escores é assimétrica e unimodal, com mediana em torno do escore 35. Para
analisar estes dados serdo ajustados modelos com um 1 e 2 componentes binomiais e um (dinico)
componente uniforme discreto. No fim serdo realizados testes de hipdteses para verificar se os

modelos podem ser reduzidos.

A idade minima observada na amostra foi 14 anos. Desta forma, a varidvel ‘idade do
respondente’ foi subtraida deste valor e a varidvel ‘sexo do respondente’ foi codificada como uma
dicotomica que vale 0 se sexo masculino e 1 se sexo feminino. Desta forma, o intercepto dos

modelos se referem aos respondentes do sexo masculino com 14 anos de idade.

Ajuste dos modelos aos dados
Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo

A Tabela 3 mostra o ajuste do modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo
com 2 componentes aos dados de ansiedade manifestada de Taylor. No modelo ajustado, estima-se
que a proporgao de respondentes que atribuem notas de acordo com o componente 1 é igual a
29.85% (IC 95%: 27.98%; 31.72%), a propor¢ao de respondentes que atribuem notas de acordo
com o componente 2 é igual a 39.80% (IC 95%: 37.90%; 41.72%) e a propor¢io de respondentes
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Figura 22 — Histograma dos escores de ansiedade manifestada de Taylor.

que atribuem notas ao acaso é calculado como 30.3%. O primeiro componente do modelo aponta
um escore médio de 29.8346 (IC 95%: 29.3144; 30.3505) para os respondentes do sexo masculino
com 14 anos de idade. A idade apresenta um efeito negativo no escore médio (exponencial), de tal
forma que uma pessoa com 24 anos de idade do sexo masculino terda um escore médio de 27.9573
(IC 95%: 27.2142; 28.6953). O sexo feminino apresenta um aumento no escore médio, de modo
que o escore médio para uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de idade é 33.2672 (IC 95%:
32.3193; 34.1891). O segundo componente do modelo aponta um escore médio de 39.1506 (IC
95%: 38.8085; 39.4850) para os respondentes do sexo masculino com 14 anos de idade. O escore
médio para uma pessoa com 24 anos de idade do sexo masculino é 38.1057 (IC 95%: 37.5996;
38.5973). Uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de idade apresenta um escore médio de
41.2197 (IC 95%: 40.6436; 41.7674).

A Tabela 4 mostra o ajuste do modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagao
com 1 componente aos dados de ansiedade manifestada de Taylor. No modelo, a proporgao de
respondentes que atribuem notas com avaliagdes por qualidade é igual a a 43.52% (IC 95%:
41.52%; 45.53%). O escore médio para respondentes do sexo masculino com 14 anos de idade é
36.5165 (IC 95%: 36.1900; 36.8381), o efeito da idade é tal que uma pessoa com 24 anos de idade
do sexo masculino terd um escore médio de 35.4888 (IC 95%: 35.0039; 35.9644) e uma pessoa
do sexo feminino com 14 anos de idade terd o escore médio igual a 38.6909 (IC 95%: 38.1163;
39.2456).

A log-verossimilhanca para o modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagao
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Componente Parametro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.2985 0.009350
1 Intercepto 0.3917 0.021531
Idade -0.0154 0.000852
Sexo (F) 0.2955 0.020472
Mistura 0.3981 0.009545
2 Intercepto 1.2833 0.019908
Idade -0.0119 0.000761
Sexo (F) 0.2631 0.018899

Tabela 3 — Ajuste do modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo com 2
componentes binomiais aos dados de ansiedade manifestada de Taylor.

Parametro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.4352 0.010025
Intercepto 0.9963 0.016454
Idade -0.0102 0.000686
Sexo (F) 0.2337 0.015807

Tabela 4 — Ajuste do modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo com 1
componente binomial aos dados de ansiedade manifestada de Taylor.

com 2 componentes binomiais é igual a —19370.63 e para o modelo com 1 componente binomial
é igual a —19947.89.

Para testar a hipotese de homogeneidade entre os componentes binomiais do modelo
é possivel aplicar o teste de razdo de verossimilhanca. Para isso, calcula-se as razbes das
verossimilhangas. A estatistica do teste é A = 1154.51 que segue uma distribui¢do qui-quadrado
com 4 graus de liberdade. O teste é tal que p < 0.0001 e, assim, rejeita-se a hipdtese de

homogeneidade entre os componentes no teste de razao de verossimilhancas.

Para proceder com o teste de Wald é necessario construir um vetor de pardmetros sob a
hipo6tese nula de tal forma que o pardmetro de mistura de cada componente seja o valor ajustado
no modelo com 1 componente binomial, dividido pelo niimero de componentes binomiais no
modelo nao restrito (ou seja, dividido por 2) e os parametros de regressdo sao iguais para ambos
os componentes sob a hipétese nula. Procedendo com o cédlculo, obtém-se uma estatistica de
teste igual a @ = 3.9292 com distribuigdo qui-quadrado com 4 graus de liberdade. A hipédtese de

homogeneidade entre os componentes nao é rejeitada neste caso com p = 0.4157.

De forma similar, para proceder com o teste gradiente utiliza-se 0 mesmo vetor calculado
anteriormente para o teste de Wald. A estatistica do teste é S = 0.1273 com distribuicdo qui-
quadrado com 4 graus de liberdade. A hipétese de homogeneidade entre os componentes nao é

rejeitada com p = 0.9981.
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Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacdo

A Tabela 5 apresenta o ajuste aos dados de ansiedade para o modelo binomial redimensio-
nado e deslocado com inflagdo com 2 componentes binomiais. O escore mais frequente na amostra
foi 0 39 e, desta forma, assumiu-se que tal valor estava inflacionado (nao havia evidéncias). No
modelo ajustado, estima-se que a proporc¢ao de respondentes que atribuem notas de acordo com
o componente 1 é igual a 29.85% (IC 95%: 27.98%; 31.72%), a propor¢ao de respondentes que
atribuem notas de acordo com o componente 2 é igual a 39.81% (IC 95%: 37.73%; 41.89%) e a
proporc¢ao de respondentes que atribuem notas ao acaso como 30.34% (IC 95%: 28.24%; 32.44%).
Os efeitos observados sao bastante parecidos com os do modelo sem inflacdo, havendo apenas
muito pequenas nas estimativas na ultima casa decimal. Observe que a proporcao de inflacao
estimada serd 100.0% — 29.85% — 39.81% — 30.34% ~ 0.00%, indicando que o modelo ajustado

coincide com aquele nao inflacionado.

Componente Parametro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.2985 0.009362

1 Intercepto 0.3918 0.021554
Idade -0.0154 0.000853

Sexo (F) 0.2955 0.020480

Mistura 0.3981 0.010410

2 Intercepto 1.2833 0.019949
Idade -0.0119 0.000777

Sexo (F) 0.2631 0.019176

Uniforme Mistura 0.3034 0.010459

Tabela 5 — Ajuste do modelo binomial redimensionado e deslocado com inflagdo com 2
componentes binomiais aos dados de ansiedade manifestada de Taylor.

A log-verossimilhanca para o modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflagdo
com 2 componentes binomiais é igual a —19370.63 e para o modelo similar com inflagao é igual a
—19370.64.

Para testar a hipétese de que ndo ha inflacdo nos dados, pode ser aplicado o teste de
razao de verossimilhanga. Para isso, calcula-se as razbes das verossimilhancas. A estatistica do
teste € A = 0.0059 que segue uma distribui¢do qui-quadrado com 1 graus de liberdade. O teste é

tal que p = 0.9388 e, assim, ndo é possivel rejeitar a hipotese de nao inflagao nos dados.

Para proceder com o teste de Wald é necessario construir um vetor de pardmetros sob a
hipétese nula de tal forma que a soma dos pardmetros de mistura de no modelo completo seja
igual a 1. Para isto, basta tomar 7o = 1 — 7 — 7. Procedendo com o céalculo, obtém-se uma
estatistica de teste igual a ) < 0.0001 com distribui¢ao qui-quadrado com 1 graus de liberdade.

A hipétese de auséncia de inflagdo nao é rejeitada neste caso com p = 0.9999.

De forma similar, para proceder com o teste gradiente utiliza-se o mesmo vetor calculado

anteriormente para o teste de Wald. A estatistica do teste é S = 0.0029 com distribuicdo qui-
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quadrado com 1 graus de liberdade. A hipétese de homogeneidade entre os componentes nao é

rejeitada com p = 0.9571.

Modelo binomial duplo

As Tabelas 6 e 7 apresentam, respectivamente, os ajustes do modelo binomial duplo aos

dados de ansiedade.

No modelo com 2 componentes, estima-se que a propor¢ao de respondentes que atribuem
notas de acordo com o componente 1 é igual a 38.97% (IC 95%: 36.23%; 41.71%), a propor¢ao
de respondentes que atribuem notas de acordo com o componente 2 é igual a 61.02% (IC 95%:
58.76%; 63.28%) e a proporcao de respondentes que atribuem notas ao acaso é calculado como
0.01%. O primeiro componente do modelo aponta um escore médio de 28.6475 (IC 95%: 28.4941;
28.8007) para os respondentes do sexo masculino com 14 anos de idade. A idade apresenta um
efeito negativo no escore médio tal que uma pessoa com 24 anos de idade do sexo masculino tera
escore igual a 25.4987 (IC 95%: 25.2751; 25.7221). O sexo feminino apresenta um aumento no
escore médio, de modo que o escore para uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de idade é
32.8843 (IC 95%: 32.6010; 33.1653). O segundo componente do modelo aponta um escore médio
de 36.2839 (IC 95%: 36.1207; 36.4458) para os respondentes do sexo masculino com 14 anos de
idade. O escore médio para uma pessoa com 24 anos de idade do sexo masculino é 35.6480 (IC
95%: 35.4179; 35.8758). Uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de idade apresenta um escore
médio de 38.2105 (IC 95%: 37.9186; 38.4975).

No modelo com 1 componente, o escore médio é 33.9633 (IC 95%: 33.8820; 34.0443) para
os respondentes do sexo masculino com 14 anos de idade. Uma pessoa com 24 anos de idade do
sexo masculino terd um escore médio de 32.3217 (IC 95%: 32.2048; 32.4382). O escore médio
para uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de idade é 36.6774 (IC 95%: 36.5331; 36.8207).

Componente Parametro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.3897 0.013707
Variancia 0.1294 0.005394
1 Intercepto 0.2939 0.006264
Idade -0.0254 0.000268
Sexo (F) 0.3591 0.006269
Mistura 0.6102 0.011316
Variancia 0.2792 0.010108
2 Intercepto 0.9728 0.008167
Idade -0.0063 0.000302
Sexo (F) 0.2031 0.007897

Tabela 6 — Ajuste do modelo binomial duplo com 2 componentes binomiais aos dados de
ansiedade manifestada de Taylor.

A log-verossimilhanga para o modelo binomial duplo com 2 componentes binomiais é

—19048.63 e para o modelo com 1 componente binomial ¢é igual a —19261.44.
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Parametro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.9340 0.008455
Varidncia 0.1534 0.003714
Intercepto 0.7504 0.003725
Idade -0.0147 0.000138
Sexo (F) 0.2623 0.003632

Tabela 7 — Ajuste do modelo binomial duplo com 1 componente binomial aos dados de
ansiedade manifestada de Taylor.

O teste de razao de verossimilhancgas para testar a homogeneidade entre os componentes
binomiais é tal que a estatistica do teste é A = 425.6306 que segue uma distribuicao qui-quadrado

com 5 graus de liberdade. A hipétese de homogeneidade é rejeitada com p < 0.0001.

A estatistica do teste de Wald para a hip6tese de homogeneidade é igual a @ = 0.2479
com distribui¢do qui-quadrado com 4 graus de liberdade. A hipétese de homogeneidade entre os

componentes nao ¢é rejeitada neste caso com p = 0.0015.

De forma similar, a estatistica do teste gradiente ¢ S = 16.6983 com distribui¢do qui-
quadrado com 5 graus de liberdade. A hip6tese de homogeneidade entre os componentes é

rejeitada com p = 0.0051.

Modelo binomial multiplicativo

As Tabelas 8 apresenta os ajustes do modelo binomial multiplicativo aos dados de
ansiedade. Observe que, ao contrario dos modelos anteriores, a diferenca entre os componentes do
modelo se refletiu em um intercepto negativo no primeiro componente. A idade do respondente
que, em todos os demais modelos, apresentavam efeito negativo (ou seja, a ansiedade diminui
com a idade), neste modelo apresenta efeito positivo. Observa-se também que o modelo apresenta

erros padrao bem maiores que aqueles dos demais modelos.

No modelo com 2 componentes, estima-se que a propor¢ao de respondentes que atribuem
notas de acordo com o componente 1 é igual a 3.72% (IC 95%: 2.33%; 5.11%), a proporgao
de respondentes que atribuem notas de acordo com o componente 2 é igual a 19.51% (IC
95%: 17.77%; 21.25%) e a propor¢ao de respondentes que atribuem notas ao acaso é calculado
como 76.77%. Observe que o componente predominante no modelo foi o de avaliagoes ao acaso,
mostrando que o modelo pode ter falhado em ajustar as avaliagoes nao realizadas ao acaso. Isto
explica, em parte, o comportamento distinto dos modelos (em relagdo aos anteriores) e os valores
de erro padrao bastante elevados. O primeiro componente do modelo aponta um escore médio
de 9.8472 (IC 95%: 3.9003; 20.7754) para os respondentes do sexo masculino com 14 anos de
idade. A idade apresenta um efeito positivo no escore médio tal que uma pessoa com 24 anos de
idade do sexo masculino tera escore igual a 18.2526 (IC 95%: 8.2567; 31.2816). O sexo feminino
apresenta um aumento no escore médio, de modo que o escore para uma pessoa do sexo feminino
com 14 anos de idade é 10.6252 (IC 95%: 4.2300; 22.0343). O segundo componente do modelo
aponta um escore médio de 41.4680 (IC 95%: 39.0994; 43.4087) para os respondentes do sexo
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masculino com 14 anos de idade. O escore médio para uma pessoa com 24 anos de idade do sexo
masculino é 46.1581 (IC 95%: 44.2782; 47.4558). Uma pessoa do sexo feminino com 14 anos de
idade apresenta um escore médio de 42.0795 (IC 95%: 39.0902; 44.3677).

O modelo com apenas 1 componente binomial apresentou um ajuste ruim, indicando
0,04% de observacoes geradas pelo componente binomial e intervalos de confianca para os escores
médios cobrindo todos os valores da escala. Apenas para efeito de demonstracdo, o ajuste é

apresentado na Tabela 9. Os testes de hip6teses serdo omitidos.

Componente Parametro Estimativa Err. Padrao

Mistura 0.0372 0.006968
1 Log-variancia 0.0945 0.049802
Intercepto -1.4055 0.532130
Idade 0.0852 0.031809
Sexo (F) 0.0956 0.195820
Mistura 0.1951 0.008679
2 Log-variancia 0.0811 0.010210
Intercepto 1.5811 0.151906
Idade 0.0905 0.006804
Sexo (F) 0.0890 0.045040

Tabela 8 — Ajuste do modelo binomial multiplicativo com 2 componentes binomiais aos
dados de ansiedade manifestada de Taylor.

Componente Pardmetro Estimativa FErr. Padrao

Mistura 0.0037 0.007144
1 Log-variancia 0.0816 0.501374
1 Intercepto -1.4184 5.947966
Idade 0.0889 0.367928
Sexo (F) 0.0869 2.007498

Tabela 9 — Ajuste do modelo binomial multiplicativo com 1 componente binomial aos
dados de ansiedade manifestada de Taylor.

A log-verossimilhanga para o modelo binomial multiplicativo com 2 componentes binomiais

é —20698.25 e para o modelo com 1 componente binomial é igual a —21109.47.

Avaliacao da qualidade de ajuste

Para avaliar as medidas de qualidade de ajuste dos modelos, foram calculadas as medidas
de alavanca, influéncia e influéncia local para os modelos binomial redimensionado e deslocado

(Figuras 23 e 26), binomial duplo (Figuras 24 e 27) e binomial multiplicativo (Figuras 25 e 28).

Comparando as Figuras 23, 24 e 25 observa-se que, como esperado, a maioria dos pontos
estdo concentrados na base do gréfico e alguns poucos se afastam da nuvem. Observando as

posicoes destes pontos que se afastam das ntvens nos diferentes graficos observa-se que estdo na
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mesma regiao. Isto indica, ndo foram devidamente identificados, que podem se tratar dos mesmos

pontos que, independente do modelo escolhido, causam perturbagdo no ajuste dos modelos.

E interessante também observar que a medida de alavanca se mantpem em uma faixa

entre 1.0 e 3.5 em todos os modelos avaliados.

Modelo binomial redimensionado e deslocado
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Figura 23 — Medidas de alavanca para os dados de ansiedade manifestada de Taylor —
modelo binomial redimensionado e deslocado.

As Figuras 26, 27 e 28 apresentam as medidas de influéncia e influéncia local para cada
um dos modelos. Comparando as medidas para cada componente dos modelos, observa-se que
a ordem de grandeza das medidas permanecem aproximadamente iguais. Isto indica que os
componentes ajustados apresentam aproximadamente a mesma medida de verossimilhanga para

cada elemento amostral.
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Modelo binomial duplo

34
]
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Medida de alavanca

1.4

1.0

Figura 24 — Medidas de alavanca para os dados de ansiedade manifestada de Taylor —
modelo binomial duplo.
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Modelo binomial multiplicativo
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Figura 25 — Medidas de alavanca para os dados de ansiedade manifestada de Taylor —
modelo binomial multiplicativo.
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Capitulo 5. Aplicagdo dos modelos
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26 — Medidas de influéncia para os dados de ansiedade manifestada de Taylor —
modelo binomial redimensionado e deslocado.
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Figura 28 — Medidas de influéncia para os dados de ansiedade manifestada de Taylor —
modelo binomial multiplicativo.
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6 Conclusao

O sucesso de um produto ou de um servigo é resultado de uma série de fatores, dentre os
quais a percepc¢ao da qualidade pelos clientes ou usuarios é um dos mais importantes. Um produto
ou servico que nao atenda as necessidades dos clientes em geral ndo permanece no mercado
por muito tempo. Desta forma, a avaliacdo destes produtos e servigos é uma necessidade para
se tracar estratégias de melhoria continuada, sobretudo quando se planeja um novo servico, se
desenvolve novos produtos ou, até mesmo, com o objetivo de direcionar campanhas de marketing.
A avaliacdo da percepcao da qualidade por parte dos clientes permite as empresas identificar

pontos de melhoria.

No entanto, o processo de avaliagdo destes produtos (servigos) pelo publico pode incorrer
em diferentes estratégias de atribuigdo de notas (ou ordenacao por preferéncia), inclusive com

avaliagdo ao acaso, sem que as caracteristicas sob avaliacao sejam de fato averiguadas.

Este trabalho apresenta uma extensao para o modelo CUB (Combined Uniform and
shifted Binomial) para a avaliagdo de produtos pela atribui¢ao de notas discretas. Além disto,
sao apresentados 2 modelos para a situacdo em que a suposicao de que a variancia da resposta é

determinada unicamente pela média ndo seja adequada.

Os modelos citados, bem como as medidas de qualidade de ajuste e métodos para o teste
de hipdteses sao apresentados. Os modelos, também, sao avaliados por meio de um estudo de

simulacdo onde algumas caracteristicas observadas sdo comentadas.

Diversos outros modelos podem ser construidos sob as mesmas premissas — dentre eles é
de interesse o desenvolvimento de modelos para escalas de notas nao limitadas (que ocorrem
em cendrios de avaliacdo seriadas, com a atribui¢do de 1 ponto por avaliacdo, com um ntmero
ilimitado de possivies avaliagoes). Modelos multivariados também podem ser definidos para os
cenarios nos quais o avaliador quantifica diversas caracteristicas dos produtos, resultando em um

vetor de notas.
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ANEXO A - Cddigos para estimacao dos

modelos

Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacdo

# #
# Biblioteca usada para inverter a matriz de #
# informacao de Fisher. #
# #
library (MASS)

# #
# Modelo binomial redimensionado e deslocado sem inflacao. #
# #
#  formula — formula do modelo (Y ~ X1 + X2) #
# data — conjunto de dados +#
# t — numero de componentes +#
# m — tamanho da escala #
# d — deslocamento da escala #
# s — intervalo de valores na escala #
# tolerance — tolerancia na estimacao (padrao le—6) +#
#  maxiter — maximo de iteracoes (padrao 500) #
# #
binom.model = function (formula, data, t =3, m=5,d =1, s = 2,

tolerance = le—6, maxiter = 500, hessian = FALSE) {

# Checagem da formula
if (class(formula) != "formula")

stop (" 'formula’ must be a valid formula object.")
if (attr (terms(formula), "response') != 1)

stop ("Model does not have a response.")

# Monta o data frame de acordo com a formula

df = model. frame (formula, data = data)

# Separa respostas e covariaveis
z = df[,1]
X = as.matrix (df[,—1])
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# Adiciona intercepto se houver

if (attr (terms(formula), "intercept"') = 1) X = cbind (1, X)

# Valores iniciais dos parametros
alpha = rep(1/(t + 1), t)
beta = matrix (0, nrow = t, ncol = ncol (X))

beta[,1] = seq(—2.5, 2.5, length.out = t)

# Variaveis para controle de convergencia
count = 0

loglik = —Inf
converged = TRUE

# Probabilidade da avaliacao ao acaso

p0 = rep(l/(m — d + 1), nrow(X))

# Probbilidades dos termos binomiais (matriz)

pr = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)

# Estimacao
repeat {
# Calcula os componentes binomiais
for (k in 1:t) {
eta = X %% beta [k,]
pr[,k] = dbinom(x = z/s — d, size =m — d,
prob = exp(eta)/(1 + exp(eta)))

# Calcula as probabilidades
pp = (1 — sum(alpha)) * pO
for (k in 1:t) pp = pp + alpha[k] * pr[, k]

# Atualiza os pesos
W = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = length (alpha))
for (k in 1:t) W[,k] = (alpha[k] = pr[.k])/pp

# Atualiza os parametros de mistura
alpha.old = alpha

alpha = colMeans (W)

alpha.dt = max(abs(alpha — alpha.old))
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# Atualiza os parametros de regressao
beta.old = beta
for (k in 1:t) {

eta = X %% beta [k,]

U = colSums (W[ ,k] * X x as.vector (((z/s — d) —
(m — d) % exp(eta)/(1 4+ exp(eta)))))
(t(sqrt (W[,k]) x X % as.vector((m — d) x
exp(eta)/((exp(eta) + 1)72))) %%
(sqrt (W[, k]) * X))
beta[k,] = betalk,] 4+ as.vector(ginv(K) %% U)

K

}

beta.dt = max(abs(beta — beta.old))

# Calcula verossimilhanca
loglik .old = loglik

loglik = sum(log (pp))
loglik .dt = abs(loglik — loglik.old)

# Contagem de iteracoes

count = count + 1

# Verifica falta de convergencia
converged = (count <= maxiter)

if (!converged) break

# Regras de parada
if (max(alpha.dt, beta.dt) < tolerance) break
if (loglik.dt < tolerance) break

# Calcula os escores
pp = (1 — sum(alpha)) * pO
for (k in 1:t) pp = pp + alpha[k] x pr[, k]

U.A = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
for (r in 1:t) U.A[,r] = (pr[,r] — p0)/pp

U.B = array (0, dim = c(t, nrow(X), ncol(X)))

for (r in 1:t) {
eta = X %% beta|r,]
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temp.1 = (X * ((alpha[r] * pr[,r])/pp))
temp.2 = (z/s —d — ((m— d) x
exp(eta))/(1 + exp(eta)))

U.B[r,,] = temp.l % as.vector (temp.2)

# Calcula a matriz hessiana
H = diag ((ncol(X) + 1) * t)
if (hessian) {
H[l:t,1:t] = ¢
for (r in 1:t)
pos.t =t + (r — 1)xncol(X) + 1
H[l:t,pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)] =
t (U.A) %% U.B[r, ,]
Hlpos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),1:t] =
t(H[1:t,pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)])

(U.A) %% U.A
{

for (s in 1:t) {
pos.s =t + (s — 1)xncol(X) + 1
H[pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),
pos.s:(pos.s + ncol(X) — 1)] =
t(U.B[r,,]) %% U.B[s, ,]

# Exporta os resultados
result = list (alpha = alpha, beta = beta, loglik = loglik ,
converged = converged, U.A = U.A, U.B = U.B)

if (hessian) {
result$H = H
result$positive.definite = all (eigen (H)$values > 0)

}

result
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Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacdo

# #
# Biblioteca usada para inverter a matriz de +#
# informacao de Fisher. #
# #
library (MASS)
# #
# Modelo binomial redimensionado e deslocado com inflacao . #
# #
# formula — formula do modelo (Y ~ X1 + X2) #
# data — conjunto de dados +#
# t — numero de componentes +#
# m — tamanho da escala +#
# d — deslocamento da escala +#
# s — intervalo de valores na escala #
# C — valor inflacionado (padrao m * s) #
# tolerance — tolerancia na estimacao (padrao le—6) #
#  maxiter — maximo de iteracoes (padrao 500) #
# #
inf.binom.model = function (formula, data, t = 3, m =5, d 1,

s =2, C=m x s, tolerance = le—6, maxiter = 500,

hessian = FALSE) {

# Checagem da formula

if (class(formula) != "formula")

stop (" ’formula’ must be a valid formula object.")
if (attr (terms(formula), "response') != 1)
stop ("Model does not have a response.")

# Monta o data frame de acordo com a formula

df = model. frame (formula , data = data)

# Separa respostas e covariaveis

z = df[,1]

X = as.matrix(df[, —1])

# Adiciona intercepto se houver

if (attr (terms(formula), "intercept") = 1) X = cbind (1, X)

# Valores iniciais dos parametros
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ANEXO A. Cédigos para estimagdo dos modelos

tau = rep(1/(t + 2), t + 1)
beta = matrix (0, nrow = t, ncol = ncol (X))
beta[,1] = seq(—2.5, 2.5, length.out = t)

# Variaveis para controle de convergencia
count = 0

loglik = —Inf
converged = TRUE

# Probabilidade de avaliacao ao acaso

p0 = rep(l/(m — d + 1), nrow(X))

# Probabilidades dos termos binomiais (matriz)

pr = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
# Estimacao
repeat {
# Calcula os componentes binomiais
for (k in 1:t) {
eta = X %% beta [k,]
pr[,k] = dbinom(x = z/s — d, size =m — d,
prob = exp(eta)/(1l + exp(eta)))

# Calcula as probabilidades
pp = (1 — sum(tau)) * (z = C) + tau[t + 1] * p0
for (k in 1:t) pp = pp + tau[k] * pr[, k]

# Atualiza os pesos

W = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = length(tau))
for (k in 1:t) W[,k] = (tau[k] = pr[,k])/pp
W[,t+1] = (tau[t + 1] % p0)/pp

# Atualiza os parametros de mistura

tau.old = tau
tau = colMeans (W)
tau.dt = max(abs(tau — tau.old))

# Atualiza os parametros de regressao
beta.old = beta
for (k in 1:t) {

eta = X %% beta [k,]
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U = colSums (W[ ,k] * X % as.vector (((z/s — d) —
(m— d) % exp(eta)/(1 + exp(eta)))))
K= (t(sqrt (W[,k]) * X % as.vector((m — d) x
exp(eta)/((exp(eta) + 1)72))) %%
(sart (W[, k]) * X))

~_

beta[k,] = betal[k,] + as.vector(ginv(K) %% U)
}

beta.dt = max(abs(beta — beta.old))

# Calcula a verossimilhanca
loglik.old = loglik

loglik = sum(log(pp))

loglik .dt = abs(loglik — loglik.old)

# Contagem de iteracoes

count = count + 1

# Verifica falta de convergencia
converged = (count <= maxiter)

if (!converged) break

# Regra de parada
if (max(tau.dt, beta.dt) < tolerance) break
if (loglik.dt < tolerance) break

# Calcula os escores
pp = (1 — sum(tau)) % (z = C) + tau[t + 1] x pO
for (k in 1:t) pp = pp + tau[k] * pr[,k]

U.T = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol =t + 1)
for (r in 1:t) U.T[,r] ri,r
U.T[, ¢t + 1] = (p0 = (2 = C))/pp

U.B = array (0, dim = c(t, nrow(X), ncol(X)))

for (r in 1:t) {
eta = X %% beta[r,]
temp.1 = (X x ((tau[r] = pr[,r])/pp))
temp.2 = (z/s —d — ((m— d) * exp(eta))/(1 + exp(eta)))
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ANEXO A. Cédigos para estimagdo dos modelos
U.B[r,,] = temp.l % as.vector (temp.2)
}

# Calcula a matriz hessiana

H = diag(t * (ncol(X) + 1) + 1)
if (hessian) {
H{1:(t+1),1:(t+1)]
for (r in 1:t) {

pos.rt

t(U.T) %% U.T

(r — 1)*ncol(X) + 1
H[1:(t+1),pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)]

(t +1) +
( =
t(U.T) %% U.B[r, ,]

H[pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),1:(t+1)]

t(H[1:(t+1),pos.r:(pos.t + ncol(X) — 1)])

for (s in 1:t) {

pos.s

(t + 1) + (s — 1)xncol(X) + 1
H[pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),

pos.s:(pos.s + ncol(X) — 1)]
t(U.B[r,,]) %% U.B[s,,]

# Exporta os resultados
result =

= list (tau =tau, beta = beta, loglik = loglik ,
converged = converged, U.T = U.T, U.B = U.B)

if (hessian) {
result$H = H

result$positive. definite

}

all (eigen (H)$values > 0)
result
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Modelo binomial duplo

# #
# Biblioteca usada para inverter a matriz de +#
# informacao de Fisher. #
# #
library (MASS)

# #
# Biblioteca usada para calcular a probabilidade no modelo +#
# binomial duplo. #
# #
library (rmutil)

# #
# Modelo binomial duplo. #
# #
#  formula — formula do modelo (Y ~ X1 + X2) #
+# data — conjunto de dados +#
# t — numero de componentes +#
# m — tamanho da escala +#
# tolerance — tolerancia na estimacao (padrao le—4) #
#  maxiter — maximo de iteracoes (padrao 500) #
# min.phi — menor valor do parametro de variancia #
# #
dbinom.model = function (formula, data, t = 3, m = 5,

tol.param = le—6, tol.like = le—4,
maxiter = 100, hessian = FALSE) {

# Checagem da formula
if (class(formula) != "formula")

stop (" 'formula’ must be a valid formula object.")
if (attr (terms(formula), "response'") != 1)

stop ("Model does not have a response.")

# Monta o data frame de acordo com a formula

df = model.frame (formula, data = data)

# Separa respostas e covariaveis
Z = df[,1]
X = as.matrix (df[,—1])
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# Adiciona intercepto se houver

if (attr (terms(formula), "intercept")

1) X = cbind (1, X)

# Valores iniciais dos parametros

alpha = rep(1/(t + 1), t)

theta = rep (1, t)

beta = matrix (0, nrow = t, ncol = ncol (X))

beta[,1] = seq(—1.5, 1.5, length.out = t)

# Variaveis para controle de convergencia
count = 0

loglik = —Inf
converged = TRUE

# Probabilidade de avaliacao ao acaso

p0 = rep(l1/(m + 1), nrow(X))

# Probabilidade dos termos binomiais (matriz)

pr = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)

# Estimacao
repeat {
loglik .old = loglik

# Loop interno
repeat {

# Calcula os componentes binomiais
for (r in 1:t) {
eta = X %% betar,]
pr[,r] = ddoublebinom(y = Z, size = m,
m = exp(eta)/(1 + exp(eta)),
s = theta[r])

# Calcula as probabilidades
pp = (1 — sum(alpha)) * pO
for (r in 1:t) pp = pp + alpha[r] % pr[,r]

# Atualiza os pesos
W = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = length(alpha))
for (r in 1:t) W[,r] = (alpha[r] * pr[,r])/pp
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# Atualiza a verossimilhanca (passo anterior)

loglik = sum(log(pp))

# Atualiza os parametros de regressao
beta.old = beta
for (r in 1:t) {

eta = X %% beta[r,]

U = colSums (W[,
as.vector ((Z — m % exp(eta)/(1 + exp(eta)))))
K= (t(sqrt(W[,r]) * X x
as.vector (m * exp(eta)/((exp(eta) + 1)72))) %%
(sqrt W[, r]) = X))
beta[r,] = beta[r,] + as.vector(ginv(K) %% U)

] = *

}

beta.dt = max(abs(beta — beta.old))

# Atualiza os parametros de mistura
alpha.old = alpha

alpha = colMeans (W)

alpha.dt = max(abs(alpha — alpha.old))

# Regra de parada interna
if (max(alpha.dt, beta.dt) < tol.param) break

# Calcula o coeficiente de variancia
theta.old = theta
for (k in 1:t) {
eta = X %% beta [k,
theta [k] = (sum(W][,k])/2) /
sum (W[, k] * (log (((2/m)"2) = ((1 — Z2/m)"(m — Z))) -
Z x eta + m x log(l + exp(eta))))

# Calculo para controle de convergencia
theta.dt = max(abs(theta — theta.old))
loglik .dt = abs(loglik — loglik.old)

# Contagem de iteracoes

count = count + 1
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# Verifica falta de convergencia
converged = (count <= maxiter)

if (!converged) break

# Regra de parada
if (loglik.dt < tol.like) break

# Calcula os escores
pp = (1 — sum(alpha)) x pO
for (k in 1:t) pp = pp + alpha[k] x* pr[, k]

U.A = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
for (r in 1:t) U.A[,r] = (pr[,r] — p0)/pp

U.T = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
for (r in 1:t) {
eta = X %% beta[r,]

U.T[,r] = ((alpha[r] = pr[,r])/pp) x
(1/(2 % theta[r]) — (log(((Z/m)"Z) =«
(1 = Z2/m)"(m - 7Z))) -
Z % eta +m % log(l 4+ exp(eta))))

U.B = array (0, dim = c(t, nrow(X), ncol(X)))

for (r in 1:t) {
eta = X %% beta|r ]
temp.1 = (X % ((alpha[r] = pr[,r])/pp))
temp.2 = (Z — m x exp(eta)/(1 + exp(eta)))

U.B[r,,] = temp.l % as.vector (temp.2)

# Calcula a matriz hessiana

H = diag ((ncol(X) + 2) * t)

if (hessian) {
H[1:t,1:t] = t(U.A) %% U.A
H{(t+1):(2xt),(t+1):(2xt)] = t(U.T) %% U.T

for (r in 1:t) {
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pos.r = 2%t + (r — 1)*ncol(X) + 1
for (s in 1:t) {
pos.s = 2%t + (s — 1)*ncol(X) + 1
Hlpos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),
pos.s:(pos.s + ncol(X) — 1)] =
t(U.B[r,,]) %% U.B[s, ,]

# Expora os resultados

result = list (alpha = alpha, theta = theta, beta = beta,
loglik = loglik , converged = converged,
U.A=U.A, U.B=U.B, U.T =U.T)

if (hessian) {
result$H = H
result$positive. definite = all (eigen (H)$values > 0)

}

result
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Modelo binomial multiplicativo

# #
# Biblioteca usada para inverter a matriz de #
# informacao de Fisher. #
# #
library (MASS)

# s
# Biblioteca usada para calcular a probabilidade no modelo +#
# binomial multiplicativo. +#
# o
library (rmutil)

i =
# Modelo binomial multiplicativo. +#
i #
# formula — formula do modelo (Y ~ X1 + X2) #
+# data — conjunto de dados #
+# t — numero de componentes #
+# m — tamanho da escala #
# tolerance — tolerancia na estimacao (padrao le—4) #
#  maxiter — maximo de iteracoes (padrao 500) #
# min.phi — menor valor do parametro de variancia #
# i
mbinom . model = function (formula, data, t = 3, m = 5,

tol .param = le—6, tol.like = le—4, maxiter = 100,
hessian = FALSE) {

# Checagem da formula
if (class(formula) != "formula")

stop (" ’formula’ must be a valid formula object.")
if (attr (terms(formula), "response') != 1)

stop ("Model does not have a response.")

# Monta o data frame de acordo com a formula

df = model. frame (formula, data = data)

# Separa resposta e covariaveis
Z = df[,1]
X = as.matrix (df[, —1])
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# Variaveis auxiliares

rmz = (0:m) % (m — 0:m)
zmz2 = zmz 2

z = (0:m)

722 = 72

# Adiciona intercepto se houver

if (attr (terms(formula), "intercept') = 1) X = cbind (1, X)

# Valores iniciais dos parametros

alpha = rep(1/(t + 1), t)

phi = rep(0, t)
beta = matrix(runif(t * ncol(X), min = —.01, max = .01),
nrow = t, ncol = ncol (X))

beta|,1] = seq(—1.5, 1.5, length.out = t)

# Variaveis para controle de convergencia
count = 0

loglik = —Inf
converged = TRUE

# Probabilidade de avaliacao ao acaso

p0 = rep(1/(m + 1), nrow (X))

# Probabilidade dos termos binomiais (matriz)

pr = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)

# Estimacao
repeat {
# Calcula os componentes binomiais
for (r in 1:t) {
eta = X %% betar ]
dpp = apply (X = eta, MARGIN = 1, FUN = function (x)
exp(log(choose(m, z)) + z * x — m x log(l + exp(x)) + zmz
dpp = apply (X = t(dpp), MARGIN = 1, FUN = sum)

pr[,r] = exp(log(choose(m, Z)) + Z * eta —

m * log(l + exp(eta)) + Z * (m — Z) = phi[r])/dpp

# Calcula as probabilidades
pp = (1 — sum(alpha)) = pO



130 ANEXO A. Cédigos para estimagdo dos modelos

for (r in 1:t) pp = pp + alpha[r] x pr[,r]

# Atualiza os pesos
W = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = length (alpha))
for (r in 1:t) W[,r] = (alpha[r] % pr[,r])/pp

# Calcula a verossimilhanca
loglik.old = loglik

loglik = sum(log(pp))

loglik .dt = abs(loglik — loglik.old)

# Atualiza conjuntamente os parametros de regressao
# e variancia
beta.old = beta
phi.old = phi
for (r in 1:t) {
eta = X %«% beta[r,]

dpp = apply (X = eta, MARGIN = 1, FUN = function (x)
exp(log(choose(m, z)) +

N

* X —

m x log(l + exp(x)) + zmz % phi[r]))

dpp = t(dpp)/apply (X = t(dpp), MARGIN = 1, FUN = sum)

EZ = apply (dpp, MARGIN = 1,
function (prob) sum(z * prob))
EZ2 = apply(dpp, MARGIN = 1,

function (prob) sum(z2 x prob))
EZmZ = apply(dpp, MARGIN = 1,

function (prob) sum(zmz % prob))
EZmZ2 = apply (dpp, MARGIN = 1,

function (prob) sum(zmz2 * prob))

VZ = (EZ2 — EZ72)
VZmZ = (EZmZ2 — EZmZ 2)

U.phi = sum(W[,r] * as.vector(Z * (m — Z) — EZmZ))
K.phi = sum(W[,r] * as.vector(VZmZ))

U.beta = colSums (W[, r] * X % as.vector(Z — EZ))
K.beta = (t(sqrt (W[,r]) = X % as.vector(VZ)) %%
(sqrt (W[, r]) = X))
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beta[r,] = betal[r,] + as.vector(ginv(K.phi) %% U. phi)
phi[r] = phi[r] + U.phi/K. phi

¥

beta.dt = max(abs(beta — beta.old))

phi.dt = max(abs(phi — phi.old))

# Atualiza os parametros de mistura
alpha.old = alpha

alpha = colMeans (W)

alpha.dt = max(abs(alpha — alpha.old))

# Contagem de iteracoes

count = count + 1

# Verifica falta de convergencia
converged = (count <= maxiter)

if (!converged) break

# Regras de parada
if (max(alpha.dt, beta.dt, phi.dt) < tol.param) break
if (loglik.dt < tol.like) break

# Calcula os escores
pp = (1 — sum(alpha)) = pO
for (k in 1:t) pp = pp + alphalk] * pr[, k]

U.A = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
for (r in 1:t) U.A[,r] = (pr[,r] — p0)/pp

U.B = array (0, dim = c(t, nrow(X), ncol(X)))
U.T = matrix (0, nrow = nrow(X), ncol = t)
for (r in 1:t) {
eta = X %% beta[r,]
dpp = apply (X = eta, MARGIN = 1, FUN = function (x)
exp(log(choose(m, z)) + z * x —m x log(l 4+ exp(x)) +
zmz * phi[r]))

dpp = t(dpp)/apply (X = t(dpp), MARGIN = 1, FUN = sum)

EZ = apply (dpp, MARGIN = 1,
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ANEXO A. Cédigos para estimagdo dos modelos

}

function (prob) sum((0:m) * prob))
EZmZ = apply(dpp, MARGIN = 1,
function (prob) sum(((0:m) * (m — 0:m)) x prob))

U.T[,r] = ((alpha[r] * pr[,r])/pp) * (Z x (m — Z) — EZmZ)

temp.1 = (X % ((alpha[r] % pr[,r])/pp))
temp.2 = 7Z — EZ

U.B[r,,] = temp.1l % as.vector (temp.2)

# Calcula a matriz hessiana
H = diag ((ncol(X) + 2) * t)
if (hessian) {

H{l:t,1:t] = t(U.A) %% U.A
H{l:t,(t+1):(2x%t)] = t(U.A) %% U.T
H{(t+1):(2xt),1:t] = t(H[1:t,(t+1):(2%t)])
H{(t+1):(2xt),(t+1):(2xt)] = t(U.T) %% U.T

for (r in 1:t) {
pos.r = 2%t + (r — 1)xncol(X) + 1

H[1l:t,pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)] =
t(U.A) %% U.B[r, ,]

H[pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),1:t] =
t(H[1:t,pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)])

H[(t+1):(2%t),pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)] =
t(U.T) %% U.B[r, ,]

Hlpos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),(t+1):(2xt)] =
t(H[(t+1):(2%t),pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1)])

for (s in 1:t) {
pos.s = 2%t + (s — 1)*ncol(X) + 1
H[pos.r:(pos.r + ncol(X) — 1),
pos.s:(pos.s + ncol(X) — 1)] =
t(U.B[r,,]) %% U.B[s, ,]
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result = list (alpha = alpha, phi = phi, beta = beta, loglik = loglik ,
converged = converged, U.A =U.A, U.B=U.B, U.T =U.T)

if (hessian) {
result$H = H
result$positive.definite = all(eigen (H)$values > 0)

}

result
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