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l - IN'IRODUÇÃO

Em trabalhos experin1entais não raro acontece que uma ou mais 

parcelas do experimento são prejudicadas, ou por causas acidentais, alheias ao

contrÔle do experimentador, ou mesmo, em casos mais raros, por causas decorren-

,, . tes do proprio experimentador. Tais parcelas são consideradas 11perdidastt, e 

vêm dificultar o bom andamento das análises estatísticas. 
, 

Observa-se pois� que o conceito estatístico de 11parcela pe!, 

dida11 nem sempre corresponde a uma perda real; basta que, por causas não ligadas 
,

ao experimento, um ou mais dados discrepem mu..tto do razoavel para que os ponha-

mos em dÚvida e cheguemos mesmo a considerá-los como 11parcelas perdidas11 •

Uma solução, embora um tanto drástica, que possibilitaria a 

análise estatística dêsses experimentos seria abandonar os blocos (se fÔr oca-
,, " 

so) onde figuram as parcelas perdidas, o que seria razoavel se o numero de par ... 

celas componentes dos blocos restantes f'Ôsse suficie.nte para levar a bom têrmo 

"1· a ana 1Seo

Devemos entretanto salientar que todo experimento bem plan� 
. , , ' 

Jado e pe.ssivel de ser analisado estatisticamente, mesmo ocorrendo a perda de .!J 

ma ou de algumas parcelas, desde que não se anule o nÚmero de graus de liberdà-

de do resíduo. "O mais acertado e, pois, analisar os dados restantes levando-

se em conta a perda ocorrida. Isto em nada afetaria as conclusões obtidas a-
,, , traves da analise. Embora seja essa a solução mais acertada, ;sse processo é

pouco utilizado, devido �· sua complexidade. 
#V , '\. N A soluçao mais comum e proceder a determinaçao das parcelas 

perdidas, através de c;lculos estimativos. .. 

Uma vez calculadas, procedemos a ã 

nalise como num caso normal em que todos os dados são conhecidos0 Devemos no 

entahto f'rizar que nada poderia substituir o verdadeiro valor da parcela perdi-
"da, que nos e desconhecido. 
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Existem atualmente v�ios m�todos para calcular as parcelas 

perdidas
i alguns mais outros menos empregados, mas de um modo geral todos êles 

.. ,. 

oferecendo-nos boas estimativas dos dados ausentes. Um desses metodos, e que 

será objeto principal do nosso trabalho, é uma aplicação do processo iterativo, 

ou das aproximações sucessivas, e foi introduzido por YATES (20). 

Pretendemos discutir um novo aspecto da aplicação do m�todo 

iterativo no cálculo de parcelas perdidas em experimentos, aspecto êste baseado 

na teoria matemática das Sucessões. Acreditamos que com isto, trar�mos a bai-

1a alguns pontos que não se encontravGlll bem definidos ou que pelo menos não ha-
' ' 

d 't· viam sido constatados teoricamente, e sim, apenas atraves de resulta os pra 1"'!

cos. Sob êsse ponto de vista, abrangemos os casos de duas parcelas perdidas 

nos delineamentos em blocos casualizados, e em quadrado latino, estendendo êste 

para os casos de ensaios em periodos sucessivos ( 11Change-Over0 ou nswitch

Over 11). 

Dedicamos um capitulo dêste trabalho �s deduções das fórmu

las que avaliam as parcelas perdidas nos três tipos de delineamentos citados, 
...

para uma e para duas parcelas perdidas, assim como a variancia de contrastes en--
; 

tre medias com parcelas perdidas, procurando detalhar ao máximo, cada caso con-

siderado. 
,,. 

Complementando nosso estudo, apresenta.mos num capitulo a 

parte, para aquêles que se interessam pelo seu fundai-nento matemático, o m�todo 

geral de estimação de parcelas perdidas, baseado no m�todo dos quadrados mini-

mos e desenvolvido
1 conforme CHAIIBABARTI (5), sob forma matricial. Entretan .. 

to, observamos que a omissão dêsse capitulo, por parte do leitor1 não interfe

re na boa compreensão da parte restante do trabalho. 
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2 - REVISÃO DA LITERATURA 

O estudo da análise de experimentos onde ocorrem parcelas 
, 

,

perdidas, as estimativas das mesmas sob um aspecto matematico rigoroso, - tem sj_ 
, 

, , 

do bastante explorado nestas ultimas decadas. 

Em geral, a preocupação inicial nas análises este.tisticas 
. , de experimentos onde ocorrem parcelas perdidas e a sua estilllativa sob um pôn-

, 
. to de vista relativa:mente rigoroso, a fim de que seja levada avante a analise� 

Os primeiros autores a se preocuparem com a determinação de 

valores para. as parcelas perdidas em experimentos foram ALLAN e WISH.ART ( 1) • 

Êstes conceituaram como parcelas perdidas, aquelas cujos dados registrados são 

imperfeitos, devido a causas al�m do contrÔle do pr�prio experimentador. Dei:! 

ta forma, uma parcela pode ser completamente perdida, ou pode apresentar-se tão

pobre devido a doença ou por outras razões, que o dado registrado não seja com-

paravel com os das outras parcelas. 

ANDERSON (2) considera como parcela perdida aquela cujo da-
� � N 4 

do ou e perdido, ou e rejeitado por causa de condiçoes alheias a.o controle do 

experimentador .. Entretanto, recomenda que uma parcela seja rejeitada na an�li, 
"

se dos !'esultados, somente em casos extremos, quando comprovado que o tratamen-

to em questão não é respons1illel pelas aparentes anomalias de resultados. 
,. 

Mui tos outros autores emitiram conceitos sobre parcelas pe,t 

diij:all!
_, 

havendo uma grande concordruicia de opinião entre êles .. 

ALLAN e vlISH.ART. (1), nos seus estudos para realização de a-
, , ' N nalise estatistica de ensaios com parcelas perdidas, chegaram a conclusao de qne 

isto poderia ser feito por meio da determinação de vàlores estimados para elas, 

t , , , a raves de um processo aparentemente enquadrado no metodo dos quadrados minilnos, 

mas, que, examinado em seus detalhes, foge dos principies do referido método. 
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À ; 

Estes dois pesquisadores conseguiram por meio do calculo 
, , 

diferencial, aplicando certos artifícios, fo.rniulas que estimam o valor de uma 

parcela perdida em ensaios em blocos casualizados e em quadrado latino, e que, 

para surprêsa de quem examina minuciosamente o trabalho, são perfeitamente as 
N , , N 

mesmas a que se chega por aplicaçao do  metodo dos quadrados mínimos. O qua .nao 

sa depreende do trabalho dêstes autores � como conseguiram, sem muito l'igor, 

as mesmas fÓrmulas obtidas através de um c�lculo matemático rigoroso. 

ondez 

A fórmula a que chegaram no caso de blocos casualizados foit 

k = 
(r + n - 1) s .. n st - r sb 

(r - l)(n - 1) ' 

k é um valor esti.�ado para a parcela perdida, 
, ; 

r e o numero de blocos, 

n é o número de tratamentos, 

S é a soma dos (n r - 1) valores conhecidos, 
, 

St e a soma dos totais de tratamentos, excluindo o da parcela perdida,

Sb e a soma dos totais de blocos, excluindo o da parcela perdida.

Para o quadrado latino obtiveram 

1 
k=--

r - 1 (r - l)(r - 2) 

onde s

1 
representa a soma dos dados das 3 (r - 1) parcelas relacionadas com 

a perdida, na linha, coluna e tratamento, e;. 

estão relacionadas. 

; 

s2 e a soma das parcelas que não

Y.ATES (20), solucionou o problema, baseado no método dos qU,ã

drados mínimos, pela substituição de inc�gnitas para os dados perdidos e procu-

rando tornar mínima a soma de quadrados do residuo. .. ; 

Para chegar a sua formula, 

que estima uma parcela perdida, supôs uma classificação mÚltípla da m-�sima �� 

dem, de tal modo que cada parcela� um membro de m classes. 
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; 

Sejam p, q ,  r, ••• , o numero de classes em cada grupo 

e n o nÚmero de  parcelas; sejam ainda P, Q, R, ••• , as somas dos valo

res conhecidos dentro de cada classe. 

Simbolizando por � o dado da parcela perdida e seguindo o 

m�todo ordinário de an�lise da vari;ncia, pelo m�todo dos quadrados minimos, i§ 
, , 

♦ 
, 

to e ,  tornando mínima a soma de quadrados residual, obtem-sei 

X [ (n + m - 1) - (p + q + • ". ) ] = (p P + q Q + •• •) - (m - 1) T 

No caso de um experimento em blocos casualizados, com .E

tratamentos e S blocos, n = p q e m = 2 , as somas dos dados de tÔdas as 

parcelas que recebem o mesmo tratamento ou  que estão no mesmo bloco que a pare� 

la perdida são P e Q, respectivamente. Sendo T o total dos dados conheci� 

dos, o valor de � serai 
pP+qQ-T 

x = 
1P-=-1Hq ir 

•

No caso de um quadrado latino .? com E. tratamentos, p = q = 

= r, n = p2 e m = 3, se Pr, Pc , Pt representam respectivamente, os to

tais dos dados conhecidos da linha, coluna e tratamento da parçela perdida; a 

X =  

p (P + P + Pt) - 2 T
r e -·------

(p l)(p - 2) • 

Conclui-se pois que o m�todo apresentado por YATES (20) se 

adapta perfeitamente tanto para blocos casualizados como para quadrado latino. 
" 

Observa-se que embora haja uma aparente diferença, devido a 

notação empregada, as fórmulas de ALLAN e WISHART e as de YATES são exatamente 

as mesmas. 

Se num experimen�o ocorrem v�ias parcelas perdidas, a soma de 
� ,., ... quadrados residual e uma funçao dos dados x 

7 
y , z , .... de todas as parcelas 
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desconhecidas. Pelo m�todo dos quadrados mínimos, tornando minima essa função 

obtém-se um sistema de equações simultâneas em x, y, z, •·• 

Se Px é o total de todos"os dados conhecidos numa classe

que contém x P o total similar pà.ra a classe que contém ! e i, e supoij
- , yz 

do que estas classes contêm somente aquelas parcelas desconhecidas, a função 

proposta por YATES (20) seri: 

X 

X 

2 2 2 p 
[ (Px + x)2 + (P

yz + y + z)2 + • • •] -X + y + Z + ••• - -n 

··;· [ ( � + x)2 + ( � + y) 2 + ( Qz + z)2 + • • •] - .... • + 

+ m - 1 
n [T+x+y+z+ • .,.] 2

.., N 

As 3 primeiras equaçoes no caso dado sao: 

(n+m-1-p-q- ••• ) + y(m-1) + z(m-1) + 
.... 

= p Px + q � + " .. - (m-1} T , 

(m-1} + y (n+m-1-p-q- uo) + z (m-1-p) + 
. . .. = p p + q �+ . ... .. {m-1) yz 

·.r
, 

X {m-1) + y (m-1-p) + z (n+m-1-p-q� ••• ) + • • • = p p + q Q + " .. - (m--1) T •yz z 

Estas equações são mais f�cihnente resolvidas pelo método 

iterativo, mas na prática não h� necessidade de determiná-las, desde que repe

tidas aplicações da fórmula que estima uma única parcela perdida, substituindo 

por valores aproximados tÔdas as outras parcelas desconhecidas, é perfeitamen-

te idêntico ao processo iterativo ordinário. A solução converge muito r�pid§: 

mente e em circunstâncias ordinárias, a segunda aproxil'llação j� é bastante pre

cisa. 

ANDERSON ( 2) nos apresenta uma interessante e completa re

visão bibliogr�fica sÔbre parcelas perdidas, considerando v�ios tipos de deli, 

neam.entos e as respectivas fórmulas até então deduzidas para a estimativa daqu� 

las. Além dos casos de parcelas perdidas em blocos casualizados e quadrado lã 
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tino, seu trabalho apresenta e comenta ainda, várias outras fÓrmulas para a e§ 

tiro.ativa de parcelas pe,rdidas em láticas, fatoriais 2n e 3n , parcelas. subdi

vididas e inclusive uma fórmula para a estimativa de sub-parcelas perdidas. 

DAVIES (7) distingue no caso de pa:-celas perdidas, doi.s m,2 

dos diferentes pelos quais a análise pode ser realizadai o , . o 1. e estimar os Vã

lores desconhecidos, através dos conhecidos; o , e o 2. e adaptar constantes para 
, 

as linhas, colunas e medias. Os dois métodos são equivalentes, pois conduzem 

ao mesmo resultado. Mas, em certas circunstâncias, um pode ser mais adequado 

para uso do que o outro. No caso de haver menos parcelas perdidas do que li-

nhas e colunas (ou ainda, blocos e tratamentos), é melhor estimar os valores; 

mas, se o nÚmero de parcelas perdidas fÔr superior ao de colunas e linhas (trâ 

ta.mentes e blocos), é melhor usar o método de adaptação de constantes. 

PEARGE (15) menciona quatro métodos para estimar parcelas 

perdidas ,  ou sejaz 

a) 
p , A 

Metodo da Pseudo-Variavel - Neste, cada parcela perdi 

da é associada a uma pseudo-variável. 

b) Método das Equações Paramétricas• -
,. - , 

Este nao e recomen 
lf N N , A,. 

davel, pois a soluçao das equaçoes e, algumas vezes, muito grosseira. 

e) Tornando Minima a Soma de Quadrados Residual - Nêste
, , ' I ,. caso, o resíduo e calculado algebricamente e tornado nunimo por meio do calcu-

lo diferencial. 

d) Por Fórmulas.

Bàsicamente êles são todos variantes de um mesmo método, 
, , 

que e o dos quadrados mínimos. 

PANSE e SUKHA'.l.ME ( 14) nos sugerem um método prático para á

estimativa de duas parcelas, tanto em blocos casualizados como em quadrado la

tino, baseado nas fórmulas de YATES (20) para o cálculo de uma parcela perdida .. 
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Assim, para bloc.os casualizados __ , _com :& trataraentos e r. repetições t.emosg 

X= ·

.r �l + in T1 - ( G + y)

(r - T)(n - l) , 

r B
2 

+ .n T2 - {G + x)
Y = -

(r - l)(n - l) - '

onde .� e ! representam .as parcelas perdidas; B1 , B2 , T1 e T2 os totais

das parcelas restantes nos blocos e tratamentos em que i'igu.ram � e! respec .. 

tivamente; 
4 ,, 

G e o total das parcelas disponíveis. Resolvendo o sistemà for_ 

mado pelas duas equações, encontramos diretament.e os limites para � e .l , a� 
# .,._ 4!W 

do tlesnecessario portanto o emprego d.e i teraçoes .• 
� � 

Para o quad'rado latino, o processo e perfe:1:�8.\llente anaiog:0 
- .,

e o sistema de equaçoes ei 

X .::: 

r { C l + T l + ½_) . .,; 2 J G + :'1{')
lr - 1)(r - 2) - ''

Y =
r (C

4 
+ :

2 
+ L

2
) - 2 ( G + -�)

· 
(r .. l}(r - 2) ., 

onde o1 _, ½_ , .T1 ,, {i -= l _., 2}, se ref.'erem �s colunas, linhas e tratame11tos

e om as parcelas perdidas .• 
' A -� i 

Ora., facilmente se conclui que este processo e a-pllcavel a 
!I' 

qualquer ·num.aro de parcelas perdidas, obtendo-se naturalmente mn sistema cuj:o 
� - , 

numero de eq.uaçoes co1.ncide com o numero de parcelas a estimar., 
"I' 

Podemos tambem utilizar., para -estimar parcelas perdidas, a. 

analise da cova:riância, conforme foi utilizada por DHAKRABARTI ( 5),. 

x = O e y = dado real ., para as parcelas existentes, e, x = .. 1 a y = O ., 

para as parc�üas perdidas .. A melhor estimativa da parcela perdida � simples-
� -

mente o residu:o d o c:oe"ficie.nte 12 de regressa-o .• Assim, para blocos casuali--

zados com !l trataJnéntos a r. .repetições, c::om uma parcela perdida (x .. } te
J,J 

mos: 



Blocos 

Tratamentos 

Residuo 

-1,_ - 1 
r n r 

(r-1Hn-1L 
n r 

í::xy 

B. G
_-1,._+-

n nr 

T. G
- -2,..... +

r n r

B· 
--1... + 
n 

T. G 
-L - ----

r n r 
-·------------·-----------·

Total 1 - __J__ 
nr 

-L. 
n r 
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b 

r B. + n T. - G 
J J. - ... 

(r - l)(n ... l) 

Num quadrado latino r x r com uma parcela perdida .na li

nha i, 1 coluna J. e tratamento k 1 a análise da covariância com as conside-
- ; 

raçoes feitas acima nos dag 

1: 
x2

Zxy b 

----------------------------------

linhas 

Colunas 

Tratamentos 

Resido.o 

.J._ - .J.__ 

r r
2

.�r-1) (r-21 
r2

L. G
--L+-· 

r 2r 

G 

r r2

[ r ( Li +C j +Tk) ... 2 G]

r2

r (��
+Cj+Tt) - 2G

(r - l){r - 2) 

-----------------------------·--------

Total l 
1 

-� r r2

Num experimento em que ocorrem parcelas perdidas, para a compar_ã 

ção de médias de tratamentos1 deve-se levar em conta se nos tratamentos em apr§ 

ço, ocorr� a perda de parcelas. 
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YATES (20} apresenta fórmulas para a variruicia de contrastes de 

médias de tratamentos no caso de ensaios com parcelas perdidas. O contraste 
,, entre a media de um tratamento com uma parcela perdida e a de um outro onde se 

conhecem tÔdas as parcelas tem, nuni experimento em blocos casualizados, ava

riância 

{r - l; (n - l} ] 82 '

e num quadrado latino 

onde ,n 
, , 
e o numero de tratamentos, 

' 

; , - " 
e o numero de repetiçoes e § e o de� 

vio padrão. 
~ Quando ambos os tratamentos numa comparaçao envolvem um.a ou mais 

, A � � 

parcelas perdidas, as formulas para variancia de contrastes entre as medias de!! 

ses tratamentos são mais complexas. YATES (20) apresénta uma regra aproximada 

para aplicar nêsses casos, ou sejai suponhamos que queremos comparar as médias 

dos trat amentos g e Q de um experimento em blocos casualizados. Cada repeti 

ção de Ê: 
,, e contaclai 

1) Como 1 ( um) quando ge}2 ocorrem no mesmo bloco ..

2) Como 1/2 (meio) quando -ª ocorre sem 12 •

3) C::>mo zero quando N bloco. i! nao ocorre no 

O mesmo raciocínio se aplica para Q.

A soma nos d� o 11nÚmero de .repetições efetivas" para o c�lculo 

da variância da m�dia. 

Para quadrado latino tem-se para � i

1) A .repetição é contada como 1 (um), quando os dois tratamen

tos estão presentes na correspondente l.inha e coluna. 
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2) Como 2/3 se h
,

e perdido ou na linha ou na coluna, 

mas não em ambas. 

3) Como 1/3 se h é' perdido na

4) Como zero se ª é perdido.

O · 1 • 1· mesmo raciocim.o ap ica.mos para 

linha e na coluna. 

11 •

No caso de blocos casualizados, TAYLOR (19) introduziu uma 
. 

, A , 

nova regra aproximada para o calculo da variancia da media de um tratamento com 

S�jam � e parcela perdida, também baseada no nÚmero efetivo de repetições. 

os tratamentos a serem comparados; qualquer repetição de � 
; 

e contada: 

l) Como 1 (um)quando .!! e 11 estão presentes no mesmo bl,.2.

co. 

2) Como n - 2
(

, ,

de t:ra ta.mantos), quando 
l n e o numero n -

, 
ã esta presente e 11 nao. 

3) Como quando ,., no bloco. zero .si:: nao aparece 

A mesma regra se aplica para li • 
.. , , 

Somando-se os pesos at:ribuidos, obtem-se o numero de repe-

tições efetivas para cada caso. 

O nÚmero de repetições efetivas obtido tanto através das 
' ,. regras de Yates com da de Taylor, aproxima-se muito, chegando mesmo, as vezes,

; li 

a coincidir com o obtido atraves de formulas exatas, como no caso de duas par-

celas pel"didas num mesmo bloco. 

Embora um tanto exigua. a bibliografia sÔbre o estudo das 

parcelas perdidas, procuramos fazer um apanhado sÔbre tudo aquilo que julgamos 
A A 

de maior importancia sobre o assunto tratado. 
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3 - MÉTODO GERAL DE ESTIMAÇÃO DE PARCELAS PERDIDAS 

Em Estatistica Experimental, as an�lisesde variância são T,! 

gidas por modêlos matem;tioos algumas vêzes de f�oil determinação e outras vê-

zes bastante complexos. 

lizados, cada parcela yij

Assim, por exemplo, num experimento em blocos casua• 
, A 

e regida pelo modelo 

,r. . = m + t + b + e ., ' 1· 
• • •

1J J 1J , 

, , ; ; 

onde m e a media geral dos dados, ti e o efeito do tratamento i, bj e o

efeito do bloco J e e ..1J
, A 

e um erro,. 

Num conjunto de _g • , w , • var1ave1s aleator1as independentes, 

Y1 , Yz , • •• , Yn , com variância comun ó
2 , podemos tomar a esperança do v�

tor Y = (y1, y2, ••• , yn) para estimar um valor m�dio não tendencioso

{ºunbiasedll) para Y, ou sejag 

Y1 ªn tj_2 
eoe 

ª1m 91 

Yz ª21 ª22 ••• ª2m 
Q

2 E {Y) = E = = A Q ' 
•• . . . • o • ••• • •• • • 

Yn ªnl ªn2 ••• a 
m 

onde os são elementos conhecidos (coeficientes dos parâmetros do modêlo 

matem�tico) e os 

rem determinados. 

râmetros g '• 

Q. (j = 1 , 2 , .... , m)
J 

N A A 

sao os parametros do modelo, a se-

Desta forma, cada variivel y. é uma função linear dos p�1 

Seguindo a exposição de CHAiffiAB.ARTI ( 5), para a an�lise da 
. • A. f-var1anc1a, tomemos y1 , y 2 , º.. , y n , como sendo os dados das parcelas exi!'!

tentes num delineamento qualquer, e x1 , x2 , •H , xk , como parcelasperdidas,.

As esperanças dêstes dados são funções lineares de alguns parâmetros 
, Ql, G2 •, ••• , Qm , conforme ja foi dito acima�

.. , .. 

Se procedermos a analise de variancia apenas com os dados 
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existentes, teremosg 

E (Y) = A Q º 

, 

A soma de quadrados residual serai 

e 1 e =  (Y - A Q) 1 (Y. A Q) 

= yt y _ yt A g _ Q' At y + gr A' A g 

= Y1 Y - 2 9' A1 Y + 91 A1 A 9 .. 

" d d 1 • • ,. Aplicando o metodo os quadra os m1n1mos, isto e, procuran-

do tornar minima a soma de quadrados residual, teremos, diferenciando em rela-
,., .. 

çao a Q, 

d (e' e) = - 2 d 91 A1 Y + d Q1 A1 A Q + gt A1 A d Q 

2 d Q1 A1 Y + 2 d Ql A1 A Q

= 2 d 91 {- Af Y + A' A g).

Mas, uma condição necessária para que tenhamos um minimo � que a diferencial 

d (e• e) seja nula, e, uma condição suficiente para que isto ocorra� que 

(- A' Y + A 1 A G) seja idênticamente nuloº Logo, vir�&

... A1 Y + A1 AG=I 
' 

onde i representa uma matriz nula, neste caso, de dimensões m X 1 • , Dai 

ramos o sistema de equações normais 

A 1 y = A' A Q .. (I) 

ti 

Com o resultado (I) a soma de quadrados residual estimada 

se reduz a 

SQR = yi Y - G' A' Y • ( II)

, ,. Se alem das parcelas existentes
l' 

computarmos na analise da 

variância as parcelas perdidas, substituindo-as pór 

E (Y) = A Q 
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xl bll bl2 .. " blm Ql 

.... x
2 

b.21 b22
b2m g2 E (X)= E = = B g • 

• • • • • ••• ••• • ••

� bkl bk2
••• bkm

A. soma de quadrados residual sera:

e• e = (Y - A Q) 1 (Y - A Q) + (X - B 9) 1 (I - B Q)' 

que desenvolvida nos dá 

• • 

e' e = Y' Y + X 1 I - 2 Q 1 A' Y - 2 Q 1 B 1 X+ gt A' A g + gt B' B Q ,.(III)

Diferenciando em relação� Q tem-se: 

d (e 1 e)= 2 d g t {- A1 Y - B 1 X+ A' A Q + B1 B Q) • 

Anulando-a para tornar minima a soma de quadrados residual, virág 

- A' y - B t X+ A' A Q + B' B Q = I '

(IV) 

onde J 
, 
e a mesma matriz nula citada anteriormente.

, 
Dai tiramos o novo sist�

ma de equações normais 

ou ainda, 

Por diferenciação obtemosg 

A 1 Y + B' X= (A' A+ Bf B) g,

y, A+ XI B = �I (A' A+ B' B) • 

B = __g_i!,_ (A' A+ Bt B) • 
d X' 

(V) 

(VI) 

Reportando-nos a ( III) t teremos:: 

SQR = Y' Y + X I X - g' [ 2 ( At Y + B I X) - {AI A + B t B) Q J 
1

e, por (V) resultai 

Procurando o seu minimo, 

SQ:t = Y I Y + X' X - g t ( AI Y + B I X) ., (VII) 
. , 

virai 

2 X - g §t 

(At Y + B' X) - B Q = � •
d X' ;li! , 
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ou ainda, por {IV), 

2 X - : !: [ {A1 A + B' B) Q] - B Ô = j ,

onde I é uma matriz nula de dimensões k x l • Mas, como, de (VI) se 
, 

obtem 

. ; virai 

e finalmente, 

d gt 
d X' {A' A+ B' B) = B ,

2 X - 2 B Q = J ,

(VIII) 

Se substituirmos o resultado (VIII) em (V) e (VII), 

obtém-se para o sistema de equações normais e soma de quadrados de resíduo, re§ 

pectivamente, 

A1 Y = A' A Q 

e 

SQ:t = y1 y - �• A' y , 

que são os mesmos resultados obtidos em (I) e (II) respectivamente. 

Assim, de um modo ge.t'al podemos concluir g "Se num delinea

mento qualquer foram perdidas t parcelas, procedemos como se elas estivessem 
, presentes, atribuindo-lhes os valores x1, x2, ••• , xk, que tornam nu.nillla a

soma de quadrados residual. ; 

O resultado obtido para a SQ:t e o mesmo que obte-

riamos se não houvesse parcelas perdidasn. 
, '1· ; Na pratica, quando a ana ise do delineamento original e co-

- ,  , 
. 

.nhecida, muitos dos calculos podem ser simplificados, pois as formulas de esti-

mação dos Qj j; estão determinadas .. Assim., num delineamento e m  blocos casu�

lizados com D tratamentos e t. blocos, onde a esperança matem:tica da parce-
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é sabido que as soluções para m, t. e b. são respectivamente a m�dia geral,1 J 
a diferença entre a m�dia do tratamento i e a média geral, e, a diferença en 

tre a média do bloco 1 e a média geral. Se, entretanto, esta observação � 

perdida, representando-a por �, por T. o total das parcelas restantes no 
J. 

tratamento i, por B. o total das parcelas restantes no bloco á e por G 
J 

; ; A 

o total das parcelas disponíveis, teremos, baseados na formula x = B Q,

T. + X 

X ::;: --- + (--=*--
n .r r 

G+x 

donde tiramos g

X =

Bj + X 

---) + (----
G+x 
n r n 

r Bj + n Ti - G

(r ... l)(n - 1)' • 

G+x 
---) 
· n r 

P . ' · '1 t' ' d l or um rac1oc1n10 ana ogo, se ivessemos uas parce as pe� 

didas � e l, respectivamente nos tratamentos i e i 1 e nos blocos J e 

j' , vir{ag 
B· + X T. + X G + X +  y J 

= + 
n r n r 

Bj, + y T., + y G + X + 

y = + 
r nr 

d d t. 
/on e 1rar1amosg 

X ::::

y = 

(r - l)(n - l)(r Bj + n Ti � G) - (r Bj, + n T. t - G)

(r - 1)2(n - 1) 2 - 1 

(r - l)(n - l)(r Bj, + n T., - G) - {r Bj + n Ti - G)

(r - 1)2(n - 1) 2 - 1 

' 

' 

, 

• 

Num experimento em quadrado latino r x r, se a parcela da 

linha 1, coluna i e tratamento k 
; . e perdida e se Li , C j e Tk represen ..

tam respectivamente os totais das parcelas restantes na linha, coluna, e tratã 

mento de � e G é o total das parcelas disponíveis, nós temos, também baseã 



.. 
. dos em X= B @, a segmnte estimativa para �: 

donde, 

1. + X C. + X 

X 
= --1::., __ + __a_ ___ + 

r r 

X =

r (Li + cj + Tk) - 2 G

(r l)(:r - 2) 

.. 17 .. 

2 ( G + x) 
___ , ____ , 

r
2 

• 

Seguindo êste raciocinio podemos sem muita delonga, basea

dos no resultado X = B Q i estimar qualquer número de parcelas perdidas. 
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T!-ataremos das deduções das fórmulas mais comuns para o cál 

culo de uma e duas parcelas perdidas, em delineronentos em blooos casualiz�dos, 

em quadrado latino e também em periodos sucessivos ( 11ohange-ove.r") .. 
" 

Procuraremos trunbem apresentar de uma maneira bem simples · 

as deduções das fórmulas de variincia de contrastes que incluem médias com par� 

celas perdidas, para cada caso referido acima. 

Não pretendemos com isto introduzir novidades, mas apenas 
, . , . � 

coordenar as formulas Ja existentes e estender as suas aplicaçoes, de uma manei 
. , 

ra bem acessível. 

4,. 1 - Ensaios � Blocos Casualizados 

4,.1.1 - Caso de uma Parcela Perdida 

Suponhronos um experimento em blocos casualizados, com a

tratronentos e � blocos, conforme o esquema que se segue, onde foi perdida a 

parcela ;!. • 

X 

X+ B 

" # Procedendo a analise usual tem-sei 

(x + G)2

e=-----
nr ' 

s Q Total= x2 + K - e
' 

X+ T 

X +  G 

S Q Tra.tronentos = ; [ (x + T)2 + M] - C 

S Q Blocos = ; [ (x + B)2 + N] - e , 
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K 
; 
e a soma dos quadrados de cada parcela disponível, 

G 
, 

total das parcelas disponíveis,e o 

T , 
total das parcelas restantes no tratamento da parcela perdi�a,e o 

B 
, 
e o total das parcelas restantes no bloco da parcela perdida,_
, 

M e a soma dos quadrados dos totais de cada tratamento, excetuando o

da parcela perdida, 

N J a soma dos quadrados dos totais de cada bloco, excetuando o da PEi!:

cela perdida. 

A soma de quadrados residual � obtida por exclusão, 011 seja: 

S(Jl. = SQ Total SQ Tratamentcs- SQ Blocos 

= x2 + K - e .. -;- [ (x + T)2 + M] + e - ! [ (x + B)2 + N] + e 

= x2 + K .. (x + ,T)
2 

_ M _ {x + B)
2 

_ _lL + e 
r r n n 

• 

Como se observa, S(Ji.
, ... 
e uma funçao de �;chamando-a de 

� e substituindo C pelo seu valor tem-se: 

2 1 x + T'2 F (x + B)2 __ N +
1x + G'2

z = S(Jl. = X + K - �-� - --:-. - ......__ .,:._.,._;;j__ 
� J. 

r r n n n r • 

equaçao: 

..JlL -d.x -2x -

Portanto, 

O valor de � que torna minima a função � � dado pela 

2 {x +_!l_ _ 2 (x + B) 
n 

+ _2 (x + G)
nr 

rB+nT--G 
x 

=
(r - l)(n - 1) •

= o •

A m;dia do tratamento que contém a parcela perdida é:

,. X + Tm. =
1 r 

= ...;L [ t B + n T - G T] r (r - l)(n -1) +
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" _ J.... .[ r B + n T - G + {r - l)(n - ·1) T 
.] 

(l)
mi - r (r • l}(n - 1) • 

Desdobrando o valor de G c.omo se segue

G=T+B+R, 

onde R representa o total das parcelas disponíveis., excluindo B e T , e S.l! 

bstituindo em (1), vem: 

m _ J_ [ r B + n T ._ (T + B + R) + {r - l)(n - J.) T ]i - r (r - l)(n .. 1) 

= r (n - l�r .. 1) B - g_
�r=-iTin - 1) • 

A estimativa da variância de m. 
J. 

; . e obtida como se seguei 

ondei 

v (m].. ) = V [ r ( n .. 1) T + Cr - 1) B - R]
r (r - 1) (n - 1) J 

_ _r2 (n - 1)
2 V (T) + (r =-.1)2 Y (B) + V (R}-

r2 (r - 1) 2(n - 1) 2 

V (T) (r - 1) s ,

V (B) (.h - 1) = 
s

1 

V (R) = (r - l)(n - 1) 2
s o 

Substituindo ;stes valores em (2) tem-sei 

' (2) 

v (m.) = r
2 

(n - 1)
2(r - 6) + (r - 122(n - 1) + {r - l)(n - 1) 

8
2

1 r2 (r - 1) 2 (n - 1)2 

_ r (n - lt. + 1_ 2
- r (r - 1) n - 1) s ' 

e, substituindo-se o r do numerador por (r - 1 + 1) ,

V (ml..) = (r � 1 + l){n - lLLl_ 2
r (r - l)(n - 1) s 

= (r - l)(n ..::. 1) + (n - 1) + l_ 
8
2 

•r (r - l)(n - 1) 

Simplificando e desdobrando, obtém-sei 



onde 

t (m.) = [..L +
:i. r r 

Consideremos o contraste 

4 .. .. 
i = m. - m , l. u 

n 

J 
s2

(r - l){n - 1) • 

A , ,li • Àt 

mi e a media do tratamento 1 com uma parcela perdida, e mu
do tratamento y. A estimativa .da variância do contraste �i
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, , . e a media 

V (m. .. m ) = V (m.) + V (m ) - 2 Cov (m. , m ) • 
1 U 1 U 1 U 

,. ; 

Ja vimos atras que 

v (mi.) = [-L + n 

] 
s2

r r (r - l)(n - 1} • 

Dai c)ncluimos f�cilmente que 

v (rrii) + v (mu) = [ ; + r (r ... 1Hn - 1) ] s2

. (3)

Por outro lado, 
x + T T .. ,. --- u m. - m = - - -

1 u r r 
, 

onde Tu representa a soma de tÔdas as parcelas com o tratamento y • Dai

obtém-seg 

,. .. 

m .. - m = 
r (n - 1) T + (r - 1) B - R 

r (r - l)(n - 1) 
_ _y_ 

J. u 

r (n - 1) T + (r .. 1) B - R - (r .. l)(n - 1) Tu- -
r (r - l)(n .. 1) • 

A estimativa da variância de Y ég 

r2 (n-1) 2 V(T) + (r-1) 2 V(B) + V(R) + (r-1)2{n-1)2 V(Tu) 
v (1) = v(m

1
-mu) = -------------------...!::!..,..º

r2 (r - 1)2(n - 1) 2 

Sendo V (T) = r s2 e as demais j� conhecidas, tem-seg 
ll 
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r2 (n-1) 2(r-1} + (r-1)2(n-l) + (r-l}(n-1) + (r-1)2(n-1) 2 r 2 v (mi-m
u

) = ________ 
2 

___ 2
_
( 
___ 

)2
�-------- s"

r (r - 1) n - 1 

, 
Simplificando, obtem-se: 

1j (m. _ m ) = 2 r (n - 1) - n + ;a __ 82 •
1 u r (r - l)(r - 1) 

Substituindo no numerador, t por (r - 1 + 1), vir�: 

6 A 2 (r - 1 + l}(n - 1) - n + 2 
8
2 

V (mi - mu) = r (r - l)(n - 1) 

= 2 (r - l)!n-.:l...L± 2 {n � 1) - n + 2_ s2 
r (r--=-11(n - 1) ' 

donde concluimos que 

Ora, já vimos que 

V (m
J.
. - mu} = [ -2- + Q) 

] s2 (4)r r (r - 1 (n - 1)

-fJ (m. - m ) = v (m.) + v (m ) - 2 Cov {m. , m ) , J. u J. u J. u 

e portanto, conforme (3) e (4), concluimos que 

ou seja: 

Cov (mi, mu) = O , 

t (1) = v (m. - m) = v (m.) + v (mu·).
1 U J. 

4.1.2 - Caso de Duas Parcelas Perdidas em Blocos e Trata

mentos Distintos 

Suponhamos um experimento em blocos casualizados com n trã 

ta.mantos e t blocos, no qual foram perdidas as parcelas ! e l , conforme o 

esquema seguinte 
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·--1 
X x+ Tl

1 y y+ T2

·-----

X+ y + G 

Seguindo a marcha usual de análise da variância, tem-sex 

e = (x + Y + G)2
nr 

SQ Total = x2 + y2 + K .. C 

' 

, 

onde K, G, M 
1 

N
1 

têm o mesmo significado de 4.1.1, e T1, T2, B1 e B2
representam os totais das parcelas restantes respectivamente nos tratamentos e 

blocos onde figuram � e l.

A soma de quadrados residual� ràcilmente obtida por excly 

sao, ou sejai 

SQR = SQ Total - SQ Tratamentos - SQ Blocos, 

ou ainda, chamando-se de � a SQR, 

(x + Tl)2

z = SQR = x2 + y2 + K - ---r---
r 

(y + B
2
i� N (x + y + G) 2

+ __ ___. __ - - + 
n n n r 

n 

•
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d t , . Procuramos agora os valores e � e X que ornam mn:una 

a função z = SQR .. Para isso derivamos parciallllente em relação a � e l ,

ou seja:: 

ç}z 2 (x + T
1

) 2 (x + B1) 2 (x + y + G)
= 2 X - + 

�:X r n nr , 

_2..L = 2 y-�
+ 

T2 ) 2 (y + B
2
) 2 (x + y + G)

ÕY r n nr 
• 

, 
Igualando a zero as derivadas parciais e simplificando-as obtem-sei 

X +  y + G 
x- + _, _____ = o

, nr 

Y _ y + T2 _ y + B2 + x + y + G = O r n n r '

Resolvendo o sistema, temos finalmenteg 

X =

(r - 1) (n - 1) (r B1 + n Tl - G) - (r B2 + n T2 - G)

(r - 1) 2(n - 1)2 - 1 

y = 
(r - l)(n - l)(r B

2 
+ n T

2 
- G) - (r B1 + n T

1 
- G)

(r - 1) 2(n - 1) 2 - 1 

Consideremos os tratamentos que contêm � 

, 

e l e calcule-

"a· ,..__ ... mos as suas me ias; CUéiillemos de mx 
" . " 

a media que contem �
A , 

e m a que contem 
y 

l. Assim,

m = 
X 

, 

.. 

Consideremos o esquema abaixo, representativo de um delineâ 

mento em blocos casualizados com � tratamentos e t blocos, com as parcelas 

perdidas � e l.



X 

b 

pois _ê: 
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a 

y 

O contraste entre as médias dos tratamentos que contêm � 

! 
,. 

= m - m 
y 

= 

X+. Tl y + 
r

= _x_-_Y_+_::i_ - T2
r 

T2

• 

Mas, o esquema acima nos sugere isolar as parcelas .ê: e � 

Assim, teremos: 

Tl 
= a +  T'

' 

T
2 

= b + Tl 1
' 

B = b +
l 

B' ' 

B = a +  
2 

B" • 

Desta maneira, tem-seg 
x - y + a .. b + T1 - Tf t 

f = 
r - .. (5) 

, 
Uma vez conhecidas as formulas que estimam � e ! , cal-

culemos o valor da diferença {x - y). Assim, 
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X .,. y = 
(r - l)(n - l)(r B1 + n T1 - G) • (r B

2
+ n T

2 
- G) 

_
(r - 1)2(n - 1)2 - 1 

(r - l)(n - l)(r B2 + n T2 - G) - {r Bl + n Tl - G)

2 )2 
(r - 1) (n - 1 - 1

, 
Simplificando convenientemente obtem-seg 

Levando-se êste resultado em (5) , vem: 

r (B1 - B2) + n (T1 - T2) 
---------------+(a - b) + (T' + Ttt)

(r - l)(n - 1) - 1 Y=-----------------------

ou ainda, desdobrando-se T1, T2, B1 e B2, 

• 

' 

• 

r (B 1 +b-BI '-a) + n (T l +a-T' 1 -b} + (a-b) [ (r-l)(n-1) - l] 
Í=-----------------------+ 

r [ (r - 1) ( n - 1) - 1 ] 

(T'-T 11 ) [(r-l)(n-1) - 1] 
+-·------------. 

r [ (r - l)(n - 1) - 1] 

Grupando-se e simplificando, tem-se 1 

ondeg 

y 
= 

(B 1 - B 1 t) + (n - l)(T' - T11 ) + (n - 2)(a - b)
• 

(r - l)(n - 1) - 1 
A , 

A estimativa da variancia do contraste e: 

V (Y) = V [ (Bt - B") + (n - 1)( T' - T 1 1) + (n - 2)(a - b) 
]

(r - l)(n - 1) - 1 

V (B' - B11) + (n - 1)2 V (T• - T' 1) + (n - 2)2 V (a - b)

[ (r - l)(n -� 1) - 1 ]2 ' 



Assim, 
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t (B 1 - B'') = t (B1) + t (B1•) = {n - 2) s2 + (n - 2) s2 � 2.(n - 2) s2,

V ( T1 - T 1 1) = V ( T') + V ( T 1 t) = (r - 2) s2 + (r - 2) s2 = 2 (r - 2) s2,

V (a - b) = t (a) + V (b) 

t (i) = 2 (n - 2) + 2 (n ... 1)2(r - 2) + 2 (n ;.., 2)2
8
2 

[ (r - l)(n - 1) - 1] 2 , 

� - , 
donde, ·apos as devifüis simplificaçoes, obtem-seg

· t (i)' = t (m - m ) = 2 (n - l) 2 
x y (r - 1) (n - 1) - 1 s 

º 

A comparação entre uma das médias com parcela. perdida 

(m ou m ) com outra (mu) onde todos os dados são conhecidos, é feita através
X y 

do contraste 

4\- ... ... .r=m -m , 
X U 

. ""' , , 

cuja variancia e dada pela formula, 

obtida pelo mesmo raciocinio da anterior. 

4.1.3 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Bloco 

An�logamente ao caso anterior, obtemos por deduçãoi 

(n - 1) T1 + _ T2 + r B - G
X = -

(r - l)(n - 2) 

(n - 1) T2 + T1 + r B - G
y = (r .. l)(n .. 2) 

onde B rep�esenta o total das parcelas restantes no bloco em que figuram i 

e ! , e, as. demais letras t;m o mesmo significado anterior. 

Consideremos as médias m , m respectivamente dos tratax y 
• A • mentos que contem �, l e mu de um tratamento qualquer, com todos os dados
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conhecidos., Formemos os contrastesl 

- m 
y 

e

• 

• A • A 

As estimativas das variancias desses contrastes podem ser 

deduzidas como em 4.1.2, obtendo-se& 

v ( Y) = ----2__ s2r - 1 1 

v (Y ) = [-2- + 1 r 
n - 1 J s2

r (r - 1)(n-: 2) • 

4.1.4 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Tratamen

to 

.. 

Deduzindo, obtem-se: 

X =

(r - 1) B1 + B� + n T - G

(n - l)r ... 2) 

(r - 1) B2 + B1 + n T - G
y=-

(n - l)(r - 2) 
' 

onde T representa o total das parcelas restantes no tratamento em que figuram 

� e l. • 

A estimativa da variância do contraste entre a m�dia (m ) xy 
do tratamento que contem � e l. e uma outra de um tratamento qualquer, com 

todos os dados conhecidos, é f�cilmente deduzida, e obtém-se& 

v (Y) = [ f- +
2 .n 

] r (r - 2)(n - 1)-
2 s ..



4. 2 - Ensaios em Quadrado La tino

4.2.1 - Caso de uma Parcela Perdida 
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Consideremos o esquema que se. segue, .. r.epresentati vo de um 

delineamento em quadrado latino r x r , no qual uma parcela. (x) foi• perdida. 

tem-se: 

ondeg 

X x+ ½_

X+ G 

Procedendo da maneira usual para a análise da variância, 

(x + G}2 

e= - 2r , 

SQ Total= x2 + K - C 
, 

SQ Linhas = ➔· [ (x + L1) 2 + M J - e

SQ Colunas = ; [ {x + c1) 2 + N J - e

' 

, 

SQ Tratamentos = ; f (x + Ti
2 :+ P] .. e

,, K e a soma dos quadrados de cada parcela d.isponi vel, 

G e o total das parcelas disponíveis, 

L1 e o total das parcelas restantes na linha de �,

C1 e o total das parcelas restantes na coluna de �,



,

T1 e o total das parcelas restante$ no tratamento de �, 

M 

N 

p 

; 

e a soma dos quadrados dos totais das demais linhas, 
, 
e a soma dos quadrados dos totais das demais colunas,
; 

e a soma dos quadrados dos totais dos demais tratamentos., 

Por exclusão obtemos SQR, ou seja� 

SQR = SQ Total - SQ Linhas - SQ Colunas� SQ Tratamentos. 

- 30 ..

= x2 
+ K - C - ; [ ( x + Ll) 2 

+ M J + C - ; [ ( x + C l) 2 + N] + C ...

• 

Simplificando e substituindo C pelo seu valor, obtemos uma função z = SQR, 

de � � ou seja: 

2 z=x +K-
(x+Ll)2 

- .lL - (x+Cl)2

_ _!!__ (x+Tl)2 

p
--+ 

r r r r r 

2 (x+G) 2 

+ - . 

r 

O valor de que torna mÍnima esta função � , sera dado 

por: 

_ dz

dx 
= 2 X -

r r 

Anulando e simplificando a derivada, vir:z 

X -

r 

Resolvendo a equação, tem�set 

X =  

r 

2 (x + G) 

r2 

r (Ll + cl + Tl) - 2 G 

(r - l)(r .. 2) 
• 

4 (x+G) 

r2 

= o • 

• 
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,. ,. JJ 
, 

A media do tratamento que contam a parcela perdida e : 

.. 
= 

X+ T
l....m. 1 r 

= ..l_ [ 
(r - l)(r ... 2) T1 + r (L1 + c1 + T1) .. 2 G J •

r (r - l)(r - 2) 
· 

( 6) 

Desdobrando o valor de G como se segue 

onde R representa o restante das parcelas, excluindo ½_, c1 e T1, e subs

tituindo em (6), tem-seg 

ondeg 

Assim, 

m. = 
1 

(r - l)(r - 2) Tl + r Ll + r cl + r Tl - 2 Ll - 2 ci - 2 Tl - 2 R

r (r - l)(r - 2) 

r (r - 2) T1 + (r - 2) L1 + (r - 2) c1 - 2 R 
= --- ---

r (r - 1) (r - 2) 
• 

A A , 

A estimativa da variancia de m. e obtida como se segue . 
l. 

V (m.) = V .[ r (r -- 2 ) T1 + (r - 2) 11 + (r - 2) c
1 

-� -J
1 r (r - l)(r - 2) 

r2 (r - 2) 2 
V (T1) + (r - 2) 2 V (L1) + (r - 2) 2

V (C1) + 4 V (R) 
=

r2 (r - 1) 2(r - 2) 2 
1 

V (11) = V (c1) = V (T1) = (r - 1) s2 , 

V (R} = (r - l)(r - 2) s2 •

v (m.) 1 
= r2 (r-2) 2(r-l) + (r-2) 2(r-l) + (r-2)2(r-l) + 4 (r-l)(r-2)

r2 (r - 1) 2(r - 2) 2 

2 
s ' 

ou ainda, 
(r - l)(r - 2) [ r2 (r - 2) + 2 (r - 2) + 4 J v (mi) = ----�------------.... s2 •

r2 (r - 1) 2(r - 2) 2 



Simplificando, 

a(•) 
r (r - 2} + 2 

V mi ::; r . ('r ... "1).(r' - 2) s • 
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Se no numera,dor somarmos e s.ubtrairmos 1 ( um) ao fator t , Ê$le não se alte-

. �. r,;a. e virag

ir .. l},(r - 2) + r � 2 + 2 2 = • 
-r

«

(r- ;,;. l)(r .. 2) s ' 

� {�) = [ ; + (r - i)(r .. 2) ] 82 •

Consideremos o contraste 

onde :ro.1 representa a média do tratamento i , com uma parcela perdid�e lliu
representa a media do tratamento � com todos os dados conhecidos. Como em 

4.1.1, a estimativa da variância do contraste Í �; 

Ja vimos que 

... Facilmente obtemosg 

donde se conclui que 

v {Y) = v (ii ... mu)

� v (:ro.1) + v (:ro.u) - 2 cov (m
i

, mu).

11 (m. i· ) = [ rl +
1 ] s2 (r· �-l)(r - 2) • 

Por qutrp lado, 

1 
l)(r 

� � "! 1.=m. -m = 
i '\; 

s • (7)



onde Tu representa o total das parcelas do tratamento y º 

r (r - 2) T1 + (r - 2) L1 + (r - 2) c1 - 2 R _ _:y,_Y = 
r (r - l)(r - 2) r 
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= r (r - 2) Tl + (r - 2) 11 + (r - 2) Cl - 2 R - (r - l)(r - 2) Tu .. 

r (r - 1) (r - 2) 

A estimativa da variincia de Y éi

= 
4'1- [ r (r-Z) T1 + (r-2) 11 + (r-2) c1 - 2 R - (r--l)(r-2) Tu_]V (Y) v 

r (r - l)(r - 2) 

r2 (r-2) 2 V (T1) + (r-2)2 
V (11) + (r-2)2 

V (C1) + 4 V (R) 
=------'�------=-------------+ 

r2 (r - 1)2(r - 2) 2 

(r-1) 2(r-2)2 V (T) 
+ ----

u 
r2 (r - 1) 2(r - 2)2

, 

onde V (T) é r s2 e as demais j� são conhecidas. Assim, u 

r2 (r-2)2(r-1) + (r-2) 2(r-1) + (r-2) 2{r-1) + 4 (r-l)(r-2) 
v (Y) = ------- ·---------- ,i· + 

r2 (r - 1) 2(r - 2)2 

(r-1) 2(r-2) 2 r 2 + -·------ s •
r2 (r-1)2(r-2)2 

. , Simplificando, viraz 
2 

V • 
2 r - 5 r + 4 2 

(Y) 
= 

r(r - l)(r - 2) 8 
•

Somando e subtraindo ; 

t no numerador, e grupando convenientemente, obtem-sei 

V (Y) = 2 (r � lXr - 2) + r 
r (r - l) (r - 2) 

2
s 

= [-r2 + l ]
(r - l)(r - 2) s • 

Confrontanqo (7) e (8) , concluimos que 

Cov (m. , m ) = O , 
1 U 

(8)



e portanto, 

= v (in.) + ··v ti :} ..
1 _U 

4.2.2 .. Caso de Duas jParcelas Perdidas em Linhas, Colunas 

e Tratamentos Distintos 

Consideremos um delineamento em qU?-drado latino de r x r , 

no qual foram perdidas as parcelas � e l, conforme o esquema que se segue. 

-...-------------·-----------1'--·------

Y + e 2 
X+ y + G 

Seguindo a marcha usual de análise da variância, obtém-se:

(x + y + G) 2 

e =
r2 

SQ Total = x2 + y2 + K - e , 

SQ Linhas = ; [ (x + L1
)� + (y + 12) 2 + M] - c ,

SQ Colunas = ; [ (x + c1)2 + (y + c2) 2 + N] - C 
'

SQ Tratamentos = � [ (x + T1) 2 + (y ;- w2) 2 + P] ... C
' 

onde 12, c2 e T2 têm significado semelhante ao de ½_, c1 e T1, referindo-

se a parcela perdida l. Assim, temos para S<Jt :
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Sc;Jl. = SQ Total - SQ Linhas .. SQ Colunas - SQ Tratamentos 

Substituindo C pelo seu valor e simplificando, vem: 

+ 

(x + L1)2 

. (y + 12) 2 

.--:--� 

2 (x t. y+ G)2
.. -··. 2.r 

.. 

M 
r 

--+ 

Y 
f <> 

,... 

Os valores de � e de que tot.r;\8.Dl n:anima a funçao 

z = Sc;Jl. , são obtido.a por derivação, ou seja.g

2 (x + T1) 4 �� -t y t G)2 (x + c
1

) 
r

--+ r ·,-�if� ...... , t

2 (y + T2)
_ __, __ 

-:,-�+ 

4 (x + y t G) 
2 '. 

r 

Igualando a zero as ciuas çlerivadas e simplific1:1nd9-as obtemos o sist�a de equ.51 

çoesg 

(r - l)(r - 2) x + 2 y 

2:x + (r - 1) (r -. 2) y = r (L + e + T ) - 2 G •· 2 2 ·. 2 •

que re�oly�do nos d;; 
x = (r ... l)(r - 2) [ r (½_+C1�

71) .": 2 G] - 2 �!' (t2+c6+Tz) ... 2 G]

·"• · · · (r - l).2(r "." 2)2 ... 4 :" . ·· 
.
. · ·· 

, 



y= 
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(r - l)(r - 2) [r (L2+c2+T2) - 2 G] - 2 [r (L1+c1+T1) - 2 G]

(r - 1)2(r - 2)2 - 4
• 

F�cilmente concluímos que a dimensão minima admissível pa

ra um quadrado latino, nestas condições,� de 4 x 4 (r = 4), pois para 

r _ 4 não restam graus de liberdade para o residuo. 

Por outro lado, na f�rmula acima, para r = J o denomina

dor se anula e não podemos portanto aplicá-la. ( estar:Íamos admitindo uma divisão 

por zero). 

contêm �· e 

Á .. J, • A estimativa da variancia do contraste entre as medias que 
" 

y_ respectiva.11ente, pode ser determinada facilmente; para isso 

consideremos o esquema que se segue 

-....---------------------------------------

X 

b 

e 

a 

y 

f 

c 

d 

--,-.------------------------�------+-----

G +X+ y 

representativo de um quadrado latino r x r onde foram perdidas as parcelas 

, 
l e l e dado por;

O contraste (Y) entre as m�dias dos tratamentos que contêm 

A A A 

Y = m - m 
X y 

- X + Tl ..
r 
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• (9)

Isolando as parcelas comuns a mais de um componente tem-se: 

11 =a+ e+ 1 1 
, 

12 = b +d+ Ltt ,

c1 = b +e+ ct ,

e =a+f+Cll 2 , 

T1 =d+ f + T* ,

T2 =e+ e+ T't •

As fórmulas que estimam i e l nos permitem determinar 

a diferença (x - y). Assim, 

x _ y = �_: 1) ( r - 2) [ r ( 11 +C l +T l) - 2
1 

G] - 2 [ r ( L2 +C z +T 
2

) .. 2 G ]

(r - 1) 2 (r - 2) 2 - 4 

"(r - l)(r - 2) [r (L
2
+c

2
+T

2
) - 2 G] - 2 [r (L

1
+c

1
+T

1
) - 2 G] 

(r - 1) 2(r - 2) 2 - 4 

Simplificando convenientemente, vem: 

x - y 
= _: [ (11 - 12) + (Cl - 02) + (Tl - T

2
)]

• 
(r - l)(r - 2) - 2 

Levando-se êste resultado em {9), tem-seg 

r [ (½_ - 12) + (C1 -
c2) + (T1 - T2)] 

Í=----�(r_-__ 1.)�(r_�_2�)_-_.;;;.2 _____ +_T�1_-_T�2�

= 
(L1 - L2� + (c1 - c2) + (r - 2)(T1 - T2�

(r - l)(r - 2) - 2 

ou ainda1 

, 

• 

[ ( a + C + L' ) - ( b + d + LI 1 ) ] + [ ( b + e + C 1 ) - (a + f + C l l) J
Y=--------n-.-r--·"""""'-----------------+ ' (r : lJ (r � 2) - 2 

+
(r - 2) [ (d + f + T 1 ) - (e + e + T' 1)]

(r • l)(r - 2) - 2 
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(1•-111) + (C•-ctt) + (r - 2)(T' - T11) - (r - 3) [(c+e) - (d+f)] 

(r - l)(r - 2) - 2 

Uma vez estimado o contraste Y, podemos calcular a estim� 

tiva da sua variância como se segueº 

[ 
(Lf-L") + {c 1 -ct') + (r-2)(T 1 -T•t) ... (r-3) [(c+e) .. (d+f)] 

JV (Y) = v 
(r - l)(r - 2) - 2 

Mas, 

Logo, 

= 

V (1 1 

V (C 1 

V (T 1 

v (11 -111 ) + t {C 1 -ct 1) + (r-2) 2 v (T'-T' 1 ) + (r-J) 2 t (c+e-d•f) 

[ (r - l)(r - 2) - 2 J 2

- 1' f) = V (L 1 ) + V (L' 1) = 2 (r - 3) s2 '
_ e,,) = V (C ') +V(Ctt) = 2 (r - 3) s2 

, 

- T'') = V (T1 ) + V (T11 ) = 2 (r - 3) s2
1 

� (c + e - d - f) = V (e) + V (d) + V (e) + V (f) = 4 s2 •. 

v (i) = 2 (r - J) _ + 2 (r - 3) + 2 (� - 2) 2<; - 3) + 4 (r .. :3>2
s2 , 

[ (r - l)(r - 2) - 2] 
> 

donde obtem-se finalmentez 

v (i) = 
2 (r - 2) 
r (r - 3) 

s2 

•

• 

A estimativa da variância do contraste (i1) entre a m�ia 

de um tratamento contendo � ou I, com outra onde se conhecem todos os dados 

pode ser obtida de maneira análoga e virá� 

•
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4.2.3 - Caso de Duas Parcelas Perdidas Numa Mesma Linha 

Seguindo um raciocinio análogo ao de 4.2.2, obt�m-se; 

y = 
(r - l}(L + c2 + T2) + {L + cl + Tl) - 2 G

• 
(r .. 2)2

As variâncias dos contrastes t e Y
1

, (onde Y represen 
p A 

� ta o contraste entre as medias dos tratamentos que contem � e l e .11 o con
, ., ,. . traste entre a media do tratamento que contem � ou l., com outra media em qu.e 

todos os dados são conhecidos) são estimadas pelas fÓrmulas� 

V (YA ) = 2 (r - 1) 2 
r (r .. 2) s '

s • 

4.2.4 - Caso de Duas Parcelas Perdidas Numa Mesma Colu.nà

x = � - l)(::i + C + �1) + (L2 +e+ T2) - 2 G

(r - 2)2 , 

y = 
(r - 1)(12 +e+ T2) + (Ll + C + Tl) - 2 G

(r - 2) 2
• 

, A 

As formulas de variancia, como era de se esperar, coincidem 

com as apresentadas em 4.2.3.

4.2.5 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Tratamen

to 

x =  

(r - 1)(11 + cl + T) + (12 +
_
c2 + T) - 2 G

(r .. 2)2 , 



y = 
(r - 1)(12 + c2 + T) + (Ll + cl + T) - 2 G

(r - 2)2 • 

Como nos casos anteriores, obtém-se por dedução, 

V (Í) = [ � + --2--] s2
... (r - 2)2 

onde i representa o contraste entre a média do tratamento que contém � e l

e a de um outro tratamento qualquer, em que todos os dados são conhecidos. 

Nos 3 Últimos casos, devemos também impor r � 3, pois 

se por um lado para r = 2 • > 

o denominador das formulas se anula, por outro la-

do, com r Z:::.. 4 

~ , .;i_.: t l nao e awllJ..ssive. 

, , " 

o numero de graus de liberdade do residuo e 

# 

4.3 - Ensaios em Períodos Sucessivos 

4.3.1 - Caso de uma Parcela Perdida 

_.,, 
LO, o que 

Suponhamos um delineamento em periodos sucessivos ( 11cha.nge

over 11}, com D quadrados latinos ( grupos) de r x r , em que foi perdida a pat., 

cela ! num grupo� conforme o esquema que se segue. 

X 

• • •

Seguindo a marcha de an�lise apresentada por PD;:ENTEL G(lllES 

(16), vem: 

C= (S+:x:)2 _ 
n r2 

SQ Total = x2 + 

' 

K - C '



ondeg 
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SQ Linhas dentro de Grupos = .1.... [ (11 + x)2 + N] - -1,_ [ (G + x)2 + M ], r r2 

SQ Colunas dentro de Grupos = .1.... [ (Cl + x)2 + p J - -1... [ {G + x)2 + M], 
r :r2 

SQ Trati�eritos =-
n r 

- e

SQ Tratamentos e Grupos =- [ ( t1 + x) 2 + R ] - C
, 

SQ Tratamentos x Grupos = -;- [ (t1 + x)
2 

+ R] - nlr [ (T1 + x) 2 + Q] � 

- -1... [ (G + x) 2 + M] + e
r2

, ,  ' 

K 
,. 
e a soma dos quadrados das parcelas disponiveis, 

G 
,. 
e o total das parcelas dispon,iveis no grupo de i ,

s 
, 

total das parcelas disponíveis e o n.os !l grupos, 

½. 
,, 

total das parcelas restantes linha de e o na � '

Cl 
, 
e o total das parcelas restantes na coluna de � '

tl 
,. 
e o total das parcelas restantes no mesmo tratamento e no me$IllO gry

pode �, 
, 

T1 e o total das parcelas que receberam o mesmo tratamento de �, nos

n grupos, 
" 
e a soma dos quadrados dos totais de cada grupo, exceto o da parce-

la perdida, 

N e a soma dos quadrados dos totais de cada linha, exceto a da parcela 

perdida, 

p ,. 
e a soma dos quadrados dos totais de cada coluna, exceto a da parce-

la perdida, 
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, 
Q e a soma dos quadrados dos totais de cada tratamento, exceto o da

parcela perdida, nos n grupos, 
, R e a soma dos quadrados dos totais de cada tratamento, grupo por gry

po, excetuando o tratamento da parcela perdida, no grupo em que ela 

figura .. 

A soma de quadrados residual é obtida por exclusão, ou seja:

SQR = SQ Total - SQ Grupos - SQ Linhas dentro de Grupos ... 

- SQ Colunas dentro de Grupos - SQ Tratamentos -

.. SQ Tratrunentos x Grupos.

Definimos uma função z = SQR de 1i com.o se segue. 

z = x2 + K - e � r� [ (G + x)2 
+ M] + e - ; [ (½_ + x) 2 

+ N] +

Simplificando, 

z = x2 + 
K -

+ -r�
[ ( G + x) 2 + M J - + [ ( C l + x) 2 + p J +

• 

....L 
[(11 +x-) 2 + N] - -1... [ ( cl + x) 2 + PJ +

r r 

+-2...... [ ( G + x)2 + M] - -L 
[ { t1 + x) 2 + R J

r2 r 



z = x2 + k -
(11 + x)2

r 

2M 
+--

r2 

' . d f "' Procurando o minimo a unçao 

N
---

r 

dz 
dx 

2(11 + x)
= 2 X - -----=----

r 

R 

• 

r 

+ 
r 

p 
--+ 

4(G + x)

1'2

- 4.3 ..

2 (G + x)2

r2

r 

+ 

e, anulando e simplificando a derivada, vir�i 

...:l_:.:_ _ c1_:_:_ + 2 (G + x)
X - r r r2 

= o ' 

,., , 

donde, resolvendo a equaçao, obtem-set 

r (11 + cl + tl) - 2 G
x - --

(r - l)(r - 2) • 

, 
Observa-se uma perfeita semelhança com a formula a que che-

gamos em 4.2.1, o que nos leva a concluir que a estimativa de u:ma parcela pet 

da nu:m grupo, independe dos n - 1 grupos restantes. 

Frequentemente se usa juntar ao residuo a interação Trata

mentos x Grupos. Nêste caso, por u:m processo análogo ao estudado, obtemos pa

ra a parcela perdida a seguinte fÓrmulag 

onde; 

X =

r [ n ( 11 + e 1) + T 1 ) - ( .n G + s)

(r - 1) [ n (r - 1) - 1] 

A média do tratamento com a pa:rcela perdida ég 

(10)



- 44 -

T
1 

= t
1 

+ U ,

U = total das parcelas que receberam o mesmo tratamento de �, nos de

mais grupos, 

, 
W = restante das parcelas disponiveis, excetuando-se 1

1
, c

1
e t

1
, no 

grupo da parcela perdida. 

Fazendo as substituições em (10) , obtém-se; 

Mas, 

Logo, 

r (r - 2) t
1 

+ (r - 2) 1
1 

+ (r - 2) c
1 

- 2 W + (r - l)(r - 2) U
= 

• n r tr - l)V- 2)

A estimativa da variância da m�dia (m ) ég
X 

A A 

r2 (r - 2)2 
V (t1) + (r - 2)2 

V (L1) + (r - 2) 2 
V (c1) 

V (m ) = __ , __ _..,___, __ , -,---=--------=- +x n2 r2 (r - 1) 2(r - 2) 2 

4 V (W) + (r - 1)
2(r - 2)2 

V (U)
+ __________ , ____ _

n2 r2 (r - 1) 2{r - 2)2 

V (t1) = V (11) = V (c1) = (r - I) s2 ,

V (W) = (r - l)(r - 2) s2 , 

V (U) = r (n - 1) s2 • 

• 

v (�) == 
r2 

(r - 2) 2
(r - 1) + 2 (r - 2)

2
(r - 1) + 4 (r - 2)(r - 1) 

n2 r2 (r - 1) 2(r - 2) 2

Simplificando, vemz 

= 
n r3 - 3 n r2 

+ 2 n r + r2 

62
n2 r2 (r - l)(r - 2)

' 

•
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e, por desdobramento e simplificação, vem: 

1 
nr 

+ 1 J s2 • 
n2 (r - l)(r - 2)

Considere,nos o contraste, 

4\- A A 

.1 = m - m , 
X U

onde mu representa a m�ia do tratamento g, com todos os dados conhecidos. 
A , 

A estimativa da �ariancia do contrasteei 

v (Y) = v (m ) + v (m ) - 2 cov (m , m } • 
X U X U 

, . Ja VJ..mos que 

v (m ) = [-L +
x nr �)(r • 2) ] 

s '

e, facilmente obtemos: 

Logo, 

v (�) = 1 2 
n r s • 

v (m ) + v cm > = [-1- + --- 1

] 

s
2 

• 

(11) x u n r n2 (r = l)(r - 2) 

4 ,. " 
.1 = m - m = 

X U 

Por outro lado, 
x + Tl _ --3L_
nr nr 

r (r-2) t1 + {r-2) t1 + (r-2) c1 - 2 W + (r - l)(r - 2) U T 
= -·---=-------:::.-----::::----------- - ...J.L_ 

n r (r - l)(r - 2) n r •

= r (r-2) t1 + (r-2)(11 +C1) - 2 W + (r-l)(r-2) U - (r-1) (r-2) Tu

n r (r - 1) (r- - 2) 

v (í) 

A estimativa da variância de Y �g

= r2 (r � 2)2 v (t
1
) + (r - 2) 2 �-(½_ ·+ c

1
) + 4 v (W) +

n2 r2 (r - 1) 2(r - 2) 2

(r - 1) 2(r - 2)
2 

V (U) + (r - 1)
2(r - 2)

2 
V (T)

+ 'u 
n2 r2 (r - 1) 2(r - 2)2 , 

•
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onde t {T
u

)= n r s2 e as demais já são conhecidas.

Assim, 

t {!) =

r2 {r - 2)2(r - 1) + 2 (r - 2)2(r - 1) + 4 (r - l)(r - 2)

n2 r2 (r - l)2(r - 2)2

r (r - 1)2(r - 2)2 (n - 1) + n r (r - 1)2 (r - 2)2
2+ ------------------------s . n2 r2 (r - 1)2(r - 2)2 

Desenvolvendo e simplificando, virá; 

v (Y) = [-L+ 
1 

J n2 {r - l)(r -
s • 

n r 

Confrontando (11) e (12) concluímos 

Cov (m
x , m.u) = O •

4.3.2 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Grüpo

(12) 

As estimativas das parcelas perdidas � e ! , podem ser 
; , 

obtidas atraves das mesma formulas de 4.2.2 a 4.2.5. Entretanto, devemos 

admitir que a restrição feita ao valor de r é um pouco menos rigida, pois as 
# ""' ; , 

formulas sao validas ta:mbem para r = 3, ou seja, para quadrado latino de di-

mensões minimas 3 x 3. 

As fórmulas que estimam a variância dos contrastes entre 

médias, nos casos em aprêço, são dadas abaixo. 

4.3 .. 2.1 .. Trata.:mentos, Linhas e Colunas Uistintos 

, 

l
J
· s2 ' 

n2 r (r - .3) 
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onde l' representa o contraste entre as médias (los tratamentos que contooi � 

e z respectivamente, e 1
1 

o contraste entre a m�dia do tratamento que con• 

têm � ou l com outra onde todos os dados são conhecidos. 

4,.3.2.2 - Mesma Linha ou Coluna 

V (Y) = [--=---2 
+ 

n r 2 n r 

V (Yl) = [-----2- + _2 __ , __ J s2
n r n r (r - 2) 

ohde Y e 1
1 

têm o mesmo significado do caso anterior. 

4.3.2.3 - Mesmo Tratamento 

t (Y) [ 2 2 J 2 = 
n r + n2 (r - 2)2 s '

' 

' 

onde Y representa o contraste entre a m�dia do tratamento que contém i e l.

e a de outro tratamento qualquer em que todos os dados são conhecidos. 

4+3•3 - Caso de Duas Parcelas Perdidas em Grupos Distintos 

Distinguimos aqui dois casos, a saberg 

4.3.3.1 - fu Tratamentos Distintos 

4.3.3.2 - No Mesmo Tratamento 

4,.3,. 3.1 - Caso de Duas Parcelas Perdidas em Grupos e rr� ...

tamentos P�stintos 

Consideremos um delineamento em periodos sucessivos, com 

D quadrados latinos de r x r, em que se perdeu uma parcela (x) num grupo 

e outra (y) em outro grupo, conforme o esquema que se segue. 



X x+1:i_

--·---+ 

y 

.. .. . 
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(x + Y + s}2
. - - - , 

Seguindo a marcha de analise qps casos anteriorês, tem-se: 

C=-·------

n r2 · ' 

SQ Total= x2 + y2 + K - C ,

SQ Col,unas dentro de Grupos =-;-- Ex+c1) 2+(y+C2)2+� - }i �x+G1) 2+(y+G2)4..-�- ,

SQ Tratamentos = nl r
[ (x + T1) 2 + (y + T2)2 + Q] - C ,

SQ Tratamentos e Grupos = ; · [ (x + t
1

) 2 + (y + \i)
4 + �] .. C ,

SQ Tratamentos x Grupos = + [ (x + t
1

) 2 + (y + t
2
) 2 + R} -

1
--

.n r 

onde o signitiêado das letras é o mesmo de 4.3.1. 
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Por exclusão obtemos z = S(Jt, ou seja; 

z = SQ:t = SQ Total - SQ Grupos - SQ Linhas dentro de Grupos -

- SQ Colunas dentro de Grupos - SQ Tratamentos -

- SQ Tratamentos x Grupos 

2 2 K 
(x + Ll)

2
_ -

(y + L )2 N 2 Z = X + y + - ---

r r 

(y + C
2

) 2
p 2 (x + G

1)2

--+ 
r r r2 

2M (x + t )2 (y + t
2

} 2

+--
r

2 
r 

Derivando parcialmente em relação a � e l , vemt 

...!l.!_ = 2 X -

2 (x + L1) 2 (x + c1
) 4 (x + G1)

+ 
r2 c)x r r 

Z}z 2 (y + L
2
) 2 (y + º2) 

+ 
4 (y + G

2
)--=2y-r)x r r r2 

+ 

(x + Cl
) 2

r 

2 (y + �.
2 

+
r 

- --

r 

2 (x + t1)

r 

2 (y + \i) 

r 

, 

.. 

Anulando as derivadas, simplificando-as e grupando convenien 
� 

temente, obtem-sei

X =  

r (11 + c
1 

+ t
1

) - 2 G
J._

(r - l)(r - 2) 

Y = 
r (L2 + C2 + t2) - 2 G2M •

(r - l)(r - 2) 
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Concluimos portanto que no caso de perda de duas ou mais 

parcelas, uma em cada grupo, ràcilmente as estimamos, por repetição do emprêgo 

; 

da formula que estima uma parcela perdida nos ensaios em quadrado latino. 

ondei 

Assim, 

Consideremos o contraste 

y = ln - ln 
X y 

= 
x + t1 +� _ y + t

2 
+ u2

nr nr

= 
x - y + tl - t

2 
+ ul - u

2. 
,

n r 
" 

t1 e o total das parcelas restantes no mesmo tratamento e no mesmo gru-

po de ! , 
,, 

t2 e o total das parcelas restantes no mesmo tratamento e no mesmo gru-

po de K,

, 

u1 e o total das parcelas que receberam o mesno tratamento de �, nos

demais grupos, 
,, 

u
2 

e o total das parcelas que receberam o mesmo tratamento de l. , nos 

demais grupos. 

• 

Tomando-se ª1 
= 

Ll + Cl + tl + Wl '

G2 
= 

L2 
+ e + t2 + w2 '2 

Wl 
= total das parcelas disponíveis, excetuan

do L1, c1 e t1, no grupo onde figura

� '

w2 
= total das parcelas disponíveis, excetuan

-

do 12 , c2 e t2 , no grupo onde figura l,
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tem-se, ap6s desenvolviraentog 

Y = 
�r�2)(11�L2

+c1-c2) + r (r��}( �l�t2) - 2 (_w1�:� (r-l)(r�2)(u1:��) _ ..

n r (r - l)(r - 2) 

Mas, 

Assim, 

A estimativa da variância de Y sera&

v ( 1i - 12 + e 1 - e 2) = v ( 11) + v ( 12) + v ( e 1) + v ( e 2) = 4 ( r - 1) s2 ,

t (t1 - t
2

) = V (t1) + V (t
2
) = 2 (r - 1) s2 ,

V (W w)l - '2 = V (W1) + t (W2) = 2 (r - l)(r - 2) s2 ,

= V (U1) + V (u2) = 2 (n - 1) r s2 •

v (Y)-= 
4 (r - l)(r - 2)2

+ 2 r2 (r - l)(r - 2) 2 + 8 (r - l)(r - 2) 2 - . - . -s +
n2 r2 (r - 1) 2(r - 2) 2 

2 r (n - l)(r - 1)2(r - 2) 2

+-------------- 2 

n2 r2 (r ~ 1) 2 (r - 2) 2
8 ' 

,., , 

e, com as devidas simplificaçoes obtem-sei 

v (Y) = 2 - + ------=-----· [ 1 1 . ] 
n r n2 (r - l)(r - 2) 

s
2 

• (1.3)

. A I 

Provaremos agora que a covariancia do referido contraste e 
A 

nula e que existe completa independencia de comportamento entre os grupos de qt.:1.§: 

drados-latinos do delineamento em aprêço .. 
, 

Ora� e sabido que se

t = m - m
X y 



v (Y) = v <i - m) 
X y 

= V (m ) + V (m ) - 2 Cov (m 1 m ) • 
X y X Y 

"' 
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(14) 

C onside.:re:mos mx e m como m�días completamente indepen
y 

dentes e teremos, baseados e:m 4.3º1 g 

Logo, 

v (m ) = 
X [ _L + nr �)( r '"- 2)-J 

s2 

= [ J_ + �----1 
--··-] s2

n r n2 (r - l)(r = 2)

t (m ) + v (m ) = 2 [ ..i_. + 
X y �n.:r

s •

• 

(15)

Conclui-se pois que a consideração feita acima s;bre a in-
A , , , 4 

dependencia das medias e valida, e, portanto, existe a índependencia de compor-

tam�nto entre os grupos de quadrados latinos. 

Além disso, pelo simples confrÔnto de (13) , (14) e (15), 

A -' 

verifica-se que a covariancia e nula •. 

4.3.3.2 - Caso de Duas Parcelas Perdidas no Mesmo Trata

mento e em Grupos Distintos 

, 

As formulas que estimam as parc8las � e l e a da esti 

mativa da variância do contraste Í , entre a média do tratamento que contém � 

e l e outra média qualquer onde todos os valores são conhecidos, são as mes

mas do caso anterior (4.3.J.l), ou sejag 

X :::

.r ( ½_ + C l + t1) - 2 G1
(r - 1)(r ,. 2) 

, 



, (Y) = 2 [_L. + --
1

] n r n
2 

(r "' l)(r - 2 ) 
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2 
s • (16)

, , 

Aplicando o mesmo raciocínio podemos deduzir .u:ma formula 

que estima a variincia da m�dia (mx,y) 
, 

do tratamento que contem � e ! , ou 

sejag 

v (m ) = [----1- + 2 
--] x,y n r n2 (r - l)(r - 2) 

s • 

4 
' 

, • Por outro lado, a estimativa da variancia de u:ma media de 

tratamento onde todos os dados são conhecido �g 

Assim, 

2 
v (m) = _s __nr 

v (� ) + v (ml) == [-2- + 2 
] s2 

,Y n r n
2 (r - l)(r - 2) 

• (17)

Confrontando (16) e (17) , conclui.mos que tamb;m n�ste c52: 
. ,., . 

; 
so, a covariancia e nula.
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5 - MÉTODO ITERATIVO OU DAS APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS 

Êste m�todo, conforme j� afirmamos, foi aplicado por YATES 

(20), para a determinação de valores para as parcelas perdidas. 

Quando temos uma Única parcela perdida, num experimento em 
� , 

blocos casualizados, esta pode ser facilmente estimada pela formulag 

rB+ nT- G x -------
(r - 1) (n - 1) 

• (18)

, 
conforme ja foi demonstrado. 

, . � 
Quando varias parcelas sao perdidas, x ,  y, z, w, " º º  , 

, ,, 
. primeiramente damos valores arbitrarios para todas as umdades perdidas, exceto 

uma, que vamos supor ser a parcela � .  Usamos então a f�rmula (18) para de-
.. 

terminar uma estimativa para � • Com esta estimativa e os valores previamente 

assumidos por z, w, ºº• , tornamos a empregar a f�rmula (18) para inserir 

uma iteração para "l. • Assim fazemos sucessivamente para tÔdas as parcelas pe� 
... , 

didas, sempre considerando como se fosse uma unica parcela a estimar. Depois 

de um. ciclo coillpleto destas operações, determinamos uma segunda iteração para e� 

da uma das parcelas perdidas. , . Em cada estagio subsequente os valores aproxima-

dos estimados anteriormente são substituídos pelos novos valores que vão sendo d� 

terminados. , ; -

O processo e continuado ate que as iteraçoes para uma mesma parcela 

sejam convergentes. 

No caso de um experimento em quadrado latino, procedemos da 
, , mesma forma, apenas lembrando que a formula que estima uma parcela eg 

r (11 + c1 + T1) - 2 G
X :::: 

(r - l){r - 2) 
• 

Consideremos um exemplo de Pil1ENTEL GOMES (16) onde supo

mos perdidas duas parcelas num experimento com adubos verdes e milho, em blocos 
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casualizados, em que as produções 
, 

obtidas em quilos de materia verde por parce-

la foram as seguintes 

1? Bloco o 2. Bloco o 3. Bloco o 4. Bloco
--- � 

Mucuna Preta X 76,8 88,6 81,6 247,0 +x 

Feijão de Porco 44,0 y 52,4 52,2 148,6 +y 

84,8 370,0 Crotalaria juncea 102,4 90,8 92,0 

GuandÚ 68,4 55,2 4910 61,2 233,8 

Tephrosia Candida 34,0 32,4 24,4 30,0 120,8 

Soja 33,0 34:18 32,0 33,6 133,4 

Crotalaria Gratiana 25,8 21,6 19,2 21,0 87,6 

Milho 138,8 106,4 108,0 81,8 435,6 

446,4 +x 418,o +y 465,6 446,2 1776,2+x+y 

De acÔrdo com as convenções adotadas nêste trabalho temosz 

B -1 - 446,4 

B = 2 418,0 

Tl = 247,o

T = 2 148,6 

G = 1776,2 

r = 

n = 

4 

8 

, 

' 

' 

' 

' 

x e y = parcelas perdidas. 
, Dando-se um valor arbi trario para 'l. podemos calcular x1 ;

façamos y = 50
1
0.o 

4 X 446,4 + 8 X 247,0 - (1776,2 + 50,0) 
X

---·----·---

l - (4 - 1)(8 - 1) 
---- = 92,16. 



Com êste valor, calculamos y1, ou sejai

4 X 418,0 + 8 X 148,6 - (1776,2 + 92,16) 
11 - ----(-4-.. -l-) (-8---1) _______

= 47,26. 
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Passamos agora ao segundo ciclo de iterações, ou seja: 

4 X 446,4 + 8 X 247,0 - (1776,2 + 47,26) 

(4 - 1) (8 - 1) 
----- = 92,29 

4 X 418,0 + 8 X 148,6 - (1776,2 + 92,29) 

(4 - 1)( 8 - 1) 
= 47,25 .. 

Pelo mesmo raciocinio, obteriamos o terceiro ciclo:: 

, , , 
Observa-se pois que e desnecessario estender mais o calcu-

lo, uma vez que os valores de x. e y. (i = l , 2 , 3)
1 1 

Temos pois, como estimativasi 

X = 92,3 1 

y = 47,3 •

, -

ja sao convergentes. 

, N Geralmente, como ja afirmamos
$ 

dois ciclos sao suficientes 

para estimar os valores perdidos. 
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6 - O MÉTODO I1'ERATIVO SOB O PON1'0 DE VISTA DE SUCESSÕES 

Como j; foi exposto, a estimativa das parcelas perdidas, 
, 

, ' ( )pelo metodo iterativo, se baseia em dar um valor arbitrario inicial a n ... 1 
� , A 

i,. parcelas perdidas e proceder os calculos como se um.a unica parcela fosse perd;!,.; 

da.,

Geralmente considera-se como lli'll bom valor arbi tr,Ú,io ini-
, , , 

cial, a media aritmetica dos valores conhecidos; outros preferem tirar a media 

do bloco ou da coluna em que a parcela perdida se encontra. Embora haja pre-
A A 

ferencia por esta ou aquela maneira, provaremos que este valor pode ser qual-

quer, um.a vez que os valores limites (obtidos com infinitas iterações) para as 

estimativas das parcelas perdidas independem d�le. 

Procuraremos fazer um estudo detalhado dos diversos casos 

de duas parcelas perdidas em blocos casualizados, quadrado latino, estendendo 

êste para os casos de ensaios em periodo·s sucessivos ( 1tchange-over 11),que, con

forme vimos 1 se enquadram perfeitamente nos casos comuns de quadrado latino .. 

6.1.1 - Caso de Duas Parcelas Perdidas em Blocos e Trata

mentos Distintos 

, , A formula que nos permite avaliar um.a parcela perdida ei 

conforme foi deduzida em 

do-se um valor arbi t.r�rio 

ou sejai 

rB+ nT- G 
x = -

(r - l)(n - 1) 

4.1.1. No nosso caso temos duas parcelas perdidas;da_n 
'a um.a delas, podemos facilmente estimar a outra,
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r B1 + n T1 - (G + y0)
=-

(r - l)(n - 1) 
• 

Com o valor x1, obtemos uma primeira estimativa para ! :

r B2 + :...:.��G + xl)_ 

(r - l)(n - 1) 
' 

completando assim o primeiro ciclo de iterações. Com o valor y1 calculamos
"

x2 e com este, y2, e assim sucessivamente.
... ,

Ora, facilmente concluímos que nas formulas que estimam � 

e l. respectivamente, o que varia são os sucessivos valores dessas inc�gnitas, 

permanecendo o resto imut�vel. Portanto, se fizermos 

teremosg 

r B1 + n T1 - G = a , 

r B2 + n T2 - G = r , 

(r - l)(n - 1) = D , 

a - .!..:L 
D D ' 

Y = _:_ - xl_.
1 D D 

• 

Substitn:lndo x1 pelo seu valor em

• 

Para os demais ciclos de iterações, teremosi 

, 

' 
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Prosseguindo, obtemos por induçãog 

=---+ 

D D2 

a. f3
---+ 

D3 D4
• o o -

a. 

2N-lD D2N-l " 

Ã , 

Como se observa, a influencia do valor arbitrario y0 , na

formação de cada novo valor, decresce numa progressão geométrica de razão 

q = - n.

(i = 1, -O o. ' 

se considerarmos os sucessivos valores assumidos por 

N) , teremos, como vimos acimag

- _:_ - _!.JL
xl - D D ' 

' 

, 

. . • ... • O & 9 O . • o o o . • o () o . o o o • . • o • •  ' 

a. f3 a f3 a 
yo XN = --- + 

2N-2 + D2 n3 
-

o • •  
- r>2N-l D2N-l D 

x. 'J. 

Calculando as diferenças entre cada dois valores consecuti 

vos de xi , tem-seg

dl = x2 - xl

d2 = x3 - x2

d
.3 

= X - XJ

a - D f3 
= 

a .., D f3 

a - D f3 
= 

+ y
o 

(D2 - 1)
, 

+ y
o

(D2 - 1) 

D5 
' 

+ y (D2 - 1)

D7 , 

•• • • o • o • • • • 4 0 -0 0 0 0 0 0 o • o -o o
, 

a - D f3 + y {D2 - 1) 
dN = XN+ 1 - XN = ____ __Q ___ _ 

D2N+l " 
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Nota-se que as diferenças consecutivas formam uma progres-
N , ~ 

sao geometrica de razao l q = -- , portanto convergente 
n2 {para D � 1) a cu-

jo têrmo geral tende a zero. Isto explica a converg;ncia dos sucessivos val� 

res de x. {i = 1, 2 , • C> o- ' N) •

Voltando-se ao valor de xN 

a f3 xN=---+
D D2 

Somando e subtraindo 

a. � 
X=---+ 
N 

D D
2 

Grupando, virág 

a. 

a 

" . .

f3 - + __::,__ - _Y_,g,.___
D2N-2 D2N-1 D2N-l 

' ~ ~ 
a expressao acima, ela nao se altera e teremosg 

. . .

xN = ; [ l + �2 + ... + D2�-2-] - �2 [ l + 7 + 
- l 

D2N-2

+ _ _L_ - _Y __ o ___ _
D2N D2N-l 

+-+ 
D2 ••• + __ 1 __ ] +

D2N-2 

Passando-se ao limite, com N tendendo a infinito, tem-se& 

li m xN = x =

N---11,-00 

Mas, a expressão 

q= -1:.._ �l
n2 

-
•

1 i m 
N_....co

a f3 (- - -)( 1 + 

D D2 
---+ 

n
2 

+ 
13 y 

--- - ---º--

D2N D2N-l 

1 
..._..,__) +n2N-2 

• 

l• •• + --=
N
:-., 

D2 -2
, - ,, ,..,. e uma progressao geometrica de razao 
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Para q = 1
2- = 1 tem-se: 

D 

D= (r - l)(n - 1) = 1 ,

e, consequent'3r:i.ente r = n = 2 , o que corresponde a um ensaio com 2 tratamen-

tos e 2 repetiçÕeso Nêste caso, a perda de duas parcelas corresponde a perda 

de m�tade do experimento, não havendo interêsse algum na estimativa das mesmas. 
, . 

. -

for outro lado, o.quadro de analise da variancia nao tem significado,pois temos 

apenas um grau de liberdade para todo o ensaio, ou sejai 

Causa da variação G. L.

Blocos (repetições) 1 

Tratamentos o (?)
, 

Resíduo o (?)

TOTAL 1

Resta considerarmos q=-1- L l (D�l). 
D2

caso, pela teoria das sucessões virái 

Considerando ainda que 

coneluimosi 

1 i m (1 + -1_ 
N�co D2 

1 i m 
N--co 

f3 -- - o
D2N 

+ • o. + 

' 

1 i m 
N.....-..co 

= o ,

X = (�- - _f:3_)( D
2 

-) =
D D2 D2 - 1 

D o. - f3 

n2 - 1

n2 
D2 - 1 

• 

Neste 

• 

Como era de se esperar, o valor de �, obtido com infinitas 

iterações,; o mesmo a que chegamos em 4o l.2. 
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Uma outra observação interessante é que, como j� haviam.os 

afirmado, .� ·independe do valor arbitrário y0 , razão pela qual se pode atri

buir a �ste, qualquer valor. 

A dif er,ença {d) entre o valor :! e .um valor � ( e om N 

·t ,., ) ; 
1 eraçoes 

I 
ei

=---- {--�)(
Do.-f3 [ o. B 

D2-l D D2 

1
+ ---

D2N

1 l Da.-f3 [ 
=--- ( n2 - 1 

D a - f3 

D2 )( 1 + - +ooo+ ---) 
D2 D2N-2 

p :o ] +
D

2N- - -D-2...1N
"'"' ... -1- "

Mas, o estudo das sucessões nos permite avalia.r a soma dos 

t;rmos da progressão acim�, ou sejai 

Assim, 

S =l+ -1...._ + N 2· . D 

2N 
º º • + -

D
-2=t_-2- = _

D
_2_N

..,,.�2 ......... {""";2=· l .......... l--)- º

d = D a - �

r? .. 1 
[ D a - @ .. ifN - l + J_ _ Yo J 
, D2 D2N-2 (D2 _ l) 02N 02N-l 

2N = D a - L _ {D -_ l){D a - 13) _ --1_ + Yo 
02 _ l D2N (D2 _ l) D2N n2N-l 

2N ( 2N 2 2 D (D a - f3) - D - l)(D a - p) - {D - 1) f3 + D {D - 1) y
0 =-·----------------------------=-

IP (D2 - l) 

D a - f3 - {D2 - 1) f3 + D (D2 • 1) y 
= ----------------.:.:

º
-

D2N (if - 1)
' 

e finalmente, 
a. - D fi + (D2 • 1) yQ

d= D 2N-1 (D2 _ l)
o 
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Se relacionarmos g com dN, podemos avaliar a grat1deza

do êrro cometido quando se faz apenas (N + 1) iterações para estimar �, ou 

sejag 

a. - D !3 + (D2 - 1) y
---º-

d X - XN D2N-l (n2 - 1) _D2_
= - = 

D2 - 1
• 

dN XN+l - XN a - D 13 + (D2 - 1) Yo
D2N+l

De acÔrdo com o resultado obtido, concluímos: 

a)
~ d D2

A relaçao -= ------
d D

2 
- 1

independe do valor de N e 

N 
, , , 

tambem do valor arbitrario y
0

; ela depende apenas do numero de tratamentos e 

repetições, pois D= (r - l)(n - 1) • 

b) Quanto maior o valor &e D� mais próxima da unidade ªA

tará a relação acima e tanto mais aquele valor xN+l representa �.

c) De um modo geral, para qualquer valor arbitrário dado a

, 
l, o calculo de � pode ser feito com duas iterações apenas, sem incorrermos 

em êrro grave, pois a relação _g_ sendo na maioria dos casos muito próxima de 
dN 

1 (um), nos indica que g e dN praticamente se equivalem.

Ora, sabemos que 

d= x - xN , e

dN = XN+l - xN •
~ , , 

Como a relaçao e valida para qualquer valor de N, tomemos 

�, como 

d= x - x1 ,

dl = x2 .. xl ' 

d ... 
- - 1, concluimos que
dl 

N = 1 . , 
e viras 



e portanto, 

onde 

d) Pode.mos fàcibnente estimar o valor de � ( com infinj.".

tas iterações), ou sejas 

e portanto, 

Exempl.Q - Consideremos o exemplo citado no capitulo ant�-

rior, onde � e l representam as parcelas perdidas. A fim de provarmos qú.ê 
, . o valor de � . independe de y , apresentaremos os calculos feitos com .3 valoo 

res distintos de y0 (45, 50 e 55) •

donde tiramos& 

No citado exemplo temos: 

B
l 

= 446,4 , 

B
2 

= 418,0 ' 

T = 
1 

247,0 ' 

T
2 

= 148,6 
.• ,

G = 17761 2 , 

r = 

n = 

4 

8 

' 

, 



X =
1 

a = r B1 + n T1 - G = 1985,4 , 

� = r B2 + n T2 - G = 1084,6 ,

D= (r - l)(n - 1) = 21 • 

1985,4 - 45,0 

.. 65 -

r B1 + n T1 �-
( G + !s2___ = 

o. - y 
O _ 

(r - l)(n - 1) D 
- = 92,400.000 , 

21 

fJ - xl =--= 
1084,6 - 92,4000000

21 
= 47,247.619, 

ct - y 1X =---=
2 D 

1985,4 - 47,247.619 
21 = 92,292.970 • 

Por outro lado, 

D o. - � 21 x 1985,4 - 1084,6 
x = 

D2 � 
= -- 441 _ 1

= 92,292.727 • 

Portanto, 

donde, 

d= x - x1 
= - 0,107.273 ,

d
l = x2 - x1 = - 0,107.030 ,

1985,4 - 50,0 a - y o = - 2l -- = 92,161.905 ,

= 

cr, - y 
X = .• . 1 ""

2 D 

1084,6 - 92,161.905 
21 

19�5,4 - 47,258.957 

= 47,258.957 , 

21 
= 92,292.431, 



donde, 

Portanto, 

i; Casoi 

donde, 

Pertap;to, 

Y = 55,0 o 

d= x - x1 = 0 ?130.822 ,

dl = x2 - x1 = 0,130.526 •

a. - y 
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o 
xl =--D--= 

1985,4 - 55,0-

21 = 91,923 .. 810 , 

� - X 
y =-1= 

1 D 

o. - y 
x2 = - D l = 

1084,6 - 91,923.810 

21 

1985,4 - 47,270.295 
21 

d= x - x1 = 0,368.917 , 

dl = x2 - x1 = 0,368.081 •

+-= 1,002.271 •
1 

= 47,270.295, 

= 92,291.,891 , 

Por outro lado, pelo desenvolvimento teórico exposto tem.os: 

d n
2 441 

- = ---= - = 1,002.273 •
dl D2 - 1 440 

Como se observa, h� uma Ótima concordância entre os valores 
; # ,.,, 

determinados e o valorobtido atraves do desenvolvimento teorico para a relaçao 

� - , pois as discrepincias observadas entre os diversos valores da relação são
1 

perfeitamente despreziveis. 

é muito próxima de 1 (um) • 

.Al� disso, em todos os casos estudados, a relação 
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Observa-se também que nos 3 casos considerados, a 2� itera

ção (x2) recebe o mesmo valor, ou seja, 92,3, o que vem confirmar que pode

mos tomar qualquer valor arbitrm'io para l. 
1 

sem afetar a convergência dos su ... 

cessivos valores de x . •

Podemos acrescentar ainda que vários outros exemplos foram 
, , 

tampem estudados com resultados satisfatorios. 

6.1.2 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Bloco 

Se temos duas parcelas perdidas num mesmo bloco, dando-se 

um valor arbitrário (y
0

) a uma delas, a fórmula que nos permite estimar a ou

tra éi 

ou, grupando de outra forma, 

X =  

r B + n Tl - G

(r - l)(n - 1) 
, 

Para y1 obteríamos: 

r B + n T2 - G
Y1 = 

(r - l)(n - 1) 

Se fizermos 

rB+nT - G=al 

r - 1 = p 

, 

' 

n-1 =Q , 

Seguindo o mesmo raciocinio de 6.1.1, teremosg 

X =  
, 

• 

xl 
--- . 

n - 1 

, 



.. 68 -

• 

O resultado obtido se assemelha bastante ao que chegamos 

em 6.1.1, o que nos permite portanto tirar conclusões análogas, ou sejag 

a)

.. 

A relação .J:L_ possibilita-nos avaliar a grandeza do 
dN 

erro cometido quando tomamos xN+l para estimar ;;i • 

b) Essa relação depende apenas do nÚmero de tratamentos do

experimento. 

c) Quanto mais próxima de l·(um.) for a relação tanto mais

ovalor xN+l representa i.

d) 
, 

De um modo geral, para qualquer valor arbitra.rio dado a 
, 

l, o calculo de � pode ser feito com duas iterações apenas, sem incorrermos 

em erro grave, um.a vez d , , • que d e na maioria dos casos proX1ID.a da unidade, o 

que nos indica que g 
' 

. e dN praticamente se equivalem.

Com e.feito, 

mos escrever-: 

Portanto, 

ou ainda, 

donde concluímos que 

d = X XN ' 

dN = XN+l - XN •

d ,.. , . Sendo - .. 1 e valida para qualquer valor de N , pode
dN 

d N �-1 •

- X: 1



Ex:empl,Qi Num experimento de competição de variedades de bJ! 

tatinha, feito pelo Eng�-Agr? 0scar A .. Garay, em Balcare, Argentina, em blocos 

c.asualizados, cujos dados são !'eprodu:ddos de Pil1ENTEL G(}l1ES (16), em que foram

por nós omitidas as parcelas � e l , as produções obtidas, em t/ha. ,. constam

do quadro seguinte 

o L Bloco o 2 .. Bloco o J., Bloco o 
4 .. Bloco TOTAIS 

Kennebec :X 13,4 ll
1-
O 9:v2 33,.6 + X 

Huinkul y 27,o 26,.4 25,7 79,.1 + y 

s. Rafaela 22,6 29,9 24,2 25,. 1 101
,.

8 

Buena Vista 15,4 11,9 10,1 12,.3 49,7 

B 25 - 50 E 12,7 18,0 18,.2 17 1 ; 66 o ·
, ') 

B 1 - 52 20,0 21,1 20,0 28,0 gol 7.f. 

B 116 - 51 23,1 24,2 26,4 16,J 90,0 

B 72 - 53 A 18,0 24,6 24,0 24,6 91,2 

TOTAIS 111,8 +x+y 170,l 160,J 158,3 600,5 +x+y 

Dai tiramos: 

B = 111,8 , 

Tl = 33,6 ,. 

T2 = 79,.1 , 

G = 600,5 ' 

r = 4 ' 

n = 8 , 

a. == r B + n T1 - G = 115,5 , 

� =rB+nT -2 G = 479,5 , 

p = r - 1 = 3 , 

Q = n - 1 = 7 ..



Portanto, 

donde, 

Raça.mos y
0 

= 25,0 • Assim, 

... 70 .. 

9;071..428 

7 
= 24,129 .. 252, 

115 
X =--

2 21 

Por outro lado, 

24,129.252 
7 

Q o, + � 
X=------= 

P ( o,2 - 1) 

7 X 115,5 + 479,5 

3 X 48

= - 0,124.392 , 

• 

; . Pelo desenvolvimento teorico obtemos: 

• 

A diferenga entre os dois valores determinados para a rela� 
; '\ . ... ; 

( ) e praticamente nula, e ambos sao mui to proximos de 1 um • 

6.1.3 - Caso de Duas Parcelas Perdidas num Mesmo Tratamen

to 

C onsiderandoi 

a. = r Bl + n T - G ,

�· = r B2 + n T - G l 



P = r - 1 

Q = n - 1 
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obtemos por analogia com os casos anteriores, 

p a. + t3 
X =-----�

Q (P2 - 1)

" 

> A -

Podemos estender tambem para este caso,as conclusoes tira-
, H , 

das para seus analogos, com a ressalva de que neste caso a relaçao e dependente 

do nÚmero de blocos do experimento; quanto maior o nÚmero de blocos, tanto mais 

o valor se aproxima de �. 

6.2 - Ensaios em Quadrado Latino 

O desenvolvimento teórico que daremos aos casos de ensaios 
; , 

em quadrado latino se enquadra -tambem nos delineamentos em períodos sucessivos, 

desde que já prova.�os a existência de uma concordruicia nas fÓrmulas que estimam 
A 

parcelas perdidas nestes dois tipos de delineamentos. 

6.2.1 - Caso de Duas Parcelas Perdidas em Tratamentos, 14.

nhas e Colunas Distintos 

Consideremos um quadrado latino r x r no qual foram per-

didas duas parcelas (x e y). , , 

Conforme ja foi visto, a formula que nos pe�-
, mite estimar uma parcela perdida ei 

x = Mr ( ½, + e 1. + Tl) .: 2 �
(r ... 1) (r - 2) 

• 

No nosso caso, se dermos um valor arbitrfil'io (y0) para

l podemos estimar x1 ou sejai



X = 1 
r (L

1 
+ c1 +

, 
T1) - 2 (G + y0)

(r - l)(r - 2) 

r (L1 + c1 + T1) - 2 G - 2 y0 = ______ ....,__ •
(r - 1)(r ... 2) 

Com o valor estimado x1 podemos agora estimar �1 , ou sejai

Y1 = 
r (12 + C2 + T2) = 

2 (G + xl)
,

(r - l)(r - 2) 

Façamos 

= 
r (12 + c2 + T2) - 2

0 

G -_ 2 :J.

(r .. l)(r - 2) 

r ( 1
1 

+ C l + T
1

) - 2 G = tf ,

r (12 + c2 + T2) - 2 G = r{ ,

(r - l)(r - 2) = E • 

• 

• 72,..

Com ;stes valores, aplicando o rottpdo :iterativo obtemost 

';(\ 

X =----
1 E 

d 2 x1 d 2 S' 
y ,=---=-------+
l E E E E2 

X =--

2 E 

4 ir s y 
+ --

� 
- - _

E
_
3 
___ o_

J 2 6' 4 cÍ 
y =----+· 
2 E E2 E3 

O têrmo geral xN éi

' 

16 y 
+ ---

º
-

2N-3 ,,2 (J 4 ,f 

� 
-- + 

• o . 2N-2 
22N-2f 22N-l 

Yo
E
2N-l 2N-l E 

.. , 
A influencia do valor arbitrario y

0
, decresce numa pro-

N • N /J � 

gressao OUJa razao e q = � E 6 
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Considerando os sucessivos valores assUt"Ilidos por 

x. (i =. 1 , • o. , N) , nos !! ciclos de iteraç'ôes, obtemos::
l. 

Ô 2 Yo 
X -----

1 - E E ' 

. " • • ó 4 • o♦ . " • 

o' 2A· 
XN 

- - - -+ 

E2 

4 I)' 8 y 
___ _-º.,_ 

EJ E.3 

86' 

o • •• .. •• • • 

4 
.. , 

ô 
-- - -

E3 
o " .  

' 

16 f

" • o .. o 

22N-3 .-
ó 

--

E2N .. 2 

' 

• 6 o b .. .. 

22N-2 ;(' 2N-l 
,, 2 

:P_ + 
E2N-l E2N-1 

As diferenças entre os valores consecutivos de x. podem 
J. 

ser obtidas como se segue 

- Ecf + 

ª1 = x2 - X = 2 
l 

- Ecf +

26' + 

� 

2 f +

c,,2 .e, - 4) Yo
, 

= 23
(E2 - 4) 

d2 = x:3 - x2
..o,,_ 

E5 

.. E cf + 2 :f• + (E2 - 4) y
0

E7 

' 

' 

- E Ó. + 2 f + (E2 - 4) y 
dN = xN+l = xN = 22N-l --------- o 

E2N+l 

Voltando-se ao valor de xN temosi

,f 2d· 4f 
X =------+ ----

N _? .3 ... 
E l!. E 

---+ 
E2N-2 

22N .. 2 S

E2N-l 

,. 

• 

Somando e subtl-aindo 
22N-l ,s

\.,) \; N • ,.,,,_ , ., 

-.-2-N----- a expressao ac:una ela nao se altera e vira:
E 



?f' 
r 

2d 
X =-----

N E E2
+ 

2.N;..1 
2 

- ,_ 

E2N
- +

Grupando, teremos: 

4 ti" 

E.3 

2N-l ' 
2 ·;J

E2N

ô" 2 
+ _g__ +XN =E ( 1 . . ..

+ 
E2 

22N-l / 221l-l 
Yo+ 

i2-N E2N-l

;r- 2 (f 22

22N-3 cf
••• 

E2Iif-2- +

22N-l Yo
E
2N-1 

• 

2N-2 r· 

2 
"' 

2 )
-,,_; 

(-

E
2N-2 E2

22N-2
X = (- -

N 
E E2 )( 1+-+2 .. .. 6 + �-2-)

E 

22N-2 tf
2N-lE· 

2 
l + _L +

E2 

+ 

22N-l,.f
. V 

E2N

... o 
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· E2N-2
+ 

i2-�2

2N-1 2 y .:JL
E2N-1 

. - ,. 

) 

Passando-se ao J.imi te, com N tendendo a infinito, 
2N-2 

vira: 

ô 2 cf 22
x = l i m � = 1 i m (-- - · )( 1 + -:, +

N-ro N---ro . E E2 Jr 
2N-l 2 y 

-- - . Q 
]fi>J-1 

.... + �-2 ) +

• 

Discutindo cada têrmo separadamente, teremosi 

2 
li m (1+ ....L + •.• + 
N--..,ro E2 

pela teoria das sucessões • 

22N-l r;-
1 i m ---=li m 
N E2N 

N�co ...._.00 

22N-1 
Yo li m ---�=li m 

N-....ro EZN-l N-ro

y
.... · º-- oE 2N .. l 
(-) 

2 

Nestas condições teremos: 

' 

para E� 2 ., 

pru:-a. E � 2 • 

+
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�, 2 :5 E2 E 6' ... 2 cf li m x = x = (- - ....... --)(-----) - ----...;;;;..---- ..
N E2 E2 _ 22 - E2- 22 N ........ ro E 

, 
Observa-se que esta formula coincide exatamente com a dedu-

zida em 4.2.2" 

Confirmamos aqui, mais uma vez, as restrições impostas em 

4.2.2, ou seja, E� 2 e consequentemente r � 3. 

Determinemos a diferença entre o valor do limite ! e um 

valor xN (com N iterações).

= 

Mas, o estudo das sucessões nos d�s 

Substituindo êste valor na expressão acima, vir�: 

E f - 2 :i 
d=x - x  =---�---

N E2 _ 22

• l'\ 

2 cf (E if - 2 cf E i) -

E 6' - 2 cf 

E2

22N-l d
+----

E2N

)(E
2N .. 22N)

.. " 
22N-2

+--) + 
E2N--2 

• 

E2N _ 22N
• ·-+ 

E2N-2 (E2 ... 22)

2N-l
2 Y

0
_ 

E2N-l

22N .. 1 d 2N-1 2 . y
-- "�- + 

= 

+ 

F? .. 22 E2N (E2 - 2�} 

E2N (E2 _ 22)

22N-l E (Ef .. 22
) Yo 

E2N (E2 .. 22) 
-

E2N E2N-1

+



d = 

ou ainda, 
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22:N (E Ô' - 2 J } - 22N-1 (E2 - 22)cf + 22N-1 E (E2 .. 22) y

E2N (E2 _ 22)

• 

, 

Grupando convenientemente obtemos& 

e finalmente, 

cluiri 

2 E ô' - E2(f + E (�� - 22) y 
R

E2N (E2 _ 22)

2 f' - Ed + c:E2 - 2
2) 

Yo

E2N-l (E2 - 22)

Relacionando g com dN teremosg

, 

• 

De conformidade com o resultado a que chegamos podemos con.-

a) A relação -ª-- possibilita-nos avaliar a grandeza dodN 
êrro cometido quando determinamos o valor de x com (N + 1) iterações, cD�fà 

, , -

rado com aquele que obteriar1os se fizessemos infinitas iteraçoes. 

b) 
N # ,4 \, • fl/tl. 

Esta relaçao esta na dependencia somente das d1mensoes 

d d , r . ( )( ) o qua rado latino, que devera ser no nunimo de 4 x 4 , pois E = r - 1 . r - 2,

e para dimensões de r L 4 acarreta E L 3, contrariando assim, a restrição 

imposta na dedução da própria relação, que; E� 2. Ela independe do valor 

y
0 

inicial. 



e) Quanto mais próxima de 1 (um) f'Ôr a relação, tanto

mais o valor xN+l se aproxima do limite � .,

d) Na maioria dos casos podemos estimar � com duas ite

rações apenas, sem incorrermos em êrro grave, desde que o valor de t seja .re-

lativamente grande, a fim de que a relação seja próxima da umdade.. Ora, já Vi

mos que 

portanto, 

implica em 

d=x- xN ,

dN = XN+l - XN ,

Como a relação � válida para qualquer valor de N , basta tomarmos N = 1 e vi-

ra: 

X - x
2 

.. 

Podemos dai estimar o valor limite de � , ou seja: 

donde, 

x - XN E2 
- ::; ----

�+l - XN E2 - 4 

X =

, 

.. 

Exemplot Num experimento de competição de variedades de 

cana, em quadrado latino de 5 x 5 cujos dados são reproduzidos de PIMENTEL 

GCMES (16), com produções de cana-planta em quilos po.r parcela, em que foram omi

tidas as parcelas � e l, os resultados foram os seguintes 



D 

X 

e 

724 

E 

489 
B 

494 
A 

515 

2222 + X 

o.ndei 

- 78 ...

A B e E 

518 458 583 3.31 1890 + X

E A B D 

y 524 550 400 2198 + y 
B e D A 

384 556 297 420 2146 

D E A e 

500 313 486 501 2294 
e D E B 

660 438 .394 318 2325 

2062 + y 2289 2310 1970 1085,3 + X + y 

1i = 1890 , 

L =2 2198 , 

º1 = 2222 , 

e =2 2062 , 

T
l = 1635 ,

T = 2 1527 , 

G = 1085.3 , 

r = 5 •

Dai tiramosg 

6'= r (11 + c1 + T1) - 2 G = 7029 ,

d = r (1
2 

+ c
2 

+ T2) - 2 G = 7229 ,

E = (r - l)(r - 2) = 12 • 

Suponhamos Y
0 

= 400 e teremos: 

Ô-2y
0

7029-2:x:400 
E 12 = 519 , 



Portanto, 

donde, 

Y1 =

x2 
=

O valor de 

d. - 2 
:i := .  

E 

�,, - 2 Yl
= E 

7229 ... 2 X 519 

12 

7029 .. 2 X 516 

12 
I I 

= 516 

= 500 

� obtido pela formula ei 

E 21
-"-" - 2 d 12 X 7029 • 2 X '7229 
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, 

• 

X = ------ = ---------- = 499 •
E2 - 4 

d = x - � = - 20 , 

d1 = x
2 

- � = - 19 ,

d - 20 _ 6 
di 

= 19 - 1,052 3 

.. 

144 - 4 

o 

Por outro lado, teoricamente obtemos: 

Nota-se uma pequena discordância entre os dois valores da T,!! 

lação .Jl_ que� ocasionada pela aproximação feita nos cálculos de x.. e x2 •dl .L 

Observa-se ainda que o valor x
2 

difere muito pouco do lil14

te �. 

6.2 .. 2 - Caso de Duas Parcelas Perdidas numa Mesma Linha 

Supondo um valor y
0

para uma das parcelas perdidas, obte-
, ,# 

riamos uma formula para estimar a outra, ou seja: 

X =

Fazendo� 

r [ ( L + y O) + �l + T
J.

] - 2 [ G + y O]

(r - l)(r - 2) 
•
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'/(' 
=r (L + c1 + T1) - 2 G \J ,

f 

ÇJ = .r (L + c2 + T2} - 2 G 1

p =r - l , 

R =.r -2 , 

pelo método iterativo e por um raciocínio análogo ao de 6. 2.'l ., obtemo.s: 

e, 

e, 

x= p ô + ()

R {P2 ... 1) 

.JL = __ P_rz_ 
d 2 N P - 1 

, 

• 

6.2.3 - Caso de Duas Parcelas Perdidas numa Me�a. Coluna 

ou num Mesmo Trâtamento 

Seguindo a mesma marcha do caso anterior, resultas 

X =
p(J1·+.J 
R (P2 - 1) 

·•

Concluimos portanto que há uma semelhança entre os casos 



7 - C ONG LUSÕES 
De um modo geral co.ncluimos: 
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7.1 ... O método utilizado por ALLAN e WISHART (1) para a determinaçã9 de 

uma parcela perdida foge ao método dos quadrados :minimos. Entr.§ 

tanto a fórmula por êles determinada é a mesma a que se chega por 

um processo ma.te�tico rigoroso, aplicando-se o método dos quadr§: 
f • dos m:i.nimos. 

7.2 - A obtenção de fórmulas para o cJlculo de mais de, duas parcelas p� 

didas torna-se mui·�o complexa e enfadonha, devido ao tamanho aber

rante das mesmas, sendo portanto mui to mais viável o cálculo dire;. 
, , 

to, sem formulas, substituindo-se os dados perdidos por incognitas 
; , . , . e procurando-se atraves do metodo dos quadrados m1.n1mos aplicados 

.. 

a soma de quadrados residual, determinar o valor das méslllàs. 

7.3 .. O nÚmero de repetições efetivas, para o cálculo da variância de 
, . . . . � contrastes entre medias, obtido tanto atrâtres das regras de YATES 

como da de TAYLOR, aproxima-se mui to, chegando mesmo em certos C.§:

sos a coincidir com o obtido através de fórmulas exatas. 

7.4 - Aplicando-se o estudo de sucessões ao método iterativo utilizado 

por YATES (20) consegue-se estabelecer uma relação __g__ , onde 
dN 

d
N = XN+l - XN , 

xN = valor da parcela perdida, obtido com .N i tel'.'açÕes.

x = limite {valor obtido com infinitas iteraçÕes) 9 

Esta relação possibilita-nos em todos os casos estudados 
.. avaliar a grandeza do erro cometido quando tomamos xN+l como r�

presentativo de �. 



7.5 -
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Observa-se que -ª-� depende apenas do número de repetições e de dN 

tratamentos, variando conforme o caso considerado. 

Na maioria dos casos obtém-se uma boa estimativa para a parcela P�t 

dida, com duas iterações apenas, pois 
X - XN ; , • e mui to prox1mo 

XN+l - XN 
de l (um) o que nos leva a concluir que as duas diferenças pràticã 

mente se equí valem, tornando portanto vi�vel, se tomarmos N = 1, a 

substituição de I pór x
2 

• 

7.6 .. Usualmente costuma•se tomar como um valor inicial para (n - 1) Pa.t 
,

, . celas perdidas a media dos valores conhecidos. Entretanto, esta 

comprovado que o valor de � (com infinitas iterações) independe 

do valor arbitrlll'io inicial, donde se conclui que se pode fugir de.li 

ta praxe usual, e atribuir às (n .. 1) parcelas perdidas qualquer 

valor. 

7.7 - A dimensão rninima para um quadrado latino onde foram perdidas duas 

parcelas, � de 4 x 4 , pois para uma dimensão menor, t1ão restam 

graus de liberdade para o residuo. 

7.8 - Um experimento em periodos sucessivos ( "cthange-over•t), com pa:féelas 
, .. 

perdidas admite as mesmesformulas de um quadrado latino simples pa-

ra a estimativa das mesmas. Entretanto, o mesmo não ocorre para 
, ,. r 

as formulas de variancia de contraste entre medias de tratamentos. 

Quando se perde uma parcela num dos 
, 

n grupos, o seu cal-

culo independe das parcelas dos (n - 1) grupos restantes. 
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