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1. RESUMO

Neste trabalho procurou-se determinar os melho

res métodos de resolugao de sistemas lineares, em relagao a

tempo gasto no processamento, e a precisao, ou seja, a dife -

renga entre a solugao exata e a solugao encontrada pelo meto-

do usado na resolugao, a qual foi medida atraves do erro per-

centual medio.

-8a0:

Trabalhou-se

1. Metodo de
ou total

2. Metodo de

3. Metodo de

4, Metodo de

com alguns metodos mais comuns que
Gauss-Jordan com pivotagao maxima
Gauss-Jordan

Cholesky

Gauss-Seidel



5. Metodo de Jacobi

6. Método dos gradientes conjugados.

Como para resolver si§temas, determinados mét'o
dos exigem certos tipos de matrizes, procurou-se trabalhar com
quatro tipos que sao:

1. Matriz simetrica estritamente diagonalmente

dominante

2. Matriz simétrica sem dominancia diagonal

3. Matriz nao simétrica estritamente diagonal-

mente dominante

4., Matriz nao simétrica sem dominancia diago -

nal

Dentro de cada tipo de matriz acima e para ca-
dé metodo que resolve este tipo, trabalhou-se com quatro repe
ticoes de cada ordem.

As ordens foram divididas em dois grupos, a sa
ber: ordens de 3 a 30 e ordens de 31 a 50, isto devido ao fa-
to do méthO da pivotacgao maxima ser muito lento para proces-
sar ordems altas, entao no processamento por este metodo, fo-
ram submetidos sistemas até a ordem 30. Nos demais mé&todos no
tou-se as mesmas tendencias, tanto no primeiro grupo de ordens
como no segundo, isto &, os metodos que se destacaram no pri-
meiro grupo, tambem destacaram no segundo grupo,como por exem
plo, o metodo de CHOLESKY que se mostrou um dos mais efici-

entes em todos os casos,



Com respeito a precisao observou-se que, parai
os métodos que resolveram os sistemas apresentados, esta mos-~'
trou-~se bastante satisfatoria para todos eles, embora os tes-
tes estatisticos mostrassem diferengas entre métodos.

Nos tempos de processamentos de cada metodo

"' verificou-se diferencas acentuadas entre eles, nos divefsosti
pos de matrizes.

Neste trabalho sao apresentados gréficbs9 tan~
to para as precisoes, como para os tempos de processamentos ,
onde pode-se perceber as tendencias de cada método, dentro de

cada tipo de matriz.



2. INTRODUCAO

Varios sao os metodos existentes para resolu -

gao de sistemas de equagoes lineares do tipo

air1x; + a2 X2 + cc* + a;nXp = b
a1 X1 + a2 X2 vt v+ aypnxp = b
an,x%x;, + app,xz + *** * gy Xy = bn

Considera-se aqui os nxn escalares aij e os n
escélares‘bi como fixos. Por solugao do sistema acima, quer -
se dizer uma n-upla de escalares xj, para j = 1,2,....,n, pa-
ra o8 quais cada uma das n equagoes fique satisfeita.

O sistema pode ser escrito em forma compacta ,

usando a notacao matricial AX + B = 0, onde



—_— i - -— —_ - -
/
a a e a X b
11 12 1 1 1
A,y a5, . a, X2 b2
A = . . . X = . B = .
an1 8npo 2nn Xn by

Um dos grandes problemas em computacao & o de

encontrar um metodo efetivo, para resolver um sistema de n e-

[2Y

quagoes simultaneas em n incognitas, particularmente se n
muito grandg.

Naturalmente nao ha um método ideal para resol
ver todos os problemas, pois a eficiencia de um método depen-
de principalmente, do particular sistema a ser resolvido, prin
cipalmente em relacao ao tipo de matriz envolvida no referido
sistema.

Quando depara-se com tais problemas, escolhe -
se metodos baseados apenas em caracteristicas matematicas, sem
preocupar-se, por exemplo, se o tempo gasto no processamento
€ satisfatorio ou se a precisao dos resultados & aceitavel e
comprovaveis na pratica.

Quanto a precisao, ou seja, a maior ou menor di
ferenga entre os valores calculados e os valores reais da so=
lugao do sistema, nao cabe maiores comentarios, pois a propri

!
a palavra ja indica sua importancia.
Se o resultado exato de um sistema de equagoes

lineares @ o vetor X e, o resultado encontrado por um determi

PR



nado metodo e %,, deseja-se sempre que a diferenga |2 - X,lse
ja a menor possivel. Tal precisao depende de varios fatores ,
entre os principais pode-se citar tres: o método utilizado, o
tipo de matriz do sistema e a ordem do sistema.

No presente trabalho procurou-se estabelecer as
melhores combinacoes entre tais influencias, para que se pos-
sa ter resultados confiéweis a tempo satisfatorio.

0O tempo é da maior importancia, pois os cuStOS%
de hora de computador sao elevados, principalmente em centros

de grande utilizacgao.



3. REVISAO DE LITERATURA

RALSTON (1965), afirma que o método dos gra

dientes conjugados na computagEo, nao leva a uma solugao exa-

ta, por acumulagao de erros de arredondamento. E prova que |,

uma feitura util deste método & que se a -iteracao Q(X + AX)-
Q(X) = 1/2 (AX'AAX) e desenvolvendo para valores de i > n, en

tao Ilei T, RS llei ||, para todo i, onde gy = X, - X,

X, @ solucao exata e X, & a aproximagao na i-sima iteracao .

—  Ate que o arredondamento em cada iteracgao impede aproximacgoes

‘melhores posteriores.

O autor afirma ainda que, apesar da elegan-
i
‘cia dos metodos iterativos, como o gradiente conjugado, e de

‘suas vantagens, como por exemplo, a convergencia pode ocorrer

&m menos de n iteragoes, estesmétodos sao raramente usados em



em computadores digitais, para solucao de sistemas de equacoes
lineares simultaneas. A principal razao para isto, & que méto
dos diretos requerem menos computacao para matrizes grandes e
esparsas.

CARNAHAN, et alii (1969) diz que no metodo de
Jacobi, o grau de aproximaggo pode ser melhorado pelo gasto
de maior espago computacional, isto &, perfazendo um maior ni

—_ ) _

'mero de 'iteragoes.

0 autor prova ainda que, a convergencia depen-

. ~ . k - -
de de ser verdadelra a expressao lim A 0O, onde k e o nume-

k>

ro de iteragaes, esta expressao e verdadeira, se e somente se,
todos os auto valores (Xk) de A em modulo forem menores que a

unidade, e para que isto se dé, as condicoes suficientes sao:

n
< max ( Z 1aij|)

n
lxk|< max ( £ |a |
i=1

e dal o desenvolvimento subsequente, temos as condigoes sufi-

cientes
n
z Iai.] € u<1, 1 €j € n,
i=1 *J
ou
n
Zlai.|<u<1, 1 <ig n,
j=1
ou ',
n n
I z la, . 2 gu<1
i=1  j=1 1

Py



0 autor diz, ainda, que a solucgao de siste-
mas de equagoes por processos iterativos, tal como Jacobi e
Gauss-Seidel, sao muitas vezes denominados relaxacao (os er -
ros na estimativa inicial do vetor solugao sao diminuidos ou
relaxados enquanto os célcu;os continuam). Os metodos de Gauss
-Seidel e similares sao usados extensivamente na solugao de
grandes sistemas de equagaes lineares, gerados como resultados
de aproximacao de diferencas finitas de equacgoes diferenciais
parciais.

HEHL (1972), relaciona propriedades de um
método automatico de resolugao de sistemas lineares, que sao:

1. 0 metodo deve ser simples, requerendo um
minimo de memoria.

2. 0 método deve assegurar uma rapida con -
vergencia se o numero de passos necessarios a solucgao & infi-
nito. Se nao ocorrerem erros de arredondamento, & preferivel
um método que produza a solugEo num numero finito de passos.

3. 0 procedimento deve ser estavel com res-
peito a erros de arredondamento. E possivel diminuir erros de
arredondamento pela repeticao da mesma rotina, iniciando com
os resultados obtidos como nova estimativa da solugao.

4. Cada passo deve dar informagoes sobre a
solugdo e devera produzir uma nova e melhor estivativa do que
o valor anterior. ‘

5. 0 método deve usar tanto quanto possivel

os dados iniciais, isentos de erros de arredondamento, a fim
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de preservar possiveis propriedades especiais do problema.

0 autor citando Hestenes e Stiefel (1952), a -
firma que, de acordo com estes autores, existem dois métodos
que mais se aproximam destes criterios: O méetodo da elimina -
cao de Gauss e o metodo de Gradientes Conjugados.

ALBRECHT (1973), diz que quando a ordem n do
sistema e grande preferem~se os métodos iterativos pois, em
geral, os metodos diretos acarretam erros de arredondamentos.
Os métodos diretos tem a vantagem de se poder determinar, com
antecedencia, o nimero de operacoes necessarias para se che -
gar a solugao.

0 autor afirma ainda, que o método de Cholesky
€ uma modificagao do metodo de eliminacao de Gauss, e que o
metodo tem estabilidade maior que o original.

0 mesmo autor comparando tres metodos iterati-

"nao se

vos, entre eles Jacobi e Gauss—Seidel, conclui que,
pode concluir, que o metodo de Jacobi e sempre inferior ao de
Gauss—-Seidel". Prova ainda que, para matrizes de diagonal es-
tritamente dominante, os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, con
vergem.,

BAJPAI, et alii (1977) afirma que o metodo de
Cholesky & popular em programas de computaggo, devido seu es=-
pago de armazenamento ser muito economico. Pois nao ha neces-
sidade de armazenar os zeros das matrizes de decomposicao L e

U e nem os 1's da matriz L. Aqueles elementos de L e U que tem

de ser calculados, podem ser adaptados numa disposicao (array)
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retangular, além disso um elemento da matriz A do sistema s
que ja foi usado nao e requisitado de novo, de modo que a sua
posigcao no "array" original nxn, pode ser usada para armazena

gem do correspondente elemento quer seja de L ou de U.
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4, METODOLOGIA

4.1, De programacgao

Para cada um dos quatro tipos de matrizes em
estudo, foi escrita uma rotina para resolucao de sistemas 1li-
neares, para cada metodo de resolucao.

Procurou-se fazer a implementacao destas roti-
nas, de modo que, o cddigo (programa) obtido fosse o mais efi
ciente possivel, eliminando desta forma o problema da influag
cia (beneficio ou prejuizo) de implementagao em algum meétodo,
evitando-se com isto que este ou aquele metodo fosse benefici
ado ou prejudicado, nao por eficiencia ou deficiencia propria,
mas por falta de uniformizacao de programacao.

Estas rotinas foram reunidas em um programa ge
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ral que:

1. Gera uma matriz de ordem n (3 < n € 30) do
tipo em estudo e constroi a partir do vetor solucao formecido,
um sistema linear.,

2. 0 sistema linear gerado & entao processado,
simultaneamente, por cada um dos metodos.

3. Quando se consegue a solugao do sistema den
tro de um numero maximo estipulado de iteragaes ou passos, res
pectivamente, para os métodos iterativos e nao iterativos, cal
cula-se o tempo gasto no processamento e o erro percentual me
dio. Quando nao consegue resolver, emite uma mensagem de cau-
sa da nao resolucao.

Esta mesma metodologia foi aplicada para siste
mas de ordem n (31 < n < 50), esta divisao em dois grupos de
ordens foi devida ao fato de que o método de Gauss-Jordam com
pivotacao maxima, que daqui por diante sera chamado apenas de
pivotacao maxima, apesar de resolver todos os tipos de matri-
zes, gasta um tempo muito elevado, a partir de determinadas
ordens, observou-se que sistemas de ordem 40 gastava cerca de
2,250 segundos no processamento.

Dentro de cada tipo de matriz, todos os meto -
dos resolveram os mesmos sistemas, sendo que foram usados qua
tro sistemds de cada ordem, fbrmando portanto um conjunto de
4 repeticoes para cada ordem.

De cada.resolugﬁo anotou-se, para analises pos

teriores, o tempo de processamento e o erro percentual m&dio.
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Quando no vetor solugao fornmecido tiver compo-
nente nulo, este nao entra no calculo do erro percentual me -
dio, pois teria uma divisao por zero, entao nestes casos o

computador nao considera a diferanga deste componente.
4.2. De analise de resultados

A analise dos resultados, foram feitas atraveés
dos testes de FRIEDMAN (X2 de Friedman) e TESTES DE COMPARA -

COES MULTIPLAS, ambos descritos ﬁor CAMPOS (1979), como segue;
4.2.1. Teste de FRIEDMAN

As hopoteses a serem testadas sao:

HO: t1= t2= s e . = tk

H
1

e

pelo menos dois tratamentos diferem entre

si.
4.2.1.1. Aplicacgao

Dentro de cada bloco (ordem), procede-se a clas
sificagio conjunta das K observagaes (metodos), dando nota 1

a0 menor valor e K ao maior deles. E definido entao:

K
X2 = 12 T R? - 3n(K + 1), onde Ri e a soma das no-

nkK(K + 1) i=1 1

tas atribuidas aos dados do tratamento i, nos n blocos.



mentos em um mesmo bloco
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No caso de empates na classificacao dos trata-
utiliza-se a media das notas que

seriam atribuidas, caso nao houvesse empates. Além disso tem-

se que aplicar ao valor Xi a seguinte correcao:

o7
c =1 - 3 ] , onde T. = t>. - K, t.. & o namero de
nK(K?- 1) J 3 tJ
notas empatadas entre os K tratamentos nos n blocos, i = 1 ,
2, ..., Kej=1, 2, ..., n.

-~ 2 .
A nova expressao de Xr fica:

%2 12 ¥ R?Z - 3n(K + 1)
X = r nK(K +1) i=1 1
r
C g T.
T - 4 3
nK(K2- 1)

Os valores Xi ou Xi' sao comparados com um va-
lor Xg tabelado para K € 5 e n (n? de blocos), a um nivel «
de significancia.

Quando, porém, K > 5 ou o numero de blocos nao
for previsto em tabela, deve-se utilizar a aproximagao para
grandes amostras.

Comprova-se que, sob a hipotese H,, para gran-
tem uma distribuicao de X? (qui-quadrado) ,

2
des amostras, Xr

com K - 1 graus de liberdade.
! ~ - .
4.2.2. Comparagoes multiplas

Este teste tem a finalidade de completar o tes

te anterior, quando nele se rejeita Hy, procurando com isto ,
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localizar as possiveis diferengas entre pares de tratamentos.

Obviamente, os recursos destas comparagoes sao
limitados, pois ela permite apenas, confrontar os tratamentos
dois a dois, nao sendo possivel, portanto, a comparagao entre

grupos de tratamentos.
4.2.2.1. Aplicagao

Considera-se os C; pares de tratamentos e de -
termina-se, para cada par, a diferenga [Ri - Ri' , com i =1,
2,...,k-1ei'"=1+1, i+ 2,...,K. Onde R, e R,, represen
tam as somas das notas atribuidas aos tratamentos i e i', res
pectivamente, nos n blocos correspondentes.

A uma taxa de erro experimental «, admite-se

t; £ t;, se ]Ri - Ri.{ > Ay, ou seja, a diferenca minima sig-

nificativa (d.m.s.), a uma taxa « de probabilidade &: d.m.s.

) = =, os valores de A sao obti

= A,, ou PO(IRi - Ri,[ > A,

dos em tabela.
Quando o numero de ordens ou de tratamentos,ou
ambos ultrapassam os valores previstos na tabela de Al, ob-

tem-se a d.m.s. como segue:

| d.m.s. = Q_\V/nK(I;2+ L)

obtem-se o valor de Q em tabela propria, onde entra com o va-

lor de K a um nivel « de significancia desejado.
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5. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados serao apresentados e discutidos,
segundo cada tipo de matriz pesquisada.
Dentro de cada tipo de matriz, serao considera

dos dois intervalos de ordem, ou seja, 3 a 30 e 31 a 50.

5.1. Matriz simetrica estritamente diagonalmente dominante

Todos os métodos estudados mostraram-se efici-
entes para este tipo de matriz, porem a partir da ordem 30 ou
pouco mais, o método dos gradientes conjugados nao foi satis-

fatorio, as vezes convergindo, outras nao.
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5.1.1. Ordens 3 a 30

Tem-se aqui 6 métodos em estudo, que serae re-
presentados pelos numeros:

1. Metodo da Pivotacao Maxima

2. Metodo de Gauss-Jordan

3. Metodo de Cholesky

4., Metodo de Gauss-Seidel

5. Metodo de Jacobi

6. Metodo de Gradientes Conjugados
5.1.1.1. Precisao

O teste de FRIEDMAN formeceu o valor calculado
(X;') 98,6 e para 5 graus de liberdade tem-se o valor de X?
(qui-quadrado) tabelado 16,75 a um nivel de 0,57 de probabili
éade, de onde pode-se afirmar que pelo menos dois metodos di-
ferem entre si.

Nas comparagaes multiplas obteve-se as d.m.s.,
47,1 e 39,9, aos niveis de 17 e 57 de probabilidade, respecti
vamente, dal pode-se observar na tabela abaixo, quais métodos

diferem entre si.
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Em todas as tabelas

as seguintes convengoes:

Tabela 1 - Diferencas de precisao - matriz simé@trica estrita
mente diagonalmente dominante (ordens 3 a 30).

R,= 118,0 R =56,5 R =100,0 R.=36,5 R = 168,0
—7R1= 103,0 N.S. * N.S. %% *%
R, = 118,0 *x N.S. % %
R = 56,5 x N.S. x%
R, = 100,0 * % * %k
R = 36,5 *k

Para todas as comparacoes multiplas, R; e R;y,

representam as somas das notas atribuidas aos tratamentos i

e i' respectivamente, nas n ordens correspondentes.

apresentadas, foram usadas

*%%* - gignificativo a 0,57
*% - significativo a 1,07
* - gignificativo a 5,07

N.S.- nao significativo

Dos resultados acima pode-se dizer que:

1. 0 método da pivotagao maxima nao difere

em

precisao dos métodos de Gauss-Seidel e Gauss-Jordan; & menos

preciso que os de Cholesky e Jacobiy

que o de gradientes conjugados,

e ainda e mais préciso
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2. 0 método de Gauss-Jordan nao difere do méto
do de Gauss-Seidel; e menos preciso que os de Cholesky e Jaco
bi; e mais preciso que o de gradientes conjugados.

3. 0 método de Cholesky nao difere do de Jaco-
bi, e @ mais preciso que os de Gauss-Seidel e gradientes con-
jugados.

4. O Gauss-Seidel & menos preciso que o de Ja-
cobi e mais preciso que o de gradientes conjugados.

5. 0 método de Jacobi & mais preciso gue o de

gradientes conjugados.

5.1.1.2. Tempo de processamento

O valor de FRIEDMAN calculado foi 126,0, en-
quanto que o de x?2 para 5 graus de liberdade a 0,57 de proba--
bilidade @& 16,75, de .onde conclui-se que pelo menos dois
metodos diferem entre si, em tempo de processamento.

Nas comparagoes maltiplas, as d.m.s. a 1% e 537

foram, respectivamente, 47,1 e 39,9, dai na tabela: abaixo

. . - .
pode-se opbservar as diferengas a tais nivels.,
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Tabela 2 - Diferengas de tempo de processamento. Matriz sime

trica estritamente diagonalmente dominante (ordem

3 a 30).

R,= 109,0 Ry= 71,5  R,= 62,0  Rg= 38,5  Rg= 143,5
Ri= 164,5 *k * K *k * % N.S.
R,= 109,0 N.S. % * % N.S.
Ry= 71,5 | N.S. N.S. * %

Ry= 62,0 ‘ N.S. %%

Rs= 38,5 ok

Observando os resultados da Tabela 2, tem-se
que:

1. 0 método da pivotagao maxima nao difere do
metodo de gradientes conjugados, e & mais lento que os outros
quatro metodos em estudo neste item.

2. 0 de Gauss-Jordan nao difere do de Cholesky
e do de gradientes conjugados, e & mais lento que os de Gauss-
Seidel e Jacobi.

3. 0 metodo de Cholesky nao difere dos de Ga -
russ-Seidel’e Jacobi, e e mais rapido que o de gradientes con
jugados.

4. O metodo Gauss-Seidel nao difere do Jacobi,

sendo no entanto mais rapido que o de gradientes conjugados.

PIISE
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5. Jacobi & mais rapido que gradientes conjuga

.1.2., Ordens 31 a 50

Tem—-se agora

1. Metodo
2. Metodo
3. Metodo

4, Metodo

5.1.2.1.

de

de

de

de

quatro metodos:

Gauss—-Jordan

Cholesky
Gauss~-Seidel

Jacobi

Precisao

0 valor de FRIEDMAN foi 43,35, o de X? com 3

graus de liberdade a 0,5%, 12,84. Entao pode-se afirmar neste -

nivel de probabilidade que pelo menos dois métodos diferem en

tre si, em precisao.

Nos testes das comparagSes multiplas, as d.m.

s. foram 25,42 a 17 e 20,98 a 57. Com isto pode-se ver na Ta-

bela 3,

quais metodos diferem entre si.

i

t
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Tabela 3 - Diferengas de precisao - matriz simétrica estrita

mente diagonalmente dominante (ordems 31 a 50).

R, = 29,0 Ry = 58,5 R, = 36,0

R = 76,5 *k N.S. *k —
R,= 29,0 *k N.S.

Ra‘g 58,5 *

Ve-se ai que:

1. 0 método de Gauss-Jordan nao difere do ‘de
Gauss-Seidel, porém & menos preciso que os de Cholesky e Jaco
bi.

2. Cholesky nao difere de Jacobi, mas e mais
preciso que Gauss—-Seidel.

3. Gauss-Seidel & menos preciso que Jacobi.

5.1.2.2. Tempo de processamento

0 FRIEDMAN calculado foi 60,0 e o X2 com 3 gra
us de liberdade a 0,5% de probabilidade, 12,84. Entao pelo me
nos dois metodos sao diferentes em tempo de processamento.

As d.m.s. das comparacgoes multiplas, foram 25,4
al% e 21,0 a 5% de probabilidade, dai pode-se mostrar os me-

todos diferentes na tabela seguinte.
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Tabela 4 - Diferengas de tempo de processamento-matriz sime-
trica estritamente diagonalmente dominante = (or-

dens 31 a 50).

Ra= 60,0 R3= 40,0 Ry= 20,0
R;= 80,0 N.S. * % * %
Ro= 60,0 A N.S. *k
R3= 40,0 N.S.

Com isto ve-se que:

1. 0 método de Gauss-Jordan nao difere do de
Cholesky sendo, no entanto, mais lento que os de Gauss-Seidel
e Jacobi.

2. Cholesky nao difere de Gauss-Seidel e & ma-
is lento que Jacobi.

3. Gauss—Seidel e Jacobi, naodiferem entre si,

em tempo de processamento.

5.2. Matriz nao simétrica estritamente diagonalmente domi-
nante
3
0 metodo de gradientes conjugados nao se mos -

trou eficiente:para este tipo de matriz.
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5.2.1. Ordens 3 a 30

Para estas ordens tem-se 5 métodos, que sao:
1. Método da Pivotagao Maxima

2. Metodo de Gauss-Jordan

3. Méetodo de Cholesky

4, Metodo de Gauss-Seidel

5. Metodo de Gradientes Conjugados
5.2.1.1. Precisao

O valor de FRIEDMAN calculado foi“65,2, e com
4 graus de liberdade a 0,57 de probabilidade, o X2 tabeiado a
presenta o valor 14,86, com isto pode-se afirmar que pelo me-
nos dois métodos diferem entre si, em precisao.

Os valores das d.m.s. nas comparacgoes multiplas
foram 38,5 e 32,3, aos niveis de 17 e 57 de probabilidade, res
pectivamente. Nestes niveis pode-se notar diferencgas entre mé

todos na Tabela 5.
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Tabela 5 - Diferencas de precisao - matriz nao simétrica es-

tritamente diagonalmente dominante (ordens 3 a 30)

Ro= 117,5 = R3= 56,5 R, = 92,0 Rs= 41,5
Ri= 112,5 N.S. * % . N.S. *%
Rp= 117,5 *k N.S. * ok
R3= 56,5 ' * N.S.
Ry= 92,0 * %

Com isto ve-se que:

1. A pivotacao maxima nao difere de Gauss-Sei-
del e nem de Gauss-Jordan, contando, & menos precisa que Cho-
lesky e Jacobi.

2. Gauss- Jordan e Gauss-Seidel nao diferem en
tre si, no entanto, Gauss-Jordan & menos preciso que Cholesky
e Jacobi,

3. Cholesky nao difere de Jacobi, mas & mais
preciso que Gauss-Seidel.

4. Gauss-Seidel & menos preciso que Jacabi.

5.2,1.2. Tempo de processamento

O FRIEDMAN calculado foi 88,2 e o X2 tabelado

ao nivel de 0,5%Z de probabilidade, com 3 graus de liberdade e
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14,86, portanto, afirma-se que pelo menos dois metodos dife -
rem entre si, em tempo de processamento.

Nas comparacgoes multiplas a 17 de probabilida-
de, obteve-se a d.m.s. 38,5 e a 5%Z, 32,3, portanto, com estes _

niveis pode-se ver qualquer diferenca entre métodos na Tabela

6.

Tabela 6 - Diferencas de tempo de processamento - matriz naqp
simetrica estritamente diagonalmente dominante
(ordens 3 a 30).

Ro= 105,0 R3= 69,0 Ry= 68,0 Rs= 38,0

Ri1= 140,0 * * % * % * %

Ro= 105,0 * ' * * %

Rz3= 69,0 N.S. N.S.

Ry= 68.0 N.S.

Observando as diferencas pode-se escrever que:

1. O método da pivotagao maxima & mais lento

que os outros quatro estudados neste item.
! 2. 0 metodo de Gauss—-Jordan e mais lento queos
de Cholesky, Gauss-Seidel e Jacobi.

3. Cholesky, Gauss-Seidel e Jacobi, nao dife -

rem em tempo de processamento.
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5.2.2. Ordens 31 a 50
Tem-se quatro metodos para estas ordens, que

1. Metodo de Gauss- Jordan
2. Metodo de Cholesky
3. Metodo de Gauss-Seidel

4. Metodo de Jacobi
5.2.2.1. Precisao

No calculo do teste de FRIEDMAN obteve-se o va
lor 25,5; o valor de X? tabelado com 3 graus de liberdade a
0,5% de probabilidade & 12,84, dali pode-se dizer que tem pelo
menos dois metodos com precisocoesdiferentes.

No teste das comparagoes multiplas, as d.m.s.
foram 25,45 e 20,98, a 1% e 57 de probabilidade, respectiva -
mente. Pode-se, portanto, montar a tabela de contrastes se-

guinte.
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Tabela 7 - Diferencas de precisao ~ matriz nao simétrica es-
tritamente diagonalmente dominante (ordens 31 a
50).
Ry= 35,0 Rs= 57,0 Ry= 37,5
Ri= 70,5 % N.S. ok
Rp= 35,0 % N.S.
Rz= 57,0 ' - N.S.

Ve-se ai, que:

1. 0 metodo de Gauss-Jordan nao difere do de
Gauss=Seidel e & menos preciso que os de Cholesky e Jacobi.

2. Cholesky nao difere de Jacobi e @ mais pre-
ciso que Gauss-Seidel.

3. Gauss-Seidel e Jacobi, nao diferem entre si,

em precisao.

5.2.2.2, Tempo de processamento

FRIEDMAN forneceu o valor calculado 57,84 e pa -

ra 3 graus de liberdade, ao nivel de 0,5% de probabilidade |, o

~

tem~se o valor tabelado de X? 12,84, indicando que o tempo de
processamento de pelo menos dois métodos, e diferente.

Nas comparagoes multiplas as d.m.s. a 1% e 5%
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de probabilidade, foram respectivamente, 25,42 e 20,98, dal o

bserva-se na Tabela 8 os méetodos diferentes entre si.

Tabela 8 - Diferengas de tempo - matriz simétrica estritamen

te diagonalmente dominante (ordens 31 a 50).

Ra= 60,0 R3= 38,0 Ry= 22,0
Ri= 80,0 N.S. *% *%
_R2= 60,0 * *%
Ry= 38,0 N.S.

Dos resultados acima, pode-se escrever que:

o\

1. Gauss-Jordan, nao difere de Cholesky, mas

mais lento que Gauss-Seidel e Jacobi.

2. Cholesky, nao difere de Gauss-Seidel, mas

(02

mais lento que Jacobi.

3. Os métodos de Gauss-8eidel e Jacobi, nao di

ferem.
5.3. Matriz simétrica sem dominancia diagonal
Neste tipo de matriz, o método de gradientes

conjugados so resolveu sistemas de ordens pequenas (ate 16) e

alguns de ordens maiores, porem sem regularidade (ora resol -
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vendo, ora nao).

Os métodos de Gauss-Seidel e Jacobi, nao resol

vem sistemas com este tipo de matriz.

5.3.1. Ordens 3 a 30

Temos aqui treés metodos que sao:
1. Método da Pivotagao Maxima
2. Metodo de Gauss=-Jordan

3. Metodo de Cholesky

5.3.1.1. Precisao

0 valor de FRIEDMAN calculado foi 28,5 e com 2
graus de liberdade a 0,57 de probabilidade,0X? apresenta um
valor tabelado de 10,60. Com isto pode-se concluir que, pelo
menos dois metodos sao diferentes em precisao.

As d.m.s. calculadas, a 1% e 5% de probabilida
de foram, respectivamente, 21,8 e 17,5. Com isto pode-se mon-

tar a Tabela 9.



32.

Tabela 9 - Diferencas de precisao - matriz nao simétrica sem

dominancia diagonal (ordens 3 a 30).

Ra= 66,0 N.S.

Nota-se com isto, que:
1. 0 método da Pivotagao maxima & mais preciso

que os outros dois.

2. Entre Gauss-Jordan e Cholesky, nao se nota

diferenca significativa, em precisao.

5.3.1.2. Tempo de processamento

O FRIEDMAN calculado foi 54,1,e0X? tabelado ao
nivel de 0,5% de probabilidade com 2 graus de liberdade 10,60,
portanto, pelo menos dois métodos diferem entre si, em tempo de
processamento.

Nas comparagoes multiplas a 1% de probabilida-
de obteve-se a d.m.s. 21,8. Portanto, pode-se notar as tres

}
diferengas na tabela abaixo.
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Tabela 10 - Diferencas de tempo de processamento - matriz nao

simeétrica sem dominancia diagonal (ordens 3 a 30

i
Ro= 55,0 Rz= 29,0
Ri= 84,0 * % *%
Rao= 55,0 b . * %

Observando estas diferencgas, nota-se que:
1. O método da pivotacao maxima & mais lento

que os de Gauss-Jordan e Cholesky.

2. Gauss-Jordan e mais lento que Cholesky.

5.3.2. Ordens 31 a 50

Nestas ordens so0 temos dois metodos:
1. Metodo de Gauss-Jordan

2. Metodo de Cholesky.

5.3.2.1, Precisao

No calculo do teste de FRIEDMAN, obteve-se )

]

valor 0,20, indicando que os dois métodos nao diferem em pre-

cisao.
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Tabela 11 - Diferenga de precisao - matriz nao simétricasem

dominancia diagonal (ordens 31 a 50).

Ro= 31,0_

5.3.2.2. Tempo de processamento

FRIEDMAN forneceu o valor calculado 20,0. Para
1l grau de liberdade: ao nivel de 0,57 de probabilidade, tem-se
o X% tabelado 11,52, mostrando que os dois métodos sao dife -
rentes em tempo de processamento.

Nota-se, portanto, que o metodo de Cholesky &

mais rapido que o Gauss-Jordan, conforme Tabela 12.

Tabela 12 - Diferenca de tempo de processamento - matriz nao

simetrica sem dominancia diagonal (ordens 31 a 50

Ro= 20,0

Ri= 40,0 %% %
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5.4. Matriz nao simétrica sem dominancia diagonal

Nos sistemas com tal tipo de matriz, so obte -
‘ve solugoes com os métodos da pivotagao maxima, de Gauss -
Jordan e de Cholesky.

0 método da pivotagao, nao apresentou proble -
mas nas resolugoes, a nao ser o seu demorado tempo de proces-
samento. Gauss-Jordan e Cholesky, resolveram cerca de 907 dos

sistemas propostos, como sempre com rapidez e alta precisao.
5.4.1. Ordens 3 a 30

Tem-se os tres métodos que sao:
1. Método da Pivotagao Maxima
2. Metodo de Gauss-Jordan

3. Metodo de Cholesky

5.4.1.1. Precisao
O FRIENDMAN calculado foi 39,02 e o X% com 2
graus de liberdade a 0,57 de probabilidade 10,60. Dai ve-se
que pelo menos dois métodos diferem em precisao.
' As d.m.s. calculadas, a 17 e 5% de probabili -

dade foram, respectivamente, 21,01 e 16,90. Dai pode-se obser

var duas diferencgas na Tabela 13.

$
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Tabela 13 - Diferengas de precisao - matriz nao simetrica sem

dominancia diagonal (ordens 3 a 30)

R .= 26,0 * % * %

Nota-se com isto que:
1. O método da pivotagcao & mais preciso que os
de Gauss=Jordan e Cholesky.

2. Gauss-Jordan e Cholesky nao diferem em pre-

cisao

5.4.1.2. Tempo de processamento

0 FRIEDMAN calculado foi 45,26,0X® com 2 graus

de liberdade a 0,5% de probabilidade 10,60, entao pelo menos

dois meétodos sao diferentes em tempo de processamento.

Nas comparagoes multiplas, a d.m.s. a 1% de pro —

babilidade, foi 20,60, dal tem-se na Tabela 14 os tres méetodos

diferentes ,entre si.
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Tabela 14 - Diferengas de tempo de processamento - matriz nao
simetrica sem dominancia diagomnal (ordens 3 a 30)
Ra= 51,5 R3= 25,5
Ry= 73,0 %% * %
Ro= 51,5 * %

Pode-se escrever que:

1. 0 metodo da pivotacgao maxima e mais lento

que os de Gauss-Jordan e Cholesky.

do 1,66,

sao.

5.4.2.

[

2. Gauss-Jordan e mais lento que Cholesky.
Ordens 31 a 50

Nestas ordens so foram usados dois metodos:
1. Metodo de Gauss-Jordan

2. Metodo de Cholesky

5.4,2.1. Precisao

O Teste de FRIEDMAN forneceu um valor calcula-

indicando que os dois metodos nao diferem em preci -
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Tabela 15 - Diferengca de precisao - matriz nao simetrica sem

dominancia diagonal (ordens 31 a 50).

Ry= 20,0 N.S.

5.4.2,2., Tempo de processamento

0 valor do teste de FRIEDMAN calculado foi
17,0. 0 valor de X% tabelado com 1 grau de liberdade a 0,57
de probabilidade, e 7,88. Dai ve-se que os dois metodos sao
diferentes em tempo de processamento.

Observa-se portanto, que o metodo de Cholesky
€ mais rapido para processar que o meétodo de Gauss-Jordan, con

forme Tabela 16.

Tabela 16 - Diferenga de tempo de processamento — matriz nao

simetrica sem dominancia diagonal (ordemns 31a 50

Rp= 17,0

Ri= 34,0 %k ok
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6, CONCLUSOES

Com base nos estudos realizados em resultados e
diseussao, pode~se concluir que:
R
6.1. Matriz simetrica estritamente diagonalmente dominante.

6.1.1. Precisao

Para os dois grupos de ordens, os métodos mais

precisos foram os de Cholesky e Jacobi.

6.1.2. Tempo de processamento

Nos dois grupos de ordens o metodo de Jacobi foi
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o mais rapido, sendo que o de Gauss-Seidel mostrou-se tambem

rapido para as ordens 3 a 30.

6.2. Matriz nao simetrica estritamente diagonalmente domi-

nante

6.2.1. Precisao

Tem~se o Cholesky como o mais preciso nos dois
grupos de ordens e o Jacobi tambem aparecendo nas ordens 3 a

30.
6.2.2. Tempo de processamento
Tanto para o primeiro como para o segundo gru-
po, o mais rapido foi Jacobi, embora Cholesky e Gauss-Seidel
mostrassem tambem rapidos, para as ordens 3 a 30.
6.3. Matriz simétrica sem dominancia diagonal
6.3.1. Precisao
Para o primeiro grupo de ordens o mais preciso

foi o da Pivotagao Maxima, e no segundo foram os de Gauss-Jor

dan e Cholesky.
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6.3.2. Tempo de processamento

Para todas as ordens o mais rapido foi Choles-

ky.

6.4, Matriz nao simetrica sem dominancia diagonal

6.4.1. Precisao

Nas ordens 3 a 30, o mais preciso foi o da Pi-

votagao Maxima, e de 31 a 50, os de Gauss-Jordan e Cholesky.

6.4.2. Tempo de processamento

Em todas as ordens o mais preciso foi o de Cho

lesky.

Quando nao se conhece o tipo de matriz envolvi
da no sistema, deve-se usar o método de Cholesky, que foi (o]
mais regular para todos os tipos estudados, tanto no que se

refere a precisao, como em tempo de processamento.
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%

7. SUMMARY

This study was carried aot with the objective of deter
mining the methods of calculating the solution of linear systems
with regard to both time taken for processing ant the precision
that is the difference between the exact result and that found by
using the method this difference was calculated as the average per
centual error.

Several of the most common methods used were

1. Gauss-Jordan's method with maximum pivot strategy

2. Gauss-Jordan's method

3. Cholesky's method

4. Gauss-Seidel's method

5. Jacobi's method

6. Method of Conjugate Gradient
éince some methods require certain types of matrice;

to calculate the systems, 4 of those were used:

1. Symetric matrix with diagonal dominance
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2., Symetric Matrix without diagonal dominance

3. Non-symetric matrix with diagonal dominance

4. Non-symetric matrix without diagonal dominance

Within each type of those matrices, as well as for ea-
ch method which solves each one of them four repetitionsqof each
order were used.

The orders were divided into 2 groups: & 3.to 30 order
group and a 31 to 50 one, because the maximum pivot strategy method
is too slow to process high orders when this method was used for
processing, systems were submitted until the 30 th order. The same
tendencies were found with order methods, either in the first or
in the second group,‘which means that those most evident method in
the first group were also in the second group, for instance, "Cho-
leshy Method", which has been show one of the most effective in
all cathegories. -

Preciseness was found to show itself satisfactory eaough
for all of those methods which resolved the presented systems, al-
though statistic tests had showed differences among the methods.

During processing times of each method striking diffe-

rence among them were found in the several types of matrices.

In this study graphs either for precision or for pro -
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cessing time were used the tendencies of each method may be found

for each type of matrix.
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48,

Graficos

9.1.1. Os graficos das paginas 49 e 50, correspondem
a precisao das matrizes simetricas estritamen
te diagonalmente dominante e o da pagina 51

ao tempo de processamento das mesmas matrizes.
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9.1.2. Os graficos das paginas 53 e 54 correspondem a
precisao das matrizes nao simétricas estrita -
mente diagonalmente dominante e o da pagina 55

ao tempo de processamento das mesmas matrizes.
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Os graficos das paginas 57, 58 e 59 correspon-
dem a precisao das matrizes simetricas sem do-
minancia diagonal e o da pagina 60 ao tempo de

processamento das mesmas matrizes.
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9.1.4. Os graficos das paginas 62 e 63 correspondem a
precisao das matrizes nao simétricas sem domi-
nancia diagonal e o da pagina 64 ao tempo de

processamento das mesmas matrizes.
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9,2, Descricao dos Métodos

9,2.1. Método de Gauss-Jordan segundo CARNAHAN (1969)

Uma variagao do método de eliminagao que faz a
retro-substituigao simultanea, com a reducao dos elementos sub

diagonais, sera ilustrado com um sistema de ordem 3

2x - I7x + 4x = 9
1 2 3

x + 9x - 6x = 1
1 2 3

-3x + 8 - 5x = 6
1 2 3

_1
Suponha que deseja-se B , e forme a matriz au-

mentada |B:U:I\

—
O
1
(o)}
—
o
—
o
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Normalize a primeira linha, dividindo-a pelo
pivot, elemento 2, a seguir reduza os elementos restantes da
primeira coluna a zero, pela subtracao da nova primeira linha
da segunda linha, e assim tambem por subtracao de 3 vezes a

nova primeira linha da terceira linha, o resultado & :

1 - 7/2 21 9/2¢v  1/2 0 0
\ [

0 25/2 - 8|—'7/2:-‘ 1/2 1 0
)

0 - 5/2 111 39/2} 3/2 0 1

De maneira analoga, procura-se colocar 1 na Po
sigao a e zero na posigao a e assim sucessivamente até que
, 22 A 32
-1
obtenha a matriz resultante |I:X:B |, onde X & o vetor solu -
_1

cao e B ¢ a inversa da matriz original dos coeficientes, as-

sim obtem-se

|

1 0 0 , 4 ,;93/235 67/235 6/235
1

0 1 0,1 ,13/235 22/235 16/235
|

o 0 1,2

7/47 1/47 5/47

Conclui-se esta descricao desenvolvendo o algo-
ritimo para o procedimento acima, que & chamado de eliminacao
de Gauss-Jordan,

Seja a matriz aumentada inicial An % (n+1),for-

mada pelos n x n coeficientes da matriz original e pela coluna

dos termos independentes.
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indice do pivot, de tal forma que o elemento ay

67.

a a a NN a a
11 12 13 1n 1,a+1
a a a ‘e a a
21 22 23 2n 2,041
a a a e a a
nj no n; nn n,n+;
_ -
Sejam=mn + ; e fagamos k = 1,2,...,n, ser o

x Sejao ele -

mento pivot, para o K-ésimo passo de redugao. Subentende- se,

que os valores dos elementos de A serao mudados durante o pro

cessamento. O algoritimo & :

normalizando

redugao

Observagoes

3y
akj= Tl_’ sy J = m, m-1, ..., k
kk
j= m, m-1, ..., k
a..= a,. - a,, a .,
13 1 1k k] i= 1,2, ..., n,
i #k
K=1,2, ...,n.

a) Como nao aparecem elementos nao nulos a es - ¢

querda de a no k-ésimo passo, & desnecessa

kk

rio normalizar akj para j<k.

b) Com a finalidade de evitar modificagoes pre-

maturas de elementos da coluna pivot, o iIndi
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ce j da coluna & sempre decrementado do seu
maior valor m, até que a coluna pivot seja
atingida.
Se um pivot for encontrado e sua grandeza for
-15

menor que € (um valor bem pequeno, p.ex. 106 ), os calculos

sap interrompidos, pois a matriz pode ser singular.

9.2.2. Redugao de Gauss-Jordan com uso da pivotagao

maxima segundo CARNAHAN (1969)

Na redugao de Gauss-Jordan com a estrategia do
pivot diagonal, para pivot no k-ésimo ciclo era escolhido )
elemento da posicao I isto @, um elemento da diagonal.Esta
estrategia pode levar a dificuldades computacionais, p.ex.di-
visao por zero, para alguns sistemas de equacoes. Se fosse
a;, =0, entao os passos de normalizacao do algoritimo, nao

deveriam ser executados. Quando a e de uma grandeza relati-

kk
vamente pequena, comparadas com a de outros elementos nas pri
meiras colunas da matriz A, as operagoes de normalizagao e re
dugﬁo, podem muitas vezes ser efetuadas, mas os resultados com
putacionais, podem nao conduzir a solucao, por causa do erros
de arredondamento.

Em tais casos, desde que a matriz dos coefici-
entes nao seja quase-singular, & sempre possivel, superar )

problema, pelo rearranjamento das linhas ou colunas da matriz

dos coeficientes, isto & equivalente a reorienagao de equagoes



69.

ou renumeragao das variaveis, respectivamente. Uma alternati-
va possivel e, escolher algum elemento de grande=z significati
va, que ainda esteja disponivel para pivotamento (nao em uma
linha ou coluna ja contendo pivot), como pivot, para o k-eési-
mo passo. Geralmente, o maior de tais elementos e o preferido,
uma vez que seu uso conduz ao menor erro de arredondamento no
passo de redugao.

E necessario somente manter a lista dos indi -
ces de linhas e colunas dos sucessivos elementos pivot. Seja
T € Cpo respectivamente, linha e coluna subescrita do k-éesi-
mo elemento pivot, Py

o algeritimo g
: talizagao

d =1

escolha do pivot

= ] |
Pr = Srkek * | %rkek - max la ji’
1,3
i =1, 2, ..., 0,
i # rl, r2, vees Tp_q
j =1, 2, ..., n,
] # R T Y k =1, 2, ...,n

atualizando o determinante

d = dpk
normalizando

j =1,2, ..., n + 1
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reduzindo

He
e
[N
.
[ M
[
(¢]
P
[\]
[a]
P
Cue

J=1, 2, ..., n + 1

[
]
—
-
N
v

...,n

Aos elementos r, e cy devem ser assinalados valores apropria-
dos, uma .vez que o k-ésimo pivot tenha sido selecionado. As -
sim d e o determinante (possivelmente com o sinal incorreto )
da matriz dos coeficientes. Apos a redugao ter sido completa-
da, as primeiras n linhas de A conterao possivelmente uma ma-
triz identidade permutada. A (n + 1)- esima coluna contera o
vetor  solugao x =[?1, Xos +oes xd's embora os elementos, ge -

ralmente, estejam fora de ordem. As solucoes podem ser .postas

em ordem, pelo uso das informagaes contidas nos vetores r e

C como segue ¢

X = ark,n+l' k=1, 2, ...,n. (1)

A matriz dos coeficientes, transformada resul-
tante, tem um determinante igual +1 (& uma matriz elementar a
segunda classe ou matriz identidade). Em consequencia disto ,
o valor computado para o determinante d, pode estar com o si-
nal incorreto. E preciso determinar se o nimero de permutaypes
entre linhas) que & exigido para reordenar a matriz permuta -
cao final, como matriz identidade, & par ou impar. 0 problema

pode ser resolvido, formando um vetor auxiliar j, tal que

Pk = S k=1, 2, ..., n (2)
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e em seguida contando o numero de pares de trocas requeridas,
para colocar o vetor j numa sequencia ascendente. Se o numero
de permutacoes & par, o sinal de d esta correto, se @& impar
esta incorreto.

O metodo & provavelmente melhor ilustrado com
um exemplo numerico.

Consideremos o conjunto de equagoes abaixo, cu

ja solugao exata & o vetor [4,1,2]"'

- 3x + 8x + 5x = 6
1 2 3

2x - 7x + 4x =9
1 2 3

x + 9x - 6x =1
1 2 3

A matriz de coeficientes aumentada, para este
sistema & :
|6-=
|
2 -7 4 lo
|
'1
- |
Entao, para k = 1, isto &, para o primeiro pas
so, 0 elemento a , tem a maior magnitude dos nove elementos
32
possiveis e p- = 9, r1= 3, ¢ = 2. 0 valor do determinante d
1 . 1
e atualizado ,de seu valor inicial 1 até 9, em ordem crescente.

Apos os passos de normalizagao, para o primeiro ciclo, a ma -

triz transformada & :
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179 1 -2/3 1/9

os passos de redugao levariam a

235/9 0 31/3 46/9]

25/9 0 =-2/3 88/9

1/9 1 =-2/3 1/9
Para o segundo ciclo, somente a , a , a e
11 13 21
a estao disponiveis para serem pivots. Uma vez que, a tem
23 13

a maior magnitude dos quatro candidatos, P,= 31/3, r = 1 - e

c, = 3. 0 valor do determinante e tomado de 9.31/3= 93. Apos

os passos de redugao e normalizagao, a matriz se torna
-35/93 0 1 46/93

235/93 0 0 940/93

-13/93 1 0 41/93

Para o terceiro e ultimo ciclo, somente a &8
2

ta disponivel para pivotamento. Entao P = 235/93, r.o= 2 e

c = 1. 0 valor determinante & tomado ate 93.235/93 = 235, e

apos redugao e normalizagao, a matriz @&

0 0 1 2

|
|
100:4
|
!

=
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As tres primeiras colunas contem uma matriz
identidade permutada e a quarta contém as solugoes, embora

nao em ordem natural. Os vetores r e c contem os valores

k Ty Cy
1 3 2
2 1 3
3 2 1

X:=a =4
1 24
Xx,= a, = 1

= = 2
X, 4y

0 vetor auxiliar j, formado de acordo com (2),

::
iy= 3
jp= 1
jy= 2

Uma vez que, sao exigidos dois pares de trocas,
para colocar j na sequencia ascendente, o sinal de d esta cor
reto, e o determinante da matriz original dos coeficientes g
235.

Na implementagao o valor do determinante nao

e usado.

9.2.3. Método iterativo de Jacobi segundo CARNAHAN

(1969) .
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Considere o sistema BX = U. (1)
Formulamos agora, o metodo iterativo de Jacobi,
para resolver o sistema linear (1).

Primeiramente resolvemos para x resultando,

1 H)
x1= (Uy= bypxp,= bygxg= ... = bp %) / by,
X2= (UZ_ b21 xl‘ bzsxa- s 0 s = bzn Xn) / b22
Xn = (Un_ bnl X 1_' bn2 X2 = e el T bnsn_lxn_l) / bnn

0 sistema (2), pode ser escrito de maneira mais

consisa, como,

=]
o’
[
Cae

s
! =

e e
W n
He e

x; = Ao— , 1 1,2,...,n (3)

o
He
He

Note que o rearranjo acima exige bi diferente

i
de zero. Em geral tentamos reordenar as equagoes e as incogni
tas, de modo a obter, a dominancia diagonal, isto e, de forma

que cada elemento bi e maior em valor absoluto que todos os

(=D

outros coeficientes na linha e na coluna i.

Depois fazemos tentativas iniciais, para os
x'8, e inserimos estes valores nos elementos do segundo mem -
bro de (2). As novas aproximagoes resultantes para os x's, sao
resubstituidas no segundo membro de (2), e o processo e repe-

tido.

Provavelmente, o0s x's assim computados, mostra
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ra20 pequenas variacoes, apos varias iteragoes feitas.
Para se estabelecer um criterio de convergen -
cia, considere as equagoes rearranjadas (2), com o sistema X=

= AX + V, no qual

. =] = -
0 b b . e b v
b b
12/b11 13/ 11 1n/b11 o1/ 1
b 0 b o v
21 23 2n/b 2/b
/bzz /bzz 22 2
A < : ;: : ° , V = ° (4)
b b b S o \
nn nn on oo
e , ——cd L i

Se o vetor inicial Xoesté proximo do vetor de
solugcao, a convergencia sera rapida. Em cada elemento defini-

mos

X &, - AF TV (5)

no qual o subscrito k & o nimero de iteragoes. Isto significa
que

X, = Akx0 + I:I+A+A2+...+Ak-‘1‘]v.

k

, - . s k
Dai vemos que a convergencia exige, normalmente que, lim A"=0
Koo

(6) e a condigao mecessaria e suficiente &:

) lim [Tea+AZ+. . .+aF T = (1 - a)7?

k>0

#ssim quando (6) e satisfeita, X = 1lim Xk existe e X=0+(I-A)lv,
koo

‘8to e (I - A) x

v ou x = Ax + v. Desta forma a convergen -

fa depende de ser verdadeira (6).



Pode-se provar que (6) & verdadeira, se e

mente se, todos os auto-valores de A, em modulo,

res que a unidade. Para que isto se

ciente, tomando

n
(A, | € max z |a..|
k j=1 1]
N Z la, .|
A £ max I |a..
k i=p I
quente;
2 la,. |
I la..| € 41 <1
i=1 iy’ = ’
ou
n
.Z laijl £ u <1,
J=1
ou
n n
DI laij]2\<u<1.
1=1 J=1

Pelo emprego de (4),
cia podem tambem ser transformadas,
de condigoes, sobre os elementos da

coeficientes. Por exemplo a segunda

Se,

para 1 <

como ocorre frequentemente,

76.

sOo-

forem meno

de, temos a condigao sufi

e desenvolvendo subse-

N
G,
n

n,

(7

as condigoes de suficien-
num conjunto equivalente
matriz

original B dos

condicao de (7), torna-se

i<n

(8).

a matriz B for
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irredutivel (isto e, uma matriz da forma

B B ,
onde B, e quadrada, O @ a matriz nula; nao pode ser encontra-
da permutando as linhas e colunas de B), a condigao suficien-

te pode ser relaxada, para

com a desigualdade valendo estritamente para pelo menos um va

lor de 1i.

9.2.4, Metodo de Gauss-Seidel segundo CARNAHAN (1969)

Consideremos o sistema linear (1), descrito em
Jacobi, refrazeando na forma (2) ou na forma X = AX + V. Nas
iteragSes, contudo, os elementos recomputados do vetor X, sao
sempre usados do lado direito do sinal de igual, tao logo se-

jam obtidos. Isto contrasta com o método de Jacobi, no qual os

novos componentes nao sao usados atée que todos os n componen-

tes tenham sido encontrados.

Para ilustrar, aplicaremos o método a um exem—
PN - -
plo numerico; a formula usada e:

x.= 11/4 - x - x

1 2/2 3/43

2 4+
\ 3/2 x1/2,

"
"

X = 4 - XI/Z, - X
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com a compreensao de que os x's mais recentemente calculados,

sao sempre usados no segundo membro da igualdade.Agora X ini

cial e escolhido,podendo ser[l,l,l,] '. A primeira iteracao for-
neces . x,, = 11/4 = (1/2).1 = (1/4).1 = 2

X, = 3/2 + (1/2).2 = 5/2

Xg = 4 - (1/2).2 - (1/4)(5/2)= 19/8
isto e: ‘

x, = [2, 5/2, 19/8 ]"'.

Analogamente, as proximas iteragoes formnecem

x, = [29/32, 125/64, 783/256 '

X

. (1033/1024, 4095/2048, 24541/8192 ]

Observe que neste exemplo a razao de convergen
cia e mais rapida que Jacobi.

A fim de investigar a condicao de convergencia
do metodo de Gauss-Seidel, nos primeiramente frazeamos a ite-
racao em termos de componentes individuais. Seja x,

ik

mos a k-ésima aproximagao ao i-&simo componente do vetor solu

s denota-

- - - ' . -— - 1 -
¢ao x = [x,, Xys ooy Xn]'. Seja [Xy5, X,y s tr+»> Xpo|' uma a

proximagao inicial arbitraria (tal como o metodo de Jacobi ,

se uma boa estimativa e conhecida, poderia ser resolvido com
eficiencia). Sejam A e V os mesmos como dados em (4) no Jaco-

bi, e defina,
'
i

Xip = 'Z
J=

1 n

37i%5k

+v,
j=i+1aleJ’k_1 Vi (9)

1

i-1
para 1 € i € n e 1<k. Quando i=1, I a,.x. @ interpreta-
j=1 13 1
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do como zero

Escrevemos A = AL + AR.’ onde
0 0 ca e 0 0
a,, 0 .o 0 0

a, a_, - an n-1 0 >
0 a,, .. a,n
0 0 . e asn
AR = . . .
0 0 .o 0

Desta forma A/ € uma matriz estritamente trian
gular inferior, cujas entradas subdiagonais, sao os elementos
de A nas suas posicoes naturais. Uma descricao similar se a-

= [x

plica a Ag. Ve-se que se Xy 1o Xppr v th-J" X, =
= Aka + AR k=1 + v. Isto pode ser parafrazeado como:
-1 -1
X, = (T - AL) Akxk—l + (I - AL) v,

o qual & da forma de Jacobi. Isto significa que uma condigao

necessaria e suficiente, para a convergencia de (9), & que os
!

auto-valores de (I - AL)_IA sejam menores que a unidade em

R

modulo. Os auto-valores de (I - AL)—IA encontram-se pela so-

R

lugcao do determinante
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: -1 -
(I AL) Ap AT =0

ou determinante o

-1 - '
(T - a7 . [ap = 2T - 4] =0,
ou determinante

(A, - AI + kRL) = 0.

R
Desta forma o método de Gauss-Seidel converge, se e somente se

as raizes do determinante de

— ——f
-A 3, @13 .+ 3.4
ani - -\ Q3 «+« ahn
331' 332A —)\ o s 0 aan
(10)
anll anzl ansk -\
L )

forem menores que 1 (um) em valores absolutos.

aij =—bij/bii,

para i # j, o determinante de (10), tem as mesmas raizes que

Uma vez que a,, = 0, 1 £i<n e

o determinante de

b11>\ b12 b13 Lo bl'_ﬂ.—‘
bzlk bw A by ... by
b3_1>\ b32)\ bssA... b3n
| . . o . (11)
L]_:nl}\ boad  bpg A by A

Isto mostra que condigoes analogas as duas pri
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meiras de (7), em Jacobi, sao suficientes para garantir con -

vergencia a saber:

lbij/biil S U<l ou jl/bjj| < u <1, Igisn (12)

e

o 1=
) ™Mo

(S
W ™M
Cae e

A primeira destas, pode ser demonstrada como

segue. B .sabido que se

B & nao singular. Assim o vetor solugao x existe, tal que,

x = Ax + v, donde
n
X, =Y a,,Xx. + v,, no qual a,, = -b,. .
i 5= ij73 i ij 1J/bii
j#i
Substituindo isto em (9), obtem-se
| < P ey, |
X, = x, (<2 | a,, | | x,, = x,|+ 2 la,.| |x. ,_, = x.|(13)
1k i j=1 ij jk j j=i+1 ij j,k-1 ]
Fagamos e, denotar o maximo dos numeros |xik - xi| de acordo
com a variagao de i. Entao
. - 5 . £ <
|x1k xll <j=2 |a13]ek=1 S Hep 1 S k1
Substituindo isto em (13) obtem-se
A »n
X - X £ |a e Z a <
% o< lay k-l+_4 | 2j| ®k-1 S Hek-1
Continuando como in@icado‘chega—se ‘xik - xi|<uek_1, 1<ig<n.

. . e k
isto significa, naturalmente; que ’xik - xi|< U e, donde, uma
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vez que O<uy<1l, 1lim x., = x.
)

9.1.5. Método de Cholesky segundo BAJPAI et alii (1977)

Seja o sistema AX = B. Sabe-se que a matriz A
pode ser decomposta num produto de duas matrizes triangulares,
uma superior L e uma inferior U.

Além disso as matrizes L e U nao sao unicas ,
pois podemos escolher a vontade quais serao os elementos das
diagonais principais de L e U, € isto deve ser feito de modo
a obter a forma mais simples possivel.

Temos

A = L1LU
podemos fazer todos os elementos da diagonal de L iguais a 1 ,

entao L tera a forma :

T o0 o ... o]
1 1 0 ... 0
12

1 1 1 ... o0
31 32

o L :

1 1 1 C.o 1
nr n2 ns

e U sera :



P
I | U .
11 12 3
0 u
22 23
0 0
33
|
g = .
0 0
L
O sistema AX =
ma, LUX = B (2)
fazendo
UX = Y (3)

podemos reescrever (2)

LY = B,

B (1),
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pode ser escrito da for-

cuja solugao & facilmente encontrada por substituigao direta.

Obtido o vetor Y, solugao de (4), podemos re -

solver o sistema (3), por retrosubstituicao, o que nos condu-

zira ao vetor solugao X.

0 algoritimo entao &

Fatoracgao
A = LU
“15 7 1y
=1

enquanto j < n - 1

para j =

1,2, n.

¢ 0.y
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fazemos

se j = 1, entao 1lJ = ii/u. .
33
j-1
j > a .. = c.o= . . ‘e 1= +1,...
se j>1, entido 1lJ (a1J kzz 11kuk3)/u33 i=m,m+1, , 0
m-1
u_ .= a -z 1 u, .
mi mi o mk ki

fim j =3 +1

resolver LY = B

[}
2

resolver UX

9.1.6. Metodo dos gradientes conjugados segundo RALS-

TON (1965).

Se A & uma matriz quadrada, simétrica e positi
va definida o sistema Ax = b, pode ser escrita assim

Q = 1/2(x'Ax) - x'b

Podemos procurar uma sequancia de vetores in}
tal que Q (xi+1) < Q (xi) se Q (xi) # 0. Esta sequéncia conduz

a solucao de Ax = b. Na pratica arredondamentos nos impedem

chegar a esta convergencia teorica.

! Seja Vi, V,, «.., Vy uma base para o espago Eu

13 . . ~ . ~ y .
clidiano de dimensao n, e seja X, a solugao verdadeira do sis
tema Ax = b. Entao se x; & nossa aproximagao inicial da solu-

gao, escrevemos
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n
X - x;, = I <«,v, (1)

Se por exemplo, os vj's sao ortogonais, entao

vi (x, - x.)
@, = J t ! , j=1,2, ...,n (2)

J v! v

3]

mas isto e de pouca ajuda, uma vez que, estamos procurando pe

lo X, - Por outro lado suponhamos que

' - . .
VjAvi 0 i# ] (3)
t _
Neste caso os vj sao chamados A-ortogonal ou A-conjugados. En

~

tao
: - vir )
. = vialx, - x)) 3T, j=1,2,...,n

J

v' Av. vIiAv,
J J
(4)
do qual ajs sao facilmente calculados. (Note que vjAvj #0 |,
se A @ positiva definida). A ideia basica do método dos gra -
dientes conjugados & gerar uma sequencia {vj} dos vetores A-or.
togonais, calcular més como em (4), e desta forma atingir X, .
Para gerar um conjunto de vetores A-ortogonal,
supoe~se que existe um conjunto de vetores Uy, Uy, «.., u,

que forma uma base. Entao emprega-se o procedimento de orto -

gonalizagao de Gram-Schimdt, para calcular

onde
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B = - (vI'cAu]._+ / v'Avk) (6)

i+1,k 1 k

Uma vez que o0s uis sao linearmente independentes, pode-se mos
trar que os v{s tambeém sao. Resta entao escolher a sequencia

{uj}. Uma possibilidade poderia ser, empregar os n vetores co
ordenados. Se for feito isto pode-se mostrar que, p procedi -
mento resultante & funcionalmente equivalente a eliminagao de

Gauss. Uma outra alternativa que leva a um algaritmo mais con

veniente, contudo, sera a seguinte, define-se:

i=1
X, = X + I ajvj i=1,2,...,n (7
i=
como o0s més dado por (4). Entao Xipy = FyFeove, i=1,2,...,n
(8) de acordo com (xi+1 = x; + divi). 0 i-esimo residuo e da-
do por r. = b - Axi , 1 =1,2, ...,n (9)

0 principio do metodo de gradientes conjugados,

esta em escolher u, = r., i=1,2, ...,n. Pode-se provar que,
quando a sequencia {ri} - termina (isto &, tem algum r, = 0)
antes de i = n+l, neste caso temos uma solucao, ou a sequen -

cia forma uma base ortogonal para um espago n-dimensional. Tam
bem pode-se mostrar que Q(xi+1) < Q(xi). A priori, nos nao co
nhecemos a sequencia {ri}, mas podemos detefminar os vis e ris
por um processo iterativo

, Da aproximacao inicial temos
r, = b - Ax1

de (5)
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de (4) e (7)

« = vlr
1 171 /v Av,
e
X = X1+ «,v;
2 17 V1
entao
= - = - T
r, b Ax, r, 1Av1
e
Vy = Tat Byyvy
onde
= = v,Ar
B2 1552 [y 1 Av,

~

As equagoes do algoritimo geral sao:

x, = Vir,, ,
1 11 CAv.
/vl v,
X. = X. + «,¥v,
i+1 1 i
r. = r.,,~ <,Av. .
i1+1 19 iv71 i=1,2, ...,n
i 10
B. = - v!Ar. e (10)
L i"i+1 /v ! Av, V= 1,= b -~ Ax,
i1
V.
i+1 = r. + LV,
1+1 Bl 1

Note que «, dado acima, difere de =, dado por
i i
(4). Contudo, usando a ortogonalidade dos vis, pode~se mostrar

que as duas formas tornam-se identicas. Tambem Vi, em (10)

envolve somente um unico B; em contraste com (5). Mas novamen
4

te usando a ortogonalidade dos v{s, pode ser mostrado que to-

] —_
dos osoutros Biks desaparecem. De (1) e (10) segue que X 41"

= Xt.

0 método dos gradienjtes conjugados, por isto ,



¢ um metodo iterativo finito.
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9.3. Programas computacionais dos métodos de resolucgao de

sistemas lineares.



90.

SUBROUTINE FIVOTA (NsrAsxs INDICA)
INTEGER LINHA(S0»» COLUNACSQ)s LIN» COLy LINIs COLIs INIDIICA
REAL A{S0,31)» X503 PIVO, AUX

==» ESTA SUBROTINA RESOLVE SISTEMAS LINEARES FELO METODOD DA
FIVOTACAD MAXIMA.

SE DURANTE 0S CALCULOS FOR ENCONTRADO UM FIVO MENOR QUE 10%X%-135
A MATRIZ FASSA & SER CONSIDERADA SINGULAR.

}

~~-:rOESCRICAD DAS VARIAVEIS FRINCIFAILS

SO0 000 Q@ @ 0O

==, N :+ NUMERD GE TNCOGNITAS (EQUACOES) DO SISTEMA
= A v MATRIZ AMPLIADA LD SISTEMA
= X t VETOR CONTENDO #& SOLUCAODDO SISTEMA HUANDO ESTA EXISTE
==, INDICA § ANORMALIDADE NA SOLUCAO:
INDICA = 0 ——-3 SUOLUCALZ ENCONTRADA

INDICA = 1 ---3% @& MATRIZ FOI CONSIDERADA SINGULAR
LINHA ¢! VETOR CONTENDO 0S5 INDICES DAS LINHAS [0S FIVOS

COLUNA § VETOR CONTENDO 0% IMDICES DAS COLUNAS LGOS FIVOS

FIVO ! VALOR CORRENTE 02 FIWDO

g
nonn

NOoOOoOOOOOoOO0OOoC OGO 00
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20
30
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INDICA = O
NM1 = N+t
= INICIA O FROCEDIMENTO DE ELIMINACAO
D0 30 K = 19N
KM1L = K - 1

#

==: PROCURA O ELEMENTO A SER TOMADO COMO FIVO
FIVO = 0

+ 0
00 10 I = 15N
Do 10 J = 1N

IFi K JEG. 1) GO TO %
00 8 IFESG = 1sKM1
00 8 JFPESR = 1sKM1
==% PROCURA NOS VETORES *LINHA®* E *COLUNA®
0S SURBRSCRITOS LE FIVO INVALIDOS
IF(I +EQ. LINHACIPESR) ' GO TO 10
IF(J +EQ. COLUNACIFESQR) » GO TO 10
CONTINUE
IF( ARSC A(IsJ) ¥ JLE. ARS( FIVO ) ) GO TO 10
FIVO = ACIsJ)
LINHA(K) = I
COLUNACK) = .J
ONTINUE
= VERIFICA SE O ELEMENTO FIVO E‘ MAIOR QUE 10%X%-1S
F¢ ARSC FIVO 3  JLE. 1.0E-15% ) (30 TO 90
IN = LINHACK)
OL = COLUNACK?
== NORMALIZA 0S5 ELEMENTOS NA LINHA DO FIVO
DO 12 J = 1sNM1l-
ACLINIY) = A(LINsJ) /FIVOD
CONTINUE
== EXECUTA A FASE [DE ELIMINACAO
ACLINS,COL) = 1.,0/FIVO
D0 20 I = 19N
AUX = A(I,COL)
IF(I +EQ. LIN) GO TO 20
ACI,COLY) = -~ AUX/FIVO
D0 195 0 = 1yNMl
IFC J SNE, COL 3 A(Isd) = ACILsd) - AUXKACLIN»J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
==% QORDENA & SOLUCAO (SE EXISTIR)
Do 35 I 19N
LINI LINHACI)
COLI = COLUNACI)
X(COLI) = ACLINI»NM1)

il

o=l o

[ ]

5 CONTINUE

RETURN
CONTINUE
INDICA = 1
RETURN

ENII
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SUBROUTINE JORDAN(NsAs INODICA)
REaAL A(S0:51)y EFG

oatTa EFS/1,0E~-15/
G
C == ESTA SUBRUTINA RESILVE SISTEMAS I.INEARES FPELO METODOQ DE JORDAN
- SE ALGUM ELEMENTO DA LDIAGONAL FOR MENQOR QUE 10%%-15
c &4 MATRIZ E°- CONSILDERADA SINGULAR
o 0 A SOLUCAU: QUANDD EXISTE: ESTAY CONTIDA NA ULTIMA COLUNA
- La MATRIZ arMPLIADA® )
e ————— s e e » NESCRICAD 0OAS VARIAVEIS PRINCIFAIS
g == N i NUMERO DE INCOGNITAS (ERUACOES) LD SISTEMA
: = A : MATRIZ AMFLIADA DD SISTEMA
- == INDICA 1 ANORMALIDATDF Na SOLUCAOD
. INDICA = © ~=—=7 SOLUCAD ENCONTRADA
; INDICA = 1 —-=-: MATRIZ CONSIDERANDA SINGULAR
INDICA = 2
NHM1=N+1
0 20 K=1:#N
. === TESTA SE 0 F1V0 ESTA® FROXIMD DE ZERO
IF(ABS(A(KyK}) BT, EFS) GO 7O 7
INDICA = 1
RETURN
CONTINUE
KM1=K+1
=== NORMALIZA A LINHA QUE CONTEM 0O FIVD
00 8 J=KM1sNMI1
AR JI=A{Ky JI /AR K}
CONTINUE
A(KYKY = 1.0
=== ELIMINA QS5 ELEMENTOS DA K-ESImMé COLUNAy EXCETO O FPIVO
no 1% I=19N )
IFCTI LER:s K LO0R. A(Ismy LEQ, 0.0 3 G0 TO 15
Do 9 J=KM1irNM1
AllsJd=AClsd) — ALIsRIKAIKY I
CONTINUE
ALKy = 0,0
S CONTINUE
0 CONTINUE
RETUEN

ENID



SUBROUTINE CHOLES(NsAsX) 93.,

RE&L A(‘JOE\JI}PU\\.JO?\JI)VLi\JOV\Jl)9Y(\J0)9X(1JO)980MA
EQUIVALENCE (AsUsL)sy (¥3X)

C
c
c ==> ESTA SUBROTINA RESOLVE SISTEMAS LINEARES FELO METODNO DE
C CHOLESKI
c
Crmmmmmmm=— sx3» DESCRICAO DAS VARIAVEIS FRINCIFAIS
C . .
C == M ! NUMERO DE INCOGNITAS (ERUACOES) DO SISTEMA
c == A ! MATRIZ AMFLIADA DO SISTEMA
C == 1 VETOR CONTENDO A SOLUCAD DO SISTEMA
G == Y 3 VETOR AUXILIAR CONTENDO & SOLUCAD INTERMEDIARIA
c == U 3 MATRIZ TRIANGULAR SUFERIOR
(0 == L+ MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR
c
i *A MATRIZ A FICA DECOMFOSTA NO FRODUTO & = L%xU®
c FARA ECONOMIA DE MEMORIA AS MATRIZES aAsL E U
c OCUFAM 0 MESMO ESFACO DE MEMORIA.
c
c
NMl = N + 1 .
c == DNECOMFOE A EM LXU
J =1
10 = J+ 1
D0 15 I = MsN
IF¢(J «GT, 1) GO TO 11
L(I=d) = ACIsJ)/7UCTJ)
GO TO 13
11 CONTINUE
SOMA = 0.0
K = 0

12 K=K+ 1
SOMA = SOMA + L(IsKIXU(KsJ)
IF(K LT, (J-1) ) GO 7O 12
L(IsJ) = ( ACIsJd) = SOMA /UG d)
13 CONTINUE
SOMa = 0.0
K = 0
i4 K=KH4+1
SOMA = SOMA + L(MsKIAXU(K:I)
IF(K «LTs (M~1)> 3 GO 70 14
UCHMsI) = A(MsI) — SOMA
15 CONTINUE
J=Jd+ 1
IFC J .LT. N) GO TO 10

C
C-=--» RESOLVE'(D SISTEMA LXY = K
C
Y1) = ACLsNM1)
D0 17 I = 29N
SOMA = 0,0
00 16 J = 1s1~1
SOMA = SOMA + L(IsJ)XY(d)
16 CONTINUE
Y(I) = ACIsNML) - SOMA
17 CONTINUE
C



oo o

18

RESOLVE 0O SISTEMA UXX= Y

A(N) =Y
0o 19 I
SOMA

0o 18 J

S0oMA

o~

N—1»
0,0

-

N
S

CONTINUE

X(I) =

19 CONTINUE

RETURN
END

(Y(I

N) ZUCNeN)

15-1

s I4+1e-1
OMA + UCIsJrxxX{d)

) — SOMAY/ULISI)

94,
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SUBROUTINE SEIDEL (Nya:XsINDICASITER)

REAL A(S0yS1)y X(30)y AUXs» EFS

INTEGER CONVER

DATA EFS/1.0 E-7/yNUMITE/100/

== ESTA SUEBROTINA RESOLVE SISTEMAS LINEARES FELO METOLNO DE

GAUUS-SEILDEL .
°* A MATRIZ DO SISTEMA DEVE SER REORLDENADNA DE FORMA A SE
OBTER A DNOMINANCIA DIAGONAL *°

S — » DESCRICAO DAS VARIAVEIS

- N { NUMERO DE INCOGNITAS (EQUACOES) DO SISTEMA
* A i MATRIZ AMFLIADA DO SISTEMA
X $ VETOR SOLUCAO DO SISTEMA SE HOUVER

‘B oH N
Moo

— INDICA ANORMALIDADE NA SOLUCAO -
INDICA = O ———r SOLIICAO ENCONTRALDA
INOICA = 1 - NAO HOUVE CONVERGENCIA
= 2 ——— ELEMENTO NA DIAGONAL IGUAL A ZERO

INDICA
- NUMITE 3 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES
EFS ¢ CRITERIO DE CONVERGENCIA
ITER { CONTADOR DE ITERACOES REALIZADAS

INDICA = O
NM1 = N+1
» DETERMINA UM VALOR INICIAL FARA X
SE 0 ELEMENTO DA DIAGONAL FOR ZEROs RETORNA COM ESTA INDICACAD
o8I =15 N
IFC ACI»I) .NE. 0.0 ) GO TO 7
INDICA = 2
RETURN
7 CONTINUE
X(I) = A (IsNM1) /7A(II)
8 CONTINUE
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==> NORMALIZA 0S ELEMENTOS DE CADA LINHA
ng 9% I=1sN
AUX=A(IsI)
DO ¢ J=1,NM1
ACI»J)=AC(IsJ)/AUX

» CONTINUE
==» TENTAR ENCONTRAR A SOLUCAD DENTRO DO NUMERO DE ITERACOES
FERMITIDO
D0 20 ITER= 15NUMITE
COMVER=1
D0 13 I=1/N
XAUX = X(I)

X(I) = ACIL»NM1)
D0 10 J= 19N
IF(I.ER.J)> GO TO 10
X(I) = X(I) ~ ACIJIRX(J)
0 CONTINUE
==> VERIFICA SE 0 CRITERIO DE CONVERGENCIA FOI ALCANCALO
CAS0 FOSITIVO TERMINA O FROCESSAMENTO
IFCARS(XAUX - X(I)) LE., EFS) GO TO 13

CONVER = 0
3 CONTINUE
==3 SE HOUVE A CONVERGENCIA RETORNA COM A SOLUCAD
SENAO TENTA NOVAMENTE
IF (CONVER .NE. 1) GO TO 20
RETURN
0 CONTINUE

== SE NAD5CDNSEGUIU A CONVERGENCIA LDENTRO DO NUMERO DE ITERACOES
FERMITIDO>RETORNA COM ESTA INDICACAD.

INDICA = 1
ITER = NUMITE
RETURN

END
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SURROUTINE JACORI(M»A»XsINUICAsITER?

REAL A(S50,51)
REAL PRECs

SOMA s

¢ XAUX (50) s X (50)

MAIOR1, MAIORZ, AUX1ls AUX2
DATA NUMITEZ/100/FREC/1.0E-7/
== ESTA SUBROTINA RESOLVE SISTEMAS LINEARES FELO METODO DE JACORI

A MATRIZ DO SISTEMA DEVE SER REORDENADA DE FORMA A DBRTER-SE A
DOMINANCIA DIAGONAL .,

——————————— »+DESCRICAO [AS VARIAVEIS

H D Wy
]

I ]

WON WA

i
i}

i
i
v

==

.
ey

‘EROTCA = O
Mgl = N+

N
A
X

_INDICaA

INDICA
INDICA
INDICA

PREC

ITER
NUMITE

]

RY = O

Ce 0> SO o

SS a0

NUMERO DE INCOGNITAS (ERUACOES) DO SISTEMA
MATRIZ aMPLIaDA [0 SISTEHMA
VETOR SOLUCAO DO SISTEMA (SE EXISTIR)
ANORMALIDADE NA SOLUCAO

—_— SOLUCAO ENCONTRADA

- NAO HOUVE CONVERGENCIA

——— ELEMENTO Na DIAGONAL IGUAL A ZERO

CRITERIO DE CONVERGENCIA

(NORMA DO VETOR DIFERENCA{%QﬁﬁﬁHHQ_RETOR SOLUCAD)
CONTADOR DO NMUMERO DE ITERACOEE REALIZADAS
NUMERO DE ITERACDES PERMITIDAS

==> CALCULA UM VALOR INICIAL FARA O VETOR X
ZERA 0 VETOR XAUX DUE CONTERA‘ 0S5 NOVOS VALORES DO VETOR X

BO 81 = 19N
IFC ACI»I) NE,
INRICA = 2
RETURN

) CONTINUE

X(I) =
. XAUX(I)
§ CONTINUE

= 0,0

0,0 ) GO TO &4

ACIoNML)Y/7ACT 1)
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== EXECUTA AS ITERACOES ATE‘ 0 MAXIMO IGUAL & NUMITE

B0 70 ITER = 1,NUMITE
==> CALCULA 08 VALORES FARA O VETOR XAUX
0 20 I = 1isN ‘
SoMa = 0,0

[0 10 J = 15N
IFC I «NE. J ) SOMA = SOMA + ACI»JI¥X(J)
10 CONTINUE
XAUX(I) = ¢ ACI»NMI) - SOMA )/ACI,I)
20  CONTINUE -
==> VERIFICA SE 0 CRITERIO DE CONVERGENCIA FOI ALCANCALO

MAIORL = -~-1.5D38
MAIOR2 = ~1,3038
0 30 I = 15N
AUXL = DARE( XAUX(I) - X<(I) )

IF¢ AUX1 .GE., MAIOR1 ) MAIOR1
AUX2 = DARS( X(I) )
IF( AUX2 .GE. MAIOR2 ) MAIOR2 = AUX2
== ATUALIZA 0 VETOR SOLUCAO
X(I) = XAUX(I)
30 CONTINUE
IF( AUX1/7AUX2 .GT. FREC ) GO TO 70
==} GE CONSEGUIU CONMVERGENCIA DENTRO DO NUMERO FERMITIDO DE
ITERACOES RETORNA COM A SOLUCAOD '

i}

AUX1

RETURN
70 CONTINUE
== SE NAO CONSEGUIU CONVERGENCIA AFOS O NUMERO MAXIMO DE
ITERACOES  RETORNA COM ESTA INDICACAD o

INDICA = 1 T« T O T e
ITER = NUMITE
RETURN

ENI
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) G0 G

SUBROUTINE GRADE(NsAsXs INDICA)

REAL A(S0sS1)sBID0)» X(S0)» V(S0 sR(SOIsALFA»BETAMAIORX s MAIORD
REAL VITACS0) » XAUX(SOIVIRYUWIAVIsAUX»AUXL s AUXIsFREC

D&aTA NUMITE/Z100/y FREC/1.0E-5/

C

¢
C
Crommmm———— # DESCRICAD LAS VARIAVEIS FRINCIFAILS
c ;
C
C
C
C == N ; NUMERD L[E INCOGNITAS (EQUACDES) DD SISTEMA
C == A ! MATRIZ AMFLIADA DO SISTEMA
C == X { VETOR SOLUCAD DO SISTEMA
C == INDICA : ANORMALIDADE NA SOLUCAO
() INDICA = 0O -~ HOLUCAD ENCONTRADA
C INDICA = 1 —— NAU HDUVE CONVERGENCIA
c
C == NUMITE : NUMERDO MAXIMO [E ITERACOES FERMITIDO
C === FREC ¢ CRITERIO DE CONVERGENCIA B
o (NORMA DD VETOR DIFEREMCA/NORMA DO VETOR SOLUCAD)
C e )
C == VekR; By
o VITA 1 VETORES AUXILIARES
C == XAUX Yt VETOR AUXILIAR FARA 0O CALCULD DA SOILUCAU
C .
e L L L FARA MAIORES ESCLARECIMENTOS VEJA
o A FIRST COURSE IN NUMERICAL AMALYSIS
C ANTHONY RALSTON
1965 - IES - MACGRAW-HILL

C
G
¢
INDICA = 0
NM1 = N+1
C ==» INICIALIZA 0S VETORES EsVs R E VITa
00 10 I = 1sN

E(I) = A(IsMM1)

U(I) = K(I)

RCIY = B(I)

VITACIY) = 0.0
> CONTINUE
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== TENTA ENCONTRAR & 3500UCA0 JENTRO 00 NUMERO MAXIMO OE ITERACOES

FERMITIOO
DO 20 ITER = L,MUmiie
AUX = 0,0
VIR = 0.0

YIAVI = 0.0
==: CALCULA O PRODUTO LO YETOR v TRANSFOSTO FELA MATRIZ &
0 RESULT&RD E° 4 VETOR UITa
A SEGUISN JALCULA 08 FRODUTOS E3CALARES . FOR R
DoUITA FOR
00 30 I = 1N

VIR = VIR + L(irxu{l)
XAUX{L) = xof
DG 20 J = 1w
VITACI: = VITACLY + V(JrFxAld L)
20 CONTINUE

VIAVI = VIAVI + VITAC(I k(I
30 CONTINUE
== QCALCULA AS CORRECOES ALFA E RETA
ALFA = VIR/VIaAVI
MAIORD = -i, 7038
MAIORX = -1.,7038
00 S0 I = 1N
(I = %01 + ALFAXV(I)
AU = ABRS( XAaux(I) - X(I)
IF(O aUX LGE.s MAIORD ) MAIORD
AUX =  ABS( (1
IF{ aUux GE. MAIORX » MAIORX = adx
AUX1 = 0,0
00 40 4 = 1N
AUXL = AUX1l + ACI )XV
40 CONTINUE
R(Iw¥ = R(I1) - ALFAXAUXI
S0 COMTINUE
AUX3 = 0,0
0o 60 I = 1N
VITA(L?) = Q.0
o 35 J = 1N
VITA(D)Y) = LITAI) + VO XALa:1)
CONTINUE
FAUX3 = AUXI + VITACI)IXROI
60 CONTINUE
RETA = -aAaUX3I/VIAVI

i
o>
[
>

i
i

M 20 I = 13N
Y(I) = R(CI)» + BETAXV(I
70 CONTINUE

VERIFICA SE O CRITERID DE CONVERBENCIA FOI ALCAMCADLD
IF( MAIORD/MAIORX .GE, FREC ) G5O TO 89
==: SE HOUVE CONVERGENC1A RETURNA COM A SOLUCAD
RETURN
8¢ LONTINUE
== SE A CONVERGENCIA MNAU F0I ALCANCADA COM 0 NUMERD
MAXIMO DE ITERACOES, RETORNA COM ESTA INDICACAD
ITER = NUMITE
INDICA = 1
RETURN
ENDI



