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1. INTRODUÇA'O

As análises de funções de produção se fundamentam na 

hipótese de que existe uma relação funcional entre a quantidade de 

fatÔres de produção utilizados e o rendimento obtido. Então a produ
ção é vista como um processo através do qual os fatÔres de produção 

N 

sao transformados em produto. 

De um modo geral., podemos representar a função de 

produção pelo modêlo: 

Y = f(xl, x2, ••• ,xn / Fl, F2., ••• ,F
m / zl, z2,···,Zk)

onde Y representa a quantidade produzida; x1, x2, ••• ,xn são as quan

tidades dos fatôres variáveis; F1, F2, ••• ,Fm são as quantidades dos

fatôres fixos; z1, z2, .•• ,zk são os fatôres que não podem ser contr�

lados pelo experimentador. 

A relação funcional entre a quantidade de fatôres em-
"' , , 

pregados e a produçao obtida e estimada atraves de dados experimen -

tais. 
Vários ensaios foram instalados para adaptação poste

rior de uma função de produção aos dados obtidos., por duas razões: 

1. O ajustamento de modelos matemáticos aos dados ex

perirentais permite conhecimento mais amplo dos fenômenos biolÓgi 

cos. 
, N N , ( 

2. Atraves de uma funçao de produçao e possivel deter. 
> ...... ,., ,, minar os níveis dos fatores que conduzem a mais alta renda liquida 

ou à máxima taxa de rendimento sÔbre o capital aplicado, ou ainda 6§.. 
,t • tabelecer o custo minimo para uma quantidade determinada do produto. 

No caso particular de produção agricola como funçãod.3 

nutrientes adicionados ao solo, a função de produção pode ser expreê.. 

sa simbolicamente por: 

Y � f(x1, x2, ••• ,xn)

onde Y representa a produção obtida e x1, x?�•••,xn representam as
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quantidades dos nutrientes. 

Neste caso são muito usados os ensaios fatoriais 33 , 

com niveis eqüidistantes dos fatôres. 

No presente trabalho apresentaremos uma comparação de 

quatro funções de produção aplicadas aos ensaios fatoriais 33 de adu 
bação NPK em milho. 

Para tanto, ajustaremos aos dados experimentais, mod� 
los de regressão polinomial e de regressão assintótica. 

Os modelos matemáticos para regressão polinomial, su

geridos por HEADY, PESEK, BROWN e DOll. (1961), são: 

Modêlo I: 

Modêlo II: 

y = a 

Modêlo III: 

y"' a 

o

+ a 
l 1
2 

+
2 

llxl ª22
:x:
2 

l 1

l 
-

+ ª3J1';:3
2 

_L 
+ 2 

ª12:x:1 x2 

+ 2
ª23:x:2

T 

+ ª14:x:1 + ª2ii2 + 
ª34�:x:3 

l 
2 

l 1
--

+
2 2 813

:X:l X3 

A regressão assintótica mais c omumente usada no caso 
~ , ~ 

de experimentos de adubaçao e a lei de Mitscherlich, cuja expressao 

e: 

Y = A ( 1 - 10 -c (x+b) J

Serão ajustados aos dados experimentais os modelosI� 
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III e IT, uma vez que o modêlo I foi ajustado por CAMPOS (1967) aos 

mesmos dados. Posteriormente, faremos uma discussão dos resultados 
obtidos, c omparando os modelos ajustados. 

Daremos ênfase à comparação das doses econÔmicamente 

aconselháveis de nutrientes obtidas pelas quatro funções de produç�o,
A , , N C• pois este e o ponto critico do problema em questao. 

As ra zÕes que nos levaram a o estudo de funções de pr.Q. 

dução aplicadas aos ensaios fatoriais de adubação parecem-nos ponde-
, . raveis: 

1. A necessidade de difundir a aplicação de funções de produ
ção aos dados de ensaios de adubação. Isto porque os experimentos de 
adubação são conduzidos, via de regra, com o objetivo de estudar as 
respostas das diferentes culturas aos diferentes nutrientes, preocu-

~ .. 

pando-se o experimentador tao somente em indicar a quantidade do nu-
triente que assegura a mais alta produção. Ora,� interessante pros
seguir a pesquisa, ajustando modelos de regressão aos dados do en -

saio, isto permite ao experimentador indicar a quantidade de nutrieg 

te que assegura a mais alta renda liquida por hectare. 

2. As possibilidades de pesquisa que oferece o notável traba
lho que utilizamos: um grupo de ensaios fatoriais de adubação de mi-

, , . lho, em terra roxa legitima, cuidadosamente conduzidos por um unico 
experimentador. 

3. A oportunidade de contribuir com o excelente estudo de CA!:!
POS (1967) sÔbre uma função de produção ajustada aos mesmos dados e� 
perimenta is. 



2. REVISÃO DA LITERATURA



- 6 -

2. REVIsKO DA LITERATURA

PIMENTEL GOMES e M.ALAVOLTA (1949) estabeleceram um 

processo geral para estimar os parâmetros da equação deMitscherlich. 

A partir da soma dos quadrados dos desvios a ser m:inimizada, obtive-

ramo sistema de equaçoes normais: 

qual se 

í:Y 

-ex
:EY 10 A�lO-c:x: 

.. o 

+ Alo
-bcE 10 -Zc:x: 

= O

Aplicando o teorema de Rouché-Capelli, obtiveram: 

ty n E lo-ex

1: xylO-cx
E xlO-cx

L xlo-2c:x:
"' o 

J:: ylO -ex

� 10-cx
u:; 10-2c:x

Esta equação permite a estimativa de 2., a partir 

de! e obte:m. as estimativas de !?_. 

da 

STEVENS (1951) introduziu um método para estimar os 

parâmetros da equação de Mitscherlich. 

1
., 

••• , p - 1. 

"' y Rf}, :X ,... 
Usou a equaçao na forma � a. + r, \" e supos X e O,

Através do método dos quadrados minimos, chegou ao 

sistema de equaçoes : 
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F(a ,b,r) e -
X na - bEr + L Y = o

G(a,b,r) = - a'.Erx - bEr2x + rrXy = o 

H(a,b,r) = - bal:xrx - 1 - b2r xr2x-l + btxrx-iy == o

, 
Seguindo o retodo de Fischer, tomou uma estimativa 

grosseira r I de r, substituiu r por r 1 + ór nas equações normais e, 

supondo ór pequeno, desprezou os têrmos onde or apresentava expoente 
maior que um. Fêz então correções 
obteve: 

a ., F 
ªª 

r,y + F ITr'x

ab 

b "' F EY 
ab + F :EYr 1

x 

bb 

r = r' + or

onde ór = 

para as estimativas 

+ F J;xYr' x - 1

ar 

+ F :ExYr 1 x - 1

br 

a' b' r 1
, , e 

e F88
, 

Fab' Far' F
bb

' F
br

' Frr são os elementos da inversa damatriz: 

L rr x
1
2:x 

-

L :xr 

l: r
' x

.E r•2x
r xrt 2x - l 

L 
,x - 1

Lxr ,2:x: - 1 E 2 1 2:x - 2
xr X r 

PIMENTEL GO.MES (1953) reviu e estendeu uma série de 
pesquisas realizadas por F.PirrBntel Gomes, E. Malavolta, W.L.Stevens 
e I. R. Nogueira, relativas à aplicação da lei de Mitscherlich na a
nálise de experirrBntos de adubação. 

Nesse trabalho, o autor apresenta as variâncias eco

variâncias das estimativa0 dos parâmetros da equação de Hitscher -
lich. 
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HEADY (1956), discutindo as questões metodolÓgicas Sl!: 
gidas com o ajustamento de funções de produção aos ensaios de aduba
ção, afirma que o problema central é a determinação do modêlo materoi 
tico da função e a respectiva distribuição probabilistica. 

' N 

Segundo o autor, devido as variaçoes de solo, de cul-
tura e de clima, as respostas das culturas aos fertilizantes não po
dem obedecer sempre a uma função de forma algébrica particular. 

MASON (1956) apresenta um estudo de funções de prod� 
ção aplicadas aos ensaios de adubação, onde cita e discute diversos 
modelos matemáticos de funções a uma e a mais variáveis independen 

tes. 
O autor apresenta um exemplo de superficie de respos

ta ajustada a um fatorial incompleto de adubação NPK em batata, com 
17 tratamentos dados por combinações diversas de 5 niveis dos nutri
entes. 

O modêlo matemático da função ajustada é:

Y ;: b + b N + b P + b K + b N2 + b p2 + b K2 + b
12

NP +O 1 2 3 11 22 33 

O autor apresenta as estimativas dos parâmetros da re 

gressão, seus respectivos desvios-padrões e a análise de variância 

dos dados. A observação dêsses resultados mostra que os dados se a
justam à regressão quadrática ao nivei de significância de 1%. Obser 
va-se, também, que os desvios-padrões para os parâmetros são relati
vamente grandes. 

HEADY, PESEK, BROWN e DOLL (1961) ajustaram funçÕesde 

produção aos dados de três ensaios de adubação: a) N e P em milho 

b) P e K em trevo vermelho, c) P e K em alfafa.
' 
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Nos três ensaios foram usados os tratamentos represeg 

tados em seguida, onde cada X representa uma parcela experimental. 

P205 N ( ou K2 O) em lb/acre 

em lb/acre o 40 80 120 160 200 240 280 320

o XX XX XX XX XX XX XX XX :XX 

40 XX XX XX XX 
,. 

:XX 

80 n XX XX XX XX: 

120 XX XX XX :XX :XX 

160 XX XX XX: :XX XX :XX XX XX :XX 

200 XX XX XX XX XX 

240 XX XX XX XX XX 

280 XX tx XX XX XX 

320 XX XX XX :XX :XX XX XX :XX XX 

Para os dados de produção de milho foram ajustadasqiJê. 

tro funções de produção e os resultados obtidos foram: 

Y' � o,442 p0,4090N0, 2877 

Y = -?,51 + o,584N + o,664P - o,0016N
2 -

- o., 001si2 + o,00081NP 

Y = - 5,68 - 0 ., 316N - 0,417P + 6,3512NO, S +

+ s,5155po, 5 + o., 3410Nº'5Pº' 5

Y = - 13,62 + 0,984N + 1,129P - o,osooN1' 5 -

- o,o5?6P
1

-'5 - o,ooo8NP

onde Y 1 é o acréscimo de produção devido à adubação em buschels/acre., 

! é a produção., em buschels/acre, g_ refere-se a nitrogênio e P a Óxi
do de fbsforo (P2o5).

A primeira função, denominada função de Cobb-Douglas, 
não foi comparada com as demais, pois foi ajustada com menor nÚmero 
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de dados. Foi feita a análise de variância, obtido o coeficiente de 
determinação e feito o teste t para os parâmetros da regressão. 

Os autores verificaram que a função de raiz quadrada 
representa melhor os dados, pois a ela corresponde o menor desvio de 
regressão e o maior coeficiente de determinação. Notaram também que 

2 ~ 
o R decresce quando cresce o grau da equaçao.

; 

Foram feitos cortes na superfície e estudadas as cur-
vas de insumo - produto. Assim, verificaram que quando o nitrogênio 

foi fixado na dose zero, a produção começou a diminuir para doses r� 
lativamente bai:x:as de P

2
o
5

• Quando o nitrogênio foi fixado nas doses 
160 e 320 lb/acre, a produção aumentou ràpidamente para niveis bai
xos de P2o

5
, caindo um pouco para doses altas dêsse nutriente. Fenô

meno análogo ocorreu para P
2

o5 fi:x:o.
; 

. Os autores estudaram e apresentaram em grafices as Í•' 
., ., 

IV N 

soquantas e as isoclinas para as quatro funçoes de produçao e estuda 

rama taxa marginal de substituição. 

Todo êste estudo foi repetido para os mesmos dados,e� 
cluidos os que tinham dose zero de nutriente. Com isto houve uma re
dução de 114 para 80 observações mas os autores chegaram às mesmas 

conclusões, assinalando apenas diminuição de cêrca de 10% nos valÔ -
2 res de R .

Para os dados de trevo vermelho foram ajustadas três 
funções de produção: 

y, = 0,36551 KO,OJ84p0, 1864 

Y = 2, 657 + 0,0019 K + 0,0079 P - 0,0000018 K2 

- 0,0000167 P2 
- 0,0000031 KP

Y = 2,46 0,000073 K - 0,003952 P + o,02 8l41Ko,5+

+ 0,128004 po,5 - 0,000980 Ko, 5po, 5 •

onde Y 1 é o acréscimo de produção devido à adubação em ton/acre e 

Y é a produção em ton/acre. 
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Os procedimentos estatisticos foram iguais aos proce

dimentos para os dados de milho e os autores verificaram que o maior
2 I '- N 

1 

R correspondeu tambem a equaçao de raiz quadrada. 

Entretanto, nem todos os coeficientes da regressão fQ

ram significativos, razão por que foram ajustadas as novas funçÕes: 

Y • 2,68 + 0,0013 K + 0,0079 P - 0,00000017 P2 -

- 0,0000031 KP

Y º 2,468 - 0,003947 P + 0,026834 Ko,5 +

+ 0,127892 pO,S - 0,000979 Ko,5po,s.

Através da comparação das curvas de resposta e das i
soquantas , os autores verificaram que a função que melhor se ajustou 

" 2 
aos dados foi a de raiz quadrada, sem o termo em K. 

Estudadas as superf:icies de resposta, os autores ver,i 
ficaram que para pequenos insumos, o produto fisico marginal é maior 

" , 

para P2o
5
, o que mostra que este e o mais limitante dos dois nutrieg

tes. Entretanto, com mais de 160 lb/acre dos dois nutrientes, o K2 O 

tem produto fisico marginal mais alto que o P2o5•

Os autores estudaram as isoquantas, a taxa marginalcb 
substituição e as is6clinas, mostrando estas em gráfico. 

Para os dados de alfafa foram ajustadas as funções de 
produção: 

11• 0,87935 K:0,0542po,1310

Y = 2,2514 + 0,0033 K + 0,0097 P - 0,000007 K2

- 0,000020 p2 - 0,000001 KP

Y s 1,8737 • 0,0014 K - 0,0050 P + 0,06731 KO,S +

+ 0,173513 po, 5 - 0,001/440 KO,Spo,s,

onde yt é o acréscimo de produção de feno de alfafa devido Ô �duba• 

ção em ton/acre e Y é ê produção de feno de alfafa. 
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~ 

Usando a equaçao de raiz quadrada que correspondeu ao 
maior R2, os autores obtiveram as estimativas de produção e determi-

' 
{ . 

, 

naram graficamente a superficie de resposta. Tambem estudaram e de -
terminaram gràficarrente, as isoqua ntas e as isÓclinas. 

Os nive is Ótimos de nutrientes foram estudados atra -
, ~ 

ves da equaçao de raiz quadrada. Os autores consideraram 9 preçospo@. 
siveis para o feno e calcularam, para cada preço, a quantidade de 
P20

5 
e a de K2

0 a ser colocada como adubo.

PESEK (1960) sugere, para três variáveis, a pesquisa 

das seguintes funções de produção: 

Y= a +b F +b F n +b F +b F n +b F F +b F +
l l 2 l J 2 ·4 2 5 l 2 6 3 

+ b
7 F J 

n + b8 F 1 F 
3 + b9 

F 2 F 
3 + blü F 1 F 2 F 3 ,

onde Y é a produção, F1, F2, F
3 

são nutrientes, bi (i = 1, ••• 10) são

parâmetros e n é variável, diferente de 1. 
Com relação ao a justaT1Bnto de funções logaritmicas e 

exponenciais aos dados de ensaios com 3 variáveis, o autor lembra a 
vantagem do procedirrento matemático simples, mas levanta as seguin -
tes objeções : 

a) Somente parte dos dados são utilizados.

b) sâo recessárias três funções para exprimir a res -
posta de três nutrientes, em lugar de uma função a três variáveis. 

e) Não se estudam as interações dos três elementos.

O autor recomenda a inda, como consideração primáriaP§!_
ra o ajustamento de funções de produção, que os dados utilizados se
jam de o:x:perim:mtos conduzidos em solos de baixa fertilidade. Isto 

porqoo rrenor fertilidade corresponde a resposta potencial mais alta, 
o que significa maior confiança nas caracteristicas da função de prQ
dução ajustada.
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PIMENTEL GOJllES e CAMPOS (1966) estudaram um grande n_g 

rrBro de ensaios de adubação de milho instalados nos estados de São 

Paulo, Rio de �aneiro, Minas Gerais, Paraná, Goiás, Pernambuco, Es -

pirito Santo e Rio Grande do Sul. 
Para alguns ensaios foi determinada a dose economica-

mente aconselhável de nutriente através da equação de Mitscherlich, 
pelas fÓrmulas (PIMENTEL GOMES e ABREU (1959), PIMENTEL GOMES (1961): 

1 w u -2 xu + 114 log -t xu

1 w u 
- X + 204 log -
2 U t X

u 

para o nitrogênio (N), onde � é o aumento de produção obtido com a 

dose xu do nutriente, li é o preço do quilo de milho em grifo e

preço do quilo de nutriente. 

, 
t e o 

Os autores lembram que poderiam ter usado o métododas 

superficies de resposta, que oferece vantagens no caso de existirem 

interações grandes, mas que é de aplicação pouco aconselhável na 

maioria dos casos, porque: 

1. Não permite extrapolação.

2. Não permite testes de significância adequados

caso de grupos de ensaios. 

3. t. de aplicação ma is trabalhosa e ma is restrita •
4. Nos casos em que  tem possibilidade de aplicação

con:iuz a resultados análogos aos do método já indicado. 

no 

, 

CAMPOS (1967) apresenta um estudo sÔbre regressão p� 
3 N h 

linomial ajustada aos ensaios fatoriais 3 de adubaçao. O modelo ma-

temático da regressão ajustada é:



Y = a + a ,,-2 + a P2 + a K2 + a NP + a NK +
O ll

N 
22 33 12 13 

... 14 -

, 
. O autor apresenta, sob o ponto de vista teorice, a d� 

terminação das estimativas dos parâmetros da equação e de seus res -
pectivos intervalos de confiança, os niveis �timos de N, P, K, as e� 

timativas e os intervalos de confiança das produções. 

O autor mostra, também, os cortes da superficie quan
do dois nutrientes são fixados nas doses padrões e faz uma compara -
ção entre o delineamento rotativo de Boxe o fatorial. 

Feito o estudo teórico, foi aplicado o método a 50 en 
saios de adubação de milho, reunidos em grupos diversos ou estudados 
isoladamente. 

As principais conclusões do autor são as seguintes: 

1�. Os parâmetros da equação da superficie de resposta a
presentam intervalos de confiança muito amplos, traduzindo conseqüen 

temente uma imprecisão nas estimativas dos rendimentos, não sendo 
desprezivel, inclusive, a probabilidade de obtenção de produções ne
gativas. 

2 -ª' . Apesar da pouca precisão dos parâmetros, suas variân
cias são Illmores do que as encontradas para o 11delineamento rotati -
vo 11 de Bo.x (com a "' \13), quando se reduzem os niveis dos fatôres dos 

• N ' 

2 delineamentos em questao, a :mesma escala. 

3 -ª' . Nos  ensaios individuais estudados, apenas 7 ctêles de

ram de fato uma dose econÔmicamente aconselhável de nutrientes, sur
gindo mesmo um caso em que a função da receita liquida possui mini -
mo. Na maioria dos casos a função apresentou llponto de sela 11

• 

4-ª' . Há maior tendência de aparecimento de ponto de máximo_ 
' N ; \_ 

para a funçao da receita liquida, a medida que se agrupam os ensaios. 
N , A 

5�. Nao ha concordancia dos resultados obtidos para as d� 
ses econÔmicamente aconselháveis nos diversos casos estudados,o que 
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não permite fazer recomendações de fórmulas de adubação. 
, 

6ª-. Os resultados obtidos com os cortes da superficie,fi-

xando-se dois dos nutrientes em suas doses padrões, são plenairente 
concordantes com os obtidos no seu estudo completo. fstes cortes i

lustram bem o comportarrento da superficie sob o ponto de vista da dg_ 
" . se economica. 
X 7ª-. A aplicação da regressão polinomial aos ensaios fato

riais 33 de adubação se recomenda apenas para grupos de ensaios e de 
boa precisão. 

SANCHES e outros (1966) apresentam um estudo de re .. 

gressão polinomial ajustada a um ensaio de adubação NPK em beterraba 

açucareira. 

A equação obtida foi: 

Í "' 33 168., 8044 + 27,8972 N + 108.,0943 P + 84,3781 K -

- 0_, 1645 N2 - 0., 4794 P2 - o,2478 1< +

+ 0,1389 NP - 0_, 1000 NK - 0,0611 PK, 

onde Í refere-se� produção de tubérculos em kg/ha. 

Ajustada a equação., os autores estudaram as isoquan -
tas e as isÓclinas para três niveis fixos de nutrientes e diversos 

rendimentos. 

TEJEDA (1966) apresenta um trabalho de regressão poli 

nomial ajustada aos dados de 23 ensaios fatoriais NP em trigo, onde 
'

foram considerados os resultados experimentais correspondentes are� 
posta para doses de P num nivel constante de N (96 kg/ha). 

A equação obtida foi: 
í � 29., 4381 + 5 ., 1802 P + o,6568 p - 0,1936 p2 - 0,1910 p2 -

- 0,0079 Pp 
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onde fé a estimativa do rendirento em 100 kg/ha, Pé a quantidade 
de P2o

5 
em kg/ha e pé a concentração de fÓsforo assimilável do solo

expresso em ppm de fosforo elerentar. 
" 

Nenhum dos pararetros foi significativo e o coeficieg 
te de determinação (R2 ) foi muito bai.xo. J5ste modêlo foi abandonado 
porque o autor decidiu usar um modêlo alternativo, que considerasse 

como variável dependente somente o aurento de produção devido à apl� 
cação de fertilizante fosfàtado. 

A hip6tese básica, neste caso, é que grande parte da 
N A " 

variaçao nao explicada poderia ser devida tanto ao modelo corro a va-
riação das testemunhas. 

A nova equação obtida foi: 

f � 3,8941 + 5,8231 P - o,8823 � - o,3835 Pp + 0,0562 F2p, 

onde sorente as estimativas dos parâmetros dos têrmos em Pp e p2p fg_ 

ram significativas e o R2 foi 0,301. 
Para a determinação da dose econÔmicamente aconselhá

vel de nutriente, o autor utilizou 4 ensaios fatoriais 5 x 5 de adu
bação NP em trigo. 

Considerou, para cada ensaio, um grupo com 25 trata -
rentos que designou por A e outro grupo de 13 tratamentos apenas,es

- -colhidos dos 25 tratamentos, que designou por B. 

As 8 funções de produção ajustadas obedeciam ao modê
lo: 

f � b + b N + b P + b N2 + b P2 + b NP.O 1 2 3 4 5 

O autor verificou que as estimativas de produção obt_! 
das para o grupo A são semelhantes às obtidas para o grupo B, mas 
que as doses de nutrientes econÔmicamente aconselháveis obtidas para 
um e outro grupo apresentam diferenças consideráveis. 

Z.AGATTO e PIMENTEL G01'1ES (1967) apresentam um traba -
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Tho sÔbre funções de produção a uma, duas e três variáveis indepen • 
dentes. 

SÔbre regressão polinomial com t rês variáveis indepen 
dentes, os autores mostram, num exemplo, a aplicação do polinômio de 
2º grau e indicam as medidas para reduzir, ou mesmo sanar as dificul 
dades que surgem no seu emprêgo. Tais medidas são as que seguem: 

1. Usar sempre grupos de ensaios numerosos ou ensaios is2

lados com diversas repetições e boa precisão. 
2. Não confiar em doses Ótimas obtidas a partir de polin2_

mios de coeficientes para os têrmos do 2º grau em x
1

2 , x22 , etc., 
que nao sejam significativamente diferentes de zero. 

3. Verificar sempre se os valôres obtidos correspondem r�
, . alrr.ente a um maximo. 

4. Calcular intervalos de confiança para as doses Ótimas
encontradas, para poder julgar qual o seu real valor. 

MORAES (1969) apresenta um trabalho sÔbre regressãop_g 

linomial ajustada aos ensaios fatoriais 33 de adubação de milho com 
N, P, K em níveis não eqüidistantes. 

A equação de regressão obtida foi: 

1 = 294,095 - ll,620 xi+ o,714 X�+ 11,018 X� - 10,384 X1X2 -

- 11,304 x1x
3 

- 19,677 x2x
3 

+ 266,045 x1 +

+ 347,156 x2 + 187,761 XJ,

onde Í refere-se à produção em kg/ha e x1,

msnte, as doses dé N, P2o
5 e K2o expressas

por hectare. 

N 

x2 e x3 sao, respectiva -
em dezenas de quilogramas 

Foram determinados os intervalos de confiança para os 

parâmstros, as estimativas das produções a partir da equação de re • 
gressão e os respectivos intervalos de confiança. Foi feita a análi-
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se de variância da regressão e obtido o coeficiente de determinação. 
O autor observou que as estimativas das produções fo

ram boas se considerarmos as limitações do método, mas que os inter
valos de confiança para os parâmetros foram amplos. Isto concordacom 
outros exeli\Plos da literatura. O coeficiente de determinação (R2 )foi

0,949, ou seja, 94., 9% da variação é explicado pela regressão. 

Os testes para os parâmetros foram altamente signifi-
,.., " 2 2 cativos, com exceçao dos testes para os termos em x2 e x

3
., o que 1�

vou o autor à conclusão de que, dentro do intervalo estudado., a pro
dução reage linearmente aos nutrientes P2o

5 
e K2o.

Foi estudada a função receita liquida que, para o en
saio em questão, não possui máximo, mas um ponto de sela. Entretan -

' A 

to, considerando somente os valores contidos dentro do intervalo usa 
? , • N 

do no experimento, ha um maxJ..mo absoluto da f unça o para . x1 "' 4, 94 ,

x2 � 6,oo, x
3 

"'5,oo, o que permitiu ao autor recomendar as seguin -

tes doses de nutrientes: 

49,4 kg/ha de N 
60,0 kg/ha de P20

5
50,0 kg/:ia de K20.

Pil'1ENTE1 GOMES (1969) apresenta uma análise criticado 
estudo da economia de adubação, dando ênfase ao problema da determi-

N , N , naçao do ponto de maximo da funçao de receita liquida. O autor lem -

bra, ainda ., que mesmo que essa função tenha um máximo, êste será vá-
'

lido somente se estiver na região explorada pelo experimento. 



3. A REGRESSÃO POLINOMIAL AJUSTADA

AOS ENSAIOS FATORIAIS 
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3. A REGRESSKO POLINOMIAL AJUSTADA AOS ENSAIOS FATORIAIS.

Embora a determinação das estimativas dos parâmetros das regres -

sões polinomiais seja conhecida, julgamos necessária, para a boa com 

preensão do presente trabalho, a complementação dedutiva que consta 

neste capitulo. 

Para facilidade de c�lculos, codificamos os valÔres de x1, X2, x
3

como sendo zero, 1 e 2, graças à transformação: 

.X. 
l 

X. 
l 

q 

onde X. é a dose do nutriente e� é a diferença entre as doses. 
l 

3 .1 - Estimativas dos Parâmetros. 

3 .1.1 - Dos ensaios individuais. 

Os modelos estatisticos ajustados aos ensaios indi-
~

viduais sao: 

Modêlo II: 

Y. 
l 

Modêlo III: 

1 1 

� 3 3 

Y e a + a V' - 2- + a -V 2 + a V' 2 + a V :X: + 
i O 11�'1 22""2 33""3 12"'1 2 

As estimativas dos parâmetros da regressão polino -

mial são obtidas através do método dos quadrados minimos, pela reso-



lução do sistema de equações normais: 

f3 = s-
1
x,y '

onde X é a matriz dos valÔres assumidos por x1, x2,
-1 ( )-1 , ~ 

mentos, S = X'X e Y e o vetor das produçoes.

Fàcilmente se obtém, para o modêlo 

l o o o o o o o 
1 o o 1 o o o o 
1 o o "-12 o o o o 
1 o 1 o o o o o 

1 o 1 1 o o 1 o 
1 o 1 ,12 o o � o 
1 o \J2 o o o o o 

l o � l o o ,12 o 
1 o \Í2 \12 o o 2 o 

l l o o o o o 1 

1 l o 1 o l o l

1 l o "'2 o \12 o 1

X = 1 l l o 1 o o 1

l 1 1 1 1 1 l 1

l 1 1 \j2 1 � \12 1
1 1 \12 o "12 o o 1

1 1 � l \J2 1 \12 1

1 1 \12 \12 \f2 \/2 2 1

1 "Í2 o o o o o 2
l � o 1 o \j2 o 2
l � o \Í2 o 2 o 2

1 � 1 o \Í2 o o 2

1 � 1 1 \12 \12 1 2

1 "-12 1 \Í2 \J2 2 \Í2 2

1 � ,12 o 2 o o 2

1 "'Í2 "12 1 2 \12 \12 2

1 � "'12 "-12 2 2 2 2
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Analogamente, para o modêlo III, temos: 

1 o o o o o o o o o 

1 o o 1 o o o o o 1

1 o o 2\)2 o o o o o 2

1 o 1 o o o o o 1 o

1 o 1 1 o o 1 o 1 1

1 o 1 2\)2 o o 2 o 1 2

1 o 2\12 o o o o o 2 o

1 o 2�2 1 o o 2 o 2 1

1 o 2\/2 2\Í2 o o 4 o 2 2

1 1 o o o o o 1 o o 

1 1 o 1 o 1 o 1 o 1

1 1 o 2� o 2 o 1 o 2

1 1 1 o 1 o o 1 1 o 

X ie 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 2\12 1 2 2 1 1 2 

1 1 2\12 o 2 o o 1 2 o 

1 1 2\(2 1 2 1 2 1 2 1 

1 1 2\Í2 2\]2 2 2 4 1 2 2 

1 2\12 o o o o o 2 o o 

1 2{2 o 1 o 2 o 2 o 1

1 2{2 o 2\12 o 4 o 2 o 2

1 2\Í2 1 o 2 o o 2 1 o

1 2�2 1 1 2 2 1 2 1 1

1 2\Í2 1 2\)2 2 4 2 2 1 2

1 2{2 2'f:2 o 4 o o 2 2 o

1 2\12 2"12 1 4 2 2 2 2 1

1 2\12 2i2 2\12 4 4 4 2 2 2
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3.1.2 • Dos grupos de ensaios. 

ensaios são: 

Modêlo II: 

N 

í:: 
·-1y ·.

Y. e:: :r l,] 
N 

Modêlo III: 
N 

Jt1Y .. 
y .. - J.J i N 

, 
Os modelos estatisticos ajustados aos grupos de N 

1 
2

e:: a + ª11x
1o 

+ 2
8 13:Xl 

� a 

1 l 
- --

+ 2
ª22x2

2 
+ 8.33XJ

1 
2 X3 

1
2 

+ 82JX1 

e. •
]. 

2 
x3

l 1
2 T 

+ 8
12

X
l x2

+ ª14x1
+

As estimativas dos parâmetros dessas regressões po

linomiais são obtidas através do método dos quadrados m:Ínimos, pela 

resolução do sistema de equações normais 

onde Y é o vetor das 27 médias (uma para cada um dos 27 tratamentos) 

dos N ensaios . 

J.2 - Variâncias, Covariâncias e Intervalos de Confiança das Esti

mativas dos Parâmetros. 

J.2.1 - Dos ensaios individuais.

As variâncias e as covariâncias das estimativas dos 
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. parâmetros das regressões polinomiais ajustadas aos ensaios indivi -

· "' d d 1a t · d d· "' s·1 2 ct · " • .. duais sao a as pe ma riz e ispersao \liJ , on e as var1anc1as
. ,.. . se localizam na diagonal principal e as covar1anc1as se localizam fQ 

ra dessa diagonal. 
Os val�res de tais variâncias e covariâncias, para 

os dois modelos de regressão estudados, constam no quadro I. 

QUADRO I: Variâncias e covariâncias das estimativas dos parâmetros� 

ra os ensaios individuais, relativos aos modelos II e III. 

(1) 

V(â) 
o 

V(â .. ) 
].]. 

V(â )mn 

V(âi4) 

(" " Cov a ,a .. ) 
o ].].

Cov(â ,â )o mn 
Cov(â ,â. 4)

O l 

" " ) Cov (a .. .,a .. 
].]. JJ 

A A ) 

Cov(a .. ,a 11 mn
Cov(â .. ,â. 4)11 l 

Cov(â .,â
m4

) mn 
Cov(â .,â 

4
)mn n 

Cov(âm4,â
n4

)

JvIODitlO II MOIJ!tLO III 

o ., 63450 a 2 0,50926 o 2

2,32910-0 2 O, 97140 a 2

0,298240 2 0,08333 a 2

1,026960 2 2,16503 g 2

-0,50054€15 2 0,13412 .r:; 
2

o,19314a 2 0,08333 a 2

o.,0115"/a 2 -0,41190 a 
2

2 0 ., 193140 o 

-O J 24001 a 2
o 

2 2 
-1., 37377 o -1,37377 a 

o -0 ., 08333,a 
2

o -0,08333 a 2

o -o,08333a 
2

(1) onde i=l,2 ., 3, j=l,2,3(i?j); m= l,2; n=2,3 (m;tn); ifm, ifn.
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As covariâncias que não constam no quadro I são nu

las nos dois modelos. 
. " . Obtemos as estimativas das variancias e das covari-

âncias dos parâmetros estimados, substituindo o2 pela sua estimati

va s2 , que é o quadrado médio residual da análise de variância de re 
gressao. 

Partindo da pressuposição de que os erros de regre� 
N A N 

sao tem distribuiçao normal, determinamos os intervalos de confiança 

dos parâmetros. 

Neste caso, como em todo o trabalho, tomaremos t =
= 2,00 para obter os intervalos de confiança, ou seja, considerare -

mos sempre o nivel de significância aproximadamente igual a 5%(a�5%). 
A 

Os intervalos de confiança dos parametros dos en -
saios individuais, para os modelos II e III constam no quadro II. 

QUADRO II: Intervalos de confiança dos parâmetros para os ensaios :iQ 

dividuais relativos aos modelos II e III.(t = 2,00).(2) 

MODfLO II J\'IO�LO III 

â t 1,59312s ± 1,42724s 
o 

A 

3 .,05228s a .. ± a .. ;!: 1, 97120s 
].]. ].]. 

" 

:t 1,09222s â
mn 

± 0., 57734s 

â i4 ± 2,02678s âi
4 

:t; 2 ., 94280s

(2) i = 1,2, 3 ; m e 1,2 , n = 2,3 (m ,f n).
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3.2.2 - Dos grupos de ensaios. 

As variâncias e as covariâncias das estimativas dos 

parâmetros da regressão polinomial ajustadas aos grupos de� ensaios 
são dadas pela matriz de dispersão: 

Mas 

logo: 

Então: 

D = f E ( ; - � )( i - � ) 1 ) 

,., 

� = s-1X 1Y = S-1x 1 (X� + t )

= s-1x,x � + s-1x 1 
€ == 

== � + s-1x 1 
E.

D = IE (s-1x I E) ([ 1xs-1) 1 =

== s-1x 1E(t ( 1 )X s-1 ==

= s-�< [ E' ) -= 

== 

onde as variâncias se localizam na diagonal principal e as covariân

cias se localizam fora dessa diagonal. 
Os valôres de tais variâncias e covariâncias, para 

os dois modelos de regressão polinomial, são iguais àqueles apresen
tados no quadro I divididos por�(� e nÚmero de ensaios que consti
tuem cada grupo). 

As estimativas das variâncias e cov2riâncias das es 
timativas dos parâmetros são obtidas substituindo 0

2 pela sua estima
tiva s2, que é o quadrado médio residual da análise conjunta de re-
gressao. 

Partindo da pressuposição de que os erros de regre� 
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são têm distribuição normal, determinamos os intervalos de confiança 
dos parâmetros para os grupos de� ensaios. Tomando t = 2,00, obte -
mos os mesn:os valôres que constam n o  quadro II, divididos por \.fN ..

3 .J - Variâncias e Intervalos de Confiança para as Estimativas dos 
Rendimentos. 

f
" 

= a o

No caso d o  modêlo II, a estimativa da produção é dada por 

1 1 

" " T 
+ ª 11

Xl 
2 

+ ª 22x2 
1 1 

" 22 A 

1 

" T 
+ ª 33

x
3 

A 

1

" 2
+ ª12

x2

+ ª2JX
2 X3 + 814Xl + ª 24x2 +

A 

8

34
XJ 

1 1 
A 22 

+ ªlJXl XJ

•

Aplicando a propriedade de variância de uma soma a essa ex-

pressa o, temos: 

V(f) = V(â
0

) + x1V(â11) + x2V(â22) + x3V(â33) + x1x2V(â12) +

+ x1x3V(â13) + x2x3V(â23) + xiV(â14) + x;V(â24) +

1 1 

+ 2x
1
Cov(â

0
,â

14) + 2x2Cov(â
0
,â24) + 2x3Cov(â

0
,â34) +

1 1 1 1 

+ 2 T Te (" ,.. ) + 2 T 20 (" .... ) + xl x2 OV ª 11'ª 22 xl X3 ov ª11' ª
33 

1 1 

+ 2x
1

x2
2 

Cov(â11,â12) + 2x1x3
2 

Cov(â11,â13) +



2 
(" /\ ) + 2x1 Cov ªu,a14 

1 
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Nesta expressão, não constam as covariâncias cujos valôres 

são nulos. 

No caso do modêlo III, a estimativa da produção é dada por: 

Aplicando a propriedade de variância de uma soma a essa ex-

pressao, temos: 

+ xfx�V(â13) + x�.x�V(â23) + 2v(,.. ) + 2v(" ) +xl ª14 x2 ª24 

+ 2x
1

2 Cov(â
0,â11 ) + z.x2 

2 Cov ( â
O

, â 22 ) +

+ 



+

+ 

2:x2Cov(â
0 .,â2) 

5

+

2:x
1 Cov(â11,â14) +

Cov(â22,â24) + 2:x
3
2 

Cov(â33,â34) +

- 33 -

Nesta expressão, não constam as covariâncias cujos valôres 

são nulos. 

Os 27 tratamentos são dados pelas combinações dos diferen 
tes n:Í.veis dos nutrientes :x1, x2, x3 (o, 1, 2). Podemos reunir em
grupos os tratamentos que apresentar.1 a mesma variância da estimativa 
dos rendimentos. Assim, temos: 

1º GRUPO o o o

2º GRUPO 1 l 1 

3º GRUPO 2 2 2 

4º GRUPO O O l O l O l O O 

5 º GRUPO O O 2 O 2 O 2 O O 
62 GRUPO O l l 1 O 1 1 1 O 



.. 34 -

7º GRUPO . O 1 2 O 2 1 1 O 2 . 

1 2 O 2 O 1 2 1 O 

82 GRUPO . O 2 2 2 O 2 2 2 O . 

9º GRUPO . 1 1 2 1 2 1 2 1 1 . 

102 GRUPO 1 2 2 2 1 2 2 2 1 

Agora é fácil obter as variancias das estimativas dos rendi 
mantos. Basta substituir, em cada grupo, x1, x2, x

3 
pelos valôres

que êles assumem e as variâncias das estimativas dos parâmetros pe

los seus já conhecidos valôres. 

Assim, obtemos para os ensaios individuais os valÔres que 
constam no quadro III. 

QUADRO III: Variâncias das estimativas dos rendimentos para os en -

saios individuais, relativas aos modelos II e III. 

GRUPOS 

19. GRUPO

2º GRUPO

3º GRUPO

4º GRUPO

5º GRUPO

6º GRUPO

7º- GRUPO

8º- GRUPO

9º GRUPO

10º- GRUPO 

MOD�LO II 

0,63450 0 
2

0,26052 cr 2

0,38271 a 2 

0,39908 o 
2 

0,52788 a 
2 

o,27442 o 2

0,34261 o 2

0,44396 o 2

0,26810 0 

2

0,30885 a 2

MOD�IO III 

0,50926 a 2

0,25924 a 2

0,50933 a2 

2 
0,34259 a 

2 
o, 50929 a 

0,25925 a 2

0,34262 a 2

0,50930 a 
2 

0,25928 a 
2 

0,34263 a 2

Para grupos de!:!, ensaios, as variâncias das estimativas dos 
rendimentos são as mesmas que constam no quadro III, divididas por 

li ♦ 
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Obtemos as estimativas das variâncias das estimativas dos 
2 2 , 

rendimentos, substituindo cr pela sua estimativa s , que e o qua-

drado médio residual da análise de variância da regressão. 

Conhecidas as estimativas das variâncias das estimativascbs 
rendimentos, determinamos os intervalos de confiança dos rer.dirrBntos. 

Tais valôres para os ensaios individuais, tomando t = 2,00, constam 

no quadro IV. 

QUADRO IV: Intervalos de confiança dos rendimentos, para os ensaios 

individuais,relativos aos modelos II e III (t = 2,00). 

MODtLO II MODtLO III 

lº GRUPO: 1 ± 1,59312 s 1 :t 1, 42724 s 

2 º GRUPO: y .t 1,02082 s 1 ± 1,01832 s 

3 º GRUPO: 1 ;:!: 1,26346 s 1 t 1,42734 s 

4º GRUPO: 1 .t 1,26346 s f ± 1,17062 s 

5 º GRUPO: f ± 1,45310 s 1 ± 1,42728 s 

6º GRUPO: f ± 1,04770 s f = 1,01832 s 

7º GRUPO: f .:t- 1,17066 s f ± 1 ., 17068 s 

8º GRUPO: r ± 1,33260 s 1 = 1,42730 s 

9 º GRUPO: 1 :I;- 1,03556 s 1. :I; 1,01840 s 

10º GRUPO: y ± 1, 111,1 Y :.r 1,17070 s 

Para grupos de� ensaios, os intervalos de confiança dos r§!l 

dimentos são os mesmos que constam no quadro IV, divididos por \IN
.,

, , 
sendo s a raiz quadrada do quadrado medio residual da analise con-
junta de regressao. 
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3.4 - Niveis Ótimos dos Fatôres x1, x2, x
3 das Superficies de Re�

posta. 

Entendemos por niveis Ótimos dos fatôres de produção aquê -

les que conduzem à receita liquida máxima do empreendiment o que esta 

mos realizando. No caso presente, os niveis �timos dos fatôres são 

as doses econÔmicamente aconselháveis dos nutrientes (:x1-i\- , x2 * , x3
-x-),

que conduzem à produção que leva à receita liquida máxima. 

A receita liquida é dada pela função: 

onde� é o preço do quilo de milho; t1, t2 e t
3 

são os preços das dQ

ses de nitrogênio (N), fbsforo (P2o
5

) e potássio (K20) respecti vamen

te; ,m são os custos fixos • 

A condição necessária para que a função L(:x1, x2, x
3
) tenha

, , ,V um ponto de maximo e que dL 'i O. Entao, temos: 

Logo: 

6f 
w 6:xl -

t '"=

1 

- t 2
= 

o 

o 

o 

Conseqüenterrente, podemos escrever: 

o 

àf t 
=-2.. = R 

ô:X
J 

w 3 
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onde R. (i=l,2,3) é relação de 
1 

' . ~ 
preços, que praticamente nao se altern 

com a variação de seus membros devida à inflação. 

No caso do modêlo II, temos: 

of _ .... 1
+ 

" x2 + " 

x
3 

�- ª11 ª12 ª13
+ 

ª 14 , 2 �x1 2 �x1
,-2\jXl 

definida para x1 
' o./ 

6Í _ " 1 + " 
xl + " 

x
3 +

�- ª22 2 "1x; ª12 2� 
ª23 2 fx; ª24 ' 

definida para x2 
' o./ 

ôÍ " 1 " 
xl A 

x2 " 

b:x:
3 

= 

ª33 
+ ª13 

+ ª23 + ª342 �X r- ,--
2 \JX

3 
2 \jXJ 3 

definida para :x:3 ) o.

Então, podemos sistema de escrever o equaçoes: 

A 1 A 
�x; .... JJS Rl - âl4 ª11 

+ ª12 
+ ª13

= 

2 �xl 2 �xl
1-2 \jXl 

" 
xl " 1 A 

x3 
= R 

ª12 
+

ª22
+ ª23

- a 
2 �

2� 2 \rx;
2 24 

"
xl " :x:2 + " 1 

R ª13
+ ª23 ª33 

= 

- ª342 \rx; 2 \l:x:3 2� 3 

Multiplicando ambos os membros das equaçoes por 2 �x1, 2,Jx2
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e 2 Jx; respectivamente, obtemos: 

-2 (Rl - âl4) Fi âl2 "rx;- âl3 "rx;
+ .. -all

âl2� 2 (R2 - â24) Jx; + " 
�ª23 

= 

-ª22

âl3� â23 "li; 2 (R3 - â34) "!XJ- .. -a33

cos 

-2 (R
1 

A solução dêste sistema
+ + + 

Xl , x2 , XJ
nos 

A condição suficiente para que 

um ponto de máximo é que a matriz M das 

da ordem, no ponto em que dL: O, seja 

1952). 

Então, temos: 

� -a 

= 

11 

conduz aos valÔres 
, 

criti -

a função L(x1, x2, x
3

) tenha

derivadas parciais de segun
Hnegativa definida n (PERLIS, 



=w 

õ2L 
ô 2 

X 

M= 
1/1 

óx1bx2 

ii1 

ôx1ox3 

�?1 
ôXl 

2

=w 
c?t 

cx
1
óx2

t?f 

ôXl ox3

l
(âll +âl2�+âl3�)

---

(x;)3 

A 
ª12 l 
+ + 

(x;)J 
xl x2 

A 

ª13 
+ + 

xl X
3 

(,21 
ex1õx2 

<>21 
bx2 

2

�:?1 
�x2bx

3

�/",y 
ox1 bx2

b
2
í

õx
2 

2 

b21 
àx2cx

3 

A 

ª12 
+ +

xl x2 

( �A 
A�+ 

8
12 

\Xl +8 22 +a23 X3) 

ª23 
+ + 

X2 X3 
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ê?L 

ôx1ox
3 

<?L 
= 

cx2ox
3

�?1 

OX3 
2

o2t 

bx
1
ox3

�?1 

óx2
ôx3

�/-f 
�X3

2 

A 

ª13 
+ 

Xl X3

A 

ª23 
+ 

X2 X3

1 (" �" IZ" - + 3 ª 13 x1+ª23"-x2
+ª 33)

(x3) 

+ + + N  A , , 

onde x
1

, x
2

, x
3 

sao os valores criticas ja determinados.

Por operações de congruência, verificamos se a méltriz M é



11 negativa definida 11 • 

respondem a um ponto 
valÔres são as doses 

" , + + 

Neste caso, os valores criticas x1, x2, 
de máximo da função L(x

1
,:x

2
,x

3
), ou seja, 

econÔmicamente aconselháveis de nutrientes 
➔� ii"' ➔� 

rao indicadas por x1 , x2 , x3 •
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e s� 

No caso do modêlo III, a função de receita liquida é a mes
ma vista anteriormente e a condição necessária para que essa função

, , 
tenha ponto de maximo tambem nos conduz ao sistema: 

Mas, neste caso, temos: 

== 

"' R 
2 

= 

Então podemos escrever o sistema de equações: 

3 " � + 2 ª11 :xl ª12 x2 
A 

+
3 " rx:;ª12 xl 2 ª22" :x2

" " 
ª13 :xl

+ ª23 :x2 
+

A 

ª13 X3 
,. 

+ ª23 :x3

..2.... " �-2 ª33 x3

"" 

"' 

== 

Rl - ª14

R
2 

- ª24

R 
A 

3 - 8 34 



equaçao: 

Fazendo \IX�
= 

3 " 
T ªu 21

... z2 

ª12 
+ 

1 

"' 

z2 

ª13 
+ 

Zl , fx; 

+ ... 2
ª12 22

3 ... 
T ª2i2 

"' 2
ª2322

+ 

= 

z2 ,

"+ 8 13 

... + 8

23 

3 ... 
2

8 33 

N 

Da primeira equaçao, obtemos: 
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�:x3 
= z3 , temos o sistema:

z2 

Rl - âl4 

z2 

R2 
= - ª243

z3 R3 - â34

Substituindo êste valor de z1 na segunda equação, obtemos a

F(Z2' ZJ) " âl2 ( Ja:l (IS_ - âl4 - âl2 z; 

~ 

çao por 

3 ... 

z2 
... 

+ T ª22 
+ 

ª23

Multiplicando a segunda 

(â12) e somando as duas,

z2 

- R2 
+ ª24 

= o
3 

N 

(-â13), a terceira equ! equaçao por 

obtemos a equaçao: 

Com isto, obtemos um sistema de duas equações, F(Z2, z
3

) e

� (Z2, z3 ) , ambas em função de z1 e z3 •
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Resolvendo, agora, 0(Z2, z
3

) em função de z3, temos dois va

lÔres de z2 : 

� â12â33z3 +

" ,. 2
+ 

1 z = ----
2 

- ª13ª23
z
3

çoes 
tivo, 

Substituindo êstes valÔres 

- âl2(R3-â34)+

+ âl3(R2-â22)

em F(Z
2

, z
3

), temos duas equa
N ' 

em funçao de z3 somente, que sao resolvidas pelo processo iteri

devido a sua complexidade. 
+ 

Destas equações temos a solução z3 e, conseqftentemente, P2
+ + 

demos determinar z2 e z1 • 
A + + + ~ ' 

Os valores de x
1

, x
2

, x
3 

sao obtidos facilmente, pois

+ + 2
xl

= (Zl) 
+ + 2

x
2 

::: (Z2) 
+ + 2

X3 :: (Z3) 

Tais valÔres são substituidos no sistema de equaçoes irraciQ 
nais em x1, x2, x

3
, para verificar se êles também são soluções dês

se sistema de equa çÕes. 
A condição suficiente para que a função L(x1, x2, x3) tenha

, , 
um ponto de maximo e, como vimos anteriormente, que a matriz M das d� 
rivadas parciais de segunda ordem, no ponto em que dL : O seja 11 nega-



tiva definida li. Então temos: 

4 

"'

ª11 

\lx1+ 

M �
w ª12 

A 

... 43 -

ª12 

3 
A 

ª22 
--

4 \rç+ 

3 8
33 ª13 

ª23
4 �

+ + + 
valÔres criticas onde xl

, 
x2 , 

X3 sao os ja determinados • 

CAMPOS (1967) mostrou que a condição necessaria para que uma
, , " 

matriz M simetrica seja !!negativa definida n e que os termos da dia-

gonal principal sejam todos negativos. Então devemos ter: 

( o '

Segue-se dai que â .. ( o
].]. 

(i "' 1,2,3), porque e tomada 

positiva, pelo pr�prio modêlo. 
A 

Do exposto se conclui que, se todos os coeficientes dos ter-

mos de grau 3/2 do modêlo III forem negativos, a função L(x1,:x2,x
3

)p�
, , 

. dera ter um ma:x1mo no ponto em que dL = O. 

Como a solução dos sistemas de equações provenientes da fun

ção de receita liquida é muito trabalhosa, esta conclusão permite, já 

de inicio, abandonar o estudo dos casos que não levam �s doses econô

micamente aconselháveis de nutrientes. 
, N 

Portanto, no presente traballio, so serao estudados casos 
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cujas soluções dos sistemas de equações provenientes da função de re
ceita liquida possam corresponder a um ponto de máximo, isto é, os c� 
sos em que os coeficientes dos têrmos de grau 3/2 sejam todos negati• 
vos. 

Nestes casos, por operações de congruência, verificamos se a 
, ~ A I + + 

matriz M e "negativa definida". Entao, os valores criticas x1 ,x2 ,

x
3 

correspondem a um ponto de máximo da função L(:x:1, :x:2, :x:3), ou S§:.
ja, tais valÔres são as doses econÔmicamente aconselháveis de nutrieg 

N 7f * �-

tes e serao indicados por :x:1 , :x:2 , :x:3 •
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4. O USO DA LEI DE MITSCHERLICH.

Nos experioontos fatoriais 33 de adu-
N , / ,"lt I'\ 

baçao e poss1.vel calcular as doses economicas dos tres nutrientes ·se-
paradamente, sempre que as interações não sejam significativas e qre 

N ' N 

não exista queda de produçao devido a adubaçao excessiva. 

Nesses casos, as respostas dos três 

niveis de nutrientes podem ser interpretadas pela regressão assintÓti 

ca: 

y ,,. a + �

que, nos casos de experimentos de adubação, é conhecida como lei de 
Mitscher lich e apresentada na forma� 

onde a = A, � e -AlO-cb
, 

� e 10-c • 

4.1 - Estimativas dos Parâmetros. 

No caso de três niveis de fertilizantes, o ajustamento dos 
dados à curva é matemático e a estimativa dos parâmetros é feita pe
las fórmulas: 

= 

e = 

"' 

-2 - -
y - y y 1 o 2

2 y -
1 

(Yº +Y2) 

1 Yl- olog 
o 

y2 - yl 

1 

log " 
Â - y
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on de Y
0

, Y1 e Y2 são, respectivamen te, as produções médias das pare�

las com dose o, 1 e 2 do nutriente em questão.

4.2 - Intervalos de Confiança dos Parâmetros. 

STEVENS (1951) mostrou que as variâncias e covariâncias das
estimativas ; , �, i de a, � , � são dadas por: 

2 

�(â) = F 
s

ªª 
' 

r 

2 

CÔv( â , �) = F ...ê.__ab 
r 

2 

v(�) = Fbb 
s 

,

, Côv( â , 

r 

F 2 '"') ar s
\' :::-:- -

� r 

v(i) e F rr

' Côv(� ,

2 s 
r 

F 2 ")- br s 
� -�-� r 

, , N 2 > onde :E:_ e o numero de repetiçoes de cada dose de nutriente, s e o qu§!_ 

drado médio residual da análise de variância e Faa' Fbb' etc. são fun

çÕes raciona is de i.
PIMENTEL GOMES (1953) mostrou que, para o caso particular de

três niveis de nutrien tes, os valÔres assumidos por Faa , Fbb , etc.,

sao os que se seguem: 

( ")-4 ( 2 ,,.3 F ab "" - 1 - � 1 + 3� + 2 � ) 

F ar 
= - ( 1 - � )-3 ( 1 + €) ( l + f + i2 )

Fbb 
= (1 �)-4 (2 - 4� + st)

Fbr 
::: ( l - �) -3 ( 1 + i + 4t 

)

F = 2 (1 - �)-2 (1 + � + ?2 )
rr 



- 48 -

As estimativas das variâncias das estimativas dos parâmetros 

da lei de �ütscherlich (Â, b, ê), são dadas por (PIMENTEL GOMES,1953/.

v(Â) = 'V(â.) 

2 2 
fJ (B ) = _____ q __ s_

(log i/ 
- (2/��) Fab - (2u/â�) F + (2u/t

2 )F
ar br 

onde u = log(â/ - BL
� log 

-q ( ê) = ____ r __ r __
�)2(2,3 -� q 

Os intervalos de confiança dos parârretros da equação de Mits 

cherlich, tomando t ""2,00, sao� 

Â ± 2,00 s(Â) 

B ± 2,00 s(B) 

"+ (
"'

) c - 2,00 s c • 

4.3 - Intervalos de Confiança dos Rendimentos. 

A estimativa dos rendimentos na regressão assintótica é dada 

por: 

Uma aproximação da variância de 1 é obtida através da aplic� 

ção da fórmula de Taylor. Por diferenciação, temos� 
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e, conseqüentemente: 

�(1) = 1(â) + �2:x: �(t) + �2 x2 ?(2:x: - 2) �(�) + 2�x Cov(�, �) +

A A
(

:x: - 1
) 

(
A 4

) 
A (

2:x: - 1
) 

(
A A

) 
+ 2 :x:� Cov a , � + 2 x� Cov � , � • 

Os intervalos de confiança dos rendimentos, tomando-set= 2,00 
N 

sao dados por: 

f ± 2 ,00 s(Í) 

4.4 - A Dose Econômica de Nutriente e sua Variância. 

A determinação da dose econÔmicamente aconselhável de nutri-

entes (x ), admitindo que a lei de Mitscherlich se ajusta aos dados, 

pode ser feita pela fórmula aproximada de cálculo (PThEN'IEL GOMES e 

ABREU, 1959): 
* 

X
= __ 1_ :x: + .J:._ log -w u

2 u c t:x: 
u

onde ué o aumento de produção do produto agricola obtido com a dose 

x de nutriente, wu 
quilo de nutriente. 

, l e o preço do produto agricola e t e o preço da 

O uso desta fórmula tem a vantagem de, conhecido um valor de 
,

.2, de numerosos ensaios anteriores, tornar dispensavel o ajustamento da 

curva, uma vez que x* não depende de !_ e b •
➔� , 

Uma aproximação da estimativa da variância de :x: e dada por 

(PIMEN'IEL GOMES, 1961): 

2 s2 

2ru 
� � fV 2 , onde r_ e o numero de repetiçoes de cada dose de nutriente, 1L e o qu� 
,, ,. " , 

drado medio residual da analise de variancia e c e tomado como cons -

tante. Por isto, a aplicação desta fórmula só é possivel quando dispQ 

mos de um valor de c de bastante confiança, obtido de numerosos en -
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saios anteriores (PIMENTEL GOMES, 1966). 

O cálculo da dose econômica exata é feito pela fórmula (PI• 

lVENTEL GOIBS e MALAVOLT.A, 1949 e PIMENTEL GOlV.iES, 1953): 

x* = ! log[/i!g\} - b

Para o estudo da variância dessa dose econômica, partiremos 

da lei de Mitscherlich na forma: 

1 "' â + 

A dose econômica de nutriente (x*) é dada, conforrr� foi vis-
~ 

to, pela equaçao � 

que, no 

donde: 

, 
que e a 

dÍ t 
,e: --

dx w 

caso presente, fica: 
--}f 

dÍ A "' 
� � 

➔f 1 

L$ 
, . , mesma formula Jª referida. 

t 
L� = 

-- ' 

L 
,., (LÔ) � w 

\ 

.V 

Uma aproximação da estimativa da variância de :x* é obtida a-

través da aplicação da fórmula de Taylor. Assim, por diferenciação , 
. , 

vira:
;'f 1 dx "' - ----

f (L�i� 

e, conseqüentemente : 

r 1 + L t ] d� 
l iw(L �) · 

1 
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2 
1 + L -.,. ---

/jw(L�) 1 

"lo/(�) + 

1 + L t 

jw(L�) ,.. 
+ 2 ------ Cov(13, f).

� (1� )
3 

A , 

O intervalo de corú'iança da dose economica e dado por: 

* -lf 

X ± 2, 00 s (:x ) • 
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5. MATERIAL E :f.ÊTODOS

5 .1 - MATERIAL 

Nos anos agricolas de 1957/1958, 1958/1959, 1959/1960, 1960/ 

1961, foram instalados pelo Dr. Hermano Vaz de Arruda, chefe da Seção 

de Estatística do Instituto Biológico de São Paulo, ensaios fatoriais 

3
3 de adubação NPK em milho, na região de Ribeirão Prêto (SP), em ter 

# 

ra roxa legitima. 

As doses utilizadas foram zero, 40 e 80 kg/ha para os três 

nutrientes. 

O nitrogênio foi aplicado na forma de sulfato de amÔnio, em 
cobertura apenas. O fÓsforo foi aplicado na forma de superfosfato sim 

ples e o potássio na forma de cloreto de potássio. fstes foram coloca 

dos nos sulcos, por ocasião do plantio. 

Os ensaios tinham apenas uma repetição, com 27 parcelas da
das pelas combinações dos diferentes nutrientes nos diferentes niveis 

e o delineamento utilizado foi o de blocos casualizados. 

Foi feito o confundimento de dois graus de liberdade da int� 

ração tripla NxPxK nos quatro modos designados por Yates como W, X, Y 
e z.

Do total de ensaios instalados, foram selecionados 

CAMPOS (1967), assim distribui.dos: 

Ano 
, 

agrícola 1957/1958 1 3 ensaios 

Ano { agricola 1958/1959 14 ensaios 

Ano 
, 

agrícola 1959/1960 11 ensaios 

Ano 
< agricola 1960/1961 12 ensaios 

São êsses os dados utilizados no presente trabalho. 

50 por 

Para fins de comparação, foram considerados os mesmos casos 

estudados por CAMPOS (1967), ou sejam: 

Caso 1: Grupo dos 50 ensaios 
, 

Caso 2: Q.uatro grupos de ensaios anuais, assim distribuídos: 
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2.1.Grupo dos ensaios de nÚmeros 1 a 13 (ano agricola de 

1957 /1958). 

2.2. Grupo dos ensaios de nÚrr.eros 14 a 27 (ano agricola de 
1958/1959). 

2.3. Grupo dos ensaios de nÚmeros 28 a 38 (ano agricola de 

1959/1960). 
, , 

2.4. Grupo dos ensaios de numeras 39 a 50 (ano agricola de 

1960/1961). 

Caso 3: Cinco grupos de 10 ensaios, reunidos por sorteio,assim di� 

tribuidos: 
, 

3.1. Grupo dos ensaios de numeras 5, 8, 9, 11, 17, 23, 30, 
38, 40, 44. 

, 

3.2. Grupo dos ensaios de numeras 7, lo, 12, 19, 22, 25 , 
32, 43, 4 7, 50 • 

,, 

J.3. Grupo dos ensaios de numeras 2, 4, 15, 18, 21, 29, 35,

41, 45. 
, 

3.4. Grupo dos ensaios de numeras 1, 3, 27, 31, 33, 34,37, 

42, 46, 48. 
,,

J.5. Grupo dos ensaios de numeras 6, 13, 14, 16, 20, 24 ,

26, 28, 39, 49. 

Caso 4: Dez grupos de 5 ensaios, reunidos por sorteio, assim dis -

tribuidos: 
,, 

4.1. Grupo dos ensaios de numeras 2, 5, 24, Jl, 37. 
, 

4.2. Grupo dos ensaios de numeras 1, 3, 4, 42, 46. 
,, 

4.3. Grupo dos ensaios de numeras 12, 19, 15, 43, 44. 
, 

4.4. Grupo dos ensaios de numeras 7, 8, 13, 32, 39. 
,, 

4,5. Grupo dos ensaios de nu.meros 10, 17, 18, 28, 38. 
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4.6. Grupo dos ensaios de 
, 

numeras 9, 14, 15, 33, 40.

4.7. Grupo dos ensaios de 
, 

numeras 20, 21, 23, 27, 34. 

4.8. Grupo dos ensaios de 
> 

numeros 11, 25, 47, 48, 50. 

4.9. Grupo dos ensaios de 
, 

6, 16, 22, 41, 45. numeres 

4.10. Grupo dos ensaios de 
, 

26, 29, 30, 36, 49. numeros 

Caso 5: Ensaios individuais de 
, 

numeros 1 a 50. 

Os dados obtidos para as produções, referentes aos 50 ensaios 

:individuais, estão no quadro V e os dados para as produções médias dos 

grupos de ensaios estio no quadro VI. 

5 .2 - :MtTODOS 

A metodologia utilizada n o  presente trabalho está descrita 
( nos capitulas 3 e 4. 

Cumpre acrescentar que as análises de variância foram feitas 

pelos métodos usuais. O coeficiente de determinação (R2) é dado pela 

relação entre a soma de quadrados de regressão e a soma de quadrados 
total. 

Todos os cálculos numéricos foram feitos com o auxilio do 

computador eletrônico. 

Para a determinação das doses econÔmicamente aconselháveis de 
, 

nutrientes, tendo em vista que a finalidade do presente trabalho e a 

comparação dos resultados obtidos atravós de diferentes funções de 

produção, foram usados os preços utilizados por CAMPOS (1967) no est� 

do do modêlo I, ou sejam: Cr$ o,10 por quilo de milho em grão,Cr$0,90 

por quilo de nitrogênio (N), Cr$ o,50 por quilo de fósforo (P2o5
) e

Cr$ 0,30 por quilo de potássio (K2o), preços vigentes em novembro de
1966. 



6. RESULTADOS E DISCUSSÃO



- 57 -

6. RESULTADOS E DISCUSsA'O

Feito o estudo tebrico da aplicação de funções de produção 
aos ensaios fatoriais 33 de adubação, ajustamos essas funções a ?O e� 

sos, obtidos por agrupamento dos 50 ensaios disponiveis, conforme de� 

crição do capitulo anterior. 

No presente capitulo apresentamos os resultados obtidos, fa
zendo um confronto dos mesmos. 

6.1 - As Análises de Variância das Regressões Polinomiais e os Coe 

ficientes de Determinação. 

Para todos os casos estudados e para os três modelos de re

gressão polinomial, foram feitas as análises da regressio (dos en -

saios individuais ou dos grupos de ensaios) e calculados os coeficien 
tes de determinação. Também foram calculados os coeficientes de varia 

N 

çao para os modelos II e III. 

Cumpre lembrar que a análise de regressão para o modêlo I cor 
' , " 

responde exatamente a analise de variancia usual para delineamentos 

em esquema fatorial, com uma repetição (MORAES, 1969). 

Os resultados obtidos para os desvios padrões, para os coefi 

cientes de variação, para os valÔres de F de regressão e para os coe

ficientes de determinação constam no quadro VII. Por êle se verifica 

que, dos 70 casos analisados, 45 apresentaram teste F significativoao 

nivel de 1%, nos três modelos; 8 apresentaram teste F significativoao 

ni.vel de 5% nos três modelos e 13 testes F não foram significativos 

nos três modelos, num total de 66 resultados concordantes. 

Os valÔres dos coeficientes de determinação para os modelos I 

e III são pràticamente iguais em todos os casos estudados. Isto se de 
.. ' 

ve, provavelmente, as similaridades das respectivas equações, pois o 

modêlo I tem têrmos quadráticos, têrmos de interação dupla e têrmos 

lineares, enquanto que o modêlo III, ao imrés dos têrmos em grau 2, 

tem têrmos em grau 1,5 e os demais têrmos iguais aos do modêlo I. 
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Os coeficientes de determ inação para o modêlo II são, na ma� 

ria dos casos analisados, mais altos que os obtidos pelos outros dois 
' N 

modelos, revelando melhor ajustamen to dos dados a funçao de raiz qua-

drada, o que concorda com os resultados obtidos por HEADY,PESEK,BRO"WN 

e DOLL (1961). 

6.2 - As Estimativas dos Parâmetros e os Intervalos de Confiança. 

Foram estimados os parâmatros e os respectivos intervalos de 

confiança para as regressões polinomiais (modelos II e III) e para a 

regressão assintótica (modêlo IIT) em todos os 70 casos estudados. 

Para obter os intervalos de confiança foram calculados . os 
desvios padrões (s) de cada caso, através das análises de regressão • 

.As estimativas dos parâmatros e os respectivos intervalos de 
confiança ao nivel de aproximadarrente 95% de probabilidade para os 

três modelos de regressão polinomial constam no quadro VIII. 

Ê interessante frisar que as estimativas dos parâmatros dos 

três modelos de regressão polinomial não são comparáveis, uma vez que 
os modelos matemáticos das mesmas são diferentes. 

As estimativas dos parâmetros e os respectivos intervalos de 

confiança ao nivel de aproximadamente 95% de probabilidade, para a re 

gressão assintótica, constam no quadro IX. 

A observação dêste quadro mostra que os dados de produção re 

lativos ao nitrogênio se ajustam à lei de Nitscherlich em 53 casos, os 

relativos ao fósforo em 25 casos e os relativos ao pot�ssio em 19 ca

sos, revelando melhor resposta da cultura à adubação nitrogenada. 

Ê interessante notar a grande variabilidade das estimativas 

de e, obtidas para ensaios ou grupos de ensaios instalados no mesmo 

tipo de solo, recebemo a mesma adubação e conduzidos por um Único e� 
perima ntador. 
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Também se observa, pelos quadros VIII e IX, que os intervales 

de confiança obtidos para os parârretros das regressões ajustadas sao 

bastante amplos, num nivel de probabilidade usual em trabalhos esta -

tisticos, o que não nos permite, entretanto, concluir de imediato que 

as estimativas dos rendimentos sejam imprecisas; aquêles 

de variâncias somente, enquanto que êstes são funções de 

são funções 

e covariâncias das estimativas dos parâmetros. Portanto, a precisão 

das estimativas dos rendimentos depende das grandezas relativas das 

variâncias e covariâncias dos parâmetros (DRAPER e SMITH, 1967).

Isto explica porque, apesar de os intervalos de confiançados 

parâmetros serem amplos, as estimativas dos rendimentos são razoáveis 

e seus intervalos de confiança são relativamente pequenos (qradros XII 

e XIII), o que, aliás, concorda com outros exemplos da literatura. 

6 .3 - Os Niveis Ótimos de N, P, K. 
A 

Ajustadas as regressões, foram determinadas as doses economi 
, 

. carente a conselhave1s de nutrientes nos 70 casos estudados. 

6.3.1 - Os niveis Ótimos de N, P, K obtidos pelas regressões 

polinomiais. 

Já vimos que a determinação das doses de nutrientes 
' > ,, , , 

que podem nos conduzir a receita liquida maxima e feita atraves da re 

solução dos sistemas de equações: 

Modêlo II: 

â12\!ii 

:,: 



- 60 ..

Modêlo III: 

formação 

tes. 

3 A ,IY 
T ª11 \rl. 

= 

J' N + + + 
D!i surgem as soluçoes x1 , x2 , ½ qoo,p:i]a tran�

X. = 40x. , podem ser convertidas em quantidade de nutrien -
l l 

A transformação da matriz das derivadas pareia is de 
I' N A 

segunda ordem, atraves de operaçoes de congruencia, numa matriz diag,2. 
nal, permite verificar se a solução do sistema de equações conduz a 

um ponto de máximo da função de receita liquida, isto é,permite veri

ficar se a solução corresponde às doses econ�micamente "· conselh�veis 

de nutrientes. 
Foram estudados os 70 casos descritos para os mode-

los II e III e os resultados, junto com os resultados obtidos por 

CAMPOS (1967) para o modêlo I, constam no quadro XII. 

Numa verificação
., 

assinalamos: 

Casos NÚmero de grupos YJodêlo I Modêlo II Modêlo III 
em cada caso 

1 1 lM IM 1M 

2 4 4M 3M 2M 

3 5 JM 1M 

4 10 3M 4M 2M 

5 50 7M 6M 6M 

onde M significa ponto de máximo. 

t f�cil ver que poucos casos, em relação ao numero 



- 61 -

total de casos estudados, permite determinação de doses econÔmicamen

te aconselháveis de nutrientes. Entretanto, nota-se uma tendência ao 
, ' 

aparecimento de ponto de maximo a medida que se agrupam os ensaios, o 

que se explica pelo maior nÚmero de dados. Isto confirma a conclu -

são de CAMPOS (1967) de que a aplicação de regressão polinomial só é

viável no caso de grupos de ensaios e de boa precisão. 

E; interessante notar que os casos designados como 2, 

constituidos por grupos de ensaios anuais (13, 14, 11 e 12 ensaios , 

respectivamente) apresentam, nos três modelos, número maior de máxi -

mos que o caso 3, constituido por grupos de 10 ensaios sorteados ao� 

caso. 

Isto se explica, pois nos ensaios anuais, os fatôres 

climáticos são controlados, enquanto que nos grupos de 10 e:r.saios sor. 
,'\ , N 

teados ao acaso o clima aparece como um erro sistematico nao control� 

do. 

6.J.2 - Os niveis �timos de N, P, K obtidos

Jvlitscher lich. 

pela lei de 

A lei de Mitsc:b.erlich foi ajustada aos 70 casos des• 

critos e foram determinadas as doses econômicas de nutrientes nos ca

sos em que a curva se ajustou aos dados, através da fórmula: 

e 
. "' . ., 

cuja var1anc1a e dada por : 

+ 2

]2 
1 + L __ t __ _ 

�w(L �) ---....---- t ( �) + 
i (1$)2 

1 + L t 
/Jw (L�) 

Côv( � , � ) •

l - b

2 

1 
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Esta fórmula para estimar a variância da dose econô

mica de nutriente foi utilizada aqui porque leva em consideração a v� 

riância de ê que, neste trabalho, não pode ser tomado como constante. 

Entretanto, esta fórmula não pode ser preconizada 
largamente, pela c omplexidade de cálculos que ela envolve. 

Os resultados obtidos para as doses econômicas de nu 
trientes e seus respectivos intervalos de confiança constam no quadro XI. 

Com base nestes resultados podemos concluir que, nas 
condições do experimento, a cultura responde à adubação nitrogenada , 
enquanto que a resposta à adubação fosfatada e potássica é discuti 

vel. Entretanto, o quadro XI mostra também uma diversificação de tal 
ordem nas doses econÔmicamente aconselháveis de nutrientes que torna 
impossivel a recomendação de uma fórmula de adubação,com base neste 
trabalho. 

6.3.3 ... Confronto dos resultados dos niveis Ótimos de N,P,K. 

Alguns aspectos abordados por CAMPOS (1967) no estudo do mo

dêlo I também devem ser levantados para os outros modelos. Ass :i.m, te .. 
mos: 

1. Aparecimento de doses econÔmicamente aconselháveis de nutri

entes negativas. 

No modêlo I, dos 16 casos que apresentam doses econÔ 
micas de nutrientes, 5 indicam valÔres negativos para um ou mais nu
trientes. Nos modelos II e III não aparecem doses negativas de nutri 

.. "

entes porque, nesses modelos, os sistemas que conduzem as doses econo 

micas são irracionais com expoente 1/2 e, portanto, não admitem solu

ções negativas no campo real. No modêlo DT, das 97 doses econÔmicasde 

nutrientes obtidas, apenas 3 apresentaram valÔres negativos. 

Como dose negativa de nutriente não tem sentido, a 

recomendação econômica, nesses casos, seria não adubar. 
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2. Surgem doses econômicas completamente fora do intervalo estQ

dado. 

Em todos os modelos estudados surgem doses economi -

cas fora do intervalo estudado. Vejamos alguns exemplos: 

Modêlo Caso Dose e conÔmica 

I 3.1 149 kg/ha de N 

II 2.2 104 kg/ha de N 

III 3.1 274 kg/ha de N 

IV 3.4 352 kg/ha de N 

Ora, a extrapolação 
� 

sempre perigosa. Entretanto,p�e 
, . rece-nos logico af:irmar que as doses de nutrientes utilizadas nestes 

ensaios devem estar aquém do nivel econômico. 

3. Não existe concordância dos resultados obtidos para doses e

conÔmicamente aconselháveis de nutrientes. 

A observação dos quadros X e XI mostra uma diversifi 

cação de tal ordem nas doses econÔmicamento aconselháveis de nutrien

tes., que torna-se impossivel urna recomendação de adubação com base 

reste trabaTho. 
N 

Nos quatro modelos de regressao estu:lados, mesmo pa-

ra grupos de ensaios, não existe concordância das doses econômicas de 

nutrientes. Entretanto, para um mesmo ensaio ou para um mesmo grupo 

de ensaios, as doses de nutrientes indicadas por diferentes modelos 

são relativamente concordantes. 

Parece-nos que a determinação de doses econômicas de 
I N 

nutrientes atraves de regressoes polinomiais, que consideram o efeito 

de todos os nutrientes conjuntamente, deva ser feita preferencialmen

te para ensaios instalados em terras d e  baixa fertil:idade, que têm , 

potencialmente, condições de responder bem a todos os nutrientes e 
l . N A 

mostrar possiveis interaçoes destes. 

O grupo de ensaios estudado neste t rabalho foi insta 
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lado em terra roxa legitima que, como se depreende da observação do 
quadro XI, responde bem apenas à adubação nitrogenada. 

6.4 - Diversificação e Detalhes do Caso 1. 

Um exame pormenorizado de todos os casos estudados torna-se' 
.1 , "' rv 

desnecessario porque, alem de prolongar derrEsiado este trabaTho, nao 

nos conduziria a conclusões novas. 

Escolhemos, para estudo, apenas um grupo de ensaios, design� 

do como caso 1, pelas seguintes razões: 

1. tste grupo de ensaios apresenta doses econômicas para todos os mo

delos ajustados.

2. O grupo é constituido pelos 50 ensaios disponiveis, o que assegura

maior precisão nas médias dos tratamentos.

6.4.1 - Estimativas e intervalos de confiança das produções. 

Foram estimadas as produções e respectivos interva -

los de confiança, torrando t = 2,00, para os modelos I, II e III, rel� 

tivas a 27 tratamentos e para o modêlo F/ relativas a nitrogênio, fÓs 
foro e potássio, em três niveis. 

Os resultados obtidos constam no quadro XII (modelos 
I, II e III) e no quadro XIII (modêlo FI). 

Vernica-se por êles que houve boa concordância en -

tre as produções estimadas e as produções observadas, a partir de 

qualquer um dos modelos. Verifica-se ainda que as produções estimadas 

a partir dos modelos I e III são pràticarnente iguais. Isto se deve 
provàvelnBnte, aos motivos levantados em 6.1. 

6 .4.2 - A dose de nutriente econÔmicamente aconselhável. 

, 

O caso 1 apresentou d oses econômicas de nutrientes� 

ra todos os modelos. Vejamos: 
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Modêlo 
* 

Xl
➔� ➔i" 

x
2 

X3 

I 1,678 o.,578 0
.,
696 

II 2,642 0,221 o,275 
III 1,734 0,520 0,601 
IV 1,75 0,50 0,4.3 

É fácil ver que, neste caso, os resultados são rela

tivamente concordantes, pois apenas o modêlo II leva a doses econômi

cas discrepantes. 



7. CONCLUSÕES
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7. CONCLUSô'ES

?.1 - Os parâmetros das quatro regressões ajustadas possuem inte� 
valos de confiança bastante amplos. Entretanto, a precisão das esti

mativas dos rendimentos depende da grandeza relativa das variâncias 

e covariâncias das estimativas dos parâmetros. Isto explica porque , 

apesar da amplitude dos intervalos de confiança dos parâIJBtros, obte 
,

mos estimativas razoaveis para os rendimentos. 

?.2 - As doses econômicas de nutrientes, oriundas das funções de 

recaita liquida obtidas a partir do ajustamento de qualquer um dos 

modelos de regressão, nos ?O casos estudados, apresentam diversific§!_ 
N IV fV > 

çao de tal ordem que nao permitem recomendaçao de uma formula de adn 
bação. Entretanto, para um mesmo caso (um ensaio ou um grupo de en

saios), as doses econômicas obtidas atrav�s de diferentes modelos sã� 

em grande parte dos casos, relativamente concordantes. 

7.3 - A partir de todos os modelos, ocorrem doses econômicas por 

extrapolação do intervalo estudado, o que implica em que não confie

mos nestes resultados. 

7.4 - No caso de regressões polinomiais, à medida que se procede 
,. , .ao agrupamento dos ensaios, aparece maior numero de pontos de ma:x:1.-

mo. Isto se justifica pela maior precisão das médias dos tratamentos. 

7 .5 - No caso de regressão assintótica, à medida que se procede ao 

agrupaIJBnto dos ensaios, também aparece maior nÚrraro de doses econô
micas. Por outro lado, o valor de� obtido para grupos de ensaios rre 

rece maior confiança. 

7 .6 - Se o valor de c não fÔr de boa precisão, o estudo da variân 

eia da dose econÔmicamente aconselhável de nutriente pode ser feito 

através da fórmula: 
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__ P _w (_1 ___ �)__ �(ô) + _1__ 2 
t 121x ... +l 

[ l i (1 f)
2 1 �(1 §) 
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1( �) + 

, ' , 
que, entretanto, e de uso restrito, devido a complexidade de calou -

los. 

7.7 - Dos três WDdelos de regressão polinomial ajustados, dois r� 
' " ,. 

velaram-se praticamente iguais nos resultados: o modelo quadratico e 

o de grau 3/2. Indicamos o uso do modêlo quadrático apenas, pois o

modêlo de grau 3/2 apresenta maior dificuldade nos cálculos, princi

palmente na solução do sistema de equações oriundas da função de re-
,

ceita liquida .

7.8 • Dos três modelos de regressão polinomial ajustados, o modê

lo de raiz quadrada apresentou maior coeficiente de determinação na 

maioria dos casos estu:iados. 

7.9 - A determinação das doses econômicas de nutrientes se reco -
menda apenas para grupos de ensaios e de boa precisão. 

7.10 - O estudo pormenorizado dêste grupo de ensaios permite - nos 

concluir que, apesar de êles terem sido instalados num Único tipo de 

solo, terem recebido as mesmas doses de nutrientes, terem sido condQ 
zidos por um Único experimentador e, conseqüentemente, terem boa pri 

cisão, êles não conduzem à indicação de uma fórmula de adubação. 

7.11 A aplicação de regressão polinomial aos ensaios fatoriaisre 

adubação se recomenda apenas para grupos de ensaios cuja análise es• 

tatistica dos experimentos fatoriais mostre efeitos quadráticos sig

nificativos. Isto pode significar o uso de doses elevadas de nutrien 
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tes. 

7.12 - Para a determinação da dose econômica de n utriente, no caso 

de três niveis, é recomendável o uso da lei de Mitscherlich, porque 
leva a soluções satisfatórias através de métodos matemáticos sim -

p les. Entretanto, se existirem interações significativas de nutrien

tes ou se houver queda da produção devido à adubação excessiva, reco 

menda-se a aplicação de regressão polinomial, preferencialmente o InQ. 

dêlo de raiz quadrada. 
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8. RESUMO

As análises de funções de produção se fundamentam na hipótese de

que existe uma relação funcional entre a quantidade de fatÔres de pr2_ 

dução utilizados e o rendimento obtido. 

No caso particular de produção agricola como função de nutrientes 

adicionados ao solo, a função de produção é expressa por: 

onde Y representa a produção obtida e :x:1, :x:2, ••• , :x:n representam as

quantidades dos nutrientes. 

O objetivo do presente trabalho foi a comparação de quatro funções 

de produção aplicadas aos ensaios fatoriais de adubação NPK em milho. 

Para essa comparação, foram estudados 50 ensaios fatoriais 3
3 de 

adubação NPK em milho, instalados na região de Ribeirão Prêto, Estado 

de São Paulo, em terra roxa legitima e conduzidos por um Único experi 

mentador. Os ensaios foram grupados de diversas formas, obtendo-se: 

1 grupo com os 50 ensaios 

4 grupos anuais: 

13 ensaios da safra 57158 
14 ensaios da safra 58159 

11 ensaios da safra 59j60 

12 ensaios da safra 6oj61 

5 grupos de 10 ensaios grupados 

10 grupos de 5 ensaios grupados 

50 ensaios individuais 
,

num total de 70 casos. 

Os modelos 

Modêlo I: 

m2temáticos 

y = a 
o 

das funções comparadas 

por sorteio 

por sorteio 

sa o: 



Modêlo II: 

Y = a 
o 

Modêlo III: 

Y = a 
o 

Modêlo N: 

1 

T + a :x: 
22 2

Y = A ( 1 - 10-c (:x: + b) j

N 

Os principais temas abordados no presente trabalho sao: 
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+ 

+ 

1. Determinação das estimativas dos parâmetros das equações e seus r�

pectivos intervalos de confiança ao nivel de aproximadarrente 95% de

probabilidade. (tomando-se t = 2,00).
, , 

2. Os niveis otimos de N, P e K para os quatro modelos.

3. As variâncias das doses econômicas de nutrientes obtidas pela lei
de Nitscherlich.

4. As estimativas e intervalos de confiança, ao nivel de aproximada -

ITBnte 95% de probabilidade, das produções. (tomando-se t = 2,00).

As principais conclusões obtidas foram: 
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1. Os parâmetros das quatro regressões ajustadas possuem intervalosée

confiança bastante amplos. Entretanto, a precisão das estimativas dos 

rendimentos depende da grande�a relativa das variâncias e covariân -

cias das estimativas dos pa:rân:etros .. Isto explica porque J ."pesar da 

grande amplitude dos intervalos de confiança dos par5metros, obtemos -
,

estimativas rllZOéJVeis dos rendimentos. 

2. As doses econômicas de nutrientes, oriundas das funções de receita

liquida obtidas a partir do ajustamento de qualquer um dos modelos de

regressão, apresentam diversificação de tal ordem que não permitem r�
coITBnd.ação de uma fbrmula de adubação.

3. Dos três rrodelos de regressão polinomial a justa dos, dois revela
' A p 

ram-se praticamente iguais nos resultados: o modelo qu9dratico e o de

I 
À , A 

grau 3 2. Indicamos o uso do rr.odelo quadratico apenas; pois o modelo 

de grau 3/2 apresenta maior dificuldade nos cálculos, principalmente 

na solução do sistema de equações oriundas da função de receita liquf 

da. 

4. Se o valor de ê não fÔr de boa precisão, o estudo da variância da

dose econÔmicamente aconselhável de nutriente pode ser feito atrav�s

da fórmula:

1f. t ) 1 
\�w (L�) + 

2 

vcô) + lr __ 1 - ]
2 

v(�)., \ 
� (1 �) 

Cov C& , f) 

, ' , 

que, entretanto, e de uso restrito, devido a complexidade de calculas. 

5. O estudo pormenorizado dÔste g�upo qo en�atos permite conciuir qu�
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apesar de terem êles recebido as mesmas doses de nutrientes, terem si 
, . do conduzidos por um unico experimentador e, conseqüentemente, terem 

boa precisão, não conduzem a uma fórmula de adubação. 

6. A aplicação de regressão polinomial aos ensaios fatoriais de adub�

ção se recomenda apenas para grupos de ensaios cuja análise estatisti
,

ca dos experimentos fatoriais mostre efeitos quadraticos significati-

vos. Isto pode significar o uso de doses elevadas de nutrientes.

7. Para a determinação da dose econ6mica de nutriente, no caso detres

t . , , l nive is, e recomendave o uso da lei de Mitscher lich
., 

porque leva a

soluções satisfatórias através de métodos matemáticos simples, Entre

tanto, se existirem interações significativas de nutrientes ou se ho�

ver queda de produção devida a doses altas dos mesmos, recomenda - se

a aplicação de regressão polinomial, preferencialmente à de raiz qua

drada.



9. S UJVJMARY
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The analysis of production functions is based on the 

hypothesis of existence of a relation between the amount of 

production factors (irputs) and the resultant production (output). 

In the particular case of  agricultural production 

considered as a function of the nutrients added to the soil, the sarne 

is e:xpressed by: 

where Y is the resultant production and x1, x
2

, ••• , xn are

nutrient amounts. 

the 

The aim of the present work was the comparison of four 

production functions as applied to th0 factorial experiments of NPK 

fertilization of corn (maize). 

Fifty NPK factorial trials 3
3, in corn (maize), were 

studied. The triols were carried out by a unique researcher in 

the neighbourhood of Ribeirão Prêto (Stato of São Paulo, Brasil) on 

a well structured dusk-red latosol, locally known as 11 terra roxa 11 • 

The e:xperiments were grouped in different ways,as follows: 

1 group of 50 trialsj 

4 groups,according to cropping year 

13 experiments from 1957/58, 

14 e:xperiments from 1958/59, 

11 experiments from 1959/60, 

12 experiments from 1960/61;

) groups of 10 trials; 

10 groups of 5 trials, 

and also the 50 experirr:ents taken individually, making up a total of 

70 cases to be analysed. 



Model I 

Model II 

Model III 

Model IV
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The mathematical models of the fun ction s compared are: 

Y = a 
o 

Y .. a 
o 

y = a o

Y = A ( 1 - 10-c (x + b) J

The principal aspects studied in the present work are: 

1 - Determination of the equations coeficients estimates and their 

respective confidence intervals at approximately the 95% 

pro bGbil:it y level ( ta king t ee: 2, 00) • 

2 • The most profitable NPK levels for the four models. 

3 The variance of nutrient levels obtained through Mitscherlich 1 s 

law. 



- 78 -

4 - The yield estimates and their confidence intervals at 

appro:x:imately the 95% probability level (taking t = 2,00). 

The principal conclusions obtained were: 

1 - The parameters of the four regression adjusted 

confidence intervals. However, the accuracy 

estimates depends on the relative magnitude of 

have 

of the 

large 

yield 

the parameters 

variances and covariances. This is why reasonable yield estimates 

were obtained in spite of the great amplitude of the parameters 

confidence intervals. 

2 - The most profitable nutrient levels, as resulting from the net 

income funtion obtained by adjusting any of the regressionma:lels, 

show such a stray that we cannot recomend a fertilization formula. 

3 - Two of. the three adjusted polynomial regression models, namely , 

the quadratic and the 3/2 degree models resulted practilly the 

same. Only the use of the quadratic model is recomrrended because 

the J/2 degree model is more difficult to handle, specially during 

the solution of the equations system obtained through the net 

income function. 
,... 

4 - If the value of e is not sufficiently accurate
1 

the study of the 

variance of the most profitable nutrient level may be made by 

means of 

[
L t + 1

r
1 

V(x_➔é) $w(L §) 
A 

V ( �) + 
,.,

( � ) ♦ = V 
�(lf)2 

§ (1 �)
t 

1 + L�lL�) + 2 Cov ( �' � ) � 9(1 �) 3 

which, hm�ever, is of a restricted use, because of the calculation. 

comple:x:ity. 
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5 - The detailed study of these trials leads us to the conclusion 

that the same do not result in a fertilization formula, although 

they received the same nutrient levels and were carried out by a 

unique researcher, facts indicating accurate conditions. 

6 - The application of the polynomial regression to 

experiments is only recommended for groups of trials 

factorial 

w ho se 

statistical analysis of the factorial experiments showssignifi.cant 

quadratic effects; this �2y indicate the use of high nutrient 

levels. 

7 - To determine most profitable levels, in three level nutrient cases, 

it is recommended to use Mitscherlich 1 s law, because it leads to 

satisfactory solutions through simple mathematical methods. 

However, if the use of high nutrient levels leads to a production 

drop or if there is great nutrient interaction then it is advisable 

to apply polynomial regression and by preference the square 

root regression. 
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Quadro V - Produções, em kg/ha, referentes aos 50 ensaios de ad�

bação N P K em milho, instalados na região de Ribei-

rão Prêto. 

ENSAIOS 

Trat. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo 

000 2125 2325 2750 3775 4125 3625 2875 2150 1750 3250 

001 2200 1725 1625 6550 5200 3025 3225 2550 2250 4400 

002 2250 1725 2050 5500 4100 2625 6000 3000 3250 4650 

010 3175 1525 2975 6000 3750 3050 6900 4200 1700 4400 

011 2425 1575 2500 6050 5450 3775 4125 3950 3050 5375 

012 1825 1500 2750 5550 4300 3675 3875 3900 1375 4500 

020 2275 1150 2625 4400 2775 3125 7325 4550 2750 4475 

021 2625 1450 2800 4825 3625 3250 3725 4625 1000 5550 

022 1775 2450 3000 7075 4625 3375 3350 3765 2250 4425 

100 3750 1875 2675 6450 3375 3000 5750 3025 3100 5125 

101 2425 2075 2000 5375 4250 3375 6600 3750 2050 4560 

102 2275 2750 1950 5400 4800 3750 5000 2900 2875 3250 

110 2275 2525 2225 6000 3875 3325 6050 3975 1875 4375 

111 3025 2325 1875 5750 5900 3875 6250 3875 2550 4250 

112 2600 3000 3250 5375 4750 2550 6100 4375 3600 4225 

120 2750 2250 2925 5250 5000 3925 6825 5675 2150 6375 

121 2500 1500 2575 7525 5375 3650 7425 3785 5500 4550 

122 2950 2150 2200 5250 4150 4000 7250 4750 1800 5150 

200 4350 2550 3550 5100 4275 3500 6900 4300 2550 5500 

201 2275 2075 2600 6275 5500 4275 7375 4000 3000 5500 

202 3500 3500 3425 5025 4500 2650 3025 3875 2125 4450 

210 2625 2700 2675 5525 6225 3000 6450 3500 5000 4575 

211 3500 2050 2975 5875 5025 3000 5000 3125 2750 4625 

212 3550 2750 3300 5650 6325 4900 6450 4250 3000 4675 

220 3625 2375 2950 5875 5050 4500 9000 5250 2500 4000 

221 3650 2775 2850 6425 6000 3625 5650 4750 2500 4575 

222 3125 3125 3250 6375 5375 4125 7250 4500 4250 4900 
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Quadro V - (continuação).

E N S A I O S 

Trat. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

000 3325 2075 3100 1425 2500 1875 4750 4050 2700 2550 

001 3900 2450 3910 2050 3150 3750 3725 4350 2775 2600 

002 2750 1925 4460 3500 2875 1525 4175 5000 2750 2450 

010 3625 2600 4335 3175 3300 1875 4600 4500 2375 3550 

011 3950 2800 4525 2875 3275 1850 5050 4200 2650 2300 

012 3525 3225 4220 2325 4375 2100 5850 4050 3050 2175 

020 3800 2500 5630 2550 2550 3000 4625 4100 2875 1875 

021 3700 2150 5010 2925 3950 2900 3850 4600 2500 4375 

022 3700 2520 3675 3000 4500 3075 5350 4500 2325 2800 

100 4375 3650 6280 2700 2925 3000 4925 5200 3050 4250 

101 4500 3500 6175 4625 2500 3375 4725 5950 2700 3900 

102 4450 3450 6810 4375 3950 2750 4850 5800 3375 3750 

110 4250 5200 6500 4925 5200 2025 4550 5000 3475 3500 

111 5000 3400 5620 4275 3875 2650 6300 5600 3275 4450 

112 3625 3700 6110 3275 4250 3625 4575 5800 3250 4000 

120 4850 4910 6920 5100 5000 2250 5750 4450 2800 3875 

121 4250 5380 6780 4200 5300 3875 5625 6450 3150 4650 

122 4625 4120 5175 5300 4350 2650 6000 6500 3500 5000 

200 4300 4150 6225 4600 2900 2425 5350 4500 3450 3125 

201 4825 3760 7150 4800 3700 3050 6375 4500 3250 4325 

202 4325 5175 5360 5750 5600 2650 5300 5600 2900 4300 

210 4800 4610 5370 5025 3050 3350 5125 4500 3650 3875 

211 4400 4275 7630 4425 5550 3875 5750 5400 3425 3700 

212 5275 4520 6565 5000 4925 3250 5500 5600 3400 4800 

220 5950 3920 5970 5000 6400 3300 6125 5000 3375 5100 

221 5000 4175 6500 4525 4750 3875 6300 5500 3450 4800 

222 4150 6060 6975 5200 5000 5200 6625 5000 3675 4150 
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Quadro V - (continuação).

ENSAIOS 

Trat. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

000 4250 3850 4050 2700 3885 2875 4500 3750 4250 4400 

001 3785 2505 3700 2500 3600 3050 4050 3800 3900 5750 

002 3920 4190 3530 2275 3700 2575 5000 3500 3550 8500 

010 3370 3530 4140 3150 3650 2650 5300 3750 4250 6500 

011 4420 4350 4400 3050 3460 2875 3600 4100 4250 6100 

012 4405 3250 3340 2700 3875 3350 4150 3600 4650 5700 

020 4880 4000 3200 2800 3780 2575 4350 3000 5150 6000 

021 3875 4340 3730 2900 3800 2400 4450 3850 4100 4250 

022 4600 4170 4220 3100 4500 3250 4050 3500 4200 7550 

100 7150 5300 4860 3550 4640 3750 6000 5450 4450 5200 

101 6195 5700 4820 3000 4250 3500 5450 4550 5250 5600 

102 6530 5990 4050 3000 4250 2900 5150 4650 5500 5400 

110 6010 7075 7190 4050 5000 3750 5500 4150 4600 5150 

111 6100 4945 5810 3650 5200 3500 5150 4500 6000 7150 

112 4990 5730 6025 3650 4650 3250 4800 5250 5450 7350 

120 5170 5790 5820 3400 4675 3425 5350 5500 4800 6500 

121 6710 6150 4220 3500 4670 4125 5400 5300 5950 6500 

122 6690 5080 3690 3850 4750 3625 5200 5800 5450 7400 

206 6680 5535 5800 3150 4680 4250 5550 5900 5400 6100 

201 7585 5490 6380 3600 4950 4350 5900 4900 4900 5000 

202 6025 5650 6740 3750 5075 4250 5700 6100 4450 7350 

210 8140 7150 6960 3925 5190 4075 5000 5500 4550 6150 

211 66oo 6475 6330 3950 5340 3950 7050 4375 5400 9300 

212 7460 5885 5300 3450 5250 3650 5500 5300 4750 8300 

220 8200 6675 6070 4050 4510 4250 6400 5900 5250 6500 

221 7170 5650 4915 4750 5950 3675 7400 5400 5500 6400 

222 8300 6470 5210 4450 5400 4750 5600 5550 4800 6100 
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Quadro V - (continuação).

EN S A I O S 

Trat. 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

ººº 3000 4700 4900 3500 4100 3500 5100 6550 3850 2300 

001 2400 4500 5300 4100 6500 3000 6550 7100 3950 2900 

002 2950 4300 7400 3900 4250 2650 7500 7150 5450 3300 

010 2900 4400 5000 4500 5000 1900 4100 7000 4700 2200 

011 2600 4750 5550 4400 4250 3700 6550 8000 5650 2150 

012 3250 3700 5650 4500 5700 4350 8150 8150 4350 3550 

020 3950 5000 6900 4050 4650 2500 4450 7800 5750 1850 

021 3900 4900 6850 3850 3900 3550 7350 7500 4600 2600 

022 3300 4750 5550 4700 4100 3900 8200 8000 4250 2950 

100 4100 4650 7250 4250 6750 3700 6400 8000 6700 1350 

101 3250 5700 6000 5150 5900 6450 7200 7700 6150 3450 

102 4500 6000 6500 6050 6000 5050 7750 8800 6100 2850 

110 5400 5500 7600 4500 4050 4650 4600 7100 5750 4000 

111 4400 6000 5900 6300 6550 4000 8050 7400 6500 3750 

112 3900 5600 6800 5400 5250 5150 7300 8400 5850 2150 

120 4000 5850 6600 4400 5000 7000 5900 8000 6800 1700 

121 4550 5750 6700 5650 5950 4750 7650 7900 5400 3350 

122 4350 5350 6875 5500 6250 4550 8750 8550 6600 2800 

200 4600 5100 7550 6500 6900 6700 6200 8400 7250 2300 

201 4800 5000 7550 5450 5300 4600 7700 8350 7750 2200 

202 6450 5050 7200 5800 5800 5800 8400 7750 7500 2750 

210 6000 6950 6050 4950 65-50 7150 5150 8COO 7500 1950 

211 5000 4500 8350 6000 7250 6000 7850 9000 8150 4400 

212 5150 6050 7950 7100 6150 4950 8650 8350 7500 3350 

220 5150 6900 5000 4450 5450 4750 6450 8100 6750 3250 

221 5250 5900 8100 7000 6600 6150 7350 8600 7000 4400 

222 5500 5000 7150 6950 6250 5000 8750 8100 7750 2200 
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Quadro V - (continuação).

ENSAIOS 

Trat. 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

000 3150 5000 3850 3850 6350 5900 5400 44')0 4150 4400 

001 4150 5900 4500 3250 5500 5000 1800 5550 4050 4250 

002 4800 3600 4000 3250 6650 3350 3750 5750 5250 4350 

010 3500 6150 5000 3250 4600 6650 6400 5900 6350 4500 

011 6350 5250 4750 4250 5600 7000 4950 5700 5400 5650 

012 4750 4650 5250 3350 5150 5900 2550 4850 4650 4200 

020 1850 6000 5250 3500 4250 3850 3550 5050 5500 5100 

021 5100 6250 4750 2350 6350 6050 5250 4800 4800 4550 

022 7000 6400 4750 1750 6850 4350 5000 6950 5850 5050 

100 2650 4400 6100 6000 7400 6250 5600 5350 6200 4700 

101 5600 6200 5750 5900 6000 5850 7000 7250 5750 4400 

102 6050 5600 5150 4100 5900 4900 5750 6000 6450 5000 

110 4850 4750 5000 4600 6000 5450 5800 5150 6350 4900 

111 4150 5500 4750 5050 7350 4000 4750 6900 6150 4750 

112 5750 5000 6150 4750 6350 5250 5750 7350 7000 5400 

120 5100 6050 6150 5000 6100 8000 5850 7800 5300 5350 

121 6600 4600 6150 3900 5750 6950 6500 6000 5900 5250 

122 4600 4000 5150 4500 6600 5750 6800 6500 7750 5050 

200 3350 5750 7000 5750 7500 4900 6100 7050 6300 5900 

201 5850 5250 6250 6250 7950 6050 6150 6000 5900 4800 

202 5000 5250 7250 5250 8250 7600 6400 7250 6950 4300 

210 2800 4250 5600 5500 7500 7350 7200 5700 6200 5450 

211 5550 6250 6500 5250 5650 7400 7350 7100 7650 4900 

212 7300 5900 6650 6600 6300 6000 5850 6500 5150 5000 

220 4200 5000 7300 6000 8650 6800 7200 6900 6850 5750 

221 6000 5900 6750 6400 7400 6050 6250 7000 6750 6000 

222 5500 4500 6700 5250 6900 5550 7000 6900 7250 6000 



Quadro VI 

Trat. 1 

000 3671 

001 3846 

002 4018 

010 4118 

Oll 4297 

012 4076 

020 3990 

021 4128 

022 4366 

100 4733 

101 4868 

102 4809 

110 4792 

111 4966 

112 4955 

120 5108 

121 5236 

122 5094 

200 5155 

201 5216 

202 5282 

210 5201 

211 5504 

212 5500 

220 5479 

221 5587 

222 5583 

-

2.1 

2865 

3308 

3406 

3710 

3812 

3402 

3645 

3410 

3537 

4033 

3895 

3820 

4035 

4130 

4097 

4600 

4676 

4121 

4404 

4508 

3918 

4389 

4172 

4708 

4690 

4498 

4882 
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Produções médias, em kg/ha, dos grupos de ensaios. 

G R u p o s

2.2 2.3 2.4 J.l J.2 J.3 3.4 3.5 

3283 4341 4383 3725 3698 3825 4118 2990 

3256 4809 4233 4032 3400 4261 4268 3268 

3390 5059 4458 4300 3962 4092 4375 3361 

3512 4482 4933 4096 4376 3794 4665 3658 

3454 4932 5225 4635 4286 4367 4558 3640 

3500 5218 4433 4304 3748 4448 4568 3314 

3368 4859 4292 4085 4386 3548 4350 3580 

3614 4909 4788 4723 4152 4170 4892 3701 

3818 5250 5096 4416 4084 4918 4828 3588 

4378 5473 5225 4421 4856 4855 5042 4488 

4335 5704 5775 4674 5016 5130 5078 4440 

4337 6018 5321 4508 4722 5293 5068 4454 

4804 5209 5217 4656 5238 4888 4745 4432 

4627 6023 5300 5278 4757 5170 5110 4517 

4419 5986 5562 4960 5056 5136 5165 4456 

4490 5777 5767 5044 5458 5012 5378 4650 

4859 6o59 5529 5040 5498 5648 5258 4738 

4728 6257 5508 4826 5220 5239 5208 4975 

4428 6304 5762 4912 5432 5158 5600 4672 

4875 5777 5867 5188 5252 5274 5358 5010 

4949 6377 6146 5026 4928 5505 6058 4926 

4930 6091 5583 5321 5682 5246 4975 4782 

5130 6639 6346 5533 5239 5532 6148 5070 

4926 6609 6008 5625 5373 5584 5960 4956 

5318 5809 6221 5480 5863 5615 5272 5167 

5194 6568 6325 5526 5435 5827 6055 5090 

5359 6286 5958 5176 5846 5625 5728 5540 



Quadro VI 

Trat. 4.1 

000 3450 

001 3675 
002 3710 

010 3085 
011 3845 
012 3980 

020 3025 
021 3845 
022 4335 

100 3860 
101 3955 
102 4560 
110 4090 
111 4865 
112 4520 

120 4110 
121 4905 
122 4650 
200 4155 
201 4735 
202 5320 
210 4800 

211 4775 
212 5265 
220 4615 
221 5225 
222 5440 

- (continuação).

GRUPOS 

4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 

3910 3315 3335 4470 2575 

4255 3895 3627 4675 3130 

3350 3235 4642 4895 4o65 

4990 3645 4907 4850 3075 

4645 3740 4600 5345 3380 

4135 4115 4009 5230 3455 
3830 3755 5651 4800 3320 
4510 3130 4572 5070 3465 
4520 3089 3958 5155 3650 
4705 5110 5281 5740 3465 
4370 4750 5675 5497 3725 

4025 4415 5362 5470 4110 
4140 4465 5555 5035 4720 

4030 4605 5649 5610 4070 
4295 4620 5607 5650 4015 

4995 4772 6414 6015 4110 

4830 4906 5828 5965 5010 
4030 4704 5825 6400 4225 

4730 5450 5955 5930 3980 
4490 4962 6255 5925 4250 
4960 5275 4962 5840 4685 

4485 5182 5954 5540 4215 

5200 5340 5681 5830 5095 
4880 5464 6163 5885 4845 
4850 5209 6774 5825 4430 
4975 5475 5960 6075 4855 
4560 5587 6295 6035 4760 
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4.7 4.8 4.9 4.10 

3770 4282 3770 3835 
3647 3820 3786 3950 
3760 4060 3958 4505 

4172 4815 3311 4330 

3824 4742 4385 4465 
3714 3800 3785 4540 
3671 4256 3245 4345 
4056 4420 4388 3820 

4074 5040 4894 4950 

5302 4933 4270 4660 

5103 5480 4810 5310 

5106 5090 4888 5060 

5340 5020 4655 4900 

5562 5320 4594 5360 
5043 5355 4801 5640 
4923 5705 4633 5405 
5326 5334 5205 5445 
5216 5545 4586 5755 

5531 56o6 4462 5750 
5928 5345 5323 5150 

5713 5470 4840 5760 

5785 5668 476o 5625 

5936 5818 4910 6460 

6032 5575 5527 5360 
6044 6062 5465 5520 
6257 6040 5310 5695 
6042 5890 5639 5580 



Quadro VII: Estimativas dos desvios-pa 

drÕes, em kg/ha, coeficientes de varia-
~ 

çao, em porcentagem, valôres dos testes 
~ 

F de regressao e coeficientes de deter-

minação dos 70 casos estudados, refereQ 

tes aos 3 modelos de regressão polino -

mial estudados. 
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(4) CAY!POS (1967)

Quadro VIII : Estimativas dos parâme -

tros e respectivos intervalos de con -

fiança , ao nivel de aproxiiléldamente 

95% de probabilidade, dos 70 casos es

tudados, referentes aos modelos I(4), 
II e III. 
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Quadro IX: Estirr.ativas dos parâmetros e 

respectivos intervalos de cog 

fiança, ao nivel de aproxima

darr.ente 95% de probabilidade, 

dos 70 casoP estudados, refe� 

�entes ao modêlo IV. 
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Quadro X: Doses econÔmicamente aconse -
, 

. . 
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lhaveis de nutrientes para os tres mode-

los de regressões polinomiais. 
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Quadro XI Doses econÔmicamente aconselhá

veis de nutrientes e respecti -

vos intervalos de confiança, ao 

nivel de aproximadamente 95 % de 

probabilidade, obtidas pela lei 

de Mitscherlich. 
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03 4,39
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Casos NITROGtNIO FÓSFORO POTÁSSIO 

-0,93

5,35 1,95

4,83

0,46 -544,04

5.36 2,02 -4,74

3,58 534,56 

-0,61 1,06 

5 .37 1,31 3,54 
3,23 6,02 

-o,76 -12,49 -11,65

5.38 1,18 o, 13 2,55

3,12 12, 75 16,75

-26,29

5.39 8,77

43,83

-330,07

5 .40 -4,79
320,49 

-1,28 -1,24 -0,32

5.41 0,50 1,02 1,50

2,28 3
.,
28 3,32

5 .42 

· .5.43



Casos 

5.44 

5 .45 

5 .47 

5.48 

5.49 

5.50 

NITROGtNIO 

-0,35

3,15

6,65

-0,52

2,04

4,60

-0,43

1,15

2, 73

-0,42

1,18

2,78
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FÓSFORO POTÁSSIO 

-13,43

2,37

18,17

-2,00

1,04

4,08



Quadro XII : Estimativas dos rendimentos e 

respectivos intervalos de c onfiança para 

o caso 1, ao nivel de aproximadamente

95% de probabilidade, relativos aos mod�

los I, II e III.
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Quadro XTII : Estimativas dos rendimen ~ 

tos e respectivos intervalos de confian

ça para o caso 1, ao nivel de aproximad§_ 

mente 95% de probabilidade, relativas ao 

modêlo IV. 
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NITR0GfNIO (N)

Tratamentos 
Estimativa dos Intervalos de Confiança 

Rendimentos 95% 

o 4057 3718 4395 

1 4951 4638 5264 

2 5390 5095 5684 

Tratamentos 
Estimativa dos Intervalos de Confiança 

Rendiment,os 95% 

o 4622 3819 5425 

1 4823 4102 5544 

2 4952 4257 5647 

Tratamentos 
Estimativa dos Intervalos de Confiança 

Rendimentos 95% 

o 4694 4604 4784 

1 4850 4759 4940 

2 L,854 4790 4917 




