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1. INTRODUÇÃO

Hã atualmente no Brasil uma grande expansao no 

uso de adubos e no estud-0 de doses econômicas de adubação. 

Ê de interesse do povo brasileiro e da humanida

de em geral determinar as doses mais econômicas de fertili

zantes a serem usadas. Durante muitos anos vem se utilizan

do a regressão quadrãtic� para determinação dessa dose mais 

econômica» que seria o ponto de mãximo do trinômio ajustado 

para o caso. Não se conhece, porém,.ª variância do ponto de 

mãximo ou de mínimo da equação de regressão. 

Admitindo-se para um dado fenômeno a equação de 

regressao quadrática 

Y. = a +  bX. + ex�
l l l

o modelo matemático
-

correspondente serag



2 
Y. = a +  bX. + cX. + e. 

1 1 1 1 

2. 

-

onde se supoe 

mal de media o 

isto é� com distribuição nor-
0'2

o 

Sabemos, porém, que se podem obter apenas as es

timativas dos parâmetros�, b e�, e a equação estimada 

é ,.. .i'- .... 2 
1 = a +  oX + ex 

Con�êm, pois, determinar o ponto de máximo ou de 

mínimo desta função. 

A derivada primeira 

f 9 
= G + 2êx ,

deve anular-se, logo: 

6 + 2êx = o

donde, 

(1) X = 

2 ê 

valor que ê o ponto de máximo ou de mínimo da função. 

Como vemos em (1), X ê função das estimativas de 

6 e ê, sujeitas a erros experimentais e possui, portanto, 

uma distribuição probabilística. 

O presente trabalho tem em mira a avaliação dos 

erros experimentais na determinação desses pontos de máximo 



3. 

ou de mfrtifuóp e estudar a distribuição probabil{stica a que 

eles pertencem. 



2. riESENVOLVIMEkTO TEÕRICO E REVISÃO DA LITERATURA

2.1 - Generalidãdes 

O problema básico encarado neste trabalho� que ê 

a determinação da variância dos pontos de máximo ou de mini 

mo de equações de regressao do segundo grau� tem estreita 

relação com o de saber qual a distribuição de um quocien

te de duas variáveis aleatórias de distribuição normal. Com 

efeito� de acordo com o que vimos no 19 capítulo i o ponto 

de máximo ou de mínimo relativo a uma equação de 

? = â + Gx + êx 2

- ~ 
e dada pela expressao 

(1) X = - -=

2 ê 

1 

2 � e 

regressao 
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Se os valores observados de Y tiverem distribui

ção normal, sabe-se que as estimativas b e ê, funções line� 

res dessas observações, serão também normalmente distribuí

das. No entanto� g e ê geralmente não serão independentes, 

se adotada essa forma para a equação de regressão� e isso 

complica desnecessariamente o problema. 

Podemôs, porém, tomar a equação de regressão sob 

a forma 

(2) 

onde P 1 (x) e P 2 (x) são os polinômios orto3onais convenien= 

tes, de primeiro e de segundo grau� respectivamente. Neste 

caso, b e ê têm ainda distribuição normal� mas são inde�en

dentes, de sorte que seu coeficiente de correlação ê nulo. 

-

Sabe-se que podemos tomar 

P (x) = x = X ~ X 
l 

P (x) = x 2 - k 
2 

onde X. ê a média dos valores de X 9 e k ê um número real. 

Teremos, pois 9 neite caso, o ponto de miximo ou de mínimo 

(3) X = 

onde� porêm 9 6 e c

1 6 

2 - c 

são variáveis normais independentes. 



O problema da distribuição do quociente de duas 

variáveis aleatórias ê discutido por KENDALL (1947) e por 

KENDALL e STUART (1963). 

Consideremos um quociente 

z = 

Quando m 1 = m 2 = O 9 e as variáveis aleatórias são indepen 
.. 

-

dentes ? demonstra-se que� tem uma distribuição de Cauchy 

(KENDALL e STUART 9 1963). Mas este caso foge ao nosso pro

blema objetivo� pois na pratica da adubação temos m
1 

> O , 

Por outro lado, admitida ainda a independência 

das duas variãveis 9 no caso de m 2 > O ser muito maior do 

que a: (por exemplo m
2 

> 4cr
2
)� de tal sorte que valores 

negativos de x2 praticamente não ocorram ? sabe=se que a 

variável 

u =

tem distribuição normal (aproximada) de média zero e variân 

eia um (KENDALL 9 1947; KENDALL e STUART 9 1963). 

No caso geral� porém 9 que é o que realmente nos 

interessa 9 não se conhece a distribuição de z ? nem se sa 



be exatamente qual a sua variância. 

2.2 - Estimação da Variincia 

~ 

Dada a equaçao (1)

X .,.  - -

2 ê 

obtemos por diferenciação 

dX = -
1 

2 

de onde se deduz a formula aproximada 

4V(X) = 
ê2 

V(fi) + 

1,2 
V (ê) � 2 

ê4 

7. 

- ~ ~ 
Se� porem $ adotarmos a equaçao de rcgressao sob 

a forma (2)� com polinômios ortogonais $ Se ê serão indepe� 

dentes. Neste caso obtemos� pelo mesmo método $

V(x) = 

1 

4 

[_!__ V(6) + _!.: V(ê) j
1 

º 
-2 ... 4 
c e 

2.3 - As Estatísticas Y
1 

e Y
2

FISHER (1930) estudou� entre outras coisas� 

tribuição de estimativas de 

yl = 
� e de y2 

= .J:i... - 3

ª
3 (14 

, 

a dis 
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obtendo seus momentos. Não conseguiu� porem� obter a fu�ção 

de densidade de nenhuma das distribuições� a não ser no ca

so particular de três amostras» em que deduziu a função de 

densidade para y
1 

• Sabe-se que y
1 

mede a assimetria» e y
2 

a curtose de uma distribuição. Demonstra= se que y e y va-
1 2 

lem zero quando estamos diante de uma distribuição normal. 

No caso de amostras i porem, podemos ter valores próximos de 

zero� dai a necessidade de sabermos se o valor obtido dife

re realmente de zero. Nesse trabalho FISHER deduziu�tambêm» 

as fórmulas: 

v(" > = 
6n(n - 1) 

yl (n - 2)(n + l)(n + 3) 

V(y) = 

24n(n = 1)2

2 .(n - 3)(n - 2)(n + 3)(n + 5)

que nos permitiram aplicar o teste!» para verificar se os 

valores estimados para y e Y realmente diferem de zero. 
l 2 

2.4 - Intervalos de Confianx� 

Consideremos ainda o quociente 

X
l 

= 

X2 

m
l 

X
l 

f'i 
N(m

1 
»O"�) X

2 
f'I 

N(m
2

,a�) com ' e seja µ = Um 
m

2 

problema importante e relacionado com o assunto desta dis-
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sertação é a determinação de intervalos de confiança de µ. 

Como a distribuição de z não é conhecida i no caso geral,o 

problema tem sido abordado de maneira indireta, com base em 

um teorema de E.e. Fieller (KENDALL e STUART� 1963; ANDERSON 

e NELSON� 1971 � BAUH !:_! alii, 1956 � FINNEY, 1975). O cami

nho seguido ê o seguinte. 

Sendo x
1 

e x
2 

variáveis normalmente distri

buídas, a nova variãvel u = x
1 

- µ x
2 

terá também distri

buição normal, de media zero e variância V(u) = crf + µ2 cr�. 

Sendo s 2 

l 
e s2 

2 
estimativas de cr 2 e cr 2 

1 2 

te, conclui�se, pois, que o quociente 

X - µ X 
1 2 

/ s� + µ2 s� 

, respectivamen-

tem distribuição de!. Podemos, pois, através das tabelas 

próprias� obter um intervalo (-t;+tJ , para o qual tenha-

mos 

[- t �
X

l 

- µ x2
t J 1 - a. p < = 

rs 2 + µ2 s2 

l 2 "' 

Da desigualdade 

(4) 

X
l 

-
µ x

2 

/ 
s2 

1 
+ µ2 s2 

2 
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podemos tentar deduzir intervalos (ou regiões) de confiança 

paraµ • Com efeito, de (4) obtemos: 

(5) 

emµ 

Devemos resolver esta inequação de segundo grau 

Tomemos 

P = x
2 

- t
2 

s 2 

2 2 
q = x 2 � t 2 s 2 

1 1 

... ~ ~ 

e as raizes da equaçao correspondente serao dadas pela ex 

pressao 

x x ! / x
2
x

2 - p q 
1 2 1 2 

a = 

Para facilitar a discussão, tomaremos x
1 

e x
2

~

como positivos, o que nao traz perda real de generalidade. 

Hâ vários casos a considerari 

1) p > O� q > O

Temos necessariamente p < x: , q < x� $ logo 

de onde se conclui que as duas raízes a
1 

e a
2 

sao reais 

e positivasº A inequação estará satisfeita para 



2) p > O , q = O

Neste caso as ralzes são reais. 

e a outra ll

a = 
2 

p 

11. 

Uma (a) é nula, 
1 

é positiva. A inequação estará satisfeita para 

o < µ <  ª2 •

3) p > O , q < O 

Neste caso temos 

O < x 2 x 2 < x 2 x 2
- p q •

1 2 1 2 

As ralzes são reais e de sinais contrários (a
1 

< O ,

a
2 

> O). A inequação estará satisfeita para

4) p = O

Neste caso obtemos 

µ > 
q 
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5) p < O » q > O

Neste caso temos 

0 < x 2 x 2 
< x 2 x 2 

- p q ªl 2 l 2 • 

de sorte que as rafzes (a 1 e a2) serão reais e de sinais 

contrârios. A inequação estará satisfeita para 

6) p < o 9 q = o

µ < a < O 
1 µ > a > O •

2 

Neste caso as raízes serão reais. Uma delas (a
2

)

ê nula 9 e a outra é 

a = ---- < 
1 

A inequação estara satisfeita para 

µ > o

7) p < O » q < O

A natureza das raízes dependerá do valor do dis-

criminante x2 � 2 - P Q_ • 
l 2 

7.1) 

Temos entao 
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x2 x2 > x 2x2 - p q > O
1 2 1 2 

logo as raízes a
1

e a
2 

serão reais e negativas. A inequ� 

ção estará satisfeita para 

7.2) - p q = o

As ra1zes e são iguais e reais. A ine 

quação estara satisfeita para qualquer valor real de µ 

7.3) x2 x2 

l 2 - p q < o

As raízes são complexas. A inequação estará sa

tisfeita para qualquer valor real deµ 

Em resumo, intervalos de confiança propriamente 

ditos só são obtidos quando temos p > O .  Casos bem pouco 

satisfatórios e até bizarros ocorrem para p < O • Ora; sen 

do P = x2 - t2 s2 

2 2 � 
poderemos obter sempre valor nulo ou 

negativo de p, bastando !) para isso� tomar t suficientemente 

grande. O mesmo ocorre, aliás, com q = x2 
- t2 s2 

• Tais
l 1 

fatos� bastante estranhos !) justificam a pesquisa que faze

mos neste trabalho
9 que pode também conduzir a intervalos 

de confiança
9 talvez mais adequados. 



3b MATERIAL E MITODOS 

3.1 - Material 

Usou-se o computador IBM 1130 com 16 K palavras 

de memória� do Departamento de Matemática e Estatística da 

ESALQ, para os trabalhos de geração de variáveis aleatórias 

e para os cálculos mais complexos. Para operações mais sim-

ples, 

1125. 

lançou-se 

3.2 - Métodos 

mao de uma calculadora eletrônica Facit 

No presente estudo o método fundamentalmente apli 

cado foi o da simulação de dados. Estima�os valores para 6 

e para ê através do computador eletrônico 1130 da ESALQ� 

usando a sub-rotina CALL RANDU para geração de n�meros alea 



tôrios. A sub-rotina baseia-se na fórmula: 

(1) 

onde x. 

y = 

.k k 
E X. -

i=l i 2 

./k7l2 

ê um número casual de distribuição retangular 9

O < X < 1 

15. 

k ê o número de valores X. que tomamos dentro da distribui= 
J. 

-

çao retangular. No nosso caso considerou=se k = 60 • 

logo: 

A variância dessa distribuição retangular é: 

V (X) = 1.· l (X - -
1
-) 2 dx = 

o 2

k 
V( E X.) 

. 1 J. 
1= 

k 
=-

12 

a( E X.) = ✓k/12
i=l i

Tomemos agora 

z :;:: 
k 
E 

i=l 
X. 

o 

1 

12 

Esta variável terá distribuição aproximadamente 

normal (KENDALL e STUART » 1963)� com media k

2 
e variância 



k 

12 
• Segue-se que a variável

y =

z � 
k 

2 

{k/12 
= 

k 
i: X. -

. 1 l. 
1.= 

k 

2 

16. 

terâ, aproximadamente j distribuição normal reduzida 9 isto ê :.

de média zero e vari-ância um. 

Assim se obtiveram 160 sêries de 100 erros. Atra 

vés de fatores apropriados foram eles multiplicados de modo 

a obter 20 séries de 100 erros relativos a cada uma das va=

. ... . r1.anc1.as seguintes: 

0' 2 

0' 2 

0'2 

0" 2 

= 

= 

= 

= 

0 :, 015625 

0 :, 0�25 

0 :, 2500 

1,0000 

O' 2 = 2 1 0000 

0' 2 = 4,0000 

0' 2 = 6 :, 2500 

ª 2 = 9,0000 

Para cr 2 = 0»015625 (a = 0 9 125) :, por exemplo :, tí

nhamos duas séries de 1000 erros (e
1 

e e
2

) » com distribuição

aproximadamente normal de mêdia zero e • ... o com essa var1anc1.a. 

Os valores de e
2 

foram multiplicados por ✓3 » assim ob-

tendo-se� pois» 1000 erros e
3 

= ✓-f e
2 

� 

30' 2 
= 3 X 0»015625. 

de variância 

A seguir consideramos os valores exatos b = 3 :. 

e = - 1 e tomamos as estimativas

6 = b + e
3 

e = e + e
1 

• 
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Assim se obtiveram 1000 pares de valores de 6 e 

de ê $ em 10 grupos de 100. Para cada um desses grupos temos $

evidentemente $

V(S) = 30 2 V(ê) = o 2

Os coeficientes de variação seriamg 

c.v.(6)
0»125 if3 X 100

= --------- = 7� 2% 

- O p l25 x 100c.v.(c) = ----- = 

onde 0�125 = cr = ✓0�015625 • 

12,5% � 

AÍ tomamos a media verdadeira b = 3 � e conside 

ramos o valor absoluto I e 1 = 1 

Com coeficientes de variação tão baixos valores 

negativos de Se de - ê sÕ podem ocorrer com probabilidade 

extremamente reduzida. Para nos aproximarmos do que ocorre 

mais comumente na prática� basta considerar os outros val� 

res de a 2
5 que nos levariam a completar o quadro a seguir. 
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Caso cr2 cr C.V.(b) c.v.(ê)

1 0g015625 0�125 7:,,2% 12 9 5%

2 090625 09250 1494% 2590%

3 0
9 2500 0 9 500 28 :,, 9% 50 9 0%

4 1 9 0000 1�000 57 9 7% 100:,,0% 

5 290000 194 ll} 8196% 141 9 li% 

6 490000 2:,,000 115:,,5% 200:,,0% 

7 692500 29500 14493% 25090% 

8 9:,,0000 3 9 000 17392% 300:,,0% 

! claro qua no caso dos valores mais altos de cr

há grande probabilidade de aparecerem valores negativos de 

6, e maior ainda de ê. Com isto ocorrem frequentemente val� 

res de ê próximos de zero 9 o que pode acarretar estimativas 

elevadas 9 em valor absoluto para x .  

Poder-se-ia indagar o porqu; dos valores fixados 

para b e e (b = 3 9 c = - 1).

Em primeiro lugar 9 ê fácil compreender que o im= 

�ortante não é o valor absoluto de cada parâmetro. Assim 9

tanto faz ter b = 3 9 V(6) = 0 9 7500 9 como ter b = 30 9 

V(6) = 75 9 000. Raciocínio análogo vale para o parâmetro E. .

Por outro lado 9 poderíamos variar b 9 em vez de 

V(b) 9 mas o resultado seria equivalente 9 o mesmo ocorrendo� 

vvmutatis mutandis" 9 para E_ e V(ê). 
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Resta apenas explicar porque tomamos b = - 3 c � 

V(S) = 3 V(ê). Assim fizemos porque� em 3eral� nos experi=

mentos de adubaçio� temos c mais pr;ximo de zero e com va-

. ... . riancia menor. De qualquer forma� 1 . 
.,. 

a 1.as� o parâmetro real= 

mente mais importante na regressão quadrática é o coeficien 

te do termo de segundo grau(�)� que nos indica
? 

pelo seu 

sinal, se hi miximo ou mlnimo. Razões diferentes entre b e 

�� ou entre V(6) e V(ê)� poderiam ser tentadas� mas� dentro 

das limitações naturais de nosso trabalho� essas parecem 

adequadas. 

Transformamos assim uma das séries de 100 erros 

casuais geradas em 100 valores de 

res de 6� com os quais calculamos 

X = = --

2 ê 

e� e a outra em 100 valo= 

obtendo assim também 100 valores para x • Desses valores ti 

ramos as médias�� b e x  • Com esses valores gerados da ma=

neira exposta� foram feitos os câlculos abaixog 

3.2.1 - Estimamos V(x)� pela f�rmula usual 

z::x 2 = (Ex)2 

V (x) = 
l 

N = 1 

N 

onde tivemos sempre N = 100� de acordo com o que jâ foi ex 

plicado. 
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3.2.2 = Estimamos V(x) pela fórmula deduzida por 

D'AULÍSIO (1970) 

(4) V (x) = 2 
1

4 
[ + V(S) +

c 2 

b 2 

V(ê) ]
�4 

onde obtivemos a V(S) e V(ê) pelo método de estimativa da 

variância. 

-

çao de 

A fÕrmula (4) foi obtida a pRrtir da diferencia-

1,X = -
2 ê 

3.2.3 - Estimamos o terceiro (µ
3

) e o quarto (µ
4

)

momentos de x � 

r(x 
- 3

- x)
µ 

N 1-

.... E(x - i) 4

µ 4 
= 

N - 1

3.2.4 - Obtivemos µ
4
(esperado) 9 que ê o quarto mo= 

mento que teria a distribuição de x se fosse normal. 

3.2.5 = Estimamos y
1 

e y
2 

(FISIIER 9 1930) para x �

y 1 
= y = 

2 



Como se sabe i) na distribuição normal temos 

3.2.6 = Obtivemos V(y ) e V(y 2
)1 

r.a podermos aplicar a prova 

Uma 

segue-se queg 

vez que 

V(y) 
1 

V( ... )y2 

t = 

(N = 

= 

(N = 

... 

y = o 
1 

/ V(y ) 
1 

t = 
y - o 

2 

/ V(y ) 
2 

de t o 

6N(N = 1) 

2)(N + 1) (N 

24N(N = 

3)(N = 2)(11 

(FISHERll 1930) 1) 

+ 3)

1) 2

+ 3)(N + 5)

21. 

P!!, 

3.2.7 = Foram feitos histogramas das frequências 

dos valores de x nos 8 casos estudados. Cada histograma re =

presenta os resultados de 1.000 dados ll considerando nas elas 

ses próximas da media o valor de cr/3 como amplitude de 

.. 

classe ll e de cr para as classes mais distantes ll onde e pequ� 

na a frequência. Depois consideramos que os valores de x re 

presentam doses de adubação e tomamos 60 kg/ha � 1 9 isto ê ll 

uma dose. Considerando que se tivermos x = 10 1) a dose re-
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comendada serâ 600 kg/ha� que e muito alta. Vamos eliminar 

todos os valores de x > 10 e todos os valores de x < O� 

e fazermos novos histogramas com estas consideraçÕes j obten 

do para isso novas medias. 

3.2.8 - Foram calculados os intervalos de confian

ça para a media dos valores de �� 1.000 dados para cada va

lor de 0 2 • Obtivemos os intervalos de confiança pelo método 

de Fieller j de acordo com o que foi explicado no item 2.4 do 

ca,ítulo 2. Calculamos também� de uma maneira empírica� pa

ra 1.000 dados�o equivalente a um intervalo de confiança ao 

nfvel de 5% de prob�bili�ade. Isto foi feito através de de

terminação do menor e do maior valor observado $ apôs elimi

nação dos 25 maiores e dos 25 menores. Outros dois tipos de 

intervalos de confiança foram obtidos considerando 

- +

t /v l (x) e - +

X t /{; 2 (x)

onde consideramos da mesma maneira a média x de 1.000 dados� 

t 2� onde " (x) fj (x) 
-

valores médios dessas= e e sao os 2 
estimativas� obtidas para as 10 repetições feitas para cada 

valor de O' 2 � sendo " (x) calculados de acordo com o item 

3.2.1 e " (x) , de acordo com o item 3.2.2.



4. RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 m Distribuição de x 

Os resultados apresentados p 

-

sao provenientes de 

series geradas de 100 dados. Assim sendo 9 em cada quadro há 

10 linhas p cada uma delas relativa a uma amostra de 100 da

dos p de sorte que cada quadro resume estatísticas obtidas 

com 1.000 dados. 

Nos Quadros de 1 a 10 temosg 

Coluna 1 g v(ê) calculada pela fórmula do item 3.2.1 de 

Métodos !, substituição de com X por c. 

Coluna 2 g Media de c o 

Coluna 3 g "(S) calculada pela formula do item 3.2.1 de 

Métodos, com substituição de X por s.

Coluna 4g Hêdia de 6.

Coluna 5 g Mêdia de x.
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Coluna 6: V1(x) j estimada pela fÕrmula do item 3.2.1

de Hêtodos. 

Coluna 7: V (x)� estimada pela fórmula do Item 3.2.2 
2 

de Métodos. 

Coluna 8: Valores de µ pela formula citada no item 
3 

3.2.3 de M;todos. 

Coluna 9: Valores de µ pela fórmula citada no item 
4 

3.2.3 de Hétodos. 

Coluna 10: µ (esperado) 9 estimado pela fórmula citada 
4 

no Item 3.2.4 de Métodos� substituindo-se 

0'
2 por v (x). 

1 

Coluna 11: y
9 

estimado �ela fórmula citada no item 
l 

3.2.5 de Métodos. 

Coluna 12: y- , estimado nela fÕrmula citada no item 
2 

3.2.5 de Métodos. 

Coluna 13: Teste t aplicado a 

soluto. 

... 

Y
1

9 tomado em valor ab= 

Coluna 14: Teste t aplicado a y2
9 tomado em valor ab

soluto. 

Podemos ver 9 observando o Quadro 1 1 que há seme

lhança nos resultados obtidos nas colunas 6 e 7. Os dados 

da coluna 8 (Q) sio próximos de zero. Os valores estimados 
3 

para 0

4
(coluna 9) são bem semelhantes aos obtidos para µ

4 
(esperado)� que figura na coluna 10.Estudando os valores de 

Y1 e Y
2 

(colunas 11.e 12) 1 vemos que so o y da !)rimeira
1 

e da sitima li��, diferiram de zero ao nlvel de 5% de prob� 
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bilidade; na quarta j na sexta e na décima linha diferiram ao 

nível de 1% de probabilidade. O y diferiu de 
2 

vel de 1% de prohabilidade i pelo teste de!, 

linha. 

aapenas na 9.

No Quadro 2 verificamos que os valores obtidos 

para a coluna 7 são sempre inferiores aos da coluna 6. O 

valor obtido para µ
3

- a . h so na 3. l1n a se aproxima de zero. 

O 0
4 

da terceira linha se aproxima bastante do valor esp� 

rado� mas o das demais difere. Quanto a y e 

1 

� � 

y � so o  va=

2 

lor de ?
2 

na terceira linha não difere significativamente 

de zero. O resultado obtido para na terceira linha di= 

fere de zero ao nível de 5% pela prova de!; os outros valo 

res diferem ao nível de 1% de probabilidade pelo mesmo cri-

têrio. 

No estudo do Quadro 3, vemos que os resultados 

constantes da coluna 7 são sempre inferiores aos da coluna 

6. Os valores calculados para µ
3 

são bem diferentes de ze

ro. Os resultados das colunas 9 e 10 diferem muito entre si.

Os valores de y 1 e Y2 diferem todos significativamente de

zero pelo teste 1� ao nível de 1% de probabilidade; confor

me podemos verificar pelas colunas 13 e 14.0lhando agora os

Quadros 4 9 5 e 6� vemos que os resultados obtidos nos levam

a observações semelhantes ãs feitas para o Quadro 3.

Vemos no Quadro 1 » que os resultados da coluna 7 

em geral subestimam os valores da coluna 6, com exceção do 
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valor obtido na 9� linha 9 que supera o da coluna 6. Os valo 

µ3 res de são bem diferentes de zero e os de µ divergem 
4 

bastante dos obtidos para ij (esperado). Os resultados obti 
4 

dos para diferem bastante de zero.Com exceção dos 

a a A valores obtidos na 3. e 9. linhas para y � todos os demais 
1 

diferem de zero ao nível de 1% de probabilidade pelo teste 

t o 

Examinemos agora o Quadro 8� cujos resultados 

nas colunas 6 e 7
9 que estimam o mesmo valor 9 estão sempre 

menores na coluna 7. o apresenta estimativas bem dis =

tintas de zero� embora devessem ser nulos 9 se a distribui

ção fosse normal. Comparando os resultados constantes das 

colunas 9 e 10, vemos que diferem grandemente entre si. Sa

bemos pelo estudo da distribuição normal que o µ
3 

e nulo 

e o µ4 = 3a 4 • Verifica-se 9 pois 9 que os pontos de mâximo

ou de mínimo calculados estão fugindo sensivelmente da dis= 

tribuição normal. Olhando as colunas 11 e 12 9 vemos que te

mos valores diferentes de zero, confirmando a nio normalida 

de dos dados. Indo mais além� vemos as colunas 13 e 14� on-

de podemos afirmar que os valores obtidos para sao 

significativamente diferentes de zero pelo teste!• Rejeita

se a hipótese da nulidade. 

Salientemos que nos Quadros 1 e 2 todos os valo

res de Y � são positivos i o que indica ser a distribuição l 
viezada ã direita. Nos demais Quadros aparecem sempre valo 
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res positivos e negativos para y l:, o que demonstra serem

as curvas viezadas às vezes ã direita 9 às vezes à esquerda. 

Os valores de y
2 

são negativos em 4 dos 10 ca

sos do Quadro 1 1 e em apenas 1 caso do Quadro 2; nos demais :,

são sempre positivos. Isto indica que� ã medida que cresce 

a variação do acaso (medida por a) tende a distribuição de 

x a se tornar leptocúrtica. 

4.2 - Histogramas de Frequências 

De acordo com o que foi visto no cap[tulo de Ma

terial e Mêtodos j Item 3.2.7 :1 foram os 1.000 dados obtidos 

para cada caso levados a histogramas. Os grificos de 1 a B i

foram feitos com todos os dados e cada um deles representa 

1.000 dados :, com exceção do Grâfico 3 (cr 2 = 0 :, 2500) que foi 

feito com 999 dados, pois um dos resultados obtidos 

(7681
9
6601) era demasiadamente absurdo. Em todos os gráfi

cos assinalamos a média. Observando o Gráfico l :1 vemos que 

ê ligeiramente viezado ã direita, jâ que os Quadros 2, 3, 4 

e 8 estão acentuadamente viezados ã direita. Nesses cinco 

gráficos observamos que as classes de maior frequência es

tio sempre pre�eden�o a midia. No Grifico 4 a midia iimita 

a classe de maior freq�incia. Nos Grificos 5 e 7 » observa-

mos que a midia esti esquerda das classes de maior fre-

quincia » pot'taito » observamos que a curvai viezada es=
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- -

querda (SPIEGEL» 1971; LOB0 1 1948) p ambas p porem» sao lept� 

c�rticas. No Grifico 6 a midia limita a classe de maior fre 

quência 9 ou classe modal p sendo, por;m » uma curva leptoc;r

tica. 

Os Gráficos de 9 a 14 foram feitos de acordo com 

o que foi visto no [tem 3.2.7 de Material e Metodos 1 elimi

nando os valores menores do que O e os iguais ou maiores do 

que 10. Calculou-se nova media Dara cada caso»de acordo com 

os valores que ficaram dentro do crit;rio usado. Nio houve 

necessidade de novos gráficos para os dados gerados com o 2 =

= 0»015625 e com o 2 = 0 9 0625 9 pois todos os valores obtidos 

jâ foram maiores que O e menores do que 10. Observando os 

Gráficos de 9 a 13, vemos que todos são viezados ã direita 

e portanto as n:dias estão situadas depois das classes de 

maior frequência. Jã no caso do Gráfico 14 a mêdia limita a 

classe de maior frequência. 

Observamos em quase todos os casos que a curva 

nio se aproxima da distribuiçio normal. Co� efeito 9 exceto 

para 0 2 = O p 015625 9 temos sempre assimetria acentuada » ª te� 

dência� quando 0 2 cresce 9 para distribuições leptocúrticas. 

4.3 - Intervalos de Confiança 

Obtidos pelos métodos indicados no [tem 3.2.8 do 

Capitulo 3� figuram eles no Quadro 9� em 8 linhas j uma para 
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cada um dos valores de cr 2
• 

Para o nível mais baixo de 0
2 (0,015625, C.V.(ê) � 

= 12,5%) os 4 métodos dão resultados praticamente iguais. 

Fieller dâ resultado bem concordante com o do intervalo de 

confiança empírico (na nossa denominação). Jã os intervalos 

calculados a partir de V (x) e V (x) i diferem bastante» mas 
1 2 

nao exageradamente. 

Para a 2 > 0,2500 o método de Fieller nos leva a 

resultados absolutamente insatisfatórios, uma vez que sur

gem extremos infinitos nos intervalos de confiança. Tonado 
� 

como padrio o iniervalo de confiança empírico (como parece 

recomendável), o intervalo dado por q {x) e excessivamente 
1 

amplo, ao passo que o obtido a partir de V (x) e excessiva-
2 

mente restrito. Assim mesmo, porém, este Último ê o mais sa 

tisfatÕrio em todos ou quase todos os casos. 
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50. 1 

Grifico 12 - Histograma de Frequincias dos Valores d� x Maio 

��� ·�:�:_;.t; Zero e l{enores que Dez Rela.tivo·s ao Ca.

so �2 � 4 p 00 e Hidia = 1,6089 (O < x < 10). 
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51 • 

Gráfico 13 - Histograma d.e Frequências dos Valores de x Maio 

res que Zero e Menores que Dez Relativos ao Ca 
so a 1 � 6,25 � Midi� = 1 9 5558 (O< x � 10). 
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,C 

--· 

trâfico 14-- Histograma de·Frequ.ência� dos Valores ae x 

MàiQres que Zero e Menores que Dez Relati-

(O < x < 10). 



5. CONCLUSÕES

5.1) SÓ para o valor mais baixo de a 2 ensaiado {0�015625� 

que dâ um coeficiente de variação de 12�5% para ê)� a norm� 

lidade aproximada da distribuição do quociente {�) ê aceitá 

vel. Nos demais casos x foge completamente ã distribuição 

normal. 

5.2) Para os níveis mais baixos de a 2
, sao positivos os 

valores de y relativos ã distribuição de x. Ã medida j po-
1 

rêm� que cresce a 2
t surgem valores positivos e também nega-

tivos para y 
1 

5.3) Ao contrário� no caso de y para os valores mais bai 
2 

xos de cr 2
� ocorrem estimativas positivas e negativas. No en 

tanto� quando cresce cr 2
� passam a ocorrer somente valores 

positivos de y
2

j o que caracteriza as distribuições lepto

cúrticas. 
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5.4) Para valores baixos de cr 2
� relativamente a c (c.v.

de 12 9 5% e de 25%) o mêtodo de Fieller e a simulação levam 

a intervalos de confiança semelhantes. Nos demais casos� p� 

rem (C.V. de 50% ou mais) o método de Fieller dá resultados 

estapafúrdios, ao passo que o obtido por simulação dos da

dos conduz a resultados aparentemente razoáveis. 

5.5) Os valores de V (x) foram� em praticamente todos os 
2 

casos estudados� bem inferiores aos obtidos para V (x) 9 e

1 

consequentemente 9 conduziram a determinação de intervalos 

de confiança mais curtos. 

5.6) Os intervalos de confiança mais recomendáveis são 

os calculados pelo mêtodo empírico e o obtido a partir de 

V (x) 9 embora este seja um tanto curto. 
2 



6. RESUMO

No presente trabalho procuraram-se avaliar os er 

ros experimentais na deterninação dos pontos de mâximo ou 

de m{nimo de equações de regressão de 29 grau e estudar a 

distribuição probabilística a que pertencem. Geraram=se� p� 

ra isso, atravis da s�b-rotina CALL RANDU� 16.000 dados de 

distribuição aproximadamente normal�que tiveram suas midias 

e variâncias ajustadas, para formarêm os 8 casos estudados. 

Obtivemos� assim, 1.000 valores que chamamos de Se 1.000 

valores que chamamos de �j para cada a 2 considerado� valo

res esses relativos à equação 

onde P (x) e P (x) são polinômios ortogonais. Portnnto 6 e 
l 2 

ê são independentes. O ponto de mâximo ou de mínimo (�) des 



- � 

sa equaçao sera dado por 

X = = 
t 

2 ê 

56. 

Portanto� com os dados gerados obtivemos um total de 8.000 

valores de x relativos ãs diferentes variâncias estudadasi 

9�0000� sendo 1.000 valores para cada variância. Com esses 

valores calculamos as estimativas de variância V (x) (fór-
1 

mula comum de cilculo de variincia) e t (x) (f6rmula apr� 
2 

sentada por D 9 AULÍSIO, 1970) e se pode observàr que os valo 

res de V (x) subestimam os de V (x). Calculou-se o tercei 
2 1 

ro e  o quarto momento em relação ã média� e também o quarto 

momento que deveríamos esperar se a distribuição fosse nor�· 

mal. Obtivemos ainda os valores de y (que mede a assimetria) 

e de y (que mede a curtose da distribuição} 9 aos quais apli-
2 

camos o teste de�• Concluímos que n distribuição de� foge 

completamente da distribuição normal� exceto talvez para o 

valor mais baixo de cr 2 estudado. 

Obtivemos quatro intervalos de confiança para �
9 

a saberg 1) um calculado pelo método de Fieller; 2) de uma 

maneira empÍrica 9 considerando o equivalente a um intervalo 

de confiança ao nível de 5% de probabilídade 9 tomando para 

cada 1.000 dados, o maior e o menor valor observados após a 

eliminação dos 25 maiores e dos 25 menores; 3 e 4) os outros 
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dois métodos usados aplicaram as fórmulas x ! t /v <x> 
- + 

X = t /v (x) o Concluímos que o método de Fieller nos le = 

vou a resultados absurdos para cr 2 � 0�2500. Em relação aos 

intervalos calculados pelo método empírico� tomados como pa 

drão� foram excessivamente amplos os dados por V 1 (x)� e ex= 

cessivamente curtos os obtidos a partir de V
2

(x). 



7. ABSTRACT

This paper has in view the evaluation of experi= 

mental errors in the estimation of the maximum or minimum 

point of second degree regression equations, and also the 

study of their distribution. For this purpose� 16 j 000 data 

were obtained, with their mean and variance adjusted to be 

included in the 8 cases studiedº So, we had 1�000 values 

for b and l j OOO for ê j for each of 8 values of cr 2 selected� 

referring to equation. 

Y = â + 6 P 1 (x) + ê P 2 (x) ,

where P
1

(x) and P
2

(x) are orthogonal polynomials. There

fore, b and ê are independent from each other. The maximum 

or minimum point of that equation is 

X = 
6 

2 ê 
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So, with the data obtained by simulation, we ob

tained 8,000 values of !. , being 1,000 referring to each 

of the following values of a 2 = 0.0156253 0.0625; 0.2500; 

1.0000; 2.0000; 4.0000; 6.2500 and 9.0000. With the x va

lues thus obtained, estimates of variânce V
1

(x) , by the 

usual formula, as well as 9
2

(x), by a formula presented by 

D 1 AULÍSIO (1970), were calculated. It could be observed 

that in almost every case we had · V
1

(x) > 9
2

(x). 

The third and fourth moments, about the mean, of 

calculated, well the values of Fisher 1 s !. ' were as as 
yl 

and 
... 

to which the applied. Thus, it was shown 
Y2, 

t test was 

that, except for the case of (1
2 

= 0.015625, the distribu-

tion of x was very far from normal. 

Four types of confi ence intervals for x were 

obtained: 1) calculated by Fieller º s method; 2) by taking 

the 950 values closer to the mean, of the 1,000 

-X :!: t � (x) in each case; 3 and 4) by taking - {� 
1 

values of x 

, x ! t /'7 
2 

<x> •

Fieller 1 s method led to bizarre results for a2 > 0.2500. The 

intervals obtained with V
1 

(x) were too long, while those 

provided by v (x) 
2 

were too short. 
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