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1. RESUMO

Um novo conceito para a descrição analítica do 

processo de infiltração de água em solos homogêneos, é apresen 

tado. Este conceito, a partir da definição de uma "difusivi

dade gravitacional" permite a generalização dos casos de in

filtração horizontal e vertical. 

A eficiência do novo conceito na descrição do 

processo de infiltração, para intervalos de tempo curtos e in 

termediários é comprovada através de experimentos realizados 

em colunas de solo homogêneas. 

As vantagens da utilização deste conceito ge

neralizado são evidenciadas pelo confronto entre os perfis de 

umidade por ele estimados, os obtidos segundo a solução numé

rica proposta por PHILLIP (1955, 1957) e os experimentais. 
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2. INTRODUÇ�O E REVISAO DE LITERATURA

A compreensão e descrição da forma em que se 

dão as mudanças no conteúdo de água no solo, sob o efeito de 

chuvas, irrigação, evapotranspiração e drenagem, torna-se im-

prescindível na resolução de algumas importantes questoes 

agricultura moderna, tais como: suprimento adequado de 

às diferentes culturas; determinação da erosão potencial 

da 

agua 

de 

uma determinada área; contaminação do lençol freático com nu

trientes utilizados comumente na adubação, herbicidas, inseti 

cidas e etc. 

Experimentos com colunas de solo homogêneas, 

sob condições restritas de laboratório, vêm sendo desenvolvi

das por muitos pesquisadores (DAVIDSON et alii, 1963; KLUTE 

et alii, 1958; TRAMES e EVANS, 1968), no intuito de se obte

rem inferências que possibilitem a interpretação dos fenôme

nos que ocorrem na interação água-solo em condições de campo, 

Em solo saturado, o movimento da água tem si-



.03. 

do tradicionalmente descrito pela lei de DARCY (1856), esten

dida por BUCKINGHAN (190?) para solos não saturados. 

Através do uso da lei de DARCY na equaçao de 

. continuidade (RICHARDS, 1931), muitas investigações teóricas 

(KLUTE, 1952; KLUTE et alii, 1965; PARLANGE, 19?1a, 19?1b, 19?3) 

vêm sendo realizadas. PHILLIP (1955) propôs, utilizando a 

técnica de diferenças finitas, uma solução numérica para a es 

timativa da variável de Boltzmann, que define o movimento de 

infiltração horizontal. 

Utilizando-se da mesma técnica, PHILLIP (195 ?) 

desenvolveu um método numérico para a estimativa de perfis de 

umidade durante o processo de infiltração vertical, assumindo 

que a solução neste caso tivesse a forma de uma série conver 

gente e que a infiltração vertical se desse inicialmente com 

a mesma velocidade que a horizontal. 

Experimentos de infiltração vertical de agua 

em colunas homogêneas de solo seco ao ar (LIBARDI e REICHARD� 

1974 e QUEIROZ, 1975) elaboradas com amostras de oito solos 

tropicais de diferentes texturas, indicam uma relação linear 

entre o avanço da frente de molhamento e a raiz quadrada do 

tempo, para intervalos de tempo razoavelmente longos, sendo 

o coeficien·te angular para o caso vertical geralmente maior 

do que o coeficiente angular para o caso horizontal. Isto tor 

na uma solução na forma de uma série no tempo, como aquela 
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proposta por PHILLIP
> 

inadequada para descrever o fenômeno. 

Um problema que tem merecido a obtenção de vá

rios pesquisadores é a generalização das equações que descre

vem o movimento da água no solo, com a finalidade de simpli

ficar seu uso. REICHARDT e LIBARDI (1974) e REICHARDT et ali-z'. 

(1975)
> 

baseados em experimentos de infiltração horizontal em 

solo não saturado, apresentam equações generalizadas para a 

estimativa da difusividade e condutividade hidráulica,onde es 

tes coeficientes são proporcionais ao coeficiente angular da 

1/2 
curva x

f 
vs. t . 

Considerando os resultados dos experimentos an 

teriormente mencionados, pode-se deduzir que a equaçao dife

rencial que descreve o processo de infiltração para tempos in 

termediários, deve ser do mesmo tipo para qualquer das duas 

direções do fluxo e que as diferenças entre o avanço da fren

te de .molhamento devem ser devidos a aparentes diferenças nos 

coeficientes de transmissão, causadas pela influência do po

tencial gravitacional. 

No presente trabalho é apresentado um novo con 

ceito para a descrição analítica do processo de infiltração 

de água em solos homogêneos. O conceito permite generalizar 

os casos de infiltração horizontal e vertical, utilizando uma 

definição nova de "difusividade gravitacional da água", 
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3. MATERIAL E METODO

Foram utilizados para este experimento os so

los Terra Roxa Estruturada (Alfisol} e PodzÕlico Vermelho Ama 

relo, var. Marília (Alfisol) de acordo com a COMISSÃO DE SO

LOS (1960), 

Estes solos secos ao ar e posteriormente pas

sados por peneira com malha de 1 mm, foram acondicionados ho

mogeneamente em colunas de lucite. A homogeneidade, ao lon

go destas colunas, foi constatada pela t�cnica da atenuaç�o y 

descrita por FERRAZ (1974)
> 

utilizando uma fonte de 137 Cs e 

um detector de NaI(Tl). 

Um reservatório de água foi conectado em uma 

das extremidades da coluna de forma que a água infiltrasse li 

vremente. Na outra extremidade foram feitos pequenos orifí

cios que permitissem a livre saída do ar. 

Durante o processo de infiltraç�o mediu-se o
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avanço da frente de molhamento (xf) em função do tempo (t). Des

ta forma foram estabelecidos os gráficos de xf vs. t1/2.

Os valores de difusividade hidráulica D(0) 

(cm2 .seg- 2 ), foram estimados segundo a forma generalizada prQ 

posta por REICHARDT e LIBARDI (1974):

onde, 

D ( W) = 1 , 4 6 2 x 1 O - 5 mi 2 e xp ( 8 , O 8 7 W)

mi - 1/2 = tangente a curva x vs. t i

w = umidade normalizada segundo a expressao: 

(8 
-

8 0
)/(es

- e o> , onde,

e = umidade de saturação do solo;s 

e = umidade do solo seco ao ar.o 

Os valores de condutividade hidráulicà K(0) 

(cm.seg-1) foram estimados pela equação generalizada propos

ta por REICHARDT et alii (1975):

K(W) = 1,942 x 10- 12 mi4 exp (- 12,325 W 2 + 29,061 W)

Durante o processo de infiltração foram ainda 

feitas medidas de umidade do solo pela técnica de atenuação y, 
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obtendo-se assim os perfis experimentais de umidade (0) em di 

ferentes tempos (t). 

3.1. Teoria do método 

3.1.l. Equação diferencial que define o movimento ho

rizontal da âgua no solo 

Tem-se que o movimento horizontal da agua em 

uma coluna de solo mantida em condições de não saturação� da 

da pela seguinte equação: 

ae 

at 
.. t • • t • 

sendo x (cm) a coordenada de posição horizontal. 

• • • ' (1}

Considerando-se que o solo no interior da colu 

na esteja seco ao ar com uma umidade inicial 0 e seja manti
o 

do saturado, 0s, em x = O (entrada da água) teremos durante o

processo de infiltração as seguintes condições de contorno: 

0 0 
o' 

X > o, t o 

e = 0 
s' 

X = o, t > o (2) 

e = e
º

, X = ro, t > o
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A solução para a equação (1) sujeita às condi

çoes de contorno (2) é dada por: 

X == 0 (0) t112 
. . . . . .. ... . . . . (3) 

onde 0(0) é a variável de Boltzmann (crn.seg-l/2).

PHILLIP (1955) desenvolveu uma solução numéri

ca para a estimativa de 0(0), a partir dos valores de difusi

vidade da água no solo, que será descrita a seguir. 

A equação (3), é obtida pela técnica das va

riáveis separáveis, aplicada ao problema de valor de contorno 

definido pelas equações (l} e (2 ) e em seu desenvolvimento 

0l0) deve obedecer à equação diferencial: 

� d0 = 
2 ae

d CD ae >
d0 d0 . . . . . ' . .. . ( 4) 

Multiplicando-se ambos os lados da equação (4) 

por d0/d0, tem-se: 

0 == 
2 

d (D d0)d0 d0 

sujeita às condições: 

e - e
s' 

0 = 

e -

ªº' 50 = co 

. . . . . " . . . (5) 

• • . • . . • • . • . . (6)



Isto implica em que quando, 

e + e , 
o 

d0/d0 ➔ O . . • . •

.09. 

(7) 

Rearranjando a equação (5) e integrando no in

.tervalo 0
0 

a e ,obtém-se: 

I
e

e 

0 d0 = - 2D d0/d0 . . . .  · • • • • • (8) 

o 

A partir da equaçao ( 8) e através da técnica de 

diferenças finitas, PHILLIP elaborou um esquema, passo a pasro, 

para o cálculo numérico de �(0). Para tanto o intervalo to

tal de umidade (0
0 

a 0s) deverá ser dividido em n pequenos in

tervalos iguais 08. O valor da função 0 para um valor 8r + 1

qualquer, será dado por: 

. . . . . . � .. . 

onde r é um número inteiro que varia de .O a n, e 

Dr + 1;2 = D(0r + 1 12) = D(0r) + D(0r + 1)
2 

(10} 

Através de um artifício matemático pode-se che

gar à seguinte relação: 



valores de 0 

I 1 - I 1 = -0 r + /2 r - / 2 r 

.1 O • 

. (11) 

Os passos a serem seguidos para a obtenção dos 

correspondentes a cada e no intervalo de e a e ,o s 

atra vés das equações (10 )  e (11) são os seguintes: 

onde: 

a) Tabula-se em ordem decrescente os valores 

de D
r + 1;2• 

b) Adota-se inicialmente os valores de:

= 2n / 
D'

n == nún1ero de intervalos ó e adotados� 

D 1 = 2 
ce -e > 2 

s o 

e) Utilizando-se

(b) , obtém-se

0 - o 2 

Do

a equação (10) , c:cm os valores do item 

o valor de 01, qual seja:

+
1/2

+ ½



onde: 
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d) O valor de 11 + 1
12 

será dado por (1):

I - Oi
O + 1 / 2 pl 

e) Com o valor de 1
1 + 1

12 
voltamos a equaçao 

(10) e determinamos 02. Pelas substitui-

çoes sucessivas dos valores obtidos atra 

vés das equações (10) e (11}, obtém-se uma 

tabela de valores de 02 e Ir +  1;
2

* 

d) Comparação do In 1/ (obtido) com o I 1
1 

- 2 n- 2 

( calculado)

I* � 
D 1/21/z

n A(x) n - = + 2
2 

0n

0n=
, 

ID 1/2n -

A(x} para valores de O� x � 3 será dado por: 

A(x) = 2 x exp (- x2

) _ 2 x 2 

rr 1
/2 erfc x
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A(x) para valores de x > 3, será dado por: 

A(x) 1 10 74 706 8162 
= 1 - 2x 2 + (2x2 )�- - -c2x21� + <2x2 > 4 - Ux2f!> +

108830
-·----:z--7, ( 2x ) + ..•

gue a: 

* 
I n = ti 

e) Determina-se então um novo I 1 O + /2 

f) Com este novo valor de 1
0 + 1

12 
retorna-se

ao procedimento (e), construindo-se nova t a

A operação deverá ser repetida até que se che-

= o 

Tem-se desta forma os valores definitivos de� 
r 
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3.1.2. Equação diferencial que define o movimento ver 

tical da ãgua no solo 

A infiltração vertical da água no solo sofre 

a ação do potencial gravitacional z, transformando a equação 

(1) , em: 

� t = ,}2 j� (e) � � + K (e)] . . . . . . ( 12) 

onde zé a coordenada de posição vertical. 

Sabendo-se que: 

a equaçao (12) pode ser reescrita da seguinte forma: 

equação ( 13) , 

do-se X por z,

vas e pode ser 

ae 

at 
= aªz 1� ( e ) � : + K (e)] . . . . . . ·. . (13) 

A solução proposta por PHILLIP (195?) para a 

sujeita 
.. 

condições de contorno ( 2) , trocan-as 

baseia-se no método das aproximações sucessi-

escrita na forma: 

Z = �t 1
/2 + Xt + �t 3/2 + ílt 2 +, •• (14)
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sendo a primeira aproximação ; 

-

. onde x e definido por: 

d d dK 
X = de 

(P �) + d0 . • • • • • " • • • • • (lS)

e 

P = D(d0/dy5}2 

A integral de (15) fica sendo então : 

f 
e xd

e 
= 

80 
Pdx/d8 + (K - K) 

o 

sujeita às seguintes condições: 

e = e ,s 

segunda aproximação , 

X = O 

z" = y>tl/2 + xt + ijit
3

/2

sendo ijJ definido por: 

� . . . ... . . (16) 

i W = d� I! � - � · · • • · · . . · . . (1 7 )
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onde, 

Q ( O ) = D �: 1� 2 

A integral de (17), fica sendo ent�o: 

½ I: 1j,d6 = P �* - Q • • • • • • • • • • • (18)

sujeita às condições: 

0= 0 ,1/J= O 
s 

terceira aproximação: 

sendo íl definido por: 

dQ 
P 

de 
- R • • • • • • • • • • • (l 9)

onde: 

R(0) 

ou seja: 
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Novas aproximações conduziriam a novas funções 

de tal forma que o momento da água no solo pode então ser defi 

nido por uma série: 

z = 

sendo fm(0) tm/ 2 dada por: 

1 -m2 fm d0 P d(fm) _ 
Rmd0 

Por serem os valores das funções que compoem 

esta série, sensivelmente decrescentes, de tal forma que o 

efeito de novas funções sobre o valor de z seria de amplitude 

igual ou menor ao próprio erro introduzido pelas aproximações 

inerentes ã computação das funções anteriores, pode-se redu

zi-la a (14). 

A tabulação dos valores de X , será conseguida 
r 

pelo uso alternativo das equações (20) e (21), da mesma forma 

que no item 3.1.1. 

ªr + 1 / 2 1 

(60) 2 8 

(20)



onde, 

K 
o

- K 1 r + / 2 ' 

ªr + 1/2 = D r + 112

Ir + 1/2 - Ir - l/2 =

(ó e) 
2 

- X r

e 

. . . 

.17. 

(21) 

O procedimento formal para a tabulação dos va-

lores de x , sera:r 

b} Adota-se inicialmente os valores de,

= o e I 
o +1/z

= o 

e) Atrav�s da utilização alternativa das equa

çoes (20} e (21), constrói-se uma tabela de

, I 1 por x e + 1 / r r 2

d) Retorna-se ao procedimento e, desta feita,

utilizando inicialmente os valores:



onde, 

- 1

e desprezando-se os valores tabulados de 

13X 
r + 1/2 /ó0, fazendo com que;

oX 
µr + 1/i = o 

ó0 

.18. 

Denotar os novos valores de Xr e Ir +  1;
2 

por 

x" er 

e) Os valores reais de x serao dados por:
r 

f) Para se testar possíveis erros de computa

ção, basta que se retorne ao procedimento

(d), utilizando o valor de 1 1
 

obtido no
12

item (e}.

Os valores de x r assim obtidos devem coin

cidir com os já existentes. 



onde, 

adaptação 

.19. 

A função l/J é estimada seguindo a mesma se

quência de passos, f icando as equações (20) 

e (21) adaptadas para: 

(ó8) 2 8 

ó8 

Pçrra a estimativa da função S1, faz-se rreramente a 

das equações (20) e (21), utili zando os valores 

tabulados de: 

= Bl/J 
r+½

-

l/Jr - l/Jr+l 2-----

Xr - Xr+l 

Corro pode-se observar pela descrição, a utili

zação deste método, mesmo com o auxílio de computador, se f a z  

por demais morosa. 
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Outra limitação do método, quando da estimati

va de perfis ou umidade no movimento vertical, segundo o prõ

prio autor, seria o fator tempo. Para intervalos de tempos 

muito grandes, a série (14) não mais representaria o fenômeno 

de infiltração, porque os termos xt, �t
3

/2 e ílt2 passariam 

a exercer maior influência. 

3,1.3, Novo conceito sobre a infi1tração da agua no 

solo 

Tomando-se por base a equaçao que descreve o 

movimento vertical da água no solo (13) e multiplicando-se e 

dividindo-se K{0) 

ae 

a t 

por í30/8z, obtém-se: 

80 + K(B) 3z
az 3 e 30-13 z

( 2 2) 

Assumindo-se que o avanço da frente de molha-

rnento e constante com o tempo, a seguinte aproximação pode 

ser utilizada: 

dZ 

a e 

dz 
de 

e, definindo urna "difusividade gravitacional" por: 

D*(B) = K(B) 
dz 

ae 
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-

a equaçao (22) se reduz a: 

ou 

ae 

TI 

ae 

a t 

,}2 { [p(O) + D* (0)]. -��} •.•••.. (23)

. . . � . . . � .. . (2 4) 

A equaçao (24), sujeita às condições de contor 

no (2), fornece uma solução do mesmo tipo da equação (3), ou 

seja: 

z = 

D(0) é o produto de K(8) e dh/d0. A condutivi 

dade hidráulica é fortemente dependente de e, sendo mãxima na 

saturação; dh/d0 representa a variação do potencial matricial 

por unidade de variação de umidade do solo, sendo em geral, 

tanto maior quanto menor e. Este fato torna a influência de 

e sobre D não tanto pronunciada como no caso de K. 

dz/d0 tem um valor máximo em z = O e decresce 

à medida que e diminui, independentemente de z. Portanto, a 

importância de D* deve ser maior para altos teores de e e de

pendente da forma do perfil e vs. z de cada solo. 
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Definindo a como a relação entre a difusivida

de aparente Dap e a difusividade horizontal D, uma solução g� 

ral pode ser escrita para ambos os casos, infiltração horizon 

tal e vertical: 

Dap (8 l 
- . D(8)

.. . . . . . . . . .. . . . 

sendo que para o caso de infiltração horizontal a 1. 

(2 5) 

(26) 

Para o caso de infiltração vertical, a poderá 

ser determinado experimentalmente, dividindo-se o coeficiente 

1/ z angular da curva z vs, t pelo coeficiente angular da cur-

va x vs. t
1

12, obtidos para o mesmo solo. 

A utilização deste técnica poderia reduzir à 

solução numérica de PHILLIP ao primeiro termo da série(�t
1

/2),

o que facilitaria sobremaneira a estimativa dos perfis de umi

dade no processo de infiltração yertical. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1. Infiltração horizontal 

A figura l mostra o caminhamento da frente de 

molharnento em função da raiz quadrada do tempo nos processos 

de infiltração horizontal e vertical, obtidos experimentalmen 

te para os dois solos. 

O perfil de umidade teórico para o caso da in

filtração horizontal, foi estimado através da solução numéri

ca proposta por PHILLIP (1955), utilizando dados de D(W) cal

culados segundo REICHARDT e LIBARDI (1974), 

A concordância entre o perfil assim estimado e 

o obtido experimentalmente para ambos os solos, pode ser obse1.--

vado na figura 2. 
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4.2. Infiltração vertical 

O perfil de umidade a um tempo t = 102 m in, obti 

do experimentalmente no processo de infiltração vertical para 

· Terra Roxa Estruturada, pode ser comparado com os perfis esti

mados teoricamente pelos dois métodos, na figura 3.

Pode-se observar que o perfil estimado a per

tir de PHILLIP (195?) ) neste caso, subestima significativa

mente o perfil real. 

A mesma comparaçao pode ser feita em relação 

ao perfil obtido experimentalmente a um tempo t = 113 min para 

o PodzÕlico Vermelho Amarelo, var, Marília, figura 4.

Neste caso, o perfil estimado segundo o novo 

conceito, subestima o perfil experimental, enquanto que o pe!. 

fil estimado através de PHILLIP (1957) além de superestimá-

-lo, apresenta uma forma bastante irregular.

Os valores das funções x, te íl estimados para 

o PodzÓlico Vermelho Amarelo for'ám bastante elevados em fun

ção da D(0) e consequentemente K(0), elevada, apresentada por 

este solo. Deste modo, o efeito desta funções altera a forma 

da curva z vs. t
1

/2, mesmo a intervalos de tempo relativamen

te pequenos, corno neste caso; contrariamente ao previsto pe

lo autor. 
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1; 
Pelo confronto entre a curva z vs. t 2 expe-

rimental e os valores de z, para 0 = 0 , a diferentes intervao 

los de tempo, estimados teoricamente, pode-se ter uma 

sobre a faixa de atuação dos dois métodos. 

idéia 

Na figura 5, pode-se observar o comportamento 

das duas teorias, em relação à infiltração vertical da agua 

em Terra Roxa Estruturada. Para este solo que apresentou va

lores de D(O) relativamente baixos, verifica-se que os dados 

teóricos por PHILLIP (1957) acompanham inicialmente a curva 

x vs. t
1

/2 representada pela linha tracejada. Esta coincidên

eia inicial entre o movimento vertical e horizontal da agua, 

prevista pela teoria, não foi observada experimentalmente pa

ra nenhum dos dois solos em questão, bem como naqueles estuda 

dos por LIBARDI e REICHARD'P (1974) e QUEIROZ (1975).

Os valores estimados de Zr segundo o novo con

ceito proposto, ajustam-se perfeitamente ã curva experimental 

z vs. t
1

/
2 em todo o intervalo de tempo considerado. 

Para o PodzÓlico Vermelho Amarelo, var. Marí

lia, que apresentou valores de D(O), extremamente elevados, 

pode-se constatar, figura 6, que a teoria de PHILLIP (1957) -

substima a curva experimental z vs. t
1

/2 até um tempo t � 36 

min, passando então a não mais representar o fenBmeno, confor 

me o já discutido anteriormente. 

Os valores de z estimados segundo o novo con-
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FIGURA 5 - CONFRONTO ENTRE os VALORES EXPERIMENTAIS E TEÓRICOS 00 AVANÇO DA FRENTE D'i: M0-

1.HAMENTO NO PROCESSO OE' INflLTRAç..Áo VERTICAL PARA O TERRA ROXA ESTRUTURADA, 
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VAR. MARÍLIA. 
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ceito, para este solo, ajustain-se à curva experimental até um 

tempo t ;;  50 min, passando então a subestimá-lo, 

Ocorre que num processo de infiltração verti-

cal, o caminhamento da frente de molhamento se aã de forma 

linear com a raiz quadrada do tempo até um certo intervalo, 

passando então a assumir uma forma exponencial. Deste modo, 

relação sempre linear entre como o novo conceito prevê uma 

z e t
1

/2, sua faixa de atuação fica restrita ao intervalo de

tempo em que se verifica esta linearidade. 
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5. CONCLUSÕES

Os resultados apresentados neste trabalho ates 

tam a eficácia do novo conceito na descrição do processo de 

infiltração vertical em solos homogêneos, para intervalos de 

tempo que correspondam a uma relação linear entre o caminhamen 

to da frente de rnolhamento com a raiz quadrada do tempo. o in 

tervalo de tempo em que prevalece esta linearidade varia de 

solo para solo, tendendo a ser maior para aqueles de textura 

argilosa, que apresentam coeficientes de transmissão inferio

res. 

Quer pela simplicidade de sua aplicação, quer 

pela maior precisão de suas estimativas nos limites de sua 

faixa de atuação, o novo conceito se mostrou mais adequado que 

a solução num�rica proposta por PHILLIP (1955, 1957) para a 

descrição do fenômeno de infiltração de água em solos homo

geneos. 
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6. SUMMARY

A new concept is presented for the analytical 

description of the process of water infiltration into 

homogeneous soils. The concept uses a new definition of a 

11 gravitational diffusivity 11 which permits the generalization 

of both cases, horizontal and vertical infiltration. 

The efficiency of the new concept in dcscribing 

the infiltration process, for short and intermediate times, 

is proved through experimental data obtained during water 

infiltration into air-dry soil columns. Its advantages are 

discussed comparing soil water contents predicted by the 

numerical solution proposed by PHILLIP (1955� 1957). 
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