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1 - INTRODUGAG

Os experimentos devem sempre ser planejados de forma que pos=-
sibilitem a aplicagao de testes estatisticos.

Quando ha interesse em se fazer analise de regressao poling
mial, € conveniente planejar os ensaios no sentido de que os niveis da va-
riavel fixada sejam igualmente espagados.

Neste caso, pode-se usar tabelas de coeficientes para interpo
lagao de polinomios ortogonais, e sua aplicagao, sendo relativamente F&-
cil, tem sido extensivamente usada nos mais variados campos de pesquisas.

Uma das vantagens deste método € que os termos do polinomio
ajustado sao independentes entre si, permitindo o calculo e o teste de sig
nificancia de cada componente de regressao, independentemente dos demais.

As vezes, por interesse cientifico, ou por um mau planejamen-
to do ensaio ou ainda por causas inerentes ao proprio material em estudo ,

o experimentador se depara com casos onde nao ha condigdo de se utilizar



tabelas de polinomios ortogonais, que se limitam geralmente aos casos em
que os valores assumidos pela variavel independente sao igualmente espa-
gados.

Nestes casos os polinomigs ortogonais devem ser especialmen
te construidos. No presente trabalho discutem-se dois métodos de cons
trugdo de polinomios ortonormais e suas aplicagdes em analise de re-~
gressan.

Estando a validade desta analise condicionada & pressuposi-
¢c@o de que os dados experimentais estejam normalmente distribuidos para
um conjunto fixado de valores, serdo usados, nas aplicagles, experimen -

tos ficticios baseados em tabelas de erros aleatodrios.



2 - REVISAO DA LITERATURA

Os polinomios ortogonais em interpolagao polinomial podem ser
usados nos casos em que os niveis da variavel independente sao igualmente
espagados ou nao.,

Muitos autores discutiram a teoria da interpolacao polinomial
associada com a analise de regressao, apresentando as mais variadas téecni-
cas de computagao.

ISSERLIS (1927) apresenta uma breve revisao bibliografica so
bre trabalhos desenvolvidos por P. L. Chebysheff entre 1854 e 1875 , re
ferentes a interpolagao pelo método dos minimos guadrados. € discutido o
caso mais geral de interpolagao usando polinomios ortogonais, sob o seguin
te aspecto: |

Seja (X1 » Y.1 ., {Xz » Yzl seses (Xn , Yn) um conjunto de

1

pontos com pesos respectivamente ‘p1 s Py ssees pn . Suponha que se dese

je ajustar um polinomio da forma



P, (X) = K0 WO (X} + K1 W1 X} + (.0 + K, ¥, X)

A A A
ao conjunto de pontos dados, onde Wu {X} €& um polinomio de grau u e
KD ’ k1 2e05, KA sdo coeficientes numéricos a serem determinados pelo
método dos minimos quadrados, para A =0 , 1, 2 ,ees, N = 1.

Nestas condigGes deve-se ter, para i=1,2,..., 0

2
by [Yi =Py Xg) }

e igual a zero para A

minimo , para A=0,1,2 ,i0e,n-2

n

n-1. Neste caso Y, = P x,) .
i n-1 i
PA pode ser escrito na forma

A
= 2
PA a0 + a1 X + a2 XE + ... ¢ ax X .

Substituindo na condigdo de minimo e diferenciando em rela

cao a a - tem-se

z - L =
;P [ Yi PA {Xi] } Xi 0 ., para H=0,1, 2,00, A

e A=0,1,2,...,n -1, ou, visto que Yy =Py (Xi] s
) - L
z [P'M (x;) = Py (Xy) ] py Xy = 0 .

Deste sistema conclue-se que

L - (!
b [P)‘M (xi) P 0‘1’ ] Py X

]
o

ou
Z -
i WX 1 in) pi X, 0 »

Segue-se que se ¢u (X) € qualquer polindmio de grau M

em X , entao, se YU <A + 1,

W (v 1} { Y =
§ ﬁi ‘)ﬁ"i \/\i) ¢u ‘XiJ =0 .

Admitindo que os polinomios ¥ (X) sdo conhecidos, os coe

ficientes numéricos kU s k1 seses kx sao determinados como segue:



2
§ Py [_Yi - PA [Xi) ] = minimo,
ou
§ pi [Yi - kD WD {Xi) - K1 ‘*’1 (Xi) = ass ~ Ku q‘u (Xi) = aass *+
2
- KA WA (Xi) ] = minimo

Diferenciando em relagac a Ku e sabendo-se gue

§ Py ?# (Xi] ?Y {Xi) =0 se u#y
entao
LI p, v. ¥ (X))
K, = 2t (3)
§ P4 Wu (Xi)
Para a determinagao de Wu (X} nota-se gue
¥y, (X)) 1%, Xt
— = ¥, (X)) + toaat t .
X = X X x2 e
e sendo
u _
z WA (Xil Py Xi = g ’ p<aA s
tem-se
WA+1 (xil X)\+1 xx+2
1o = Sp, V. . (X,) 1 L ... .
i X - xi i1 A+ i xk+2 XA+3
Mas
Py Yx+1 (X)) - ?A+1 (X.) Wl+1 [Xi)
‘}'M,] (X) T = F Py + L Py
i x-x i X - X X - X
i i i
v - YL (X,) xA+1 x\*2
=3%p A+ At i + Tp, ¥ x.) i .t — !
i X - Xi i1 M i xk+2 XX+3 J

Resulta, entéo



] ¥, X =¥ )
P

p g 1 X - X

g i i

i X - Xi WA” (x)

mais os termos em 1/X de ordem maior que

1

[\?)M (x) ]2

Entao

. [ ¥y, O =¥ (X)) }
P1
i -
X Xi
¥y (X

converge a

D

i -
X Xi

quando expresso na forma de fragoes continuas

24 ) a1
X -b) -  K-b,)- X - by, -

Para 8e determinar a1 s az 30853 aA+1 v e

b1 s bz 10, bk+1 sans verifica-se inicialmente que

de modo que




Entao

§ Py (Xi - b1) = § Py W1 (XiJ = 0

pela propriedade (1) .

Logo,
f Py %3
b, = (3)
bpy
enquanto
7[X-b1~ (%, - b, ] ]
a, =Lop =1lp; (5)
17 3P < - x g
i
Em geral, pela propriedade das fragoes continuas
wk+1 (X} = (X - bk+1) WA {(x) - a3.,1 wk-1 (X3 (8)

Multiplicando (6) por Py Xi 1 e somando, pela propriedade

em (1) , tem-se

- A R A-1
02 Zp, Xy ¥ (X)) =ay ke ¥y XX
ou
Lo, XN ¥ (X))
i1 A i x, A
Bpay = =1 " (73
+ -
§ Py Wk_1 (Xi] Xi A-1,x-1)
Multiplicando (6) por Py X; e somando, obtem-se
g=1(, A+ 1) - bk+1 A, A) - 8341 A -1, 17 s
resultando
A, A+ 13 A- 1, A)
b - _ . .
A . ) A-1,4-1)

0 caso particular em que as ordenadas sao equidistantes e

os pesos sao iguais, € reduzido por Chebysheff & seguinte forma:



1 3 i n-1
Y==—2ZXY, ¢ (t) + z . Ay, ¢, (t) +
n 170 n (n? - 12) i, 1 i
5 i+ NDh-1)0-1-1)
+ b A? Y, 9, (t) +
n(n?2 - 1%)(n? - 22 1 10621502

7 1ifi+NU+2) (n - 1)
4 T .
n(n? - 12)3(n? - 2%)(n?2 - 32) 1 12293 1203
e fn-1-1tn-1-2) 48 Yy 0y (1) J + . ,
onde
2X - X, - X
t = 1
Xy = X,
=2X-n-1 se Xi = i 3
e

oy () =(@2A-1t¢ , t)-0-1° [—nﬁ - - 0? ] Orop (£) .
Os cinco primeiros polinomios tém as seguintes expressdes:

¢, (t)

L]
-

¢, (t) =t

¢, (t) =3 t2 - (n2 - 1)

¢4 (£) = 15 t3-33n2-7)t

¢, (t) =105 t* - 30 (3 n? - 13) t2+ 9 (n2 - 1)(n? - 9)

$_ (t) =945 t5 10850 (n?2 - 7) t% + 15 (15 n* - 230 n? + 407) t

ROMANOVSKY (1927) aborda o método geral de interpolagao pe-

los minimos quadrados com o auxflio de um dado sistema de fungbes.



0 processo € discutido como se segue:

Sejam Y1 R Y2 ssses Yn os valores de Y observados para

os valores X1 s XZ seen, Xn de X , e seja Py s p2 sases pn 0s pesos

dos valores observados de Y . 0 sistema de valores

X, » Y

5 i =1,n) 1

1 ° Py

(1i=1,n éequivalentea 1 =1, 2 ,..., n) denomina-se a base de in-
terpolagao.
Seja

Ug x) , u1 x) , u2 (X) ,euas us ) (2}

o sistema de algumas fungoes bem definidas e apresentando um s6 valor para
cada X .

0 processo consiste na ortogonalizagao do sistema (2) na ba
se (X , p) que & a notagao para o sistema de nimeros Xi . Py 1 =7, nl.

BDiz-se que o sistema de fungoes (2) & ortogonalizavel na ba-

se (X , p) se for possivel determinar um novo sistema de fungoes

¢0 X1, ¢1 X3 , ¢2 X} , «ou ¢S (X} (3)

apresentando as duas prgpriedades seguintes:

1?) Tem-se

s
¢ (X)) = g§O a, U X}, (h=20, sl {(4)

h gh g

a sendo qualquer constante ;

gh

2¢) Tem-se

n =0 se h#Kk

¢ ¢)1=_Z, p, o (X)) (X,) (5)
hok' 121 °P1 Th 717 Yk 4 20 se h =k

Para se determinar as fungoes (3) , admite-se inicialmente
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by O = Uy XD,

Entao ¢1 (X) pode ser escrito na forma
¢1 (X) = a ¢D (X) +b U1 (X) P

devendo-se ter
(¢G ¢13 = g (¢0 ¢O) + b (U1 ¢0} = 0 .

Entao, tomando-se

W, ¢.)
b=1 s a_—~—-1——-9_—
(b, #,)
e
W, ¢,)
¢, X) = - oy (X3 +u, X1 .
w 631 O
0 %o
Similarmen te,
U, 9.3 U, 9$,)
b (X)) = - —20 4 ) - —2-1 o x)+u, X) .
2 . 6. 0 . 0.1 1 2
00 1 ¥

Assim o problema da ortogonalizacdo do sistema (2} é resol-

vido pelas equagOes

by (X3 = Uy )

h-1 (Uh ¢k)
¢h {X}=~k§0 o o) ¢k {X)'ruh x)
k "k
(h =1, 8}

se nenhuma das somas (¢h ¢h)(h =0 , s) € nula para os valores dados de

X e p.

Para isto as fungoes u, (X sao de tal forma que ¢h (x)

nao se anule para todos os valores de X mencionados, Por exemplo,

U =X ,(h=0, s) guando n > s sao tais fungoes.
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A aplicagdo das fungdes 9, (X) em interpolagéo pelo méto

do dos minimos quadrados consiste em se determinar uma sxprsssao

= = 7
Y gAh¢h(x) . h=0,1,2,.0a, s (7)

tal que a soma
S-?;Di“/i-ﬁﬂhébh(xi}] , i=1,2,..., 0 8)

seja minima, Os valores dos coeficientes Ah podem ser obtidos das e-
quagbes normais

8

Y o) - E A G 6)=0 , (=0,

cujas solugbes sao

Cy ¢h)
A = ———————  , (th=20, s) (sl
((bh ¢h)

Assim obtém-se a expressao

ty ¢h)
(4, ¢,)

. (X) (10)

Y = E h

para a interpolagao, reduzindo S ao minimo.
PIMENTEL GOMES (1970) discute, através de um ensaio em blo
cos ao acaso, o método dos polinomios ortogonais aplicéveis a dados com

repetigoes. No experimento considerado, os tratamentos constaram de a-

dubagao com doses 0 , 25, 50 , 75 e 100 kg de PZD por hectare, com 4

5
repetigoes . 0 processo consiste em isolar cada um dos quatro graus de liberdade
para tratamentos, a fim de avaliar separadamente os efeitos de 1°grau , de 2°

grau ,de 3%°grau e de 4%°grau.
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Conforme o autor, sendo as doses de P205 igualmente espaga
das, o processo se torna relativamente facil por permitir o uso de tabelas
de coeficientes de interpolagao de polindmios ortogonais. Ap6s discussao

detalhada do processo de calculos, obteve-se o seguinte quadro de analise

de variancia.

Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 40,64 40,64 44,66 **
Regressao Quadratica 1 21,28 21,28 23,38 e
Regressao Clbica 1 9,23 9,23 10,14
Regressao de 4? grau 1 1,07 1,07 1,18

(Tratamentos} (4} (72,22)
Blocos 3 2,73
Residuo 12 10,92 0,91
Total 19 85,87

Sendo significativos os componentes de 1° , de 2° e de 3°

grau , a equacgao de regressao obtida foi
Y = 4,708 + 0,277 X - 0,00483 X? + 0,0000256 x3

Ainda segundo o autor, quando nac ha repetigdes para os
dados a serem analisados, deve-se utilizar como residuo o quadrado
médio dos desvios da regresséo. Um exemplo numérico & apresentado,
referente a dados de temperaturas maximas medias de julho de Piracicaba,
em graus centigrados, de quinze anos de observagoes, chegando-se a

seguinte analise de variancia:



_13_

Causa de VaI‘iaQéD G- Ln S- Qn Q' M. F
Regressao Linear 1 7,560 7,560 7,05 "
Regressao Quadratica 1 0,076 0,076 0,07
Desvios da Regressao 12 15,874 1,073
{Residuo)

Total 14

Com o indicio de regressdo linear, a equacgado de regressao

correspondente foi

Y = 23,595 + 0,164 X .

FISHER (1970) discute o ajuste de uma equacado de regressao
polinomial do tipo
Y=A+8B £1 + C 52 + D 53 + ...
a uma série de n' observagoes com intervalos iguais de X , onde

51 s EZ s 53 s aa sao polinomios ortogonais de grau 1 , 2, 3 ,...

E dado um metodo de se determinar os coeficientes de regres
sao por adigoes sucessivas e tambem de calcular os valores dos polincmios
pelo masmo processo.

0 metodo apresenta a vantagem de reduzir sensivelmente o ng
mero de operagoes aritméticas necessarias ao ajustamento da equagao de re
gressao aos pontos observados, podendo ser aplicavel a polinomio de qual
quer grau.

SNEDECOR (1966) discute o ajuste de polinomios ortogonais

para os casos em que os n valores de X sao espagados em intervalos
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unitarios e onde ha uma correspondencia univoca da varidvel independente
X para a variavel dependente Y . 0 ajuste do polinomio

Y=A+18 X1 + C X2 + D X3 * aas

@ feito por etapas, determinando e testando sucessivamente os coeficien-

tes A ,B,C,D ,eu. No modelo anterior, X X sao

1 Fl xz; 3 2000

polindmios de graus respectivamente um, dois, trés, ... e fungbes de

X
Neste caso particular, os cinco primeiros polinomios sao
_ _ ZX
)(,1 =X - X onde X =
n
. n® - 1
Xo = X& = e
2 1 12
. 3n? -7
Xy = X - (x,)
3 1 20 1
3 n% - 13 2 (n? - 1)}(n2 - 9)
Xq = X§ - (x2) +
4 14 L 560
. 5 {n? - 7) , 15 n* - 230 n2 + 407
X, = X, = (X;) + (x,}
> ! 18 1 1.008 1
Uma aplicacao, com exemplo numérico, e apresentada pelo au-
tor.

PEARSON e HARTLEY (1870) discutem o uso de tabslas de
coeficientes de polinomios ortogonais, quando a variavel independente X
apresenta valores eguidistantes, mas em gque ocorreu a perda de dados,
provocando uma “"descontinuidade” na série. 0 processo consiste
essencialmente em se atribuir valores arbitrarios dqueles pontos omissos e pelo
uso das tabelas. determinam-se os coeficientes de regressao que serao usados

posteriormente para fazer corregoes.
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Testes apropriados de significancia podem ser utilizados em

tais casos.

ANDERSON e BANCROFT (1852) discutem o caso em que se faz o

ajuste do polinomio da forma

= + "'---“‘ P +e~ > j = 2 ERLEL B ]
YJ a0+a1P1J aszj o, rj j J 1 2 n
a n pares de valores Xi R Yi , com X igualmente espagado, onhde
=L, +C, %, +C,x2+ ... +C,, X
ij i0 i1 3 i2 3 ii ’
sendo
X, =X, - X=3-13] .
j j J- 3
A determinagao dos coeficientes de Pij e feita de modo
que
gpijpkj.—'o » i=0,1,2,lu-,r H k#i

Visto que os polinomios sdo fungdes de poténcias de x

igual ou menor que Kk , podemos expressar a equagao anterior como

TP xk

F 13 %5 =0 s k=0,1,2, ... ,1-1 .

Tem-se, portanto, i equagoes com (i + 1) coeficientes

a serem determinados. Impde-se, entao, por restrigao, que

~ = 1
G.a = 3
ii

Assim, para um dado k
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i-1 i k K+v 1+K
L(C,.+C,, X, +te0a* C X + x]) x,=XC, Zx + L x 0
j U107 1 %y i,i-1 %y PRI v i 37
para
Vv = 0 ry 1 » 2 3 ooy i - 1 o
No caso particular, se m & Impar, I x? =0
Para 1 iImpar, tem-se as seguintes equagoes:
K EQUAGOES
2 A-1

0 Cign*Cpixt vty JEX =0

2 4 i+1
2 Ci,D L x* + Ci,2 L X7 % 4.0 Ci,i-1 L x = 0

i-1 141 2(1-1) _
i-1 Ci,D L x + Ci,2 L x toae. * Ci,i-1 L x =0

2 " i-1 i1
1 Ci,1 L x© + Ci,3 L X'+ o, ¢+ Ci,i-2 L X + L X 0

y 6 i+1 i+3 -
3 Ciqg & X ® Cia A Ci.i-2 Zx + L x 0
. 1-1 1+1 2i-4 21-2 _
i-2 Cy 1 Zx *Cy 3 Z x *aee t By, I x + I x 0

Em todos os casos, a somasereferea j, j=1,2,.:4,
s N, As (1/23(1 + 1) equagdes, para Kk de valor par, envolvem so-

mente os coeficientes ( C ) , e, em vista destas

1,2 7 00 2 Ciae9

equagOes nao terem termos constantes, todos os coeficientes s&o nulos.

Ci.D ’
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Mas nas (1/2)(i - 1) equagdes, para k Impar, ocorrem

termos constantes nao nulos,

{Ci,1 s C

podendo-se resolve-las para os coeficientes

C ) .

1,3 7777 Ti,i-2

Entao conclue-se que i sendo impar {1 =1, 3, ...

P1 = X
= 3
P3 XY + C3‘1 X
P, =x, +C xln2 +

Py = 1
- 2
P2 X<+ CZ,O
= xb 2
P4 Xt o+ C4’2 X< + C4‘
i i-2
Pe =X * B30 %

0

2
ssa ¥ Ci,Z X + Ci,D

Destes resultados os autores concluem que

xP, =P, ,+D, ,+D, P

onde os D sao fungdes dos C

+ -
i1 i,2 1i-3

= >
e Di,v 0 para v > 1.

Como x P, €& uma fungdo de poténcias de x igual ou menor

i

que i + 1 , e sabendo-se que
Z x Pi PV =0 para v > 1 + 1
cia pares de x , entao

z

Logo
L

I P, xk =0, para v > k , entao

. Uma vez que P; € uma fungdo de potén

x P2 =0
i

x P, P #£0
iv
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somente quando v =1 +1 .
Assim
= 2 - 2
L x Pi Pi+1 z Pi+1 ou L X Pi__1 Pi z Pi s
L x Pi Pi-1 = F (Pi+1 + Di.1 Pi—1 + Di,2 Pi,B * oeee ) Pi-1
= 2
X Pi 1-1 Di,1 z Pi-1 -
Entao
pX P_;:-
Di,‘] ="'_'—""";""‘ e Di,2=Di,3= 2 39 =0
z Pi-1

Resulta, portanto,

ZP‘;-
P = x P~ {3} P

2 i-1
z Pi-‘!

que & a formula de recorréncia para a obtencao dos polinomios ortogonais.

Genericamente,

nn2-1Mm2-4) ... 2 -4E N2 Ja-1n1:1]2

2"—'
z Pi

H

i1+2) [(21-1 132

e consequentemente

(n? - i2) 12

Dy °

4.{4 i%2 - 1)

Alem desses, AITKEN (1957) , STEEL e TORRIE (1860) , DRA-
PER e SMITH (1966) , FISHER e YATES (1971} , dentre outros, abordam o uso
de polinomios ortogonais em analise de regressao, fazendo referéncias aos

casos onde a variavel independente assume valores igualmente espacados.



- 19 -

GUEST (1953) aplica o método de Doolittle no ajustamento
de polinomios para dados com frequéncias diferentes e empregando momentos
fatoriais. A curva de minimos quadrados Up (X) de grau P Qque se a-
justa a n observagoes Y (Xi) , de peso w (Xi) , € obtida da condigao

de que
2
§w {Xi) [Y (Xi)-up (Xi)] » 1‘1 :2,-:-,“

seja minima.
Considera-se o caso em que se deseja expressar Up {X} como

uma fungao linear de polinomios f, (X) de grau J em X , para

J
J=0:1;2:---.p- Entéo

U (X)) =Zb_ . f (X)
P 3 P33

cujas equagbes normais sao dadas por

§ bpj ¢jk = Nk €1)

onde

¢ K = § W (Xi) fj {Xi) Fk (X} e Mk = § W (Xi] Y {Xi) fk (x,}

J i i

Usando para as fungbes +, (X) os fatoriais ndo reduzidos

J

B) oy x-1) e X -3+ 1),

X

por combinagao linear convertem-se as equagoes (1) no sistema equivalente

(3+K) (k)
z =
§ bpj > W (Xi){Xi + k) § w (Xi) A (Xi](Xi + k)
para
i=1,2,..n,n e J=D’1)2)lll’pl
cuja matriz dos coeficientes bpJ e, neste caso, nao simétrica. Assim o

metodo de Fisher & indicado para a determinagao das equagdes normais, sen-
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do estas resolvidas pelo método de Doolittle.

BRIGHT e DAWKYNS (1865) , fazendo um estudo comparativo en-
tre dois metodos de ajustamento de curvas, quadrados minimos e polindmios
ortogonais, verificaram que, em todos os casos analisados, o método dos
polinomios ortogonais foi /mais preciso e o tempo requerido para os cal-
culos foi menor.

A inversao da matriz no método dos minimos quadrados foi
feita usando o metodo de redugao Gauss-Jordon , cujos trabalhos anterior-
res mostram ser o mais rapido.

0s polinomios ortogonais sdo da forma

1=1,2 ,::05,n

PyXy) = (X - a) P o1 Pyg g0

j (Xil -8

L 322, 3 unes

onde

P. X) =1 e P, (x) =X, -X

PR S B B |
(IJ= 2
2Pl &)
§ Xy Pyoq (g Py X))
g =
. T P2 (x.)
i 31

WISHART e METAKIDES (1853) apresentam um esquema de calcu-

los dispostos em forma de tabelas para ajustamento de polinomios da forma
Y=A+8B 61 + C 52 + D 53 T o

a n pares de valores observados X, , Y, , onde 51 . 52 , 53 PR

sao polinomios ortogonais, funcdes de X .
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As tabelas apresentam os resultados parciais e finais do pro
cesso de ajustamento, andlise de variancia e uma coluna auxiliar para a ve
rificagao dos resultados.

Um exemplo numerico de anadlise de regressao polinomial & a-
presentado para o caso em que a variavel independente assume valores de-

sigualmente espagados.

GRANDAGE (1958} discute um metodo direto de determinagao
dos coeficientes ortogonais de polinomios para intervalos desiguais da
varidvel independente X , atraves da resolugdo de r  equagoes
lineares,para a obtengao de polinomios de grau r .

0 coeficiente do termo de maior grau (coeficiente lider),por
restricao, e igual a unidade. E feita uma aplicacdo usando quatro ni-

vels de um nutriente: O , 5, 10 e 20 mg , obtendo-se os polinomios de

até 3% grau respectivamente das relagoes, para i =1, 2 ,..., N,

L8y =0

£83=0 z 41 851 = O

L8y =0 3 TEyy 850 5 FEy &y =0
onde

Eag =X vy

Eyp =X * by X+ 3,

€3 = X{ * o3 X] * by Xy + 2y

Se o ajuste envolve polinomios de grau maior que tres, a

determinacao dos coeficientes ortogonais de polinomios torna-se bastan
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te trabalhosa.

EMERSON (1985) faz referencia a aplicagao, em andlise de
regressao, de fungoes onde a ortogonalidade € satisfeita atraves de uma

fungao peso w (X) , isto €,

§ W (Xi] f (Xi) ¥ (Xi) =g 1=1,2 ;00050

k

J 3.k 7

onde n e o namero de nivels da variavel independente X ; f, (X} e

h|

fk {X) sao elementos do conjunto de funcoes ortogonais, e Gj K = 0
se J #Kk.

Se w (Xi) = n, , o nimero de observagoes em X, , entao o

i i

criterio de m{nimos quadrados pode ser expresso como a condigao de que

- 2
§ w (Xi) [_Yi - YXi ]

-

seja m{nima, onde Y, € a madia das observagoes no nivel X; 8 Yy e o
valor a ser ajustado ao mesmo ponto.

Por outro lado, quando as proporcoes de observagoes seguem
uma distribuicao binomial, os polinomios de Krawtchouk poderao ser usa-

dos, visto que a funcao peso sera

Wiy = Q) e pte ",

para pP,qg>0 e p+tq-=1

Uma aplicacao destes polinomios ocorre quando se deseja ana
lisar a tendencia de um conjunto de dados, com relacaoc aos niveis, em um
ensalo onde o numero de chservagoes referentes aos diferentes niveis sao
determinadas pelas correspondentes proporgoes na populagao.

Nestes casos, e em particular quando p =q = 1/2 , o expe

rimentador pode tomar uma amostra de me (2] observagoes em cada n{ -
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vel X=0,1, «ov > n

onde m € uma constante.
0 coeficiente C do j-eésimo grau do polinomio de Krawt-

J

chouk na equacao de regressao sera

onde, m () & o total das observacgoes.

J
] yd;
K (X]=( )Z "2]’ F =091 ;2:...:
n.3 3’ %y ( -—I?;§—— Y J
Y

Yo k.4 & a i-8sima observagdo no k-ésimo grupo de (') observagoes

no ponto X , e a soma de quadrados da regressao €:

=1 , 2 ,e0s, N

.
L

2
[ LKy VZTY ]
S Q Reg., =

%
i
J n n >k
)
J

m.z 1;2;--.,“‘

1=1,2 0., (N
com um grau de liberdade.
A analise de variancia pode ser usada para testar os dife-
rentes componentes de regressao. A Unica restricao a ser considerada
e que as inferencias estat{sticas obtidas se restringem as populagoes

com distribuigoes binomiais.

KENDALL e STUART (1987) discutem um método de obtencao de

polinomios da forma

= > = 2 1 » 2 )DI'ji {1]
¢i ; C, X r=20
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com a propriedade

§ ¢i (Xj) ¢h (Xj) =0 (2)

i,h =0, 1, 2 ;0045 k 3 i#h
j=1,2, ... 50N
Neste caso tem-se

{k + 1)k + 2)

2
1
coeficientes a serem determinados para um sistema de —— K (K + 1)
2
equacoes. € imposta a condicao Cii = 1 , para qualquer 1 . Assim
sendo,
¢0 (X) = COO =1 (3)

identicamente em X .

Das equacoes (1) e (2) , resulta, com h = k

r
§ § Cir XJ § Cks XJ =0 s
i#AKk e 8 =0, 1, 2 50605 k
ou
’ =
; Cir g Cks ur+s a (4)

onde ué € o p-ésimo momento do conjunto de X . Sendo valida para to

do 1=0,1,2 26, K- 1, devemos ter

ZC M, =0 , r=0.,1,2.,.0:s k-1 (5)

Escrevendo o determinante
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9 ¥ ] ]
Ha Y e Hk-1 M
] 3} ’ 9
Uy 7} e Wy Uk +1
I I T TR i
3 ¥ [ ] b}
Hg-q Wy e Hok-2 Hok-1
’ ? L] L]
Mk Hica1 et Hokeq M2k
e Mi' sendo o menor do elemento na u-eésima linha e v-eésima co-
luna de l M ! , a solugao de (5) e
k+1 , s+1
M
Cy g ™ - (6)
| M1 |
S =0 2 1 » 2 e g k-1
Portanto, de (1) e (8)
¥ ]
Yy Yy e M
, ME e Wy
O (X} = - | 1. D i o (7)
M s e 5 @ a e sas
| P |
¥ ¥ [
S T ™ e H2K-1
1 X LON. B Xk

que € a expressdo usada para o cdlculo do polindmio de grau k .

minante,

COX (1858) , através da expansao Schweinsiana de um deter-

obtém uma formula geral de polinomios ortogonais em

regressao. Cita que a equacao de regressao pode ser expressa como:
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¥ 1 X - xP
1] L] g
Yoq g L2 e L
A = , , , =0 (1)
1“11 u1 uz * e up+1
] 1 1
Fp1 "o Fp+1 o H2p
H

onde uj & o momento de ordem j de X em relagdo a origem e

31

-

eo {j, 1) momento bidimensional de X e Y .

A expansao Schweinsiana de A da, para J=1,2 ,eees p

A a1
0= I - *
A UU
J ' )
1 X LAY X u01 u[} L) uj"1
’ ] L 9 ’
Z UO u/l L uj u11 u1 s oo uj
3 25t T ALY
ul- u? ces ul- . )
A(j - 1) A(j)
onde A(p) indica o menor principal de A que & equivalente a
=Y+ZIb,P
Y 5%
onde

I H
Hga Hq o0 Hoy-q

A[j]
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1 Uy By »ee qu""

-1
A(j )

Complementando, o autor, atraves da equagao (1) e aplicanr

do a expansao Schweinsiana, mostra que

g  Hg oo My
u? u ul u’
01 11 4 e Hy
rel=z Yi-n -nZ
i u’ 3 i il
0 s 8 O ® o0 s a9 s 0 a
My u‘j see Mg
A(3-1) . A(j]

a2 w2 » A3 (5-1)
ZVi-nVi-nzela // A

Uma aplicagao pratica ocorre quando, a priori, ja se sabe

que a regressao e no maximo de grau j .

PIZA (1973) , atraves do uso de polinomios ortogonais, es-
tudou o ajuste de uma fungdo a dados experimentais, com a finalidade de
estimar uma equagdo de regressao para a produgao de algodao em carogo em
funcao do indice pH do solo. Como a variavel independente era desi-
gualmente espagada, os coeficientes polinomiais usados nas analises de

regressao foram gerados pela formula de recorrencia, obtida por  ROBSON

(1959) ,

1 R

- J _ J
Qj (X3 X k§a Xy 9 {xil Q (X}
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onde cj e a constante de normalizagao. Verificou que para solos are-
nosos, independentemente do ano agricola considerado, a regressaoc linear
se ajusta bem.

Para terra roxa, a produgao de algodao em carogo em fungao

do indice pH do solo nao apresentou regressao polinomial significati -

Vade.
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3 - DESENVOLVIMENTO TEORICO

3.1 - DETERMINAGOES DE POLINOMIOS ORTOGONAIS

3.1.1 - Generalidades sobre polinomios ortogonais

3.1.1.1 - Definigho

1]
[em]
-
-
N
-
.
o

Um conjunto de polinomios { PJ (X) }, 3

e chamado um conjunto simples se P, (X) & de grau j em X , de modo

J

que o conjunto contém um polindmio de cada grau.

3.1.1.2 - Considere-se um conjunto simples de polinomios reais

P, (X)
J

Diz-se que os polinomios P, (X) sao ortogonais se

J
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E P (Xi)Pk (Xi) =0

J
J ¥k s i=1,2,...,0n
Devido Pj {Xi) ser real, tem-se
L P§ (X;) #0 .
Se =0 para Jj #K
§ Pj (Xf Pk [Xi)

1 para J =K

diz-se que os polinomios sdo ortonormais.

3.1.1.3 - Condigao equivalente de ortogonalidade

Teorema 1 -

Se P, (X) forma um conjunto simples de polinomios reais.

J
uma condigdo necessaria e suficiente para que o conjunto Pj (x) seja
ortogonal € que
k - - -
§ Xi Pj (Xi} =0 ) k=0,1,2,.0., ] 1 (3.1.1.3.a)
Demonstragao:

Suponha-se que (3.1.1.3.a) e satisfeita.
Visto que Xk forma um conjunto simples, entao existe uma

constante b (k , m) tal que

P (X)=Ib (k,m X, K=0.1.,2 .. (3.1.1.3.b)
k

onde b (k , m) indica que b & fungado de kem.

Seja m<j , entao

(X)P (X)=Zbi(k,mZIX'P (X)=0
1" m 1 K 4 i

? P i ]

i J

pois m e k sao menores que J .
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Se m> j , troca-se me j na expressao g tem-se o mesmo

resultado.
Logo, se (3.1.1.3.a) e satisfeita, segue-se que

E Pj (Xi) Pm (Xi] =0 » JFm (3.1.1.3.c)

Agora suponha-se que (3.1.1.3.c) € satisfeita. 0 Pj (X)

forma um conjunto simples, de forma gue existe uma constante a (m , k)

tal que

X" =%allm, kI P_ (X) s (3.1.1.3.d)
m m

m=0:1121«-..k

Para qualquer k (K

]

0 11 32;---,3-1)

k - -
2 X Py (Xi}-%a(m,k)§Pm(Xi)P (x,) =0

3

vistoque m< k< j. Entao (3.1.1.3.a) resulta de (3.1.1.3.c) , fican

do demonstrado o teorema.

Deste teorema 1 pode-se concluir que o conjunto ortogonal

Pj {X) apresenta a propriedade seguinte:
§ Pj (Xi) Q (Xi) =0

para @ (Xi) de grau < j .
Sendo

T P2 (X,) #0 .
hi i

-

i
entao
]
% Xi PJ (Xi] #0 .
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3.1.1.4 - Expansao de polinomios
Considere-se a notagao (f , h) tal que
(f , hl = ¢ F (X, h (X,] » i=1,2 ,.0.,n s
i i i

onde f (X} e h (X) sao duas fungbes quaisquer e (f , h) & um ndmero
real com as seguintes propriedades:

(f , h) = (h , f}

[f1 + fz s h) = [f1 » h) + [fz » h)

(c ¥, h)

c (f, h), para c constante

(fg,hl (f , g h)
Defina-se tambem

= = 2 .
gy = (P, » Py TP (X,) #0

Teorema 2
Seja Pj (X} um conjunto simples de polinomios reais orto-

gonais e seja @ (X) um polindmio de grau m . Entao
g Xy =2Xc P {X) R K=0, 1, 2 seausm (3.1.1.4.a)
F UK Tk

em que

Q.,P) § Q (Xi) Pk (X,3

C, = k i (3.1.1.4.b)
2
g, § Pk [Xi]
Demonstracao:
De (3.1.1.4.a) obtem-se, para j =0 , 1 , 2 ,.2., M
§ Q {Xi3 Pj {Xi) = E,Ck E Pk {Xi) Pj (Xil

ou

Pela propriedade de ortogonalidade resulta
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Logo:
.. (Q.Pj) _ §(x1)Pj (x,)
J 2
I P (X,)
83 T3 1
que e equivalente a (3.1.1.4.b).
3.1.2 - Determinacao de polinomios ortonormais pelo metodo

de Gram-Schimdt

Por este metodo, ROBSON (1959) obtém as fungoes P, (X,)

J i
pela formula de recorrencia
! 3 ;
P T — - P , 3.1.2.
j (Xi) - [ Xi § E Xh v (Xh) PV (Xi] } (3.1.2.a)
J
onde: j=1.,2 ,.¢e,n -1
V=0,1,2;:uo,j-1
h=1,2,-.-;n » e
C & a constante de normalizacao, isto €,
| | 5 2 172
CJ = \ZE [ Xi - § E Xh PV (Xh) PV (Xi) ] ? s (3.1.2.b)
!
1=1,2 ,0e.,n
onde 1
P, (X,) €& umpolindmio de grau j em X, e P, (X ) = .
hj i i a i ST
Para a obtencao destas formulas o autor procedeu da seguinte
forma:

A equacao de regressao estimada pelo método dos minimos qua-

drados pode ser expressa na forma
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Yy = O P0 {Xi] +a, P1 (Xi) + oae. ¥ aj Pj (Xi) s 1)

i=1.2,-~oan>J
onde Pk (Xi] € um polinomio de grau k em Xi 3

P0 (Xi) s P1 (Xi] se0es Pj (Xi]

sa@o polinomios ortonormais, isto &

P (X)P (X,} =
i i

K k' 4

Admitindo-se que Y, = Xj , 1=1,2,..., n, o polino-
mio de grau j , de minimos quadrados, que se ajustard perfeitamente aos

dados, paracada 3 , j=0,1,2 ,...,n -1, sera-da forma

Pl

i 3 3 1
x3 “:}xh Py (X } Py (X * [gxh P, (X.) j Py (X)) *+ waw t
. [z e oo le o) (3.1.2.¢c)
h h § h™ 4 3 i
para i=1,2,...,n

h =1, 2 00, N

Da equagao (3.1.2.c) , fazendo I xJ p (Xh) =C obtém-

h hJ A

se

Jos 2 o

P - — jxj—{zxjp (xﬂp x,) - |
i : L R I e | L

J
I X, Py x) P, (xhz} P, XD+

ST LE X Pier Op) | Pyoq ) { (3.1.2.d)

equivalente a (3.1.2.a) .
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Elevando-se ambos os membros da equagao (3.1.2.d) ao quadra-

do, resulta

~

! % J J 1 J
2 = — - -
P [Xi) e X [ E Xn PO (Xh) J PD (Xi) [ E Xh P1 (Xh3 ] P1 (Xil +

J c2 ‘ 1
j -
. Y 2
- _ Jd
[gxh Py (xh}:lpj_1 (xi)}

Somando ambos os membros desta equagao em relagac a 1 , pe-

la propriedade ortonormal dos polinomios deve-se ter

Logo
C, = J
7

Verifica-se que, para

-~

. 2 14/2
dozexde xoe wo | ¢
R I M Ji

v=0,1,2,e,J-1

0

1
=1 e P (X) = —mom
0 n
as equagoes (3.1.2.b) e (3.1.2.a) dao respectivamente

[

1/2

r 2
c, = zi:txi—gxhpg () Py (xi)]

b
-

-t
LN

=/§txi->'<)7
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P1 (Xi} =

/o - R

Procedendo-se de maneira analoga, obtém-se, pelas equagoes
(3.1.2.a) e (3.1.2.b) um conjunto de polinomios ortonormais.

PIZA (1973) verificou a ortogonalidade desses polindmios,
usando o seguinte procedimento: pela cendig@o de ortogonalidade

n
i§1 Pp (Xi] PS (Xi] =0 se s <p {3.1.2.e)

Por outro lado, substituindo Pp [Xi] na equagao (3.1.2.e)

por seu valor dado na equagado (3.1.2.a) resulta:

n 1 D p-1 n . i
i§1 Pp(Xi)ps(xi] = E‘s-z;—- [_Xi - v§D i’§1 Xi,PV(Xi,)PV(Xi) ] Ps (XiJ i
/ Cp -
1 n . p-1 n D
- [1§1 XiPs(X3) = JEg 1080 %40 Py (Xy0) Gs,v]
P
onde
) = I

L PS (Xi] Py (Xi)

Se v variade Oap -1, ele assume necessariamente o va

lor s, pois s<p. Neste caso 55 s = 1 , sendo nulo nos demais ca-

SOS.

Conclue~se deste modo que

n 1 n n
. — p - p -
§1 Pp (Xi) PS (Xi) . [:151 Xi PS [Xil i’§1 Xi' PS {Xi,) ] = 0

p

i

Para uma melhor visualizagdo deste método, considere-se o
seguinte exemplo, onde a variavel independente X assume os valores

X1 s X2 ’ X3 ssnay X .

n
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Para a obtengao de PO (Xh) admite-se inicialmente j =0 ,

tendo-se entao

X Y = X0
X1 1

X2 1

XB 1

X 1

n

A equacao de regressao que se ajustara perfeitamente aos da

dos sera:

Yh = aa PD (Xh) P h=1,2,3,.a:, 0N
Assim
- _ 0-
Yh = Xh 1
e
- O
0y = § Yi PD (Xi) = § Xi P0 (Xi)
Logo, resulta
1 = [ﬁ§ PU (Xi] ] PD [Xh] 1)
Fazendo § PO {Xi] = CG e elevando-se ambos os membros da

equagao (1) ao quadrado, tem-se
- 2 p2
1 CO PO (Xh)

Somando ambos os membros em relacao a h e admitindo-se

2 - -
que E PD {Xh) = 41 , resulta Cq Y n

Logo, pela equagao (1) , tem-se
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P, (X ) =
0 'h P

Para o calculo de P1 (Xh) , toma-se j = 1 , devendo-se ter

X Y = X
X, X,
Xa s
X3 X3
X X

n n

A equacao de regressao
Yh = 4y PG (xh) * 4, P,I (xh)

se ajustard perfeitamente aos dados e

n T %
a, = § Y, Py (X)) = § Xq Pg (X))
&, = § Y, P, (X)) = § X; Py (X =C,
Logo
X, = X + Cy P, (X)) == C, P, (X)) =X - X (2)

Procedendo da maneira andloga ao caso anterior, resulta
- . g2
c, //rg X, = X

e da equagao (2) , tem-se

P1 (Xh3 =
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Para o cdlculo de P, (Xh] , admite-se j = 2 , tendo-se en

tao

X Y = X
2
X, X2
2
X5 X3
2
Xq x2
X x2
n n

Neste caso, a equagao de regressdo que se ajustara perfeita

mente aos dados sera:

Yh =0 PD (Xh} + O

P1 (Xh} +a, P, X ] .

1 2 2 h

Com procedimento identico aos casos anteriores, obtém-se

L X2 2 Y
) L Xy ( ) E Xi (Xi X)
XZ = e+ X, - X) + C_ P, X)) {3)
h .
n h L X, - X)2 2'2"h
i 1
onde
_ 2
C2 E Xi P2 (Xi]
Admitindo-se que Zh P; (Xh) = 1 , resulta
I x2 X2 (x, - X)
C, - | xE - i-(xh-RJ*El E
‘%h N 3 X, - %2

e pela equagao {3) , vem
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— 2 2 -
1 \ ¥ x5 ) 3 XX X)']
P2 (Xh] = — Xh " —— - (Xh - X) - 3 J
C2 L n § (Xi - X}
1 [ z x3 T x2
= —— | x% - ( " } x -
C2 L L x n
onde -
x =X =X
Procedendo-se desta forma obtém-se um conjunto de polinomios
ortonormais.
3.1.3 - Determinagdo de polincmios ortonormais pelo método

de Christoffel - -Darboux

EMERSON (1868) estudou o método baseando-se na relagao .de

recorréencia de Christoffel - Darboux

P, (X;} = (A, X, +B,JP (X,} -C, P, x,} , (3.1.3.a)
1 i 3 -

J jhi i3 j-2 i

sendo
J 2,3 i m< N

i

1 » 2)!..;”

para quaisquer tres polinomios ortogonais consecutivos, onde Aj , Bj e
Cj sao constantes para um dado J » com Aj #0 e Cj # 0.,
Pj (Xi] € um polindmio de grau j em Xi .

RAINVILLE (1860) discute os fundamentos teoricos da equa-
gao (3.1.3.a) sob o seguinte aspecto: pela estrutura da equagao (3.1.3.a),
se Aj for nulo para qualquer Jj , o segundo membro desta equagao sera de
grau < j -1 e oprimeiro membro de grau j . Entdo A, # 0.

J

A equagao (3.1.3.a) pode ser expressa como
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XAy Py g () =Py (X)) =By P, X))+ CP, ) (X))
ou ainda

! Sy 1

J J J

Visto que X PJ—1 (X) & um polinomio de grau J » sabe-se,

pelo teorema 2 , item 3.1.1.4 , que

XPyg (Xg) = E C, P (%) , K=0,1, 2 ,000s 3

em que

Verifica-se que (Pj_1 : X PK} =0 para k<Jj- 2.

Logo a relagao dada pela equagao (3.1.3.a) existe.

Mostra-se, em seguida, que na equagao (3.1.3.b)

Para isto & conveniente introduzir o simbolo T, Ppara de-
notar um polindmio de grau menor ou igual a m .

Indica-se ainda por h o coeficiente lider do polinc -

3-1
mio Pj~1 (Xi) . Entao,
P X)=nh, ,x37Tsn con h., ., AO (3.1.3.c)
J_1 J‘1 J-Z’ El j—1 L ] i ] L ]
XP. _(X)=h, . x3 Vg {3.1.3.d)
J..Z 3-2 j-2 2 L ] L ]

Substituindo o valor de X371 da equagao (3.1.3.c) na e-

guagaoc (3.1.3.d) resulte
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h
XP, ., (X) = -——-7-’—2—-t='j_1 )+ 7, (3.1.3.e)
hyq

Da equagao (3.1.3.b) , pelo Teorema 2 do item 3.1.1.4 ,

tem-se

c 1 h 7
j . [93_1 , —2 Pig X2 nj_z.]j
AJ gj-Z hj-1
d’onde
C 1 h
3 = (Pj"1 . _....J:_‘.?._P _1] + (Pj-1 » ﬂj_z)
A By-2 hj-1
- j-2 (pj_1 , pj_q) (3.1.3.F)
hy-1 " 842
Portanto
c
—d 20
A

J

d'onde se conclue que CJ #0 , para j >2 , pois AJ #0.

Tem-se também, pelo Teorema 2 , que na equagao (3.1.3.b)

, P )
B, X P, -1

3 83-1

concluindo-se que BJ pode, em certos casos particulares, ser nulo.
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De acordo com EMERSON (1868), as constantes AJ R BJ e Cj

da equagao (3.1.3.a) podem ser obtidas através de tres operagdes nesta

equagao:

a) elevando-se ao quadrado ambos os membros da equagao e efetuan-
do somatorio em relagdo a i ,

b) multiplicando-se ambos os membros por Pj—1 {Xi) e efetuando-
se o somatorio em relagédo a 1 ,

c) multiplicando-se ambos os membros por PJ-Z [Xi] e efetuando-
se o somatorio em relagdo a i .

Nestas trés etapas, para se calcular as constantes, impoe-

se as condigoes de que

]
Q

se jJ #K

LP (Xi) PK {X.,)

1 J 1 =1 se J=k

As solugOes podem ser expressas CoOmo

2
- 2 p2 - 2 1
Aj § X2 Pj_? (xiJ { § Xy Pj_1 (x,) ] +
2“[* 172
- [ § xi Pj-1 (Xi) Pj_2 {Xi) ] ? (3.1.3.g)
B, =-A, L X, P*  (X,)
3 ji 1 31 i

Cy= A T X Py )Py, X))

A formula de recorréncia (3.1.3.a) & também valida para

j =1, se admitirmos que P_1 (X) =0

Por outro lado, da equagao (3.1.3.e) conclus-se que

h
XP., ., (X)) =—"1p X3+ (3.1.3.h)
31 "3 51
J
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Comparando-se as equagdes (3.1.3.b) e (3.1.3,h) verifica-se

que
1 h h
= 1—1 < > Aj = -—-—-—L—- (S-I-S-i]
A h h
3 hi 3-1

Por outro lado, considerando que os polinomios sao ortonor-

mais, ou seja,

=LP%2 X.)=1,
&5 i J i

resulta da equagao (3.1.3.f) que

h h.
l .32 . > €= A iz (3.1.3.3)
h h,
J 31 i
Portanto, da equagao (3.1.3.i), teremos, conforme SZEGO

(1959),

C = -—-—-J—-—- (Snllalk)

3.2 - REGRESSAD POLINOMIAL NA ANALISE OE VARIANCIA

A regressao polinomial € uma teécnica estatistica usada pa-
ra estudar as relagoes entre variaveis, podendo ser traduzida pelo mode-

lo matematico

Y, = Oq P

3 {Xi) * 01 P1 (Xi] * aaa * aj Pj (Xi] + ey (3.2.a)

g
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2 =
BiéqN(U;U) 2 Yi {i 1 ,2.;..,

sao valores observados,

Pk [Xi] (Kk=0,1,2,:005 3<n)
sao polinomios de grau k em X; » ortonormais, isto
=0 se r #
§ Py (Xi) P (Xi)
=1 se r =
e o (k=0,1,2,..., 3) sao parametros.
3.2.1 - Estimativas dos parametros o

Para n
Y1 = ao PO (x1J
Y2 = GO PO [x2)
Yn = aD P0 [xn)

k

valores observados deve-se ter

* o, P1 (X1) + ...t aj P, X,)

J 1

+a, P

1 1 [XZ) + LI I

P. (X))
”xj J 2

® e s e s 9 LN e 3 s as 32

+a, P

171 ra, P

[Xn] * e 3 Py

X))
n

n)

8,

S

S

+
(1]

Introduzindo a representagao matricial, tem-se

onde

Y=X0o+ ¢

{3.2.b}
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oo Po(X,)
Y4 Py [X1) Py (X1] 5 %
L ) x
Y, PO x,) Py (X2] PJ ( 2)
Y= : X= . s e e300 e o es s sase *
_Yn ‘ ] Py (Xn] P, (X3 e Pj x,) .
% ®1
o, e,
o = s € = .
) %3 i L ®n d

- - "~ 1'
1 0 0 ... O I Py XY
0 1 0 ... O TP, XY,

X* X =8 = e s XY 11
0 0 0 ... 1. RIS

Na aplicagao do metodo dos minimos quadrados a soma dos qua-

drados dos desvios, Z = €' € , & minimizada.

Isto se faz do seguinte modo, de acordo com PIMENTEL GOMES
e NOGUEIRA (1964)

Z=¢e'e= (Y -a XY - Xa)
=Y'Y-Y"Xa-a"X"Y+a X' Xa
Como
Y' Xa=al XY e Xt X =1
Z2=Y'Y-2a'"X'Y+0a'"Ia

Para se obter o valor de o que minimiza a soma de quadra-

dos dos desvios deve-se diferenciar a matriz €' € e tornd-la identica-
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mente nuila.

Desta identidade resulta

X' X &

X'y (3.2.1.a]l

a=X"Y (3.2.1.b)

que constitue o sistema de equagbes normais, onde & & o vetor das es-
timativas dos parametros.

Substituindo Y =X a + € em (3.2.1.b) , tem-se

-

a=X'"{Xa-+e)

"

X* X a+ X' €

=a+ X'e
e
E (&) =a + E (X' &) .
Sendo
E (X' €) =X"E (g) =¢ 5
ve-se que

E(a) =a .
Diante deste resultado conclue-se que & € uma estimativa
nao tendenciosa de @ . A matriz de variancia e covarianciade & , se

gundo PIMENTEL GOMES e NOGUEIRA (13864) e

M=€ [ (&-a)@-a) ]

Como
d=a+X'¢€ R
entao

(@ -a) =X'e

M=E (X' e€g’" X} = X'"E (e e’')X
Se os erros 8y sdo indspendentes e de mesma variancia

o? , entdo
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o 0 0 ... O
0 o? 0 ... O

E (e €') = =021
o9 LI 80 s 80 L ﬂ
s 8 s oo ) *
0 0 0 ... 02

Logo,
M=X"IXo?
= I ¢? (3.2.1.c)
Conforme GRAYBILL (1861), sendo & o produto de uma matriz
constante X' por um vetor Y normalmente distribuido, entao & tem
distribuigado normal (j + 1) variada.

Conclue-se que

3.2.2 - Analise de Variancia

Duas pressuposicdes basicas condicionam a validade desta a-

nalise:

1°) gue Y seja normalmente distribuido para um conjunto fixado de va-
lores X1 s X2 sasas Xn
2%) gue a variancia de Y seja independente das variancias de

X1 » xz 3e ez Xn » ou seja,

2
= 0
v (Y /X1 s X2 sasss Xn)

A soma de guadrados residual (S Q R) , segundo PIMENTEL

GOMES e NOGUEIRA (1964) & dada por
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-~

= - 2 =
SQR § (Yi Yil s i 152,000 N

onde Yi sao valores observados e 71 sao0 valores estimados pela equa-

¢30 de regressao.

Em linguagem matricial tem-se

SQR=1(Y-Y)(-Y)
=Y Y- Y Y - (Y)Y s (¥ Y
Como
Yy=Xa,
resulta
SQR=Y"'Y-Y"'Xa-a" X" Xa+a" X" Xa
= Y'Y -@ XY (3.2.2.a)

onde Y'Y & a soma de quadrados dos valores observados e &' X' Y cons
titue a soma de quadrados dos parametros. A esta soma de quadrados do
residuo atribue-se (n - j - 1) graus de liberdade (G. L.) , pois,
camo se vé a seguir,

E(SQR)=1(n-3j-1)0c°

Determinando-se E (S Q R) tem-se que

E(SQR)=E (Y'Y - @& X'Y)
=E {Y'"Y) -E (& X'Y) (3.2.2.b)
onde
EY' Y)=E [(a" X +€)Xa+e)]
=E (o X" Xa+a' X e+ e Xas+ €' €)
Sendo
E (e') = ¢ . E (e €) = no?
fica
E(Y'Y) =o' Ia+no? (3.2.2.c)
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Por outro lado, se ¢a' = Y' X , entao

E {a' X" Y) =E (Y'X X"Y)

Ef(a X' +e") XX (Xa+e)]

Efla'ITa+tal X' e+e'"Xat+t e’ XX"e)

a' T g+ E (g X X' g} .

Sendo
1 ) = 2
E {e' X X' €) = 0° traco (Ij+1)
Logo
E@ X'"Y)=0"Ta+(j+1)c? (3.2.2.d)

Substituindo (3.2.2.c) e (3.2.2.d) em (3.2.2.b) obtém-se

finalmente
EGQR)=a'Ia+nog?-[a Ia+(j+1)oc2]
=(n-3-1 ¢
Assim,
SOR
Q. M. Residuo =
(n-3~-1)
g8
SQR ] tnh-3-1)
E (Q. M. Residuo) = E = o? = ¢?

(n-3-1) J i (n-3-1)
A equagao (3.2.2.a) pode ser igualmente expressa na forma
SQR= (Y'Y -C) - (@ X'Y-2C) (3.2.2.e)
onde
£§ vi}z

£ = —=.

enquanto (Y'Y - C) e {&a' X' Y - C) constituem respectivamente a so-

ma de quadrados total (S. Q. Total) e soma de quadrados da regressao (S.

0. Regressao).
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Para a determinagao dos graus de liberdade de S. Q. Total
deve-se primeiramente calcular a E (C) , conforme discute-se a seguir:

Define-se inicialmente

- T
Y1
Y '
LY, = 15,17 51 006, 1 2 = W'Y
i i .
Y
- n—‘
Entao,
(EY,)%2 =W YWY
i i
= W'Y Y'W
= W' (Xa+ella’' X' +€') W
=W Xaaoa X'"W+ W ea X"W+ W' Xae'"W+
+ W eege'W
Como

E Wea"X'"W)=E (W Xae'"W =¢
resulta gue

E{ZY132=W'X0L0:'X’W+E(W’es'W]
onde

W' Xaa' X' W= (W X a)?

E (W ee W =W I W 0?2 = n o?
Assim,
E (ZY,)%= W' xa)?+no?
e portanto
(w* v)?2 (W' X o)?

E = + o (3.2.2.F)
n n

E (C)

Logo, se
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E (S. Q. Total) E (Y'Y -20C)

E (¥y*Y) - E (C)

pelas equagbes (3.2.2.c) e (3.2.2.f) conclue-se finalmente que

W' X o)?
E (S. Q. Total) =aq' I a+nog? - —m——+— - g2
n
(W' X a)?
=q'lgq- ——————+ (n - 1) 02

=2ai + (n-1) o2

estando a S. Q. Total associada a (n - 1) graus de liberdade.
Para S. Q. Regressao, tem-se

E (@' X*Y-C)

E (S. Q. Regressao)

E (@ X' Y) - E (C) .

Pelas equagoes (3.2.2.d) e (3.2.2.f) resulta

W' X a)?
E (S Q Regressado) =a' I a+ (j+ 1) o - - o2
n
(W* X a)?
=o' Ia- + j o?
n
=2a2+j02 ] k=1:23"l3:’
kK Kk

Estando a S Q Regressao assoclada a J G. L., tem-se a
seguinte tabela de analise de variancia, guando nao ha repetigbes para

os dados analisados (Tabela 1).
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TABELA 1 -~ Analise de variancia em regressao polinomial quando nao

haé repetigoes para os dados analisados

Causa de Variagao G. L. E (S. Q.) E (@. M.)
- 1
2 2 - 2 2
Regressao J z ak +3jo ] z ak + 0
Res{duo (n-3-1) (n-3-1)¢c o2
Total n-1 zoz§+(n-1)c2

Ao se estabelecer a hipotese de nulidade para a regressao,

ou seja,

HG o a=9

entdo o @ M Regressao e Q M Res{duo sao estimativas de um mesmo parame-

tro o¢? .
Por outro lado, ‘'observa-se que
S Q Parametros = @' X' Y
=Y' X IX'Y pela equagao {3.2.1.a)
e

-~

S Q Resfduo = Y'Y - &' X' Y

L]

Y'Y = Y'"XIX"'Y

Y' (I -XTIX')Y

Segundo GRAYBILL (1961), devido (I - X I X') ser uma ma-
triz 1dempotente de caracteristica [ n- (3 + 1) ] e Y distribulda

normalmente, entdo S.Q.Residuo tem distribuicao de X2 .
(ﬂ"j"i)G- L.
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Ainda, conforme GRAYBILL (1861) estas somas de quadrados sao independen-

tes, pois

XI X" (I-XTIX") XIX'-XIX'XIX
XIX'"-XIITIZX
XIX"-XIX'

=¢

Nestas condigoes, a razao

Q M Regressao

Q M Residuo
e distribufda segundo a distribuigao F , que & o teste apropriado pa-
ra HU .
A independencia dos parametros o, , evidenciada pela equa
cao (3.2.1.c) , nos permite reorganizar a Tabela 1 da andlise de varian-

cia como segue (Tabela 2) .

TABELA 2 - Analise de variancia em regressao polinomial com desdo-

bramento dos graus de liberdade da regressao

Causa de Variacao G. L. E (S. Q.) E (Q. M.)
Regressao Linear 1 a% + o2 a% + g2
Regressao Quadratica 1 a; + o2 a% + g2
Regressao de Ordem j 1 aj + g? a; + g2
Residuo n-j-1 (n-3-1¢? o?

Total n-1 z a; + {n - 1) g
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Na tabela anterior o resf{duo (6?) constitue na
realidade o quadrado medio dos desvios da regressao.

Assim, as estimativas de O (k=0,1.,2 000, 3)

dadas pelo sistema de equacgoes (3.2.1.b) serao
& = Z = 3 200309 3 392:2'
K=k Pk {Xi) Yi . i 1 2 n ( g)

enquanto que uma estimativa da E (S § Regressao de ordem K) sera

2
5 = » 3. L] L]
S Q RegressaoK [.§ Pk (Xi} Yi ] (3.2.2.h)

k=1.2:---:j
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4 - MATERIAL E METODO

4.1 - MATERIAL

0s dados utilizados no presente trabalho sao apresentados
no Apendice (TABELAS 11 , 12 , 13 e 14) e se referem a experimentos fic-
ticios do tipo inteiramente casualizado.

Na elaboraga@o do experimento A procedeu-se da seguinte for
ma:

Tomaram-se cinco pontos de uma curva com o aspecto da Fi-

gura 1 .
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Xi Mi
8 24,2
7 22,7
8 20,8

10 20,8

12 22,7

e admitiu-se o modelo
i=1,2 ,0a.,5

=u+ t + g {4:1.6)

y
12 1 % 2=1,2,...,5

para gerar os dados experimentais.

Nesta equagao, para n pontos

M 24,2 + 22,7 + 20,8 + 20,8 + 22,7
22,24

=
"

*
"
n

i n 5

de forma que

E1 = 24,2 - 22,24 = 1,36
Ez = 22,7 - 22,24 =0,46 , etc.
eil =0 7 s

onde Z[”} N {0 5 1) , sendo obtido aleatoriamente de tabela ['DIXUN e
MASSEY (1857) ] e O = 2,224 fol calculado em fungao de um coeficiente

de variagao tedrico de 10% .

Assim,

2,224 (- 0,804)

L]

e - 1:30

11

e 2,224 ( 0,857) 1,80 , etec.

21

Nestas condicoes
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22,24 + 1,96 - 1,30 = 22,9

Y1

22,24 + 0,46 + 1,80

Yoq 24,6 s etc.

De maneira analoga foram obtidos os demais experimentos.

4,2 - METODO

4.2.1 - Determinacao dos polinomios ortonormais

Os polinomios ortonormais pelo metodo de Gram-Schmidt fo-
ram determinados pelas formulas (3.1.2.a) e (3.1.2.b) ja discutidas an-
teriormente, e admitindo-se inicialmente

1

PU (X} =
/n
Para as determinagOes dos respectivos coeficientes ortonor
mals usamos calculadora programavel Compucorp , Modelo 445 Statistician ,
localizada no Departamento de Ciencias Fisicas e Matematicas da Faculdade
de Medicina Veterinaria e Agronomia "Prof. Antonio Ruete”, de Jaboticabal.
Para o calculo dos polindmios ortonormais e respectivos coe
ficientes pelo método de Christoffel-Darboux , usou-se o procedimento in-

dicado por EMERSON (1968) para os casos em que se dispoe de uma calcula-

dora programavel. Para isto definiu-se, inicialmente

C,=EXP (X}p (X) » i=132;0-a)n
N ] - i



onde

P, (X)=0 e

De (3.1.3.a) e (3.1.3.g)

, conclue-se que P, (X)

-80-

1
(X} = ——
n

ode
j p

ser obtido pela normalizacao de Q, (X) , isto e,

J
g. X
P.(X) = —dee onde Al
J A’ J
J
Tem-se,entao,

1 B?
A, = — ; B, =-—l- g

J Al \j A'

J J

Comparando este valor de Cj

equacao (3.1.3.k) tem-se
A C: 1
J .3 . > O =
' J
A A A
-1 A J-1

de forma que C!

J

. 1/2
X
[?Qj(i]]

C!

C =#
1T
J

aqui obtido com aguele da

nao precisou ser calculado explicitamente.

Logo, a computacao procedeu-se fazendo

(X)) =0

=20 ’ P_1

QD X} =1

e calculou-se (4.2.1.d) e (4.2.1.e) dados a seguir

2
I Xy 05y X))
L Ml
DO, ()
= - + - ¥
9y (X)) = (X = B P, (X)) - A

sendo

(4.2.1.b)

(4.2.1.c)
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1/2
Al = 2 (x,) 4,2.1.
5 [-§ Qj i ] ( 1.d)
9, (X,
%

Quando (4.2.1.e) foi calculado, j foi aumentado de uma u-
nidade e (4.2.1.b) , (4.2.1.c) , (4.2.1.d) e (4.2.1.e) foram computados
novamente naquela ordem.

Repetiu-se este ciclo ate j =m<n . Um programa para
calculadora Compucorp , Modelo 445 , foi elaborado com o proposito de de-
terminar os coeficientes ortonormais destes polinomios.

As expressoes polinomiais em fungdo de X foram obtidas a

parte.

4.2.2 - Andlise de regressao polinamial e equagao de regressao

Pela teoria desenvolvida em 3.2.2 , se os dados ocorrem com
repetigoes, PIMENTEL GOMES (1870) sugere que a estimativa de &k e S0 Re
gressao de ordem k , dadas por (3.2.2.g) e (3.2.2.h) , sejam usadas nas

formas equivalentes

? Pk (Xi3 Ti Kk =0,7%, 2 50005 ]
ak = » (4.2-2:6]
T 1=1,2,...5n
onde Ti e o total do nivel X; em ¢ repeticoes, e
. 2
[rr o0, ]
S Q Regresséok = (4.2.2.b)

r

k=1)21¢-.’j
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Desta forma, fazendo-se uma adaptagac da Tabela 2 para os
casos em que os dados ocorrem com repeticgoes e seguindo a metodologia in
dicada por PIMENTEL GOMES (1970) tem-se, no caso de n niveis da varia
vel independente X , com r repetigoes, o seguinte esquema da andlise
de variancia para ensaios inteiramente casualizados, levando em conta a

regressdo, com j <n - 1. (Tabela 3) .

TABELA 3 - Esquema de analise de variancia para ensaios inteira-

mente casualizados, levando em conta a regressao

Causa de Variagado G. L. S. Q.
iy 12
] % P1 [Xi) Ti ]
Regressao Linear (R L) 1
r
- 42
i § P, (Xi) Ti |
Regressao Quadratica (R Q) 1
r

Regressao de Ordem j [Rj) 1
r
Desvios da Regressao n-3j-1 S R (Niveis de X) +
- [SQRL+*+ ... +SQ Rj)
(Nfveis de X) (n - 1) (- zT2-0)
r 11
Residuo n(r-1 S Q Total - S Q (Niveis

de X)

- 2 _
Total nr - 1 i§£ Yig C
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onde S Q Total e S Q (Nfveis de X) sao calculados nos moldes usuais.

Para a estimativa da equagao de regressao calculou-se Os
coeficientes &k correspandente a todos os componentes, do linear ao Gl-
timo significativo, usando a formula (4.2.2.a) .

Convem salientar que o quadrado médio da regressao e dos
desvios da regressao sao testados em relagdo ao quadrado médio residual.
Por outro lado, observa-se que, tratando-se de polinomios

ortogonais, as formulas (4.2.2.a) e (4.2.2.b) serao dadas por

§ Pk (Xi) Ti K=0,1,2 000, ]
&k= . . (4.2.2.c)
P Xy 1=1,2,.00,n
2
[ LP (X)T, ]
k i i
S Q Regresséok = (4.2.2.d)
r P2 (x,)
1 K i
k=1 ,2;ula;j
respectivamente.

Estas duas formulas serao uteis quando se proceder a ana-

lise de regressao polinomial do experimento D .
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5 - RESULTADOS E DISCUSSAO

Os conjuntos de polinomios ortonormals obtidos pelos metodos
de Gram-Schmidt e de Christoffel-Darboux e as analises de regressao po-
linomial sao apresentados a seguir.

Por conveniencia relacionam-se exclusivamente os polinomios

envolvidos nas analises de regressao

5.1 -~ RESULTADOS

5.1.1 - Fungoes polinomiais

Para a determinagdo dos polinomios ortonormais usa-se a me-

todologia indicada no item 4.2.1 .
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5.1.1.1 - Em fungao dos niveis de X relativo ao Experimento A
obtiveram-se os seguintes polinomios ortonormais de

graus zero , um e dois:

5.1.1.1.a - Pelo método de Gram-Schmidt

1

Py (xi) =
2,23606797
1
P, (xi) = (X; - 8,80000000)
4,77493455
1
P, (xil = (x§ - 17,89473682 X; + 75,47368420)
8,54092316 :

5.1.1.1.b - Pelo metodo de Christoffel-Darboux

1

0
P
x
~—
i

01 2,23606797
1
P, (xi) = (X; - 8,80000000)
4,77493455
1
P, (X)) = (x§ - 17,89473682 X, + 75,47368420)
: 8,54092316 .
5.1.1.1.c - Sem fazer aproximagtes, obteve-se igualmente por ambos

os m&todos
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1 44
P1 [Xi) = (X:1 - —)
228 5
10
18 340 1434
P, (X,) = (x2 - X, + ———)

S 3 /3596 i 19 1 19

5.1.1.2 ~ Para o Experimento B e em fungao dos niveis de X , os
seguintes polinomios ortonormais de graus zero , um ,

dois e tres foram calculados:

5.1.1.2.a - Pelo método de Gram-Schmidt

1

P (X, ) =
01 2,64575131
1
P, (X)) = (X, - 5,85714285)
10,62342425
1
P, (X} = tx; - 12,13417721 X, + 20,64303797)
36,20532166
1
Py (X)) = (x? - 17.,689046069 xi + 76,44905912 X, +
119,65999847

- 46,66839720)

5.1.1.2.b - Pelo método de Christoffel-Darboux

1

P (X,) =
2,64575131
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1
= [Xi - 5,85714285)
10,62342425

1

(x2 - 12,13417721 Xy * 20,64303797)

36,20532166

1

{x; - 17,69046070 x; + 76,44905915 X,

119,85999852
- 46,66839716)

Sem fazer aproximagoes obteve-se igualmente por ambos

os metodos

/7
7 41
= Xy = —)
Y 5530 7
395 4793 8154

(x; - — X, + )
4 v/ 12782595 395 395

1 s 27261 117808

]
~~
>

1
>

4
>
+

38307 1 1541 1541

24 ——
N 1541

71916
b —)
1541

+
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5.1.1.3 - Relativo ao Experimento C , os polinomios de =zero ,

1° , 29 , 3° e 4° graus em fungao dos niveis de X

foram:

5.1.1.3.a - Pelo metodo de Gram-Schmidt

1

P. (X,) =
01 3,16227766
1
P, (X)) = (X; - 10,10000000)
20,36909423
1
Py (X,) = (xi - 20,55314533 X, + 54,08676769)
102,51611154
1
Py (X;) = (X;-31,38156263 x§ + 260,90341141 X, +
513,24118694
- 436,84021673)
1
P, (xi) = (x; - 42,15478266 x; + 574,33120014) xi +
2523,16731619

- 2737,67379841 X, + 3108,60322884)

i

5.1.1.3.b - Pelo método de Christoffel-Darboux

1

U

Lanl
>
T

3,16227766

1

o]
fan
x
et
i

(Xi - 10,10000000}
20,36909423
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1

F2 inJ = (X; - 20,55314533 Xi + 64,08676789)
102,51611154
ﬁ
P3 (Xi) = (X; ~ 31,361562863 X; + 260,30341141 Xi +
513,24118694
- 436,84021673)
1
P4 (Xi} = (X; - 42,15476804 X; + 574,33071628 X; +
2523,16727378
- 2723,670370891 Xi + 3408,60448611)
5.1.1.3.c - Sem aproximagoes. pelos métodos de Gram-Schmidt

g de Christoffel-Darboux determinou-se

0
-
>
Nt
#

g i 10

10 101
1 X4 Xy -
3 Y 4810 10

0
—~
>
-
]

461 ) 8475 29544
x; - X, + )
2 1 2 v 558375185 1 461 1 461

0

Pt

Nt
#

Q. (X}
_ 3 i

PB (Xi) . /‘E"{‘“’"‘"

§ 03 (%)

onde
, 0502303688 40295638504849
0. (X,)= X} - X2 + X, o+
3 1 111675037 * 154446576171+
67468475809120

154446576171
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A determinagao exata do radicando do denominador de

P3 (XiJ , assim como a determinagao de P4 (Xil , estao sujeitos a cal-

culos manuals devido a limitada capaclidade das calculadoras.

5.1.1.4 - Para o Experimento D , os polinomios em fungao dos

niveis de X foram:

5.1.1.4.a - Pelo método de Gram-Schmidt

1

P_(X,) =
o1 2,82842712
1
P, (X) = (x, - 13.00000000)
12,96148140
1
P, (X,) = (x§ - 25,99999996 X, + 147,89999996)
51,84592564
1
Py (X)) = (x® - 38,99999996 x; - 469,99999958 X, *+
194,97692171 1

- 1715,99999993)

5.1.1.4.b - Pelo matodo de Christoffel-Darboux

1

P0 {Xi)=

2,82842712

1

P1 {Xi] = (Xi - 13,00000000)
12,98148140
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1
2 X4 (X; - 25,99999996 Xi + 147,99999996)
51,84582564

0
~
x
~
1}

1
P. (X.) = (x; - 38,99999997 x; + 469.99999994 X, *+
194,87692152

- 1715,99999995)

5.1.1.4.c - Sem aproximagoes, pelos dois metodos obtiveram-se os

mesmos resultados seguintes:

U
~~
>
—t
i

"0
—
>
-t

"
—~
>

fode

i
-
w
N

0

—

>
#

e (X2 = 26 X, + 148)
2 4 ~cas- 1 i

1

o
-~
>
Yot
"

(x] - 39 X2 + 470 X; - 1716)
Y 38016 *

0s valores numericos de todos os polindmios citados no {-

tem 5.1.1 para os diferentes niveis de X estao tabelados no Apendice.

5.1.2 - Coeficientes de regressao

O0s valores numericos de &k foram calculados pela equagao
(4.2.2.a) usando os coeficientes ortonormais de polinomios obtidos pelos
metodos de Gram-Schmidt e de Christoffel-Darboux , e os resultados es-

tao na Tabela 4 .
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TABELA 4 - Valores numéricos de &k usando os coeficientes orto-

normais de polinomios obtidos pelos métodos de Gram-
Schmidt e de Christoffel-Darboux

? 3 ¥

Com Aproximagao a/
Ensalos oo Schmidt Christoffel-Darboux Sem Aproximagao
Exp. A
117 V5
a 49,9537586 49,9537586 —————
1]
50
281 v 570
&1 - 2,3539607 - 2,3539607 -
2850
739 v 2926
&2 2,7323555 2,7323555
14360
Exp. B
1181 /7
] 62 ,4926460 62,4926460
0
50
681 v 5530
&1 - 5,1282869 - 5,1282869 -
9875
48091 v 12782595
&2 0,1345096 0,1345096
12782585
1163906 v 59031087
aa 3,7871869 3,7871869

2361243480

Continua ...
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TABELA 4 - Continuagao
» - H H
Com Aproximagac a/
Ensaios  o..m-Schmidt Christoffel-Darboux Sem Aproximagao
] | 1 11 2
Exp. C
3178 v 10
a 80,3977472 80,3977472
o
125
1109 ¥/ 4610
&1 0,2177805 0,2177805
345750
23231 / 558375185
&2 4,9155852 4,9455852
111675037
Gy - 2,1972113 - 2,1972113 b
g, - 4,7295946 - 4,7296067 b
Exp. D
4881 vV 8
ag 68,7449212 68,7449212 e
200
151 V/ 168
31 4,6599604 4,6599604
420
391 v 42
&2 - 1,2066520 - 1,2066520 - —
2100
187 v 2376
as - 2,7621728 - 2,7621728 -
3300

s N

a/ Os valores numericos apresentados foram iguais, usando os coefi-
cientes ortonormais de Gram-Schmidt e de Christoffel-Darboux.

b/  Valores nao calculados por falta de capacidade da calculadora.
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5.1.3 - Analises de regressao polinomial

Conduzindo os calculos segundo a metodologia discutida em
4.2.2 e apresentando os resultados conforme a Tabela 3 , determinou-se

as seguintes analises de variancia:

5.1.3.1 - Para o Experimento A

Usando os coeficientes ortonormais de polinomios obtidos pe-

lo método de Gram-Schmidt obteve-se o seguinte resultado (Tabela 5} .

TABELA 5 - Analise de Variancia do Experimento A usando os coe-

ficientes ortonormais de polinomios obtidos pelo meto
do de Gram-Schmidt

Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressdo Linear 1 27,7056543  27,7056549 g,284 "
Regressao Quadratica 1 37,3288335  37,3288335 12,509
Desvics da Regressao 2 11,7815116 5,8907558 1,974
(Niveis de X) (4} (76.8180000)
Res{duo 20 59,6840000

Total 24 136, 5000000

Com indfcio de regressao quadratica sugere-se a equagao
Yi = 0 Pq (Xi] * 0, P, (xi} *a, P2 (xi}

onde a. . &1 e &2 sao determinados pela equacao (4.2.2.a) e
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PD (Xi) P P1 (Xi) e P2 (Xi) 530 os polinomios relacionados em

(5.1.1.1.a).

Nestas condicoes a equagcdo de regressao resultante foi

-~ - 2 _
Yi 0,31991336 Xi 6,21774835 Xi

Com o uso dos coeficientes ortonormais de polinomios calcula

+ 50,82328937

dos pelo metodo de Christoffel-Darboux chegou-ss aos mesmos resultados da
Tabela 5 , para a analise de variancia. Identica equacao de regressao

fol obtida.

5.1.3.2 - Para o Experimento B

De maneira andloga, usando os coeficientes calculados pelo

método de Gram-Schmidt , chegourse ao resultado seguinte (Tabela 6} .

TABELA 6 - Analise de variancia do Experimento B usando os coe-
ficientes ortonormais de polinomios obtidos pelo
meéto do de Gram-Schmidt

Causa de Variacao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 131,4966328 131,4966328 30,523 =
Regressao Quadratica 1 0,0904642 0,0904642 0,02099
Regressdo Cibica 1 71,7139249 71,7139249 16,51
Desvios da Regressao 3 5,0709781 1,69032860 0,39237
{(Niveis de X) (8] (208,3720000)

Res{iduo 28 120,6240000 4,3080000

Total 34 328,9860000
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calculados pelo metodo de Christoffel-Darboux

de variancia, os mesmos resultades da Tabela 6 .
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A equacao de regressao correspondente foi

Y, = 0,03164956 X} - 0,55618020 X2 +

i

1,89176483 Xi + 25,04709865

Com igual procedimento, usando os coeficientes ortonormais

sao do 3° grau foi 4$dentica a anterior.

5.1.3.3 -

Para o Experimento C

obteve-se, para a analise

A equacao de regres-

Procedendo de forma similar ao Experimento anterior, chegou-

se a seguinte analise usando os coeficientes ortonormais obtidos pelo me-

todo de Gram-Schmidt

TABELA 7 -

Andlise de variancia do Experimento C

(Tabela 7) .

usando os coefil-

cientes ortonormais de polinomios obtidos pelo metodo
de Gram-Schmidt

Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 0,2371418 0,2371418 0,03436
Regressao Quadratica 1 120,8148887  120,8148887 17,507
Regressao Cubica 1 24,1388061 24,1388081 3,498
Regressdo de 4° Grau 1 111,8458978  111,8458978 16,207
Desvies da Regressao 5 61,4624656 12,2924331 1,781
(NIvels de X) (9) {318,4992000)
Res{duo 40 276,0320000 6,9008000
Total 49 534,5312000
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Pelos resultados da prova de F pode-se ver que os componen
tes do 2? e do 4° graus sao significativos, levando-nos ao calculo da se-

guinte equagao de regressao

;i - D0,00187447 X; + 0,07473677 X; - 0,89435683 X; + 3,01368604 Xi +

+ 24,43207885
Analogamente, usando os coeficientes ortonormais calculados
pelo método de Christoffel-Darboux resultou a seguinte analise de vari&g

cia (Tabela 8) .

TABELA 8 - Analise de variancia do Experimento € usando os coe-
ficientes ortonormais de polinomios obtidos pelo métg
do de Christoffel-DBarboux

Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 0,2371418 0,2371418 0,03436
Regressao Quadratica 1 120, 8148887 120, 8148887 17,507 =
Regressao Cubica 1 24,1388061 24,1388061 3,498
Regressao do 4° Grau 1 111,8453270  111,8453270 16,207
Desvios da Regressao 5 61,4630364 12,2926073 1,781

(Nfveis de X) (9) (348,4992000)

Res{duo 40 276.0320000 6,9008000

Total 49 594,5312000

Esta andlise de variancia mostra a existencia de uma regres-

sao significativa do 4° grau. A equagao de regressao calculada foi



\71 = - 0,00187447 X* +

+ 24,43208133

5- 1'3-4 -

Para o Experimento D
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0,07473680 X; - 0,88435583 X; + 3,01367962 X, *+

i

Obedecendo o mesmo critério adotado para os demals experimen-

tos, com o uso dos coeficientes ortonormais obtidos pelo metodo de Gram-
Schmidt chegou-se a seguinte analise de variancia (Tabela 9).
TABELA 9 - Analise de variancia do Experimento D usando os coe-
ficientes ortonormais de polindmios obtidos pelo meéto
do de Gram-Schmidt
Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 108,5761569 108,5761569 23,789 =
Regressao Ruadratica 1 7,2800450 72800450 1,595
~ - L 3
Regressao Cubica 1 38,1479929 38,1479929 8,358 *
Desvios da Regressao 4 12,5628052 3,1407013 0,68812
(Nfveis de X) (7] (166,5670000)
Resfduo 32 146,0520000 4,5641250
Total 39 312,6180000

Como se observa, existe uma equacao de regressao de 3? grau

que se ajusta aos dados deste Experimento.

sao

Esta equacao tem por expres
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Y = - 0,01416666 X; + 0,52822614 X; - 5,69363002 Xi + 40,49666576

Usando os coeficientes ortonormais calculados pelo metodo
de Christoffel-Darboux, a analise de variancia e a equagao de regressao
resultante foram identicas aquelas obtidas anteriormente para este expe
rimento.

Sendo os niveis de X igualmente espacados neste
Experimento, procedeu-se a mais uma analise de variancia desta feita
usando os coeficientes ortogonais de polinomios ja tabelados, PEARSON
e HARTLEY (1970) , e seguindo a metodologia indicada por PIMENTEL GOMEL
(1970).

Com o aux{lio da férmula (4.2.2.d) obteve-se a seguinte ana

lise de variancia (Tabela 10).

TABELA 10 - f% ieateéagiﬁﬁﬁ? aéo Expg % R@ °8 usando os
Causa de Variagao G. L. S. Q. Q. M. F
Regressao Linear 1 108,5761904  108,5761904 23,789
Regressao Quadratica 1 7,2800476 7.,2800476 1,595
Regressao Cibica 1 38,1 480000 38,1480000 8,358~
Desvios da Regressao 4 12,5627620 3,1406905 0. 68812
(Nfveis de X) (7 (166,5670000)
Res{duo 32 146 ,0520000 4,5641000

Total 39 312,6180000
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Pelos resultados do teste F se vé que os componentes do 1°
e do 3° graus sao significativos. Nestas condicoes, e usando a formula

(4.2.2.c) obteve-se a equagao de regressao

?i = - 0,01416667 X; + 0,52922619 X; - 5,69369047 Xi + 40,49666659

5.2 - DISCUSSAQ DOS RESULTADOS

5.2.1 - Determinacaoc de polinomios ortonormais

Analisando os resultados do item 5.1.1.1 verifica-se que os
polinomios ortonormais de graus zero, um e dois obtidos pelo metodo de
Gram-Schmidt, foram exatamente iguais aqueles calculados pelo método de
Christoffel-Darboux, considerando até a oitava casa decimal.

Com relacao as suas exatidOes, comparando os polinomios dos
ftens 5.1.1.1.a e 5.1.1.1.b com aqueles de 5.1.1.1.c pode-se perceber
que os erros de aproximagdes nao apresentaram influencia nos resultados,
considerando até a oitava casa decimal.

Os respectivos coeficientes ortonormais se encontram inclu-
sos no Apendice e evidenciam o que se acabou de comentar.

Alias, nos demais experimentos, estes fatos se repetiram
quando dos calculos de Pa (Xi) . Py {Xi) . P, (Xi] e Py (Xi) .

Ao contrario, o polinomio de 4° grau obtido pelo método de
Gram-Schmidt apresentou diferenga daquele calculado pelo método de Chris-
toffel-Darboux a partir da quarta casa decimal, usando os mesmos niveis

de X .
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Esta diferenga pode ser mais acentuada quando se aumentam os
niveis da variavel independente ou seus valores absolutos.

Convem salientar que nestes casos podem ocorrer diferencgas a
té mesmo nas determinacoes de polinomios de grau menor que quatro, se
precaucgoes nao forem tomadas nos calculos (por exemplo, as multiplicagoes

devem, sempre que possivel, preceder as divisoes).

5.2.2 - Determinacao dos coeficientes de regressao

Pelo exposto na Tabela 4 , verificam-se os mesmos resultados
pelos dois metodos ate a setima casa decimal, para todos os coeficientes

de regressao, com excegao apenas de a no Experimento C .

4
Com relacgao a exatidao dos calculos, observa-se pa Mmesma
tabela,gue pelos resultados obtidos sem aproximagoes, os erros de arredon

damentos afetaram a partir da quarta casa decimal.

5.2.3 - Analises de regressao polinomial e equagoes de regressao

Analisando os resultados do Experimento A verifica-se que
as Somas de Quadrados para Regressao Linear , Regressao Quadratica e Des-
vios da Regressao apresentaram resultados identicos até a sétima casa de
cimal, o mesmo ocorrendo com as respectivas equagoes de regressao, fato
que ja era logicamente esperado levando-se em consideragaoc que os coefi -
cientes ortonormais empregados em ambos os casos foram o0s mesmos.

Com relagdo aos resultados das analises do Experimento B (Ta
bela 6), percebe-se, como no caso anterior, que os dois métodos de deter-

minagao de coeficientes ortonormais de polindmios nos levaram aos mesmos
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resultados nas analises de regressao e na equagao como era de se esperar,
se forem analisados os coeficientes grtonormais de polianios usados
nestas analises.

Referindo-se as analises do Experimento C (Tabelas 7 e 8) ,
a Soma de Quadrados da Regressao de 4° grau e dos Desvios da Regressao a-
presentaram diferengas a partir da quarta casa decimal.

Esta diferenca, entretanto, nao chegou a afetar os valores
de F . Nas equagdes de regressao resultantes, influenciadas simultanea
mente por &4 e P4 (Xi] » verificam-se diferengas relativamente gran-
des nos coeficientes de regressao.

Analisando os resultados referentes ao Experimento D , veri-
fica-se pela Tabela 8§ , que as Somas de Quadrados das Regressoes Linear ,
Quadratica e Cibica obtidas usando os coeficientes ortonormais de Gram-
Schmidt foram iguais aquelas calculadas com os coeficientes ortonormais
de Christoffel-Darboux ; esta igualdade se manteve com relagao as equa-
coes de regressao.

Referindo-se a Tabela 10 , verifica-se que as Somas de Qua-
drados para as Regressoes Linear , Quadratica e Cuibica sao praticamente
iguais aquelas obtidas com o uso dos coeficientes ortonormais e apresen-
tadas na Tabela 8 .

As diferengas ocorridas, consequencias de erros de aproxima
goes, nao trazem nenhuma implicagao para o calculo de F .

Quanto as equagoes de regressao do Experimento D , observa-
se que a substituigao de coeficientes ortogonais por ortonormais nao afe

tam em demasia os resultados.



_83-

6 - CDNCLUSDES
Tendo em vista os resultados obtidos, pode-se concluir que:

6.1 - Se os niveis da variavel independente X nao sao igualmente espa-
gados e se dispoe de uma calculadora programavel, tanto o metodo
de Gram-Schmidt como o de Christoffel-Barboux, podem ser usados

na determinacao dos coeficientes ortonormais.

6.2 - Se os niveis da variavel independente ¥ nad sao equidistantes e
nao se dispoe de uma calculadora programavel, a determinagao dos
coeficientes ortonormais pelo metodo de Christoffel-Darboux € menos
tra-balhosa que o de Gram-Schmidt, pois o numero de operacoes aritmeticas
envolvidas em cada ciclo {da formula 4.2.1.b a 4.2.l.e) apéso

o primeiro, nao depende do grau do polinomio, ao contrario do que

ocorre com o metodo de Gram-Schmidt. Salienta-se que, nestas con-
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8-4 e

605 =

-.84..

digoes de trabalho, estes metodos de determinagao ndo apresentam
nenhuma vantagem em relacao a outros ja conhecidos e discutidos

na Revisao Bibliografica.,

A grande desvantagem do uso dos coeficientes ortonormais € que,
pela propria estrutura dos polindmios ortonormais, geralmente nu
meros irracionais sao envolvidos no processamento de calculos des
ses coeficientes, de forma que geralmente as condigoes de norma-
lidade nao & verificada senao com aproximagdes, tendo isto impli

cacoes direta na estimativa da equacao de regressao.

A aplicacao de polinomios ortonormais em analise de variancia nao
traz nenhuma vantagem expressivel em relagao ao uso de polindmios

ortogonais, devendo sempre que possivel optar-se por estes.

Se os niveils da variavel independente sao equidistantes., o uso
dos polinomios ortogonais & mais conveniente para efeito de ana-
lise de regressao polinomial por ja existirem tabelas apropria -
das, dispensando-se, assim, os calculos dos coeficientes ortago-

nais.
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? - RESUMO

Dois métodos de obtencao de conjuntos de polindmios ortonor
mais, em relacao a um conjunto de pontos com intervalos arbitrarios, sao
discutidos, abordando-se aspectos de ordem tedrica e suas aplicacoes em
analises de regressao polinomial.

Esses metodos, o de Gram-Schmidt e o de Christoffel-Darboux,
determinam os conjuntos de polintmios ortonormais respectivamente pelas
formulas de recorrencia

1 3 j-1 n 3
Pj (XiJ = — [.X L £, X PV (XhJ PV (Xi) ]

CJ 1 v=0 h=1 h

J=1.2 ,.c.,n-1

[
n

1 , 2 ,ee2, N

onde C e a constante de normalizacao, &8

J
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P IXi} = (A Xi + B,JP (X,)

j j j j'1 i - Cj Pj-Z (Xi} s

J =2 53 3 sesss M<K D

i

1 ,2 sesey N

onde Aj » B, e CJ sao constantes para um dado 3§ , com

J

AjAO . C,f0 e P X)=0

Em ambos os casos supoe-se

1
PG (Xi] = —-—-n——— »

Para suas aplicacbes em analise de regressao elaboraram-se
quatro experimentos fict{cios do tipo inteiramente casualizados, com
cinco repetigoes.

Foram realizadas nove analises de variancia, envolvendo e-

quagoes de regressao de 2° , 3° e 4° graus, concluindo-se que:

a - em geral nao ha difersncga que justifique o uso de um ou de outro

método na determinacao dos conjuntos de polinomios ortonormais:;
b - para efeito de anadlise de regressao polinomial, a normalizagao dos

polinomios € perfeitamente dispensavel.
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8 - SUMMARY

Two methods are described for the construction of a set of
polynomials which are orthonormal over a set of points with arbitrary
spacing, approaching theoretic aspects and their applications in poly-
nonial regression analysis.

Gram-Schmidt and Christoffel-Darboux method's were used
for the determination of the orthonormal polynomials sets by recurrence

relations, respectively

1 . = n 1
[ i v=0 h=1 "h

J J
X T £, % P, XD P (Xi)J ,
j=1,2,.an,n“1

i=1,2,i0:,0N

where C is the normalization constant, and

J
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Py = Ay X #BOP X ) - TP X))

J=2,3 ,:::om< N
i

=1 ,2;.-.;“

where A B and C, are constants for a given j , with

3T J
A, #0 s Cj #0 and P_1 xy=0 .
It was supposed that
1
PO (Xi} = —
for the two methods.

The applications of the regression analysis were made by the
utilization of four fictitious experiments in the completely randomized
design with five replications.

Nine analyses of variance were carried out involving regres

sion equations of an 5 Brd and 4th degrees and the following conclusions

were drawn:

a - 1n general there is no difference that justify the utilization of
either method in the determination of the orthonormal polynomials

sets.

b - the polynomial'’s normalization is perfectely dispensable for effect

of polynomial regression analysis.
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10.1 - Tabelas de dados dos experimentos inteiramente casualizados

gerados pela equagao (4.1.a)

TABELA 11 - Experimento A

Niveis de X

Repetigoes 5 7 g 10 12
. :
I 22,8 24,6 19,3 21,7 23,3
II 24,2 23,3 18,9 20,8 23,7
III 26,8 24,9 21,2 22,9 21,6
v 27,7 22,0 18,2 18,7 22,4

vV 22,8 22,4 20,8 23,8 19,86
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TABELA 12 - Experimento B

Repeticoes Niveis de X

0 2 4 5 8 10 12

’ '
I 21,6 27,6 23,7 22,7 21,7 21,86 22,7
II 26,3 25,4 25,7 22,6 20,5 17,89 24,2
III 2,0 26,8 25,8 23,9 18,7 21,8 21,89
v 28,7 28,4 28,5 23,8 17,1 20,2 22,2
v 26,3 26,2 28,0 22,8 24,6 20,8 19,9

TABELA 13 - Experimento C

¥ H

Repe- Niveis de X
, tigoes i 1 2 4 6 9 11 14 16 18 20
I 25,7 30,6 25,6 24,8 15,7 20,1 29,3 26,6 27,3 26,4
II 26,1 24,7 23,3 24,2 19,5 21,3 24,1 31,6 25,7 28,6
IIT 26,2 27,1 26,8 30,2 45,9 30,1 24,8 25,7 29,0 25,7
v 28,3 25,9 29,9 23,4 22,4 24,3 23,9 26,1 28,9 24,0

v 27,7 26,3 30,0 22,9 26,9 18,7 28,8 24,3 28,5 24,3
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TABELA 14 - Experimento D
3 ¢
Repe- Niveis de X
tigoes 6 8 10 12 14 16 18 20
I 20,2 23,3 16,4 26,0 27,2 26,0 24,6 28,5
I1 23,6 20,2 25,0 23,0 28,2 26,5 26,7 23,9
III 20,7 25,1 21,4 23,2 26,0 27,8 28,2 26,2
Iv 24,2 18,8 20,5 21,5 26,0 27,7 26,8 23,3
V 23,0 20,7 25,6 24,5 24,8 27,8 22,7 25,1
L3 - J
10.2 - Coeficientes para interpolagao de polinémios ortonormais

10.2.1 - Com aproximagoes
TABELA 15 - Coeficientes ortonormals referentes ac Experimento A
H ¥
Gram~Schmidt Christoffel-Darboux
X
P1 {Xi] P2 {X P1 (xil P2 i}
3 ] | ]
6 - 0,5863854 0,4806580 - 0,58633954 0, 4806580
7 - 0,3769685 - 0,0824342 - 0,3769685 - 0,0824342
9 0,0418853 - 0,5361185 0,0418853 - 0,5361185
10 0,2513123 - 0,4067106 0,2513123 - 0,4067106
12 0,6701662 0,5546054 0,6701662 0,5546054
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TABELA 17 - Coeficientes ortonormais referentes ao Experimento C
' ! .
X P, (X,) o R ) P, (X,)
1 71 2 71 3 71 4 "73
: :
1 - 0,4467552 0,4344060 0,4019520 0,3583217
2 - 0,3976612 0,2631827 0,0632833 0,1548238
4 - 0,2994733 0,0207363 0,3292573 0,4338590
6 - 0,2012853 0,22661390 0,4200052 0,1787235
9 - 0,0540033 0,3891245 0,1948477 0,3251982
11 0,0441845 0,3222158 0,0597219 0,4047495
14 0,1914665 0,2697845 0,3644655 0,0370017
16 0,2836545 0,0854846 0,3798324 0,3152308
18 0,3878424 0,1768517 0,1358525 0,3792430
20 , 0,4860304 0,5172246 0,4609976 0,33661889
' ' Christoffel-Darboux
X P’. (Xi) P2 {Xi) P3 (Xi P4 (Xi}
1 - 0,4467552 0,4344060 0,4019520 0,3583234
2 - 0,3976612 0,2631827 0,0632833 0,1548258
4 - 0,2994733 0,0207363 0,3292573 0,4338557
6 - 0,2012853 0,22661390 0,4200052 0,1787205
9 - 0,0540033 0,3891245 0,1948477 0,3251997
11 0,0441845 0,39991589 0,0597219 0,4047485
14 0,1914665 0,2697845 0,3644655 0.03£3996
16 0,2896545 0.0854846 0,379E324 - 0.3152339
18 0,3878424 0,1788517 0,1358525 0,3792524
20 0,4860304 0,5172246 0.,46339976 0,3366182
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10.2.2 -~ Sem aproximagoes, onde

Pé {Xil . Rk = Pk (Xi)

TABELA 139 - Coeficientes ortonormais referentes ao Experimento A

(iguais por ambos os metodos)

X Pi (Xi) Pé (Xi}
1 : ' 1
6 - 14 78
7 - 9 - 15
9 1 - 87
10 6 - 66
12 16 a0
1 1
R R, & ————— R = —m—

1 Y 570 2 Y 26334
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TABELA 20 - Coeficientes ortonormais referentes ao Experimento B

(iguais por ambos os métodos)

X P,a (Xi] Pé (XiJ Pé {Xi}
: : N :
0 - 41 4077 - 71916
2 - 27 74 66984
4 - 13 - 2349 61764
5 ) - B - 2968 28224
8 15 - 2455 - 85164
10 29 - 138 - 78936
12 43 3759 79044
1 1 1

R R, = R, = R, =

1 v 5530 2 ¥ 51130380 3 v 34001906112
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TABELA 21 - Coeficientes ortonormais referentes ao Experimento C

(iguais por ambos os métodos)

X Py X)) Py (X)) Py X,) Py
. . . . '

1 - 91 102865 -

2 - 81 6219 -

4 - 61 - 490 -

g - 41 - 5355 -

g - 11 - 9195 -

11 9 - 9450 -
14 39 - 6375 -

16 59 - 2020 -

18 79 4179 -
20 99 12222 -

1 1
R R, = R, = -

! v 41490 2 v 558375186

(#) Nao calculados por falta de capacidade da calculadora
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TABELA 22 - Coeficientes ortonormais referentes ao Experimento D

(iguais por ambos os métodos)

X Pr (%) PS5 x,3 Py X))
B -7 7 - 84
8 -5 1 60
10 -3 -3 84
12 -1 -5 36
14 1 -5 - 36
16 3 -3 - 84
18 5 1 - 80
20 7 7 84
1 1 1
R R, = R, = R, =

NETT 2 768 3 /38016




