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1 - INTRODUÇ�O 

No ano d9 1950 o autor, conjuntam.ente com os Engenheiros-Agrônomos 

MAVEROFF e DÉIS, realizou uma pesquisa sÔbre a influência do·tamanho de vasi

lhame sÔbre o nÚmero e a distribuição de leveduras (29) • 

Roram feitas então 200 contagens 9ll1 hematocitometro {20 x 20) di

retamente.dos mostos vinicos em fermentação, constatando-se que: quando se tr,i! 

balha com essa técnica, e não com a descrita por STUDENT (12) as leveduras 

se distribuem segundo uma série de Poisson (26) (29) • 

nao 

A explicação que a principio se deu a essa anomalia foi a de que nos 

traços de :reticulado do hematocitometro, se produziam fenômenos de tensão super

ficiais que í'aziam as leveduras se _situarem sÔbre aqueles tl:'aços do reticulado , 

ou nas interseções, com maior frequência do que dentro dos quadrados. 

Outras hipóteses aventadas foram de que à heterogeneidade da popula-
N N ' 

çao, seria composta. nao somente por Sacharomices cerevisae , var. � , bem e,2 
,,

mo por s. �piculata , escassos Micoderma aceti e tambem detritos celularss da 
,.

polpa de uva; todas estas causas interferindo em um ou outro sentido, distorce,!! 
,

do a seria de Poisson. 

Em vários experimentos, da distintas Índoles, sem.pra que apareciam. 

inter:ferências, iní'luindo fortemente, se bem que prÓprias do ensaio, apenas o P! 

ro desenvolvi.manto do .mesmo, indicava a existência de uma distribuição conhecida 

eomumente como binomial negativa. 

Dado isto é que pretende-se desenvolver esta teoria com base na hipÍ 

tssa citada. 



2 � REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

A importância que t91'll a distribuição binomial negativa ss nota logo 

pelas numerosas refer;ncias e trabalhos publicados, alguns deles, não :mui.to ex• 

plicitos., 

YULE (34) estudoD. efeitos cumulativos em exposições repetidas a 

doenças fatais, chegando a w.11a distribuição dos sobreviventes, na forma binomial 

nega.tiva (19 , 34) • 

GREENW00D e YULE (J.5) com aplicações sÔbr9 acidentes da tra.bal.ho 

estudaram o desvio que apresentam as amostras, em relação a distribuição de Poi� 

son, partindo de considel'açÕes distintas, chegaram a resultados semelhantes, co-

mo se vera em 4.1. 
• /J 

, N , 

A hipotese que apresentaram e a seguinte: a populaçao e e01nposta por 

diferentes graus individuais de propensão aos,acidentes, o que quer dizer que a 

média -ê também. uma variável alsat;ria, dentro da distribuição de Poisson, e com 

Qma função de distribuição do tlpo III de Pearson {3., 5 , 8 , 9 , 10 , l4 , 15 , 

19 , 23) .• 

ENGERBERGER. e PÕLYA (6) conceberam uma distribuição gensralizada 1

qtte nada mais é do que o modêlo de GREENWOOD e YULE , que se conhece com o no11e 

de distribuição de PÓlya, aplicada a acidentes (6, 10, Jl) •

NEWBOL (2.3) também aplicou a distribuição binomial negativa, em es..-

tudos sÔbre acidentes na indústria (10 , 23) , enquanto que LUNDBERG (21) a ex
-

tendeu a um m.odêlo matemático complexo, com.o aplicação da teoria geral ao estudo 

de enf'emdades e acidentes (10, 21) • 

FISHER (8) desenvolveu uma forma binomial negativa simples, sem mai� 

res explicações, para logo passar ao modêlo de GREENWOOD e YULE • 
.. 

Fez um estudt> 

cr:! tioo dos trabalhos de HALD.ANE ( 16) propondo um Índice de eficiência para o 

aju.ste da distribuição. 
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Novamente FISHER , CO!BET e WILLIAM ( 9) 
" ... 

+srariram. a distribuiçao bi 
,, ., 

nomial nega.Uva, estudando problemas relacionados com o numero de indivíduos per-

,, . 1 +. • • tenc9ntes a determinadas espscies, em p an,,as e an::una.J.s (5 , 9) ..

ARLEY (2} a aplicou como u.111a informação 3-dicional, no estudo das rª 

diaçÕ9S cósmicas (3, 10) • 

KENDALL (19} dedicou a ela dois subcapitulos, o primeiro sumamente 

claro e preciso referente ao desenvolvimento do modêlo de GREE!fwOOD e YULE, e o 

segundo, ao primeiro modêlo de YULE , com uma demonstração não muito explicita. , 

que o autor reformulou para dar maior clareza. 

CRAMER (5) fêz, em seu livro, uma simples referência fora do texto, 

cm.o uma anomalia da distribuição de Poisson. 

ANSCOMBE ( l) a incluiu em um trabalho sÔbre distribuições binomiais 
;, 

& logaritmicas (1, 10) • 

GREENWOOD (14) publicou um trabalho sÔbre propensão aos acidentes. 

PIEDRABUENA (26) sem conhee9r os trabalhos anteriormente citados, ,â

presentou uma comunicação no "I8t' Coloquio da Estadistica11 
, realizado em Mend,2 

JS - . , • -

za, Rsp11blica Argentina I sob os auspicios da "Universidade Nacional de CU.yo"• 

AÍ esboçou uma. distribuição binomial com expoente negativo, onde um dos têrmos 

do binômio é tamb� il9ga.tivo. 

PIEDRABUENA e OHRISTENSEN (28) aplicaram. os mesmos conceitos ante -
' ,, .-- - , � 

rlol"es a distribuiçao do numero de filoxera.s em raizes da Vi tiis v1nifera , oom 

excelentes resultados. 

BATES e NEYMAN (.3) estudaram. a propens�o a acidentes, a TAGUCHI 

(31) elaborou tabelas para os niveis de probabilidade de 5% a 1% •

BUSH e MOSTELLER (4) ; . 

a puseram dentro de uma serie de lllodelos apli-

cados a.os processos de apr9ndizagem. 
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WOOD 9 YULE , , no estudo d9 propensão a acidentes. 

WJ:LKS {33) a incluiu em seu livro, como um caso especial, sem maio

res explicações, -dentro do subcap!tttlo "Discreta Waiting-Time Distributionstt ', 

ao passo que FREEMAN {10) dedicou todo um capÍttilo a êssa tipo de distril:nuçâo. 

PIEDBABUEJA (2') r;z oo.tn aplicação da distribtiição na classifioa• 

9âo das famÍl.las ind:iggnas ,segundo o numero de filhos vivos .. 

Como ss verifica-, a teoria se desenvolveu. com base quase esclusíva 

na propensão a acidentes. A extensão :que se rêz a outras aplicaçÕ<::!s foi dando 
,. , ... . 

interpretaçoss ,analogas a variaçoes de risco do modelo de GREENWOOD e YULE • 



N I» 

Esta distribuiçao e considerada como um caso distinto da binomial ne-

gativa (19) , embora apresente resultados s911lelhantes. 

YULE (34) supôs., segundo FREEDMAN {10) e KENDALL (19), uma popula-

- • - # 

çao exposta repetidas vezes a uma doença ou toxico, considerando ,iu1,l&)gos seus e""

feitos e det9rminando a probabilidade de morte durante ,S exposições .. 

A probabilidade individual da contrair a doença ou sofrer uma intoxi-
.,.- A � (llff # • caça.o, o que ele denomina ataque, durante uma unica. exposiçao, e f e se consl.d,! 

ra constante para tÔdas as exposições.. A probabilidade contrária. será g {não 

ocori-ência de ataques) • Consequentsm.ent3, 

p+q=l .. 
# N li � _,. 

O numero de repetiçoes independentes e o numero ide exposiçoes • 

As probabilidades d9sses ataques individuais: O ., 1, .... , n vezes

nas !! exposições, serão dadas pelos têrmos do desenvolvimento de {q + p) n . 
li 

Presume-se porem que as mortes acontecem depois de ! ata.qu9s. 
� li • A probabilidade da sobraviver em !! exposiçoes e a de ter sido ata.Oi 

do O a l, ••• , r - 1 
,. . - • ., #' vezes durante as !! exposiçoes, e sera 

- ,

e a de sobreviver em n .. l exposiçoes sera: 

r-l
z (n-1) qn�j-l nj

j=O J . 
r , 

,. 

Cons9quantemente a probabilidada de morrer durante a enesima axpos1 ... 
.. li 

çao B9ra a diferença entre as duas probabilidades acima, ou seja: 

r-1 

- E (º} n•j j
j=O j q p 
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r--1 qn•l _ qn + 
1 

(njl) 4
n-j-1 pj _ 

j
�l (j) qn•j pj

= .,n-1 (l .. q) r-l [ (n) n-j j _ (n-1) n-j•l J J � - j�l j 4 p j q p "

�Ias, pela relação de Stifel 

logo, obtemos : 

(':) = cn-1) + (�
--1) ,J j J•l 

n-1 r•l [ (n-1) n-j j (n-1) n ... j 1 ... (n•l
) n-j-1 j -]q P - j�l j q p + j-1 q p j q p 

= n-1 r-l [ {n-1) n-j"'l j ( _ ) (n-1) n•j j -]4 P - 3@1 j q P q l + j-1 q p 

= n-1 r-l [ (n-1) n-j-1 j+l (n-1) n-j j -]q P • lh J 4 P - J-1 4 P 

Para as sucessivas reduzidas (r = 1 , 2 , .3 , ..... ) , aplicado na fÓ1:, 

mula acilna obtemos: 

Rl = qn-1 P 

� = 4n-l p + (nil
) 4

n-2 p2 _ (��l} 4
n-l p

(n
--1) n-2 2::: l q p 

(n-1) n-2 2 
� 

= l q p +

_ cn-1) n-) 3
- 2 q . p 

(n.,.l)· n•.3 3 (n-1) n-2 2
2· q_ P - l q P 

donde n = r + i , para i = O , .1 , 2 , .... 

Para i =O, isto é, para n = r, 

r-1 O r (r.- l) 1 O ,: r (
l"

_l) 4 p = ----- q p = p , 
(r - 1) l O l 
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para i = l 

para i = 2 

1 2 (r + l) l 2 r (r + 1) 2 r
(�l) q P

r 
= _____ q Pr = ____ q p 

(r - l) 2 l 2 ! 

Assim, depois de haver sobrevivido, desde o começo atê a enésima ex-

posição, para os valores de n, desde ! em diante se terá uma distribuição de 

mortes dada pela função de probabilidade 

r (r + l) 

2 l 

2
q 

, . . .  ] 
para os sventos O, 1, ••• , 

... . 

que sao os temos sucessivos da binomial negativa 

3 .. 2 .. Distribuiçio de Greenwood e Yule 

, N -

Ao referir-se ao numero de acidentes, supoe-se que estes se distri-

buem segundo uma distribuição de Poisson 

f {j) = 
j ! 

para j =O, 1, ••• , 
, #' 

sendo Ã, neste caso, uma variavel a.leatoria, que ex• 
, -

pressa aos distintos grau$ de riscos individuais a que esta submetida a populaçao 

e, cuja função de distribuição é dada por 

,l 
dF=----

r (p) 

>.. >o 

s�ndo _ç e f parâmetros da distribuição .. 

P >o , 

Para o valor m;.dio, m (j) , tsmos 



m (j) = l 

,i o 
r (p)

--d'-'-
j ! 

- 8 -

Integrando a expressão para todos os valores de J, com a função a�-

xilia.r 

,. 
obtem-ss 

,._2 t2 
�1(t) = 1 + x t + --- + ... = ,}',t 

2 ! 

g (t) = --

r (p)

é' 

r <P>

Fazendo >,. (e+ 1 - t) 

eP
:::: • 

/
,., 00 

8-cX p•l -Ã+Ãt X. e d À

r,, O 

,co 

J O 

8
-A(,:,l-l-t)

= u , e+ 

1 

>,.p-1 d"- "

l•t.>O 

e u du
r <P> (e+ 1 - t)P

r m 

-u p-1

.., o 

mas a integral, é a fwição r (p)

, 

cl P (p) ./ t -p
g (t) = --- • ------ = ---- (1 - ---)

r (p) (e + l - t)P (e + l)P 
(*) # q11e para_ t = 1, dara o desenvolvimento 

"' 
ou silnbolicamante 

(--º-)P( l - __ 1_) ... p = l 
e+ l e+ 1 

e+ l

, 

( o: l )
p [ l '

p p (p + 1) 

e+ 1 2 ! (e + 1) 2 
. . . .  ] 

ou em foma. geral 

-.-. ... -

(*) para o � O • 

f{x) = { º l 1 <1> 1 
o+ l (o + l)x 

t 
---.l'.l

e+ l 

-.-.-.-



para x :::0,1, ..... 

> # • � 

Com.o se vera ma.is adiante� media e a variancia sao: 

p 
µ =-(--) 
2 e 

e+ 1 

e 

.. .

µ1 
e = ----

p = 

µ.2 ... 11:t 

(µ:1)
2 

µ. ... µ"2 l 

o que pérm!te,cpelas estimativas dos parâmetros, determinar os valÔres p e

3.3 • Distribuiçio Binomial Generalizada 

A inferência realizada (26) , se baseia na pressuposição de quei uma 

distribuição de frequênciast para valores 
,,

x =O, l, ..... , podera ssr tomada 

cao proveniente de uma distribuição binomial {incluindo Poisson) .. 

q+p=l • 
A- # A # 

Neste caso, a media e a variancia serao: 

m = n P ] 

n P q

[ 

.. .. V-2
- = q ,

µ2 L m , distribuição binomial

v-2 = m , distribuição de- Poisson •

Ê # 4 A- A 

ste raciocinio permite obter as estimativas dos param.etros p, q, 

n, e, por consequência, as probabilidades dos acontecimentos, x =O, 1, ••• 
.. # " (*} e suas respectivas .frequencias teorlcas, mesm.o para Series de Poisson .. (QUj

DRO I) .. 

-.-.-.-

{*) Quando a variância é pouco diferente da média. 

-.. -.-....
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O caso que deu o�igem a êsta desenvolvimento (contagem de leveduras) 

e muitos outros mais estudados i tinham uma característica comum que os distinguem: 
" ' ' li 

a variancia sensivel.ment9 superior a msdia, pelo que� se se seguisse friamente o 
p ... ... 

raeiocinio anteriormente exposto, nos levaria a absurda conclusao, do ponto de vi§ 

ta de conceito de probabilidade, de que (26) � 

q�l 
, 

p4-0 nLO ,
.. 

(q - p) ... n 
(7 26) obtendo-se um. binomio , ..

Deste resultado se pode aventar a hipótese de que essas probabilidades 

estão interferidas, como tentaremos mostrar em 3.3.1 .

Os verdadeiros valÔres de S e E estão mascarados por uma interfe-
Â N H .. 

rencia gus nao se conhece e que, mesmo se conhecida, nao seria possivel controlar 

ou isolar (total ou parcialmente) , pois que aumenta de forma artificial a vari.ân 
.. 

eia a baixa a media, ou ambas as coisas. 
, .... , 

Na presente tese, se preferira denominar expressao estocastioa inter-

ferida de 9, e de E, , simbolizando-se com as letras gregas X e o/ respectiva -

mente e , ao expoente do binÔmio ( - n) com a letra \J • 

3.3.1 - �pressão estocástica interferida 

.. 

suponha-se, que um atirador A, realize 1! disparos sobre um alvo, 

efetuando !! impactos no centro. Sua frequência relativa, para um nÚmaro !! 

suficientemente grande de disparos (21) , ou probabilidade estimada seria 

P (A) =-

Conjuntamente com A, um atirador B interfere na prova, fazendo 

por êrro ou intencionalm3nte, � disparos, sÔbre o mesmo alvo, dando no centro 
• ' A, • ,. 

! vezes, frente a ignorancia do Jurado que controla a prova, sobra sua presen-

ça ou atitude. 
, 

Sua probabilidade estimada sera pois 

p (B) = t/s •
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Observado o alvo �lo juradó pel:"ceberá m -t t impáctos no éentro. 

Seria liei to tomar 

m+t 

n 

... como a f'requencia rela tiva de A ? •••

m + t .> n • Matf se o jurad6 não encontrasse &ssa desigualdade, at.tibu.iri.a m + t 
.. acertos 'i a A .. 

# # � Porem, o certo@ que esse alw (a. pesquisa em estudo) apr�senta m + t 
� ,hpactos,·oansàdos p9la.s balas e sabe-se que sómente se deram !! tiros.

· .· . . . . . Se em vez d� falar de·proba:bilidades ou frequencias relativas se deno-

m3.naese a:·essa relaçáo, expressão estoc,i,stica., ficara salvo o ince>nvénisnts apont,ã 

do e teria 
m + t 

n 

) Já que m + t pode ser maior; igual ou menor que g � 

Agora, 
9t = 'lrl/n + t/n 

p (A)= m/n t = s p {B} 

.. 
• • -,� = p (A) + - p (B) • 

Se se denómi·na,r �(*) = s/n ao valor da intert'erêneia ,. (vel.ocid�e ri 

lativa. do tiro) de B sÔbré A (!, disparos de B , para ! de A) seria 

-?.= p.(A)+ À p (B) 

logo 

..... -.... �.;/ll!J 

� = q · (A) ... ). p (B) 
1 

;t + 'o/ = p (A} + q (A) = 1 , 

-.• -.. --.:i-. .-
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pois que em um. fenÔmeno interfgrido, se vt é maior que 1 , a outra expressão es-
,, "' " ' 

tooastiea , \J.1 tera de ser negativa, pois a soma e necessariamente l • 

Com.o consequência do anterior, o expoente .u, suhstituido por sua e� 

pressão � , seria tambsm negativo, já que a m�dia é positiva e 
m. 

v=---

1 - }(
( '}( :f- 1) • 

Com.o se poderá. ver, fica. plenamente justificado, como � que podem a.

presentar�se expressões estocásticas maiores qus a unidada, 

3.3.2 - Desenvolvimento da distribuição binomial generalizada 

Seguindo as mesmas infergncia.s de 3.3 e utilizando os valores k. e 

'W { expressões estocásticas) em vez de ;l a f (probabilidades) Já qus 

e considerando 

teria 

m 

por (3.,.3.1) 

'J = 

ou 

·�) =

1 -if

m
2 

m-µ 2

{ para iA:. :f- 1) 

(para m - �
2 

:f- O). 

Uma vez que m = -0 1}1 e que s.e exige m ) O , resulta que 0

ser negativo sa 't1 o fÔr , e vice-versa .. 

devera 



Agora o binômio ( q + p)
n ficaria generalizado por

'.) 
(X+'f-') 

... 13 ... 

onds X. + 'f = 1 • Portanto

-- "} [ .l ]_'J . 
( }t + \y' )� = X (1 + 'i/ /w. )

O desenvolvimento de função 
_·'\) 

,,., l + ( ·Á., - l) ,,· 

[ 1 + <¾ - l) ] = ( \U.j/ }·�l + , t't{ 

� # # 

nos dara uma serie, qu� e a binomial 

\� v (� .. 1)
l + \) )l + 

2 J 
( 'f /

){ 
) 2 + .. ,, + ( � ){ \;,J/v., )X + "•" ;

cuja convergência, LA VALLÉE POUSSIN , (20) , exige 

logo 

Quando ti vermos 

1 

2 

'· ,,, -,h .• _ 

L)'tL-1 

o valor de 'f1 ssrá positivo e ó valor da V também, mas neste caso teria de ser. - - . 
um numero natural para que a seria nao apresente termos negativos.

, 
e nos dara:

Com estas restrições, o desenvolvimento do binÔmio poderá ser usado 

,, �-- \) {'J - 1) 
= ),(1 + �){ "' + -----

2 1 

.... 
••• + 

Pelo exposto, a binomial generalizada será válida para valÔres da 



X� 1 , dando uma s;rie positiva eonver.genb, e também para 

.2:.... ,t.. � • ..C: l
2 - , 

se '\) é nÚmero natural (-;i-) , dando nêste easo a distribuição binomial co..m.um .. 

QUADRO I 

Distribuição·de alojamentos pelo nÚmero de seus moradores (2'?) 

Numero de Fr9qu9nci
�

s Frequências Teóricas Frequências Teóricas 
de Poisson Moradores Observadas Binomial Generalizada 

-----·---- -------�-----------

o 
1 

2 

3 
4 
5 
6 
7 

8 

9 
10 e mais 

8 
15 
15 
1.3 
11 

9 

4 
2 
l 

1,73 
6,59 

12,55 
15,97 
15,17 
11,55 

7,33 
3,99 
1,90 
0,80 

0,42 

1,88 
6,88 

13,09 
16,45 

15,36 
11,37 

6,95 
3,60 
1,63 
o,64 

0,23 

Totais 78 ?8,00 78,00 

0,9656 = q 

0,0344 = p

.. 
X = J,807692 

= 

.. 

s2 = J,67682.3 � = 107,s,33 = n 

Para siries de Poissonr 1,2 = 1,540 não significativo para 5 G. L. 

Para. binomial generaliaadag X 2 = 1,572 não significativo para 4 G. L.

�.-. """•
,_ -.. -.-.- -.-.-.-

(*) 
, , ' # 

Na pratica, se seu valor e sensivelmente superior ao numero de eventos, po-
de-ss utilizar igualmsnte a distribuição m9smo no caso de� ser positivo, 
mas não inteiro, já que os têrmos da s;ria de ordem s�psrior a � são mui
to pequenos. 



,. 

QUADRO II 

Distribuição de leveduras em b9matoeitometro 
A ; 

- 15 -

(26) (29)

Numero de Frequências Frequencias Teorice.a Frequências Teóricas 
de Poisson Leveduras Observadas Binomial Generalizada 

o 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 e mais 

112 
124 
79 
45 
22 

11 
6 
1 

111,28 
122,Jó 
SJ,40 

45,65 
21,86 

9,57 
3,9J 
1,95 

88,58 

13.3,54 
100,66 
50,58 
19,06 

5,75 
l,44 

0,.39 

Total 400 400,00 400,00 

X = 1,5075 

,i = 2,07513158

,, 2 *** 
Para series da Poisson: .. , = 32100,3 ·· 

.. 

\y = - 0,3765

� = .. 4,0336 

significativo para 5 o. L .. 

Para binomial generalizada: J 2 = 1,612 não significativo para 4 G. L. 

3 .. 3.3 - Momentos 

# " .. .... • Embora sejam necessarias somente a media e a va.rl.anm.a, para o desen• 
• li • # 

volvaento em seria, e interessante assinalar que todos os demais momentos segui-
.. 

rao as mesmas normas que para uma binomial positiva, sendo pois: 
,, 

por hipotese 

µ2 = V l' l<. por hipótese

µ3 = � li X (X- l) por analogia com a binomial positiva

com a binomial positiva. 
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3.3.4 - Tendencia a normalidade 

A probabilidade que teria o acontecimsnto !! seria 

e como 

\)J V't �·� 
P = ------- .'¼1 X 
m ('J'J;)l(�){}! 

' 

.. j'I - ' .. A aplieaçao da formula de St�rling nos da 

onde O 

p =-------=-----m 
J. 2 1f � y )( d .j 2 ii

Para um valor :! qualquer da distribuição, seria 
V

= '\J'f !_ ê_: i, 

# 
• 

" e .um desvio, e seguindo o mesmo racioeinio se teria 
� . . � 

'\) v\j}�U � K i ,., 
P� =( \)'V�l)·,1 . K 

� J �\J"'Ü �M+4
= _______ F ____ • 'V • lt 

(\l'f-<))!(�1,t+V)l 

o que daria, desenvolvendo pela fÔrmula de Stirlil'lg

p. =------- e 
.J 2 11 \l ·,; )1 .. 

• 

Sendo 



�-----� - 00 

l 
li m P�=----
�➔-co .J2n 
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--

2 

Vale dizer que a medida que \) cresce um valor absoluto, a série t�m

d� a n.Ql"maliia.r-se aproximando-se de uma "gaussiana" , ( QUADRO III e GRÁFICO I) .. 

A foma como se normaliza é inversa, a binomial positiva é similar à

de Poisson, ou seja inviezada à direita. 

vai normalizando a distribuição do binômio 

ta.da. 

Mo GRÁFICO I 

� 
(2 - 1) 

pode apreciar-se como 

, e a caraéterf�tiêaapo,n 



; 

,,, -
\,' .,�. ', 
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Representação grifica do desenvolvimento do binÔ-

mio ,J 
(2 - 1) , para valores crescentes de \J ..
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QUADRO III 

Distribuição de filoxsras em 400 raízes de Vitiis vinifer.,ã (28) 
� 

Numgro da 

Filo:xeras 

o 

l 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 
11 

12 
13 

14 

15 _9 mais 

Totais 

Frequências 
Observadas 

2 

8 

22 
39 

53 
60 
59 
50 

39 

27 
18 
11 

6 

3 

2 
1 

400 

x = 5,9875 
.. 

8,5629 p. =
3 

,. ,. 
Frequencias Tsoricas 

Binomial 

1,64 

s,31 
21,64 

38,70 

53,42 
60,66 

58,98 
50,47 

38,77 

27,15 

17,53 

10,58 

5,95 
3,17 

1,60 

1,43 

400,00 

"' , 
requencias Teoricas 

- perficie curva Normal

7 88 
, 

10,52 

19,72 

31,96 
45.,28 

55,60 
60,44 

54,60 
44,84 
31,72 
19,40 

10,36 
4,80 

1,92 
o,68 

0,28 

400,00 

s
2 

= 

7,0773 

µ4 = 14.3,8516 

13 = 0,454 
,. 

moderadamente assi:metrica 
l 

f3 = 
2 

3,072 mesocurtica 
.. 

1,185 ')(. 

= 

� 
.:: .. 0,185

... 
"-.l = - 32,368 

Distribuição normal 

j.
2 = 11,778 não signlficativa com 10 G. L.. , mais de 30% .. 

Binomial generalizada 

x
2 = 010616 não significativa com 10 G .. L. , mais de 99% •
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4 • DISCUSSÃO DAS DISTRIBU1cQES 

[2] 

[3J 

As três distribuiçÕsis apontadas anteriormente 

e p 1 -p
(--) (1- --) 

e+ 1 
\) 

(}f,+'t1) .. 

e+ 1 

" ' ,. 
L- , -.J � L- , ..1- sa ... o ""q"2..Se reduzem a uma so, ja que e evidente que • � - Q � 

valentes com 

.. • 

l 
' q = 

e 
p=-

c + 1 e+ 1 

Com respeito a [3 J ter--se-ia: 

e p 1 
)-p = ( ( ) (l -

e + 1 e+ 1 

( 

e+ 1 
)l = 

I 'f = 
e e 

e+ l 

e 

e+ l 

e 

, 

e r = P (*) 

)
"'P{l -

1 '"'P 
-) 

e+ l 

l -p
--) 

e 

\J = - p • 

" 
Tambem se pode raciocinar da seguinte maneira: quando se desenvolve 

'J --º-)P( e + l )-p
(ll+)p) ,::( 

e+ 1 e 

p�r ser ') negativo 

";l!P_.-.-.... 

A desuniformidade 

V=-p • 

- .. -.-. ..

, ,. 
-.. -.-.-

que aparece nos símbolos e devida a que se quiz respeitar 

os símbolos que os autores usaram em seus trabalhos originais. 



portanto 

. :\J 
= (l -"f+ W) 

= (1 - '1 f

= (1 -,� ( 

(1 + 

l
)--)

l -V

e+ l 
}{�.

�°\) 
= }{ = ( 

e+ 1 

e 

... 21 -

)-p( 
e+ 1 

)p
e 

éom as consequentes deduções dos demais valorss. 

Por correspondências com essas igualdades pode-se determinar as equi

valsncias �ntre [ 2 J e [ 3 J com.o se seguei 

1 
){= -

p 

e nelprDeamente 

l 
p =-¾ 

q 

p 

� 
q = .. 

M r = .. \) 

# ,. . 

E evidentg que a forma binomial em que se expressa, esta ào alcance 

de qualqu.$r pessoa, com redu�idos conhecimentos :mate.rnâticos, como também as in

ferências que se fazem para seu desenvolvimento, embora os outros esquemas fazem 
* . . 

ttgcessario , por parte de quem os estude, de conhecimentos mais ou :manos prof'u.n-
# . ' •  illtd • A 

dos da Analise Mat�=m1at1ca , ademais na.o difere , salvo em sinal, do binomio da 
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probabilidades (q + p) n , de tal modo qus se poderia definir ;�te como um caso 

especl.al de binomial generalizada quando 1{ ,( 1 .. No caso em que )t tende a l 

a distribuição de Poisson seria tamb;m um caso especial da binomial ganera.liuda 

e, neste Último, quando não possuem tabelas de séries de Poisson (ll) 

resultados semelhantes ao aplicar aquela distribuição {QUADRO I) .. 

4.2.2 • Desenvolvimento dos momentos 

, se obtém 

Como se viu no 3.,3.3, os mpmentos da binomial generalizada, não di

ferem dos j� conhecidos para distribuição binomial e se obtêm diretamente dela. 
.. ... ,,, 

Para os outros modelos sua obtençao e muito trabalhosa e, ainda que 

a forma geral proposta por NOGUEIRA (24-) torna-a, ao mesmo tempo que elegante, 

ma.is singela, não logra alcançar a facilidade da primeira. 
. 

,. A 

Para maior facilidade, o desenvolvimento dos mrmi.entos se dara sobre 

o m.odêlo de GREENWOOD e YULE ..

Dada a distribuiçio cujos têrm.os são os da séri3 

e º l[1+-p-+ 
e + 1 e + 1 

p (p + 1) p (p + 1) (p + 2) 

] 2 ! ( e + 1)2 + 3 l ( e + 1)3
+ .. •

ocde a variável aleatória assume os valores O, l, 2, ••• , etc • 

O primeiro momento 1-1-Í 
.. 

e 

e 
)p 

[ e: 

p (p + l} p (p + 1) (p + 2) 

+ ••• ] i-ii,:: { +

(e+ 1)2e+ 1 1 2 1 (e + 1)3

.fatorando 

e 
,1' 

p 

[ 1 + p+ 1 (p + l)(p + 2) 

+ ••• ]1-Li = ( 
e+ 1 e+ 1 e+ 1 2 ! (e + 1)2 



P p e+ l n.1-1 
µi = <---> --- <---t· 

c + 1 c+l o 

e 

l-t1 = p/c •

O segundo momento 

- 2.3 -

(*) 

,.i, 1 =(-e_/[_!:.._ + 2 P (p+�) + 3 P (p+l)(p+�) + � P_�p+l)(p+2)�p+))
+ ...... ] 

' 2 e + l e + 1 ( e + 1) 2 l ( e + l) 3 l ( e + 1) 

fatorando 

p.• = 
3 

e p p ) p + l (p + l)(p + 2) 
µ' = (---) --- 1 1 + --- + _____,_ + 

2 e + 1 e + 1 ( e + 1 2 l ( e + 1)2 .. ,. ... + 

p + 1 
+---

e+ 1 [1
+ p + 2 (p + 2)(p + 3) 

]} + + •• " 
e+ 1 2 l (e + 1)2

[ 
p p (p + 1) 

= -- +---- • 
e 

O terceiro momento 

e + l p+l 
(--) + 

IJ, t 

·3
ssra: 

p + 1 e+ 1 p+2 
( )( ) 

e+ l e ] 

( e iP [ 
p 4 p (p + l) 9 p (p + 1) (p + 2) 

+ + -+ 

e+ l e+ l (e+ 1)2 2 1 (e+ 1).3 

+ 
16 p (p + l){p + 2)(p + .3) 

3 ! (e + 1)4
+ 

35 p (p + l)(p + 2}{p + J)(p + 4) 

4 l (e + 1)5 4 ••• ] 
-.-.d!II.- --.-,!;-.- -.-.-.-

{·*) A expressão 
e+ 1 p+l 

{---) est� substituindo 
e 

,. 

o desenvolvimento de

1 -p-1
(1 - ------) , valido para e )o .. 

e+ 1 
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r 
(p + l)(p + 2) e p p + 1 

/ t IL f :t;, { 
1 + + -------�- + ... 

'"3 

L 
2 J (e + 1) 2 o+ 1 e+ 1 e+ 1 

p + 1 

[ 3 
[ 1 +

p + 2 (p + 2)(p + 3) 
••• ] +

••• + -+-º __ ,, __ + 
e+ 1 e+ 1 2 J (e + 1) 2 

p + 2 

[
p + 3 (p + 3)(p + 4) 

- �t l
+ 1 + --· + + 

. .. J J e+ 1 e+ 1 2 l (e + 1) 2 

e p p e+ 1 p+l 
P' = {--) --- + (--)

3 e+ 1 e+ 1 e 
+ 

p + 1 
[ 

e+ l p+2
--- 3 (--) + 

e+ 1 e 

p + 2 e + 1 p+.3] 
+ (--)(--) 

e+ 1 e 

p 3 p (p + 1) 
= .. __ + _, ___ ___,,,._ +

e c2 

-
O momento µ* sarai 

4 

p (p + l)(p + 2) 

e') 

e p 
[ 

p 8 p (p + 1) 
.,.. :,; (---·) --- + ----- + 

27 p (p + 1) (p + 2) 
4 e + l e + 1 ( e + 1)2 2 l (e + 1)3 

-+ 

64 p (p + l)(p + 2)(p + 3) 125 p (p + l)(p + 2}(p + J)(p + 4) 
+ ---------- + -------------- +

3 J (e + 1)4 4 Z (e + 1) 5 

+ 21�_(p_+_1)�p � ~2_)(_p_+_3)_(_p_+_4_)_(_p_+_5_)_ +
] 5 l (e + 1)6 •. • 



(-e )P P 
p..' = 4 o+l c-t-1

e p p 
11' = (-) -·--
4 'C:+l c+l 

p + 1 
1+---+ 

e+ 1 

(p + l)(p + 2) 

2 l (e + 1) 2

7 (p + 2) 

- 25 ..

+ .. ". +

7+ -----+ 
7 (p + 2)(p + 3) 

2 1 (e + 1)2
+ ..... +

P + l 
+-

e+ 1 

e+ 1 

+--

6 (p + 3) 6 (p + .3)(p + 4) 6 + --- +
._+------+ ., .o+

2 1 (e + 1)2 e+ 1 

+ - l+ -+ -----+.º'"
P + 3 [ p + 4 (p + 4)(p + 5) ] 

e + 1 e+ 1 2 t (e + 1) 2 

c+ lp+l p+l c+l p+2 
(-) + - 7 (--) + 

e e + 1 e 

p + 2 [ c + lp+J p + .3 c + lp+4] + - 6 (-) + {-)(-) 
c+l e c+l e 

p.• = - + 
4 e 

7 p {p + l) 

_,. 
+ 6 p (p + 1) (p + 2) 

<r'
+ p {p + l)(p + 2)(p + 3) 

c4
• 

.. .. 

N '1'\ /1 • ,.,, 

Os momentos com relaçao a media serao: 

2 p . p {p + 1) 
µ = µ' - {µ•) = - + ---- - -2 2 l e 02 02 

p e+ 1 
� = - (---)2 e e 

ou e+ 1 
µ = p (--) 
2 

0
2 

11. ::; 11.t .., 3 11.l 11.I + 2 {µ'}.3r3 r.3 ,-2 rl 1 



ou 

l'-3 
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p p (p + 1) p (p + l){p + 2) 
= --- + 3- �-+ 

e 0
2 CJ 

[�-+ 
p (p + 1'._] p

.. 3 __ , __ ...., -·+
e e 

p e+ 1 e+ 1 1 
=-. --- {---+ -) 

e e e 

c2 + 3 e + 2 
/J·3 = P (-

3--)e 

6 p (p + l)(p + 2) 

�- -

P
J 

2-

c3

p (p + l)(p + 2)(p + J} 
=-+ 

7 p (p + 1) 

c2o 

p2 e+ 1 2 p 
µ =J-{----) +-•4 c2 e e 

c+l 
[ 

c+l
]1 + 6 · · -

e c2 

Como se pode ver os cálculos são trabalhosos e sUj9itos a 

.. 

.. 

'!rros, embora n9ste desenvolvimento_ figuram apenas as passagens principais ..

4.2.2.2 - Fórmula de Nogueira 

# # A 

Esta formula requer o conhecimento da medias a variancia. Segundo 

:NOGUEIRA (24) um .m.om.ento qualquer 
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ssndo válida esta igualdade para toda função de distribuição r(x) , que satisf'a ... 

ça a condição seguints! 

Portanto 

d 

dm 

:x - m 

f(x) = r(x) · · -
,l·

.. -� 

Para o modelo em qu9stao 

º I e-:> l 
r<x> = t· -l

e+ 1 (e+ l)x 

m = p/e -= --

• 

. " 
d 

dm p 

- r(x) = - - • - f(x)
do

r(r) • _ e: [P ( e /
""

l __:__ "_f_<_-:_>_f_ 
t' c+l (c+l) 2 (c+l)x 

l Cf) 1 " (e+ l}x-1

---------( 

e+ 1 

(e+ 1)2x 

_J_<1_>l (-�) [--P-
C e + l)x p e ( e + l) 

[ - e p + c2 x ]
= :f(x) 

p (e+ 1)



portanto 

dm 

f(x) 

p/c = m 

"
. . 

= f(x)

r 

l 
e 

d 

dm 

-- 28 ... 

x --

p e+ 
-·

e e 

..!:_ ( 
e+ 1

= t:)2

e 

x -m 

f(x) = 

r:l·

4.2.2.3 - Momentos pela fórmula de Nogueira 

.. . 

2 d 2 
µ. = 6 - µ + ll d 1-1-n-l n+l dm n 

d 
µ =('j2 _l.l. + ,/·µo 

2 dm l 

fJ-1 = o e 

p e+ l 
µ =c52 =-----

2 
e 

.. " 

p e+ 1 e?· d p e+ l 
µ. = - • --� (- -) -- (- • ---) 

3 e p d e e e 

p e+ 1 e+ l l 
µ = - .. --- (--- + -) 3 e e e e 



portanto 

d 
µ =,s2-tt +
4 i-•3 dm 

3 62 µ = 3 (L. +
2 e 
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e+ 1 2 
} + 

e 

p e+ 1 02 d 

[ p 

c2+3c+2] 
+ (-. )(--) ·- (-· ' ..... , )

e e p d e cl 

p 
= 3 (- •

e 

p 
jJ, = 3 (-.4 e 

e+ 1 

e 

e+ 1 

e 

>2+ 
p 
-·

e 

2 p 
) + - • 

e 

e + 1 c4 + 6 {c3 + 
• 

e 04 

e+ l 
[ 1 + 6 ( 

e+ l 

e e 

4.2.2.4 - Por analogia com a binomial gensralizada 

c2)

. ..:..) ]. o 

#til • .,,. ., # A A • 

Nao nec9ssita nenhuma demonstraçao IJª qn9 se vs a equivalencia dire-
, ' 

u ta, se por 3 .. 3.3 e 4.1 , substituir-se-a. os valores de \} , 'V a rv por seu.s

iguais 
- p

m = .) \V = p/c 

p 

l e+ l 
--

e e 

e+ 1 

e 

p c+l c+l 1 
= - • --- {---- + -) 

e 

e+ l 

e e e 

+-•---

[ e+ 1 
l + 6 (--- •

e e e 



Extendsndo ao modelo de 
,. 

Yule se tera 

111 ::: r -

q (q + 1) 
µ ::: r 
3 p3 

r q [ (1 + q)2 + 2 q] 

p4 

- 30 -

•
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5 - DISTRIBUIÇÃO INTERFERIDA 

Já se viu em 393�1 como pode um fenômeno qualquer ser interferido e, 

como pod.9 aumentar sua $Xpressão sstocástica a valores maiores que a unidade. 
lf /1 A # 

Neste capitulo se mostrara, em modelos teoricos, com suas corresponden 

tes comparações, como uma distribuição é interferida e como são distorcidos os va• 

lores paramétriCOSc 

Suponha-se que um jogador A atira, ao mesmo tempo, oito moedas, repe

tindo o experimento um nÚmero N de vêzes (por exemplo 512) , em companhia de um 
. ,

jogador B que pega, em cada lance, as moedas que saíram caras e , volta a Joga -

las, dando o resultado obtido a um observador que desconhece as regras do jÔgo e 
.. • 

b 
, 

somente deseJa sa sr o numero de caras obtido ao final de cada lance. (Em têrmos 

de pesquisa: um fenÔmeno em estudo, outro que interfere e o pesquisador anotando 

resultados). 

Se se soubesse que h� oito moedas, pensar-se-ia ds imediato num.adis

tribuição de frequências dada por 

512 (l/2 + l/2)8
' 

mas na realidade a distribuição apresenta uma outra forma. 

Para cada moeda jogada a probabilidade da não ocorrência de cara, pode 
,

suceder de duas maneiras: ou o jogador A obtem. coroa, ou obtendo cara, o jogador 

B, que neste caso torna a jogar a moeda, obtém coroa. Portanto: 

Para o joga.dor A: 

Para o Jogador B: 

P (Ã) = q (A)= 1/2 

probabilidade da jogar = l/2 

probabilidade de coroa = 1/2 

B/A) = 1/4 



Portanto: 
P coroa (A ou B) = 1/2 + 1/4 = 3/4 • 

Em fo�a de expressão estocástica interferida seria 

q (A) :.: 1/2 q (B/A) = 1/4 À = l 

um jÔgo de B para cada um de A) , 

• 

• • 

... 32 .. 

Portanto, como o nÚmero de moedas não se modifica ao final do jÔgo, o 

binômio em questão ;i

512 (3/4 + 1/4)8 • 

Ao mesmo resultado, de forma detalhada, pode chegar-se, desenvolven

do, para cada eventualidade, como ss distribuiriam as frequsncias (QUADRO IV). 

Como se podgr; ver, a distribuição se distorce, baixando a média em 

50% e a variância em 25%. 

Para comprovar como na realidade se comporta a distribuição, tomaram

se oito moedas e se realizaram 512 lances, com os resultados do QUADRO V. 

Para ver mais claro o ef'eito da interfersncia, supor-se•á os meamos 

jogador?-s do exemplo anterior 1 com a diferênça de que o jogador B agrega tantas 

moedas quantas as que sairam caras, dos lances de A, e, ju.ntando-as, volta a j� 
# " 

ga. ... las, o que equivale a duplicar o numero de moedas que sairem. caras. 

volvimanto será seguido no QUADRO VI • 

q (A)= 1/2 

" 

.. ..  

q (B/A) = 1/4 

}t = 1/2 + 2 (1/4) = l • 

, 
),. = 2 

O dese.9

Como se vê, chegou..,se ao caso limita da interferência, }e= 1. onde 

ela começa a ser percebida. 
"

Experimantalm�n1te, os resulta.dos obtidos com o ultimo exemplo constam 

do QUADRO VII • 
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Como se poder� ver, produziu-se a condiçã� necessru-ia para uma distri

buição de Poisson (m = µ,2) •

Em verdade não se trata de uma distribuição de Poisson, mas se não se 

soubesse as condições e o mecanismo do jÔgo; seria licito ajustar a série por uma 

distribuição ds Poisson? O certo; que ela se ajusta bem (QUADRO VII) • 

j 

o 

a. 

d 

o 

A 

NÚ-
ma
ro 

o 

1 

2 

4 

5 

7 

8 
-1· '

QUADRO IV 

D9senvolvimento das frequências com a interfersncia À = 1 

Frg
quen 
eia 

2 

16 

.56 

112 

140 

112 

56 

16 

2 

2 

--f--f 
512 2 

8 

$ 

16 

.Togad or 

Numero d e 

14 14 8,75 3,50 

28 42 35,00 17,50 

14 42 52,50 35,00 

14 35,00 35,00 

8,75 17,50 

3,50 

56 112 140,00 112.,00 

m = 2,00 

B 

earas 

0,875 

5,250 

13,125 

17,500 

13,125 

5,250 

o.,875 

·I

$6�000 

7 8 

Otl25 010078125 

o,875 0,0625000 

2,625 0,2187500 

4,375 0,4375000 

4,375. 0,5468750 

2,625 0,4375000 

0,875 0,2187500 

0,125 0,0625000 

0,0078125 
- -�-+· 1 

16,000 2,0000000 

µ2 = 1,50 

para oito motdas S$m a interferência do jogador B seria 

m = 4,00 µ2 = 2,00 

Fr9quências 

finais do 
. "' Jogo 

51,2578125 

136,6875000 

159,4687500 

106,.3125000 

44,2968750 

11,8125000 

1,9687500 

0,1875000 

0,0078125 

512,0000000 



QUADRO V 

Frequências obtidas na realização dos 512 lances do QUADRO IV 

� 

Frequências Numero 
de caras Observadas 

o 49

1 141

2 162

.3 104

4 40 

5 9 

6 5 

7 2 

8 -.-

Total 512 

.. ,, 
Jogo T�H>rico 

m = 2 

'2 = 1,50

q = 0,75 

p = 0,25 

n = 8 

Para o jÔgo teórico 

JÔgo Binomial 

Teórico Generalizada 

51,J 54,3 

136,7 137,1 

159,5 155,2 

106,3 103,7 

44,3 45,2 

11,8 13,4 

1,9 2,7 

0,2 0,4 

-.- -.-

512,0 512,0 

Binomial Genaralizada 

x = 2,00,39 

s
2 

= 1,5890 

� = 0,7930 = q

� = 0,2070 = p

:i = 9,6780 = n 

J
2 = 1,0621 para 5 G .. L .. , não significativo

Para a Binomial generalizada 

:{2
= 1,5404 para 3 G .. t .. , não significativo .. 
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QUAD
RO 

VI
 

Desenvo
lv

im
e11to das fr

equências 
oom a in

terf'erê:noia. 
1\ 

.., 
2 

J
o

g
a
d

o
r
 
B

 

4
 

6 
8
 

3 ,5 
1 ,75 

0,54
6875 

14,0 
10, 50 

4,375000 
21,0 

26,25 
15,312500 

14,0 
35,00 

30,625000 

3 ,5 
26,25 

38,281250 
10,50 

30,625000 

1 ,75 
15,625000 
4,375000 
0

,54
6
8
7
5 

··-

56,01 112,001 1
40,ooo

ooo 

(Núm
er

o de moedas que jo ga
)

10 
12 

--
-
_
,
 

0,109375 
0,013671875 

1,093750 
0,164062500 

4,921875 
0,902243750 

13,125000 
3,007812500 

22,968750 
6, 767578125 

27 ,562500 10,828125000 
22,968750 12,632812500 
13,125000 10,828125000 
4,921875 

6,767578125 
1,093750 

3,007812 500 
0,109375 

0,902243750 
o, 164062 500 
0,013671875 

.112
,000000J s6,ooooooooo 
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, 3 51562 5000 
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,3554

687500 
,0888671875 
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,0009765625 

o,000030507578125 
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1992187500 
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2647000 
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0
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QUADRO VII 

Frsquências obtidas na realização dos 512 lancgs do QUADRO VI 

Observada Jogo Teorico ricas de Poisson 

.. > 

Fr9quencl.as Teoricas 
Binomial Generalizada 

Frequ9ncia l , , l 
Freq usncias Te Ó .. 

·------· . --"··�---1 '*º= 

o 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
ll 
12 
13 
14 
15 
16 

9 
36 
75 
98 

101 
82 
54 
.34 
15 
5 
2 

-.-

l 

-.-

-.
... 

-.-

- .. -

11,92 
38 11 15 
72,48 

93,13 
98,80 
81,60 
55,84 
32,03 
15,56 
6,41 
2,23 
o,65 
0,16 
0,03 
0,01 
-.-

-.-

9,38 
37,51 
75,02 

100,03 
100,03 
80,02 
53,35 
30,48 
15,24 
6,77 
2,71 
0,99 
0,33 
0,10 
0,03 

] 0,01 

8,88 

35,79 

73,89 
100,73 
101-,99 
80,92 
53,41 

32,00 

14,59 

6,25 
2,38 
0,81 
0,26 
0,0"1 
0,02 

] 0,01 

------1----•--1--------+---------+----------

Totais 512 

"' # 

Jogo Teorieo 

m = 4 

iJ. = 4 
2 

q = 1 

p = o

n = ? 

512,00 512,00 

Binomial Generalizada 

= 4,00977 

s2 = J,85705 
.. 

0,96191 X
= 

.. 0.,03809 ·•:

A 

= 105,28023 "\.! 



Para o jÔgo teÓrieo 

X2 = 1,447 para 9 
... 

G. t. , nao significativo

Para distribuição d9 Poisson 

y
2 = 1,384 para 8 

Para Binomial generalizada 

)', 2 = 0,5897 para 7

-

G. L. , na.o significativo

.., 

G.L. , nao significativo

... 37 "". 

No modslo anterior baixou a média com :maiór velocidade que a variância 
#1 A # 4 

e neste último modelo a media permaneceu fixa, mas a va.riancia awnentou. 

dizer então que nwna distribuição interferida, ou baix� a média��� maior intensi· 

da.de q�s a variância, ou esta sobe :mais ràpidamente que aquela, ou baixa a m;dia e 

Para ver com maior clareza êste efeito, aumenta.remos a intensidade da 
4 ·

"" , , 

interferancia no Jogo de A e B, reduzindo o numero de moedas aso quatro, para 
#t.t ,. , , 

na.o complicar os calculos e fazer mais viavel o experimento pratico. 

A interferência que realiza 
# ,. 

B e triplicando o numero ds mo.adas 

jÔga em função das caras obtidas por A (QUADROS VIII e IX) • 

q (A)= 1/2

1 
}t= - + 

2 

''4, 
= .. -

l 5

4 4 

q {B/A) = 1/4 
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QUADRO VIII 

Desenvolvimento das fr9quências com a interferência � = 3 

.. 
Frequen Jogador B (nÚmero de moedas em jÔgo) F.requênei as
eia sem 

interfg o 3 6 9 12
finais 

rir -�"'---- do 
... 

Jog o

Joga- l o .32 32 16 3 0,25 0,0078125 51,2578 125 

dor A 
1 128 

(I�Úme-
38 18 2,25 0,0937500 68,34.37500 

ro de
2 192 48 45 9,00 0,5156250 102,5156250 

caras) 3 128 16 60 21,00 1,7187500 98,7187500 

1. 4 1 3� 45 31,50 3,8671875 80,3671875 

5 18 31,50 6,1875000 55,6875000 

6 .3 21,00 7,2187500 31,2187500 

7 9,00 6,1875000 15,1875000 

8 2,25 3,8671875 6,1171875 

9 0,25 1,7187500 l,9687500 

10 0,5156250 0,5156250 

11 0,0937500 0,09.37500 

1 12 f - 1 -+ ,-- �·
0,0078125 

1 
0,0078125 

------· . 

Totais 512 32 128 192 12$,00 32,0000000 512,0000000 



1\Twnero 

de Caras 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Totais 

F. 
.. • 

requencias 

Frequências 

Observadas 

43 

71 

104 

100 

78 

53 

.35 

18 

8 

2 

-.. -

-. ·-

-.-

-.. -

-.-

512,00 

... 39 .. 

QUADRO ll 

obtidas na realização dos 512 lancss do QUADRO X 

.. ,. 
Jogo Teorieo 

51,26 

68,34 

102,51 

98,72 

80,36 

55,69 

31 ,-22 

15,14 

6,12 

1,97 

0,52 

0,09 

0,01 

-.-

-.-

512,00 

,,, 
. ... . Frequeneias Tao-

ricas de Poisson 

23,68 

72,79 

lll,83 

114,57 

88,05 

54,15 

27,75 

12,20 

4,69 

1,60 

0,48 

0,15 

0,04 

0,01 

...... 

512,00 

... ,, 
Frsquenoias Teoricas 

Binomial Generalizada 

.32,19 

80,42 

107,74 

103,15 

78,92 

52,26 

29,35 

15,19 

7,23 

3,22 

l,35 

0,53 

0,20 

0,07 

0,03 

5ll,85 



.. ,, 
Jogo Teorico 

l-12 = 3/75

}[ = 1,25 

'f) = - 0., 2; 

\J = -12,00 
.. " 

Para o jogo teorico 

Binomial Generalizada 

= 3,0742 

s2:; .3,7836 
,. 

1,2307 )'{. = 

A 

0,2307 '\y 
= ... 

...) = - 1.3,3260 

12 = 2,8455 para 8 
.. 

Gº L. , nao significativo. 

Para distribuição de Poisson 

Para Sinomial generalizada 

,X2 = ?,1236 com 6 G. L .. ., não significativo.

... 40 .. 

• #ti A # 

Neste modelo v-ese que a variancia ultrapassa a media, levando adis-

tribuição a uma binomial negativa. 

Nos QUADROS X e XI s9 apresenta uma distribuição de !!!7obia mbri! 

cu.lua, em 100 fÔlhas de :macieiras, no primeiro caso em. zonas expostas ao ven• 

to e no segundo em zonas abrigadas. 

Corno se poderá notar a distribuição est� interferida pela ação dos 

ventos, sendo uma binomial negativa, enq�anto que, onde não sofre a influência 

daqueles, se distribui segundo uma s;rie de Poisson como era de se esperar .. 



-.-......

QUADRO X 

Distribuição de "Aranu9la parda'' (!kY!tl!iLl:'Ubr,ioculus) 

em 100 fÔlhas de macieiras {*) 

Numero de 

Acaros 

o 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Frequ;ncias 

Observadas 

26 

35 

18 

9 

6 

4 

1 

1 

-.. -

Frequências Teó

ricas de Poisson 

21$2 

32,9 

25,5 

13,2 

5,1 

1,6 

0,4 

0,1 

-.-

Mais de 8 -.- -.. -

. I · 

Totais 100 .· 100,0 

X ::: 1,550 
,. 

1,4907 X, ,::: 

Para a distribuição de P.oiss-on: · 

X2 = 9 ,1695 * , pat'a 3 G. L.

Para a Binomial g�neraJ.igada 

A, • 
,, 

FrequenCJ.as Tso-
ricas Binomial 
Generalizada 

11,4 

5,8 

2/J 

1,2 

o,; 

0,2 

0,1 

100,0 

v2 = 2 1421 
,1, , . ' para 2 G. L .. 

,. 
nao significativo 

-.-.-.- -.-.. -.... 



Número de 

Acaros 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Totais 

- 42 -

QUADRO XI 

Distribuição das Bryobias. em zonas abrigada, perto da

alameda 

.. . Frequencias 

Observadas 

3 

25 

29 

19 

10 

8 

4 

2 

-.-

- .. - .. 1

100 

X = 2,5800 
.. 

l{ = 0,9723 

::: 93,2084 

.. 

Frequencias Teo-

rica de Poisson 

7,4 

19,.3 

25,1 

21,8 

14,1 

7,4 

3,2 

1,2 

0,4 

0,1 

100,0 

Para distribuição de Poisson 

Frequências Te�ricas 

Binomial Generalizada 

7,1 

18,8 

24,7 

24,4 

13,7 

7,0 

2,9 

1,0 

0,3 

0,1 

100,0 

s2 = 2,5086

:f2 = .3
1
0258 não significativo para 3 G. L .. 

Para Binomial generalizada 

;r.2 = .3, 7584 não significativo para. 2 G. L.

,-
. 

A ,_ 

Tambgm mostram o efeito de yma interferencia, um grupo de familias 
,- _,,l// 

classificadas pelo numero de filhos y.[vos (27) • (QUADROS nr e XIII) • 
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QUADRO JII 

Distribuição de 
,. ,, 

1.37 familias pelo numero de filhos vivos. 

Dados obtidos das tribos de Anca.truz , Longuitran e Mel 

lado Morales - Pr-ovincia de Jlfouqusn 1 Argentina , 1964 

(27) ..

NÚrnero de Filhos 

Vivos 

... 
Frequencias 

Observadas 

Frequências Te;- Frequências Te;ricas 

ricas de Poisson Binomial Generalizada 

o 5 2,5 3,4 

1 17 10,0 11,7 

2 23 20,1 20,8 

3 22 26,8 25,6 

4 20 26,8 24,7 

5 17 21,4 19,7 
6 14 14,3 13,6 

7 8 8,2 8,4 

8 5 4,1 4,7 
9 3 1,8 2,3 

10 2 0,7 1,2 
11 1 0;3 o,6 

Mais de 11 -.- -.- 0,.3 

To.tais 137 137,0 1,37,0 

X = 4,0000 

" 82 

= 

4,7059 
- 1,1765

,. 
"'22,6667 

'j == - O,1765
� = 

Para distribuição de Poisson 

x
2 = 13,7556 * ,  para 6 G. L. 

Para Binomial generalizada 

,t2 
= 5,5847 não significativo, para 6 G. L. 



QUADRO XIII 

Distribuição de 48 familias do QUADRO XII , onde a idade 

da mulher estava entre 20 e 25 anos 

,, 

- 44 •

l\TÚtnero de Filhos Fr,squências 
.. 

Freq uencias Teo-
A 

• Fraquenc1as Teoricas 

Vivos 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Mais de 

Total 

Observadas ricas de Poisson Binomial Generalizada 

4 3,6 3,5 

9 9,3 9,4 

12 12,1 12,3 

10 10,4 10,6 

7 6,8 6,7 

4 3,5 3,4 

2 1,5 1,4 

6 • o,8 0,7 

48 48,0 48,0 

X = 2,5625 
s2 = 2,4641

.. 

0,9616 }t 

.. V 
= 0,0384

= 66,7285 

Para a distribuição de Poissonz 

_x
2 = 010831 , não significativo para 3 G. L.

Para a Binomial generalizada: 

1
2 = 0,2099 1 não significativo para 2 G. L.

- , ,. 
No QUADRO XII, a distribuiçao esta interferida pelo numero de fi-

lhos mortos que abaixa a media e aumenta a variância. 
,. 

Pelo contrario, no 

QUADRO XIII, embora o nÚmero de dados seja escasso, pode-se ver que aquela in-
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terferência não chega a afastá-la de uma série de Poisson, dado o pequeno inte,!". 

valo de tempo em que estejam classificadas a mais. 

5.2 ·- .f...1:!nçÕes ContJnu2.§. 

O fenômeno da interferência, mostrado sm 5.1, apenas seria possí

vel ser aplicado no campo continuo, mas se pode dizer que� se se toma uma qua� 

tidade suficientemente grande de dados, de um fenômeno continuo, e se os agrupa 

sm uma distribuição de frequências e, em intervalos de classe segundo as rór.mu

las 

a = 
n 

sendo n o nÚmero natural mais próximo do valor da expressão 

n
= 

log N 

log 2 
+ 1 

a = amplitw:ie do intervalo de classe 

VM - Vm = amplitw:ie total de variação

n = nÚmero de intervalos 

N = universo (nÚm.ero total de dados). 

Atribuindo-se o valor zero ao primeiro intervalo, correspondente ao 

zero da distribuição continua, e assim sucessivamente, em correspondência un!v.2 

ca com a sucessão na.tu.ra.1 dos nÚmsros, aos demais intervalos, aquela distribui� • · 
.., a ,. 

Çao ficara descontinua e pode ser a.plicada a tacnica da binomial genaralizad� 1 

�, se se desejar maior precisão ainda, poder-se-ão corrigir as frequ;noias teó

ricas por diferenças finitas. 

Os QUADROS XIV e XV sÔbre dados de Chuvas �.m dois meses, um sêco 

(Julho) e outro chuvoso (Janeiro) durante 67 anos, 9fil Campinas (12) 1 mostram 

por s! só a excelência do ajuste. 



QUADRO XIV 

Distribuição das chuvas do mês de Julho em Campinas , no p9riodo de 

1896 a 1956 • 

mm. de chuva

o - 21 o 

21 - 42 1 

42 - 63 2 

53 - 84 3 

84 - 105 4 

105 - 126 5 

126 - 147 6 

147 - 168 7 

Total 

Frequência 

Observada 

,. . " 
Frequ•,mcia Teo-

rica ds Poisson 

40 27,0 

12 24,5 

6 11.,2 

4 3,4 

3 o,s 

-.- O,l 

2 -.-

- .. - -.-

67 67,0 

X = 0,9104 

}{. = 2.,2710 
,. 
\) = - 0,716J 

s2 = 2,0676 
.. 

'
'+" 

= ... 1,2710

Para a distribuição de Poisson� 

2 *""* 

,X = 17,7.392 , para 2 G. L. 

Para a Binomial generalizada: 

,:;,,... 
.. . " 

%.·equenro.as Teoricas 

Binomial G9neralizada 

37,2 

15,3 

7,2 

3,6 

1,9 

1,0 

o,; 

0,3 
·--·---"·--

67,0 

X2 = 1,9090 , não significativo, para 3 G. L. 



QUADRO XV 

Distribuição das chuvas do mês de Jansiro, em Campinas, no período 

de 1896 a 1956. 

mm. de chuva

o - 83

83 - 166 

166 - 249 

249 - .332 

332 - 415 

415 - 498 

498 ... 581 

581 .. 664

664 - 747 

Total 

X 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

.. . Fraqueneia.s 
.. . ,, 

Frequsncias Tso-

Observadas ricas de Poisson Binom1� Qgn�ralizada 

l 

12 

27 

17 

6 

2 

1 

1 

- .. -

67 
... 
X = 2,4478 
.. 

rt = 0,6349 
.. 

'\) = 6,7041 

s2 = 1,5540 

\' = 0,3651 

5,8 

14,2 

1'7,4 

14,1 

8,? 

4,2 

1,7 

o,6 

0,2 

66,9 

· i • • . 

.· �i2

12,3 

21,2 

18,2 

9,7 

1,8 

o,; 

0,1 

- .
... 

67,0 
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No Capitulo 5 da tese, se demonstraram es efeitos de uma intsr-
li " ,, 

Mas e necessario esclarecer que esta nem sempre levara a uma bino-
"' #1 -o'li$ ' 

mial e porem a uma binomial negativa, dependendo, a distribuiçao final, nao S! 
;li , .. # 

mente em si so, mas da amplitude do fenomeno interferido, como tambem de sua 

pr�pria distribuição, al�m da forma e natureza com que incide a int9rferência. 

Casos há, que embora fazendo-se os cálculos, como no ref�rido capf 
P A -tulo, determina-se a media e a variancia com exatidao. Entretanto, se se de-

senvolve a série binomial, o resultado não confere com o verdadeiro desenvolvi 
p A 

mento do ssquema proposto ja que, por vezes, chega-se a uma bi-modal I como no 

QUADRO XVI , onde se supõe um jÔgo como o do 
' 

5.1, mas somente com duas moe-
,.

das e triplicando o numero de moedas em que saem caras. 

Segundo o crit�rio de interf'er;ncia o desenvolvimento estaria dado 

pelo binômio 

{5/4 - 1/4)-6 ,

para À= 3 e n = 2. 

Portanto a média e a variância seriam 

m = - 6 {• 1/4); 1150 

�2 = - 6 (- 1/4)(5/4) = 1,875 , 

> # A 

e como se podera ver, o·resultado e o mesmo que aquele proveni�nte do verdadei-
A A â • 

rc desenvolvimento, apesar de que as frequencias calculadas por este ultimo na.o 
- fl .. ' � . À . sao igruu.s as calculadas por aquele b.1.nomio.

Pode provir êste fato, a que só se tomaram, para a distribUiçâo ge-

neralizada, os dois primeiros momentos. 

É evidente que Ã deve haver restrições que o autor tratou de pes

quisar, mas eom resultado negativo., 
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valor de À (interferência) excede o valor de n (expoente do binômio sem a 

interfsr9ncia) a distribuição apresenta-se na forma dita anteriormente. No 

caso exposto À= 3 e n = 2. 

O fato 9 de natureza pura.mente teórica já que o parâmetro À
,. " 

so 9

�stim�vel quando são conhecidas as regras do jÔgo, o que na prática dificilmeD 

te pode ocorrer. 

Como no caso dos jogadores supoi-se-� que o jÔgo de A se distri

bui normalmente e B joga novamente as frequências obtidas por A com uma 
- # ,,_ # 

distribuiçao tambem normal e ,  para facilitar os caleulos se supora que ambas, 

sÔbre um universo n = 1.000, possuem média zero e variância um. (QUADRO 

XVII) 
QUADRO XVI 

Distorção da distribuição quando X ) n ( >. = .3 

Jogador B
Freque_!! o N .. de Moedas Jogadas

oia.s 
3 6 

Jogador A o 128 128 32 2 
,. 

Numero de mo!à l 256 �.- 96 12 
das joga.das 

2_J 128 -.- 96 30 

3 -.. - -.,- 32 40 

4 -.- .... - -.- 'º 

; ....... ... .. - -.- 12 

6 -.- -.. -

1 
.... - 2 

• 1 .. • 1 . . 

Totais 512 128 256 128 

?68 2112 - 1152 
m= = 1,50 µ = 

512 
2 512 

= 1,875 

; n = 2 ) 

.. 

Frequen-

oia.s 

Totais 

162 

108 

126 

72 

30 

.12 

2 

512 

Binomial 

Negativa 

l.34,22 

l61,D6 

112,74 

60,13 

27,06 

10,82 

3,97 

1,36 

0,40 

0,20 

512,00 
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Como se pode ver, a distribuição resultante é normal, com 131: O

e 132 = 2,9996: 3 e , o mal s interessante é que todo o desenvolvimento dá

uma superfície de correlação, o que permitiria definir a correlação, como a m� 

dida. da interferência de wua distribuição sÔbre outra. QUADRO XVII 



... 51 .. 

QUADRO XVII {continua) 

Desenvolvimento das f'requâncias de duas distribuiçÕss normais que 

interf'ersm-se 

li · 
Frequência do Jogador B para. 

j ------t·---- _5 -· �---4 __ - _3 __ J__:-�----1--�-:_1 ____ , �-
- 8 0,00002 0,00005 

- 7 0,00020 0,00137

- 6 0,00082 0,01389

Frequên- - 5 o,00129 0
1
05540

cias do - 4 0,00082 o,08?77

Joga- - 3 0
1
00020 0

1
05570

dor A - 2 0,00002 o,03189

para - 1

o

1

2

3

4

5

6

0,001.37 

0,00005 

0,00002 

0,00137 

0,03573 

0,00020 

0,01387 0,00082 

0,.36220 0,36220 0,05540 

1,44485 3,67206 1,44485 

2,28878 14,64825 14,64825 

1,40485 23,20430 58,43354 

0,36220 14,64825 92,56458 

0,00001 

0,00129 

o,08777 

2,28878 

23,204.30 

92,26458 

0,03573 

0,00137 

0,00002 

J,67206 58,43354 146,63156 

0,36220 14,64825 

0,01389 1,44485 

0,05520 

0,00002 

22,56458 

23,20430 

2,28872 

o,08777 

0,00129 

0,00001 

7

8 
--· -1 ----+-----·-----·-· · ➔---,-t 

Frequências 

Totais 
0,00337 0,22919 5,97712 60,59730 241,73030 382,92602 
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QUADRO mr

( continuação} 

Fr9quência do Jogador B para Fr ,. . 
equsncias 

�-"--·•-·�-•-·- 1 
1 

� 
2 

1- 3 4 5 Totais 

- 8 0,00009 

- 7 0,00314 

- 6 0,06516 

- 5 o,83778 
" 

- 4 0,00002 6,73894 Frsquen-

cias do - 3 0,05540 0,00020 .33,98526 

Joga .. .. 2 1,44485 0,01.389 0,00002 107,75966 

dor A - 1 14,64825 0,36220 0,00137 215,15280 

para o 58,43354 .3,67206 0,03573 0,00005 270,91432 

1 92,56458 14,64825 0,36220 o,OOlJ'l 215,, 15280 

2 58,43354 23,20430 1,44485 0,01,389 0,00002 107,75966 

3 14,64825 14,64825 2,28878 0,05540 0,00020 33,98526 

4 1,44685 3,67206 1,44485 0,08777 0,00082 6,73894 

5 0,05540 0,36220 0,36220 0,05540 0,00129 0,83778 

6 0,00082 0,01389 0,0.3573 o,01389 0,00082 0,06516 

7 0,00020 0,00137 0,00137 0,00020 0,00314 

8 o, 00002 I o, 0000_5_ l o_, 0?ºº2 i .. o,ooOC!_(
➔ • . ' ·I •

Fr<21quência.s 241,73030 60,59730 5,97712 0,22919 0,00337 999,99998 
Totais 
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7 - TRANS�Ç,ÃO DE DADOS 

At • li • # ,. A distribuiçao binomial negativa, e ass:unstr1.ca, corresponde, qua_n_. 

do se faça an;lise de variância com tais dados, a que êstes sejam transforma.dos. 

Para o caso geral (7) 
,, ,, 

a va.riavel Xi e transformada num.a nova�

riável f (X) suposta normal, e independentemente distribuida, com msdia µ e 

variância ó
2 , que para uma. amostra n é representada simbolicamente por 

1 

1 
= ____ ..,....,_ 

csn (2 w)1Y2 " e

Se se conhece a disti-ibuição da variável x1 
f (x1) mais adequa.da para normalizar os dados.

,. ,. 
e possivel achar a de

P · "" i ; f ., d •a· t 
,,

ara o caso em que a varianc a e uma unçao a me 1a, er-se•a

ó2 = g (µ) 
... # 

e a transforma.çao aproximada e fornecida pela integral indefinida 

obtemos 

pois 

l-=ª-=-x=---- = r (x) •
"' J g (X) 

Por ser no caso da binomial negativa 

ó2

• • 

., .

.,..✓ 

- =: '){

µ 

ó2 = ){, µ 

dX 
= 

J'x X

rx 
� 



... ... 

transfomaçao esta, igual a que ss usa para o caso de Poisson. 
j; ... ,. 

J Pode-se tambem fazer a correçao segundo a formula x
1 

+ 0) $ , 

embora seja mais conveniente a forma 

onde a : um valor de ajuste que poderá ser calculado por recorrência. 

Como não se dispunha de dados fornecidos por outras pesquisas, to-

mou-se a. distribuição de Jg:yobia do QUADRO X , sendo elaborados cartões com 
� 

os numeros O, 1, 2, etc., em quantidade correspondente a sua respectiva 

f 
" . requencia e de onde se tiraram cinco amostras de dez dados cada� (;orn a npos,! 

ção dos cartões. 

Unia daquelas amostras (consideradas como tratamentos) foi sorteada 

para que seus dados fossem abaixados de uma unidade (menos os zeros) como se 

um tratamento qualquer tivesse a propriedade de diminuir a população, para te� 

a certeza de que ll.m deles diferiria dos restantes. 

Nesse sorteio foi favorecida a Amostra IV , QUADRO XVIII .., 

Nos QUADROS XIX , XX 
. > 

, XXI e XXII, figuram as analises de 

variância dos dados sem transformação e transformados pelas fórmulas anterior

mente apontadas. 

Como se poderá ver, no primeiro caso, o valor de F não acusa di-

ferenças significativas entre amostras, embora se saiba que a Amostra IV e 

diferente das outras. 

"!,..U�am valores de F significativos para o nível de 5% de probabilidade. 
,. 

Testados pelo teste de Tukey , os dados transformados pela formu-

la ,,.JX s; apresentam diferenças entre os Tratamentos III e IV ( QUADRO XXI) 

e aqueles transformados pela rÔnuula .J X+ 0,5 , não apresentam diferenças 

significativas, devido ao fato de que êste teste é muito rigoroso, pois sé po-
,. 

de comprovar, pelo testa de ! , que ha contrastes ortogonais signiricativos. 



To-
tal 
x 

Porém, seria melhor transformar os dados pela fórmula J X + a. , 

dado n por recorrência, para quem desejasse trabalhar com uma .maior precisão. 

Nos oosos em que os dados provenientes de uma binomial negativa são 
N A -

expressos em porcentagens, embora na.o se de exemplo, a transfo.rmaçao, por anal� 
" 

gia com a binomial positiva, sera 

/ 
óX 

w J X (1 - X) 
= 2 are sen ,rT" 

ou para melhorar a normalização 

determinando a. 

f (X} = are sen .J X + a 
A 

• por recorrencia. 

QUADRO XVIII 

Dados das Amostras 

transformação 
.., 

Transforma.çao por rx Transformação por 

II 

1 O 

1 1 

2 5 
1 4 

3 5 

O 2 
O 2 
3 l
O 1 

III 

1 

l 

4 

3 

5 

3 

1 

1 
o 

IV 

o 

o 

1 

2 

1 

o 

o 

o 

l 

V I II 

5 1,0 o,oo 

5 1,00 1,00 

l 1,41 2,24

4 1,00 2,00 

1 1,73 2,24 

1 o,oo 1,41 

1 o,oo 1,41 
l 1,73 1,00

2 o,oo 1,00 

III IV V I II III 

1,00 o,oo 2,24 1,22 0,71 1,32 

1,00 o,oo 2,24 1,22 1,22 1,22 

2,00 1,00 1,00 1,58 2,35 2,12 

1,73 1,41 2,00 1,22 2,12 1,87 

2,24 1,00 1,00 1,87 2,35 2,35 

1,73 o,oo 1,00 0,71 1,87 1,87 

1,00 o,oo 1,00 0,71 1.,22 1,22 

1,00 o,oo 1,00 1,87 1,22 1,22 

o.,
oo 1,00 1,41 0,71 o,71 0,71 

,J X+ 0,5 

IV V 

0,71 2,35 

0,71 2,35 

1,22 1,22 

1,58 2,12 

1,22 1,22 
0,71 1,22 

0,71 1,22 

0,71 1;22 
1,22 1,58 

4 6 4 o o 2,00 o,oo 2,00 o,oo o,oo 2,12 2,12 2,12 0,71 0,71 

15 21 23 5 21 9,87 12,30 13.,70 4,41 12,89 13,2.3 15,89 15,42 9,50 15,21 

1,5 2,1 2,3 0,5 2,1 0,987 1,230 1,370 0,441 1,289 1,32.3 1,589 1,592 0,950 1,521 



QUADRO XIX 

Análise de variância dos dados não transformados 

Causas de Variação G. L .. s .. Q .. Q. M. F 

.Amostras 

Residuo 

Total 

4 

45 

49 

21,6 

112,9 

134,5 

F05 = 2,58

QUADRO XX 

5,400 

2,500 

2,15 

� A # J-::-Analise de variancia dos dados transforma.dos pela formula � X. 
,, 

Causas de Variação G. L .. s. Q. Q. M. F 

Amostras 4 5,658732 1,414633 2,792 *

Residuo 45 22,800390 0,506675 

Total 49 28,459122 

Teste de Tukey: ô.= 0,905 

QUADRO XXI 

Amostras I II III IV V X 

I //Ili -.- -.- -.- -.- 0,987 

II /Ili/ -.. - -.. - ""!e• 1,230 

III Ili// * -.- 1,370 
_,·� 

IV Ili// -.- 0,441 

V Ili// 1,289 



QUADRO XXII 

Análise de variância dos dados transformados pela fÓrmuJ.a 

..rx + 0,5 

... 
Causa de Variaçao G. L. s. Q. Q .. M. 

-----

Amostras 4 2,45530 0,738825 2,630 *

" 
Residuo 45 12,64055 0,280901 

Total 49 15,59585 

Teste de Tukey: 6 :::: 6,71 > 0,642 

, , , 

que e a diferença maxim.a entre medias de tratamentos 

Teste de 1

t = iii
1 

+ m
2

+ m
3

- 3 m
4 

= 1,654 

v{i) = 0,5806

.. 
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8 � DISCUSSÃQ DOS RESULTADOS E CONCLUSOE§ 

Foi permitido ver-se, através de todo o desenvolvimento desta te

se, que uma interferência é algo que desconh3cemos na priori", e somente a 

distorção que oferece a série nos faz suspeitar de sua existência. Quanto 
" 

ao conhecimento dela, salgo fluido e na maioria das vezes impreciso e depende 
> , 

Por exemplo, a variação de risco a que se re-do criterio com que e julgada. 

ferem GREEJ.'VWOOD e YULE (15) , não é mais que a interfersncia que provoca cada 

individuo com seu maior ou menor conhecimento do perigo de acidente a que está 

exposto e seu distinto grau de confiança em si mesmo, sÔbre um.a distribuição 
' A N N 

que, possivelmente, fora binomial comum se nao existissem tais condiçoes. 

A mortandade de individuos em um meio hostil, ou frente a um.a doen 

ça, se ver; interferida pela resistência a êsse mesmo m8io ou doença. 

At; no caso das distribuições de chuvas poder-s9-ia diz�r que es-
... - # 

tao interferidas por açao de outros agentes clim.a.ticos, como por exemplo, a-

ção dos ventos, e que determinam maiores ou menor�s condições de viabilidade. 

No caso especial da distribuição de Poisson, pode-se dizer que 
,, # 

tambem. e umà binomial interferida, por um.a causa tal, que faz a probabilidade 
' . tender a um.dada, e 

, 

a zero, dando-lhe o caracter de acontecimento raro. 
# , 

Se e fortsmante interferida por essa ou outras causas, sera levada a uma bino-

mial negativa .. 
; N • A 

Para dar um.a ideia mais clara,apesar de nao possuir dados sobre o 
• r • , # 

fato a expor, que confirmem este raciocinio, dir-se•a que, por exemplo: o nu-

mero de fal9cimentos por dia que :pá, numa população sufici9ntsmente grande � al

go que se distribui regularmente (quase forma normal), mas s9 se anotaram s�

menta os st.ú.cidios, êstas são produzidos pela influência ds fatôres pessoais• 

que os faz caso raro e, se tais fatos foram pesquisados num.a época de depres-
l'f# "- •  # > # , N 

sao economica, d�sastre social ou político-social, e bem possível que ja na.o 



se encontrará uma distribuição de Poisson, senão uma distorção dela, por in

terferência daqµelas causas, que a faça chegar a uma binomial negativa. 

Para ser mais claro ainda, pode-se exprimir tais fatos segundo o 

GRÁFICO II .. 

Campo binomial comum 
o 

GRÁFICO II 

Distribuição de 

s 
Poisson 

1 

Campo binomial negativo 
➔ 

co 

Ação da interferência 

relação 

Quando a binomial generalizada é uma binomial negativa demonstra-
, . se que para valores fixos de }{ e \p , a medida que \) tende a - co a serie se 

.. ' 
vai normalizando e apresenta uma imagem virtual da tendencia a normalidade de 

uma binomial comum. 
" # A • • • il'f# 

Casos ha em que a interferenc1a distorce a distribuiça� de tal fot 
. , ... 

ma que Ja nao segue uma binomial generalizada, proporcionando-se mais de w:na

moda e ,  em outros, ainda que altere a distribuição, não altera a sua nature

za, pelo que deve ter-se precaução ao aplicar a distribuição binómial genera

li.zada. 

Nos casos em que se aplique análise de variância a dados que apre

sentem uma distribuição binomial negativa; conveniente transformar aqu;les d! 

dos pela fÓrm.ula J"x + � e nos casos em que as contagens sejam expressu ·e?ll 
JI, , I , 

porcentagem dever-se-a transforma-las pela formula aro sen .J X+"� • 

A fÔrmula binomial generalizada que se propõe, apresenta vantagens 
À ,, 

sobre as outras formulas por: 



1�) Singelez na compreensão de seus fundamentos, pois se associa a 

uma distribuição binomial comum conh9cida. 

2�) Facilidade de c�lculos. 

3�} Determinação direta dos momentos. 

4�) Unificação de três distribuições ( binomial de Poisson e bino� 

mial negativa) em uma só. 
• • • 4 , Poder•se-a aplicar tambem, com cautela, a fenomenos continuos. 
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9 - RESUMO 

Devido a uma anomalia relativa; distribuição de Poisson em conta

gens de leveduras, o autor chegou a uma distribuição binomial que não é mais 

que o modêlo de GREENWOOD e YULE, mas por diferente caminho e com o concei• 

to de interferência. 

Apresenta o esquema de YULE 

e o de GREENWOOD e YULE 

e p 
(--) (1 -

e+ 1 

l -p
---) 

e+ 1

Baseado na relação 2- determina o que denomina expressão esto-

c:stica, dado que essa relação quando� maior que um escapa ao conceito de pr2 

habilidade 

npq 

m. n p
= q 

.. 4 I 

Essa expressao estooastica e simbolizada pela letra grega )L. 

Demonstra o autor que ela pode ser maior, ígual ou menor que a unidade, segun-

do seja a intensidade da interferência. 
' -

Determina que a outra expressao est2 

cástica 'V deve-se somar um e qus o sinal de V será igual a.o do o/ , isto � , 
li 

sera negativo. 

Desenvolve o binômio 

( }{ +11-' )\/ 
demonstrando sua. tendência à normalidade quando "'\) cresce em valor absoluto. 

Apresenta a equivalência desta distribuição, com os modêlos de 

YULE e GREENvJOOD e YULE, enumerando as vantagens apresentadas sÔbre estas. 
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SÔbre a hipótese da interferência, ·construiu esquemas teóricos pa-
,, ' 

ra apresentar como se distorce uma binomial ate chegar a binomial negativa, bs 
... 

seando•se no modslo 

)( = q {A) + >-. q (B) , 

sendo q (A) a probabilidade contriria da distribuição de A; q (B) a pro

babilidade contrária da distribuição B que interfere e À o coeficiente de 
. 

,. 
. 1.nterferenc1a. 

Com exemplos práticos mostra a realidade de suas afirmações, tranÊ 

ferindo-as ao campo continuo. 
JI ... ,., 

�efere-se, pore.m., a casos onde nao se produz a binomial gensralizs 

da, alertando sÔbre seu uso indiscriminado. 

Para as contagens que sigam a distribuição binomial negativa, ter

se ... � que fazer transformaç�o dos dados pela fórmula .J X + o, , ou, se for�nn 

sxpressos em porcentagem, pela fórmula are sen J X + a • 

1�) 

2�) 

3�) 

4�) 
o 

5 .. ) 

As conclusões a que se chega, finalmente, são: 

:Valor singelez. 
� 

Facilidade nos calculos. 

Determinação direta dos momentos. 

Unif'icação das três distribuições. 

Aplicabilidade a fenômenos contínuos. 
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