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METODOS DE HENDERSON PARA

COMPONENTES DA VARIANCIA DE DADOS NAO BALANCEADOS

Autor: WALTER VERIANO VALERIO FILHO

Orientador: Cassio Roberto de Melo Godoi

RESUMO

0 presente trabalho trata de algumas tecnicas
para a determinacao de componentes da variancia para dados

nao balanceados.

Foram estudados os ''METODOS DE HENDERSON"
(1953), ou mais especificamente, o '""METODO DA ANALISE DA VA-
RIANCIA" (METODO 1 DE HENDERSON), o do "AJUSTE PARA 0 VICIO
NOS MODELOS MISTOS'" (METODO 2 DE HENDERSON) e "0 METODO DE

AJUSTAR CONSTANTES' (METODO 3 DE HENDERSON).

0 desenvolvimento teorico foi feito a partir
de um modelo linear geral, sendo que os resultados obtidos
sao validos para qualquer modelo lincar de intercsse.

A partir de conjuntos de dados hipoteticos fi-
zemos adaptacoes e aplicagoes numericas para alguns casos de

modelos com dois e tres fatores de classificacao.
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0 METODO 1 deve ser usado apenas para modelos
aleatorios e € praticamente uma generalizacao do método usual

da analise da variancia de dados balanceados.

0 METODO 2 e usado para modelos mistos desde
que nao exista interagcoes e qualquer tipo de hierarquizacao
entre efeitos fixos e aleatorios. Quanto ao volume de calcu-

lo € um pouco mais trabalhoso que o METODO 1.

0 METODO 3 para modelos mistos e aleatorios,
apesar de sua maior aplicabilidade, envolve na maioria das ve

zes matrizes de grandes dimensoes.
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HENDERSON'S METHODS

FOR VARIANCE COMPONENTS OF UNBALANCED DATA

Author: WALTER VERIANO VALERIO FILHO

Adviser: Cassio Roberto de Melo Godoi

SUMMARY

The present work discusses about some
tecniques for variance components estimation for

unbalanced data.

Henderson's Methods (1953) were studied, more
specificaly the '""Analysis of variance Method" (first
Henderson's Method), '"Adjusting for bias in Mixed Models"
(second Henderson's Method) and "Fitting Constants Method"

(third Henderson's Method).

The theoretical development was done from the
general linear model, and the results obtained were valid for

any linear model.

Numerical illustration with two or three

factors of classification werepresented with all the details.
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The first method should be used only for
randon models and it is a generalization of the usual analysis

of variance method of balanced data.

The second method is used for mixed models
with no interaction including randon and fixed effects and

any type of nesting including randon and fixed effects.

The third method, for mixed models and randon,
despite of its good applicability, involves large matrices

manipulations.



1. INTRODUGAO

Dados balanceados sao aqueles onde cada uma das

subclasses do modelo tem o mesmo numero de observacgoes.

Em contraste, dados nao balanceados sao aqueles
onde o numero de observacoes nas subclasses nao sao todos 0s
mesmos, isto €, ha nimero desigual de observagoes nas subclas-
ses, incluindo os casos onde nao existam observacoes em algu-

mas delas.

A estimacao dos componentes da variancia para
dados balanceados e baseada, quase que totalmente, no método
da analise da variancia, mais particularmente nas equacoOes de
quadrados medios com seus valores esperados. E um método bem
definido, pois que, pararcada modelo so existe uma analise da
variancia, e os sistemas de equagoes nos componentes sao em ge-

ral, triangularizados.



Entretanto, para dados nao balanceados existem
varios métodos para a determinagao dos componentes, e que envol
vem muita algebra, o que, acarreta dificuldades nas suas apli-

cagoes praticas.

Visaremos ao estudo dos metodos 1, 2 e 3 de HEN
DERSON (1953) que podem ser tomados como base para qualquer es

tudo nesse campo.

Pretendemos, sempre que possivel, fazer o desen

volvimento teorico numa forma matricial, partindo inicialmente

de um modelo linear geral, escrito nessa forma.
0 nosso proposito, com relacao aos '"Metodos de
HENDERSON'" & entende-los e melhor elucida-los, para facilitar

suas aplicagoes, cspecialmente cm problemas da genctica quanti

tativa, motivacao maior do trabalho.



2. REVISAO DE LITERATURA

0 artigo de HENDERSON (1953) e basico em se
tratando de estimacao de componentes da variancia para dados

nao balanceados.

0s metodos la descritos tem sido referidos co-
mo Métodos 1, 2 e 3 de HENDERSON, e sao apresentados simulta-

neamente com exemplificacoes numericas.

Nesse artigo HENDERSON alem da descrigao dos
meétodos, faz indicacoes dos mesmos para o uso em modelos com

varios criterios de classificacao.

HARVILLE (1967) usando os Metodos 1 e 2 de HEN
DERSON estabelece condigoes necessarias e suficientes para a
estimabilidade dos componentes da variancia de um modelo com

dois criterios de classificacao com interacao.
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CUNMINGHAM e HENDERSON (1968) introduzem um pro
cedimento iterativo para estimar efeitos fixos e os componen-

tes da variancia em modelos mistos.

Utilizou-se o METODO 3 DE HENDERSON numa forma

matricial e a técnica da maxima verossimilhanca.

SEARLE (1968) revé e reformula os METODOS  DE
HENDERSON (1953) em teoria matricial propondo algumas modifi-
cagoes. Apresenta tambem a metodologia de um quarto metodo,

caracterizado como um caso particular do Metodo 2.

0 mesmo autor ainda conclui nesse trabalho que
o METODO 1 € o de mais facil aplicagao, mas que nao deve ser
usado para modelos mistos. Observa tambem que o METODO 2 e
apenas uma forma simplificada do que cle chamou de METODO 2
GENERALI1ZADO, e que so deve ser utilizado para modelos que

nao incluem interacoes entre efeitos fixos e aleatdrios.

Posteriormente, apresenta o METODO 3, indican-
do sua aplicabilidade principalmente para modelos mistos, e
apresenta aplicagoes numericas, esclarecendo convenientemente

a metodologia usada.

HARVEY (1970) apresenta um procedimento para
computar os componentes da variancia, usando-se o METODO 3 DE
HENDERSON, em modelos mistos que nao incluam interagoes entre

efeitos aleatorios. O trabalho e ilustrado atraves de exem-
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plos com modelos que contem dois e trés criterios de classifi

cacao.

SEARLE (1971) organiza um trabalho que podemos
dizer o mais completo sobre componentes da variancia. 0 arti
go foi dividido em tres partes, a primeira relata a natureza
dos modelos estatisticos, isto &€, se fixos, aleatorios ou mii
tos. A seqguir estabelece a metodologia geral para o calculo

dos componentes da variancia para dados balanceados, com base

no METODO DA ANALISE DA VARIANCIA. Finalmente, para dados
nao balanceados, fornece um resumo de varios metodos para a
determinagcao dos componentes, incluindo os tres METODOS DE
HENDERSON.

HENDERSON ¢t «alzi (1974) provam a invariancia
do METODO 2 DE HENDERSON, e apresentam um procedimento de cél
culo, para uma classe de modelos mistos onde nao existam inte

racoes entre efeitos fixos e aleatorios.

Nesse trabalho os autores utilizam bastante

teoria de algebra vetorial.

Devemos ainda ressaltar que existem muitos tra
balhos sobre a estimagao de componentes da variancia para da-
dos balanceados e nao balanceados, que deixamos de citar,pois,
0 nosso objetivo foi de apresentar especificamente os aspec-

tos teoricos sobre os métodos de HENDERSON (1953).



3. METODOLOGIA

3.1. Modelo Tinear geral

Todas as correntes de métodos disponiveis para
a estimagao de componentes da variancia para dados nao balan-
ceados Usam, em um caminho ou outro, formas quadraticas das
observagoes. Antes de descrever os métodos, faremos um resumo

das propriedades das formas quadraticas das observagoes, vin-

das de um modelo linear geral. Esse e dado por:
y = XB + e (1)
onde:
y € um vetor de N observacoes de dimensao

(N x 1)

X e a matriz de incidéncia de dimensoces(N x K) ;



B € o vetor de k parametros (incluindo ambos

~

os efeitos fixos e aleatorios) de dimensao (k x 1) e;

e €& o vetor de erros aleatorios, com dimensao

0 vetor de médias e a matriz de variancias e

covariancias sao anotados, respectivamente, por:

3.1.1. Valor esperado de uma forma quadratica

0 valor esperado de uma forma quadratica y' Q vy

do modelo dado em (1) € dado por:

E(y' Qy) = tr(Qu) + E(y') Q E(y)
ou (2)
E(y' Qy) = tr(Qv) +u' Q
Onde “tr' representa a operagao trago sobre a matriz, que €

A}

a soma dos seus elementos diagonais.



Prova:

Desde que uma forma quadratica € um escalar, e

pela propriedade circular, temos

Entao,
E(y' Q y) = E [tr (Qy vyl
E(y' Qy) = tr (E(Q y y")]
E(y' Qy) = tr [Q E(y y')]
Mas,
- 2 -
\/] y1y2 ... Y1YN
2
o o & \/ y
yy' =
2
YWY Y2 YN -
) E(Y%) EQy y,) - E(y]yN)—
2 .
E(y y') = E(y2y1) E(yz) E(yzyN)
2
_E(yNy1) E(yNyz) e E(yN) )



Desde que E(yi) = u, e V(y.) = o? para i = 1,

2, ..., N, teremos:

2 2 2 2
o7 = E(yi) - W ou E(yl) = 07+ u? para
i =1, 2, ,» N
Cov (v, yj) = E(yiyj) LI ou
E(yi. yj) = Cov (yi, yj)+ wy Uj para
ry J = 1, 2, , N

onde Cov (yi, yj) € a covariancia entre y, e Yo entao,

2 1 [ .2
o Cov(y1,y2) e Cov(y1,yN) M) L TP TN
, 2 2
E (z X' ) = Cov(yz,y1) 02 ves Cov(yz,yN) . U2U1 Uz ...UZUN
2
Covlyy,y,) Coviyy,yy) ... oy B NV T TR R T
logo,
E(y y') =V + 1 '
portanto,
E (y' Qy) = tr[Q(Vv + jp')]

trfQv + Q un']

tr QV + tr Qupu'
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tr QV + tr p' Q n

tr QV + u' Q u ,
como queriamos demonstrar.

0 resultado (2) é a base de muitos metodos pa-
ra se estimar componentes da variancia para dados nao balan-

ceados, particularmente para os metodos de HENDERSON,

3.1.2. Modelo deefeitos fixos

Num modelo de efeitos fixos, B dado em (1) in-

corpora todos os efeitos fixos e sO existe o vetor e como ter

mo aletorio.

As seguintes suposigoes sao necessarias:

i. E (e} =0 (3)
ii. Cov (ei,ej) =0 se i % j e
. | 9 o
Cov (ei,ei) = V(ei) =0, ;3 =1, ..., N

Como consequencia de (3) e (4), temos:

Cov (e)

E{[e - E(e)] [e - E(e)]"}

Cov (e) E(e e')



- 2 -
E(e1) E(e]ez) E(eleN)
2
E(e?) E(e,e,)| _ .2
Cov (g) = E(eze1) ( 2 2°N = 0, IN
E(eye,) Elege,) E(el)
N1 N2 N -
Seja y = XB + e um modelo de efeitos fixos,
entao:

1l
m
—
>
[~
~
+
m
—
2
~

m
—
~<
~
i}
>
o)

<
1l
o
o
<
~~
~<
]

Cov (X@ + g)

Cov (9)

Entao de (2) teremos:
E(y' Qy) = tr (Q oo L) + B' X' QX8

o2 tr (@) + B x'Qx g (5)

m
<
f =)

<
—
il
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3.1.3. Modelo misto

Num modelo misto B inclui efeitos fixos e alea

torios.
Podemos particionar o vetor ' em:

g' = (@{ By --. By), onde, digamos,

81, contém todos os efeitos fixos do modelo (incluindo geral-
mente a média geral), e os outros B's cada qual representa um

conjunto de efeitos aleatorios.

Particionando a matriz X conforme B teremos:

)

Entao o modelo dado em (1) torna-se:

~

y = X]§1 + ngz + X3§3 + ... + XK@K + e
entao:

(B

E(y) = X;By + X,E(B,) + X;E(B,

) + ... o+ X E(B) + 0

3

se usarmos (3).
Com a suposigcao de que:

E(BG)' para 8 =2, 3, ..., K (6)

i
1O

teremos:
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E(y) = X8,
e
V = Cov(y) = Cov(X,B, + X3§3 oo+ XeBove)
V = Cov(X) = Cov(X2§2) + Cov(X3§3) + ..+ COV(XKQK) + COV(?)
V = Cov(y) = X, Cov(B))X; + X3 Cov(Ba)Xz + ... + X Cov(B)X¢ + i 1

se assumirmos (3) e (4) e que:

Cada conjunto de efeitos aleatorios tem cova-
riancia zero com qualquer outro conjunto de efeitos aleato-

rios, incluindo-se o termo e. (7)

Se ainda fizermos a pressuposicao de que os

efeitos aleatorios dentro de cada fator nao sao correlaciona-
- . 2 . s,
dos e tem a mesma variancila oe; 6 =2, 3, ..., K, isto e:

Cov (§e) = 0g IN@ para 06 = 2, 3, ..., K (8)

onde Ng € numero de niveis para o fator 6, teremos:

I\)

2X'+XO Do+ XX 4 02 T

| 2
V= Covly) = Xp00%) + X3 KKK * % N

w
w

Entao de (2) teremos:

k
2 2
E(y' Qy) = 81X30x,8, + tr(Q E XqogXgy) + tr (Qo L)

K
E(y' Qy) = BIXIQX B, + 1 0 tr(QXgky) + o2 tr (Q) (9)

N



3.1.4. Modelo aleatorio

No modelo aleatorio todos os efeitos sao toma-
dos como aleatorios, exceto a media geral u. A expressao (9)
desenvolvida para modelos mistos pode portanto ser usada para
modelos aleatorios, com as substituicoes do vetor @1 pelo es-

calar u (media geral) e da matriz X, por 1 (vetor de uns).

1

Podemos entao reescrever o modelo dado em (1)

por:

y = uL+ XyB+ XoBy + v+ X B v e

~ ~

aplicando o resultado (9), teremos:

k
E(y'Qy) = u1'Qlu + ) Oé tr (QXgXg) +<7§ tr (Q) (10)
0=1

3.1.5. Reducao na soma de quadrados total

Consideremos fixo o modelo dado em (1) e calcu
lemos a redugao na soma de quadrados total, devido ao ajuste

do mesmo.

Apliquemos o método dos minimos quadrados pa-

ra a obtengao de uma solugao geral, entao:
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ete = [y - XB]'[y - XB]
elezy'\ll - y'XB-— le'y-l-,f:))leXB
= yly - lely - lely + C“XIX?
e'e = y'y - 2 g'X'y + B'X'XB
Calculando a derivada parcial em relacao a @,
teremos:
d(e'e)
—— =0 -2 X'y + X'XB + B'X'X
0B -
d(e'e)
~ ~ - -2 X'y 4+ 2 X'XB
2R -
d(e'e)
Fazendo ———~ = 0, obteremos:
ap
X'XB = X'y (11)
Uma solugao geral para (11) pode ser dada por:
B = (X'x)7 X'y (12),

onde (X'X) €& uma matriz inversa generalizada de (X'X).

Usaremos o conceito de que a matriz (X'X)~ e

uma inversa generalizada de (X'X) se:
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(X'X) (X'X) (X'X) = X'X (13):

Seja o vetor de desvios entre os valores obser

vados e os estimados dado por:

[
I
[
]
<
]
=<
L TOY

- X(X'X) X!

o
I~
<

y =y = (I - X(X'X)7X")y

A soma de quadrados dos desvios entre os valo-
res observados e os estimados, conhecida também como residuo

ou soma de quadrados dos erros €& dada por:

SSE = (y - y)' (y - ¥) (14)
SSE = [(1 - x(X'X)"x")yl'[(I - X(X'X) " X")y]
SSE = y'(I - X(X'X)7X")'" (I - X{(X'X) X')y = y'Qy

Verifiquemos que SSE ¢ uma forma quadratica

das observacgoes.

Fagamos (X'X) = G
De (13) temos que:

X'X G X'X = X'X (14-A)
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logo

X'X G!' X'X = X'X , isto e, G' & tambem uma

Inversa generalizada de X'X.
Dos resultados anteriores, podemos mostrar que:
XIXle =X| ou XG'XIX=X

Para a demonstragao provemos inicialmente o se

guinte resultado:

P X'X = Q X'X ==—=———> PX' = QX' (14-A.1)

Prova:

(PX'X - QX'X) (P-Q)"' = ¢

(px' - Qx') (PX' - Qx')' = ¢

logo (PX' - QX') = o => PX' = QX'
como queriamos demonstrar,
Em consequéencia em 14-A, temos:

X'X G X!

X ]
ou (14-B)

X G' X'X

I
>
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Como decorrencia, temos:
XGX' XGX' = XGX' (14-c)
(I - XGX') (I - XGX') = L - XGX' - XGX' + XGX' XGX'
(I - xGx') (I - XGx') = (I - XGX') (14-D)
Seja F uma inversa generalizada de X'X distin-
ta de G, entao:
XGX' = XFX! (14-E)
Prova:
De 14-B:
XG'X'X = X
XF'X'X = X
logo
XG'X'X = XF'X'X
de (14-A.1)
XG'X' = XF'X'
ou
XGX' = XFX'

como queriamos demonstrar.
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Em
SSE = y' (I - XGX')"' (T - XGX')y

=y' (I - XG'X'") (I - XGX") y

= y' (I - X6x') (I - XGX') y por (1hL-E).
SSE = y' (I - XGX') y por (14-D)

SSE y'y - y' XGX' y (15)

Em (15):
y'y € a soma de quadrados total.

y' XGX' y & a redugao na soma de quadratos total de-

vido ao ajuste do modelo: y = XB + e

Usaremos a notagao R(B) para designar essa re-

ducao na soma de quadrados total, isto e:

=

—

[xwa}

~
1]

y' XGX' vy

ou

e}
—~
LT
h—
1]
~<
>
—~
>
>
1
>
1
—_—
o

ou de (12)
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3.2. "Metodo da Analise da Variancia" para se estimar a va
riancia residual og, num modelo fixo

De (15) temos que:

SSE = y'ly - y' XGX' y logo,

E(y'Iy) = o tr(1) + B' X'IX B

E(y'Iy) = N oi + B' X'X B

E(y'XGX'y) = ol tr(XGX') + B'X'XGX'XB
E(y'XGX'y) = o tr(XGX') + B'X'XB  por 1h4-A

Notemos que: tr (XGX') = tr(GX'X)
Mas por (14-A)
GX'XGX'X = GX'X isto e, GX'X e idempo-

tente, logo demonstra-se que:

tr (XGX') = r(GX'X), onde '"r'" indica o posto

da matriz.

Verifiquemos que pela regra do produto do pos-

to de uma matriz, temos:
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r(GXx'x) <
(14-A):

e por

r(GX'X)

v

r(GX'X)

r(X'x)

r(x'x) entao

r(x'x)

21,

Aplicando-se a mesma regra do produto do posto

de uma matriz com (1L4-B),

r(X'x)

podemos ainda mostrar que:

= r(X), logo
t ] 2 1 '
E(Z XGX'y) = o r(X) + B'X'XB
portanto
2
E(SSE) = [N - r(X)] oy
0 método da analise da variancia, consiste
seguinte igualdade:
E(SSE) = SSE, isto é:
~2
[N - r(X)] 6. = SSE
ou
52 - —SSE (17)
e

da
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3.3. "Metcdo 1 de Henderson" para modelos aleatorios ou

"Metodo da Analise da Variancia™

Resumidamente esse método baseia-se no calculo
das somas de quadrados nao corrigidas para em seguida equacio
na-las a seus valores esperados, como na analise da variancia
para dados balanceados. 0 método aplica-se a modelos aleato-

rios.

0 modelo dado em (1), como ja foi visto, pode

ser reescrito da seguinte forma:

~<<

= ul + XJ@] + XoBy b et XK§K + e (18)

Sao mantidas ‘ncsse méetodo as suposigoes: (3),

3.3.1. Somas de quadrados nao corrigidas

Com relacao ao modelo dado em (18), as somas
de quadrados nao corrigidas para cada fator 6: 6 = 1, 2

9y e s o g

., K sao calculadas como segue:
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onde,
Te. e o total das observacoes no iesimo nivel
| do fator 0.
Ng € o numero de observacoes no i-esimo nivel
| do fator 0.
Ng € o numero de niveis do fator 0.
A expressao (19) equivale ao total da reducgao
na soma de quadrados devido ao ajuste do modelo y = Xege + e,
isto e:
No To.
To= 1 — =y Xg(xgXg) Xy y = R(Bg) (20)
i=1 Ne

Este € o caso com todas as somas de quadrados
nao corrigidas usadas no "METODO 1", elas correspondem a redu
¢oes na soma de quadrados total devido ao ajuste de u, e cada

um dos B(s) em turno, ignorando todos os outros.

Portanto, em termos do modelo dado em (18) te-

remos os seguintes somas de quadrados nao corrigidas.

Tw = RGw = y' TN 1ty =y Ay
Too= R(By) = y'x (XyXq) Xgy = y'Ayy
Ty = RUBp) = y' X, (XyXp) Xoy = y'Ayy (21)
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Calculemos: E(TU), E(T1), E(T,), ... E(T), E(TO)

De (10), teremos, sucessivamente:

K
2 2
E(Ty) = E(ZIApx) = ul'AuTy + 621 O tr(AuXeXé) + O tr (Ap)

mas, T'Aul = 1'1(1'1) 1'1 = 1'1 = N por (14-B)
logo,
2 Ky 2
E(Tu) = N o™ + o- (ApX X)) + tr(Ap) o
621 0 070 e
K 2 2
— ' = 1 " t
E(T,) = E(y'Ayy) = ul'A Tu 02100 tr(AXX4) + oy tr (A)
mas 1'AL1 = 1'x1(x;x1)'x; 1 =11 =N pois a soma de

cada coluna de A] e igual a 1, logo:

K
_ 2 \ § ' L2
E(T,) = Nu™ Z tr (A XgXg) + of tr (A))

e assim sucessivamente, obteremos:

K
- " 52 . 2
E(TK) = Np~ + ) Og tr (AKXOXG) + 0y tr (A

)
0= 1 K

K
E(TO) = E(X'IX) = ul'Ilu + z og tr(IXGXé) + oZ tr (1)
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K v
2 2 2
E(T ) = !
( O) Nu“ + ez]oe tr(XeXe) + No_
Facamos as seguintes igualdades:
E(Tw) = Tu
E(T]) = T]
E(Tz) = T2
E(TK) = TK
E(TO) = Ty
Substituindo-se teremos o sistema (22):
2 tr (AuX,X') + 32 tr(AuX.X!) + + 82 tr(AuX, X)) + 82 tr(Ay) = y'Au
AHA M 2 2727 T e K K"K e : Y Ady
2 tr (A X, X!) + 82 tr(A X X!) + + 52 tr(A X X!) + 82 tr(A,) = y'A
171" 2 17272 K 17K K e 1 Y
2 tr(A X X!') + 52 tr{A X, X') + + 62 tr(A X X') + 52 tr{A,) = v'A
1 K51 2 K"2"2 K K KK e K Y
2 N , ~2 L a2 o
| tr(X1X]) v 0 tr(XZXZ) oo 4 Gy otr (xK.xK) + tr(1) = y'Iy

Analisemos algumas caracteristicas deste siste-

, 2, ..., K serao

As matrizes XeXé para 0 = 1



compostas por uns e zeros, pois as linhas de Xe s6 tem um nu-

mero um, sendo os restantes nulos.

Os coeficientes do sistema (22), serao:

tr AUX X;, tr A X X!, .. , tr A X X)), tr A

tr A_X X{, tr A X_ X! ve.e 5, tr ACK XY, tr A

tr A X X!, tr A X X!, ... , tr A X X!, tr A

tr AX X!, tr A X X!, ... , tr A X X}, tr A

]
trxx]' st X, XD, e, ot X Xg , tr 1

Genericamente, tr AjXOXé para j =1, 2, ..., K
e 6 = 1,2,..., K é a soma dos produtos dos elementos respeti-
vos das matrizes Aj e XeXé, mas desde que XgXg sO e composta

por uns e zeros, entao tr AleXé € a soma dos elementos de Aj

correspondentes aos uns de X8X6.

Segundo uma ordenacao conveniente dos elemen-

tos do vetor y, podemos obter as matrizes: A A ce., A

10 "2 K 47

traves da expressao:

] ]
Ae= z ——N—- J parae= ]’ 21 37 L] K (23)
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onde:

Ay e a soma direta de matrizes

Com JN sendo uma matriz quadrada da ordem

0.

i
Ng com todos os elementos unitarios, e como ja foi visto em

i

(3.3.1), Ne € o numero de observacoes no i-esimo nivel do fa
; 2
tor 6. A soma direta de matrizes A A

10 IR An e definida

AL ¢
n
por I;“’ AL = ¢ Ay
_9 ¢ AL

A ordenacao dos elementos em y, o qual nos re-
ferimos, € feita de tal maneira que para a obtencao de cada
Ae, 6 =1, 2, ..., K, colocamos primeiramente em y os elemen-

tos referentes ao fator correspondente 0.

A matriz AU = 1(1'1) 1" = _t (11") ; sera sem
. ~ T ~ N - -
pre uma matriz quadrada de ordem N, com cada elemento sendo

1/N.

0 método 1 de "HENDERSON' opera com o sistema
(22), corrigindo os dados para a média, de acordo com a carac
teristica de cada modelo ou mais eSpecificamente; em conformi

dade com o significado de cada fator no modelo.
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Com o procedimento anterior, obteremos um novo
2

sistema, em que o termo Nu nao ocorrera em nenhuma das equa-

coes.,

Genericamente, esse sistema pode ser escrito

da segqguinte maneira:

CE(s) | [e A N
= = (24

CE(SSE)| [Lo' N-r(X) _o, | L ssE_
onde §2 € um vetor das variancias 8?, 85, o e ey 8§ , portanto
teremos:

P fooT 52 - Ts T

\ 2
_0 N-r (X) | S, - _SSE _

e por conseguinte, teremos:

[N-r(X)] & SSE

Il

e finalmente obteremos:
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] (26)

: Q)
1
o
L §
LN
!
1 —h
[ e}

3.4. "Metodo 2 de Henderson" (para modelos mistos sem inte
racdo de efeitos fixos e aleatorios, e tambem para mo
delos que nao incluem qualquer hierarquia de fatores

fixos e aleatorios)

Esse método usa os dados inicialmente para es-
timar os efeitos fixos do modelo, para em seguida ajustar os
dados, e finalmente aplicar o ''"METODO 1 DE HENDERSON' nos da-

dos corrigidos.

Em geral esse procédimentos pode ser executado
de varios modos, dependendo da maneira pela qual se estimam
os efeitos fixos. O '""METODO 2 DE HENDERSON' €& um dos cami -

nhos.

Antes de discutirmos o método, nos vamos consi

derar uma generalizacgao,

Suponhamos que o modelo dado em (1); represen-

te um modelo misto, podemos reescreve-lo da seguinte forma:

y = Ml + X Bp + XAEA + e (27) onde
todos os efeitos fixos alem de p sao representados por GF’ e

todos os efeitos aleatorios por BA.
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As suposicoes feitas para o '"METODO 1 DE HEN-

DERSON'"' sao mantidas.

De uma maneira geral corrigem-se os dados do

vetor y de acordo com um estimador dos efeitos fixos, digamos

R

[ o)

F = Ly, para alguma matriz L e assim obtemos um vetor de da-
El
o

dos corrigidos Z =y - XF§F’ que sob certas condigoes, devera

resultar em
Z = ut + X.B, + Z e  (28)
aplicando-se entao, o '""METODO 1 DE HENDERSON'',

Desde que um estimador de @F deva ser

@F = Ly entao,

N
]
~
!
>
~
~<

Z = (1 - XFL)Y

Substituindo-se y por (27) teremos,

N
i

(L= XeLul + (1= X L)X B+ (I - XL)XBy) + (T - XiL)e.

ou

N
0

W = X1+ (Xp = XLX)Br (X = XcLX DB (T = Xel)e  (29)

Fazendo-se:

(I - XgL)1l =t (30)

(Xp=XpLXp) = ¢ (31)

F



.31,
(Xy = XpbXp,) = X, - (32)

i
N

(1 - XFL) (33)

Vemos que a condigcao (31) é equivalente a

isto e, L e uma matriz inversa generalizada de X logo para

F’
que Z nao contenha termos em BF ou para que (28) seja verifi-
cada, temos que a condigao (31) tem que ser satisfeita, ou

ainda mais explicitamente, para que:

g = Ut + XAgA + Z e

-

e possamos aplicar o '""METODO 1 DE HENDERSON', em @F = Ly, L

deve ser uma inversa generalizada de XF.
Podemos obter ainda uma simplificagao no proce

dimento anterior, se ao inves de aplicarmos o "METODO 1" em

(28) o fizermos em:

Z =1+ X + Z e (3L4)

e exigirmos que W seja um escalar,.

Notemos que para (29) reduzir-se a (34) preci-
samos ter:

ul = u(i - XFL) 1 + (XF - XFLXF)§F (35)

~

e em vez de (32), devemos ter:
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XelXpy = ¢ (36)
e (33) ainda € mantida, isto e, 2" = (1 - XFL)
Mas agora como ux € um escalar, uma condicao

suficiente para que (35) seja satisfeita e que:

XFL tenha suas somas de linhas iquais (37).

e
XF-XFLXF tenha todas as suas linhas iguais (38).
De (35) temos:
(I - XpL) 1= ul - uXel 1
T
~1
H = ! ! = ! = = ! =
Seja XFL = X , tal que 511 = x,1 . §nl K
X!
- ~nN -
isto €, as somas dos componentes de cada linha de XFL forem
todas as mesmas, teremos entao:
-, - - - - -
X1 *q! K
PXELT =y xJ 1=y >.§él = qu K = u K1
x! x'1 K
- N - - N~ ~ - -

logo uXcL1 = Kkl
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Suponhamos em (35) a condicao (38) satisfeita,

logo:
- -
— 1 taA .
XF - XFLXF = % ) entao:
'K
-, - - -
L LB
- — i — ] — ]
(Xg = XetXp)Be = | 20 | 8= | 28 | = 2'Be
] ]
R - EBe L
Finalmente teremos:
vl o= p(1 - XFL)1 + (xg - XFLXF) Be
u"] =-puK 1 + %'BF 1o+l
Wl =(-uK + 28 + u)i logo

o
Il

-K + R'BF + U € um escalar.

Devemos notar que esta ultima simplificacao ti
rou a necessidade de L ser uma invsersa generalizada de XF
Entdo (36), (37) e (38) substituem (30), (31) e (32) e  com

(33) constituem condigbes através das quais podemos obter a

simplificagao proposta.

Podemos dizer que em linhas gerais o  "METODO 2
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DE HENDERSON' e tal que estima B_ = Ly, usando uma L que sa-

tisfaz (33), (36), (37) e (38) e aplica o "METODO 1" em (34).

3.4.1. Procedimento geral para o calculo

Primeiro estima-se B_ pelo metodo dos minimos
quadrados, simultaneamente com BA’ exatamente como se os efei

tos aleatorios em BA fossem fixos.
De (11) temos que as equacoes normais sao:

X'X

[ o)

= X'Z

Mas neste caso,

)

p—

= B = 3
X—[l XF XA] e b= BF
- Ba.
Logo temos:
T 0T T
P —_ I
X [1 Xp Xl b | = XE. Y
B '
Xp Fa Xa

ou



! ' ' 7
ke x| [

t ] ] n —
Xel  XeXp XeXy e | =

1 ! 1 A
XAL XpXp XX, B,

[ =~

[
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(39)

Somente as solucoes para (39) nas quais n o=

sao consideradas.

- [ ' - >
XFXF XFXA §F
1 ' P -
B XaXa | 1 Ba
ou X'XB = X'y (40)
—_ ? "
onde X = [XF XA] e Bt =
Uma solucao para (40) é:
B =P X'y onde
- o _
P = M 12 € uma matriz
- Pay P22 -
Logo,
Br Pl P2
Ba P2 P22

1<

<

Isto reduz as equagOes para:

<

<

inversa generalizada de X'X.

(40-1)
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Temos entao que:

Be = Puy Xpy + Pyy Xay
Be = [PyqXp + PipXpl y
B = [Pyy o2l e Y
g v )4
- A -
Be = [Py Pyl X'y
Desde que,‘éF = LZ ‘temos que:
L= [P, Pyl X (41)
Nem todas as matrizes L encontradas como em

(41) satisfazem as condigcoes (26), (37) e (38).

Uma maneira particular pela qual se obtem P,
(mostraremos a seguir), que determina L satisfazendo estas

tres condigoes.

Esse caminho pelo qual obtem-se P, determina,

praticamente, o '"'METODO 2 DE HENDERSON',

Uma inversa generalizada de X'X em (40) pode
ser encontrada como segue. Dentro de X'X de posto r escolhe-
-se uma menor principal (matriz restante de X'X, quando se
eliminam linhas e colunas de Indices correspondentes) de or-

. -1
dem e caracteristica r. Chamemos esta menor de M e M a cua
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inversa. Uma matriz inversa generalizada P de X'X € encontra
da quando substituimos a M em X'X por M—] e colocamos zeros

nas linhas e colunas restantes.

0 “METODO 2 DE HENDERSON' obtem P desta manei-
ra, mas com uma condigao: de que nas eliminagdes das linhas
e colunas de X'X para se obter M, escolha-se, tantas quantas

forem possiveis, linhas e colunas através de XEXF'

Demonstragcao de que L obtida por este proces=

so, satisfaz as condigoes: (36), (37) e (38).

Fagcamos as segqguintes reordenagoes no sistema

dado em (40), isto &, em

X'XB = X'y

Os elementos de EF correspondentes as linhas e
colunas eliminadas de X'X para obter M, sao postos nos primei
ros lugares dentro de EF’ chamemos estes elementos de @ 1 e
particionemos E' em [é& E& ].

1 2

Da mesma maneira os elementos em @A,correspon-
dentes as linhas e colunas eliminadas de X'X na obtencgao de
M sao postos nos ultimos lugares, e particionemos %' em
(B) 84 1. Entdo:
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@& éA éA 1 e em conformidade te

remos a matriz:
(42)

Entao teremos o sistema dado em (40) reescrito

da seguinte forma:

FiF,  FiF, FIR, FiR, @F] Fly

FaF,  FaF,  FaR. FIR, ‘@Fz | Ry

RiFy RiFa ReRy Ry §A1 RyY
CRFy R3F, RgRyRGR, || EA#_ | Ryy

Desta maneira as linhas e colunas atraves F1'F1

e RéR2 sao aquelas eliminadas de X'X para se obter M,

Logo,
T FLF FAR, ™ ) " Q Q,,
Wl 22 21 S 11 12
R'F R'R 0 Q,,
- Mt LA PR - <21 22 (42.2)
onde Q,, Qiz , entéo,
- o) o) ¢
b - Piv P2 ) ¢ Qi Qy, ¢
_Por Poas ¢ Qy4 Q92 ¢
9 ¢ ) ¢
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Desta maneira, sem perda de generalidade, te-

mos que de (40-1):

§F1 R “Fly
Be ¢ Qy Q, 0 Foy
.~ 2 = ou
§A1 ¢ Qyy Qy, 9 R1Y
-§A2- "¢ 0} 0} ¢_ _Réx_

¢

-t ]
- Qafay v QpRyy

-

Portanto de (41) temos:

(43)

0 crucial da prova consiste nas propriedades
da matriz X, especialmente aquelas que surgem da maneira pela
qual linhas e colunas de X'X sao eliminadas para se obter P,

isto €, tantas quantas forem possiveis atraves XEXF' Isto sig

nifica que em X=[F1 Fo Ry R,] o numero de colunas de F ¢ 'tab

grande quanto possivel e em R, € tao pequeno quanto possivel,

sendo que o numero total de colunas em F. e R2 depende de

1
r(X), o posto de X.
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A partigao de X em [F, F, R, R,] dada em (42)

e tal que: [F2 R]] tenha posto coluna completo, sendo que:

r[F2 R1] = r[F2] + r[R]] = r[XF XA] = r[X] (4k)
e
r[Ry1 = r[X,] (45)
A condigao (36), XelX, = ¢ e provada ao se mos
trar que LX, = ¢ (45.1)
LXA = L[R1 R2]
De (45) F[R, T = rX, 1 = r[R, R,1, logo, R, =
= R,K para alguma matriz K. (46), entao,
LXA = L[R] R1K]
= LR, [1 K]
- o -
= R1 [T K]
Qifa QR
- s -
LX, = [I K]

[} 1
QqqFoRy + QpReRy

De (L42) temos que:

Q Q0

Qo7 Qoo
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Portanto a condigcao (36), e satisfeita.

A condicao (37) de que XFL tem somas de linhas

iguais, € mostrada pela prova de que L1 = 0.

Como por (45), r[XA] = r[R]] existira um dos

fatores aleatorios, com todos os seus niveis em R] (pois que,

para cada fator o conjunto de colunas, correspondentes aos'ni
veis, € sempre linearmente independente) chamemos estas colu-

nas de R12’ logo R]2 1 =1.

Podemos entao particionar R, em [R]] R R ]

1 12 13

logo,

1O - 1o 1o 1o
Il
—_

1O
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0
X[ 0| =1 ou X U =1 (47)
U
.0
onde U' = [0' 1' 0'] e em conformidade com a particao de R,.
L ¢ 19 P 1
Pré-multiplicando ambos os lados de (47) por

X' e substituindo X e X' por (L42), teremos:

0
0
X'1= X'X -
U
0.
ou
= [ = 1 | 1 - - -
i FiFy FeFp PRy FyR, 0
] ] ] [} ]
"o |, Tefr o Tt FaRy FoRy 0
1 -~ ] ] t ]
R RIF, R1F, RIR, RiR, U
] ] ] ]
_R ] -R2F1 RyF, RIR, RéRZ_ _‘g
logo I F?'_' " FoF, FIR, - -0 -
1 =
] -~ ] ]
R RIF, R R1 U




EER

De (43) temos que:

[ )
L l =
_ (Q]1 Fé + Q12 R;) l_‘

R

mas,
, 'Fé':
] ! -
(Q F3 + QR 1 = 1oy Q] N ‘ !
T FAF FOR. T[T o ~
2 2 2 ~
i
R{Fp RRy Y
0
= ' . 1 =) [ -
[Qpq Fafy + Qpp RiFy  QpqFaRy + Q)RR ]
- o -
= [1 0] -
) . Y.
(Q]] Fé + Q12 R{) 1 =01dogo L 1 =0 |, entao,
X.L 1 = 0, portanto a soma das Jinhas de X_.L & constante e
Fro~ = F

igual a zero.

Vejamos a prova da condicao (38) de que

XF - XFL XF tem todas as suas linhas iguais.

De (42) e (43) temos que:



Xp = XpbXp = [Fy Fpl - IF, Fyl Q.5 f Q12Ri-‘ [Fy Pyl
= [Fy Pl - L6+ Fp (0g1F} + QRDT [F) F)]
= [F) Fpl - IRy (@gF5 + QuRIF Fy(QpyFy + QyaR1)Fy]
= [Fy Fyl-lF,(Q 11FéF1 +QaRIF) Py Qg FaFy + QR F,)]

[Py Fol = TR0y Fafy + QoReFy)

i

= [Py = Fo(Qq FaFy + QRIF) 6]

Xp = XpbXp = IF-Fy 104y Q4] Fr 0] (48)

Como r[XA] = r[R]], entao R]E = 1 para algum

vetor p

Alem disso, como [F2 R1] tem posto coluna com-
pleto, disto segue que 1 e as colunas de F2 sao linearmente in
dependentes, portanto:

rll Fol = rlF,] + 1 (49)

A restrigao inicial para o uso do "METODO 2 DE

HENDERSON', pode ser colocada em termos do posto de uma ma-
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triz, entao o metodo se aplicaria a modelos que satisfizessem

a seguinte condicao:

rlxe X1 = clX ]+ c[X,1 - (50)

De (L4k4), (45) e (50) temos respectivamente:

r[F2 R1] = r[XF XA] = r[F2] + r[R]]

r(R,1 = rlX,]

r[XF XA] = r[XF] + r[XA] -1

logo,

r[F2] + r[R1] = r[XF] + r[XA] -1
r[F,] = rIXg]l -1
r(1 F,1 = riXg] por (49)
r[i FZ] =r[1 F] F2]
Portanto:

F1 = [1 F2] T para alguma matriz T, a qual,
pode ser escrita como T' = IE M'] para algum vetor t e algu
ma matriz M, logo

-

e [




ou

F] = 1 E +
— 1

Fio= Ript

Em (48) se

Portanto

XF - XFLXF

b6,

F2 M e como R]p = 1 teremos,

, M

s Fy M= [F, R . (51)
Pt

substituirmos (51) observemos que:

F M
20 1F, Ry
R pE'
~ 1 1 - - -
| FaF, FaR M
' ! ' '
_R F2 R]R1— _BE )
- -
t 1
QR Py Qp PRy + Qo RyRyd i
= M
t!
= [R]EEI + FZM - FZM ¢1]
= [R1EE' ¢]
= [1 t! $#] a qual € uma matriz
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com todas linhas iguais.

Portanto, obtendo-se uma matriz P, pelo proces
so anterior vimos que ela conduz a uma matriz L atraves (41)

satisfazendo as condicoes: (36), (37) e (38).

0 '"METODO 2 DE HENDERSON'" se completa ao fazer

mos Z = y - XFLZ e aplicarmos o "METODO 1'" em (34), isto e

oL oL

para o modelo:lg = u 1 + XAQA + 2 e

3.5. "Metodo 3 de Henderson" para modelos aleatorios e mis

tos

0 terceiro método descrito por '"HENDERSON' €

baseado no '""METODO DE AJUSTAR CONSTANTES'" tradicionalmente u-

sado em modelos de efeitos fixos.

Este método trabalha com redugoes nas somas de
quadrados devido ao ajuste de diferentes subgrupos de fatores

ou de diferentes submodelos do original.

Estimam-se as variancias por equacionar essas

reducoes, aos seus valores esperados sobre o modelo completo.

Seja o modelo geral dado em (1) y = XB + e re-

escrito da seguinte forma:
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y = X. B, + X, B, + e (52)

onde a particao simplesmente divide B em dois grupos de efeli
tos B] e 62 sem a necessidade deles representarem efeitos fi

x0s ou aleatorios.

A reducao na soma de quadrados devido ao ajus-
te do modelo completo, como vimos em (16) & dada por:

R(B) = y'X (X'X) X'y

R(B

Bis B,) = y'X (X'X) X'y (53)

Consideremos um sub-modelo de (52) dado por:

y = X]§1 + e (54)
a redugao na soma de quadrados devido ao ajuste deste, sera
dada por:
= [ 1 Tyl
Ry(§1) =y "X, (X)X) XJ Y (55)
Definimos a redugao devido ao ajuste de B,

alem de B, por:

) (56)



- Calculo da esperanga de R(BZ/Q.)

Por (2), temos:
Efy'Qy] = tr Qu + E(y') QE(y)
onde V = Cov (y) = E[(y - E(y

b9,

Antes de calcularmos V, notemos que quando B €

fixo, E(Be') = B E(e') = ¢

e quando B inclui elementos

que

sao efeitos aleatorios, eles sao assumidos terem media zero e

covariancia zero com elementosem e, isto € suposigcao 6 e par-

te da (7).

Entao todas as vezes, teremos E(Be') = E(eB') = ¢.

No Calculo de V e preciso ainda acrescentar as suposigoes (3)

e (4) e tambem para a aplicagao do "METODO 3' € necessario a

+e(B -E(B))'X'+ ee']]

suposicao (8). Entao, teremos:
V = Cov(y) = Cov(XB + e)
Vo= E{[XB + e - E(XB +'g)] [XB + e - E(XB + e)]'}
Vo= E{IX(B - E(B)) + e)[X(B - E(B)) + e]'}
Vo= E{[X(B - E(B))(B - E(B))'X" + X(B -E(B))e’
V= E[X(B - E(B))(B -E(B))'X"'] + E[ee']
V= XE[(B - E(B))(B - E(B))']IX"' + E[ee"]
V= X Cov (B)X' + 0% 1

~ e
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Logo a igualdade (2) torna-se:

E[y'Qy) = trQ{Xx Cov(B)X' + oiI 1 + E(B')X'QXE(B)

Ely'Qy] = trQl'X (E(BB') - E(B)E(B'))X'+ o2 1] + E(B')X'QXE(B)
= tr QXE(BB')X' - tr QXE(B)E(B')X" + tr oiQ + E(B')X'QXE(B)
E{y'Qy] = triX'QXE(BB')] + o2 trlQ] (57)

Esta forma de E[y'Qy] e apropriada bara apli-

carmos em (53) e (55).

Em (53), R(B1, @2) = X‘X(X'X)-X'X, teremos:

ELR(B;,B,)) = tr DX X(X'X) XX E(BB') + oo trf X(X'X) X"]

Ou ainda como ja visto em (3.2), temos:
ELR(B,,8,)1 = er X'XE(BB')] + o> r(X)

Ou ainda, fazendo X = [X

teremos:

T E(BB!)  E(B.BL) T
L ~1- ~1~2" }+ oi e (X)
LE(B,8)) EByBy) _

i
1
]
- 7271 272 -

Em (55), R(B,) = y'X (X{X )"Xix , teremos:
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E[R(B,)] = tr[X'X (XX )TXIX E(BB')] + oi er X, (X2X,)7X! ]

Fazendo X = [X1 X2] notemos que:
SV
i t Ty _ 1 1 EVE]
X x1(x x]) XX = . [xl(x1x1) X1 [X, X, ]
- "2 o
_Xif
T ' Tyt i Ty
= . [xﬁx1xp X1X, x#x XQ x1x2]
L %2 -
..X'l..
— ] t "oyt .
= l . [X, xl(x1x]) XX, ] por
- "2 -
(14-B) e (14-E) _ _ .
1 ] 1 ]
_ xlx] x1x](x]x1) xlx2
] ' ' Ty
XX, XX (XX ) XX,
T XX X !X -
X', (XX TXIX = 1 172 por
] i =
L XX, XéX1(X1X]) XXy _
(14-8), Portanto:
XX, X!X o ER,BY) E(BBEY
elrg)] = er(| T o !
“yvi ] { |
Lxox XaX 0Gqx ) XX, L E(BBY)  ELBy6).

De (56)
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EIR(B,/8,)] = E[R(B;,8,)] - E[R(B,)]

~ ~

-2
+ oe[rOQ_r(x1)]

E(B,B81) E(BB))
I [

E(B8y) E(By8)

¢ ¢
tr -
o XAX-XIX (x'x]) XX

272 7271 2 -

"

EIR(B,/8,)1

I

tr -
(Xéxz‘xéx1(xix1) X{XZ)E(§2§;) (Xéxz—Xéx](x;x1) X1XzE(§2§§l

Oi [r(X) - r(X])]

+4

il
t
hal

-

—
>
>

X5X, (X{X,)TX1X,) E(B, BT+ 0f [r(X) = r(x))]

E(R(B,/8,)] 2% = %y 1%2

E[R(B,/8,)1 = triXy (I = X, (XX ) X)X, E(B,85)] + 02r(X) = r(X,)] (58)

Notemos que em (58) o anico termo B envolvido

&8,

- Y
gao de E(§2§2) e O

isto €, a esperancga de R(BZ/Bl) ¢ simplesmente uma fun-

2

= t I
o> © nunca envolvera E(§1§1) e E(§1§2),

lsto e muito importante porque (58) foi encon-
trada sem qualquer suposigao da forma de E(@@W, isto e, B po-
de conter efeitos fixos ou aleatorios. Consequentemente, se
o vetor B de um modelo pode ser particionado em duas partes
81 e ?2, onde @2 contem exatamente efeitos aleatorios, entao

~

E[R(§2/81)] como dado em (58) contem somente GZ e os componen
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tes da variancia relativos a estes efeitos aleatorios.

0 resultado em (58) e particularmente Gtil em
modelos mistos porque, quando B] representa todos os efeitos
fixos, E[R(82/81)] nao contera termos devido a esses efeitos

. - ~ 2 sa
fixos, a esperanca e somente funcao de o, € das variancias dos

efeitos aleatorios em 82.

0O “"METODO 3 DE HENDERSON'" ou METODO DE "AJUS

TAR CONSTANTES" se completa ao equacionarmos:

E(R(8,/8,)] = R(B,/B,) = R(B,,B,) - R(B,) (59)

-~ ~

onde obteremos sucessivas equacoes nos componentes da varian-

cia para cada apropriada escolha de B, e 62.

~

E importante salientar que (58) ou (59) contém
somente termos em 02 e aqueles relativos as variancias dos e-
feitos aleatorios em B, e esta regra so e valida quando o

R(./.) for igual, ao R(.) para o modelo completo, menos R (.)

para um sobmodelo.

Uma vez obtidas as equacoes atraves (59) elas
podem ser usadas na forma de combinacoes lineares das origi-

nais.



4. RESULTADOS

4.1. "Metodo 1 de Henderdon" para um modelo aleatorio

dois fatores de classificacao com interacao

4.1.1. Modelo e sistema de equacgoes

Seja o modelo dado por:

y = Ul + X_B. + X

Y 181 + X358

289 385 + € (60)

3

onde 63 representa o vetor de efeitos da interacao entre

fatores 1 e 2.

De (22) teremos o seguinte sistema:

.5k,

com

os
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~2 - 2 o2 n . ~2
Nu™ o+ er (A XD o)+ tr (AuX,X) o) + tr(AuXpX3)os + tr(Ap)ol = y'Auy
~2 W2 a2 A2 "2
Nu“ + tr(A1XTX])G] + tr(A1X2X2)02 + tr(A]X3X3)03 + tr(A1)0é = y'Ayy
~2 22 a2 2 ~2
NI + tr(AZXTxi)OI + tr(AZXZXZ)OZ + tr(A2X3X3)03 + tr(Az)oe = y'Ay
~2 [y ~2 ) [y <2 -2
Np“ + tr(A3x1x])o1 + tr(A3X2X2)02 + tr(A3X3X3) 3+ tr(AB)Oe =y ABX
Nﬁz + tr(X x')a2 + tr(X x')a2 + tr(X x')82 + tr (1)62 = y'ly
171771 272772 373773 e L1

4.1.2. Aplicacao numerica do metodo 1

Consideremos um conjunto ficticio de dados, e

ajustemos o modelo (60).

Fator 2
nivel 1 nivel 2 ntvel 3
nivel 1 10; 12 9; 8 11; 13
13; 11 75 10 10; 7
Fator | 12; 14 12
nivel 2 8; 9 75 5
6




De (23) temos que:

Ordenemos y, inicialmente para o fator 1

consequentemente para 3.
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Teremos entao:

Au =

20

20




15

15

|-

.58.
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20

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

1/6 1/6
16 1/6
1/6 1/6
176 1/6 6%14
1/6 1/6
176 1/6
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
1/5 1/5 1/5 1/5 .1/5
1/51/5 1/5 1/5 /5
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
/4 1/4 1/4 1 /4
4¢11 /4 1/4 1/4 1/4
1/ 1/4 1/4 1/4
174 1/4 1/4 1/4

5%15

.61,

45

1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

293

3%2

1/2 1/2

1/2 1/2-

20



20

1595

20
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XZXZ =

20 .

1T 1 1 1 1
T 1 1 1 1
T 1 1 1 1
5%
194
T 1 1 1 1

.63.

11 1 -
o1
LR IR Y S
111
11 1
11 1
11
11
57 1o
11
11
11
11 u¥%s
11
11
11 1
[ 3¢2
111
11
2%7 C]



20

1 1 1
1T 1 1
1T 1 1
1T 1 1
1 1 1
1T 1 -1
5%

4®10

514

.6k,

614
1
1 5¢9
1
1
1
1 1 1 1

1T 1 1 1
T 1 1 1
T 1 1
1113¢2
1T 1 1
(Y
2¢3 1 1

§20
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10
12
13
11
12

14

10

12

11
13

10

—_

20

Ordenemos y, para o fator 2,

"1

20

20

0]

.65.
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10
10
10
10
10
0 0

= o o
0 0
0 1
0 1
0 1
0 1
0 1
0 o0
0o 0
0 0
0o 0
0 0
0 0

20 0 0

De (23) temos:

.66,



|1

2
i=1
1
N21
1 1
11
T 1
1 1
11
1T 1
11
1 1
11
11
11
11
1 1]

.67.
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1/91/91/91/91/91/91/91/9
1/91/91/91/91/91/91/91/9
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1/91/91/91/91/91/91/91/9
1/9 1/91/9 1/91/91/91/91/9
1/9 1/9 1/9 1/9 1/91/91/9 1/9
1/9 1/91/91/91/91/91/9 1/9
1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/91/9 1/9

7%9

416
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1/9
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1/9
1/9
1/9
1/9
1/9
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1/7
1/7
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1/7
1/7

1/7
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1/7
1/7
1/7
1/7
1/7

1/7
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1/7
1/7
1/7
1/7
1/7

9911

1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7

1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7
1/7

1/7
1/7
/7
1/7
1/7
1/7
1/7

/4 /4% 1/4 174
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/4 /4 1/4 /4
/4 /4 1/4 /4

VIRVIRVRVS
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X, X4

]

20

¢

l;¢16

9%11
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19 Equagao

2¢ Equagao

.72,

Coeficientes das equacgoes:
N = 20
tr A X X! = 250 v _ 25

H 20 2
tr A X, X3 = 146 .73

H 20 10

1

tr A_X_X! = 90 =

U373 20 9

A =
tr u 1
N = 20

. o : 01
tr A1X1Xl = 225 + 25 — = 20
15 5
be AN = 77 o 43 L. 2239 116
15 5 15 15
tr A X5Xy = 77 1, g3 1 - 116
15 5 15

tr A, =1 + 1 = 2



34 Equagao

4@ Equagao

tr A2X X!

1
tr AZXZXZ

1
tr A2X3X3

tr A X]X'

1
tr A3X2X2

tr A3X3Xé

45
9
81 —'
9
yg
'9
1T + 1
36
6
L 1
2
36
6
y 1
2
36 —
6

+ 25 _ + 16

5

.73.

f 16 - = 2
b 7

£ 16 = = 20
L

+ 16 1. 22
b 7
1 + 9 1
b 3

+ 16 ! + 9 1
i 3

+ 16 L 9 1
4 3

+



54 Equagao

ter:

tr X X{

]
tr XZXZ

tr X3Xé

tr 120

Calculo

ST
YA
1
YALY
Y. AzX

y'Agy

'y,

Podemos

= 20

= 20

do vetor de termos independentes.

fazer uso da expressao (20) para

(194)2 _ 9409

20 5

VAN

ob-



<
<<

Teremos

\Sa]

a>
- N

~ |

a>
- N

~ I~
- N

Q>
- N

(159)2 (35)2 9652

+ =
15 5 >
(95)2 , _(58)2  _(41)2 _
9 7 L
__479707
252

(72)2 , (u6)2 , (41)2  (23)2 |

6 5 b 3
(12)2 _ _117347

2 60

2006

;2 8§ + 1 62 - 9409
2 ¢ 5

6 8% L 116 8% + 2 6% = 2&%&

5 15
A T L L.
7 € 252
+ 20 05 + 5 G2 o 117347
e 60 .
. 20 62 4+ 20 8% = 2006



Fazendo a corregao para a media, teremos:

_ 25 2 116 73, .2
20 - 2> ) 116
( 2 ) 6] + ( 1 1‘) 82 4 ( e - _%_)65
+ (2 - ])62 = ——-Z_L‘B__.
5
32 25 ) A2 734 A2 92 2
+ (3 - 1) 6’2 _ _27k67
1260
92 25, .2
20 - 2<£ . ‘o 116 7 2
( 5 - 20 + =32) 6! # (20 - 20 - gy Ti) 52
_ 92 _ 116 9 ya2
+ (20 7 75t 303

2 _ 4516

1260
0 6? + 0 63 v 02 . (20 - 5) 52 - 3013
3 e
60
ou ainda:
. |
~—5~8$+-16§+97 62 4+ 1 6% - 243
2 30 30 3 e 5
9 63 L 127 65 L 121 02 L 2 27467
14 10 1y 3 e 1260
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-2 3? . "13 62 4 761 52 , g 52 . _h516
14 30 210 - e 1260
0 62 + 60 82 + 0 6% 4 1582 - 3013
1 2 3 e 6
0
De (24) temos:
15 13 97 v 4 ] 52 C o243
2 30 30 ! 1 5
9 127 121 %, 52 | - 27467
1L 10 L ! 2 - 1260
-9 -13 761 % 52 4516
Th 30 210 ! 3 1260
""""""""" ?""' PV T T3013°
0 0 0 4 15 87 L e
P f } [ 92 ] [ -
, -
0t N -~ r(X) of SSE

Portanto: de (25) e (26) teremos:

52 SSE _ _3013/60 _ 3013
N - r(X) 15 900

o

Q>
li
-9
—
w
[}
-+
Q
—



C104512  -18720  -7836871 [ / 24
2100 6300 2100 5
G2 - _1225 -7728 12288 -26352 27467
- 484288 980 420 420 1260
3312 1248 39888 4516 1
k2o 420 L20 1260
104512 -18720  -793687 [407277
2100 6300 2100 900
82 _ 1225 -7728 12288  -26352 55153
N 484288 980 420 420 6300
3312 3248 39888 1489
L 420 420 h20 | 6300_
) 5,560813
g = 0,177606
.1,072937 |
Portanto os componentes da variancia segundo o
-~ A 2
metodo 1 de Henderson 'sao: 8? = 5,56, Og = 0,18; 83 = 1,07
A2

6. = 3,35

e
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4.2. "Metodo 2 de Henderson" para um modelo misto com tres
fatores de classificacao, sendo um fixo e sem intera-

cao

4.2.1. Modelo e sistema de equacoes

Seja o modelo dado por:

y = ul + X1§1 + X2§2 + X383 + e (61)

~ ~ ~

onde consideraremos fixo o fator 1.

Entao temos B = B, e @A = [@E@é] e em corres-

pondencia XF = X1 e XA = [X2 X3].

Devemos calcular EF = Ly para em seguida fa-

zermos: Z =y - XFLy, e aplicarmos o "METODO 1" em:

+ XA@A + Z

¢ N
1]
jei
U
1]

ou

+ (T - Xgt) e (62)

—
il
tN
e
N

-]
i
N
>
N
—_
>
N —
=
N
~—
1
=
N -
PN
It
TN
p
N
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T
u

0 "METODO 1 DE HENDERSON'" consiste no calculo
de combinagoes apropriadas dos T(s), igualando-as as suas es-

perancgas.
De (2) temos:

E[%'Qg] = tr [QV] + E[%'] QE[Z] onde V = Cov([Z]

oL

E[Z) = w1 p El2') = 1

V = Cov{%] = Cov[u"l + XZ@Z + X3§3 + (1 - XFL) el
= Cov[XZQZ] + Cov [X3§3] + Cov[(I - XFL)g]
Cov[Z] = X ToZx! 4+ X Tolx! + (r - X L)102(1 -XcL)!
~ 277272 377373 F e F
N 3 2 2
E[2'Qz) = Tu p'1 + ) of tr QX.X! + of tr Q(I XL (T - XL)!
~ ~ s i [ e F
ou ainda
2 2 2 L2 ,
E[2'Qz] = N7 + ] of tr QX X! + ol tr Q(T - XpL)(T - X.L)
(2o i e F
Apliquemos entao estes resultados em TO’ T2 ,
T, e T *.
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logo,
E[T,] = N U*Z + trX, X! 02 + trX, X2 02 + tr(T ~X_L)(T =X L)'O2
0 272 72 373 73 F F e
_ 1 i RV ’ _ 1 VA
Em T, = Z xz(xzxz) X, Z, temos Q = xz(xzxz) X,
logo
EIT.] = N2 o e, (XIX)TXIXOXA0% & trx (XIX.) TXIX X202 4
2d = NH 2\ %2%97 272" 2 2\R2%o ) Rp3Rats
- ' 2
) ’ - - ’
+ ter(XZXZ) x2<1 XFL)(I XFL) o,
Em T, = Z! X ) X7 = ' “x!
m T, Z X3(X3 3) 3% temos Q X3(X3X3) X3
logo
EIT.] = N0 2w trX, X)) TXAXUXD 02 + tr X (XX XXX o2 +
3 3'7373 37272 72 373737 73737373
+otr X, (XX, XE(T - X L) (T =X L) 02
37373 3 F~7 F e
Em Tu* = Z"—lw J Z, temos Q = —l—,J onde J =
- N - N
-1
logo;
E[Tux] = NUX2 + tr 4 IX, X! 02 + tr a4 JX X'02 +
N 272 2 N 3"3 3

ftr - (1 - XFL)(I - X L)' gl
N F e
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Analisemos alguns termos em E[Tz] e E[T3]°
Em E[Tz] facamos:

tr [XZ(XéXZ)—Xé (1 - XFL)(I - XFL)'] = A

entao,
A=tr [(T- XFL)'XZ(X'X )_Xé(I - X.L)]
=tr [(1 - L'xg)xz(xixz)'x§(1 - X.L)]

) XA(T - X_L)]

— 1y )y _ 1y 1
= tr [X,(X!X.) XZ(I XFL) L xez(xzx 2 c

27272 2

= tr DX (X3X,) XS = Xy (X5X,) TXOXEL = LUXEX, (XgX,) XS+
+ LXIX, (X3X,) "X g X L]

= tr DX (X3X,)TXa] = tr [Xy (X5X,) TXAXEL] = er [L'XEX, (X5X,) %3] +
+ tr [LL'X%XZ(XéXé)_XéXF]

= tr [xz(x§x2)ié] - tr [LX (XéX

“vipl - TR 1wy )
) ) X5F] - tr [X5L xez(xzxz) ] +

2

+ tr [LL‘XEXZ(XéXZ) XéXF]

\~ I Ty
A = tr[XZ(XéXZ)Xé] + tr[LL'XEXz(XZXZ) xsz]

desde que por (L45.1), LX, = ¢

Portanto:
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tr [XZ(XéXZ)-Xé(I - XFL?(I - XpL)'] = tr [xz(xixz)"xz] +
+ tr [LL'xgxz(Xéxz)“XéxF]

e por (14-B) e (14-E) temoﬁr X

f

2

Analogamente obteremos os mesmos resultados em

E[T3].

Portanto, teremos de (22):

KX

2

_ /\:\2 » !Az ' . A? N . _ B
E[TOJ = Nu © + ErX X 05+ trX3X§U3 + tr(I XFL)(I xFL)'ae =T,
EIT.] = N2 4 erXox082 & erXo (X)) TXOXX82 & (er[X, 00X TXAT +
2° - 27272 2 2720 2737373 2\%2%27 %2
- 2
+ tr[LL'X%XZ(XéXZ) XéXF]}Ge =T,
E[T,] = Nﬁ*z +oErX, (XX ) TXAX x'éz . oErX X162+ ferIX, (XIX,)7X!] +
3 ‘ 3'73737 73727272 37373 3'73737 73
‘ - A2
+ tr[LL'XéX3(XéX3) x§xF]}oe = T3
a1 no¥2 1 2 1 A2
E[Tu*]= Np = «+ —;r-tr<JX2X582 + —§~ tr JX3X303 +
1 | Vv al ES
4 —— tr J(1I - X )(T - X L)' 8% =Tnu
N F F e

Notemos ainda que:



i\ mas,

LL' =

(QF3

+ QR (FQ + RiQpy)

_ 1 ? i I
= Q1 FoFaQyy + Q1 FRQy, +

-+

) i i [}
QoRiFaQyq + QoReR Qg5

= Ql](FéF 0!, + Fé R.Q!'.)

+

+

2711 17127

1 1 ] 1
Q5 (RIF2Q) + RIR,Q,)

+

Q1 (FRF 0 + FRR.Q, )

1721

] H
Qp, (RIF,Q = RiR Q)

Qi T+ 0y, =0y,

.84,



4.

2.2.

Aplicacao numerica do metodo 2

.85.

Consideremos um conjunto ficticio de dados, e

ajustemos o modelo (61).

Fator 3

Fator 1
ntvel 1 nivel 2 nivel 3
Fator 2 Fator 2 Fator 2
nivel nivel nivel nivel nivel nivel
1 : 2 1 2 1 2
nivel 1 10 12 9 8 11 13
13 11 7 10 10 7
12 14 12
nivel 2 8 9 7 15
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Entao teremos:

10 1 0 0 10 10
12 1 0 0 0 1 1 0
13 i 0 0 1 0 1T 0
11 1 0 o0 0 1 1 0
12 1 0 o0 1 0 1 0
14 1 0 0 0 1 1 0

8 1 0 o0 1 0 0 1
9 1 0 0 0 1 0 1
6 1 0 o0 1 0 0 1
y = | 9] x;, =|0 1 0|3 x,=[1 0f;X;= |10
8 0 1 0 0 1 1 0
7 0 1 0 1 0 1 0
10 0 1 0 0 1 1 0
12 0 1 0 1 0 1 0
7 0o 1 0 1 0 0 1
15 0 1 0 0 1 0 1
11 0 0 1 1 0 1 0
13 0 0 1 0 1 1 0
10 0 0 1 1 0 1 0
20~ 7-1 20-0 0 1-3 20-0 ]-2 20-1 0-2
Temos que r[X'X] = r[X] = 5, portanto temos

que eliminar duas colunas de X, para encontrar uma sub-matriz

de X'X com posto 5. Nas eliminagcoes tantas quantas forem pos
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siveis serao colunas de XF = X1 ou atraves de X;.XF = X!X

Seja entao a particao de X, como em (L42), isto

e X = [F, F, R R2] tal que r [F2 R]] = r [X] = 5.

Entao teremos:

1 0 0 10 1] "0
1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 10 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 1
Fo o= 1| Fy=]0 o0 Ry =|1 o o Ry = | 1
0 1 0 10 1 0
0 T oo 0 1 1 0
0 1 0 10 1 0
0 1 0 0 1 1 0
0 10 1 0 1 0
0 10 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1T 0 1 0
0 0 1 0 "1 1 0
0 0 1 10 1 0
20'0'1 20LO 1- 2 : 20-0 ‘1 173 20L 0 <1



Portanto de (43) temos:

[ ¢ }
L =
LQ Fg QR

A obtencgao de Q]1 e Q12’ e feita atraves

(42.1) e (L42.2), isto e, a partir da inversa de:

-1 [ G Oy

22 -

7 0 E 4 3 5
0 4 § 2 2 4
Mmo- |u 211 ______ o 8
3 2 0 9 7
e 4 % 8 7 15
iy ] Qg Qyp
i R boomoones
L Qg E %2

.88.

de



.8
- 84281 38253 1 -34210 -32966 -15 7 -
330904 33090k { 330904 330904 1064
E Q11
38253 130309 ! -14306  -16794  -103
330904 330904 § 330904 330904 1064
_________________ U] N IR
-17105 -7153 :I Lshob 31722 -202 i
165452 165452§ 165452 165452 1064
.: QZ]
-16482 ~-8397 4 31722 51626 -214
165452 165452 ! 165452 165452 1064
3
-15 -103 ': -202 -214 311
1064 1064 | 1064 o6k 106k | |
]

portanto:

(Vo]

o i = v i . = ———— - -




1

330904

Obtengao dos

Z =y - Xcly

20

-

0

o

o

o

[ben)

o

-38875
-37631
-38875
-37631
-38875
-37631
-3L4210
-32966
-34210
L5Lo6
L6650
Lskoé
L6650
L5Lo6
50071
51315
-622
622
-622

622

-46339]]
-48827
-46339
-48827
-46339
-48827
-14306
-16794
-14306
-8086
-10574
-8086
-10574
-8086
23947
21459
83970
81482

83970

81482 |

dados corrigidos

.90.



ou

N

266

Z = (1 - XFL)

20

2114,5

Y

~ 2660,0

3192,0

34580
29260
3192,0,

- 3724,0

2128,0°

2394,0

1596,0.
2633,5
2367,5
2101,5
2899,5
3431,5
2101,5
4229,5
3178,5

'3710,5

2912,5

’

portanto:

.91,
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Com relacao ao modelo (62), isto é:
Z=ul+ X2@2 + X3§3 + (1 - XFL)g

podemos reorganizar o conjunto de dados da seguinte maneira.

Fator 2
nivel 1 nivel 2
nivel 1 2660,0 2633,5 3178,5 3192,0 2367,5 3710,5
266 266 266 266 266 266
3458,0 2101,5 2912,5 2926,0 2899,5 2114,5
266 266 266 266 266 266
Fator 3
3192,0 3431,5 3724 ,0
266 266 266
nivel 2 | 2128,0 2101,5 239L4,0 4229,5
266 266 266 266
1596,0°
266




~ Calculo dos coecficientes das esperangas

Em E[TO]
N = 20
tr XZXé = tr XéXz
11 0
mas, XX, = tr X, X!
272 0 9 2792
tr X3X3 = X3X3
15 0
XX = '
mas, 3%3 . : j tr X3X3
tr(1 - XFL)(I - XFL)' = tr(I—XFL)'(I
= tr{I - L'X‘Q)(
= tr[I - XFL -
= tr[I] - tr[XFL]
tr (I XFL)(I;— XFL)' = tr [1,,] 2
tr [120] = 20
r [XFL] _ 661808 _ 9
' 330904

— i 1
tr[L'X&XFL] = tr[XFLL XF]

-93.

= 20
= 20
- XFL)
I - XFL)
Ty i : 1yt
L XF + L XFXFL]

- ] i
tr[XFL] + tr[L XFXFL]

- 1 1
tr‘[XFL] + tr[L XFXFL]



¢
mas X.LL'X: = [F, F_]
F
F 1 2 [¢ 0
i
XFLL XF = [¢ F2 Q11] o
2
XeLL'Xp = Fp Qqq Fy
logo tr[XFLL‘XE] = tr[F2 Q]1 Fé
o
330904 |
1
= = [7(84
330904
erlX LL'Xg] = _67887
20216
logo tr(l - XFL)(I - XFL)' =

Em E[TZ]
N = 20

-
tr XZXZ =

1
tr X2X2

20 -

— ]
] = tr[FzF2

LR

0]

7 0] [8&281 382531
0 4] [38253 130309
281) + 4(130309)] = 1111203
330904
y , 67887 391343
20216 20216

20
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Reordenemos o vetor Z de maneira as matrizes X2

e X3 serem respectivamente:

10 "1 0] 72660,0]

1 0 , 1 0 2633,5

1 0 1 0 3178,5

T 0 1 0 3458,0

1 0 ‘ 10 2101,5

1 0 , 1 0 2912,5

1 0 | 1 0 3192,0
Lo 10 3431,5

1 0 | 0 1 2128,0

X, = |1 0| ;X =]0 1|ondeZ= Eég 2101,5
1 0 0 1 1596, 0

0 1 | 1 0 3192,0

0 1 | 1 0 2367,5

0 1 10 3710,5

0 1 B R 29260

0 1 oo 2899,5

0 1 | 10 2114,5

0 1 ‘ 11 o 3724,0

0 1 1o 1 2394,0
20L0 th, ‘zoLO ]-2 20"u229’5°



Seja

I
Il

. -
xz(xzxz) X
N
2% 1
=1 No.
[l
1
J

N, N,

2

De

(23)

temos:

.96.



201

—— s St s metene W e Ot ———— ——

.97.

11%9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
5" 99 9 9 9 9 "5 9
| 1 1 1 11 1 1 1
99" 9" "9 "9~ "9 "9 "9 9
]
599 9" 9" 9" "9 g g
L
599 9 99 99 9
R I I T I e I I IR |
599 95 9 9 9 9 9
L
TT T T T T 5 9
'_'_‘_1_'_"1'”1”'1‘"1"'1"'1”1‘”1
5 59 95 9 9 9 99
SO I T I I I i 11
5 9" 9 9 9 95 "9 5 I
1 1 1 1 1 1 1 1 1
599 9 9 9 9 9§ 9

20



20

1T 1
[
1 1
[
T 1
1 1
T 1
1 1
3%

1 1
T 1
1 1
11
T 1
T 1
1 1

2%g

7

3

1T 1
1 1
1 1
1T 1
1 1
1 1
T 1
1 1

3%7
1 1
1 1
1 1
1 1
T 1
1T 1
11

2(1)7

.98.

20



_ 1 1 1240
tr ApXoX3 = 73 47— + 33 5 = —%%
tr[Xz(XéXZ)Xé] =tr A, =1 + 1 =2

ty ) ty YTyt
tr[LL xez(xzxz) XX 1

- ! Ty Y v
tr[XFLL'XEXZ(XéXZ) Xé] = tr[F2Q11F2X2(X2X2) xz]
| " R
desde que XFLL XF = [F1 F2] ¢ . .
‘ 11 2
i
ty — ]
XptbiXe = Lo PRyl 1= FalyiFy
2
. como ja vimos anteriormente.
Portanto:
ErF,Q  FiX, (kX ng] = —133321
105336
Em T3
N = 20
[15 0
trX_X' = trX!X. = t =
7373 rh3%3 r 0 s 20

-99.
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Reordenemos ©O vetor Z de maneira as matrizes X3

e X2 serem respectivamente:

10 10 ~ 2660,0 7

1 0 1 0 2633,5

10 1 0 3178,5

1 0 1 0 3458,0

1 0 10 2101,5

1 0 1 0 2912,5

1 0 1 0 3192,0

X = 1 0| ;3 X, =11 0 onde Z = 1 3431,5

3 2 - 266

1 0 0 1 3192,0

1T 0 0 1 2367,5

1 0 0 1 3710,5

1 0 0 1 2926,0

1 0] 0 1 2899,5

1 0 0 1 2114,5

1 0 0 1 3724,0

0 1 1 0 2128,0

0 1 10 2101,5

0 1 10 1596,0

0 1 (VI 2394 ,0

o 1 0 1 4229,5

5ol 4, 20 - 44 20" 1
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De (23) temos:



20

—— e s —— — e . e, ——— — —— s ——

5

15

15 15 15 15

u—y

\Va)

—_

wn

R

—_—

—

102,

20



20

3

7

20

.103.
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tr AgX,Xp = 113 —— 4 g3 Lo 113+ 39
15 5 15
= —-ﬁ”
15
tr Ay = X3 (X3%5) Xy = 2

Como no caso anterior:

tr[LL'x§x3(x5x3) XéXF] = tr[F2Q11FéX3(XéX3) Xé] = tr[V]
tr[v] = 2733461 _ 21651
(330504) (15) 15960
Em Tp*
N = 20
1 202
—_tr J X, X} =
N 272 20
1 250
—— tr JX X! =
N 373 20
Facamos
s @ - XL (I - XgL)'] = A, entdo;
N

_ 1 - - ty ! =
A = ~§— tr{Jl JXFL JL XF + J F2 Q11 I2]
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e operando em cada termo obteremos:

— tr[J 1] = 20 = 1
N 20

—_—tr [J XFL] = 0 pois a soma das linhas de L

N
e zero.
L tr[JL'XE]‘= 0 pois a soma das linhas de L
N ) ,
' € zero.
L tr[JF,Q, Fy1 = _26871
N 21280
logo,
A = ._l_.. L’I’[J(I - XFL.)([ - XFLl)]= 1 + 26871 -
N 21280
_ L8151
21280
Portanto teremos:
E[T,) = 20 u 7 + 200, + 200§ , 321343 2
20216
(01,0 - 207 4 200d » 12H0 G2, 343993 2
99 105336
*2 152 2 2 53571 2
E[T3] = 20u + 2 g, + 2003 + g

15960



E(TRT) = 20u" 2 4 202 52, 250 o 48151 2
20 20 21280 °©
_ 1 . _
Calculemos TO = g AOE’ TZ - %lAzg’ TB - E'A3§’
T = %'Auﬂg, aplicando a expressao (20).
Ty = 2'IZ = 2415,568500
— 1 _
T, = 2'A,Z = 2302,565181
Ty = Z'AZ = 2303,989583
Tu = Z'Au Z = 2291,932444
Temos entao por (22)
200 2, 202 8; + 230 8% + 48151 82 - 2291,932444
20 20 21280 °©
2

2, 12h0 42 | 343993 ,2

3 2302,565181
99 105336 °©

*2 1526

2010 ° + + 2082 4 23571 42
15

2
2 3 15960 °©

2303,989583

2000°% 4+ 206
2 3 20216 °©

2415,568500

Facamos agora:

m
—
N
1
—
=
1
—
]
—
=

]
—
=
—_—
I}
—
1
—
=
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E(Ty = Ty = T3+ Tul =Tg - Ty - Tou Ty
Obteremos entao:
(20 - 202y,2 (1240 _ 250,02 (343993 _ A8151,,2 _
20 99 20 3 105336 21280 ©
= 10,632737
(122 . 202)52 (g0 - 230)p2 . (23571 . 48151, 62 -
15 20 20 15960 21280
= 12,057139
1 6% _ 5 6% . (391343 _ 53571 343593 . 48151) 82
30 98 20216 15960 105330 21280  °©
= 100,946180
ou ainda,
198 2 50 2 2112911 2
—6 82 + m—o 63 + ‘m‘ ae = 10,632737
1 A2 150 A2 -~ 2304423 A2 _
3—0 02 + 50 83 + m—ﬁ' Oe = ]2,057139
1 A2 50 A2 31597777 ~2 _



onde P =

logo

portanto:

Temos entao o sistema:

I3

R

n

= Q
50 2112911
1980 2106720
150 2304423 |
20 2106720
-50 31597777
1980 2106720 |
10,632737
12,057139

100,946180

p Q

[ 0,100989 -0,000363
-0,000481 0,133302
| 0,000224 0,000224

0,390449

0,624059

6,732389

-0,006726 |
-0,009689
0,066642

.108.

10,632737
12,057139
100,946180 |
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sao os componentes segundo o Método 2 de Henderson.

4.3.

onde §3

fatores

"Metodo 3 de Henderson" para um modelo aleatorio com
dois fatores de classificacao, com interacao e para
um modelo misto com dois fatores sendo um fixo e,

mais interacao aleatoria

4.3.1. Modelos e sistemas de equacoes

Seja o modelo aleatorio dado por:

+ e (63)

representa o vetor dos efeitos da interac¢ao entre os

1 e 2,

Consideremos os sub-modelos de (63) dados por:

~<
|

ul + X1§] +

[N ¢]

<
[

y = Hl + X]@] + X2§ + €

Sejam as reducoes correspondentes:

I
—

R (u) = y*X (X} X ).Xfi y onde X

£ % My T uoo -



= ! ¥ - I
R(u, 1) =y X, q (X ,]xu’]) X4q Y
onde
o1 = (1 %)
- ]
R(u,1,2) =y Xy g a2 X2 X2 Y
onde
Xir,2 = (Xgxy)
= ! ] '
R(m,1,2,3) y xu’1’2’3(xu,],2’3 xu’1’2’3)xu’]’2’3.z
onde
= — ]
Xip 2.3 = (1 X %, X305 R(0) = y'Ty

Em fungao das anteriores, calculemos as seguin

tes reducoes de interesse:

R(1,2,3/u) = R (u,1,2,3) - R (u)
R(2,3/u,1) = R (n,1,2,3) - R(up,1)
R(3/Us192) = R (U’1y2’3) - R(U’]’Z)

SSE = R(0/un,1,2,3) R(0) - R(p,1,2,3)

Aplicando (58) nas reducoes acima vemos que:

E[R(1,2,3/1)] € fungao linear de o?, 0%, o% e OZ.



E[R(2,3/u,1)] €& funcao linear de og, 0% e o

o N

E[R(3/u,1,2)] € funcao linear de Oi e o
E[R(0/p,1,2,3)] = E(SSE) & fungao linear de 02.

obtemos entao sucessivamente os componentes da variancia, apli
cando (59) ou melhor, igualando as esperancas anteriores as

redugoes correspondentes, isto e:

E[R(1,2,3/u)] R(pu,1,2,3) - R(n)

E[R(2,3/u,1)] R(p,1,2,3)

I
X
—
=
-
N
~

I}

E[R(3/u,1,2)] = R(u,1,2,3)

[}

el
—
=

—_
-

N
~

E(R(0/u,1,2,3)] = E[SSE] = R(0) - R(u,1,2,3)

Como salientamos em (3.5) podemos trabalhar
com fungoes linearmente independentes das anteriores, por

exemplo:

Multipliquemos a 22 equacao por (-1) e somemos

12.

Q

o

Multipliquemos a 32 equacaoc por (-1) e somemos

22, obteremos entao o seguinte sistema de equagoes:

E[R(1,2,3/nu] - E[R(2,3/u,1] = R(p,1) - R(n)



near, tal
~2 =~2 =2
01, 02, 03 e
~2 -2 ~2
02, 03 e Oe
5% e o2

3 % %

~2

e"

onde tomamos

E(R(2,3/u,1)]-E[R(3/1,1,2]

E[R(3/n,1,2)]

E[SSE] =

£ importante

R(0)

R(u,1,2) = R(u,1)

R(u,1,2,3) R(p,1,2)

R(un,1,2,3)

notar que temos um sistema

que:

A 12 equacao tem como incognitas as variancias:
~2
o,
e
A 22 equagao tem como incognitas as variancias:
A 32 equagao tem como incognitas as variancias:
A L2 equagao tem como incognita a variancia:

Seja o modelo misto dado por:

y = ul = x1§1 + XZBZ + X3§3 +,§
como fixo o fator 1.

Consideremos entao os sub-modelos:

~<
il

~
i

(64)
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Sejam as redugoes correspondentes:

1 RV
O %) Xi,1 Y

-~ U’ ’1 U: ~
onde XU,1 = (1 X1)
_ I 1 VA
R(u,1,2) = Y Xu,1,2(xu,1,2 Xu,l,Z) Xu,l,Z Y
onde XU,1,2 = (1 X1X2)
. _ | | Tyt
ROW1,2,3) = ' Xy g o 3O 40 3% 1,2,3) X023
onde Xu,1,2,3 = (1 X] X2 X3)

R(0) = y'Ly

Em funcao das anteriores, calculemos as seguin

tes reducoes de interesse:

R(2,3/u,1) R(p,1,2,3) - R(u,1)

R(3/u,1,2) R(pu,1,2,3) - R(u,1,2)
R(0/p,1,2,3) = SSE = R(0) - R(p,1,2,3)

Aplicando (58) nas redugoes acima vemos que:

E[R(2,3/u,1)] €& fungao linear de og, o% e 0623@
- ~ . 2 2
E[R(3/u,1,2)] € funcgao linear de 03 e o

E[R(0/u,1,2,3)] = E[SSE]- € funcao linear de Ogc



AR

Obteremos entao sucessivamente os componentes
da variancia, aplicando (59), isto €, igualando as esperancgas

anteriores as reducoes correspondentes:

E[R(2,3/u,1)]

R(n,1,2,3) - R(u,1)

E[R(3/u,1,2)]

R(m,1,2,3) - R(p,1,2)
E[R(0/u,1,2,3)] = E[SSE] = R(0) - R(u,1,2,3)

Como no caso anterior devemos observar que e
mais usual trabalharmos com fungoes linearmente independentes,

obtidas das anteriores.

Se multiplicarmos a 22 equagao por (-1) e so-

marmos a 12, obteremos o sistema:
E[R(2,3/u,1)] - E[R(3/u,1,2)] = R(u,1,2) - R(u,1)
E[R( 3/u,1,2)1 = R(u,1,2,3) - R (u,1,2)
E[sSE] = R(0) - R(w,1,2,3)
Observemos que este sistema linear e tal que:

A 12 equagao tem como incognitas as variancias:

2 2 2
62, 83 e 8

A 22 equagao tem como incognitas as variancias:
62 ¢ 82
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A 32 equacgao apresenta a incognita 62.

4.3.2. Aplicacoes numericas do metodo 3

Consideremos o modelo aleatorio, dado em (63)

para o seguinte conjunto ficticio de dados.

Fator 2
nivel 1 nivel 2 nivel 3
10 ; 12 9 ; 8 11 5 13
nivel 1 13 5 11 7 ; 10 10 ; 7
12 14 12
Fator 1
nivel 2 8 ; 9 8 ; 6
6

Teremos entao:




5

ma:

20

10
12
13
11
12

14

10
12
11
13
10

20

20"

20

20

Teremos portanto que resolver o seguinte

116,

siste
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E(R(1,2,3/u)] - E[R(2,3/u,1)]

R(u,1) - R(u)

E[R(2,3/U,1)] = E[R(3/U,192)] R(U’]’Z) = R(U,1)
E[R(3/u,1,2)] = R(p,1,2,3) - R(u,1,2)

E[SSE] = R(0) - R(p,1,2,3)

Com base em (58) teremos:

EIR(1,2,3/m)] = trix] , H(L = X, 00X )TXDXy 5 SE(By 5 387 5 3)) +
2
+ Ge[S - 1]
E[R(2,3/u,1)] = triXy o(I - xu,](xL,,xu,]) Xﬁ,])XZ’BE(§2,3”é’3)} +
2
+ Oe[S - 2]
E[(R(3/u,1,2)] = tr{x§(I - xu’] 2(x;l : zxu,1,2) ,1’2)x E(B 3 +
¢ %[5 - 4]
e

E[SSE] = ci [20 - 5]

onde @2 3-é o vetor dos efeitos dos fatores 2 e 3

6 o vetor dos efeitos dos fatores 1, 2 e 3.

@1,2,3



Em E[R(3/u,1,2)]

seja Q = X (X' . X )X
u

onde X

[}
—
—

Py

>
~—
[¢]
3
~+
[N}
(0]

20 15 5 9 7 4
15 15 0 6 5 L

M,1,2%u,1,2 °

b 5 0 0 0 4
[ 0 0 0 0 0 0 ]
(xfi,l,zxu,l 2)-= 0 0 7/24  -7/72 -1/12 0

0 0 -7/12 31/216 1/36 0
0 0 -1/12 1/36 1/6 0

0 0 0 0 0 1/ |



pu,1,2

|

o o O O

20

31
31
31
31
31
31

0

31
31
31
31
31
31

OO O O O o

0

Obteremos entao:

31
31
31
31
31
31

0

0

0

31
31
31
31
31
31

0

31
31
31
31
31
31

(o) TN o) SN © A NN O N

0

(o) SN e ) S © ) N O A

(o))

36
36
36
36
36

0

(o) TN ) NN A N oA

() TN )Y

36
36
36
36
36

0

o OO OO OO0 O O

36
36
36
36
36

o O OO O O O

36
36
36
36
36

o O O8N O O O

36
36
36
36
36

10 10 10 10 10 10-12-12 -12 -12-12
10 10 10 10 10 10-12-12 <1212 -12
10 10 10 10 10 10-12-12 <1212 12
-15-15-15-15-15-15 18 18 18 18 18
{-15-15-15-15-15-15 18 18 18 18 18

54

54
5k

54

54
54

54

54
54

54
5k
54
5k

10
10
10
10
10

10

52
52
52
30
30

.119.

10 10 -15-15
10 10 -15-15
10 10 <15 -15
10 101515
10 10-15-15
10 10-15-15
-12-12 18 18
-12-12 18 18
-12-12 18 18
-12-12 18 18

-12-12 18 18

52 52 30 30
52 52 30 30
52 52 30 30
30 30 63 63

30 30 63 63

20
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180 -180 0 -180 180 |
1
l - = ——— - -
x3(I Qu,l,Z)XB o 180 180 0 180 180
0 0 0 0 0
-180 180 0 180 -180
180 -180 0 -180 180 |
- 2 -
o 0 0 0 0
2
0 03 0 0 0
Como E(B B ) = 0 0 o% 0 0 teremos,
0 0 0 0% 0
| 0 0 0 0 0% ]
: 720 2
tr (x3(T - 0 ]’2)x3 (8,6 )} e a3
isto e
tr Xg (T = X S (X Xy g ) XYy )X E(BsB) =
720 2
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Em E[R(2,3/u,1)]

seja

f=)
]

I Ty
w1 = X G ) X

onde

>
|
—~
>
~

20 15 5
1 —
Xu,1xu,1 =115 15 0
5 0 5
) 0 0
(XL|I,1XU,1) = 0 1/15 0
0 0 1/5

Obteremos entao:



Qu,]

20

5915

a—
-_—
—
-_—
-_—

\wn
i
\wn
(S
\Sal
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20




" 72/15 -48/15 -24/15 54/15 -30/15 -24/15 6/5 -6/5
-48/15 77/15 -20/15 -30/15 50/15 -20/15 -6/5 6/5
X3 3(1 - Q %, 3 =
’ 102, -24/15 -20/15 Lb/15 -24/15 -20/15 44/15 0 0O
54/15 -30/15 -24/15 54/15 -30/15 -24/15 0 O
-30/15 50/15 -20/15 -30/15 50/15 -20/15 0 0
-24/15 -20/15 4k/15 -24/15 -20/15 44/15 0 0
6/5  -6/5 0 0 0 0 6/5-6/5
-6/5  6/5 0 0 0 0 -6/5 6/5
Como -og 0 0 o 0 0 0 0
0 o 0 0 0 0 0 0
E(B, 385 3) = 0 0 o) 0 0 0 0 0
0 0 0 o% 0 0 0 0
0 0 0 0 0% 0 0 0
0 0 0 0 0 o§ 0 0
0 0 0 0 0 0 o% 0
| 0 o o o 0 0o 0 o3|
teremos:

2

12 68 Lk
% = (T§ + 2

et g ©

tr{X£’3(L - Q )%y 5E(By 3B; 4

555 Yi5 Y 515 93

.123.
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isto e,
eriXy (T X O X )X %, 5B,y 3B o) =
184 2 184 2
= — 02 + 03
15 15
Em E[R(1,2,3/u)]
seja
Q = xu(xu xu) Xu
onde
X = 1
L[ ~

obteremos entao:
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20



X1,2,3(0 = Q%) 5 5= ——

20

Como

teremos:

-75
-15

20
30
25
20

-45

_30

-75
75
15

-20
-30
-25
-20
L5
30

-15 -5 20 30 25

15 5 -20 -30 -25 -

99 -63 -36 66 -L45
-63 91 -28 -42 65
-36 -28 64 -24 -20

66 -42 -2 84 -30 -
-h5 65 -20 -30 75 -

-36 -28 64 -24 -20

20
20

36

-28

6l
214
20

6L

33 -21 -12 -18 -15 -12

-18 26 -8 -12 -10

0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 0
00> 0 0 0 0
0 002 0 0 0
0 0 Oo% 0 0
0 0 0 00% 0
0 0 0 0 00%
0 0 0 0 0 0

L5
45
33

-21

-12

-18

=15

-12

51
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-30
30
-18
26

-12

-10
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eriXxy 5 50 - Q)X1,2’3EK§1’2

= —— 0 o - O
20 ! 20 2 20 3
isto e:

tr x;,2’3(1 - Xu(Xﬁ xu) Xﬁ)X1’2’3E(§1,2’3§;,2’3) =

0 20 20

Podemos entéo escrever:

- _ 150 A2 254 .2 310 A2 2
E[R(1,2,3/0)] = —55 8] + 57 8, + =5 65 + b 82
- 184 2 184 .2 A2
E[R(2,3/u,1)] = —5 05 + —qg 03 + 3 8
c N 2
E[R(3/u,1,2)] = 22 o§ £ 182
E[SSE] - 15 82

Podemos fazer uso da expressao (20) para obter:

2
R(W) = y'Qy = y'x (XX Jxiy - (196)° _ 1920,800000

20

2 2
, ; (159)" . (37)
Y = ! =y X' X ' = =1 ,20000
R (1,1 Y Qp,lx R4 Xp,l(xu,l u,1) U,11 15 i 5 959



R(1,1,2,3) =

R(U’132’3) = 6

R(u,1,2) =

R(u,1,2)

R(0) =

N
o

»I =_I 1
Y0 2,30 =YX, g2 3K,

92’3X11’1 ,273

.128,

\" ]
X\1,2,3Y

2 2 2 2 2
(72) (46) (41) (23) (14)
+ T+ =, + Tt = 1981,783333
R AT
=YX 1,20 1,250,220 %002 Y
= 1977,99074
y'Ty = 2032
Portanto, teremos o sistema:
254 184,,.2 - ,310 184\ .2 = .2
+(S5g - 5)0; + (B3 - —5)83 + 8, = 38,40000
184 .2 184 720\,.2 2
1—5 62 + ('TS - m)03 + 266 = 18,7907’41
720 A2 A2
718 83 + 0, = 3,792592
2
15 68 = 50,216667

Onde teremos sucessivamente:

8

12

3,347778

4]

N

w0

0,133444
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Q
n

0,888838

—_ N
]

L,564745
os componentes da variancia segundo o Metodo 3 de Henderson.

Se tivessemos considerado o modelo misto, dado
em (64) para o mesmo conjunto de dados anterior, obteriamos os

sa ~2
mesmos componentes da variancia, a menos de O

19 pois que nes-

te caso o fator 1 e considerado fixo.
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5. DISCUSSAO

0 '""METODO 1 DE HENDERSON' assemelha-se bastan-
te ao metodo da analise da variancia para dados balanceados,
podendo-se dizer em linhas gerais, que € uma extensao daquele

método.

Em térmos de calculo envolve operacoes com ma-
trizes de grandes dimensoes que sao facilitadas se usarmos a

expressao (23) no calculo das matrizes do sistema (22).

0 "METODO 1”; € proprio para modelos aleato-

rios, o que restringe em parte seu uso.

Deve-se ainda ressaltar que o METODO, conside-

ra as restrigoes (3), (4), (6), (7), e (8), para a obtengao

dos componentes.

0 ""METODO 2 DE HENDERSON' conforme vimos apli-
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ca-se em modelos mistos. Temos inicialmente que estimar os
efeitos fixos, para em seguida aplicarmos o METODO 1 DE HEN-

DERSON.

E um metodo definido para modelos que nao in-
cluam interagoes entre efeitos fixos e aleatorios e qualquer

hierarquia de fatores fixos e aleatorios.

0 fato de termos que corrigir os dados atraves
de uma estimativa para os efeitos fixos e aplicar posterior -
mente o "“METODO 1'" introduz dificuldade em termos de calculo,

L - 2 .
principalmente nos coeficientes do termo O,> O que ficou bem

nitido, nas operagoes em (4.2.1) e (4.2.2)

No que diz respeito ao desenvolvimento teori-
co, foi o que mais exigiu particularidades de algebra 1linear

e matricial.

0 METODO 2, usando o procedimento do "METODO
1" no calculo dos componentes, considera ainda as mesmas res-

tricoes sobre os termos aleatorios.

Finalmente, o '""METODO 3 DE HENDERSON" aplica-
-se tanto para modelos mistos como para modelos aleatorios, é

pescr de ser mais utilizado no primeiro caso.

No seu desenvolvimento verificamos que na ob-

tengao de algumas redugoes na soma de quadrados total, utili-
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zados no metodo, podem aparecer operacoes matriciais bastante

trabalhosas.

Uma outra dificuldade que surge na aplicagéo
deste metodo € que para um mesmo modelo, podemos obter siste-
mas de equagoes distintos o que nos levaria a conjuntos desi-
guais de componentes da variancia. Este € um problema ainda
nao resolvido, e o que existem atualmente, sao apenas algumas

sugestoes para o fato.

Usa-se neste método parte da restrigao (7) e

as restantes utilizadas nos metodos anteriores.
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6. CONCLUSOES

No caso de modelos aleatorios em geral, o ''"ME-
TODO 1 DE HENDERSON'", deve ser preferido ao '"METODO 3', devi-
do a sua facilidade de aplicagao, pois que utiliza a metodolo
gia frequente da Analise da Variancia. No caso de modelos en
volvendo covariancias entre conjuntos de efeitos aleatorios ,
o ""METODO 3" atraves de seu procedimento, consegue eliminar
estes efeitos, nas esperangas das redugoes da soma de quadra-
dos total. Enquanto que o ''METODO 1' assume que estas cova-
riancias sao todas nulas. Neste caso, portanto, o '"METODO 3"

deve ser utilizado.

Em modelos mistos que nao incluam interagoes
entre efeitos fixos e aleatorios e qualquer hierarquia de
efeitos fixos e aleatorios, o "METODO 2'" deve ter primazia em
relagao ao "METODO 3'". Caso contrario, isto €, para modelos

mistos que nao satisfacam as condigoes anteriores o "METODO



. 134,

3'' deve ser empregado.

Todos os métodos descritos por HENDERSON, de
uma maneira geral envolvem operagoes trabalhosas, mas que se-

rao bastante facilitadas se fizermos uso dos computadores,
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