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1. INTRODUÇÃO

A avaliação de diferentes alturas pluviais, do ponto de 

vista probabilistico, é uma informação pouco utilizada. Como conse 

quência, a média aritmética é a estimativa considerada quando se 

,,

quer avaliar a quantidade de agua proveniente das chuvas. 

Em se tratando de precipitação anual, nada há que desabo 

ne o uso da média, já que a sua distribuição se aproxima da normal; 

entretanto, para períodos menores, como mensais, a distribuição da 

variável geralmente se afasta muito da normal. Nestes casos deve

se ajustar aos dados uma outra distribuição e, a partir dela, ob

ter as informações possíveis. 

Uma distribuição que tem sido usada com sucesso é a dis

tribuição gama com dois parâmetros. Seu estudo se encontra nos li

vros, como auxiliar no desenvolvimento de outras importantes dis

tribuições, mas não sob o ponto de vista de sua aplicação. 
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Dada a complexidade da estimação dos parâmetros e da Va

riância, é necessária uma discussão sobre o assunto, inserida nes

te trabalho como condição de sua aplicabilidade. Devido à natureza 

do problema e à extensão dos cálculos, torna-se imperioso o uso da 

computação eletrônica; por conseguinte, paralelamente, são aborda

das particularidades a respeito. 

O estudo do ajustamento da distribuição gama foi feito 

com os dados pluviométricos provenientes da região do Km 47 da an

tiga Rodovia Rio-São Paulo, onde está localizado o Instituto de 

Pesquisa e Experimentação Agropecuária do Centro Sul (IPEACS). 



2. REVISÃO DA LITERATURA

BARGER e THOM (1949) foram os primeiros a aplicar a dis

tribuição gama no ajustamento a dados pluviométricos. Estudando a 

distribuição de frequência dos dados compreendidos entre uma e de

zesseis semanas, verificaram que, para periodos pequenos, como até 

quatro semanas, a forma da curva sugere uma exponencial negativa 

ç no ajustamento e, ao aumentar o periodo, a tendência da curva 

ser unimodal e assimétrica, para depois se aproximar da curva nor

mal. Baseados nestes fatos, os autores usaram a distribuição gama, 

cuja curva admite tal flexibilidade. Foi utilizado um método apro

ximado para estimar os parâmetros. Os autores deram maior importân 

eia à discussão dos resultados do que aos detalhes estatístico-ma

temáticos relativos. 

FRIEDW�N e JANES (1957) investigaram com maior profundi

dade o problema da estimativa de probabilidade de precipitação pl� 



4. 

vial. Referindo-se ao tamanho da amost�at afirmam que sao neces-

sários no minimo dados de 30 anos, para que ela seja representati

va. Sobre o emprego da distribuição gama, concluiram o mesmo que 

BARGER e THOM (1949). 

Barger, Shaw e Dale (1959), citados por STROlV]]/IBN e HORS 

FIELD (1969), efetuaram um estudo com dados pluviométricos de duas 

e três semanas, e concluiram que a distribuição gama foi eficiente 

no ajustamento. 

TOPIL (1963) explorou o assunto de forma diferente. Es

tudou a distribuição de frequências de precipitação pluvial maior 

ou igual a 0,01 polegada, ocorrida entre 1 e 15 dias e relacionou 

a curva de distribuição acumulada com o número de dias, obtendo a 

probabilidade de precipitação maior ou igual a 0,01 polegada para 

períodos de 1, 2, ••• , 15 dias. Com relação à metodologia aplicada, 

o trabalho deixa a desejar.

STROMMEN e HORSFIELD (1969) publicaram, através do Depa_!: 

tamento de Agricultura dos Estados Unidos, tabelas de probabilida. 

de de precipitação pluvial mensal para 23 Estados, usando a distri 

buição gama. Os parâmetros foram estimados pelo processo aproxima

do de Thom e nada foi dito sobre teste de ajustamento. Os autores 

deram ênfase somente à interpretação dos resultados, nada comentan 

do sobre a metodologia aplicada. 

AMARAL e SILVA (1970) trabalhando com os dados pluviomé 

tricos de Pelotas, RS, publicaram uma tabela que dá a probabilida-
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de (em diversos hiveis) da precipitação pluvial das pêntadas de um 

ano. Não foi possivel obter-se os detalhes teóricos relativos ao 

trabalho. 

ELLIS (1972), analisando as alturas de chuva de Manaus, 

AM, conseguiu um bom ajustamento da distribuição norm�l à precipi: 

taçuo anua� mas utilizou a distribuição gama para os dados mensais, 

em vista do seu caráter geral de assimetria. A qualidade do ajusta 

mento, verificada por gráficos e pelo teste de Kolmogorov, foi sa

tisfatória, concluiu o autor. O trabalho nno aborda os pormenores 

estatistioo-matemátioos envolvidos na obtenção dos resultados, seE_ 

do citado apenas que os parâmetros foram estimados pelo processo 

aproximado de Thom. 

Outros autores publicaram trabalhos versando sobre o as 

sunto, mas nada acrescentando ao que já foi dito. 



3. DESENVOLVIMENTO TEÓRICO

Como foi visto na parte de revisao da literatura, todos 

os trabalhos consultados são omissos no que tange ao desenvolvimen 

to teórico, particularmente importante, quando se trata da aplica

ção da distribuição gama a dados pluviométricos ou a qualquer ou

tra variável. Aqui, dois itens são fundamentais: o da estimativa 

dos parâmetros e o da determinação de probabilidades usando a fun

ção gama incompleta. Na estimativa dos parâmetros o processo apro

ximado de Thom é o comumente aplicado. Na determinação de probabi

lidades é feito o uso de tabelas em função dos parâmetros estima

dos. Em ambos os casos, são necessárias aproximações, o que, sem 

dÚvida, ocasiona erro nos resultados. 

Pelas razões expostas, torna-se indispensável um estudo 

teórico relativo aos itens citados. 
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3.1 - Generalidades 

Uma variável aleatória x se distribui segundo uma dis-

tribuição gama se sua função de densidade é:

f(x; g, b) = 1 
e 
-x/b g-1

X O < x< oo

= O para outros valores de x , 

(1) 

onde i!,. e b são os parâmetros da distribuição, ambos maiores que ze 

ro. 

A função geradora de momentos da distribuição gama é da 

da por� 

m( t) = 1 
t < _1_

b 
' (2) 

de onde se obtêm os momentos populacionais em relação à origem. Os 

dois momentos que vão interessar são: 

µt = gb1 

2 
µ 1 -- b g( g + 1) 

2

Os momentos populacionais em r3lação à média 

dos dos anteriores e sao dados por: 

r (r) 
µr = _r . 

(- l) r-1

l=Ü l 

, / , )r-i 
µi ,µi 

(3) 

(4) 

sao obti-

' ( 5)



s. 

de onde se obtém: 

µ2 = b2 g (6) 

µ3 
= 2 b3g (7) 

µ4 
= 

4 3 b g(g + 2) . (8) 

De (6) e (7) acha-se o coeficiente de assimetria: 

, (9) 

que é positivo e tende para zero à medida que _g_ aumenta, mostrando 

que a distribuição gama tende a ser simétrica para valores grandes 

de _g_ .  Segundo THOM (1958) pede ser provado que ao fazer _g tender 

para o infinito, a distribuição gama se aproxima da distribuição 

normal. O mesmo autor diz que em aplicações climatolÓgicas i para _g_ 

maior que cem, pode-se optar pelo uso da distribuição normal. 

3. 2 - Estimativa dos parâmetros

Um dos problemas estatísticos na aplicação da distribui 

ção gama a dados climatológicos está na estimativa dos parâmetros 

b e _g_ .  Vários métodos podem ser utilizados, entretanto, todos poE_ 

suem limitações, ora, advindas de problemas matemáticos, ora por 

produzirem estimadores ineficientes. O método dos quadrados mini-



, . 
' 

mos apresenta uma serie de dificuldades quando aplicado a distribui 

ção gama, como está descrito em SNYDER (1972 ), e não é recomendado. 

O método dos momentos e o da máxima verossimilhança sao os comumen-

te usados e as circunstâncias de cada caso particular vão indicar 

qual o melhor. 

3.2 .1 - Método dos momentos

Dada uma amostra aleatória xl, x2, ••• , xn, de tamanho

�, os momentos amostrais em relação à origem são dados por: 

1 m' E xir i=l n 
(10) 

de onde se tiram: 

1 
n 

= E X. 

i=l n 
(11) 

1 
n 

2 
m' = E X. • 

2 n i=l 
(12) 

Os momentos populacionais em relação à origem sao fun

ção dos parâmetros e podem ser assim representados 

Seja ê1, ê
2
, ••• a solução do sistema:
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í m{ = lJ1_ '

1� = µ• 2 (13) 
\.._ 

Os valores de ê1 , ê2, ••• , 

~ 

sao as estimativas de

e
2

, ••• , obtidas pelo método dos momentos. 

tém-sei 

onde, 

Aplicando (13) para o caso da distribuição gama, ob-

n 

g"(' L X� = o 
. 1 1
1= 

n 

__l_ 2
L X, 

. 1 1n 1= 

,..2,_(,. )=bgg+ l 

A solução do sistema é:

2 

-

X 

-2
" X g = -2

2 
B - 2... 

X 

r(x. 
= 

=r�

n 

- x/

n 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

•
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As variâncias destas estimativas sao obtidas em função 

dos momentos amostrais; (16) e (17) podem ser apresentadas na for-

ma: 

g = 
(18) 

• (19) 

A variância de uma variável aleatória H? que 
,. 

função e 

dos momentos amostrais m' 
1 

e � ' 
é dada por:

2 2 

V(H) V(�) � + V(m2)
aH 

ªmt mt=µi 
am2 mi=

11_m2=µ2 
ll2=

1-½ 

• ' 
(20) 

demonstrada em CRAMIIB (1963). 

O mesmo autor demonstra que: 

(21)
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2 

v(�) 
(µ4 - µ

2
) 

( 2 2) = 

cov(m1 , �)
µ3(n - 1)

(23) 
= 

2 

De (18) obtêm-se: 

2 2 

1Hl 2µt (24) == 
a� ill1=

� 

1-12 

ill2
= µ2 

2 2 

3Hl �2
(25) 

= 

2 

a� 
�=µ1 

µ2 

ill2= µ2

Aplicando (20): 

4 ' 2 2 
µ2 µl ( µ4 -µ 2

) 1-1' 4 
V(g) = V(H1) -+ •

4
n µ2 n JJ2 

2 

4(n - 1)µ3 µ13
(26) 

2 .. 3 • 

n JJ2 
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Substituindo os momentos populacionais em função de� e 

,2., tem-se que: 

V(g) � + 5 • (27)
Com o mesmo procedimento, obtém-se: 

V(b) = 
ng 

�g + 7 _ 4(n : 1)] • (28)

O método dos momentos não apresenta dificuldades na es

timação dos parâmetros .E. e f!., entretanto, sua utilização está su

jeita a uma situação especial. THOM (1958) num estudo sobre a efi

ciência dos estimadores obtidos pelo método dos momentos em compa

ração com os obtidos pelo mátodo da máxima verossimilhança chegou 

ao seguinte resultado: 

Para g = 1 

Eficiência de 
A 

g = 0,39 

Eficiência de B = 0,51 

Para g = 10 

Eficiência de 
A 

g = o,ss 

Eficiência de b = 0,89 

Isto mostra que para valores de � menores que 10 o méto 

do dos momentos produz estimativas ineficientes de b e f!.• À medida 
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que o valor de _g_ aumenta, a eficiência torna-se próxima de 1 e po

de-se aplicá-lo sem prejuízo. 

Em se tratando de precipitação pluvial, dificilmente i 

é maior que 10, principalmente para períodos curtos, mas podem 

ocorrer, como no trabalho de ELLIS (1972), valores de ,i superiores 

a 30. O método dos momentos pode ser utilizado como uma primeira 

aproximação das estimativas. Caso Êi, seja grande, conserva-se a es

timativa, caso contrário usa-se o método da máxima verossimilhança. 

3.2.2 - Método da máxima verossimilhança 

3.2.2.1 - Generalidades 

O método da máxima verossimilhança, desenvolvido por FI 

SHER (1941), é um processo geral de obtenção de estimativas. Part2., 

se basicamente da função de verossimilhança, M, definida como: 

(29) 

onde xi é o i-ésimo elemento da amostra e e
1
, 02' • • • , sao os pa-

râmetros. Os valores 01, ê
2
, ••• , que tornam máxima a função M,

são os estimadores de e
1
, e

2
, • • • , por máxima verossimilhança. Pa 

ra facilitar as operações, toma-se o logaritmo natural de! e deri 

va-se parcialmente em relação a cada parâmetro e iguala-se a zero. 

Resolvendo-se o sistema: 



() log M 
ae. 

1::: o , 

15. 

i = 1, 2, •• ,,(30) 

obtêm-se ê1, ê
2

, ••• Saliente-se que indicou-se por log o loga

ritmo natural. 

Para a distribuição gama têm-se, aplicando (29) e (30):

M= 1 
(31) 

L = log M = ng log b - n log f(g) - -1.._ Ex.+ (g - l)E log xi, (32)
b l. 

" r' (g)- n log b - n 
r (g) 

+ E log x1 = O

_.M._ l - +-,, Ex. = O 
-S B,_ i 

• 

Simplificando (33) e (34) chega-se a:

( 

" r' (g) log g - = 
r ( g) 

- 1 log x - � E log xi

(33) 

( 34) 

(35) 

• (36)
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A expressao r' (g) 
r(g) 

é denominada função digama de g, re 

presentada por iJJ(g). As suas derivadas l/J1 (g), ip"(g), ••• , etc. sao 

conhecidas como função trigama, tetragama, ••• , etc. Sendo assim, 

a equação (36) passa a ser escrita da seguinte forma: 

onde 

log g - �(g) = R 

R = log x - ...l.,_ E log xi n 

( 37) 

( 38) 

Para se resolver (37) é necessário conhecer�(g). A fun 

ção digama aparece tabulada em algumas publicações, mas para pou

cos valores, não contribuindo para o propósito em questão. Por is-

" " 
so, um ligeiro estudo sobre seus desenvolvimentos em serie e opor-

tuno. 

onde 

. . . ' 

3.2.2.2 - Função d�gama 

NÓrlund (1924) citado por THOM (1958) mostrou que: 

�(a)= log a - --1._
2a 

" 
Bk indica os numeros

R 
, 

o resto 
, 

e e apos

de Bernoulli, B2

m termos, avaliado 

B 
2m+2

<------

( 2m + 2 ) a2m+2 

a > 1 

= ..L B4
' 

== 
30 

pela inequação: 

• 

(39) 

' 

(40)
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A expressão ( 39) encontra-se demonstrada em BATEMAN ( 1953). 

Um segundo desenvolvimento; dado em COURANT (1966): 

co 

(a --:-) iv(a) -1.... E 
1 

- - y - ,S(I 

a V=l + V
', 

a> 0 1 (41) 

,.

onde 1. e a constante de Euler. 

O Último desenvolvimento é de real importância, já que 

dele se obt�m expressões de grande valia. De (41), obtém-se: 

i.µ (a + 1) 1 1 
=--

a + 1

- y - ; l 
V=l a +  1 + V

Subtraindo (42) de (41), fica: 

1/J ( a) 1/)(a + 1) -
a 

Derivando-se (41) e (43), chega-se a: 

1/J, (a) E 

V=Ü (a +  

1µ l (a) = tJ;' (a + 1) 

Generalizando (43) e (45); 

1 i.µ(a) =1/J(a + N) --- l 

a a + 1 

v/ 

1 + --

-
. . .

-

- �J • (42)

• (43)

(44) 

(45) 

1 (46) 
a + N - 1



1/)t(a) = \/J'(a + N) +-½- + 1 

2 + ••• + ---'1 __ 
2 a (a + 1) (a + N - 1) 

18. 

(47) 

As duas Últimas expressões são de grande importânciaqua:i 

do a; pequeno, O valor de \/!(a + N) para N grande é facilmente ob

tido de (39), com alta precisão e, através de (46) acha-se w(a). A

função trigama, \/!'(a), também necessita ser conhecida quando se fo 

rem estimar as variâncias de j_ e É.. Derivando-se (39):

o/1 (a) l 1 
=--+--+

a 2a 

L. 

�i 

B2k
2k+l + R� a 

onde R' é o resto após m termos e é avaliado pela inequação:m 

Rt

m 

B < 2m+2 
ª2:m-i--3 • 

(48) 

(49) 

Da mesma maneira j calcula-se �'(a + N) por (48) e de

pois w'(a) por (47). 

Outros desenvolvimentos, sem maior interesse, sao encon 

tados, como:

tj;( a) =-- - y + E (- 1t ç(n)
n=2 

n-1a (50) 

onde ç (n) é a função Zeta de Riemann, encontrado em BATEl\iIAN ( 1953) 

e SHENTON e BAWN.tAN (1970); 
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I' 

', f 

1p(a) __L log a(a + 1) + 
.i_ 

l-;-
1 1j = 

2 6 a + 

1) 3 J....1... (? 1 
( 51) •• •

90 (a+ 
'-

encontrado em lVJILNE ( 1968).

3.2.2.3 - Obtenção dos estimadores 

A dificuldade do método reside na resolução da equaçao 

log g - �(g) = R, de onde se obtêm _g_. Um caminho a seguir é cal

cular os valores de Gog g - lj;(gu ' confeccionando-se uma tabela 

da seguinte forma: 

log g - 1/J(g) 

. . . • • •

. . . . . . . . .

. . . . . .

Tendo-se o valor de E,, obtido através dos elementos am-2,s 

trais, por comparação com log g - 1/J(g), _g fica determinado. Com o 

auxilio de um computador eletrônico esta tabela é facilmente forma 

da. Tabelas desta natureza não sao comuns e as publicadas são in

completas no sentido do número de valores dei a�rangidos 1 obrigaQ 

do o usuário a efetuar interpolações. Ainda pode ocorrer que _g_ so

mente fique determinado por extrapolação, o que não é recomendado. 



Uma tabela nestes moldes é dada por CHAPMAN (1956); outra 

por CHOI e WETTE (1969), 

20. 

melhor 

Um outro caminho é resolver a equação (37) por um pro

cesso íterativo. O método iterativo de Newton aplicado na resolução 

da citada equação foi estudado por THOM (1968) e CHOI e WET·:rE(1969). 

A equação log g - �(g) = R pode ser escrita assim: 

h(g) = log g - �g) - R = O • ( 52)

Pelo método iterativo de Newton, tem-se que: 

(53) 

logo: 

• (54)

Como 
(x + a)

2
é uma função positiva e decrescente pa 

ra x .::_ o, pode-se escrever a seguinte inequaçao: 

1.[/(a) = 
(X) 

-2E (i + a) 
i:::O 

)-2 1 + a dx = --

Consequentemente, a • ,__�, (a) > 1 e

• (55)

pre diferente de zero. Como h(gk_1) e b'(gk_1) são funções monóto-
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nas de gk�l, a convergência do processo é assegu�ada.

Uma outra condição� o conhecimento de um valor inicial 

g0, próximo do valor exato dei. BARTHOLO:MEW (1957) mostrou que a
> . l N esperança matematica de R se aproxima de - ; entao, um valor ini

2g 
cial que se amolda ao que foi dito anteriormente é dado por: 

l 

2R 
(56) 

3.2.2.4 - Variância dos estimadores e intervalos 

de con:fiança 

Os estimadores obtidos pelo método da máxima verossimi

lhança têm variâncias e oovariâncias, dadas pela matriz: 

1 -1
V= --R = 

. . . . . • • • • •

. . . . . . . . . .

. . .

. . .

' (57) 

• • •

• • •  

onde n é o tamanho da amostra e li é uma matriz k x k (sendo k o nÉ, 

mero de estimativas), cujo elemento geral é:

= - E :f(x; • (58)



rll = - E 

rl2 = - E 

Para a distribuição 

[ l 1og
ag2 

[ a2 10s
ag <3b 

í'(x; g, b� 

f(:x; g, b� 

gama: 

= -E t �· (g� = i/1' (g)

- E f-t-) l = =-
b 

r22 
= - E [-ª-2� f(x; g, b � � - E ( � - :�J = ...iL. 

ab b2 

Portanto: 

t/J'(g) 
b 

R = 

_l_ 
b2 

g - b
V = ----=l __ _ 

n� 1/J' ( g) - b

de onde se obtêm: 

22 . 

(59) 

(60) 

(61) 

( 62) 

' (63)
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V(g) = ' (64) 

V(b) = 

n G �;' (g
) 

- �

' (65) 

COV(g, b) = ____ g __ _ 

n � tµl (g) _ �
• (66) 

Para amostras grandes, um intervalo de confiança aproxi 

mado pode ser construido, para os parâmetros _]2_ e _g_. Não há estudo 

sobre o tamanho da amostra necessário para a construção destes in

tervalos 1 
entretanto, como se observa em (64) e (65) a variância 

das estimativas é inversamente proporcional ao tamanho da amostra,

indicando que quanto maior n, menor é o intervalo de confiança.

FRIEDIMN e JANES (1957) acham que E: deve ser maior �ue 

30, mas não fazem pesquisa especial sobre o assunto. Ao nivel de 

9a{o de probabilidade, têm-se os seguintes intervalos: 

Para g: 

Para b 

g � 1 1 64 ✓ V(g) 

t� 1,64\/v(t) 

(67) 

(68)
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Naturalmente, estes intervalos são baseados na hipÓte-
� .,.,, - ;. 

se de que _g_ e i tenham distribuiçao aproximadamente normal, com m_t 

dias fl e ,E. e variâncias V(g) e V(S), respectivamente. O valor 1�64 

é retirado da tabela de distribuição normal a 90%. 

O que ocorre na prática é não se conhecer o valor dos 

parâmetros. Esta dificuldade pode ser ultrapassada, substituindo _g_ 

e i por i e B, sem que isso afete apreciavelmente o grau de aproxi 

mação, segundo MOOD e GRAYBILL (1970). 

3.3 - Estimativas de probabilidade e de precipitação 

Tendo-se os estimadores b e Ê,, obtidos pelos momentos 

ou por máxima verossimilhança, surge a questão de se estimar prob_§l 

bilidade através da função de distribuição ou de se estimar preci-

pitação pluvial a um dado nivel de probabilidade. Duas 

podem ocorrer, conforme os elementos amostrais: 

a) não há valores nulos na amostra;

b) há valores nulos na amostra.

situações 

No primeiro caso emprega-se o modelo simples e no segUE_ 

do o modelo misto. 

3.3.1 - Modelo simples 

A função de distribuição é representada pela função ga

ma incompleta: 

F(t) = l g-1 
X dx (69)
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onde t pode representar precipitação pluvial ou outra variável. A 

expressão (69) não possui solução imediata e necessita alguma mani 

pulação. Fazendo y = x/b e substituindo em (69), obtêm-se: 

se a: 

F(t) = ----1 -
f(g) 

Desenvolvendo-se 

tg 1 1 

-Y
e 

, 

g-1
y 

em serie 

dy (70) 

e-y e integrando-se, chega-

1 t
2 

. [ ... ] F(t) • t + (71) = 
r(g) T - (g 

• 

+ 1) (g + 2) 2l 

Multiplicando-se e dividindo-se (71) por et e aplican-

do-se o teorema relativo a multiplicação de séries de potências 

chega-se a: 

' 

F(t) = 
(g + l)(g + 2) . . . ] ' (72)

,

que e uma forma mais simplificada. 

A probabilidade de ocorrencia de um valor menor ou igual 

, 
dada por F(t), onde t = x/S. a X e 

Determinar.!, dado F(t), também é feito usando (72). Fa 

zendo F(t) = F 7 a expressão (72) pode ser representada desta forma: 
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Íl � 1
+ 

( g + l ) ;; + 2 ) 
+ • • • ] - l!' " O (73)

De (70): 

• (74) 

Segundo THOM (1968), 1½._(t) e h1(t) possuem as condições 

necessárias para que se possa aplicar o método iterativo de Newton. 

Sendo assim, 

t� ll-

�(ti-1)

hl(ti-1)
' 

1+--1--- +--���--+ F [ 
t. 1 

t�-1 

] 
gr(g) 

ti-1 (g+l) (g+l)(g+2) •
•

• 
-

t. 
1 

- __._.___._.....__e __________________ • ( 75) 
l- A 

tg-1
i-1

t. 1 e 1.- r(g)

Achando-se o valor de,!, x = t.b. 

Para iniciar o processo iterativo precisa-se ter um va

lor inicial t. Este valor varia de acordo com _g e F e é dado por o 

THOM (1968): 

Para g > 1 

t
o

= log 
l 

� 
F 

+ G,51 - 21'(1 - Fj cg - 1) , F > o,50 (76)
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t = logo F < 0 ? 50 (77) 

A 

Para f!,_ < 1 

t 
o 

= 

12309 F 
(1 - 0 1650 F

2
)

1,309 F 
2 (1 - 0,658 F) 

t = 0,01 
o 

- 0,10

- 0,06

3.3.2 - Modelo misto 

' (78) 

' F > O, 90 (79) 

' F .::_ 0,50 (80) 

" ~ ha" 
" 

Frequentemente, em periodos curtos nao ocorrencia de 

chuva, ou seja, a precipitação pluvial é igual a zero. O valor x = 

O não pode ser utilizado na estimativa dos parâmetros pelo método 

da máxima verossimilhança no caso da distribuição gama. Abandonar 

esta informação e trabalhar somente com os valores não nulos, oca

siona uma superestimação da precipitação a um determinado nivel da 

probabilidade. THOM (1951), pesquisando este aspecto, introduziu o 

conceito de distribuição mista, para a precipitação pluvial e para 

outras variáveis climatológicas. Ele considerou a precipitação co-
..... ,... .,. ,, mo um fenomeno cuja ocorrencia e aleatoria, oom probabilidade .9. e 

a não ocorrência com a probabilidade .E., sendo p + q = 1. Desta 



forma, a função de distribuição acumulada passa a ser: 

H(x) = p + q F(x) ' 

onde F(x) é a função gama incompleta. Uma estimativa de 12, é: 

A o 

p--

sendo n o  tamanho da amostra e 

n 

Y o número de valores nulos. o 

(81) 

(82) 

Para se obter PG � � emprega-se (81), fazendo-se: t = 

x/b. No caso inverso, dado H(x) = H quer se obter.!_; para isso uti 

liza-se o método iterativo de Newton: 

G(x) 
A 

(1 - p) F(x) - H o = p + = (83) 

t. t. 1 -

G(ti-1)
=

1- Gl(ti-l)
(84) 

X = t • b (85) 

O valor inicial t
0 

varia de acordo com ff.. e H e aqueles 

dados anteriores (76, 77, 78, 79, 80) 1 podem ser usados. 

3.4 - Computação eletrônica 

Para obter os resultados pelos métodos indicados i reque 

rem-se muitos cálculos, alguns complicados e extensos. Por esta ra 

zão, todas as operaçoes foram feitas com o auxilio do Computador 
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IBM - 1130 com 16 K palavras. 

Na aplicação do método iterativo de Newton foi utiliza

da a sub-rotina RTNI que faz parte do Manual de_ Sub-rotinas Cien

tificas da IBM (1968). Ela requer outra sub-rotina, chamada FCT, 

que fornece o valor da função no ponto t1_1 , assim como o de sua

derivada. Na resolução de (52), a sub-rotina FCT requer duas ou

tras sub-rotinas: DGAMA e TGAMA, que fornecem t(gk_1) e �•(gk_1) ,

respectivamente. 

O valor de W(gk_1) foi obtido empregando-se primeirame,E_

te a expressao: 

m 

= log (gk-1 + N) - 1 - E
2(gk-l + N) i=l 2i(gk-l +

para m= 11 e (gk-l + N) < 43 e depois pela expressão:

-1.... 1 l 

N)2i '

Não há um.a expressao matemática para e avaliar o erro cometido no 

cálculo de l/J(gk_1), mas, comparando-se os valores obtidos com al

guns presentes em MILNE (1968), observa-se que o erro está na sex

ta decimal para gk-l = 0 1 50. Como a precisão aumenta ao crescer

gk-l , conclui-se que o erro cometido está acima da sexta decimal

para gk-l � o,5o.

N c::Íl_í!ulo d '" 1 (" ) d . t '1 ,p • • �·º -· - e ,;! gk-l ; proce imen -o ana_ogo �oi segu.1-'='

do. Obteve-se w1 (gk-l + N) através de:



1 1 m B2i 
l/J' (gk-1 + N) =--..a;;_._ __ + __ ....,;;;;... ___ 2 + L 2' 1 

(gk-1 + N) 2(gk-l + N) i=l (gk-1 + 
N) i+ 

para m =  11 e (gk-l 
+ 

N) < 42 e l/)1 (gk_
1) pela expressão:

30. 

= lJ;'(gk-1 + N) + _2
1 

+

1 
2 ( A 

l) 
+ • • • + -----------,,-2 .

(gk-1 + 
N - 1)gk-1 gk-1 + 

Aqui o erro cometido apresenta a mesma característica do anterior, 

quando os valores são comparados com àqueles dados em OWEN (1962 ). 

Na solução de (73) são usadas as sub-rotinas RTNI, FCT 

e GAMA. A Última faz parte do Manual de Sub-rotinas Cientificas da 

IBM (1968) e s6 calcula r(a) para a <  34,5. 



4. MATERIAL E MÉTODOS

4.1 - Material 

O material usado no presente trabalho foi fornecido pe

la Seção de Climatologia Agrícola do Instituto de Pesquisa Agrope

cuária do Centro Sul (IPEACS), situado no Km 47 da antida Rodovia 

Rio-São Paulo, Itaguai, Estado do Rio de Janeiro, latitude 22°40•, 

altitude 33 m. São dados pluviométricos diários de 1940 a 1972 num 

total de 33 anos. Isto possibilitou o estudo do ajustamento da dis 

tribuição gama aos dados, correspondentes a 9 períodos dentro de 

cada mês. O estudo dos períodos 1-5, 1-101 1-151 1-20, 1-25 e men

sal dá uma visão do que acontece em termos de probabilidade de pre 
-

cipitação pluvial ao aumentar o tamanho do período, assim como po� 

sibilitou uma análise das tendências das diversas estimativas. Os 

períodos de 11-20 e 21 até o Último dia do mês, juntamente com o 

de 1-10, fornecem informações independentes, o mesmo ocorrendo com 
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os de 1-15 e de 16 até o Último dia do mês. 
" 

Nos anos bissextos o mes de fevereiro foi reduzido para 

28 dias, seguindo o procedimento utilizado por TOPIL (1963) e AMA

RAL (1968), que consiste em multiplicar os totais dos períodos por 

28/29. 

4.2 - Métodos 

Na estimativa dos parâmetros i$. e b foi empregado o méto 

do da máxima verossimilhança, descrito em 3.2.2. A estimativa da 

precipitação pluvial nos diversos níveis de probabilidade foi obti 

da segundo o processo desenvolvido em 3. 3, utilizando-se o modelo 

simples ou misto, de acordo com a ausencia ou presença de valores 

nulos na amostra. A estimativa da assimetria foi determinada atra

vés da equação (9) 

e as variâncias de _g_ e ,2. e os intervalos de confiança dos parame-

tros i$. e b foram obtidos segundo o procedimento 
2 

descrito em 

3.2.2.4. Para se estimar cr foi usada a expressão (6) 

' 

e a estimativa da média foi baseada em 33 anos em todos os 

dos. 

I' perio-
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Para se verificar a qualidade do ajustamento da distri

buição gama aos dados; foi aplicado o teste de x
2

, respeitando- se 

as recomendações presentes em PIJYJENTEL GOJYJES (1971) e DIXON e MAS-

SEY (1966). O teste de ajustamento de Kolmogorov-S.mirnov nao foi 

aplicado em virtude da necessidade do conhecimento dos valores dos 

parâmetros� e E_, segundo MASSEY (1951). 

Em todos os cálculos, os dados pluviométricos foram US.§.

dos em cm, mas 7 a escala não é importante, pois afeta somente a e� 

timativa de E_, que, por esta razão, é chamado de par�metro escalar. 



5. RESULTADOS E DISCUSSÃO

5.1 - Resultados 

Os resultados numéric0s das estimativas e intervalos de 

confiança relativos aos 108 periodos estudados estão presentes no 

2 Apêndice 1, nos quadros de I a  XII. Os valores de X obtidos no

teste de ajustamento, juntamente com os respectivos niveis aproxi-

mados de significância estão contidos no Apêndice 2, nos quadros 

de XIII a XVIII. Foram elaboradas tabelas de probabilidade de pre

cipitação pluvial a 20 níveis de probabilidade para todos os periQ 

dos estudados; no Apêndice 3, nas tabelas de I a  VI estão estes re 

sultados. 
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5. 2 - Di scuss�o

5.2.1 - Estimativas de g e b 

De uma maneira geral, ao aumentar o tamanho do período 

cresceu o valor de,&, em consequência da diminuição da assimetria; 

houve casos, porém, como em :fevereiro, onde no período de 1-10 a 

assimetria :foi maior do que no período de 1-5, como pode ser obse.E, 

vado no quadro II. Os valores dei, com excessão de cinco, estão 

abaixo de 5,ooo, o que determinou a não utilização do método dos 

momentos na estimativa dos parâmetros. O maior valor de _g_ foi de 

10,746 obtido no período mensal de dezembro, indicando que :foi o 

período de menor assimetria, como pode ser visto no quadro XII.Nos 

meses mais chuvosos os valores de j_ foram em média, superiores aos 

obtidos nos meses menos chuvosos, como maio, junho, julho, agosto 

e setembro. Isto é explicado pela pronunciada assimetria dos perÍo 

dos nos meses mais secos. 
~ 

O valor da estimativa de J?. nao apresentou nenhuma ten-

dência notável em relação ao tamanho dos períodos dentro de cada 

mês, levando-se em conta que 1 varia de acordo com_g, e a média. No 

entanto, houve predominância de valores maiores de 1 nos meses 

mais chuvosos. A importância da estimativa de]?_ está no que diz res 

peito a variância da amostra; desde que 



36. 

a estimativa da variância de um determinado período aumenta rapida 

mente ao crescer o valor de 1, sendo este um indicador da variabi

lidade dos dados. 

A precisão das estimativas,& e 1 está diretamente rela

cionada com o valor de .Ê., proporção dos valores nulos da amostra. 

Quando p = o, o tamanho da amostra foi de 33, já que todos os ele

mentos amostrais foram utilizados na obtenção das estimativas, o 

mesmo não ocorrendo quando p >o.Neste caso o tamanho da amostra 

reduziu-se para 33 (1 - p). Nos periodos de 1-5 dos meses de junho 

e setembro,p = 0,485, como pode ser observado no Ap�ndice 1, nos 

quadros VI e IX respectivamente; em ambos os casos somente 17 ele

mentos amostrais foram utilizados na obtenção das estimativas _g e 

S. Os problemas advindos desta circunstância são dois. O primeiro

é que as variâncias de b e _g serão maiores, porque elas são inver

samente proporcionais ao tamanho da amostra. O segundo diz respei

to aos intervalos de confiança dos parâmetros� e l?., j� que da for. 

ma como foi proposta a sua construção é necessário que i;, e i tenham 

uma distribuição aproximadamente normal; isto se consegue à medida 

que aumenta o tamanho da amostra. 
� A 

A ocorrencia de valores elevados de .E foi frequente nos 

períodos de 1-5 e 1-10, particularmente nos meses mais secos. 

O desvio padrão de _g , s(g), foi em média 23% de g, en

quanto que s(b) ficou em torno de 28% de b. Os intervalos de con

fiança dos parâmetros� e E. foram construidos ao nivel de 90% de 
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probabilidade. Embora elevados, nunca a extremidade inferior abra!! 

geu o valor zero, mesmo que fossem construidos ao nivel de 95% de 

probabilidade. Isto é um fato desejável, considerando que .6. e b 

são sempre maiores do que zero. FRIEDMAN e JANES (1957) acham que 

o nivel de 9o% de probabilidade é suficiente em se tratando de uma

variável dlimatolÓgioa. 
A 

As estimativas da assimetria e da variancia dependem de 

_g_ e de ,i e É., respectivamente. Quando p > O a assimetria fou subes 

timada, desde que osvalores nulos não foram considerados. Por sua 

vez, s2 foi obtida a partir de 33 (1 - p) elementos amostrais, não 

representando a variabilidade dos dados em 33 anos. 

5.2.2 - Teste de ajustamento 

O teste de x2 foi empregado para testar a hipótese de

que os dados de cada periodo são provenientes de uma populaçao que 

se distribui segundo uma distribuição gama; o nível de significâ� 

eia adotado para se rejeitar a hipótese foi de 5% de probabilidade. 

Em 5o% dos casos o valor de x
2 

foi significativo a mais

f',fJf 2 rde 5v� de probabilidade; o valor de X obtido no periodo mensal de 

abril foi significativo a aproximadamente 98% de probabilidade co

mo pode ser visto no Apêndice 2, quadro XIV. Isto significa que há 

aproximadamente 98% de probabilidade de que as diferenças entre as 

frequências esperadas e observadas foram devidas ao acaso. Dos 108 

períodos estudados, em 106 a hipótese nula não foi rejeitada a 5% 
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de probabilidadei Somente em 2 períodos, 11-20 (janeiro) e 21-31 

(julho), a hipótese nula foi rejeitada a 5%, como pode ser observ� 

do no Apêndice 2, nos quadros XIII e XVI, respectivamente. 

5.2.3 - Tabelas de probabilidade 

A principal finalidade da aplicação da distribuição ga

ma na análise de dados pluviométricos é a de se obter estimativas 

de precipitação pluvial em termos de probabilidade. Tomando como 

exemplo a tabela I (Apêndice 3), no periodo mensal de janeiro, vê

se que há 3o% de probabilidade de chover quantidade igual ou infe

rior a 144,1 mm. Isto indica que dentro de 10 anos em 3 espera-se 

em janeiro uma precipitação igual ou menor do que 144,1 mm, ou, al 

ternativamente, em 7 anos dentro de 10, espera-se que em janeiro a 

precipitação exceda a 144,1 mm. No mesmo periodo, ao nível de 70%, 

corresponde 254,4 mm, indicando que em 7 anos dentro de 10, a pre

cipitação esperada será igual ou inferior a 254,4 mm, ou em 3 anos 

dentro de 10, espera-se mais do que 254
14 mm. 

Por comparação das diferenças entre as precipitações es 

peradas entre uma alta e baixa probabilidades, pode-se fazer infe-
A n > 

renoias utilizando-se as variancias. No periodo mensal de janeiro 

a amplitude entre 5% e 95% é de 353,0 mm. Em igual período, em de

zembro, a amplitude entre os mesmos níveis é de 185 1 2mm; as variâ� 

cias são 122,7 e 32,3 respectivamente. Deste modo, num determina

do espaço de tempo, uma precipitação maior pode geralmente ser ee-
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perada em janeiro, com relação a dezenbro, mas, a precipitação em 

janeiro, provavelmente será mais irregular do que a de dezembro,em 

vista das variancias. 

A interpolação linear poderá ser utilizada com sucesso 

em determinados intervalos, geralmente entre 0,25 e o,65, onde o 

crescimento é aproximadamente linear. Em niveis mais baixos ou mais 

elevados ? a interpolação polinomial proporcionará Jnelhor resultado. 



6. CONCLUSÕES

6.1 - O ajustamento da distribuição gama aos dados pluviométri

cos mostrou ser eficiente, independentemente do tamanho dos perío

dos estudados, já que a hipótese nula foi rejeitada em 2 periodos 

dos 108, 11-20 de janeiro e 21-31 de julho. 

6.2 - Ficou evidenciada a necessidade da aplicação do método da 

máxima verossimilhança na obtenção das estimativas dos parâmetros, 

� 

tendo em vista a reduzida magnitude de�. 

6.3 - O processo iterativo de Newton mostrou ser eficiente na re 

solução das equações de obtenção dei e da estimativa da preoipit� 

çao pluvial a um determinado nivel de probabilidade, já que em am

bos os casos houve convergência do processo. 

6.4 - Embora não rejeitada a hipótese nula, em nenhum dos per{_2_ 

dos de 1-5 e 1-10, o tamanho da amostra nestes períodos ficou redu 
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zido, principalmente nos meses mais secos, o que leva a concluirque 

a distribuição gama não proporcionou bons resultados para a análise 

dos dados pluviométricos destes períodos. 



7. RESUMO

O presente trabalho foi dirigido no sentido de apresen

tar um estudo detalhado sobre a aplicação da distribuição gama na 

análise de dados pluviométricos. 

são desenvolvidos o método dos momentos e o método da 

máxima verossimilhança, utilizados na obtenção das estimativas dos 

parâmetros J!i. e b da distribuição gama. Em ambos os casos, são dedu 

zidas fórmulas para a determinação da variância dos estimadores. 

Para se estimar a precipitação pluvial a um determinado 

nivel de probabilidade, são desenvolvidos os modeloa simples e mi.§_ 

to, com a utilização do processo iterativo de Newton. 

Como aplicação, fez-se o ajustamento da distribuição ga 

ma aos dados pluviométricos relativos a 9 per{odos de cada mês. O 

2 
teste de ajustamento empregado foi o de X .



43. 

são apresentados os resultados correspondentes a todos 

os periodos estudados e é feita uma análise com relação às estima

tivas i e b .  Confeccionaram-se tabelas de probabilidade de preci

pitação pluvial e alguns aspectos tocantes à sua utilização sao 

discutidos. 

Finalmente, são apresentadas as conclusões entre as 

quais se destacam: 

2 
a - Baseado no teste de X , o ajustamento da distribuição gama 

aos dados pluviométricos, foi eficiente em razão da hipÓt2_ 

se nula não ser rejeitada em 98 1 15% dos periodos estudados; 

b - A distribuição gama não proporcionou bons resultados para 

a análise dos dados pluviométricos dos periodos de 1-5 e 

1-10, principalmente nos meses mais secos.



8. SUMMARY

This paper has in view the use of the ganna distribution 

in the analysis of rainfall data. 

The method of moments and that of maximum likelihood are 

applied to the estimation of parameters � and i in equation 

dF = 
l -x/b

e 
g-1

X dx (x > O) • 

Simple and mixed models are introduced when estimating 

the parameters ia with the use of Newton 1 s iterative method. 

Rainfall data used refer to years 1940 through 1972 (33 

years) at the Instituto de Pesquisa e Experimentação Agropecuária 

do Centro-Sul (IPEACS). Periods 1-5, 1-10, 1-15, 1-20, 1-25 and 

monthly were tried. 
2 

The goodness of fit was evaluated by the X test. 
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Results are presented refering to all periods studied , 

and an analysis on the estimation of parameters � and b. Tables of 

probabilities of amount of rainfall were calculated. 

The main oonclusions are: 

a - The fitting of the gamma distribution to the data was ex

cellent, since the null hypothesis was not rejected in 98.15% of 

cases. 

b - The gamma distribution did not give good results for pe

riods of 1-5 days and 1-10 days, specially in dry months. 
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APÊNDICE 1 - ESTIMATIVA DE g, b, p, ASSil\lIETRIA (y1), !VIB

DIA, DESVIO PADRÃO DE g, DESVIO PADRÃO DE t, 

VARIÂNCIA E INTERVALOS DE CONFIANÇA DOS PAR! 

l\lIETROS _g_ e .Q. OBTIDOS NOS 108 PERÍODOS ESTUDA 

DOS. 
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APÊNDICE 2 - VALORES DE x
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OBTIDOS NO TESTE.DE AJUSTAMENTO

PARA OS 108 PERÍODOS ESTUDADOS. 
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APÊNDICE 3 - PROBABILIDADE DE PRECIPITAÇÃO PLUVIAL EM MM À 

20 NÍVEIS DE PROBABILIDADE, PARA OS 108 PERfO 

DOS ESTUDADOS. 
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