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1. RESUMO

Neste trabalho € proposta uma solucao analitica
aproximada para a equacao que descreve o escoamento de agua

em solos nao saturados,com base no método de Ritz - integral.

Perfis de umidade para diferentes solos sao de
terminados através desta solugao e comparados com oOs experi
mentais.

Também é feita uma comparacao com perfis teori
cos obtidos pelas técnicas de Tobinaga-Freire, Parlange-Rei

chardt e Parlange-Bruce e Klute.



2. INTRODUGCAGC E REVISAO DA LITERATURA

0 estudo do escoamento de fluidos em meios poro
sos nao saturados vem despertando um crescente interesse nos
mais diversos ramosdas pesquisas cientifica e tecnologi

ca.

Em particular,no que concerne a Engenharia Agro
nomica, a solucao dos problemas relacionados com o escoamento
.de agua em solos nao saturados €& de grande importancia na exe
cucao de projetos que, em geral, visam ao aumento da produti

vidade em uma determinada regiao.

A determinagao de diversos parametros, tais co

mo a difusividade e a condutividade do solo, bem como o esta



3.
belecimento do perfil de umidade, assume papel importante nos
projetos de irrigagcao, principalmente em regfaes onde a agua

€ o fator limitante.

Quanto mais simples e pratica a metodologia uti
lizada na determinagao destas caracteristicas, maior sera a

contribuicao para um desenvolvimento racional destes projetos.

Do ponto de vista fenomenologico, o estabeleci
mento de uma forma geral para a difusividade do meio poroso,
bem como o desenvolvimento de ummtodo geral para a obtencao
da solucao analitica da equacao que descreve o fenomeno (equa
caol) sao problemas que ainda carecem de solucgao.

Varios sao os pesquisadores nesta area que mere
cem destaque.

BRUCE e KLUTE (1956) desenvolveram uma metodolo
gia para a obtencao da difusividade do solo a partir dos per

fis de umidade obtidos experimentalmente.

GARDNER e MAYHUGH (1958) sugeriram que para mui

tos solos a difusividade podia ser relacionada com a umidade

por uma funcao exponencial da forma D = Dy exp (BO), onde D é
a difusividade, 0 a umidade do solo.e D e B parametros carac

o
teristicos do solo.

SCOTT e -HANKS (]962), COVEY (]963), JACKSON (1963
a,b) e WEEKS e RICHARDS (1967) utilizaram em varios trabalhos

a forma sugerida por Gardner, e JACKSON (1963a) demonstrou ser

ela adequada para a descricao da difusividade hidraulica do so



lo em um intervalo suficientemente grande de umidade.

FREIRE (1970) estabeleceu uma forma empirica pa
ra a difusividade em funcao da umidade, utilizando-se de um so

lo areno argiloso.

AHUJA e SWARTZENDRUBER (1972) propuseram uma for
ma de poténcia para D(0) e estabeleceram a comparagao entre os

resultados obtidos com esta e com a fungao exponencial comumen

te utilizada.

REICHARDT e LIBARDI (1973) estabeleceram uma
equagao geral para a difusividade, baseada em experimento de in

filtracao horizontal de agua em solo inicialmente seco. ao ar.

"DECICO e SANTOS (1S76) definindo uma difusivida
de média aparente do solo, apresentaram um método dinamico ba
seado na velocidade da frente de molhémento e na frequencia de
infil tragao da agua na superficie do solo, .para determinagao

da difusividade em condicoes de campo.

PHILIP (1955) desenvolveu um método numérico ite
rativo para a obtencao do perfil de umidade, conhecendo-se

D(o).

PARLANGE .(1971) propds uma expressao analitica

para a obtencao do perfil de umidade conhecendo-se D(0).

PARLANGE (1972),utilizando a difusividade "'scaled"

proposta por Reichardt (1972), estabeleceu uma expressao para
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o calculo do perfil de umidade e comparou seus resultados com
os obtidos por Reichardt, utilizando a técnica numérica propos

ta por Philip.

TOBINAGA e FREIRE (1974), com base nos resulta
dos obtidos da formulagao variacional, estabeleceram uma expres
sao analitica do perfil de umidade, assumindo a difusividade

na forma exponencial.

No presente trabalho, € proposta uma nova ~ tecni
ca para a obtencao de uma solucdo analitica aproximada com ba
se no método de Ritz - integral, obtendo-se desta forma os per

fis de umidade para diferentes tipos de solo.

Alem desta, foram utilizadas, para determinacgao
do perfil teorico, a técnica de Tobinaga-Freire, a expressao
analitica proposta por Parlange em conjunto com a difusividade
generalizada de Reichardt e novamente a expressao de Parlange,
desta feita com a difusividade calculada pelo método de Bruce

e Klute.

Uma comparagao entre os perfis tedricos (calculiA
dos através das diferentes técnicas) e o experimental é feita
para trés solos diferentes, e os resultados obtidos sao anali

sados e discutidos.



3. FUNDAMENTOS TEGRICOS

3.1. Equacgao diferencial que descreve o fenomeno de escoa

mento de agua.

A equacdo que descreve o escoamento de agua em
um meio poroso nao saturado, homogéneo, isotropico, estavel e
considerando o processo isotérmico e da forma:

20

— = v.[ 29 k() vy (1)
3t n

onde:



3 -3
umidade porcento volume [L .L ]

(o]
]

aceleracao da gravidade [M.T-z]

[(a]
]

2
k(6) = permeabilidade do meio [L"]

-3
densidade da agqua [M.L ]

p =
. . oz -1_-1
n = viscosidade da agua [M.L "T 7]
Vv = potencial total da agua no meio poroso [L]

No caso unidimensional horizontal a equagao (1)

torna-se:

" 906 3 (. .3E .
_=_lfﬂk(e)_] e ceee (2)
ot X% \ :

onde £ é o potencial matricial da agua no solo.

Definindo-se a condﬁﬁividade hidraulica do solo

como:

e desprezando-se o efeito da histerese , a equacao (2) pode



ser escrita na forma:

30 9 dg 50 '
— D — K(G) — — R R . (l')
5t . 9x do ax

Definindo-se a difusividade hidraulica do solo -

como:

obtem-se, finalmente

00 9 . 00
— = — | D(O) — |ttt e (6)
ot 3 X 9 X

Esta equacao tem a mesma forma de uma equacgao de
difusao nao linear, onde D(0) e fungao da umidade do solo. Sua
solucao, seja ela analitica, seja numérica fica dependendo, por

tanto, do conhecimento da fungao D(0).

3.2. Tecnicas de Obtencao da Solucao

Para o caso do escoamento de agua em um meio po
roso nao saturado, se considerarmos uma coluna homogénea de so

lo, com umidade inicial constante © , na qual & aplicada e man
0 ——
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tida uma umidade de saturacgao Os em uma de suas extremidades ,

podemos escrever, para este sistema, a condicao inicial e as

de contorno da seguinte maneira:

© (x,0) = o (a)
0 (0,t) =0, (b) coeviiiiiiiiiiiiiiiine(7)
o (=,t) =6, (c)

BRUCE e KLUTE (1956), tomando como partida a equa
cao (6), sujeita as condigoes de contorno (7), e utilizando a

variavei de Boltzman

obtiveram para a difusividade a relacgao:

1 d¢
D(O)=- — — $dO. L., e ee e et -(9)
2 do

Estabeleceram, assim, a difusividade em fungao -
da umidade do solo, a partir dos perfis de umidade obtidos ex

perimentalmente, e seguindo o procedimento sugerido pela equa
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cao (9), isto &, computando a integral e a derivada para um -

conjunto de valores da umidade © ao longo do perfil.

REICHARDT et alli (1972) admensionalizaram e ge
neralizaram a equagao (6), utilizando-se de um solo padrao e

de grandezas intrinsecas da agua e do solo.

Para tanto, sugeriram que os valores do compri
mento caracteristico zi de diferentes solos fossem determina

dos relativamente a um solo padrao, segundo a relacgao:

onde lp e o comprimento caracteristico do solo padrao, e a, e

ap sao, respectivamente, as penetrabilidades do solo genérico-

e do solo padrao.

De posse da equacao (10) e definindo a difusivi

dade de acordo com a-teoria dos meios similares, obtiveram:

[ diz
Do) = ———— DF(0)eriiiiiaiiiiiaa e (B)
ﬂap
onde:
O(x,t) -0,
w = y eeeeeeeenes e e (12)
e -0



1.
0 e n sao, respectivamente a tensao superficiale

a viscosidade da agua,

D*(w) a difusividade ''scaled"

Di(m) a difusividade generalizada.

Dos dados experimentais de treze solos diferen
tes, Reichardt et alli determinaram D*(w); tomando um destes
solos como padrao, e substituindo D*(w) na equagao (12), obti

veram a expressEo:

D, (w) = 8,77 x 107" o2 exp (8,087u)........ . (13)

que permite calcular a difusividade de um solo genérico, conhe

cendo-se a penetrabilidade do mesmo.

PARLANGE (1972), utilizando como solugao analiti

ca aproximada da equacgao (6):

1 1
¢ = 2 P(a)da. 2 ab(a) da |  ...... oo (1)

w o

e a difusividade na forma D = D0 expBw, estabeleceu a expres



sao: 12,

¢ = [200]1/2 [B'llllzexp B/2 [l-exp~8(l-w)] (15)

de forma que o perfil de umidade w = w(0) pode ser escrito co
mo:
1 ¢ 1/2 -g/2
w=14+—2n {1 - [B— ] e A8 P (16)
B Y20
0

TOBINAGA e FREIRE (1973), através da analise dos
resultados da formulagao variacional, obtiveram uma técnica pa
ra a determinacao da difusividade na forma D(w) = D, exp (Bw) ,
onde D0 e B sao parametros caracteristicos do solo, utilizando-

se do perfilde umidade e dos dados da posicao da frente de mo

lhamento em funcao do tempo.

0 perfil tedrico obtido por TOBINAGA (1972) é

1 A _ ' '

w = — &n l] + (exp B=1) (1 - ¢/a)2] .......... (17)
B .
onde:
1/2
2D [ 7 L et
a = ——z———~1;° (B- —) f-2 eB/ arctg eB/Z] (18)
B -66+§— 3
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€ a penetrabilidade do meio.

Para a determinacao do parametro B, adotou-se
a condicao de que a area sob a curva ¢ (w), obtida pela equacgao

(13), seja igual a area experimental, ou seja:

[SLn(eBH) - 242 eelzarctg eB/2 (19)

™l e

Como a experiéncia mostra que para a grande maio
ria dos solos B > 10, Tobinaga-Freire (1974) propuseram uma -
simplificacao na equacao (17), estabelecendo para o perfil ted

rico,
2

w=14+-282n (1 = ¢/a)eeeeeeeon e e e (20)
B

3.3. Desenvolvimento da Técnica Proposta

Utilizando-se na equagao (16) da variavel de

Boltzmam adimensional:

°(0) = ¢//B,

x/V D t SREEEEERERRREE e (21)
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obtem-se [COUTINHO et alli (1977)]:

p S| 90 L 240 (22)
do | do 2 do
onde D (o) = D/D0 ................................ (23)

Admitindo-se a difusividade na forma:

a equagao (22) torna-se:

d?p & dD
D — + —— =10

do2 -~ 2 do

Das condigcoes 7.b e 7.c, comumente utilizadas na
resolucao da equagao (6), e utilizando-se as equagoes (12), -
(23) e (24), obtem-se,. para a equagao (25), as seguintes con

dicoes de contorno:

D (0)
D ()

] n
—_
X

©

=

—~ o~
T o

~ ~
e
—
N
o
~
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N3ao se tendo conhecimento de um método para a ob

tencao da solugao exata da equacao (25), procurou-se, neste -
trabalho, uma solugao aproximada pelo método de Ritz-integral,

fazendo-se as seguintes simplificacgoes:

0(x,t) para 0 s & < ¢ = a//ﬁz_’

0 para 838 e (27)

onde o € a penetrabilidade do solo.™

Com isto, a condicao (26.b) torna-se:

D (o) =1 para ¢ > o V ..;.........;....t..(28)

~

Com base nos dados experimentais obtidos, verifi
cou-se a possibilidade de se adotar a solugao aproximada ~de.

Ritz como:

' - ®yo . 2 y2 r @ o -
D = [exps [l - —-] + [ —-} 1+ r.! —-] [1 - —'} (29)
| SN o K 2,

onde r € o primeiro coeficiente de Ritz. Este coeficiente foi de
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‘terminado pelo método integral, que consiste em substituir a

equacao (29) em (25), e impor que:

Desta forma obteve-se a equacgao:

( 7% _exp(-8) 38

re 4+ l —_— o — ] r - 35 { Ei?iiﬂi&fﬁj

=0 (31)
24 3 9

cujas raizes sao: ry = 0,77 e rp = - 10,10

— - : \

—

Como ré = - 10,10 resulta D< 0, utilizou-se -

r, = 0,77 como sendo o 12 coeficiente de Ritz da equagao (29).

1

Lembrando-se que D ='D/Do.= exp Bw , resultarpg

ra o perfil de umidade:

w = é an- [expB{l - %]2 + [ %]2) {1-}0,77 -g’? [1-{‘:}] (32)
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I, MATERIAL E METODO

L.1. Material

Na realizagao deste trabalho foram utilizados

trés tipos de solo, cujas caracteristicas sao mostradas na ta

bela 1.
TABELA1l - Caracteristicas dos solos utilizados
SOLOS OS . o B C 0, Os
1 1,66 1,39 14,30 0,020 0,360
2 1,54 1,52 20,00 0,048 0,390

3 1,56 5,20 15,38 0,031 0,350
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Solo 1 - P.V.A. (Podzolico Vermelho Amarelo, Var. Piracicaba)*

Solo 2 - T.R.E. (Terra Roxa Estruturada, Var. Luiz de Queiroz)

Solo 3 - Solo de CERRADO - Corumbatai, S.P.

p -~ massa especifica do solo séco (g.cm?3)
- L =1/2

o - penetrabilidade do solo (cm.min )
B - parametro caracteristico do solo

. . 3 -3
90— umidade residual (cm”.cm °)

. ~ 37 -3
6.~ umidade de saturagao (cm™.cm *)

* dados obtidos por LIBARD e REICHARDT, (1973)

Na confecgao das colunas para accendicionar o so
lo, foram utilizados tubos de acrilico transparente, medindo
80cm de comprimento e 5cm de diémetro,com parede de 0,3cm de
espessura.

0 sistema utilizado na infiltracao consiste em
uma proveta graduada, especialmente projetada para manter a
pressao atmosférica, e devidamente acoplada a coluna de solo

disposta na posicao horizontal (fig.1).

Na obtengao dos perfis de umidade, foi utilizado

equipamento constando de um analisador monocanal da ORTEC-INC.

137

e uma fonte de C_ de 100mC. (FERRAZ, 1974).
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4.2, Metodo

0 solo,-inicialmente seco ao ar, foi peneirado
em peneiras de 0,lcm e a umidade residual Oo foi determinada
-pesando-se amostras de solo antes e depois da secagem em estu

fa (105°C) durante 48 horas.

Durante o processo de infiltracao, a posicao da
frente de molhamento em fungao do tempo foi determinada visual
mente e foram obtidos os perfis de umidade (figuras 2 e'3)atrg
vés da técnica de atenuacao de radiacao gama (DAVIDSON et alli,

1963)

0 perfil experimental 0(w)foi beido a partir dos

perfis de umidade 0(%,t), utilizando-se das equagoes (8)e (i2).

0s valores de B, relacionados na tabela 1, foram
determinados atraves dos coeficientes da regressao linear -

¢n(1 - ¢/a) em funcao de w, a partir da equagao (20).

0s perfis teoricos ¢ (w) foram obtidos através
S > \

das técnicas descritas nos itens 2.2 e 2.3.

Na aplicagao da técnica de Tobinaga-Freire, wuti
lizou-se a equacao (17) e os valores de B da tabela 1, para ca

da um dos solos utilizados.
A obtencao de ¢(w) pela técnica de Parlange-Rei-

chardt foi feita, procedendo-se da seguinte maneira:

a) determinou-se D(w) através da equagao (13),co

nhecendo-se os valores da penetrabilidade o fornecidos pela ta
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bela 1.

b) com os valores de Do e B, assim determinados

e através da equacao (16) obteve-se ¢ (w).

Pela tecnica de Parlange-Bruce e Klute o proce

dimento foi o seguinte:

~a) determinou-se D(w) através da equagao (9),com
putando-se a integral e a derivada para um conjunto de valores

da umidade ao longo do perfil.

b) foi feita a regressdo linear &n D(w) em fun

¢do de w, determinando-se assim os valores de Do e B.

c) com os valores de Do e B, e utilizando-se a

equacao (16) obteve-se ¢ (w).

0 perfil tedorico proposto neste trabalho, com ba

se no método de Ritz-integral, foi obtido através da equagao

(32), utilizando-se os valores de B e o da tabela 1.
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5. RESULTADCS

Seguindo-se o procedimento descrito na metodolo
gia, foram obtidos pela tecnica de Parlange-Reichardt os seguin

tes perfil tedoricos:

o =1+0,12 2an (1 - 0,800),..cuvvuuunnn. (33)
para solo P.V.A.
w =1+ 0,12 2n (1 = 0,73¢)s +eveuceneennnn (34)

para solo T.R.E.



w=1+0,12 2n(1 - 0,21¢),......

para solo de CERRADO.

Da regressao feita a partir dos dados da tabela 2

para aplicacao da técnica de Parlange-Bruce e Klute,obteve-se:

Para o solo P.V.A.:

Do = 8,20 x107" cm.min” /2

g = 8,75
e o perfil

w =14+ 0,11 2n (1 - 0,87¢)...
Para o solo T.R.E.:

Do = 5,64 x lOnucm.min -1/2

B = 9,12
e o perfil

w =1+ 0,14 2n (1 - 0,89¢)...

Para o solo de CERRADO:"

2 -1/2

<
]

’2;5 x 10 “cm.min

g = 7,55

e p perfil

ceeee..(37)



w =14+ 0,13 28n (1 = 0,260).00vrceencenen. .. (38)

Os valores da umidade w em fungao de ¢= x/t ex
perimental e tedrico (calculado pelas diferentes técnicas) bem
como o desvio entre €les para os 3 tipos de solos utilizados -
encontram-se relacionados nas tabelas 3, 4 e 5 e graficamente

representados nas figuras 4, 5 e 6.
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6. DISCUSSAQ E COMCLUSOES

Analisando-se as tabelas 3, 4 e 5, observa-se -
que para os trés solos estudados os valores obtidos pela técni
ca aqui proposta (equacado 32) concordam pilenamente com oOs valo
res experimentais, apresentando um €rro menor que 10% no inter

"valo 0 < ¢/o < 0,95, o que compreende a quase totalidade do in

tervalo de definigao.

Convém observar que esta mesma concordancia em
relagao aos valores experimentais e verificada para os perfis
teoricos obtidos através da tecnica de Tobinaga-Freire (equi
cdo 17).

0 perfil tedrico obtido pela técnica de Parlan
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ge~Reichardt apresenta também uma concordancia satisfatoria -~
com o experimeniai, embora em um intervalo ligeiramente menor.
Neste caso, o eérro inferior a 10% ocorre no intervalo -
0 < ¢/a < 0,76, com pequenas variagoes entre os trés solos es

"tudados.

Ja na aplicacao da técnica de Parlange~Bruce e
Klute, os resultados obtidos foram menos satisfatorios: pode-

se observar que o desvio entre os valores teorico e experimen

tal se acentua, a medida que a penetrabilidade do solo aumen
ta.

Tendo em vista estas observacoes, pode-se con
cluir:.

1. 0 método de Ritz-integral permite a determina
cao do perfil de umidade na forma analitica ¢ = ¢(w) com a
mesma precisao da técnica variacional apresentada, por outro

lado, grande simplicidade na sua obtencao.

2. A equacao de Parlange-Reichardt permite a de
terminacao do perfil com bea precisao, embora num intervalo um
pouco menor. Apesar disso, convém salientar a facilidade com
que se obtém D(w) pela equagao de Reichardt, a qual exige ape

nas a determinacao experimental da penetrabilidade do solo.

3. A literatura mostra que o método de Bruce e

klute para a determinacao de D(0), se apresenta eficiente quan
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do utilizado na procura da solucao numérica da equacao (6). No
presente trabalho, constou-se que esta mesma eficiéncia nao -~
ocorre quando este metodo € utilizado na aplicagao da equacao

de Parlange para obtencao da solugao analitica aproximada da

mesma equagao.



7. SUMMARY

An approximate analytical solution is proposed
in this paper, for the eguation that describes the movement
of water in non-saturated soils, based upen Ritz's integral

method.

A

Water content profiles for different soils are
established by means of this solution and matched -wWith
experimental data.

A comparison is also made with theoretical’
profiles obtained by Tobinaga-Freire's, Parlange-Reichardt's,

and Parlange-Bruce and Klute's technics.
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