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1. RESUMO

Neste trabalho é proposta uma soluçio analítica 

aproximada para a equaçio que descreve o escoamento de igua 

em solos nio saturados,com base no método de Ritz - integral. 

Perfis de umidade para diferentes solos sio de 

terminados através desta solução e comparados com os experl 

mentais. 

Também é feita uma comparaçao com p�rfís teóri 

cos obtidos pelas técnicas de Tobinaga-Freire, Parlange-Rel 

thardt e Parlange-Bruce e Klute. 
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2. INTRODUÇÃO E REVISÃO DA LITERATURA

O estudo do escoamento de fluídos em meios por� 

sos nao saturados vem despertando um crescente Jnteresse nos 

ma i s d i v e r s o s ramo s    d a s p e � q u i s a s c i e n t ff i c a e t e c n o 1 ó g ..!_ 

ca. 

Em particular,no que concerne à Engenharia Agr� 

nSmica, a soluçio dos problemas rel�cionados com o escoamento 

.de igua em solos não saturados � de grande lmportância na ei� 

cução de projetos que, em geral, visam ao aumento da produt..!_ 

vidade em uma determinada região. 

A determinação de diversos parâmetros, tais co 

mo a difusividade e a condutividade do solo, bem como o esta 
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bele�imento do perfil de umidade, assume papel importante nos 

projetos de irrigação, principalmente em regi�es onde a agua 

e o fator limitante. 

Quanto mais simples e prática a metodologia uti 

lizada na determinação destas características, maior sera a 

contribuição para um desenvolvimento ra�ional destes projetos. 

Do ponto de vista fenomenológico, o estabeleci 

mento de uma forma geral para a difusividade do meio poroso, 

bem como o desenvolvimento de umrrétodo geral para a obtenção 

da solução analítica da equação que descreve o fen6meno (equ� 

ção l)são problemas que ainda carecem de solução. 

Vários são os pesquisadores nesta área que mere 
cem destaque. 

BRUCE e KLUTE (1956) desenvolveram uma metodolo 

gia para a obtenção da difusividade do solo a partir dos pe� 

fis de umidade obtidos experimentalmente. 

GARDNER e MAYHUGH (1958) sugeri ram que para mu_!_ 
tos solos a difusividade podia ser relacionada com a umidade 

por uma função exponencial da forma D =  Dó exp (B0), orade D é 

a difusividade, 0 a umidade do solo-e D e B parâmetros carac 

terísticos do solo. 

SCOTT e ·HANKS (1962), COVEY (1963), JACKSON(l963 

a,b) e WEEKS e RICHARDS (1967) utilizaram em vários trabalhos 

a forma sugerida por Gardner, e JACKSON (1963a) demonstrou ser 

ela adequada para a descrição da difusividade hidráulica do so 
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lo em um intervalo suficientemente grande de umidade. 

FREIRE (1970) estabeleceu uma forma empírica p� 

ra a difusividade em função da umidade, ·utilizando-se de um so 

lo arena argiloso. 

AHUJA e SWARTZENDRUBER (1972) propuseram uma fo� 

ma de potincia para D(0) e est�beleceram a comparação entre os 

resultados obtidos com esta e com a função exponencial comumen 

te utilizada. 

REICHARDT e LIBARDI (1973) estabeleceram uma 

equação geral para a difusividade, baseada em experimento de in 

filtração horizontal de igua em solo iriicialmente seco. ao ar. 

DECICC e SANTOS {1976) definindo uma dlf�sivida 

de midia aparente do solo, apresentaram um mit�do dinimico ba 

seado na velocidade da frente de molhamente e na frequincia de 

infi_l tração da igua na superfície do solo, �para determinação 

da difusividade em condições de campo. 

PHILIP (1955) desenvolveu um m�todo num�·rico ite 

rativo para a obtenção do p�rfil de umidade, conhecendo-se 

D ( e} 

PARLANGE .(1971} propôs uma expressão analítica 

para a obtenção �o perfi.1 de umidade conhecendo-se D(0).

PARLANGE (1972),utilizando a difusividade"scaled" 

proposta por Reichardt (1972), estabeleceu uma expressao par� 
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o cilculo do perfil de umidade e comparou seus  resultados com 

os obtidos por Reichardt, utilizando a técnica numérica propo� 

ta por Philip. 

TOBINAGA e FREIRE (1974), com base nos resulta 

dos obtidos da formulação variacional, estabeleceram uma expres 

são analítica do perfil de umidade, assumindo a difusividade 

na forma exponencial. 

No presente trabalho, é proposta uma nova - técn.!_ 

ca para a obtenção de uma solução analítica aproximada com ba 

se no método de Ritz - integral, ob.tendo-se desta forma os pe.!:_ 

f(s de umidade para diferentes tipos de solo. 

Além desta, foram utilizadas, para determinação 

do perfil te6rico, a técnica de Tobinaga-Freire, a expressão 

analítica proposta por Parlange em conjunto com a difusividade 

generalizada de Reichardt e novamente a expressão de Parlange, 

desta feita com a difusividade calculada pel� m�todo de Bruce 

e Klute. 

Uma comparação entre os perfis te5ricos lcalcul�. 

dos através das diferentes técnicas) e o experimental -é     feita    

pa r a três s o 1 os d i ferentes , e os r e·s  u 1 ta d os o b t i d os sã o a na 1 i 

sados e discutidos. 



.6. 

3. FUNDAMENTOS TEÕRIGOS

3.1. Equaçio diferencial que descreve o fen6meno de escoa

mento de água. 

A equação qué descreve o escoame�to de água em 

um meio poroso nio saturado, homogêneo, isotrópico, estável e 

considerando o processo isotérmico e da forma: 

ae [
at = V. 

onde: 

pg 

n
k(0) �" l······················· ( 1)



[ 3 - 3] 0 = umidade porcento volume L .L 

g = aceleração da gravidade [M.T-
2]

[L
2

] k(0) = permeabilidade do meio 

P = densidade da água [M.L-
3

]

n = viscosidade d� água [M.L-lT-1]

$ = potencial total da água no meio poroso [L] 

. 7. 

No caso unidimensional horizontal a equação (l)

torna-se: 

••••••••••••••••••• " ( 2 ) 

onde ( e o potencial matricial da igua no solo. 

como: 

Definindo-se a condutividade hidriulica do solo 

p.g
K{0) = 

n 
k(0) ••••.••••••••••••••• � ••••••.•• (3) 

e desprezando-se o efeito da histerese , a equação (2) pode 



ser escrita na forma: 

a0 

í) t 

= 

[ d� a0 l 
K(0) 

ax d0 ax 

. 8. 

(4) 

Definindo-se a difusividade hidráulica do solo -

como: 

D (0) = .K{0) 5!.f
d0 

obtem-se, finalmente 

a 0 

at 

= 

ax 

[ D{0) 

• · - · • • • • • • • •  o • • • • • • • • • • • • • • • • • (5) 

ae l .............. '........... . (6)

Esta equação tem a mesma forma de uma equação de 

difusão não linear, onde D{0) e função da umidade do solo. Sua 

solução, seja ela analítica·, seja numérica fica dependendo,po!:_ 

tanto, do conhecimento da função D(0). 

3.2. Técnicas de Obtenção da Solução 

Para o caso do escoamento de água em um meio p� 

o

roso não saturado, se considerarmos uma coluna homogênea de so 

1 o , com um i d a d e i n i c i a l c o n s ta n te 0 
 
, na q u a 1 é. a p l i e a d a e ma n.
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tida uma umidade de saturação 0 em uma de suas extremidades , 
s 

podemos escrever, para este sistema, a condição inicial e as 

de contorno da seguinte maneira: 

0 (x,O) = 0 (a) 
o 

0 (o' t) = 0 (b) ........................... ( 7 )
s 

0 (oo,t) = 0· (e) 
o 

BRUCE e KLUTE (1956), tomando como partida a equ� 

ção (6), sujeita as condições de contorno (7), e utilizando    a 

variável de Boltzman 

X = cf>{0)//t •••••••••••••••••••••·•••••••••e••(8) 

obtiveram para a difusividade a relação: 

D(0)=-
1 d<!> 

2 d0 
r Ode 

0 
o 

(9) 

Estabeleceram, assim, a difusividade em função -

da umidade do solo, a partir dos perfis de umidade obtidos ex 

perimentalmente, e seguindo o procedimento sugerido pela equ� 
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ç ã o ( 9 ) , i s to é , ' e o m p u t a n d o a i n t e g r a 1 e a d e r i ·v a d a p a r a um 

conjunto de valores da umidade 0 ao longo do perfíl. 

REICHARDT et alli (1972) admensionalizaram e g� 

neralizaram a equação (6), utilizando-se de um solo padrão e 

de grandezas intrínsecas da águà e do solo. 

Para tanto, sugeriram que os valores do compr! 

mento característico t. de diferentes solos fossem determina 

d o s r e 1 a t i v ame n t e a um s o 1 o p a d rã o ., s e g u n d o a r e 1 a ç ão : 

t . / R, 
1 p 

2 = (a.la ) 
1 p 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( 1 O) 

onde R, � o comprimento característico do solo padr�o, e a. e 
p 1 

a são, respectivamente, as penetrabilidades do solo genérico
p 

e do solo padrão. 

De posse da equação (10) e definihdo a difusivi 

dade de acordo com a-teoria dos meios similares, obtiveram: 

onde: 

. 
2R, o a. 

p 1 

D. (w) =
. 1 

(j) = 

na 
p 

0(x,t) - 0 
o

0 -0
5 O 

D* (w) •••••••.••••••• -: •••• º • ( 11 ) 

························�··<12)
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a� n sao, respectivamente a tensão superficial� 

a viscosidade da água, 

D*(w) a difusividade "scaled" 

e 

D.(w) a difusividade generalizada. 
1 

Dos dados experimentais de treze solos diferen 

tes, Reichardt et_ alli determinaram_D*(w); tomando um destes 

solos como padrão, é substituindo D*(w) na equação (12), obti 

veram a expressão: 

D. {w)
1 

-4
= 8,77 x 10 B

2 exp (8,087w) ........• (13) 

que permite calcular a difusividade de um solo genérico, conhe 

cendo-se a penetrabi1 idade do mesmo. 

PARLANGE (1972), utilizando como solução analíti 

ca aproximada da equação (6): 

� = 2 rD (a) d a. [ 2 r aD(a) da 

l-1/2

••••••••• ( 1 4) 

w o 

e a difusividade na forma D =  D expBw, estabeleceu a 
o 

expre� 



sao: .12 . 

. (200)1/2 (º-1)1/2exp ( 
) 

<f, == .., B
/

2 1-exp-B(l-w)J (15)

de forma que o perfil de umidade w = w(0) pode ·ser escrito co 

mo: 

( ) 1 /
2 

B-1 e ••••• (16) 
-B/2] 

  TOBINAGA e FREIRE (1973), através da análise dos

resultados da formulàção variacional, obtiveram uma técnica p� 

ra a determinação da di fusividade na forma D(w) = D exp (Bw), 
o 

onde D º e B são parimetros característicos do solo, utilizando

se do perfil de umidade e dos dados da posição da frente de mo 

1 hamen to em função do tempo. 

onde: 

O perfil teórico obtido por TOBINAGA (1972) é 

ro = 
B 

tn [1 + ·(exp a-1) (1 - �/a) 2 ] •••••••••• 07) 

CI. = o 

{ 2D 
2 4B -6B+� 

7 
) e8 - ·2 e 812 arctg 

3 
J/2 (18)l}l 

/
2
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e a penetrabilidade do meio. 

Para a determinação do parâmetro S, adotou-se 

a condição de que a área sob a curva <j>(w), obtida pela equação 

(13), seja igual a área experimental, ou seja: 

A exp 
=rwdt·=: [R.n(e B +I) - 2+2eB /2arctg eB/2] (19)

o 

Como a experiência mostra que para a grande maio 

r.ia dos solos S > 10, Tobinaga-Freire (1974) propuseram uma   - 

simplificação na equação (17), estabelecendo para o perfil teó 

riro, 

(J) = 1 + 

2

- 
B 

R-n (1 - <j>/a) ..•..•..••......•.•... (20) 

3.3. Desenvolvimento da Técnica Proposta 

Utilizando-se na equaçao (16) da variável de 

Boltzmam adimensional: 

q> ( 0) = <j>//i)
o 

( 2 1 ) 
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·obtem-se [COUTINHO et a11i (1977}]:

onde D (<T?) =

<T? d0 

2 d<T? 
= O º · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·  (22)

D/ D ..•..•••••.•..••..•..••.•...•... (23) 

Admitindo-se a difusividade na forma: 

D =  D exp (800) ................... ..................... (2li) 
o 

a equação (22) torna-se: 

D -- + = O • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • a • • • • o • ( 2 5 )· . 

Das condições 7.b e 7.c, comumente utilizadas na 

resolução da equação (6), e uti 1 izando-sé as equações (12),   -

(23) e (24), obtem-se,. para a equação (25), as seguintes con 

dições de contorno: 

D (O)= exps 

D (oo) - 1 

(a) •.•••.••....••••...••.•.•.• (26)
(b)
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Não se tendo conhecimento de um método para a ob 

tençao da solução exata da equação (25), procurou-se, neste    - 

trabalho, uma solução aproximada pelo método de Ritz-integral, 

fazendo-se as seguihtes simplificaç�es: 

0(x,t) para o � <I> � <I> = a/✓o 
0. o o 

o para <I> � <I> 
........ (27) 

o 

onde a é a penetrabi 1 idade do solo.·· 

Com isto, a condição (26.b) torna-se: 

D (<I>) = para <I> � <I>
o 

••••••••••••••.••••• ( 2 8 ) 

Com bai��os·d�dos experimentais obtidos, verifi 

cou-se a possibilidade de se adotar a solução aproximada de. 

Ritz como: 

onde r é o primeiro coeficiente de Ritz. Este coeficiente foi de 
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·terminado pelo mêtodo integral, que consiste em substituir a 

equação (29) em (25), e impor que:

I <I>o 

� : :: + : : : l d• = o • • . . • • • • . • . • • • . • • ( 3 o )

o 

Desta forma obteve-se a equação: 

r� + 
Í 7�,_exp(-B) 

l _, 24 

r - 35 (31) 

cujas raízes sao: r1 = 0,77 e r2 = - 10,10

Como r2 = - 10,10 resulta D< O, utilizou-se

r1 = 0,77 como sendo o l? coeficiente de Ritz da equação (29).

Lembrando-se que D -

ra o perfil de umidade: 

O/D o = exp Bw , resulta .P�
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4. MATERIAL E METODO

4.1. Material 

Na realização deste trabalho foram utilizados           

três tipos de solo, _cu-jas características são mostradas na ta 

be 1 a 1. 

TABELA 1 - Características dos solos utilizados

SOLOS 

2 

3 

1 , 66 

1 , 54 

1 , 5 6 

1 , 3 3 

1 , 5 2 

5,20 

14,30 0,020 

20,00 0,048 

1 5 , 3 8 O, O 3 l 

0 
s 

0,360 

0,390 

0,350 

1 
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Solo 1 - P.V.A. (Podzólico Vermelho Amarelo, Var. Piracicaba)* 

Solo 2 - T.R.E. (Terra Roxa Estruturada, Var. Luiz de Queiroz) 

Solo 3 - Solo de CERRADO - Corumbataí, S.P. 

p - massa específica do solo seco (g.c� 3 ) 
s 

a -

-1/2 
penetrabilidade do solo (cm.min ) 

6 - parâmetro característico do solo 

0 - umidade residual 
o 

3 -3 (cm .cm ) 

0 - umidade de saturação 
s 

- 3 - . - 3 (cm .cm ) 

* dados obtidos por LIBARD e REICHARDT; (1973)

Na confecção das colunas para acondicionar o so 

lo, foram utilizados tubos de acrílico transparente, medindo 

80c� de comprimento e 5cm de diimetro,com parede de 0,3cm de 

espessura. 

O sistema utilizado na infiltração consiste em 

uma proveta graduada, especialmente projetada para manter a 

pressão atmosférica, e devidamente acoplada à coluna de solo 

disposta na posição horizontal (fig.l). 

Na obtenção dos perfis de umidade, foi utilizado 

equipamento constando de um analisador monocanal da ORTEC-INC. 

. e uma fonte de C 137 de lOOmC. s (FERRAZ, 1974) . 
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4.2. Método 

O solo,. inicialmente seco ao ar, foi 

em peneiras de 0,1cm e a umidade residual 0 foi 
o 

.20. 

peneirado 

determinada 

-pesando-se amostras de solo antes e depois da secagem em estu

fa (105 ° C) durante 48 horas.

Durante o processo de infiltração, a posição da 

frente de molhamente em função do tempo foi determinada visual 

mente e foram obtidos os perfis de umidade (figuras 2 e 3)atr� 

vés da técnica de atenuação de radiação gama (DAVIDSON et alli, 

1963) 

O perfil experimental 0(w)foi obtido a partir des 

perfís de umidade 0(.x,t), util izando··se das equaçoes (8) e (12). 

Os valores de B, relacionados na tabela 1, foram 

determinados através dos coeficientes da regressão linear 

R.n(l - cp/a) em função de w, a partir da equação (20). 

Os perfis teóricos cji(w) foram obtidos 
---- -· .- 1 

das técnicas descritas nos itens 2.2 e 2.3. 

através 

Na aplicação da técnica de Tobinaga-Freire, uti 

lizou-se a equação (17) e os valore� de B da tabela 1, para c� 

da um dos solos utilizados. 

A obtenção de cji(w) pela técnica de Parlange-Rei

chardt foi feita, procedendo-se da seguinte maneira: 

a) determinou-se D{w) através da equaçao (13},c�

nhecendo-se os valores da penetrabilidade a fornecidos pela ta 
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b) com os valores de D e B, assim determinados
o 

e através da equaçao (16) obteve-se $(w). 

Pela técnica de Parlange-Bruc� e Klute o proc� 

dimento foi o seguinte: 

. a) determinou-se D(w) através da equaçao (9),com 

putando-se a integral e a derivada para um conjunto de valores 

da umidade ao longo do perfil� 

b) foi feita a regressão linear ln D(w) em fun 

o
ção de w, determinando-se assim os valores de D 

 
e B. 

e) com os valores de D e B, e utilizando-se a 
o 

equaçao (16) �bteve-se $(w). 

O perfil te6rico proposto neste trabalho, com b� 

s e no m é to d o d e R i t z --rn t e g r a 1 , f o i o b t i d o a t r a v é s d a 

(32), utilizando-se os valores de S e  a da tabela 1. 

equaçao 
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5. RESULTJ\DCS

Seguindo-se o procedimento descrito na metodolo 

gia, foram obtidos pela t�cnica de Parlan ge-Reichardt os segui� 

tes perfil teóricos:_ 

w = 1 + 0,12 R-n (1 - 0,80<j>), ............... (3 3) 

para solo P.V.A. 

w = 1 + 0,12 !ln (1 - 0,73<!>), •••••••.•••••• (34) 

Pªfª solo T.R.E. 
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w = l + 0
11
12 !ln(l - 0 ,21<f,), ••..•.•.•..•.... (35) 

para solo de CERRADO. 

Da regressao feita a partir dos dados da tabela 2 

para aplicaçio da t�cnica de Parlange-Bruce e Klut e,obteve-se: 

Para o solo P.V.A.: 

e o perfil 

-'-¼ -1/2cm.minDo = 8,20 x 10    

f3   = 8,75 

w = l + 0,11 !ln (1 - 0,874>) ................ (36) 

Para o solo T.R.E.: 

e o perfil 

D = 5,6 4 x 10-4
cm.min -l/2

o 

f3 = 9,12 

w     = 1 + O, 14· !ln (1 - 0,89<!>) ................ (37) 

Para o solo de CERRADO:· 

f3 = 7, 5 5  

e p perfil 
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w = 1 + 0,13 ln (1 - 0,26�) ................ (38) 

Os valores da umidade w em função de�= x/lt ex 

perimental e teórico (calculado pelas diferentes técnicas) bem 

como o desvio entre êles para os 3 tipos de.solos utilizados -

encontram-se relacionados nas tabelas 3, 4 e 5 e graficamente 

representados nas figuras 4, 5 e 6.
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6. DISCUSSÃO E CONCLUSÕES

Analisando-se as tabelas 3, 4 e 5, observa-se     - 

que ·p a r a os t rês s o 1 os e s tu d a d os os v a 1 ores o b t· i d os p e 1 a t é e n J.. 

ca aqui proposta (equaç�o 32) concordam plenamente com os val� 

res·experimentais, apresentando um êrro menor �ue 10% no inter 

· valo O <  �/a < 0,95, o que compreende a quase totalidade do in 

tervalo de definiçio. 

Conv�m observar que esta mesma concord�ncia em 

relaç�o aos valores experimentais e verificada para os perfis 

teóricos obtidos através da técnica de Tobinaga-Freire (equ� 

ção 17). 

O perfil teórico obtido pela t�cn!ca de Parlan 
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ge-Reichardt apresenta também uma concordincia satisfat6rla 

com o experimental, embora em um intervalo 1 igeiramente menor. 

Neste caso, o êrro inferior a 10% ocorre no interva16 

O <  $/a < 0,76, com pequenas variações entre os três solos es 

tudados. 

Já na aplicação da técnica de Parlange-Bruce e 

Klute, os resultados obtidos foram menos satisfat6rios: pode·· 

se observar que o desvio entre os valores te6rico e experime� 

tal se acentua, à medida que a penetrabilidade do solo 

ta. 

aumen 

Tendo em vista estas observações, pode-se con 

cluir: 

1. O mitodo de Ritz-integral permite a deter�in�

ção do perfil de umidade na forma analítica$= t(w) 

mesma precisão da técnica variacional apresentada, por 

lado, grande simplicidade na sua obtenção. 

com a 

outro 

2. A equação �e Parlange-Reichardt permite a de 

ter mi nação d o per f i 1 com boa p r e c i s_ã o , embora num i n ter v a 1 o um 

pouco menor. Apesar disso, convém salientar a facilidade com 

que se obtém D(w) pela equação de Reichardt, a qual exige ap� 

nas a determinação experimental da penetrabilidade do solo. 

3. A 1 iteratura mostra que o método de Bruce e 

klute para a determinação de D(0), se apresenta eficiente qua:,2_ 
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do utilizado na procura da soluçio num�rica 
-

da equaçao ( 6) No

presente trabalho, constou-se que est� mesma· efici;ncia nio 

ocorre quando este m;todo; uti l lzado na apl icaçio da equaçao 

de Parlange para obtenç�o da soluçio analítica aproximada da 

mesma equaçao. 
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7. SUMMARY

A n app r o x i ma t e a n a 1 y t i e a l s o i u t i o n i s p r o p o s e d 

in this pa per, for the equation that describes the movement 

of water in non-saturated solts� based upon Ritz's integrai 

method. 

Water content profi les for different soi 1s are 

establ ished by means of this solution and rnatched with 

experimental data. 

A com parison is a1so made with theoretica1· 

profiles obtained by Toblnaga-Freire's, Parlange-Reichardt 1 s, 

and Pa�lange-Bruce and Klute's technics. 
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