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CONSTRUÇÃO DE FRAÇÕES DE FATORIAIS DE RESOLUÇÃO III 

Autor: Elenice Biazi 

Orientador: Dr. Cássio Roberto de Melo Godoi 

R E S UMO 

ix 

Este estudo apresenta os elementos para se obter a 

analise de um experimento fatorial , em que e feita uma redução 

no número de parcelás experimentais. 

� apresentado um desenvolvimento teórico sobre experi

mentos fatoriais, confundimento em experimentos fatoriais, frações 

de fatoriais e teoria de Galois. Essas noções são necessárias para a 

apresentação de uma sistematização de alguns delineamentos apr� 

priados para estudar efeitos principais. 

t mostrado como confundir efeitos principais e intera 

çoes com blocos nos fatoriais, e depois como confundir intera 

çoes de-ordem maior ou igual a dois, de forma conveniente. Esse 

confundimento é garantido pela existência de um teorema de 

Fisher. Por esse teorema toda interação na relação de identida-



X 

de tem no mínimo três letras. Os planos que satisfazem essa con 

dição sao chamados de planos de resolução III. 

São apresentados também os planos onde nao é possível 

estabelecer uma relação de identidade, mas estimam efeitos pri� 

cipais. Estes são os delineamentos ótimos, os arranjos ortogo 

nais de resistência dois e os planos de efeitos principais para 

exp�rimentos fatoriais assimétricos. 

� feita uma comparação entre os métodos destacando- se 

as vantagens e desvantagens, bem como a adequação de cada um. 

E também indicam-se outras formas de delineamento experimental 

que poderiam ser usadas como planos de efeitos principais. 
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CONSTRUCTION OF THE FRACTIONAL FACTORIAL OF RESOLUTION ILI 

Au-thor: Elenice Biazi 

Adviser: Dr. Cássio Roberto de Melo Godoi 

SUMMARY 

This study shows how to obtain the analysis of a 

factorfal experiment, where a reduction in nurnber of the 

treatment cornbinations is applied. 

The study presents a theoretical developrnent of 

factorial experirnents, confounding in factorial experirnents, 

fractional factorials and Galois's theory. These are necessary 

to present a systematic study of some of the experimental 

designs that are appropriate to understand the main 

effects. 

It is shown how to confound the ef fects and interactions 

with blocks in the factorials, and then how to confound the 

interactions of the order greater than or equal to two, in a 

convenient forro. This confounding is guaranteed by to the 

existence of the Fisher's theorern. This theorern defines that 
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all interactions in relation to the 'identity have at least 

three letters. In order to satisfy this condition, the plans 

are called the Plans of Resolution III. 
. . 

The study also presents the plans, when it is not 

possible to establish an identity relation, however they 

estimate main effects. These are the Optimun Factorial Désigns, 

the Orthogonal Arrays of Strength Two and the Main-Effects 

Plans for Asymmetrical Factorial Experiments. 

Di'f ferent methods are compared showing mainly their 

advantages and disadvantages and then selecting the adequacy 

of each one. Also is indicated other forms of experimental 

designs that can be considered as main-effects plan. 
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1. INTRODUÇÃO

Em experimentação ,.,existem situações nas ,quais 

se deseja estudar, simultaneamente, muitos fatores 

diferentes. Para esses casos é necessária a utilização de um 

delineamento apropriado, de tal maneira que possibilite a esti 

mação de todos os fatores envolvidos. Como obter esse delinea

mento? Uma resposta a essa questão pode ser dada pelo delinea 

mento fatorial completo, onde os fatores são analisados em to 

das às combinações possíveis. 

Entretanto, para se obter a análise de um experi 

mento sem dificuldades, é necessário que o número de fatores 

não seja muito grande, pois, se isso acontecer, cada vez que 

se adicionar um fator o número �e combinações aumentará muito 

de acordo com o núme.ro de níveis considerado. Assim, com um 

número grande de combinações de tratamentos, o experimento po 

de tornar-se irrealizável, pois deve ser levado em conta o cus 

to de experimentação e a viabilidade de se fazer todas as medi 

çoes. 

Busca-se, então, uma alternativa viável para o 

delineamento fatorial completo. Quando o erro experimental é 

grande, ou quando se espera um efeito apreciável das intera 

ções de alta ordem, essa alternativa não existe. Contudo, fre 

quentemente, o erro experimental e as interações de alta or 

dem são de mesma grandeza . Em tais casos, o delineamento fa 
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torial completo é desnecessário. Uma situação experimental :al 

ternativa para tais casos é o uso de delineamentos 

fracionados. 

fatoriais 

Os delineamentos fatoriais fracionados são empre 

gados nos casos em que se necessita ignorar efeitos de intera 

ções, usando apenas um pequeno número de parcelas. Esses deli

neamentos consistem em confundir os efeitos principais c9m efe� 

tos de interações de menor interesse, todavia sem ignorar to 

talmente os efeitos destes últimos. 

Os delineamentos fracionados sao, por conveniên

cia, divididos em tipos, de acordo com a ordem das interações 

confundidas. são considerados três tipos de delineamentos: de 

lineamento de resolução III, IV e V_. 

Neste estudo estão sendo considerados apenas os 

delineamentos de resolução III, que, em poucas palavras, sao 

os delineamentos· apropriados para estudar efeitos principais. 

Não existe um procedimento geral Único para redu 

zir um delineamento fatorial a um plano· de resolução III. Mui 

tos pesquisadores conseguiram métodos diferentes para planos 

de tal tipo, alguns em casos extremamente particulares. 

Apresentarros urna sistematização de alguns planos 

de resolução III. são pesquisados também os planos de efeitos 

principais� arranjos ortogonais de resistência dois, e delinea 

mentos ótimos, corno métodos para obtenção da análise de efei 

tos principais. A apresentação do assunto tem finalidade didá 
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·tica procurando ser simples e objetiva.

Antes da descrição de tais métodos serao mencio

nadas algumas noçoes e notações de experimentos fatoriais, con 

fundimento e fatoriais fracionados, necessárias à condução do 

estudo. 

A contribuição da teoria de Galois é muito exten 

sa e, por isso está incluído neste trabalho um capítulo çom as 

noções sobre essa teoria e suas aplicações. 
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2. REVISÃO DE LITERATURA

Corno este trabalho consiste em urna reunião de rné 

todos, é indicada a seguir a fonte bibliográfica onde cada as 

sunto discutido é tratado especificamente, e, às vezes, 

detalhadamente. 

mais 

· Começamos com YATES (19 35), que, com seu artigo

sobre experimentos complexos, descreve com detalhes o delinea

mento e a análise de experimentos fatoriais. Primeiramente ele 

descreve o sistema 2 3 e depois os sistemas 2n e 3
n. 

BOSE e KISHEN (1940) estudam o problema do con

fundimento em experimentos fatoriais simétricos sm, onde s é 

um inteiro primo positivo ou uma potência de um primo e rn qual 

quer inteiro positivo. Enunciam .o principio da interação gene

ràlizada no arranjo fatorial sm, e usam este importante princi 

pio na.demonstração de um método geral para formar arranjos 

confundidos. Com esses arranjos é possi�el dividir srn-1 graus 

de liberdade, pertencentes aos efeitos principais e interações, 
. m 

. 

em (s -1)/(s-l) conjuntos de (s-1} graus de liberdade. Mostram

que essa divisão é executada identificando ás sm combinações de 
n tratamentos com os pontos da Geometria Euclidiana Finita GE(m, p ) .

FISHER (1942) propõe o desenvolvimento da cone 
-

xao de sistemas de confundimento com grupos Abelianos, para pro 

var uma proposição geral que limita o tamanho mínimo do bloco 
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desejado ao número de fatores envolvidos e providencia, ainda, 

um catálogo de sistemas de con fundimento até 15 fatores. 

Também podem ser encontrados em FINNEY (1945), 

princípios de experimentos fatoriais fracionados, usando a teo 

ria de grupos Abelianos, e com referências particulares aos 

sistemas 2
n 

e 3
n

. 

Ainda sobre fatoriais fracionados, KEMPTHORNE 

(1979} apresenta um método geral para examinar delineamentos 

pn
bem como um método para conseguir repetições fracionadas e 

confúndimento para alguns tipos de experimentos fatoriais. In 

dica também a equivalência formal entre os dois tipos de redu 

ção de delineamento e discute as implicações desta equivalên -

eia. 

BROWNLEE, KELLY e I.DRAINE (1948) apresentam ar 

ranjos de ·confundimento com fatores em 2 níveis. Ele seleciona 

o subgrupo de aliados e o subgrupo de confundimento e forma o

bloco principal com os tratamentos cujos símbolos sao ortogo 

nais a ambos os subgrupos. Os blocos subsequentes podem ser ob 

tidos multiplicando o bloco principal por símbolos ortogonais 

ao do subgrupo que não ocorreu previamente. 

RAGHAVARAO (1971), em livro texto, estuda o con 

fundimento de experimentos fatoriais simétricos e resultados 

relacionados. Estuda o caso de experimentos fatoriais da forma 

pm x qn onde podemos confundir r efeitos e interações de fato 

m-r n-s res independentes em q níveis, em blocos de tamanho p q •
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Ele mostra que, para os experimentos fatoriais assimétricos, 

ocorre perda relativa de informação nas interações afetadas. 

ZONTA (1980} desenvolve uin método sistemático de 

confundimento para os fatoriais da série 2
n e através de duas

propriedades deste, estendeu o estudo para as séries 3 n, 3 x 2n,

3 2 x 2
n e 3 3 x 2n.

Em livro texto, KEMPTHORNE (1979), edição origi 

nal de 1952, apresenta conceitos fundamentais para descrição 

e análise &e experimentos fatoriais, mostrando os fatoriais 2
n,

3 n e sn. Para os fatoriais sn é encontrado o arranjo de n fato

res, m � . 
· 

m s cada um com p n1ve1s em blocos com {p) , baseado num ca 

so especial da teoria de grupos de Galois. 

Sobre a teoria algébrica informamos que, em·CAR 

MICHAEL (1956), são encontradas noções sobre corpos 

corpos de Galois e existência de corpos de Galois. 

finitos, 

Sobre os planos de efeitos principais, HOIBLLING 

(.1944a} apresenta alguns aperfeiçoamentos na técnica experime� 

tal de delineamentos de pesagens (do inglês, weighing des igns) , 

proposta inicialmente por YATES (1937), que consiste em pesar 

grupos de p objetos, N vezes, p � N. Mostrou que os pesos ind! 

viduais podem ser determinados com mais segurança, fazendo p� 

sagens dos objetos em combinações, do que pesando cada um sep� 

radamente. 



07 

KISHEN (.1945), MOOD (1946), RAGHAVARAO (1959), 

YANG (1966 e 68), MARGOLIN (196�) também discutem os princí -

pios básicos da teoria dos delineamentos de experimentos, que 

sio �ficientes para estimar os pesos desconhecidos reais de p 

objetos através das médias de um número N de pesagens, previa

mente estabelecido. 

PLACKETT e BURMAN (.1946) fazem uma seleção de 

N parcelas do delineamento fatorial completo, possibilitando a 

estimação de efeitos principais com precisão máxima, como se a 

atenção estivesse concentrada na variação de um Único componen 

te através de N parcelas. Esse delineamento reduzido com N par 

celas, permite a exploração de k = N-1 fatores, onde N e um 

múltiplo de quatro. Eles apresentam as matrizes de delineamen-

to para 4 < N � 100, exceto para o caso ·isolado N = 92. 

BAUMERT, GOLOMB e HALL (1962) resolvem o 

N = 92 para os delineamentos de PLACKETT e BURMAN {1946). 

caso 

BOX e HUNTER (.1961), em amplo estudo sobre fato 

riais propõem a divisão dos delineàmentos fracionados em 

classes especiais, às quais dão o nome de Resolução III, IV e 

V e descrevem um método para obtenção de efeitos principais pa 

ra os delineamentos fracionados 2k-p_

ADDELMAN e KEMPTHORNE (1961) apresentam um méto 

do de construção de planos de efeitos principais para experi -

mentas fatoriais simétricos que podem 

fatores, cada um em s = pm níveis, 

distribuir 

onde µ é um 
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primo, com 2sn combinações de tratamentos. Como planos ,:de 

efeitos principais são arranjos ortogonais de resistência dois, 

o método apresentado permite a construção de arranjos ortogo 

nq.is (2sn, 2 (sn - 1) /{s 1) 1, s, 2). 

RAO (19 4 7) é quem primeiro introduz o conceito 

de arranjos ortogonais. 

DANIEL (1962} apresenta noçoes sobre elementos 

de confundimento e classifica os planos experimentais pelo seu 

grau mínimo de confundimento. Assim , planos que confundem efei 

tos principais com interações duplas sao chamados de planos de 

3 letras, desde que a menor interação no seu subgrupo de alia

dos (do latim, "alias') contenha 3 letras. 

ADDELMAN (1962) descreve planos para experimen

tos fatorais assimétricos que fornecem estimadores não correla 

cionados de todos os efeitos principais quando as interações es 

tão desprezadas.· A construção desses planos é baseada no prin

cípio das frequências proporcionais dos níveis dos fatores. 

Em JOHN (1971), livro t�xto , podemos encontrar 

noçoes gerais sobre planos de efeitos principais , planos de re 

solução III e arranjos ortogonais de resistência dois. Ele 

apresenta o modelo para estimação de efeitos principais em de 

lineamentos reduzidos e orienta a análise desse tipo de exper� 

mento. 
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3� CONSTRUÇÃO E ANÂLISE DE EXPERIMENTOS FATORAIS 

3.1. Experimentos fatorais completos 

Os experimentos fatorais sao usados quando te 

mos fatores diferentes influindo sobre uma característica em 

estudo e desejamos testar as diferentes combinações desses fa 

tores em vários níveis. 

Um experimento fatorial com n fatores é repre -

sentado assim 

onde si •, i = 1, 2, ..• , n, representa o número de níveis com

que o i-ésimo fator é experimentado. 

O número de combinações de tratamentos é igual 

a s1. s2 .••.. sn' e sao distribuídos s1. s2 . .•.. sn - 1 graus

de liberdade entre elas. 

= • . .  = s o experimento é simétricon 

e é chamado de fatorial sn. Caso contrário o experimento é as-

simétrico�-

Em experimentos fatoriais a soma de quadrados de 

tratamentos pode ser desmembrada segundo contrastes ortogo -

nais, cada um com um Único grau de liberdade, correspondentes 

aos efeitos principais e interações de todos os n fatores. 

Um contraste representa um efeito principal do 
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i�ésimo fator se, os coeficientes da funçãci linear, que o re 

presenta, dependem somente dos níveis deste i-ésimo fator e 

tomado sobre todos os demais fatores. Existem s. -1 contrastes or 
l 

togonais representando o efeito principal do i-ésimo fator . 

. Um contraste representa uma interação de 

fatores i e j (ou de 1� ordem} se: 

dois 

a) os coeficientes da função linear que representa o contraste

dependem somente dos níveis dos fatores i e j;

b} o contraste é ortogonal a qualquer contraste representando

o efeito principal dos fatores i e j.

Existem (si-1) (sj-1) contrastes ortogonais repre

sentando a interação dupla do i-ésimo e j-ésimo fatores. 

Por indução, dizemos que um contraste pertence 

à interação de (r - 1)� ordem de r fatores, digamos ,O 

1: .• ' 
:l: 

. . . , 

• Ç> 
l 

r 
se: 

a) os coeficientes da função linear que representa o contraste

dependem somente dos níveis dos fatores i1, i2, ... , ir;

b) o contraste é ortogonal a todos os contrastes pertencendo a

todos os possíveis efeitos principais e interações dos

fatores. Podemos dizer que existem

contrastes ortogonais representa� 

do a interação de r fatores 11, i2, ... , ir.
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Mostraremos agora mais alguns conceitos aplica

dos a níveis particulares e, ao final, será feita a generaliz� 

çao desses conceitos para a forma geral de experimentos fato -

3.1.1. siries de fatorais 2n

3. 1. 1 .. 1. Modelo e estimacão 

Consideremos um experimento com 2 fatores A e B 

em 2 níveis (que podem ser inferior e superior, ou ausência e 

presença). Temos, neste caso, um experimento fatorial simétri

co com s = 2 e n = 2. As combinações de tratamento que po 

dem ser obtidas, sao: 

( 1) , a, b e ab

(1): indica que os dois fatores estão no nível inferior 

a : indica que o fator A está no nível superior e o fator B 

está no nível inferior 

e assim por diante. 

Também é usada a notação (1) , a,. b e ab para in 

dicar a média das observações tomadas nas respectivas combina-· 

ções de tratamento. 

Existem r observações em cada combinação de 

veis de A e de B. Assim, para esse caso, um modelo será: 

ni
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Y. 'k = µ + a. + 8. + (a.8} .. + e. 'k1) 1 J 1) 1) {1) 

i = 1, 2 
, j = 1, 2 , 1 < k < r 

sendo 

Yijk : a k-ésima observação no i-ésimo nível de A e j-ésimo ní

vel de B 

µ :  média geral 

ªi efeito principal do i-ésimo nível de A 

8, efeito principal do j-ésimo nível de B 
J 

(a.8) .. : termo interação 
1) 

: termo erro 

r número de repetições 

o modelo pode ser escrito na fm:ma reparametrizada

Y = xe + E 

onde 

Y vetor com 4r linhas 

X :  matriz de delineamento com 4r linhas e 4 colunas 

e vetor de 4 parâmetros 

E vetor de erros aleatór ios 



Temos 

vações Y 

X =  

Bo

Ao y11•

A
1 

Y21,

B1

y12• 

y22• 

13 

com k repet ições, isto é 
1 < k < r 

y .. 
l.J 

representa o total de 
observações no i-ésimo 
nível de A e j-ésimo 
nível de B 

Escrevendo a matriz de delineamento X e o vetor de obser-

µ 
+l
+l

a 

-1

-1

+l -1

+l +l

+l
- - -

+1

+l

+l

+l
- -

-1
-1

-1

- -

- - - -

+l +l

+l +l

+l +l

s 
-1
-1

-1
- - -

-1

-1
- -

+l

+l

+l

+1·

+l

+l

-· -

aS 

+l
+l

+l

-1

-1
- - -

-1

-1

-1
- -

. +l 
+l

+l

y = 

-

-

Y21r 
- - -

Y121 
Y122 

Y12r 
- - - -

Y221 
Y222 
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Na estimação de mínimos quadrados dos parâmetros 

chegamos às equações normais. 

X'X = 

portanto 

X'Y = X'Xe

A matriz· X'X tem posto 4 

4r 

o 

o 

o 

o o 

4r o 

o 4r 

o o 

E (y ... ) = µ

µ = y •••

o 

o 

X'Y = 
o -

4r 

y •••

Y21. + Y22. 

y + y 12-.- 22. 

Y11. + Y22. 

- Y11. - Y12.

- Y11. - Y21.

- Y21. - Y12.

E ( Y 21. + Y 2 2 • - y 1 1  • - y 1 2  • ) = 2rµ + 2ra - 2rµ + 2ra = 4ra 

traste Â 

Y21.  + Y 22. - Y 1 1. - Y12.
r 

a + ab - (1) - b = 4â

= 4â 

A expressao ab + a - b - (1) é chamada de con 



traste :S. 

traste AB. 
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b + ab - (1) - a = 48 

A expressao ab - a +  b - (1) é chamada de con 

Y11. + Y22. - Y11. - Y12.
r 

(1) + ab - a - b
A 

= 4aB 

= 4 <as> 

A expressao ab - a - b + (1) e chamada de con 

Simbolicamente, os contrastes podem ser escritos 

(a - l} (b + 1) = Â

(a + l} (b - 1) = :s 

(a - 1) (b - 1)  = AB 

Estes três contrastes sao mutuamente ortogonais. 

Urna forma alternativa para escrever o modelo e 

associar os fatores A e B a duas coordenadas: x
1 

e x
2

. 

x1 tem o valor +l quando A está no nível superior

x1 tem o valor -1 quando A está no nível inferior.

Analogamente 



x
2 

= +1 para o maior B 

x
2 

= -1 para o menor B 
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As quatro combinações de tratamentos sao, portan 

to 

(-1, -1} ; (+1, -1} ; (-1, +1) ; (+1, +1). 

sendo 

E podemos escrever o novo modelo 

e 

Para 3 fatores A, B e e (sem repetiç�o) 

y. 'k = µ + a. + 8. + yk + (a8) .. + (ay) ik + (8y} 'k + (a8y) . 'k + e. 'k (2}
l.J l. J l.J J l.J l.J 

e, procedendo como para o caso de dois-· fatores podemos chegar a 

BP= abc + ab + ac + bc + a + b + c + (1) 

8â = abc + ab + ac - bc - a - b + c + (1} 

8 (a"'$) = abc + ab - ac - bc - a - b + c + ( 1) 

que podem ser escritas simbolicamente como 

(a + 1} (b + 1 )  (c + 1), (a - 1) (b + 1) (e + 1) e (a - 1) (b - 1) (e + 1)
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Os oito termos interação (aSy). 'k têm o 
l.J 

. ,mesmo

valor absoluto. Se eles não são todos nulos, quatro deles sao 

positivos e os outros quatros são negativos. 

A restrição 

E E(aSy}. 'kl. J . l.J 

nos leva a 

= t k (aSy) . 'k l. l.J 
= � �(aSy). 'k = 

J l.J 

(aSy>222 
= -(aSy)221 

= -(a$y)212 
= -(a$y)l22

= (e;t$y)l21 
= (a$y)ll2 = -(aSy)lll

portanto 

= (aSy)211 

= (a$y) 

8(aBy) = abc - bc - ac � ab +a+ b + e - (1) 

= 

Alternativamente, podemos escrever o modelo como. 

Então 

- E (valor das abservaçces onde X12SX3 = -1) = 8 (aBy)

Simbolicamente, temos: 

8(0By),= 88123 = (a - l)(b - l)(c - 1)



18 

De uma forma geral, os efeitos e interações num 

delineamento 2
n 

podem ser representados por

� -1 - (n-1}
A = r 2 (a +.l)(b + l)(c + 1) 

onde ré o número c1 e repetições de cada combinação de tratamen 

tos e o sinal entre parênteses é positivo se a letra maiúscula 

correspondente não está contida em X e negativo se está conti

da em X. 

3.1.1.2. A forma geral de apresentar delineamentos 2n

Nesse sistema sao testadas todas as combinações 

de n fatores, cada um em dois níveis. A totalidade das combina 

çoes de tratamentos pode ser representada geometricamente num 

sistema de coordenadas n-dimensional de comprimento unitário . 

Tomando os n fatores e n eixos mutuamente ortogonais, x
1

, x
2

, 

... , xn , teremo� o ponto (O, O, O, .�·., O) como sendo o tra 

tamento controle; (1, O, O, ••. , O) o primeiro fator no nível 

superior e todos os outros fatores no nível mais baixo, e as 

sim por diante. 

Por exemplo, o fatorial 2
3

, com os fatores A, B

e C representados,respectivamente, nos eixos x1, x2, x
3

.
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Xz 

(0,1.0) 

( 1.0.1) 

O efeito do tratamento A é a diferença das mé 

dias dos pontos �ue contêm x1 e·as médias dos pontos que nao

contêm x1 ou seja, é a diferença entre a média dos pontos que

estão no plano x1 = 1 e a média daqueles que estão no plano 

x1 = O. A interação de A e B é a diferença entre as médias 

dos pontos representados por x1 = �, x2 = 1 ou x1 = O, x2= O

e aqueles representados por x1 = O, x2 = 1 e x1 = 1, x2 = O.

Também podemos escrever os efeitos e interações 

como equaç_ões algébricas, cujas operações obedecem à ari tméti

ca modular, a qual será explicada mais adiante. Assim, a inte 

ração de A e B é a diferença entre as médias dos pontos repr� 

sentados por 

(mod 2) 
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e aqueles para os quais 

(mod 2) 

Analogamente, a interação tripla de A, B e e é 

a diferença entre as médias dos pontos para os quais 

(mod 2) 

e aqueles para os quais 

Este processo pode ser continuado até a intera -

••• , A que é a diferença entre a média dos 

pontos para os quais 

= o (mod 2) 

e a média dos pontos para os quais 

3.1.1.3. A análise de experimentos fatoriais 2n

Em geral, num experimento 2n com r repetições, 

um efeito ou interação X é estimado pela média de r2n-l obser

n-1 ~ vaçoes menos a média de r2 observaçoes. Então, a variãncia 

desse efeito é dada por 



= 

2 
a 

n-2
r2 
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A tabel a  de a nálise de variância é ronstituída as 

sim: 

Fonte da Variação 

Repetições (Blocos) 

Tratamentos 

Efeitos Principais 

Interações de 2 fatores 

.Interações de n fatores 

Repetição x Tratarrentos 

T otal 

G. L.

r -1 

n 

1 , (1). linhas 
n 

1 (2) linhas

1 , (n) linha

n
(r - 1) (2 - 1)

n 
r2 - 1

P ar a  calcular os estimadores dos efeitos e 

somas de quadrados correspondentes para o fatorial geral 

suas 

é usado um procedimento sistemático, denominado Procedimento 
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de Yates. A descrição do método nao será feita aqui e pode ser 

encontrada num boletim ( *) referente a um seminário 

apresentado. 

3.1.2. Séries de fatoriais 3n

3.1.2.1. Efeitos principais e interações 

por nós 

Vamos considerar, inicialmente, que estamos tra 

tando com fatores quantitativos e.os níveis igualmente espaça

dos O, 1, 2 correspondam aos níveis de um fator. Supondo que 

os dados estejam representados num gráfico como abaixo 

1 

1 

t 

2 

Níveis do fator A 

(*) BIAZI, E. - Procedimento de Yates para Ensaios Fatoriais -
Seminário apresentado em 1982 no Departamento de Matemáti
ca e Estatística da ESALQ - USP - Piracicaba. 
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Existem duas reaçoes para um mesmo estímulo do 

fator, a1 - a0 do nível O para o nível 1 e a2 - a1 do n.1.

vel 1 para o nível 2. Podemos tomar a soma destas como o efei

to total do fator, ou seja 

Como uma medida da diminuição da reação quando o 

nível cresce, podemos tomar 

1 

2 ( a2 - 2a1 + a0) = A
Q 

(efeito quadrático rrédio

de A) 

- Interações

Considerando agora dois fatores A e B, cada um 

em 3 níveis O, 1, 2. A interação d�sses fatores é a interação 

de uma tabela 3x3. 

o 1 2 

o 00 01 02 

B 1 10 11 12 

2 20 21 22 
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Temos (3 - 1) (3 - 1) = 4 graus de liberdade para 

contrastes. Uma das mais úteis subdivisões em contrastes com 

um único grau de liberdade cada um é 

Representando o fatorial 3
2

, com os fatores A e

B num sistema com dois eixos ortogonais x
1 

e x
2

. 

x2 

2 ----(j)- - -&) 

1 -❖- - � 

A 









Uma observação deve ser feita: 

e 

3 .1. 2 • 2 • A forma. geral para apresentar delineamentos 3
n 

28 

Neste sistema são testados n fatores, cada um em 3 níveis. 

As combinações de tratamentos podem ser representadas geometri 

camente num sistema de coordenadas n-dimen sional contendo, ca 

da eixo, três pontos. Tomando os n eixos mutuamente ortogonais 

x1, x2, •.• , xn, teremos o ponto (O, O, ••. , O) como sendo o

tratamento controle, (1, O, O, ••• , O) como sendo o primeiro 

fator no segundo nível e.os outros fatores no nível mais baixo; 

(2, O, O, ••. , o') como sendo o primeiro fator no nível mais al 

to e os outros no nível mais baixo, e assim por diante. 

Por exemplo, tomando o fatorial 3
3

X2 

10,2.2 l 

( 2.0.2) 
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Os contrastes e interações podem ser descritos 

corno para o sistema 2
n 

com algumas pequenas modificações. 

Q 1 t t · t 3
n 

1 ua quer con ras e no sis ema envo ve compara 

n-1
çoes dos três totais de dados de 3 pontos e pode ser repre-

sentado pela comparação das diferenças entre os dados dos pon

tos que estão em 3 conjuntos de hiper-planos paralelos. 

Por exemplo, se n = 2 o reticulado apresenta- se 

assim 

x1 
º ·

...--
----1

-r-
-----,2 

Os efeitos principais do fator A são contrastes entre os 

totais de çlados dos pontos representados por 

X = 1 
1 

= 2 (mod 3) 

A interação AxB que conta com 4 graus de liberdade 1)0de 

ser dividida em duas partes com dois graus de liberdade cada, a interação 

AB, obtida dos totais referentes a 

(rnod 3) 

e a interação AB2
, obtida dos totais referentes a 
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(mod 3) 

Em resumo: 

- Os efeitos e interações para um delineamento
2 3 sao dados em pares de graus de liberdade pelas comparaçoes 

entre 3 conjuntos de combinações de tratamentos, como segue: 

A . xl 
= o ' 1, 2. 

B : x
2 

= o, 1, . 2

[AB mod 3

: xl + x
2

= o 1 1, 2 

Interação 

l
AB2

: xl + 2x
2

= o 1 1, 2 

Para 3 fatores, temos os resultados mostrados 
abaixo 

Efeito ou Interação Equação (= o, 1, 2) 

A xl 
B x

2

AB xl + x
2 

2·AB xl + 2x
2

c X3 

AC xl + X3 
AC2 xl + 2x3
BC x

2 
+ X3 

BC2 x
2 

+ 2x3 
ABC xl + x

2 
+ X3 

ABC 2 xl + x
2 

+ 2x3
8g . ,e_, AB2C xl + 2x + X3 2 

AB2 c2 xl + 2x2 + 2x3
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Deve ser observado que os 8 graus de liberdade 

para as interações triplas são subdivididos em 4 conjuntos de 

2 graus de liberdade cada um. 

Para 4 fatores, serao colocadas apenas as equa 

çoes que correspondem ãs interações de 4 fatores. Temos 8 con 

juntos com 2 graus de liberdade que estão mostrados abaixo. 

Interações 4 fatores Equação 

ABCD xl + x
2

+ X3 + X4

ABCD2 xl + x
2

+ X3 + 2x4

ABC2D xl + x
2

+ 2x3 + X4

ABC2 D2 xl + x
2 

+ 2x3 + 2x4 = 0,1,2 (nod 3) 

AB2CD xl + 2x
2

+ X3 + X4

AB2
co2 xl + 2x

2
+ 

�3 + 2x4

AB 2C2D x
l 

+ 2x
2 

+ 2x3 
+ X4

AB2C2 D2
x

l 
+ _2x

2 
+ 2x3 + 2x4

Para o-sistema 3n temos (3n-l)/2 símbolos, cada 

um representando 2 g • l . 



3.1.2.3. A análise de experimentos fatoriais 3n

A análise da variância ficará: 

Fonte de Variação 

Repetições (Blocos) 

Efeitos Principais 

Interações 2-fatores 

Interações 3-fatores 

2, 

4, 

8, 

32 

G. L.

r - 1 
n 

(1) linhas
n 

(2) linhas
n 

(3) linhas

n 
Interações n-fatores 

Repetição x Tratamentos 

(n) linha

Total n r3 -1

Como para os delineamentos fatoriais 2n , os esti 

madores dos efeitos e interaç5es e suas somas de quadrados cor 
n· respondentes podem, no fatorial 3 , ser obtidos utilizando o

procedimento de YATES (1937). 

Até agora, para os delineamentos fatoriais 3� fa 

lou-se apenas em níveis com espaçamentos iguais. Para. este caso, a ob 

tenção dos estimadores atrav�s do procedimento sistemático de 

YATES baseia-se no uso dos polinômios ortogonais. 

Será apresentado agora um meio de se usar os coe 

ficientes dos contrastes ortogonais para espaçamentos desi 
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guais. Isso será feito através de um exemplo, mas pode ser fa-

cilmente estendido para número de fatores diferentes e 

níveis diferentes. 

mesmo 

No quadro abaixo estão os coeficientes para 

veis igualmente espaçados - 3 níveis. 

Linear Quadrático 

n1 

X .a.+ f3X Coeficientes (l} a+ f3X + y..;!- Lin X Quadr Coeficientes (2)

o a -1 a -· a. 1/3 1 

1 a + 8 o a+ 8 + y o -2 /3 <=> -2

2 Cl + 2f3 1 Cl + 28 + 4y a + 2f3 + 4y 1/3 1

E 3a + 3f3 o 3a + 38 + Sy 2(3 + 4y o o 

(1) O somatório d as equaçoes lineares, em rel ação a X deve ser

zero.

a+ (a+ f3) +(a+ 2S) = 3a + 38 =O=> a+ 8 = O 

se escoThennos a = -1, 

(2} 
{
3a + 3S + Sy = O 

2$ + 4y = O 

ou 

tenos S = 1 

{
3a + 38 + Sy = O 

f3 + 2y = O 

para f3 = -2 , tem)s y = 1 e a = 1/3 
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Considerando agora um exemplo para valores repe

tidos de X - 3 níveis

X a+ f3X CoeficiE>..ntes (l) 

o a -1

o a -1

1 a + f3 o 

2 a+ 2f3 1 

2 a+ 28 1 

E Sa + 5S 

ll) Coeficientes lineares

Sa + 5S = O 

se a = -1 => S = 1 

(2) 9y = O 

= o 

se y = 5 => S = -10 

a+ f3X + y){' Lin X Quadr Coeficientes
(2) 

a -a 1 -1

a -a 1 -1

<=> 

a + f3 + Y o -4 o 

a + 2S + 4y a+ 2S + 4y 1 1 

a + 2f3 + 4y a+ 2S + 4y 1 1 

Sa + 5S + 9y 4S + 8y 

e a = 1 
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Aplicação dessa técnica a um experimento fatorial 32 • 

A 

X
l 

Linear Quadr 

� 81u 

o -1 1 

o -1 1 

o -1 1 

1 o -2

1 o -2

1 o -2

2 1 1

2 1 1

2 1 1

r.0� 6 18 

_ x
2 . x

2 . = 4 ; i0(A B , 11· 2 i 
, º di 

x
2 

Linear 

0B L 

o -1

1 o 

2 1 

o -1

1 o

2 1

o -1

1 o

2 1

6 

B 

Quadr e�pL0B .Q 

1 1 

-2 o 

1 -1

1 o 

-2 o 

1 o 

1 -1.

-2 o

1 1 

18 4 

t0BL.
X2i ::;:.6 ;

l 

e�_pQ 
0�BL

-1 -1

2 o 

-1 1 

o 2 

o o 

o -2

1 -1

-2 o

1 1

12 12 

T.0BQ. 
2Si - = 6

1. 

8A
Q
BQ

1 

-2

1

-2

4

-2

1

-2

1 

36 



sao definidos: 

mos que 

o que implica

l:0
2

L. 
1 

i 

i 

ÀB = 1 . 
L 

Àl\J� = 3

37 

ÀB = 3 ; 
Q 

, etc ••. 

Na análise de regressao correspondente recorda -

Y == X§+ E 

ª = (X'X)-l X'Y 

Então, temos 
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3.1.3.,A série pn

Seja p um número primo. Seja x1.

comb.inação de tratamentos, onde xi é o nível do i-ésimo

40 

x uman 
fator 

na combinação particular. O número xi pode valer O, 1, ... , p-1.

Todos os números com que trabalhamos são redutíveis módulo p; 
. 

isto quer dizer, se obtivermos por cálculo um número maior que 

p-1, nós o trocamos pelo resto após divisão por p. 

As pn combinações de tratamentos desse sistema 

fatorial contam com podem 

ser particionados em 

pn-1 graus de liberdade, os quais
n 1 (2p=l) conjuntos com (p-1) graus de li

berdade cada um. Cada conjunto com (p-1) graus de liberdade é 

d . n-1 mb' -ado pelos contrastes entre os p conJuntos com p co inaçoes

de tratamentos especificadas pelas p equações seguintes: 

o 

mod p 

Os coeficientes destas equaçoes devem satis er 

ãs seguintes exig�ncias: 

1) O <  C(i � p-1

2) nao são todos iguais a zero



3} por convençao, o coeficiente do primeiro xi� O

unidade.

Os conjuntos dados pelas equaçoes 

Ã(Ea.x.) = j
J_ J_ 

(mod p} j = o, 1, • • • 1 1 

À = 1, ••. , p-1 

serao os mesmos conjuntos dados por 

(mod p) 

porque existe uma única solução de k para a equaçao 

Àk = j (mod p} 

e essa solução é um dos núme;i::-os entre O e p-1. 

Podemos fazer a expressao 

corresponder ao símbolo 
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-

e igual 

para denotar o conjunto com (p-1) graus liberdade restrin-

gindo a potência da primeira letra que aparece à unidade. 

ta forma, por exemplo, num fatorial 5 3 , ternos
5 3 - l
5 - l

= 31 

Des 

conju,ntos com 4 graus de liberdade, que são distribuídos da se 

guinte maneira, a partir das equaç�es 



Efeitos Principais: A, B, e.

Interações 2 -fatores: ª e b 

a e e

b e c 

Interações 3-fatores: ABC, 

AB2 C,

AB3C,

4 AB C, 

com ª
i 

= O, 1, 2, 3, 4 

AB, AB2 , AB 3 ' AB4 

AC, AC2 , AC3, AC4 

BC, BC2 
, BC3, BC4 

ABC2 
,

ABC3, ABC4

AB2 C2 , AB2 C3, AB2 c4 

AB3C2 , AB3c 3, AB3c 4 

AB4 é 2 , AB4 c 3, AB4 c4

3 . 2 . Confundimento em experimentos fatoriais 
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A noçao usual de agrupamento em blocos considera 

as situações nas quais os blocos são completos, o que signifi-

ca que cada bloco cont�m tantos pontos experimentais quantos 

forem os tratamentos ou combinações de tratamentos. Voltaremos 

nossa atenção, agora, para a situação que surge num experimen-

to fatorial, quando o tamanho do bloco é muito pequeno para 

conter um grupo com todas as combinações de tratamentos, mas é 
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Podemos observar gue, somente na esperança do 

contraste S, o efeito de bloco está presente. Embora ambos os 

pontos, em um bloco, estejam no maior nível de B e ambos os 

pontos, no outro bloco, estejam no menor nível de B, não e pos 

sível afirmar, olhando o contraste B, se as diferenças observa 

das resultam do to B, das diferenças entre blocos, ou da 

combinação de ambos. 

Por outro lado, cada bloco contém uma combinação 

de tratamentos no maior nível de A e uma no menor nível de .A, 

e, portanto, os efeitos de blocos ó cancelam-se, e também can

celarn-·se para o contraste AB. Podemos dizer, então, o efei 

to B está completamente confundido com blocos. 

Considerando, agora, o delineamento 2
3 

dividido

em 2 blocos com 4 parcelas cada um. Esta divi nao e finica, 

poderia ser feita em mais blocos com menos parce um. 

Sejam 

( l} , a, b, e, ab, ac, bc, 
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O bloco I é composto com todas as combinações de 

tratamentos com sinais positivos no contraste ABC; será chama

do então de conjunto de pontos definidos por 

ou 

nidos por 

I = + ABC 

Pode ser também o conjunto de pontos para o qual 

+l se fizermos X. = + 1 
l 

(mod 2) se fizermos x. = o, 1
l 

E o outro bloco contém o conjunto de pontos defi 

I = - ABC ou = -1 ou ainda 

= o (mod 2). 

Em-geral, para um efeito_qualquer X, o conjunto 

de pontos que têm sinais positivos (ou negativos) no contraste 

X é chamado de con junto (ou fração) dos pontos 2 n definidos por 

I = + X  (ou I - X).

O contraste escolhido e chamado contraste defini 

çao da forma de confundimento. 

A análise de um experimento fatorial 2 pode ser 

feita usando o algoritmo de Yates, com exceção da soma de qua 







2 blocos com 2 

4 blocos com 2 

8 blocos com 2 

. . . 

m 2 blocos com 

n-1
observações 

n-2
observações 

n-3
observações 

. . . . . . 

n-m ~ 
2 observaçoes 
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, n > m

Supondo que estamos querendo dividir um experi 

n 
mento 2 em 4 blocos, confundindo ABC e ABD. 

ou 

ou 

No 19 bloco sao colocados todos os pontos com 

e = +l

e 1 (mod 2)

No 20 bloco sao cólocados todos os pontos com 

e 

e x +x +x = O (mod 2) 
1 2 4 

e assim por diante. 

Ma.s, sendo = +l

tan1bém seiá 

Portanto 
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Bloco I Bloco II Bloco III Bloco IV 

x
l

x
2

x3 +l +l -1 -1

xl
x

2
x4 +l -1 +l -1

X3 X4 +l -1 -1 +l

n-2
Cada um dos blocos contém 2 pontos. Os con-

trastes dos totais de blocos são: 

I + II - III - IV e o contraste ABC 

I - II + III - IV é o contraste ABD 

I - II - III + IV é o contraste CD 

Portanto com essa blocagem deixaremos de poder estimar essas 3 

interaç5es sendo no entanto possivel estimar os demais 

tos pois nenhum outro efeito está confundido com blodos. 

efei-

Agora vamos supor n = 5 e a mesma divisão em 

blocos, ou seja, um delineamento 2 5 em 4 blocos com 8 unidades

cada. 

-

Os efeitos escolhidos para serem confundidos sao 

ABC e ADE. Já sabemos que (ABC)x(ADE) = A2BCDE = BCDE 

está confundida. E queremos escrever os blocos. 

também

Neste momento e necessário definir bloco princi-

pal ou sub-grupo intra-bloco. Este é definido como o bloco que 

contêm o tratamento controle (1). 
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Então, o que deve ser feito em primeiro lugar e 

encontrar o bloco principal, fazendo 

x
1 

+ x
2 

+ x3 = O (mod 2). confundindo ABC 

x
1 

+ x
4 

+ x
5 

= O (mod 2) confundindo ADE 

resultando tamb�m o confundimento de BCDE 

Para os demais blocos tornamos as outras 3 combi

naçoes das 2 somas 

e 

Bloco I Bloco II Bloco III Bloco IV 

ABCDE ABCDE ABCDE ABCDE 

00000 00001 00100 00101 
. .

00011 00010 00111 00110 

01100 01101 01000 01001 

01111 01110 01011 01010 

10110 10111 10010 10011 

10101 10100 10001 10000 

11010 11011 11110 11111 

11001 11000 11101 11100 

Xl+X
2

+X3 
= o Xl+X2+X3 

= o Xl+X2+X
3 

= 1 Xl+X2X3 
= 1

Xl+X4+X
5 

= o Xl+X4+X5 
= 1 Xl+X4

+X
5 

= o Xl+X4+X5 
= l
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Podemos observar que o 29 bloco é igual ao 19, 

se: ,1do-se 1 a todos os elementos da coluna correspondente a 

E, o 39 bloco é igual ao 19, somando-se 1 § coluna e, o 49 blo 

co e igual ao 19, somando-se 1 a ambas as colunas C e D. Então, 

Bloco I 

Bloco II 

Bloco III 

ABC 

+ 

Bloco IV + 

ADE BCDE 

+ 

+ 

+ + 

As i.nterações ABC e ADE são as geradoras deste 

delineamento. Em geral , se existem 2m blocos no arranjo de con

fundimento, sào necessários m geradores. 

De uma forma geral, seja X e Y dois efeitos. Po 

demos dividir o delineamento 2n em 2
2 blocos, cada um de tama

n-2 ·nho 2 , associando ao bloco I (bloco·principal) todos os Pº!2

tos que têm sinais positivos nos contrastes X e Y, ao bloco II,

todos os pontos que têm sinais positivos no contraste X e si

nais negativos no contraste Y, e assim por diante. A interação

generalizada XY também estará confundida com blocos e estes se

rão os três Únicos efeitos confundidos.

Para dividir o delineamento em 8 blocos de tama-

n-3 nho 2 , tornamos um 39 efeito W, diferente de XY. O bloco 

n�- 3 
principal conterã todos os 2 - . pontos que têm sinais posit! 
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vos nos contrastes X, Y e w. Os 7 efeitos confundidos serao X, 

Y, XY, W, XW, YW e XYW. 

Por exemplo, dividindo o fatorial 2
5 em 2

3 blo

cos com 2
2 

unidades cada. Como m = 3 , são necessários 3 gerad� 

res que podem ser 

ABC, ABD, BCE 

dando as interações generalizadas 

CD, AE, ACDE, BDE. 

Temos um total de 7 ou 2m-l efeitos confundidos.

k No caso geral de 2 blocos, tomamos para contras 

tes definiç6es um conjunto com k geradores independentes 

X, Y, W, Z, 

pelos quais definimos k efeitos tais que nenhum deles_ seja a 

interação generalizada dos outros. Os blocos são então os 2
k 

conjuntos obtidos tomando as intersecções de conjuntos defini-

dos por 

I = + X I - + y 1 I == + W, 

O conjunto completo de efeitos confundidos é com

posto pelos geradores e todas as passiveis interações general! 

zadas que podem ser derivadas deles. 
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3.2.2. Confundimento nos delineamentos da série 3
n 

Vamos considerar um experimento 3
3

. As somas de

quadrados, para cada um das interações de 2 fatores e intera -

ções de 3 fatores, podem ser subdivididas em componentes com 2 

graus de liberdade. O procedimento leva a um método de 

confundimento para dividir os 27 pontos em 3 blocos de 9' pon 

tos cada. 

Por exemplo, se quisermos confundir AB
2

c
2 

blocos, devemos distribuir assim 

Bloco I Bloco II Bloco III 

x1+2x
2+2x3 = O (m:xl 3) x1+2x

2+2x3 = 1 (mod 3) x1+2x
2

+2x
3 

= 2 

o o o o O 2 o o 1

o 1 2 o 1 1 o 1 o

o 2 1 o 2 o o 2 2 

1 o 1 1 o o 1 o 2 

1 1 o 1 1 2 1 1 1 

1 2 2 1 2 1 1 2 o

2 o 2 2 o 1 2 o o 

2 1 1 2 1 o 2 1 2 

2 2 o 2 2 2 2 2 1 

com 

(rrod 3) 

Lembramos que a combinação de tratamento a2 b1c1,

por exemplo, é escrita como 2 11. 
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Confundindo dois dos componentes da interação de 

3 fatores para obter 9 blocos com 3 pontos cada, também confun 

dimos um efeito principal. Se tomarmos, por exemplo, os 3 pon 

tos para os quais 

e 

também temos 

2x1 = i + j (mod 3) ou (mod 3) 

Podemos evitar o con fundimento de efeitos princ! 

pais confundindo componentes de interações entre dois fatores, 

tais como AB, AC e BC . 

Para um fatorial 3n em 3n-m blocos com 3m unida

des, existem n-m geradores, por exemplo, para um 

3n 3 bl de 3n-l . d ::i t l d em ocos uni aaes, _em-se . gera or

3n em 32 blocos de 3n-2 unidades, tem-se 2 geradores

3n em 3m blocos de 3n-m unidades, tem-se m geradores

3.2.3. Confundimento no sistema pn

BOSE e KISHEN (1940) e BOSE (1947) descreveram 

um procedimento geral para confundimento em um experimento fa 
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torial p
n

, onde pé um numero primo ou uma potência de um núme 

ro primo. 

Os únicos divisores de pn 
são da forma ps , onde 

s � n , portanto tomamos blocos iguais de tamanho ps . A vari�n-

eia do erro é geralmente uma função do tamanho do bloco 

situação experimental particular. Então, para a análise 

numa 

em 

questão, buscamos a homogeneidade do erro. Portanto, é vantajo 

so ter blocos de tamanhos iguais.

3.2.3.1. Planejamento de sistemas de confundimento em 

s com p elementos

blocos 

Inicialmente, vamos lembrar uma regra da intera

çao generalizada, a qual já foi mencionada nos casos p = 2 e 

p = 3. 

A regra geral de interação generalizada pode ser 

enunciada como segue: 

Se os efeitos ou interaç6es representados por X 

e Y estão completamente confundidos com blocos, então, também 

estão confundidos os (p-1) conjuntos de (p-1) graus de liberda 

de representados por 

Xy Xy2 xy·p-1 , , . . .  , 

onde estes símbolos são escritos em termos das letras ABC, etc. 

a p-ésima potência de qualquer letra é substituida pela 
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unidade, e o símbolo resultante deve ser elevado a tal potên -

eia, como se faz com a primeira letra, na qual tem-se uma po 

tência da unidade. Isto pode ser provado da seguinte forma: 

Seja X correspondendo às equaçoes: 

o, = 1, ... , = (p-1) (mod p) 

e' Y correspondendo às equaçoes: 

1, ... , = ( p-l) (mod p) 

Como X e Y estão completamente confundidos com 

blocos, o conjunto formado pelos elementos de qualquer um des 

ses blocos, satisfaz às equações: 

ª1x1 + ª2 x2 +

e 

Slxl + S2 x2 +

onde i, j o, 1, 

. . . 

. . .

+ 

+ 

• • • r 

ªn X n 

snxn 

p-1.

(mod p) 

= j (mod p} 

Para cada um·desses conjuntos podemos combinar as 

equaçoes escrevendo 

onde À 1, ... , p-1. 

Os coeficientes a. + ÀB, devem ser 
J. J. 

reduzidos 

m6dulo p, para qualquer i. E podemos fazer essa equaç�o corres 
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ponder a 

Portanto, os conjuntos formados pelos valores que 

compoem cada bloco assumem um valor constante para qualquer uma 

das equações correspondendo a XY À , onde À = 1, ... , p-1. O 

efeito ou interação XY é então confundido com blocos para es 

tes valores de À. 

Por exemplo, o fatorial 34 , confundindo ABC 
2 2 2 

AB D em 3 blocos com 3 unidades cada

ABC 

se À =  1 

= i (mod 3) f i = o, 1, 2 

, j = o, 1, 2 

(m:xl 3) , 

1 + \j (rrod 3) 

(mod 3) 

À = 1, 2 

e

Como jã foi visto na secç�o 3.1.2.1., convencio

na-se que o coeficiente da 1� letra de uma equaç�o seja sempre 

igual ã unidade. Para transformar essa equaç�o em outra equiv� 

lente, cuja forma seja a desejada, fazemos: 
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o que pode ser verificado, sabendo·-se que os efeitos e intera-
- -

çoes sao gerados a partir da escolha de (n-s) efeitos e intera

çoes.
-

Estes (n-s) efeitos sao independentes, porque ne 

nhum deles e resultado de interações generalizadas. 
n 1)(

p 
O primeiro efeito pode ser escolhido de p 1 

maneiras, porque um efeito com a equaçao 

i (mod p) 

i = O , 1 , ... , p-1 

-

e equivalente a 

À = 1, ... , p-1 

E�istem p-1 equaçoes com o mesmo conjunto de so 

luções. 

O segundo efeito a ser escolhido deve ser tomado 

a partir dos 

ser tomado de 

efeitos restantes. E pode 

Para escolher o terceiro efeito, devemos lembrar 

que j§ foram retirados 2 (p-l) efeitos e (p-1) 2 interações g� 

n -
neralizadas de p -1 efeitos, restando entao 

n 
[ � 

21 n 2p -1 - 2(p-L) + (p-1) _ = p - p 
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Pode ser realizado um experimento apropriado p� 

ra obter informações sobre todos os componentes. Ele será fei 

to com 4 repetições e os seguintes confundimentos: 

1� repetição . confun AB. 

2<; repetição : confundir AB2

3� repetição confundir AB3

4 '; repetição . confundir AB~. 

Esse delineamento daria ±nformaç�o completa so-

bre os efeitos principais e 3/4 de i.nformacão relativa sobre a 

interação. 

Num experimento com 6 repetições, confundindo A, 

B, AB, AB2 , AB3 e AB4 em cada uma das repetições ternos informE.: 

ções mais amplas sobre os efeitos principais e interações du 

plas. 

2) Em segundo lugar, considerando o rimento 

fatorial s
3 dividido em s

2 ·blocos com 5 elementos. O número de 

sistemas é 

o 
= 31 

2 4 .20 

Sejam A, B e C os três fatores. Os sistemas de 

confundi.mente sio dos seguintes tipos: 





68 

ta sobre os efeitos principais, todas as interações duplas e 

todas as interações triplas; 1/2 informação sobre AB, AB
2

, AC3, 

AC4 
f 

BC
2

, BC3 , 
4 sobre AB e.

AB 2 C2 , AB3c3, 

3 .2.3.3. Elementos dos blocos 

ABC
2

, AB3
c

4 
e informação nula 

Os componentes cada bloco podem ser obtidos 

atrav5s do bloco principal ou subgrupo intrabloco, como jã foi 
· · 1 2 n e 3n . e · d bl visto para os casos particu ares �nsi eramas o oco 

para o qual as duas equaçoes e satis 

lE a..x. = O
J. J. 

n 
El- (3.x. = O

l l

(mod p) 

(mod p) 

tas: 

A combinação de tratamento (O, O, O, ... , O) sa 

tisfaz estas equaçoes. Se 

sat fazem as equaç6es, ent�o tamb&m 

tratamentos 

, 
• • • r z )n 

fazem as combinações 

onde À e µ assumem valores de l a (p-1), e cada terno ( + µz.)
i 







X +  2y = (0121) + 2(1022) = 

= (0121) + (2011) = 

2102 

71 

Podemos ver que f de uma maneira geral, para ob 

termos o sistema de confundimento, precisamos encontrar inicia.!. 

mente o subgrupo intrabloco. 

3.2.4. Sistemas de confundimento em condições especiais 

Suponhamos, agora, que estejamos interessados em 

sistemas de confundimento onde nenhum efeito principal ou inte 

rações duplas estejam confundidos éom blocos; nenhum efeito 

principal ou interações duplas e triplas estejam confundidos com 

blocos 1 etc .•. 

problema sera 

Um caminho mais simples a ser adotado para este 

visto através de um experimento 27 em 16 blocos

com 8 unidades cada. 

Em primeiro lugar, desejamos confundir ABCDE, que 

pode ser chamado de gerador 1, e então tentamos selecionar um 

novo gerador ABF, que será o gerador 2. Sabemos então que a in 

teração generalizada ABCDE x ABF = CDEF está ta.mbém confundida. 

Podemos notar que nã.o foi envolvida nenhuma interacão com menos 
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mos sempre encontrar um confundimento satisfatório. 

unidades 

desde que m 

n 

até 3 

até 7

até 15 

7 4 Por exemplo: O fatorial 2 em 2 blocos de 

3, n é máximo. 

m 2
m 

2
m 

- 1

2 2
2 

2
2 

- 1

3 2
3 3 

12 -

4 2
4 

2
4 

- 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Segundo teorema de Fisher 

n n-m mEm um fatorial 2 , dividido em 2 blocos de 2 

observações, existe um arranjo, tal que nenhum efeito princi -

pal, interações duplas ou interações de 3 fatores estejam con 

fundidos com efeito de blocos, se 

2
m-l > n
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Sejam A, B, C, D e E os cinco fatores. Confundin 

do por exemplo, ABD e ACE, também está confundido BCDE. (3 g. l). 

O bloco principal ou o subgrupo intrabloco con 

siste de todas as combinações de tratamentos satis endo 

Bloco I 

00000 (1) 

11100 abc 

11001 abe 

10110 acd 

10011 ade 

01010 bd 

01111 bcde 

00101 ce 

x1 + x2 + x4 O

x1 + x3 + x5 = O

Bloco II (xd) 

00010 d

11110 abcd 

11011 abde 

10100 ac 

10001 ae

01000 b 

01101 bce 

·00111 cde

(mod 2) 

(mod 2) 

Bloco III (xe) Bloco IV (xde) 

00001 e 00011 de

11101 abce 11111 abcde 

11000 ab 11010 abd 

10111 acde 10101 ace 

10010 ad 10000 a 

01011 bde 01001 be 

01110 bcd 01100 bc 

00100 e 00110 cd 

O bloco II  é formado a partir do bloco I, adici9. 

nando-se 1 à coluna correspondente ao fator d, ou multiplican

do-se as combinações de tratamentos por d. Da mesma forma s 

construídos os outros dois blocos, 

conveniente. 

cionando-se l de forma 

Tamb�m poderiamas escrever desta maneira: bloco 
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colhendo urna fração diferente tal como 25-2 definida por

I = + ABC = + ADE = +  BCDE 

As duas interações estarão, então, aliadas uma à 

outra, mas nao a qualquer um dos efeitos principais. Não exis
- 5-2 te uma fraçao 2 na qual a média, os 5 efeitos principais,BD

e CE possam ser todos estimados. Se, por outro lado, o experi

mentador não decide previamente, para a condução do experimen

to, que quàlquer uma das interações pode ser ignorada, ele não 

pode estimar, sem tendenciosidade, os cinco efeitos principais 
5-2 �de qualquer fração 2 • Neste caso tera que transformar em um

experimento maior, ou então omitir um dos fatores.

3.3.1.2. Classificação de frações 

As frações de fatoriais podem ser classificadas 
_ ,  

em tr&s tipos mais importantes. Usaremos a nomenclatura de BOX 

e HUNTER (1961} para diferenciar essas classes, que são: 

Delineamento de resolução III: nestes delineamen 

tos nenhum efeito principal est� confundido com qualquer outro 

efeito principal, mas efeitos principais estão confundidos com 

interações de 2� ordem e interações de 2� ordem com qualquer 

outra. Um delineamento 25 que pode ser reduzido a um 23 de 
5-2resolução III. E indica-se por 2rrr· 
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Delineamentos de resolução IV: nestes delineamen

tos nenhum efeito principal est� confundido com qualquer outro 

efeito principal ou interações de 2� ordem, mas as interações 

de 2� ordem estão confundidas com qualquer outra. Um delinea -

menta 24 que pode ser reduzido a um 23 é de resolução IV. E in

4-1 dica-se por 21V .

Delineamentos de resolução V: nestes delineamen

tos nenhum efeito principal ou interações de 2� ordem estão con 

fundidos com qualquer outro efeito principal ou interações 

2a . ~ d a ~ • ordem. Mas interaçoes e 2. ordem estao confundidas com 

de 

in 

terações de 3� ordem. O delineamento é de resolução V e indica 

5-1-se por 2v 

n-k 3.3.1.3. Algumas frações 2 • Frações·saturadas

Veremos alguns exemplos de delineamentos fato 

riais fracionados, aproveitando as passagens para 

alguns conceitos e nomenclaturas. 

quatro pontos 

3-1O delineamento 2 

A fração 23-l é a menor do tipo 2n-k e

introduzir 

contém 
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I == ABC 

a 1 o o 

b o 1 o

e o o 1

abc 1 1 1 

Na primeira fração 

I == ABC => 

A =  BC 

B = AC 

C = AB 

83 

II 

I = - ABC

(1) o o o 

ab 1 1 o

ac 1· O 1 

bc o 1 1

cada efeito principal está 

ligado com uma interaç�o du 

pla 

Também na segunda fração, cada efeito principal 

é associado a uma interação dupl?. Ambas as frações são planos 

de 3 letras. 

Na primeira fração, os estimadores dos efeitos 

-

principais sao 

abc + a - b - c 

4 

com esperança 81 + s 23

abc + b - a - c com esperança 
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Delineamentos com 16 pontos experimentais 

frações 
5-1

definidas As 2 por I - + ABCDE ou 

I = - ABCDE formam delineamento de resolução V.

Na primeira fração: I = + ABCDE

A = BCDE AB = CDE BD = ACE 

B = ACDE AC = BDE BE = ACD 

c = ABDE AD = BCE CD = ABE 

D = ABCE AE BCD CE ABD 

E = ABCD BC = ADE DE ABC 

Cada efeito principal estã ligado a uma intera -

çã_o de quatro fatores; cada interação de 2 fatores está ligada

a uma interação de 3 fatores. Existem 5 efeitos principais e 

10 interações duplas. Portanto, existem tantos efeitos princ.:!:_ 

pais a serem estimados quantos são os graus de liberdade. 

Análise de Variância 

F.V.

Efeitos principais 

Interações duplas 

Erro 

Total 

G.L.

5 

10 

o 

15 

Um plano desta forma f saturado, a menos que se 
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n-k3.3.1.4. Análise de frações 2 

Restringir-nos-emos apenas a indicar o caminho a 

ser seguido para efetuar tal análise. As aplicaç6es ser�o vis· 

tas posteriormente, quando serão-analisados vários tipos de de 

lineamentos. 

A técn�ca geral consiste em considerar a fração 

n-k 
2 como um fatorial completo num conjunto com ( n -k) dos fato

res, aplicàr o algoritmo de YATES (19371 e, então, incorporar 

os outros fatores na Última coluna. 

Por exemplo, na fração 2 4 -l definida por I=ABCD,

procedemos como se o delineamento fosse um delineamento 2 3 em

A, B e C. Aplicamos o algoritmo de YATES (19 37) para o del_inea 

mento básico 23, ignorando D até escrevermos os efeitos na úl

tima coluna da tabela, que é conseguida fazendo x
4 

= x1x2x3.P�

deria ser aplicado o algoritmo a.o 2 3 em A, B e D ou A, C e D,

ou em B, C e -D. 

3 .3.2. Fatoriais fracionados das séries 3n

n-1 Seja a fração 3 , que é equivalente a escolher

n-1 -um bloco entre os 3 bloco$ contendo 3 combinaçoes de trata-

mentos. 

Se n
4 -1 == 4, temos a fração 3 contendo 27 combi-



88 

naçoes de tratamentos. 

Escolhendo a relação de identidade 

I = ABC2D0

é o mesmo que escrever 

xl + x2 
+ 2X3 + X

4 
= o (mod 3)

temos 

4 -2 Agora vamos procurar uma fração 3 tal que os

efeitos principais ou interações duplas não apareçam na rela 

ção de identidade. O procedimento consiste em escrever o

completo e depois associar as colunas restantes fazendo multi

plicações convenientes. 

Se a relação de identidade completa for 

2I = ABCO ACDO ;::::. BCD2 

o 

onde as duas primeiras sao escolhidas e as outras sao obtidas 

assim 

e 

222 � 222 = AC D = (ALC D) = ACD 
o 

BCD2 

o





ou 

fazendo 

X
l

+ x
2 

+ 2X3
= 

2(Xl + 2X2 + 2X4)

3X1 + 2X2 + 2X3 +

2X2 + 2X3 + x4

2(2X2 + 2X3 + x4)

o 

= o

X = 
4 

= o 

= o 

x2 + x
3 

+ 2X4
= o 

(mod 3} 

(mod 3) 

o 

(mod 3) 

(mod 3) 

(mod 3) 

Tomando a relaç�o definiç�o 

e multiplicando por A 

=> 

e novamente multiplicando por A
2

=> 

=> 

=> A 

90 

-+ BCD
2

o 

( *) 

=> 

=> 

=> 

(**) 
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Devido a (*) e C**) todo efeito estima , portanto, 

9 efeitos. Podemos ver esses confundimentos mais facilmente,co 

mo segue: 

Conjunto Ao BDO AC
2

D
2

o
AB2 c2

D 
o

AB
2

c 
o

-

AC2
D

2
AB

2
c

2
D AB2C Conjunto Al

<=> BD
1 

<=> <=> <=> <=> 
1 1 l 

Conjunto A2 BD2 AC 2
D

2

2 AB2C
2

D 2 AB2
C 

2

Os dois graus de liberdade da comparaçao 

A0, A1 e A
2 

sao equivalentes a qualquer uma das outras

comparaçoes. 

3.3.3. Extensão do teorema de Fisher 

etc . .

etc ... 

etc .•. 

entre 

nove 

Seja s um inteiro primo positivo. Para se distri 

n-k
. ·· kbuir s combinações de tratamentos em s blocos e não confun

dir efeitos principais com interações de segunda ordem, é sufi 

ciente que 

n-k
s · · - 1

> n
s - 1



92 

4. CORPOS DE GALOIS

4.1. Corpos finitos 

Seja U = {u0, u1, ••. , us_1} um conjunto com 

s(s > 1) elementos ou marcas. 

Este conjunto forma um grupo Abeliano de ordem s, 

com a operação definida por 

tas 

a) 

b) 

+ : U X U ➔ u (adição) 

Se as propriedades seguintes estiverem satisfei-

+ u. 
l 

lL 
l 

+ (u. + uk)
J . 

(lei associativa) 

(lei comutativa) 

c) Existe uma marca u0 em U tal que

para todo ui em U (ele..rrento neutro)

d) Para qualquer ui em U, existe uma marca u1 em U tal que

u. + u'. = u0l 1. 
u! + u. 

1. 1.
(elemento inverso em relação a +) 

Agora, definindo outr� operaçao em U 



. 

. . U X U u 

u . .  u .. 1 J 
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(multiplicação) 

Se as propriedades a), b), c) e d) estiverem sa 

tisfeitas para U com a_operação . , o conjunto U com esta ope

raçao forma um grupo Abeliano, 

Finalmente, se U com a operaçao + é um grupo Ab� 

liano,. U com a operaçao . é um grupo Abeliano e, se a seguinte 

propriedade distributiva estiver satisfeita: 

e) u. (u. + uk) =1 J 
para quaisquer ui, uj e uk em

u. 

U forma um corpo de ordem s. 

Por exemplo: Grupo dos inteiros mõdulo n 

Seja A • • • I -1, O, 1, ... , m, ••• }

e seja n um número inteiro arbitrãrio. 

Definindo uma relação de equivalência em Z do se 

guinte modo: 

Z f Z 1
€ Z r Z - Z I <�> Z - Z 1 é um múltiplo inteiro de n. 

Essa relação de equivalência é chamada de 

gruência mÕdulo n e é indicada por � (mod n}. 

Assim, 

con-
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z , z ' € Z , z = z ' (mod n) <=> z - z 1 
= kn, k € Z 

(mod n}. 

Calculando a classe z, z e z, relativamente a 

se z e z, z = {a e z a _  z(mod n)} e 

a.€ z <=> a _ z(mod n) <=> a - z = kn, k e Z <=> a = z + kn 

k € Z 

Daí segue que: z = {z + kn • k e Z} 

Se n > O, a relação =(mod n} nos fornece exata -

mente n classes distintas, que são O, I r ..• , n- . 

Assim, por exemplo, a (mod 3) nos fornece exa 

tamente O, 1, � que são classes deixando respectiv�mente res 

tos zero, 1 e 2 na divisão por 3. 

E agora vamos definir corijunto quociente: seja -

uma relação de equivalência em um conjunto A. Chamamos de con 

junto quociente de A pela relação de equivalência ~, e denota

mos por A/~ , ao conjunto de todas as classes de equivalência 

relativamente.ã relação ~· 

Assim, 

A/~ = X X €  A} 



Na relação (mod n}, n > o, em z temos 
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Z/= (mod n) = {õ, I, 2, . . .. 1 n-} que também será represen-

tado por Z = {Õ, 1, 2, ... , n-1} n 

De agora em d iante vamos considerar n = p, um nú 

mero pr imo, então 

onde 

1 = I, • • •  1 p-1 = p-

Estas marcas com as operaçoes + e . constituem um

corpo finito de ordem p. 

4.2. Corpos de Galois 

Galo is desenvolveu as propriedades de uma forma 

particular de corpos finitos, conhecidos como corpos de Galois, 

que na verdade exaure todos os corpos fin itos. 

Seja U um corpo. Definimos o anel de polinômios 

U{x} como sendo o conjunto de todos os elementos da forma 

n 

f(x) = E ui xi

i=O 



onde u. 
1. 

somente 

maneira: 

Sejam 

onde 

e u para i = o, 1, n e temos f(x) . . . , 

se, u. = o para i = o, 1, n. 
1. 

. . . ' 

As operaçoes em u[x] sao definidas 

f(xl = 
n 
2: 

i=O 
X

i a.
1.

e g(x} = 

n 
2: 

i=O 

adiç�o de polinômios: 

n 
f (x) + g(x). = r 

L=O 

i 
(a. + b.) x 

l. l. 

multiplicação de polinômios 

f (x) • g ( x) = 

m+n k 
� ck x 

k=O 

= o 

da 

b. 
l. 
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se, e 

seguinte 

i 
X 

2: 
i+j=k 

a. 
1. 

b. 

Afirmamos que u[x] é um anel com estas opera 

çoes, sua multiplicação é comutativa e possui um elemento uni

dade. 

No polinômio 
m 

f(x) = í:: 

i=O 

ia. X 
l 

, se a =I O ,n 

dizemos que n é o grau de f (x) . E a notação é gr f (x) . 
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Algoritmo da divisão 

Seja f(x) e gC,x) dois polinômios com coeficien-

tes num corpo u, com f(x) =/ O, então existe um

(q(x), r(x)), de polinômios em u[x] , tal que 

Único par 

f(x} = p(x} q(x} + r(x) onde 

gr q(x} < n se r =/ O 

Consideremos agora o conjunto 

Z
p 

= {O, 1, 2, ... , p-1} 

Seja 

F(x) qualquer polinômio com coeficientes inteiros 

P�lo algoritmo da divisão 

F(x) = P(x) Q(x) + R(x} com gr R(x) < grau Q(x) 

a. e z 
l p

Podemos escrever o resto da divisão de F(x) por 

P(x} como 

R(x) = f(x) + p .  q(x) 

onde 

f (xl + • . . +

q(x) : polinômio com coeficientes inteiros 

a. 
l 

e z 
p 

e 
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Então, temos 

F(x) = P(x). Q(x) + f(x) + p . q(x) 

Chamamos f (x) o resíduo de F (x) rrodulis p e P (x) 

e escrevemos 

F(x) _ f(x) mod d f p, P (x)] 

Esta é uma congruência com duplo módulo. 

As funções F(x) que podem ser obtidas, fixando 

f(x} e variando q(x) e Q(x} de todas as maneiras possíveis,rnas 

sem alterar as propriedades, formam uma classe de resíduos que 

é completamente determinada por f(x), p e P(x). 

E podemos escrever o seguinte lema: 

"Dois polinômios em x com coeficientes 
-

ros sao congruentes modulis p e P(x) se, e somente se, 

pertencem à mesma classe de resíduos modulis p e P(x) ." 

intei 

eles 

O número de funções da forma f(x) com as restri 
~ f

r 

çoes indicadas e igual a p , desde que cada um dos n coeficien 

tes independentes a. seja qualquer um dos p valores. Portanto, 
l 

o número de classes de resíduo modulis p e P(x) é também igual

n a p .

Se cada a. for zero, a classe correspondente se 
l 

ra c0, classe zero.

Se tivermos 
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(i = 1,2) 

então é óbvio que, a classe a que qualquer uma das funções 

tamente determinada pela função cor�espondente f1(x) + f2(x},

f1 (.x) - f2(xl, f1 Cx)f2(x). Portanto, as classes de resíduo m�

dulis p e P(x) combinam unicamente sob adição, subtração. e mul 

tiplicação. 

Para que a divisão de uma classe arbitrária por 

qualquer classe C diferente da classe c0 conduza a uma 3� elas

se, é necessário que 

E para que isso aconteça, é necessário que p se 

ja um nümero primo, como pode sér visto facilmente a partir 

de uma consideração das classes para as quais os coeficientes 

a1, a2, ... , ªn-l do correspondente P(�) sejam todos nulos. f

necessário também que P(x) seja irredutível m6dulo p, isto e, 

não possa ser expresso na forma 

são nolinômios em x com coeficientes inteiros 
� 

os graus de P1(x) e P2(x) são positivos e menores que o grau

de P (x}. 

Se P(x) e redutível m6dulo p, temos uma equ� 
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ção da forma precedente, e entio as classes correspondentes a 

P1(x) e P2(x) são ambas diferentes de c0 enquanto que seu pr�

duto é c0• Portanto, para que as classes de resíduos consti-

tuam um corpo finito é. necessário que p seja um número primo e 

que P(x) seja irredutível módulo p. 

Teo:rema: As classes de resíduos módulo p e P(x) 

formam um corpo finito de ordem pn quando, e somente quando, p 

é um número primo e P(x) é um polinômio com coeficientes intei 

ros, irredutível e de grau n módulo p. 

A prova deste teorema pode ser encontrada em 

CARMICHAEL (1956). 

n 
O corpo finito formado por estas p classes de 

n resíduos é chamado corpo de Galois de ordem p . 1:: denotado pe

lo símbolo GF[pn} . 

4.3. Uso da teoria de Galois 

Desejamos encontrar as classes de resíduos para 

GF[32 ] ; ou seja p = 3 e n = 2.

As classes de resíduos podem ser repr�sentadas 

pelas funções fi(x),. que são denotadas por u0, u1, ••. , us-l'

onde n s = p .



Como 

e neste exemplo n 

da forma 

ou 

o 

1 

2 

X 

f(x) = l+x 

2+x 

2x 

1+2x 

2+2x 

2, p = 3, 

uo 

ul. 

u2 

U3 

U
4 

U5

u6 

n-1
a 1x n-
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ai = o I 1 f 
• • • f p-1

as funções f(x) possíveis sao 

a. = O, 1, 2 
l 

U
7 

u8

Os polin6mios P(x) de grau n 2 possíveis sao 

da forma 

Como P(x) deve ser irredutível m5dulo 3, pod� 

mos excluir os casos em que a0 = O. Tomando então a0 = 1 , te

mos como funções possíveis 



irredutível 

X = 

X = 

X = 

portanto e 

P ( O) 

p ( 1) 

P(2 ) 

o 

1 

2 
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Verificamos, por exclusão, que P(x) x
2 + l é

P (x) 1 

=> P (x} =

=> P(x} 

=> P(xl =

+ 
2 

X 

1 

2 

2 

mod 

mod 

mod 

3 

3 

3 

não possui raiz => nao 

é fatorável 

irredutível módulo 3. 

Mas p (x) 1 
2 -

é irredutível, pois: + X + X nao 

1 

= o possui uma raiz ==> e fatorável 

l 

Como P(l) = O, e x = 1 g o finico �alor que 

anula o polinômio de 2 9 grau x
2 

+ x + 1, temos que l é

dupla 1 logo x
2 

+ x + 1 = (x + 2 ) 2 
(mod 3 ).

raiz 

Tomemos qual_que r  polinômio, digamos 

F(x) 

F(x) = Sx
3 + 2x

2 
+ 4x + 1

Pelo algoritmo da divisão 

(x
2 

+ 1) ( + 2 ) + 3(-x - 1) +

P (x) Q (x) pq (x} 

Se P(x) � irredutível, ent�o f1(�) forma grupo.

+ 2

f(x) 
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Agora enumeramos os polinômios P(x) da forma 

X = X • X

2 
2x =� 2x . x 

2 
X +  X = x(l + x) 

2x + 
2 

x = x(2 + x) 

2x + 2 x
2

= 2x(2 + x) 

1 + 

-2
X irredutível 

1 + 2 x
2 

-· ( 1 + x) (1 + 2x)

1 + X + x
2

= 1 + 4x + 4x
2

= (1 + 2x)
2

1 + X +  2 x
2

irredutível 

1 + 2x +
2 2 

X = (1 + X)

1 .+ 2x + 2x
2 

irredutível 

2 

2 

- 2 - - - - - - -
2
- - - - � - - - -

+ x = 2 + 3x + x = (2 + x) (1 + x) 

+ 2x
2

irredutivel 

2 + X + 
2

X irredutível 

2 + x + 2 x
2

= 2 + 4x + 2x
2

= 2(1 + x)
2

2 + 2x + 
2 

X irredutível 

2 + 2 x + 2x
2

= 2 + 8x + 8x
2

= 2 (1 + 2x)
2

Escolhendo 2 P(x) = 1 + x + 2x 

P ( x) = O - 1 + x + 2x
2 

-- O

2x
2 

-x - 1

2(2x
2

) = - 2 x - 2 x + 1 (somando-se 3x+3) 
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Agora necessitamos derivar as tabelas de adição 

e multiplicaç�o. Escrevemos: 

u. f(x) yj 
l 

u
o 

o 

1 ul y 

2 u2 y 

U
3 

X y (*)

l +
2 

U
4 

X y 

2 + U5 X y 

2x u6 y 

l + 2x U
7 y 

2 + 2x u8 y 

(*) marca primitiva (gerador) 

Existe um teorema que diz que todos os elemen -

tos do grupo, exceto o elemento zero (u0}, podem ser represen

tados como potências de. um elemento que é de tipo especial, co 

nhecido como marca primitiva. As representaç&es em termos de 

u1 podem ser usadas formar a tabela da adição e a repre -

sentaç�o em termos de yj podem ser usadas para formar a tabela 

da multiplicação como 



+ 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
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Tabela de adição 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 o 4 5 3 7 8 6 

2 a~ 1 5 3 4 8 6 7 

3 4 5 6 7 8 o 1 2 

4 5 3 7 8 6 1 2 o 

5 3 4 8 6 7 2 o 1

6 7 8 o 1 2 3 4 5 

7 8 6 1 2 o 4 5 3 

8 6 7 2 o 1 5 3 4 

Cada polinõmio u. é indicado na tabela pelo In 
l 

dice i. Os resultados das operações também estao indicados p� 

·10 Indice do polinÕmio resultante. Assi�:

2 + 5 = u2 + U5 = 2 + (2 + x) = 4 + x = 1 + x = U4 = 4

então 

2 + 5 = 4 
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Tabela de multiplicação 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 

o o o o o o o o o o 

1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 

2 o 2 1 6 8 7 3 5 4 

3 o 3 6 4 7 1 8 2 5 

4 o 4 8 7 2 3 5 6 1 

5 o 5 7 1 3 8 2 4 6 

6 o 6 3 8 5 2 4 1 7 

7 o 7 5 2 6 4 1 8 3 

8 o 8 4 5 1 6 7 3 2 

T.ambém aqui cada·polinômio u. é representado pe
l -

lo seu Indice i, e a seguir procuramos os polinômios y j cor

respondentes. Assim 

3 X 4 = U3 X U4 =

1 X 1 = u
l 

X u
l 

= 

n 1 utilizando· o fato que yp - = 1. 

y 

8 
y 

2 3 
7. y

= 

y
= U7 = 

8 16 8 
1. y

= 

y
= 

y
= ul

= 
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Aplicação da teoria de Galois para formar a fração principal 

de um delineamento fatorial fracionado. 

Queremos construir um delineamento 

16 b - -
' 2

2 )o servaçoes, atraves de um GFt 

Em primeiro lugar, vamos construir o GF( 2
2). 

sao: 

1 +

(*) y = x :  marca 
primitiva 

Temos p 2, n = 2. 

Os polinômios da forma P(x)

2 
= X . X 

1 + 
2 

(1 + x} (1 + x) X = 

+ 
2 x(l + x) X X = 

X + X
2 irredutível 

Somente p (x) 1 + X + X 
2

e irredutível. 

Fazemos P (x) o ==> 1 + X + X
2 

o 

2 1 + 1 X = -x - = X 

mando-se 2x + 2)

f(x) = b0 + b1x

u. f(x} yj 
J. 

u
o 

1 y 

X 
( *) u2
2 U3 1 + X y 

em 

(so 



+ 

o 

1 

2 

3 

o 

o 

1 

2 

3 

1 

1 

o 

3 

2 

I 

2 

2 

3 

o 

1 

3 

3 

2 

1 

o 

o 

1 

2 

3 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

1 

2 

3 

II 

2 

o 

2 

3 
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3 

o 

3 

1 

2 

Para formar o bloco principal, escrevemos todas 

as combinações de tratamentos para 2 fatores em 4 níveis 

(16 = 4 2 ). E, em seguida, obtemos as outras três colunas pelos

m�todos explorados anteriormente, mas usando as operações indi 

cadas nas tabelas I e II. 
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A B AB AB
2 

AB
3 

xl x2 xl+x2 x1+2x2 x1
+ 3x

2

o o o o o 

o 1 1 2 3 

o 2 2 3 1· 

o 3 3 1 2 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1 o 1 1 1 

1 1 o 3 2 

1 2 3 2 o 

1 3 2 o 3 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2 o 2 2 2 

2 1 3 o 1 

2 2 o • '  1 3 

2 3 1, 3 o 

- - - - - - - - - - - - - - - - .- - - - - - - - - - - - - -

3 o 3 3 3 

3 1 2 1 o 

3 2 1 o 2 

3 3 o 2 
- - - - - - - - - - - - - - - .,.. - - - - - - - - - - - - - -

A B e D E 



Então, para x1 = O , x2 1 em temos 

O + 3 • 1 = O + 3 = 3 

com 1 x2 = 2 => 1 + 2(2) = 1 + 3 = 2 

As relações de identidade são: 

Se tivéssemos usado incorretamente mod 4 em 

vez de GF(2 ) as três últimas colunas não seriam ortogonais, 

pois "mod 4 11 não forma corpo. 

110 
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5. PLANOS DE EFEITOS PRINCIPAIS

5.1. O uso de delineamentos reduzidos 

5 .. 1.1. Delineamentos Ótimos e eficientes 

Considerando novamente o modelo (2) visto na 

secçao 3.1.1.1. 

y. 'k = µ + a. + !3. + yk + (ay) .. + laS).k + (By).k + tcx.Sy). 'k + e. 'k
lJ. l. J 1.J 1. · J 1. lJ. lJ

Naquele experimento fatorial 23, sem repetiç�o, o

número observações, que chamaremos de N, é menor ou igual a 

8. Então, tendo N observações, desejamos estimar os efeitos que

não podem ser ignorados. Para isso precisamos resolver um sis 

tema com N equações lineares representadas pelo modelo acima. 

As equações sempre envolvem a média µ, por isso, 

para estimar n efeitos, é necessãrio ter, ao menos, n+l obser-

vaçoes. 

Se estivermos in�eressados apenas nos efeitos 

principais, e então n = 3, devemos ter um número de observações 

maior ou igual a 4. 

Esse conjunto de observações pode.ria ser: 



= 

X'X =

= 

y (1) 

YA

YB

Yc

4 -2 -2 -2

-2 4 O O 

-2 o 4 o 

-2 o o 4 

µ 

1 

1 
X =

1 

1 

(X'X)-l =

A B 

-'-1 -1

l -1

-1 l 

-1
·-1

1/2 1/2 

1/2 1/2 

1/2 1/4 

1/2 1/4 

Ou então, podería�os escolher 

µ A B 

Yc 1 -1 -1

YA 1 1 -1

X = 

Y
B 1 -1 l 

YABC 1 1 1 
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e 

!"-l 

-1

-1

1 

1/2 1/2 

1/4 1/4 

1/2 1/4 

1/4 1/2 

e 

1 

-1

-1

1 



4 o o o 

o 4 o o 

X'X = 

o o 4 o 

o o o 4

1/4 

o 

o 

o 

o 

1/4 

o 

o 

o 

o 

1/4 

o 
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o 

o 

o 

1/4 

Observamos que, nesse caso, a matriz de delinea 

mento é a mesma que foi mostrada no fatorial 2
2

, modelo (1) da

secçao 3.1.1.1. 

Se o numero de observações para estimar n = 3 

efeitos, for maior que 4, a solução não será única 

µ A B e 

y ( 1)
1 -1 -1 -1

YA
1 1 -1 -1

YB
1 -1 1 -1

y = YC X =
1 -1 -1 1 

YAB
1 1 1 - 1

YAC
1 1 -1 1 

YBC
1 -1 1 1 

YABC
1 1 1 1 
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8 o o o 1/8 o o o 

o 8 o o o 1/8 o o 

X'X == o o 8 o o o 1/8 o 

o o o 8 o o o 1/8 

e d ( X l X) -1 = 14 I 4. d . . t 4omparan o-se - - , o exper 1men o com 

observações com a outra de 8 observações, verifica-se que quanto maior 

o .número de observações, maior a precisão do experimento.

A matriz variância-covariância dos estimado-
�res e dada por 

D (X'X)-l a2

d 2 � - b 
~ 

on e, a e a variancia dos erros d�s o servaçoes (assumindo-se

igual para todas). 

A variância do erro na estimação de um efeito 

dependerá do delineamento do experimento. Mas, será sempre da 

forma 2 o /ti , onde ti ê chamado de precisâo constante.

Nos dois exemplos que vimos, veri ca-se 
2 

a 

ti
= para o fatorial 2 3 com 4 observações e 

2 
a 0 para o fatorial 2 3 com 8 observações 

t. pode crescer indefinidamente, à medida em que N cresce. E 
l
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o nosso objetivo é encontrar delineamentos que maximizem todos

os ti simultaneamente, para um dado N. Estes serão chamados de

delineamentos ótimos. Como exemplo, vejamos o 2 3 , onde já foi 

mostrado que, quanto maior o número de parcelas, maior a preci 

sâo do experimento. 

Por outro lado, o experimento deve t: eficien-. 

te. A eficiência da variância de uma fração de fatorial é obti 

da comparando-se as médias das variâncias dos estimadores de 

efeitos com a menor variância que poderia ser esperada, com os 

fatores nos níveis + 1. Por exemplo, para um efeito principal 

ta_l como A, a variância mínima do estimador de A, digamos Â 1 é 

obtida quando metade dos pontos estão em x1 = +l e metade es

tão em x1 =-1, a variância é, então,

da variância. 

2 Var(Â) = a /N

n-k As frações do tipo 2 têm 100% de eficiência

A eficiência dos graus de liberdade e a razao 

do número de efeitos estimados com o número de graus de liber

dade no delineamento. As f rações 2S-l têm 100% de efi ciência dos graus

de liberdade para estimar efeitos princioais e interações de 1':1- ordeB. 

No caso de 3 efeitos estimados, atrav&s de 8 ob 

servações temos eficiência dos graus de liberdade igual a 3/7. 

Os delineamentos em que utilizamos n+l observa

çoes para estimar n efeitos são chamados de saturados. Os deli 
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neamentos saturados têm 100% de eficiência dos graus de liberdade. 

5.1.2. Os planos de efeitos principais na �érie 2n

Considerando as afirmações feitas até aqui, pas 

saremos a es tudar os planos de efeitos principais, onde as in 

terações de primeira ordem estão ligadas aos efeitos princi-

pais, e as interações m aior ordem sao consideradas nulas . 

O modelo para efeitos principais é 

E (Y.) = s
0 

+ E s 1 x . .

J i 
Jl 

com N observações e n fatores 

X . .
Jl 

onde 

D = 

+ 1 valor de x. na j-ésima obs 
l 

Podemos escrever 

E(Y) DS 

, X) e 

Desejamos encontrar um delineamento tal que a 

matriz D'D seja diagonal, e cujos elemen tos (dessa diagonal)se 

jam iguais a N. Portanto, necessitamos que D'D N I, e os ve 
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tores colunas sejam ortogonais entre si. 

Dado o fatorial 2
7 , se desejarmos estimar ape -

nas os efeitos principais, vamos necessitar de, no m!nimo, 8 

obse�vações. 

Um conjunto com N � 2
3 observações, é o menor 

que podemos encontrar na redução de um experimento com 2 7 ob 

servaçoes, no qual desejamos estimar os efeitos de 7 fatores. 

Então o fatorial 2
7 serã fracionado com 2 4 = 16

3 ~ blocos, com 8 = 2 observaçoes cada um. 

O conjunto 
7-4

observações, ou fração 2 , deve 

ser escolhido de tal forma que possibilite um 

mo foi descrito anteriormente. 

lineamento co 

Se o conjunto fosse: 

( 1) 

y ace 

Y ·  bcf

Yabcdefg 

X 

B e D E F G 

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1 . 1 1 -1 1 -1 -1 -1

1 -1

1 1 -1

1 -1 1 

1 1 1 

1 -1 -1 -1 -1

1 -1 1 -1 -1

l -1 -1 1 -1

1 l 1 1 1 
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Na matrix X não há ortogonalidade 

8 o o o -4 -4 -4 -6

o 8 o o 4 4 o 2

o o 8 o 4 o 4 2 

o o o 8 o 4 4 2 

X'X 

-4 4 4 o 8 4 4 6 

-4 4 o 4 4 8 4 6 

.,..4 o 4 4 4 4 8 6 

-6 2 2 2 6 6 6 8 

1/2 -1/4 -1/4 -1/4 1/4 1/4 1/4 o 

-1/4 1/2 1/4 1/4 -1/2 -1/2 -1/4 1/2 

-1/4 1/4 1/2 1/4 -1/2 -1/4 -1/2 1/2 

-1/4 1/4 1/4 1/2 -1/4 -1/2 -1/2 1/2 

(X 1 X) (I) 
1/4 -1/2 -1/2 -1/4 1 1/2 1/2 -1

1/4 -1/2 -1/4 -1/2 1/2 1 1/2 -1

1/4 .,...1/ 4 -1/2 -1/2 1/2 1/2 1 -1

o 1/2 1/2 1/2 -1 .,.,1 -1 2 

Na matriz X de delineamento, nao ortogonali-
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dade entre as colunas e a matriz X'X não é diagonal. Não há ba 

lanceamento entre os sinais + e - na matriz X, e as variâncias 

2 
a /t. dos efeitos principais não têm os t. maximizados simultâ 

l l 

neamente. 

Agora, se o conjunto de observações fosse dado 

por 

µ A B e D E F G 

def 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1

afg 1 1 -1 .,..1 -1 -1 1 1 

beg 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 

abd 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1

= X 

cdg 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

ace 1 1 -:-1 1 -1 1 -·l -1

bcf 1 -1 1 1 - 1  -1 1 -1

abcdefg 1 1 1 1 1 1 1 1 
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8 o o o o o o o o 

o 8 o o o o o o o

o o 8 o o o o o o 

o o o 8 o o o o o 

o o o o 8 o o o o 

x t x = o o o o o 8 o o o e (X'X)-l :::: 1:_ I 8 8 (II) 

o o o o o o 8 o o 

o o o o o o o 8 o 

o o o o o o o o 8 

Nesse caso, a matriz X de delineamento satisfaz 

as condições de �rtogonalidade, ·e as variâncias dos 

2 a /t., t�m os t. maximizados. 

efeitos 

l l

CQmparando (I) e (II), notamos que a segunda 

apresenta as seguintes vantagens em relaçio ã primeira: 

- as variâncias sao,menores e iguais

- n�o h& covariância entre as estimativas dos 

efeitos dos fatores ncipais.

O problema é: corno obter o conjunto de ob 

servaçoes que possibilite tal delineamento? 

Os SOS a consistem no fracionamento de 
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experimentos fatoriais para obter planos de efeitos principais, 

por meio de métodos diferentes. 

5. 2 . Planos para experimentos fatoriais simétricos 2k

k Dado um experimento fatorial completo 2 , e de 

sejando estudar apenas os efeitos principais, podemos reduzir 

esse experimento a um delineamento com N combinações de trata-· 

mentos, sendo N = k+l. O método utilizado e descrito por BOX e 

HUNTER (1961). 

O nfimero de parcelas do delineamento 

é uma potência de dois, N = 2
n

. 

k = 

k = 

k = 

k 

Então, se 

3 => redução: 2
3 em N = 4 2

2 

7 => redução: 27 em N 8 2
3 

15 => redução: 2
15 

em N = l6 = 

n ~ n 
2 -1 => reduçao: 

2
(2 -1) em N 

parcelas 

parcelas 

2
4 

parcelas 

n 
2 parcelas 

reduzido 
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5.2.1. Construç�o de um fatorial 2111
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k-mVamos desenvolver um fatorial 2
III

. A ilustra-

çao do procedimento serã através de um delineamento fato 

rial com 7 fatores em 2 níveis. Assim, veremos a construção 

7-4 de um plano de efeitos principais 2
111 . Os fatores s�o A, B,

C, D, E, F e G. 

1) Tomamos todas as combinações de tratamentos

k-mpara o delineamento completo 2 

O fatorial completo 23 tem as seguintes combina

çoes de tratamentos: 

As seguir, organizamos uma tabela onde aparecem 

todas as observações para esse delineamento. 

(1 ) 

a 

b 

ob 

e 

oc 

bc 

o bc

-+-

+ 

+ 

+ 

-+ 

-+ 

+ 

+ 

-t-

+



123 

2) Nos fatoriais completos 2n , temos n· fatores

combinaç5es de tratamentos. No nosso exemplo, o 23 
com

pleto tem 3 fatores e 8 combinações de tratamentos. Agora, a 

partir do delineamento 23 , vamos obter o delineamento reduzido

7-4 2III , fazendo as seguintes c1ssociações:

, 

Para preencher a nova tabela, os s s - e +

sao coloc acordo com a multípl ao dos fatores envol-

vidos em cada solução. 

Assim, teremos a seguinte fração do delinearnen-

to 
7 

delineamento reduzido:2 , que o

combinações A 8 e D E F G 
de 

tratamentos X1 X3 X2 X1X3 XzX3 X1X2X3 

def + + 

ofg + + 

beg -t + + 

o bd + + + 

e dg + + 

ace + -t + 

bcf + + 

obcde + + + + + + 
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3) As identi caçoes feitas com as interaç&es

neralizadas em 2), são as relações geradoras. Assim, no 27 : 

I ABD = x1x2(x1x21

I = ACE = xlx3 (XlX3}

I = BCP = x2x3cx2x3)

I = ABCG = XlX2X3(XlX2X3)

2 4) Lembrando que I = I, podemos operar essas 

relaç6es geradoras duas a duas, depois tr�s a , e assim 

por diante até conseguir uma única relação envolvendo I, e ao 

final a relação definiç 

No fatorial 27

- duas a duas

I = ACE x BCP ABEF 

completa. 
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I = ACE x ABCG = BEG 

I = BCF x ABCG = AFG 

- três a três

T = ABD x ACE X BCF = A
2B

2
C

2
DEF = DEF 

I = ABD X ACE X ABCG = A
3

B
2
c

2
DEG = ADEG 

I = ABD X BCF X ABCG = A
2

B
3 C

2
FG = BDFG

I = ACE X BCF X ABCG A
2

B
2

C 3
EFG = CEFG 

- quatro a quatro

I = ABD x ACE x BCF x ABCG 

- relação definição completa (com os geradores grifados)

I = ftBD = ACE = BCF. = ABCG BCDE - ACDF = CDG = ABEF = BEG = 

= AFG = DEF = ADEG = BDFG -·- CEFG = ABCDEFG 

Nessa relação, o menor grupo de letras contém 3 

símbolos. Em.geral, o nfimero de letras do menor grupo da rela-
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ção definição completa determina a resolução de um expe:1 :í.rncmto. 

Através da relação definição, pode-se descobrir 

os efeitos que estão ligados aos efeitos principais; para isso 

múlt_iplica-se a relação definição completa por cada um dos 

efeitos principais. 

Efeitos ligados a 

A =  BD = CE = ABCF = BCG = ABCDE = CDF - ACDG = BEF = ABEG = 

= FG = ADEF = DEG = ABDFG = ACEFG = BCDEFG 

B = AD = ABCE = CF = ACG = CDE = ABCDF = BCDG = AEF = EG = 

ABFG = BDEF = ABDEG = DFG BCEFG = ACDEFG 

C = ABDC = AE = BF = ABG = BDE = ADF = DG = ABCDEF - BCEG = 

= ACFG = CDEF = ACDEG = BCDFG = EFG = ABDEFG 

D =  AB - ACDE = BDEF = ABCDG = BCE = ACF = CG = ABDEF = BDEG = 

= ADFG = EF = AEG = BEG = CDEFG = ABCEFG 

E =  ABDE = AC =  BCEF = ABCEG = BCD = ACDEF - CDEG = ABF = BG = 

= AFEG = DF = ADG = BDEFG = CFG = ABCDFG 
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F = ABDF - ACEF = BC =  ABCFG = BCDEF = ACD = CDFG = ABE = 

= BEFG = AG = DF = ADEFG = BDG = CEG = ABCDEG 

G - ABDG = ACEG = BCFG = ABC BCDEG = ACDFG = CD =  ABEFG = 

= BE =  AF = DEFG = ADE = BDF = CEF = ABCDEF 

5.2.2. Aplicação numérica 

( *) Supondo-se o seguinte estudo de 7 variáveis, 

nos seus níveis correspondentes, pára avaliar sua influ�ncia 

sobre a resist�ncia mec�nica de um determinado aço. 

A temperatura de austenitização (830° c e 950°c) 

B tempo.de austenitização (30 min e 120 min) 

C :  tempo de incubação isotermal (3 min e 10 min) 

D 

E 

F 

G 

taxa de deformação (0,127 pol/min e 2 pol/min) 

% de deformaç�o (50% e 80%) 

variação da temperatura t1 °c/s e 7
°

C/s) 

- o o 
temperatura de deformaçao (450 C e 600 C) 

(*) Exemplo retirado de: BRINCK, V. et alii (1976) - Planeja -
mento e an�lise racional de experimentos tecnolõgicos. 
lpatinga, USIMINAS (mimeografado). 
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Para analisar os 7 fatores, pode ser escolhido 

4 
o delineamento 2

III com os geradores

I = ABCD I = BCE I = ACF , I = ABC 

As oito parcelas experimentais, em ordem aleató 

ria, fornecem os seguintes resultados: 

A B e D E F G 

efg 176,1 -1 -1 -1 1 1 1 

ade 115,6 1 -1 -1 1 1 -1 -1

bdf 161,9 .-1 1 -1 1 -1 1 -1

140,3 1 1 -,.J -1 -1 -1 1 

y = cdg = 6,1 X = -1 -1 1 1 -1 -1 1 

acf 108,8 1 -1 1 -1 -1 1 -1

bce 114,7 -1 1 1 -1 1 -1 ·-1

abcdefg 7,2 1 1 1 1 1 1 1 

1 
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Podemos escrever _ê = (X'X)-l X'Y = 
l X'Y
8 

Â -86,9 -10,8625

13 17,5 2,1875

ê -57,1 -7,1375

� = 1) 1 50,9 = 6,3625-
8 

f; -3,5 -0,4375

F 77,3 9,6625

e 128,7 16,0875 

A análise desse delineamento é incompleta pois 

o delineamento e saturado. Os estimadores -10,8625; -7,1375 ;

6,3625; 9,6625 e 16,0875 são muito grandes, quando compar� 

dos com os outros. Isso pode estar acontecendo por duas ra 

zões: os efeitos principais A, e, D, F e G são significativos 

ou as interações ligadas a esses efeitos são importantes. Decl 

de-se então repetir o experimento trocando-se os sinais da ma 

triz de delineamento. A matriz com sinais inversos é conhecida 

como fração alternativa. As relações definições são, então 

I = ABCD I = - BCE l = - ACF I -- - ABG 

E o delineamento e o seguinte: 
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A B e D E F G 

abcd 125,5 1 1 1 1 -1 -1 -l

bcfg 154,4 -l l 1 -1 -1 l 1

aceg 158,8 1 -l 1 -1 1 -1 1 

cdef 153,1 -1 -l 1 1 1 1 -1 .

= = X = 

abef 118,1 1 1 -l -1 1 1 -l

bdeg 157,0 -1 1 -1 1 1 -1 1 

adfg 146,0 1 -1 -1 1 -1 1 1 

Cll 95,7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Com essa matriz sao obtidos os estimadores dos 

efeitos principais 

Â' -12,2 .:..1,525 

Ê í 1,8 0,225 

e, 74,6 9,325 

B Õ' 
1 

55,0 6,875 = = 

8 
= 

:t:' 65,0 8,125 

F' 35,0 4,375 

�I 123,4 15,425 
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Consideremos o efeito principal A. Como, a este 

efeito estão ligadas as interações de 2� ordem BG, CF e DE, o 
....

estimador Â de A, na realidade fornece um estimador (lA) da

combinação dos efeitos A +  BG + CF + DE. Então, para todos os 

efeitos, tem-se 

lA
= A 

A -

l
B 

= B 

A ,.... 
t
e 

e 

A " 
l

D 
= D 

A 

= E 

" A 

l
F 

F 

.tG 
"

G 

......
CF+ BG + + DE = -10,8625

,..._ "
+ + AG + DF = 2,1875

-- "'
+ BE + AF + DG �7,1375

..., A ,.... 

+ AE + BF + CG 6,3625 

,r,.. A À 

-0,4375+ DC + AD + FG = 

A ..... A 

9,6625+ AC + BD + EG --

A 

+ CD + AB + = 16,0875 

Da mesma , os 

l') 
G 

também sao combinações dos efeitos princi-

a pais e interações de 2. ordem. Assim, 



"' ,.. ,,.... A A 

l
A 

= -A + BG + CF + DE 1,525 

" 1 " " A A 
l

B 
= -B + CE + AG + DF -0,225

"'1 A "' ,._ A 

l
c 

-e + BE + AF + DG = -9,325

" 1 " A. A Â 

l
D 

= -D -+ AE + BF + CG = -6 1 875

" 1 ,... A ,,.... rs 

l
E 

= -E + DC + AD + FG = -8,125

" 1 "' A A A 

l
F 

-F + AC + BD + EG -4,375

"' 1 A " ,,.... .,..,, 

l
G 

= -G + CD + AB + EF = -15,425 

Adicionando e subtraindo as combinações 

res i e f r obtemos os estimadores não confundidos de 

os efeitos. 

A � J 

....... A A 
l

A 
+ l

A (BG + CF + DE)= --- = -4,6687 

A i.B + i� A A 

{ CE + AG + DF) = 0,9812 

., " ,, 

l
c 

+ l
c A Á A 

(BE + AF + DG)= -8,2312= 

f
D 

,._, 
+ .tDA A 

(AE + BF + CG)= ----- = -0,2562 

l -f'
A 

----

2 

t -l'
B B 

13 = = 
2 

ic
" 1 

- l
,, 

e
'-

= 

2 

l l' 
D D D = 

2 
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todos 

-6,1937

1,2062 

1,0937 

= 6,6187 



A A A 

(BC + AD + FG} 

(CD + ÁB + EFf 

,., 
.. 1 

( A. A ,,... lG + lG 
CD + AB + EF)= 

2 
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== �4,2812 = 3,8437 
2 

2,6437 7,018 7 

0,33125 G 15, 63 

As estimativas dos -6,1937; 6,6187; 7, 0187 ,

15,7563 associados aos fatores A, D, F e G, respectivamente , 

e a estima�iva do efeito - 8,2313 associado com a 

linear BE + AF + DG foram provavelmente reais. 

combinação 

O efeito 

-4,67 grande, possivelmente porque mnbos os fatores B e G

têm itos significativos, e então interagiram. Analogamente, 

os fatores A e F interagiram contribuindo para o alto valor do 

efeito -8,2312, os fatores A e E, C e G interagiram contribuin 

do para o valor do efeito +7,0187, e o to -4,2812 depen -

dem da interação dos fatores A e D, e F e G. 

Hã fortes indicaç6es de que os fatores tempo de 

austenitiz 
~

ao (B} e tempo 

fluem na res tência me 

incubação isotermal (C), não in 
~ 

ca do aço, mas os demais sao de 

grande importância, inclusive suas interações. 
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k-m5.2.3. Construção da fraçio 2
111 

quando o delineamento nao es-

tá saturado. 

Foi mostrada em 5.2.1. a redução de um delinea-

menta em que se de a estudar k = N-1 variáveis em N combina-

ções de tratamentos, N = 2n e k
n 3, 7, 15, ... , 2 -1.

Para valores intermediários de k, os delineame� 

tos resolução III podem ser obtidos, pela omiss�o de variá 

veis do delineamento de resolução III, cuja ordem é a maior

mais próxima. Por exemplo, para testarmos 6 fatores em 8 combi 

nações de tratamentos, pode ser usado um delineamento 

eliminando qualquer coluna matriz de delineamento. 

7-42III'

As ra 

lações ligaç6es remanescentes manter-se-ão, com exceçao de 

com todas as palavras contendo características as 

variáveis abandonadas, que serão omitidas estrutura de 

çao, e de qualquer estimador das.combinações lineares. 

as

Por exemplo, eliminando as colunas 6 e 7 da fra 

7-4 çao 2111, em que a relação de identidade é I = ABD 

5-2 
= ABCG, tem-se o delineamento 2111.

ACE BCF = 
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c.t. A B e D E 

de .,..1 ..-1 -1 1 1 

a 1 -1 -1 -1 -1

be -1 1 -1 -1 1 

abd 1 1 .... 1 1 -1

cd -1 -l 1 1 -1

ace 1 -1 1 -1 1 

bc -1 l 1 -1 -1

abcde 1 1 1 l 1

Uma aplicaç�o nurnêrica para esse caso pode ser 

feita com um estudo de 5 fatores em 2 níveis cada um. Os 

dos foram extraídos de KEMPTIIOR'\JE ( 19 79) e trata-se um expe 

rimento conduzido em Rothamsted determinar o efeito 

certos 

tores são 

rti zantes aplicados em 

A sulfato de amonia 

B :  superfosfato 

zes 

C cloreto de potássio 

D sal agrícola 

E adubo animal 

Os fa 
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Vamos· utilizar a fração dada anteriormente, pa 

ra escrever esse delineamento. 

A B e D E 

de 1104 -1 -1 -1 1 1 

a 1108 1 -1 ,-1 -1 -1

be 1008 -1 1 -1 -1 1 

abd 1312 l 1 �1 l -1

Y= cd = 1000 X= 
... 

-1 -1 1 1 -1

ace 1328 1 -1 l ,...1 1 

bc 692 -1 l l -1 -1

abcde 1508 1 1 1 1 1 

Os efeitos ligado� aos e itos principais sao 

A = BD = CE = ABCDE 

B = AD = ABCE = CDE 

e ABCD = AE BDE 

D = AB ACDE = BCE 

E ABDE = AC BCD 

As estimativas desses efeitos principais 
~ 

sao: 

363; n = -5; e = -1, D 197; f!': = 209.
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5.3. Delineamentos 6timos de Plackett e Burman 

O número de parcelas (N) do delineamento reduzi 

do é um múltiplo de 4. 

Esses delineamentos com N = 4À, Àinteiro, sao 

construídos por um método diferente devido a PLACKETT e BURMAN 

(19461. Neste caso são encontrados os seguintes tipos de redu-

çoes: 

Se 

k = 3 => redução 23 
em N = 4 = 1.4 parcelas 

k 7 => redução 27 em N = 8 2.4 parcelas 

k 11 => redução 211 em N = 12 = 3.4 parcelas 

k 15 => redução 215 
em N -- 16 = 4.4 parcelas 

. . . . . . . . . . . . 

k 4À 1 redução 4À-l 
N 4À parcelas = - => 2 em = 

O método de PLACKETT e BURMAN (1946) consiste 

na construção de matrizes de delineamento para os valores 

N = 4k até 100, excetuando-se o caso N = 92, este e resolvido 

por BAUMERT, GOLOMB e MARSHALL (1961). 

Serão explicadas a seguir as condições de exis-

t�ncia de tais matrizes. 
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5.3.1. Existência de matrizes de delineamentos Ótimos 

Como já vimos, dada a matriz de delineamento X, 

com N linhas e n colunas, o modelo para efeitos principais, na 

forma matricial é 

e 

E(Y} , onde H (1 X) 

Deve ser encontrado um delineamento tal que 

H'H = NI 

e os vetores colunas de X sejam ortogonais entre si, e ortogo-

nais a l' (1, 1, . . .  , 1) •

Seja X. a i-ésima coluna de X. Se l'X. = c. 
�l ~ ~l l 

�i é definido por .MARGOLIN (1967) como um vetor coluna de va

lor e .. Se c. = O X. é um vetor coluna de soma nula, 
l l l · 

se e. t O, X. e um vetor coluna de soma não nula. 
l l 

1) 

(1 X) !'X) 
X'X 

Para que H'H seja diagonal, devemos ter 

l'X = Q' e X'l = Q, onde O' = (O, O, ••. , 0). 

e 



2) X� X. = O,
~l ~J 

139 

para i -:f j. 

Se n = N-1, que é o maior número de fatores em 

dois níveis, que pode conter o delineamento, o problema de en 

contrar um delineamento adequado torna-se em encontrar uma ma 

triz H com N linhas e N colunas com as seguintes propriedades: 

i) cada elemento é+ 1

ii) uma coluna de H é 1 = (1, 1, ... , 1)

iii) l H é ortogonal

N
2 

Uma matriz assim e chamada matriz de Hadamard. 

5.3.1.1. Definições e teoremas para construir as matrizes de 

Hadamard. 

O método de construção de uma matriz de Hadarnard 

é devido a PALEY (1933). Esse método depende da teoria de cor 

por finitos de Galois, e das definições e teoremas a seguir: 

Definição: Seja a um elemento não nulo do corpo 

finito GF(pm); a é um residuo quadrático (RQ) do corpo se exis 

te um elemento b no corpo tal que a = e caso contrário a
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é um resíduo não quadrático (RNQ). 

Teorema 1: O numero de resíduos quadráticos e 

resíduos nao quadráticos são iguais (p > 2}. 

Demonstração 

Para todo b u onde q-1 1= a a = 

a = b2 
= (au ) 2 = a 2u 2u-11 (q-1} 

À inteiro = a 

q = p 

Mas (q-1) é par, pois p > 2. 

Portanto somente potências pares de a são RQ. 

Portanto existem e 
1 

2(g-l) RNQ.

Definição: Função de Legendre X (a) 

X (O) -- o 

X(a) +l,
- RQ = se a e um 

X (a) = -1, se a e um RNQ 

Segue, do teorema 1, que 

bre todo a e GF (pm) • 

X(a) O, somando so 

Teorema 2: X(a) X(b) = X(ab} 

Demonstração: 



Se a = o ou b = o, e trivial. 

Por outro lado 

·se u b V 

=1- o a = 
a e =

a a 

ab u+v= a 

b ab RQ a, e sao se, e somente se Cu + v) e par, ou 

v são de mesma paridade. Isto prova o resultado. 

Teorema 3: X (-1)

Demonstração: 

= f+1 
l-1

se q 

se q

4t+l, 

4t-l, 

Para que x(-1) = +l, -1 deve ser RQ. 

Se aq = a => aq� l = +l 
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seja, 

t e z 

t e z 

1 

Portanto al (q - l ) � + 1 = -1, desde que as 

tências de a sejam distintas até aq-l_ 

u e

Portanto 

par e igual a 2 t. 

-1 e um RQ se, e somente se, !(q- l)é2 

Logo, q 4t + 1 

�eorema 4: Sejam u e v dois elementos de GF(pm), 

u f v, p > 2. Então somando sobre todo j e GF(pm ), tem-se
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Não será feita aqui a demonstração de�te teore-

ma. 

5.3.1.2. Método de construção das matrizes de Hadamard 

Usaremos os resultados anteriores para cons 

m truir uma matriz de Hadamard de ordem N com N = p + 1 = 4k. 

1) Considerando a matriz X =  (xij}, i, j, = O, 1, 2, ... , p

com p+l linhas e p colunas, onde p = 4t - 1.

X . .lJ X (j - i) 

X . . = +l ll

(i =f o , j =f o , i =f j ) 

Considerando a matriz H = (1, X). Para esta ma 

triz, temos 

e 

l'X. = 
l 

= -1 + 1 + E X(j - i} = O 
j=l 
j=fi 

X pl = 

(teo 1)
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X. ,X . . + • • •

Jl JJ 

= 1 - X(j - i) - X(i - j) + E X(h - i) (h - j) 
h=l 

teo 4 
= 

portanto 

1 - X(j - i) - X(i - j) - 1 

Mas, .com p = 4t - 1, pelo teo 3, temos 

X(j - i) = X(-1) Xli - j} = - X(i - j) 

X� X. = O~l ~J 

A z H e então ortogonal. 

2) Para construir H de ordem p
m

+l = 4t, associamos as linhas e.

colunas a m 
(exceto a 1.) com os elementos de GF(p) e a prova 

gue como antes. 

Uma matriz H assi� cons e uma z 

Hadamard. 

se 

de 
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é uma matriz de Hadamard de ordem 2N. Portanto pode ser cons -

truído um delineamento para 2N-l fatores em 2N parcelas, a PªE 

tir de um delineamento para N-1 fatores em N parcelas. Mas ge 

h m m ralmente, uma matriz H, de ordem 2 (p +l), onde p = 4t - 1 ou

2h, pode ser construida por dobramentos sucessivos. 

41 Se pn 
= 4t + 1, (pn+ll não é divisível por 4. Mas, uma ma 

triz H de ordem 2(pn+l) pode ser obtida através de uma pequ� 

na módificação 

2, 
. . .  ' pn) de 

do método. 

Considerando a matriz A = (a .. ) ' (ilj
= o 1 1, 

ordem n (p +l},

= +l

a .. =X(u. - u.)
1.J J 1. 

= o 

lJ 

onde n 4t 1. p = + 

(i =/- o, j =/- O) 

(i =I- o, j =/-O), onde u. e1. 
n o elemento de GF(p ) associado

a (1+1)� linha e coluna de A, 

n 
i = 1, 2, ... , p .

A matriz A assim construida, e ortogonal. 



Agora, substituindo 

l
+l 

+1 pela sub-matriz e = 

+1

r
l 

-:-1 pela sub-matriz -e

-1

O pela sub-matriz B = [:: 

A nova matriz H formada e de ordem 
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+J-1 

-lJ+1 

-J-1 

n 2(p +l).

Considere os produtos escalares das (2i1 + 1)�

e (2i1 + 2}� linhas com as (2i2 + l)� e (2i2 + 2)� linhas.

Agora 

- CC'

Esta e uma matriz (2 x 2)M . .
lll2 

- u. ) (BC' + CB') .
l. 2 



pelos teoremas 2 e 3 para 

= 

pn

np 4t + 1 
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desde que E a . .  a . . = O , pela ortogonalidade de A, 
j==O 1.1J 12J 

e os termos omitidos anulam-se 

Finalmente, é claro que as 

(2. + 2)� linhas são ortogonais entre si.
ll 

Portanto H é ortogonal e do tipo gido. 

e 

E portanto, por dobramentos sucessivos, podemos 

obter as matrizes de ordem 2h (pn + 11 onde pn = 4t + 1. 

5 ). Em resumo, ternos: 

Se N h n 4 - -2 (p + 1) � k, onde p e um numero

mo ímpar ou zero, pode ser construida uma matriz ortogonal HN,

cujos elementos são +1 e �1. 

As matrizes construidas por estes· m�todos in

cluem todos os valores N :::é. 4k 100, excetuando-se 92. 
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PLACKETT e BURMAN (1946) usaram o método modifi 

cado para obter os delineamentos N = 52, 76 e 100. Para N = 36, 

o delineamento foi obtido por tentativa.

Observamos que, se N = p+l, isto é, m = 1, en 

tao, excetuando-se a última coluna que representa o tratamento 

controle (1), X é uma matriz cíclica. Temos x.+l ·+i = x . .  e
l , J ll J 

então é apresentada uma listagem com apenas a primeira 

(ou coluna} de cada matriz. 

5.3.2. Procedimento experimental. 

5.3.2.1. Matriz cíclica 

linha 

Vamos supor um e�perimento com 9 fatores em 2 

níveis. Desejando um experimento no qual os efeitos principais 

podem ser determinados com uma precisão três vezes tão grande 

quanto com o qual o fator pode ser medido, necessitamos então 

de um delineamento com N = 12 = 3.4 combinações de tratamentos 

e 2 níveis. Consultando a tabela da secção 5.3.3., pode ser e� 

contrado o delineamento representado simbolicamente como segue: 

1. Tomamos a linha indicada na tabela para N = 12:

+ + - + + + - - - + -
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Esta vai ser a primeira coluna (ou linha) do de 

lineamento completo gerado a seguir. 

2. Movemos a linha ciclicamente por 10 vezes e adicionamos urna

linha final de sinais negativos, portanto:

A B e D E. F G H J K 

1 + + + + + + 

2 -+ + + + -t- + 

3 + + + + -t + 

4 -+ + + + t + 

5 -t + + -+ + + 

6 -t + + + + + 

7 + -+ + + + + 

8 -+ + + + + + 

9 + + + + + + 

10 + + + + + + 

11 + + + + + + 

12 

Observaç�o: Para obter a primeira linha ou coluna dessa matriz 

de Hadamard, onde 12 = 11 + 1 . (p = 11}, construimos o GF(ll) =

= O, 1, 2, ... , 10 Os resíduos quadráticos deste ·conjunto 

sao 12 = 102 = 1, 2
2 = 9 2 = 4, 32 = 82 

= 9, 42 = 72 = 5 , 

s
2 = 6 2 

= 3.
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Então 

X Czl = +l para z = 1, 3, 4, s, 9 

e X(z} = -1 para z 2, 6, 7, 8, 10 

Assim 

xll + 

xl2 
= X (2-1 l X (1} + 

xl3
= X (3-ll = X(2). = 

X
l4

X (4-1} X (3 l + 

xl5
= X (5-1) = X (4} = + 

xl6 X(6-l). = X C5} = + 

xl7 X( 1) = X (6). 

xl8
= X (8.,.ªl} = X (7) = 

xl9
:::: X(9-l) = X(8} = -

, xl,10 
= XCl0-1) = X{9} = + 

xl,11 XCll-1) = X {10 l = -

Podemos tomar as linhas deste delineamento como 

referentes às parcelas e as colunas como fatores ou componen -

tes. No caso em quest�o 

te 9 colunas são neces 

stem 9 componentes, portanto somen

• E assim, selecionando 9 colunas 

quaisquer, digamos as primeira s  nove, obtemos: 
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Para construír um delineamento para k = 27, 

N 28, os trgs blocos A, B, e ±lustrados na tabela da secçao 

5.3.3. são escritos ciclicamente da seguinte maneira: A B C 

C A B 

B C A 

e as 27 linhas sao seguidas por uma linha de s s negativos. 

5.3.2.2. Aplicação numérica 

Para o mesmo , usado na 5.2.3. ,

que e um expe com 5 fatores em 8 combinações de trata -

mentas, construiremos a matriz de Hadarnard com N = 4.2. 

Da tabela na secção 5.3.3. retiramos a linha p� 

ra N = 8: + + + - + - -

A 

1 + 

2 + 

3 + 

4 

5 + 

6 

7 

8 

B 

-t 

+ 

+ 

+ 

e construímos a matriz 

e D E F G 

+ + + 

+ + 

+ + 

+ + -+ 

+ -t + 

+ + + 

+ + + + 
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Como nos interessa apenas 5 colunas, abandona -

mos as duas últimas ficando com 

A B e D E 

ad 1008 1 -1 -1 1 -1

abe 1284 l 1 -1 -1 1 

abc 984 1 1 1 -1 -1

bcd 860 -1 1 1 1 -1
= = X = 

acde 1468 1 -1 1 1 1 

bde 996 -1 1 -1 1 1 

ce 896 -1 -1 1 -1 1 

Cl1 740 -1 -1 -1 -1 -1

-

E os estimadores dos efeitos principais sao: 

S = 156,5 P = 1,5 R = 22,5 :& = 53,5 f) = 131,5.

5.3.3. Algu�as linhas dos delineamentos de Plackett e Burman 

N = 8 + + + + - -

N = 12 : + + + + + - - - +

N = 16 : + + + + - + - + + - - + - - -,

N = 20 + + - ..,. + + + + - + - + - - - - + + -
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N= 24. + + + + + -+ -++ - -+ +-- + - + - ---

N= 28. 
+ - + + + + - - - - + - - - + - - + + + - + - -+ + - +

A B e 

+ - ·l- + -t - - - - - + + - - + - - - + + + + - + + -

- + ·'-' + + + 
- - - + - - - + - - + - + - + - + + - + + 

- - - + - + + + + - - + - + - - - -t + - + + + - + - +

- - - + + - + + + -t 
- - - - + + - - ·>- + - - ;- + + t- -

- - - - + + -t + + 
- + - + - - - + - - + + + - + - + + 

+ + + - - - -+ - + - - + - - + - + - + - + + - + + + -

+ + + - - - + + - + - - + - - - - -t + + - + -l- - -- + 

+ + -t -- - - - + + - -j- - - + - + - - - + + -- + + + -
-

N= 32. - - - - + - + - + + + - + + - - - + -1--!- + + - - +-+ - + - - + 

N= 36.(0BTIDO POR TENTATIVA). 

N=40. DELINEAMENTO OUPLO PARA N=20. 

N= 44. 

N= 48. 

N= 56. DELINEAMENTO DUPLO PARA N: 28 • 

N= 60. 

+-+-++ +-+-+ --+-- ++·t--+ +++--- +++++ --··--- ++--- -+----

N= 64. DELINEAMENTO DUPLO PARA N=52. 
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5.3.4. O caso particular N = 92 

WILLIAMSON (19441, conseguiu uma matriz de 

damard de ordem 172, incorporando um automorfismo especial 

or.dem 3. 

Ha

de 

BAUMERT, GOLOMB e HALL (1962) aplicaram o méto 

do de WILLIAMSON a uma matriz de ordem 4t = 92. Essa matriz H 

tem a forma: 

H 

B 

A 

D 

-e

e 

-D

A

B

D 

e 

-.-B 

A 

onde cada uma das A, B, C, D é uma.matriz 23 x 23 simétrica cí 

clica. E a primeira linha de cada uma dessas matrizes é dada 

abaixo 

A 

8 

e 

D 

1 2 . 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21. 22 23 

+ + 

+ - + -t

+ + +

+ + + 

+ + - -t + - + - - - + - - - +

-+ + - + + .+ + + + + + - + + -

+ -1- + 

+ + -t + -t

t + - + - + + - 

+ - + -+ +

t ;

T +





-:s

2 

3 

4 

5 

. 

. 

. 

Tabela de Delin eamentos Reduzidos 

delineamento 
completo 

. 

. 

. 

. 

2
3 

2 7 

. . . 

2 
(2

n-1}

3
4 

313

. . . 

( 3
n-l)

3 2 

4

5 

4

21 

. . . 

4

n-l
(---) 4 3 

5Il_l
5 (-4-) 

. . . 

n 
(s -1)

5 s-1 

. . 

. . 

. . 

. . 

··• 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

numero de 
fatores 

3 

7 

. . . . . . . . . 

2

n-l

4 

13 

. . . . . . . . . 

3n-l 
-2

5 

2 1 

. . . . . . . . . 

4

n _l 
-3--

sn-1 
-4-

. . . . . . . . . 

n -1s 
s-1

156 

delineamento 
reduzido 

2
2 

2
3 

. . . . . . . 

2

n 

3
2 

3
3 

. . . . . . . 

3n 

4 

2 

.43 

. . . . . . . 

4n 

5

Il 

. . . . . . . 

ns 
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Representamos os fatores A e B por x1 e x2 do
2 plano fatorial 3 e os fatores C e D serão as interações gene-

2 2 ralizadas do plano 3 : x1x2 e x1x2 •

A B e D 

Xl x
2 

x1x2
2 

x1x
2

o o 
! 

o o 

o 1 1 2 

o 2 2 l 

1 o 1 1 

1 1 2 o 

1 2 o 2 

2 o 2 2 

2 1 o 1 

2 2 1 o 

2 As relações de identidade sao ABC e ACD, pois

ABC
2 2 

x
3

x
3 

I = XlX2(XlX2) = -

l 2

2 
x

3
x

3 
ACD = xl (Xl x2) (Xl x2) = = Il 2
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5.5. Planos de efeitos principais e arranjos ortogonais de re-

sistência dois. 

5.5.-1. Arranjos ortogonais de resistência dois 

Sejam k fatores em s == pm níveis, onde pé um 

número primo. Um arranjo ortogonal de resistência d, de tama 

nho N, com k fatores e s níveis consiste em um subconjunto com 

N combinações de tratamentos de um experimento fatorial sk com

. d d b' - d a seguinte propriedade: to as as s com inaçoes e tratamentos,

correspondentes a quaisquer d fatores escolhidos entre k, oco� 

rem um igual número de vezes no subconjunto. A notação para o 

arranjo pode ser a seguinte: (N, k, s, d}.

Os planos para experimentos fatoriais simétri 

cos fracionados,. que serão desenvolvidos a seguir, sao arran-

jos ortogonais de resistência dois. Chamamos estes planos de 

planos de efeitos principais oorque eles permitem estimação or 

togonal de todos os efeitos princi�ais quando as interações es 

tão desprezadas. 

Como exemplo de um arranjo ortogonal de resis

tência dois, vamos escrever um fatorial 2 4 :



r- -í
A B c D AB 1 AC 1 AD BC 

o' o o o o Ü 1 o o 

o o o 1 o 1
1 

o, 1 o 

o o 1 o o 11 o 1

o o 1 1 o 1' 1 1 

o 1 o o 1 
1 

o, o 1 

o 1 o 1 1 1 o, 1 1 

o 1 1 o 1 1 o o 

o 1 1 1 1 li 1 o 

1 o o o 1 1 1 o 

1 o o 1 1 1 o o 

1 o 1 o 1 o, 1 1 

1 o 1 1 1 Ü 1 o 1

1 1 o o ·O '1 1 1 1

1 1 o 1 o 1 o 1

1 1 1 o o o 1 o

1 1 1 1 Q l o o o
t ___ , 

BD CD ABC ABD 

o o o o 

1 1 o 1

o l 1 o

1 o 1 1

1 o 1 1

o 1 1 o

1 1 o 1

o o o o 

o o 1 1 

1 1 1 o 

o 1 o 1

1 o o o

1 o o o

o 1 o 1

1 1 1 o

o o 1 1

r- --

t t 

, ACD 1 
1 

1 o 

1 1 

1 
1 

1 1 
. 1 

o 

o 1 

1 

1 

o 

1 

o 

o 1 

1 1 

1 

o 

l o

l 1 1 

'-----' 
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BCD ABCD 

o o 

l 1

1 1

o o 

l 1

o o 

.O o 

1 1 

o 1

1 o

1 o

o 1

1 o

o 1

o 1

1 o

Escolhendo duas colunas quaisquer, por exemplo 

as duas indicadas pelos retângulos, podemos observar que toda 
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cada nível de Xi.

5.5. 2 . 2 . Desenvolvimento de um exemplo ilustrativo com mais 

algumas definições. 

Considerando um experimento fatorial 3 7, quere

mos estudá-lo com 18 = 2 .3
2 

combinações de tratamentos. Já vi

mos, na secção 5. 4 ., corno obter um fatorial 34 em 3 2 cornbina

çoes de tratamentos. 

2 
fatores em 3 

res para obter 

Então começamos com 
n s -1
s-1

= = 4 

combinações 

sn-1 -- + ss-1 

de tratamentos e adicionamos s fato

= 2s + 1 = 7 fatores, como segue: 
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tos a este semi-plano para obter o plano desejado. Estas combi 

nações de tratamentos serão adicionadas de tal forma que ague 

les fatores que são ortogonais no primeiro semi-plano, no exem 

plo os 4 primeiros fatores, sejam ortogonais também no segundo 

semi-plano. E, de forma que os fatores que são semi-ortogonais 

no primeiro semi-plano, no exemplo, os três últimos fatores, se 

jam semi-ortogonais no segundo semi-plano, mas de modo inverso. 

Vejamos, no exemplo, o que isto quer dizer. Tomando novamente 

as colunas C e F, vamos escrevê-las no primeiro e segundo semi 

-planos.

Primeiro Semi-Plano Segundo Semi-Plano 

e F e F 

2 2 
�l+X2 X +x1+x2 Xl+X2 Xl+Xl+X2 .1 

o o o o 

o 1 o 2 

o 1 o 2 

1 1 1 1 

1 2 1 o 

1 2 1 o 

2 2 2 2 

2 o 2 1 

2 o 2 1 
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Os fatores do segundo semi-plano podem-ser re 

presentados por: 

. • • , k l's-

as regras são: 

são elementos de 
m 

GF (p ) . 

P.ara p primo Ímpar

1) 

2 ) 

3) 

4) 

k é um elemento de GF(pm},

No exemplo, k = 2 

-

pois 

b. 
k 1 

= com todas as 4k il 

mas nao 
2 m 

é elemento de GF (p ). 

m 
operaçoes efetuadas em GF (p ) . 

- m 
k. = i k com 

l 
todas as operaçoes efetuadas em GF (p ) . 

i
2

(k-1) m 
e. = com todas as operaçoes efetuadas em GF (p ) . 

l 4 

E 



1) 

2) 

3) 

k = 1 

k. = i
1. 
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Para p - 2 

serao obtidos por tentativas. 

Neste último caso, p = 2, uma forma mais adequa 

da para estudar o problema é através do uso de matrizes duplas 

de Hadamard. 

No exemplo, em que já construímos o semi-plano, 

estamos trabalhando com GF(3
1

}, então temos: k = 2 desde 

que GF (_3). = O , 1, 2 e 

2-1
4(2). Cl) 

1. 2 = 2 , desde que 2.2 = 1 (mod 3) 

(mod 3) 

k
l 

= 1 . k = 2 

k
2 

= 2 k = 4 = , 

(mod 3) . ..L 

= 1
2

( 2 -1) 1 1 c
l 

= = 
4 I 



A B 

Xl x2 

o o 

o 1

o 2
- -

1 o 

1 1 

1 2 

2 Q 

2 1 

2 2 
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E podemos escrever o segundo semi-plano completo 

Segundo Semi-Plano 

e D E F G 

x1+2S+2 x1+2S+l 2Xi_+X2 2�+2X1+x2+1 2Xi_+X1+2S+l

2 

o 

1 

- -

o 

1 

2 
-

1 

2 

o 

1 o 1 1 

o 1 2 2 

2 2 o o 

- - - - - - - - - - - - - - - - - -

2 2 2 1 

1 o o 2 

o 1 1 o 

- - - - - - - -· - - - - - - - - - - -

o 2 1 2 

2 o 2 o 

1 1 o 1 

Para formar o plano de ef eitos principais com 

pleto 3
7 

em 18 combinações de tratamentos, devemos tomar os 
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dois semi-planos juntamente. Na tabela da página 171, mostra -

mos esse plano. 

Comparando novamente as colunas C e F, neste 

plano total com 18 combinações de tratamentos, as combinações, 

já_ arranjadas para melhor verificação, são: 00, 00, 11, 11, 22, 

22, 12, 12, 01, 01, 20, 20, 2l, 21, 02, 02, 12, 12. Cada com

binação aparece duas vezes, logo as colunas são ortogonais. 

Neste plano total, os sete fatores constituem 

o número máximo de fatores, em 3 níveis, que podem ser adapta

dos em 18 combinações de tratamentos. 

Usando a notação de arranjo ortogonal de resis

tªncia d, que e (N, k, s, d), podemos dizer que foi gerado um 

( 18, 7, 3, 2) • 
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7 
Plano de efeitos principais para o 3 em 18 combinações de tra 

tamentos. 

A B e D E F G 

Xl+� x1+2� xf+� Xi_+xl+� Xi_+2X1+�

Xl x2 x1+x2+2 x1+�+1 ixf+¾ 2xf+2x1+Xi+l 2Xi_+X1+x2+1

o o o o o o o 

o 1 1 2 1 1 1 

o 2 2 1 2 2 2 

1 o 1 1 1 2 o 

1 1 2 o 2 o 1 

1 2 o 2 o 1 2 

2 o 2 2 1 o 2 

2 1 o 1 2 1 o 

2 2 1 o o 2 1 

o o 2 1 o l 1 

o 1 o o l 2 2 

o 2 1 2 2 o o 

1 o o 2 2 2 1 

1 1 1 1 o o 2 

1 2 2 o 1 1 o 

2 o l o 2 1 2 

2 1 2 2 o 2 o 

2 2 o l 1 o 1 



172 

5�5.2.3. Outros arranjos ortogonais de resistência dois 

Se desejarmos gerar um (54, 25, 3, 2) 

proceder da seguinte maneira: 

podemos 

1) 
- 13 3 -

Para 3 fatores, sabemos como obter um 3 em 3 combinaçoes 

de tratamentos usando o procedimento usual (construir o 33

reclassificar as colunas}. 

2} O primeiro semi-plano é gerado por:

-

e 

Estas 13 colunas sao ortogonais e a elas adicio 

namos as 12 colunas seguintes. 

25 3 
O primeiro semi-plano é um 3 em 3 combina-

ç6es de tratamentos, onde nem todos os fatores s�o ortogonais. 
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2) O segundo semi-plano� obtido de maneira anãloga aquele �ao

plano menor obtido no exemplo anterior. 

Alguns dos arranjos ortogonais mais úteis que 

podem ser construídos, usando o procedimento descrito, são: 

(32, 9, 4, 2), 

(2 5 O , 61 , 5 , 2 ) , 

(162, 19, 9, 2) • 

(128, 41, 4, 2), 

(98, 15, 7, 2), 

(50, 11, 5, 2), 

(128, 17, 8, 2) e 

Os arranjos (18, 7, 3, 2) e (32, 9, 4, 2) fo 

ram construídos por BOSE e BUSH (1952), utilizando outros pro

cedimentos. 

5.6. Planos de efeitos principais para experimentos fatoriais 

assimétricos. 

5.6.1. Condição para que as frequências sejam proporcionais 

A condição necessária e suficiente para que os 

estimadores de efeitos principais de dois fatores quaisquer se 

jam n�o correlacionados é que os níveis de um fator ocorram , 
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com cada um dos níveis de outro fator, com freqüências propor

cionais. Esta condição foi provada por PLACKETT (1946) e ADDEL 

MAN (1960}. 

Considerando dois fatores A e B, ocorrendo em 

r e s níveis, respectivamente. Seja 

N : número de observações no plano 

n. • : número de vezes que o nível i do fator A ocorre no plano
J_ 

n. j número de vezes que o nível j do fator B ocorre no plano 

n .. 
J_ J 

número de vezes que o nível i do fator A ocorre com 

nível j do fator B. 

E n .. =lJ 
j 

n . .

Portanto, 

E n . .

i J.J
e _E 

i,j 
n .. - N

J_ J 

o 

E uma condição necessária e suficiente para que 

os estimadores dos componentes de dois fatores A e B sejam or 

togonais entre si e também à média, u, num arranjo fatoria� e: 

n. � ==
J.J 

n . •  n • .
J_ J 

N 

Usando a condição de freqüências proporcionais, 

ADDELMAN (1962) mostrou que é possível derivar várias classes 



de planos de efeitos principais ortogonais para 

fatoriais assimétricos. � o que veremos a seguir. 
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experimentos 

5.6.2. Planos para experimentos fatoriais assimétricos 

5.6.2.1. Descrição do método de colapso 

Temos 

t1 fatores em s1 níveis 

t2 fatores em s2 níveis 

fatores em � . niveis 

n em s1 observações, onde s1 e um primo ou a potência de um pr�

mo, e 

e 

k 
E 

i=l 
t. < 

l 

n 
Cs1 -1)

s -11 

O procedimento para construir um plano de efei 

tos principais ortogonal para o experimento 

X 



n b ~ ' 1 em s1 o servaçoes, consiste em causar o co apso

ocorrendo em s1 níveis, para que se tornem fatores
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de fatores, 

ocorrendo 

em si niveis (i = 2, 3, 
. . . , kl, pela utilização de uma corres 

pond�ncia unívoca do con junto de s1 niveis ao con junto com s. 
l 

19) Construimos um plano de efeitos principais ortogonal, pa

ra experimento fatorial simétrico. Este plano envolve

sn-1 
s

1_1· fatores, cada um em s1 níveis, com s� combinações de
1 

tratamentos, onde s1 é um primo ou a potência de um primo.

29} Causando o colapso dos níveis de t2 desses fatores para s2

níveis, onde s2 < s1, através de urna correspondência unívoca

do conjunto de s1 níveis ao conjunto de s2 níveis.

39} Analogamente,. provocando o colapso dos níveis de t3 dos fa

tores originais, onde s3 < s2 < s1.

E assim por diante. 

5.6.2.2: Ilustraç�o do método de colapso 

Mostraremos a construção de um plano de efeito 

principal ortogonal para o experimento fatorial 22 x 3 2 com 9 
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combinações de tratamentos. 

19) Neste plano, temos t1 = 2 e s1 = 3, e t2 = 2, s2 = 2.

Então, construímos um plano de efeitos principais ortogonal pa 

ra 
2 s1 - 1

s - 11 

=
= 

3 - 1 
fatores, cada um tendo s1 = 3 

níveis, em s� = 32 = 9 combinações de tratamentos. 

A B e D 

Xl x2 x1x2
2

x1x2 

o o o o 

o 1 1 2 

o 2 2 1 

1 o 1 1 

1 1 2 o 

1 2 o 2 

2 o 2 2 

2 1 o 1

2 2 1 o 

29) Cada um dos dois-primeiros fatores ser�o transformado�por
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colapso, em fatores com 2 níveis usando a seguinte cadeia �e

correspondência: 

Fatores em 3 níveis Fatores em 2 níveis 

Q o 

1 1 

2 o 

39} As combinações de tratamentos, resultantes constituem um 

plano de efeitos principais ortogonais 

2
2 

X 3
2

•

ct A B 

(1) o o 

bcd
2

o 1 

c
2
d o o 

acd 1 o 

abc 
2 

1 1 

ªª
2

1 o 

c
2

d
2

o o 

bd o 1 

e o o 

e 

o 

1 

2 

1 

2 

o 

2 

o 

1 

para o

D 

o 

2 

1 

1 

o 

2 

2 

1 

o 

experimento 
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Verificando a condição de freqüências proporcio 

nais 

n .• n ... 

n. , =
J.J

l J Temos N = 9 , = 6 
I 

= 3 , 

:::: 3 

6 X 3 

9 

3 X 3 

9 

= 3 

= 2 = 

= 1 = 

= 3 . Então, 

está correta e 

está correta. 

A condição de freqüências proporcionais nao de 

pende do tipo de cadeia de correspondência para estar satisfe! 

ta. A escolha dessa correspondência só tem influência na efici

ência dos estimadores. 

5.6.2.3. Outras cadeias de correspondência 

m 
1) Se para algum i, s1 = s1 ,

d d 
s

1
-1po e ser transforma o em 

s -
1 

então um fator com s
1 

níveis 

fatores, cada um tendo s1 ní

veis. Desde que exista um plano de efeitos principais ortogo -
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nal para 
m s. - 1
1. 

s. - 1
1. 

fatores, cada um em si níveis, com s1

combinações de tratamentos, podemos trocar cada um dos 

veis por urna das s� combinações de tratamentos. 
l. 

Por exemplo, s. = 2 
:1. 

logo, existe um plano de efeitos principais para 

sl
-

s. -

1. 

1 4 - 1 

1 2 - 1 
= 3 fatores em s. = 2 níveis cada um, 

1. 

m = s. 
1. 

Ill. 

em 

s� = 2
2 combinações de tratamentos. A cadeia de correspondên -

eia e

Fator em 4 níveis Fatores em 2 níveis 

o o o o 

1 -+ O 1 1 

2 -+ 1 O 1 

3 -+ 1 1 O 

Então, por exemplo, um experimento 4 5 com 4 2 combinações de 

tratamentos pode ser transformado em um plano de efeitos prin 

cipais para o experimento 4
3 x 2

6 2 ~ com 4 observaçoes. 

2) Para o experimento S X em n2 s1 com
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binações de tratamentos, onde s1 é um primo ou uma potência de

um primo. 

s 1 > s 2 > • • • > sk ,

k 
1 + E 

i=l 
t. 

l 

n 
Cs

1 
- 1}

s - 1
1 

pode ser feito o seguinte: 

e 

a} Construiremos um plano de efeitos principais ortogonal para

fatores cada um tendo s1 níveis, n em s1 observações .

b) Repetimos este plano e trocamos os níveis O, 1, 2, ... , (s1-l)

de um fator por _s1 , (s1+1}, (s1+ 2), ... , (2s1-1), respectiva

mente, e adicionamos s� combinações de tratamentos. 

c). Transformamos os fatores apropriados para obter o plano de 

sejado. 

Por exemplo, tendo o experimento 5 x 3 2 x 2 com 

2 .3 2 combinações de tratamentos. 

Primeiro, construímos um plano para o fatorial 
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3
4 

com 32 combinações de tratamentos. Chamando os 4 fatores de

A, B, C e D, repetimos as 9 combinações de tratamentos, mas 

trocamos os niveis O, 1 e 2 do fator, por exemplo, pelos ní 

veis 3, 4 e 5 respectivamente, aos quais adicionamos nove com 
. 

2 binações de tratamentos. As 2 x 3 combinações de tratamentos 

obtidas formam um plano de efeitos principais ortogonais para 

3o experimento 6 x 3 

5.6. 2 .4. Análise de um plano de efeitos principais para fato-

onde 

riais assimétricos. 

A notação matricial do modelo é

X XB + e 

B vetor de efeitos e interações. 

Temos 

B = (.X I X} - l X ' 1 onde (.X'X)-l é a matriz de variância-cova

riância. 

Para ilustrar, vamos considerar o plano 

efeitos principais para o experimento fatorial 2
2 x 3

2

de 

cons-
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truído em 5.6.2.2. 

As observações y. 'k podem ser expressas em ter
l.J m 

mos de efeitos principais como 

onde 

A, B, CL' c
0

, DL' o
0 

sao os efeitos e 

dmQ 
sao os coeficientes dos contrastes ortogonais que definem

os efeitos correspondentes. 

Assumimos os fatores como sendo quantitativos e 

os níveis igualmente espaçados. 

Para um fator F, _com níveis O, 1 e 2, escreve - · 

mos 

L = F - F
2 O 

e podemos obter 

efeito linear de F 

= L - Q

2 

F
0

) efeito quadrático de F



184 

A matriz de coeficientes, cuja forma de obtê-

-los . -

foi mostrada 
-

dada Jª em 3.1.2.3 1 e por 

µ l/3A l/3B .CL l/3CQ DL l/3DQ

1 -l -1 -1 1 -1 1 

1 -1 2 o -2 . 1 1 

1 -l -1 1 1 o -2

1 2 -1 o -2 o -2

X = 1 2 2 1 1 -1 1

1 2 -1 -1 1 1 1 

1 -1 -1 1 1 1 1 

1 -1 2 -1 1 o -2

1 -1 -1 o -2 -1 1

9 o o o o o o 

o 18 o o o o o 

o o 18 o o o o 

X'X = o o o 6 o o o 

o o o o 18 o o 

o o o o o 6 o 

o o o o o o 18

e 
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2 o o o o o o 

o 1 o o o o o 

o o 1 o o o o 

(X'X)-l 1 
o o 

-18
o 3 o o o 

o o o o 1 o o 

o o o o o 3 o 

o o o o o o 1

E os estimadores dos efeito$ e interações são 

µ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 Y1

1/3 Â -1 -1 -1 2 2 2 -1 -1 -1 Y2

1/3 13 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 Y3

C
L 

1 
-3 o 3 o 3 -3 3 -3 o = 

18 Y
4 

1/3 CQ l· -2 1 -2 1 1 1 1 -2 Y
5 

O
L 

-3 3 o o -3 3 3 o -3 y6 

1/3 
ºo 1 1 -2 -2 1 1 1 -2 1 Y

7 

Y
s 

Yg 
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Com essas matrizes obtidas acima podemos ter, 

por exemplo, os seguintes valores: 

e V(Ãl = cr2 /2

e também 

1 
= 6 [ -y 1 + y 3 + Y 5 - y 6 + y 7 - y 8] 

A estrutura de análise de variância e dada por 

Fonte de Variação 

A 

B 

Erro 

Total 

G.L.

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

8 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao se realizar este estudo, procuramos chamar a aten 

ção para uma técnica que faz parte da teoria de confundimento, 

e que consiste em reduzir o número de observações de um exper� 

mento, de uma forma conveniente para fornecer resultados segu 

ros. Essa técnica é muito pouco usada pela falta de literatura, 

sendo que, em nossa pesquisa, só encontramos estudos teóricos 

relativos a esse assunto. O interesse, então, consistiu em reu 

nir as técnicas, apresentando exemplos, para tentar contribuir 

com aqueles que desejam uma experimentação mais econômica e 

mais prática. 

Assim, foi mostrado como confundir efeitos e intera 

çóes dos fatoriais, e depois foi mostrado como confundir inte 

rações de ordem maior ou igual a dois, entretanto sem perder 

suas informações. 

Faremos agora algumas considerações sobre os métodos 

apresentados, e, também, chamaremos a atenção para alguns ca 

sos que não foram mencionados, mas que se enquadram como pl� 

nos de efeitos principais. 

O primeiro método estudado, o que permite reduzir de 

lineamentos fatoriais 2k em delineamentos com N combinações 

de tratamentos, onde N = k-1 é o mais simples e de 

mais prática. (Basta determinarmos as relações de 

aplicação 

identidade 

e conseguirmos a relação definição completa, e a partir daí po 
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demos determinar os efeitos ligados aos efeitos principais).E� 

te caso foi, intencionalmente, mats detalhado, pela sua simpl� 

cidade, para mostrar as vantagens que existem na redução do nü 

mero de observações de um experimento. 

Os delineamentos do primeiro caso também poderiam 

ser obtidos através das reduções conhecidas como delineamentos 

de Plackett e Burman, que constituem o segundo método apre 

sentado neste estudo. Como foi visto, o número de parcelas do 

delineamento reduzido é um múltiplo de 4. A diferença entre es 

ses dois primeiros casos pode ser apresentada através de um 

exemplo: Tendo 9 fatores em 2 níveis cada um, e desejando fa 

zer uma redução no delineamento, poderíamos optar pelo primei-

ro método, e então precisaríamos construir uma fração 

isto é, um delineamento com 16 parcelas experimentais. 

215-11
III 

' 

Já com 

o segundo método, existe a possibilidade de analisar 9 fatores

em 2 níveis, fazendo N = 12 parcelas experimentais, como foi 

feito em 5.3.2.1., embora fique diminuída a precisão com que 

cada fator é experimentado. 

O terceiro método é tratado como uma forma mais geral 

do que foi mostrado no primeiro, e podem ser vistas, pelo qua 

dro 5.4., quão vantajosas são as reduções, se considerarmosque, 

à medida em que s aumenta, o número de combinaçõe� de tratamen 

tos de um delineamento completo aumenta consideravelmente. 

Os arranjos ortogonais de resist�ncia dois, colocados 

como quarto método, são de obtenção mais trabalhosa, entretan-
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to, permitem reduções maiores do que as que poderiam ser cons

truídas com o terceiro método. Para comparação pode ser visto 

que um 3 7 ê reduzido em um 2.3 2 = 18 combinações de tratamen -

tos com o procedimento.do 49 caso, e, por outro lado, precis� 

ria de 3
3 

= 27 combinações de tratamentos no 39 caso.

O Último caso apresentado, estabelece e ilustra o me 

todo de colapso para experimentos fatoriais assimétricos. Essa 

técnica é muito versátil porque permite várias reduções, para 

diversos tipos de delineamentos. Pela extensão deste trabalho, 

não foram apresentadas aplicações práticas de todas as cadeias 

de correspondência mencionadas. Mas, por considerarmos esta 

técnica de muito interesse, e entendermos ser esta pouco difun 

dida, pretendemos realizar tais aplicações práticas posterior

mente. 

Um delineamento experimental que nao foi ap�esentado 

antes, é mencionado agora como um plano de efeitos principais. 

Este tipo de delineamento é o quadrado latino. Dado um quadra

do latino sxs, podemos apresentar as linhas como s níveis de 

um fator e as colunas como s níveis de um segundo fator. Por 

não apresentar interações entre fatores, um quadrado latino de 
- 3-2 3 lado s pode ser visto como uma fraçao s de um fatorial s . 

Como extensão, temos os quadrados greco-latinos que são planos 

de efeitos principais para 4 fatores e os quadrados hiper-gre-

co-latinos que são planos de efeitos principais para 5 fato 

res. 
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Para continuação deste estudo, estamos coletando ex.em 

plos de aplicações com número muito grante de fatores, para 

mostrar as vantagens de um delineamento reduzido, e, inclusive, 

tentando adaptar o uso.de computador para a obtenção das tabe 

las de corpos de Galois. 
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