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CONSTRUCAO DE FRACOES DE FATORIAIS DE RESOLUCAO III

Autor: Elenice Biazi

Orientador: Dr. C&ssio Roberto de Melo Godoi

RESUMDO

Este estudo apresenta os elementos para se obter a
analise de um experimento fatorial, em que e feita uma redugao
no nimero de parcelas experimentais.

E apresentado um desenvolvimento tedrico sobre experi-
mentos fatoriais, confundimento em experimentos fatoriais, fragSes
de fatoriais e teoria de Galois. Essas nogOes sao necessarias para a
apresentac¢ao de uma sistematizacgao de alguns delineamentos apro
priados para estudar efeitos principais.

E mostrado como confundir efeitos principais e intera
coes com blocos nos fatoriais, e depois como confundir intera
coes de ordem maior ou igual a dois, de forma conveniente. Esse
confundimento & garantido pela existéncia de um teorema de

Fisher. Por esse teorema toda interagao na relagao de identida-



de tem no minimo trés letras. Os planos que satisfazem essa con
dicao sao chamados de planos de resolugao III.

Sao apresentados também os planos onde nao & possivel
estabelecer uma relacao de identidade, mas estimam efeitos prin
cipais. Estes sao os delineamentos &6timos, os arranjos ortogo
nais de resisténcia dois e os planos de efeitos principais para
experimentos fatoriais assimétricos.

E feita uma comparagao entre os métodos destacando- se
as vantagens e desvantagens, bem como a adequagao de cada um.
E também indicam-se outras formas de delineamento experimental

que poderiam ser usadas como planos de efeitos principais.
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CONSTRUCTION OF THE FRACTIONAL FACTORIAL OF RESOLUTION III

Author: Elenice Biazi

Adviser: Dr. Cassio Roberto de Melo Godoi

SUMMARY

This study shows how to obtain the analysis of a
factorial experiment, where a reduction in number of the
treatment combinations is applied.

The study presents a theoretical development of
factorial experiﬁents, confounding in factorial experiments,
fractional factorials and Galois's theory. These are necessary
to present a 3ystématic study of some 6f the experimental
designs that are appropriate to understand the main
effects.

It is shown how to confound the effects and interactions
with blocks in the factorials, and then how to confound the
interactions of the order greater than or equal to two, in a
convenient form. This confounding is guaranteed by to the

existence of the Fisher's theorem. This theorem defines that
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all interactions in relation to the ‘identity have at least
three letters. In order to satisfy this condition, the plans
are called the Plans of Resolution III.

The study also presehts the'plans, when it is not
possible to establish an identity relation, however they
estimate main effects. These are the Optimun Factorial Deésigns,
the Orthogonal Arrays of Strength Two and the Main-Effects
Plans for Asymmetrical Factorial Experiments.

Di'fferent methods are compared showing mainly their
advantages and disadvantages and then selecting the adequacy
of each one. Also is indicated other forms of experimental

designs that can be considered as main-effects plan.
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1. INTRODUGAO

Em experimentagao ..existem situag¢des nasiquais
sg deseja estudar, simultaneamente, | muitos fatores
diferentes. Para esses casos € necessaria a utilizagao de um
delineamento apropriado, de tal maneira que possibilite a esti
magao de todos os fatores envolvidos. Como obter esse delinea-
mento? Uma resposta a essa questao pode ser dada pelo delinea
mento fatorial completo, onde os fatores sao analisados em to
das as combinag¢des possiveis.

Entretanto, para se obter a anadlise de um experi
mento sem dificuldades, & necessario que o numero de fatores
nao seja muito grande, pois, se isso acontecer, cada vez que
se adicionar um fator o niimero de combinagoes aumentara muito
de acordo com o niimero de niveis considerado. Assim, com um
nimero grande de combinagoes de tratamentos, o experimento po
de tornar-se irrealizavel, pois deve ser levado em conta o cus
to de experimentacado e a viabilidade dé'se fazer todas as medi
coes.

~‘Busca—se, entao, uma alternativa viavel para o)
delineamento fatorial completo. Quando o erro experimental é
grande, ou quando se espera um efeito apreciavel das intera
gaes de alta ordem, essa alternativa nao existe. Contudo, fre
quentemente, o erro experimental e as interacgoes de aita or

dem sao de mesma grandeza . Em tais casos, o delineamento fa
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torial completo & desnecessario. Uma situagao experimental ‘al
ternativa para tais casos & o uso de delineamentos fatoriais
fracionados.

Os delineamentos fatoriais fracionados sao empre
gados nos casos em que se necessita ignorar efeitos de intera
¢oes, usando apenas um pequeno numero de parcelas. Esses deli-
neamentos consistem em confundir os efeitos principais com efei
tos de interacgdes de menor interesse, todavia sem ignorar to
talmente os efeitos destes ltimos.

Os delineamentos fracionados sao, por convenién-
cia, divididos em tipos, de acordo com a ordem das interagoes
confundidas. Sao considerados trés tipos de delineamentos: de
lineamento de resolugao III, IV e V.

Neste estudo estao sendo considerados apenas os
delineamentos de resolugao III, gque, em poucas palavras, sao
os delineamentos’ apropriados para estudar efeitos principais.

Nao existe um procedimento geral tnico para redu
zir um delineamento fatorial a um plano de resolugdo III. Mui
tos pesquisadores conseguiram métodos diferentes para planos
de tal tipo, alguns em casos extremamente particulares.

Apresentaros uma sistematizacao de alguns planos
de resolugao III. Sao pesquisados também os planos de efeitos
principais;‘arranjos ortogonais de resisténcia dois, e delinea
mentos Otimos, como métodos para obtengao da analise de efei

tos principais. A apresentagao do assunto tem finalidade dida
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"tica procurando ser simples e objetiva.

Antes da descricao de tais métodos serao mencio-
nadas algumas nogoes e notagoes de experimentos fatoriais, con
fundimento e fatoriais fracionados, necessarias & condugdo do
estudo.

A contribuicao da teoria de Galois & muito exten
sa e, por isso estd incluido neste trabalho um capitulo com as

nogoes sobre essa teoria e suas aplicacgoes.
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2. REVISAO DE LITERATURA

Como este trabalho consiste em uma reuniao de mé
todos, &€ indicada a seguir a fonte bibliografica onde cada as
sunto discutido & tratado especificamente, e, as vezes, mais

detalhadamente.

" Comecgamos com YATES (1935), que, com seu artigo
sobre experimentos complexos, descreve com detalhes o delinea-
mento e a analise de experimentos fatoriais. Primeiramente ele
descreve o sistema 23 e depois os sistemas 2D e 37,

BOSE e KISHEN (1940) estudam o problema do con
fundimento em experimentos fatoriais simétricos s™, onde s e
um inteiro primo positivo ou uma poténcia de um primo e m qual
quer inteiro positivo. Enunciam o principio da interagao gene-
ralizada no arranjo fatorial sm, e usam este importante princi
pio na demonstracgao de um método geral para formar arranjos
confundidos. Com esses arranjos é possiﬁel dividir s™1 graus
de liberdade, pertencentes aos efeitos principais e interagoes,
em (sm—l)/(s—l) conjuntos'de (s=1) graus de liberdade. Mostram
que essa divisdo & executada identificando as s™ combinagdes de
tratamentos com os pontos da Geometria Euclidiana Finita GE(m, pn) .
FISHER (1942) propoe o desenvolvimento da cone
xao de sistemas de confundimento com grupos Abelianos, para pro

var uma proposigao geral que limita o tamanho minimo do bloco



05

desejado ao numero de fatores envolvidos e providencia, ainda,
um catadalogo de sistemas de confundimento até 15 fatores.

Também podem ser encontrados em FINNEY (1945),
principios de experimentos fatoriais fracionados, usando a teo
ria de grupos Abelianos, e com referéncias particulares aos
sistemas 2" e 3".

Ainda sobre fatoriais fracionados, KEMPTHORNE
(1979) apresenta um método geral para examinar delineamentos
pn bem como um método para conseguir repetigoes fracionadas e
confundimento para alguns tipos de experimentos fatoriais. 1In
dica também a equivaléncia formal entre os dois tipos de redu
cao de delineamento e discute as implicagoes desta equivalén -
cia.

BROWNLEE, KELLY e IORAINE (1948) apresentam ar
ranjos de confundimento com fatores em 2 niveis. Ele seleciona
o subgrupo de aliados e o subgrupo de confundimento e forma o
bloco principal com os tratamentos cujos simbolos sao ortogo
nais a ambos os subgrupos. Os blocos subsequentes podem ser ob
tidos multiplicando o bloco principal por simbolos ortogonais
ao do subgrupo que nao ocorreu previamente.

RAGHAVARAO (1971), em livro texto, estuda o con
fundimento de experimentos fatoriais simétricos e resultados
relacionados. Estuda o caso de experimentos fatoriais da forma

pm X qn onde podemos confundir r efeitos e interacgoes de fato

. . m-r n-s
res independentes em g niveis, em blocos de tamanho p q .
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Ele mostra que, para os experimentos fatoriais assimétricbs,
ocorre perda relativa de informacao nas interagdes afetadas.
ZONTA (1980) desenvolve um método sistematico de

0 0 ) - . n -
confundimento para os fatoriais da serie 2 e através de Aduas

n

propriedades deste, estendeu o estudo para as séries 3n,3‘x2 ’

32 x 2" e 33 x 20,

Em livro texto, KEMPTHORNE (1979), edigdo origi
nal de 1952, apresenta conceitos fundamentais para descrigao
e analise de experimentos fatoriais, mostrando os fatoriais 2n,
3" e s™. Para os fatoriais s" & encontrado o arranjo de n fato

m . ' m, S
res, cada um com p niveis em blocos com (p )~ , baseado num ca

so especial da teoria de grupos de Galois.

Sobre a teoria algébrica informamos que, em' CAR
MICHAEL (1956 ),sao encontradas nogoes sobre coOrpos finitos,

corpos de Galois e existéncia de corpos de Galois.

Sobre os planos de efeitos principais, HOTELLING
(1944a) apresenta alguns aperfeigoamentos na técnica experimen
tal de delineamentos de pesagens (do inglés, weighing designs),
proposta inicialmente por YATES (1937), que consiste em pesar
grupos de p objetos, N vezes, p < N. Mostrou que os pesos indi
viduais podem ser determinados com mais seguranca, fazendo pe
sagens dos objetos em combinacgoes, do que pesando cada um sepa

radamente.
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KISHEN (1945), MOOD (1946), RAGHAVARAO (1959),
YANG (1966 e 68), MARGOLIN (196%) também discutem os princi -
pios basicos da teoria dos delineamentos de experimentos, que
sdo eficientes para estimar os pesos desconhecidos reais de p
objetos através das médias de um nimero N de pesagens, previa-
mente estabelecido.

PLACKETT e BURMAN (1946) fazem uma selegao de
N parcelas do delineamento fatorial completo, possibilitando a
estimagao de efeitos principais com precisao maxima, como se a
atengao estivesse concentrada na variagao de um Gnico componen
te através de N parcelas. Esse delineamento reduzido com N par
celas, permite a exploragao de k = N-1 fatores, onde N e um
miltiplo de quatro. Eles apresentam as matrizes de delineamen-
to para 4 < N < 100, exceto para o caso ‘isolado N = 92.

BAUMERT, GOLOMB e HALL (1962) resolvem o caso
N = 92 para os delineamentos de PLACKETT e BURMAN (1946).

BOX e HUNTER (1961), em amplo estudo sobre fato
riais propoem a divisao dos delineamentos fracionados em
classes especiais, das quais dao o nome de Resolugﬁo III, IV e
V e descrevem um método para obtencao de efeitos principais pa
ra os delineamentos fracionados 2k-p.

ADDELMAN e KEMPTHORNE (1961) apresentam um méto
do de construgéo de planos de efeitos principais para experi -
mentos = fatoriais simétricos que podem distribuir

[2(s™1) /(s-1) - 1] fatores, cada um em s = p" niveis, onde p & um
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primo, com 2s” combinagoes de tratamentos. Como planos =de
efeitos principais sao arranjos ortogonais de resisténcia dois,
o método apresentado permite a construgao de arranjos ortogo
nais (2s”, 2 (s - 1) /(s -1 -1, s, 2).

' RAO (1947) & guem primeiro introduz o conceito
de arranjos ortogonais.

DANIEL (1962) apresenta nogoes sobre elementos
de confundimento e classifica os planos experimentais pelo seu
grau minimo de confundimento. Assim, planos que confundem efei
tos principais com interacgoes duplés sao chamados de planos de
3 letras, desde que a menor interagao no seu subgrupb de alia-
dos (do latim, "alias') contenha 3 letras.

ADDELMAN (1962) descreve pianos para experimen-
tos fatorais assimétricos que fornecem estimadores nao correla
cionados de todos os efeitos principais quando as interagéeseg
tao desprezadas: A construgao desses planos & baseada no prin-
cipio das frequéncias proporcionais dos niveis dos fatores.

Em JOHN (1971), livro texto, podemos encontrar
nogoes gerais sobre planos de efeitos principais, planos de re
solugao III e arranjos oftogonéis de resisténcia dois. Ele
apresenta o modelo para estimacao de efeitos principais em de
lineamentos reduzidos e orienta a analise desse tipo de experi

mento.
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3. CONSTRUGAO E ANALISE DE EXPERIMENTOS FATORAIS
3.1. Experimentos fatorais completos

Os experimentos fatorais sao usados quando te
mos fatores diferentes influindo sobre uma caracteristica em
estudo e desejamos testar as diferentes combinagoes desses fa
tores em varios niveis.

Um experimento fatorial com n fatores & repre -

sentado assim

onde Sy v i=1, 2, ..., n, representa o namero de niveis com

que o i-ésimo fator & experimentado.
O numero de combinagoes de tratamentos & igual

a - e o & oo i i i . . e & v o -
sl S, Sn’ e sao distribuidos S1- Sy S 1 graus

n

de liberdade entre elas.

= ... = s_ o experimento € simétrico

- . n - . . -
e e chamado de fatorial s'. Caso contrario o experimento € as-

simétrico.

Em experimentos fatoriais a soma de quadrados de

tratamentos pode ser desmembracda segundo contrastes ortogo -

nais, cada um com um Gnico grau de liberdade, correspondentes

aos efeitos principais e interacoes de todos os n fatores.

Um contraste representa um efeito principal do
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i-ésimo fator se, os coeficientes da funcgao linear, que o re
presenta, dependem somente dos niveis deste i-ésimo fator e
tomado sobre todos os demais fatores. Existem si—l ocontrastes or

togonais representando o efeito principal do i-ésimo fator.

. Um contraste representa uma interagao de dois
. . a
fatores i e j (ou de 1. ordem) se:
a) os coeficientes da funcao linear que representa o contraste

dependem somente dos niveis dos fatores i e j;

b) o contraste & ortogonal a qualquer contraste representando

o efeito principal dos fatores i e j.

Existem (si—l)(sj—l) contrastes ortogonais repre
sentando a interacgao dupla do i-ésimo e j-ésimo fatores.
Por indugao, dizemos que um contraste pertence
& interacgdo de (r - 1)% ordem de r fatores, digamos ii ,
. Q

cee, 1 se:
r

a) os coeficientes da fungéo linear que representa o contraste
dependem somente dos niveis dos fatores i i, «e., i

1’ -2 r
b) o contraste & ortogonal a todos os contrastes pertencendo a

todos os possiveis efeitos principais e interacgoes dos

fatores. Podemos dizer que existem

contrastes ortogonais representan

do a interagao de r fatores iqs 12, .oy ir'
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Mostraremos agora mais alguns conceitos aplica-
dos a niveis particulares e, ao final, sera feita a generaliza
gao desses conceitos para a forma geral de experimentos fato -

rais.

3.1.1. Séries de fatorais 2"

3.1.1,1.'Modelo e estimacao

Consideremos um experimento com 2 fatores A e B
em 2 niveis (que podem ser inferior e superior, ou auséncia e
presencga). Temos, neste caso, um experimento fatorial simétri-
cocoms =2 e n =2, As combinagoes de tratamento gque po

dem ser obtidas, sao:

(l)r a, b e ab

(1): indica que os dois fatores estao no nivel inferior

a : indica que o fator A estd no nivel superior e ovfator B
esta no nivel inferior

e assim por diante.

Também & usada a notagao (1), a, b e ab para in
dicar a média das observacoes tomadas nas respectivas combina-
¢oes de tratamento.

Existem r observagoes em cada combinagao de ni

veis de A e de B. Assim, para esse caso, um modelo sera:
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(1)

i=11, 2 ’ j=1, 2 ’ l <k <r

Yisk © @ k-ésima observagao no i-é&simo nivel de A e j-ésimo ni

vel de B
u : média geral
o . efeito principal do i-&simo nivel de A
B. efeito principal do j-ésimo nivel de B
(aB”j: termo interacgao

: termo erro
r numero de repetigoes

O modelo pode ser escrito na forma reparametrizada

Y = X6 + E
onde
Y vetor com 4r linhas
X : matriz de delineamento com 4r linhas e 4 colunas
© : vetor de 4 parametros
E : vetor de erros aleatdrios
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Temos B B com k repetigoes, isto &
(0] 1 1 < k Lr
y.. representa o total de
Aol ¥ Yz *J observagdes no i-&simo
A nivel de A e j—ésimo
v Yo Yoo, nivel de B -
_ Escrevendo a matriz de delineamento X e o vetor de obser—
vagoes Y
u o B ofB ) )
+1 -1 -1 +1 yill
+1 -1 -1 +1 Y11y
% = +1 +1 -1 -1 v = y212
+1 +1 . -1 -1 Yoir
+1 -1 +1 -1 Y11
+1 -1 +1 -1 Y129
+1 41 41+l yz“21
+1 +1 +1 +1 Y599
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Na estimagao de wminimos guadrados dos paradmetros

chegamos as equagOes normais.

X'y = X'Xe

A matriz X'X tem posto 4

4r 0 0 0 Yooo

Y1, T Yo, T V11,

e

>
i
]

>
i

0 0 0 Ar Y11, * Y22, T Yo,

portanto " {i = y...

E(y2]_, + Y32, ~ yl]_‘ - ylz.) = 2ry + 2ra - 2rp + 2roa = 4rqg

Yo1. * Yo2. T ¥Y11. T Y12,

= 44
r
a +ab - (1) - b = 44
A expressao ab + a = b - (1) & chamada de

traste R

= 4rfR

!

Elyyp, ¥ ¥a, = Y11, 7 ¥21.

Yi2, T Y22, " Y11, " Ya1. _ 4
r

- Yy2.
Y. F Yoo, — Y31, T Y21,

R AV

con
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b +ab - (1) — a = 48

A expressao ab - a + b = (1) & chamada de con
traste B.

Y + Yy - Y _YZ

11. 22. 11. 12, _ 4 ()

(1) + ab - a-b = 408

A expressao ab — a - b + (1) e chamada de con
traste AB.

Simbolicamente, os contrastes podem ser escritos

(a - 1) +1) =24
(a + 1)(b-1) =8
(a - 1)(b - 1) = AB

Estes trés contrastes sao mutuamente ortogonais.

Uma forma alternativa para escrever o modelo e

associar os fatores A e B a duas coordenadas: Xl e X

¢
Xl : tem o valor +1 gquando A esta no nivel superior

X, : tem o valor -1 quando A esta no nivel inferior.

Analogamente
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X2 = +1 para o maior B

X2 = -1 para o menor B

to

(-1, -1)

Yisk =

As quatro combinagaes de tratamentos sao, portan .

;i (+1, -1y ; (=1, +1) ; - (+1, +1).

E podemos escrever o novo modelo

Yoo = By t BXy + Bzxz t BypX Xy ey

BO=UI Blza r 82‘_:8 e 812:‘(0(8,)

Para 3 fatores A, B e C (sem repetigao)

W+ Bj + oyt (aB)ij + (ay)ik + (BY)jk + (aBY)ijk + € 5k (2)

e, procedendo como para o caso de dois fatores podemos chegar a’

8 = abc + ab + ac + bc + a+ b + ¢c + (1)
80 = abc + ab + ac - bc - a-b + c + (1)
8(dR) = abc + ab - ac -= bc - a - b + c + (1)

que podem ser escritas simbolicamente como

(@+ 1)d+1)(c+1), (@a-1b+lDc+l)e(a-1)b-1)(c+1)
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Os oito termos interagéo (aey)ijk tém o . Mesmo
valor absoluto. Se eles nao sao todos nulos, quatro deles sao
positivos e os outros quatros sao negativos,

A restrigao

E %(aBY)ijk = E E(GBY)ijk = § E(GBY)ijk =

nos leva a

(aBY)222 = —(GBY)zzl = —(aBY)zlz = —(aBY)lzz = (aBY)zll =
= (QBY)lZl = (GBY)llZ = —(aBY)lll = (aBY)
portanto
8(aBy) = abc - bc — ac - ab+ a + b + c - (1)

Alternativamente, podemos escrever o modelo como .

E(Y) = By + ByX) + BoXy + B3Xg + B X Xy 4+ B 3X Xy 4 B0XXs 4 By93% KX

Entao

i

88,,3 = I (valor das cbservagoes onde X, X X, = 1) -

17273

- & (valor das dbservagoes onde X, X,Xy = -1) = 8(aBy)

Simbolicamente, temos:

8(0BY) = 88,5 = (a - 1)(b - 1)(c - 1)
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De uma forma geral, os efeitos e interagoes num

delineamento 2" podem ser representados por

g =r Lt L+ e+ 1)

onde r & o nimero ¢« repetigoes de cada combinagao de tratamen
tos e o sinal entre parénteses & positivo se a letra maiiscula
correspondente nao esta contida em X e negativo se esta conti-

da em X.

3.1.1.2. A forma geral de apresentar delineamentos 2

Nesse sistema sao testadas todas as combinagoes
de n fatores, cada um em dois niveis. A totalidade das combina
coes de tratamentos pode ser representada geometricamente num
sistema de coordenadas n-dimensional de comprimento unitario .
Tomando os n fatores e n eixos mutuamente ortogonais, Xir Xy
ceen Xy teremos o ponto (0, 0, 0, .:., 0) como sendo o tra
tamento controle; (1, 0, 0, ..., 0) o primeiro fator no nivel
superior e todos os outros fatores no nivel mais baixo, e as
sim por diante.

. 3
Por exemplo, o fatorial 27, com os fatores A, B

e C representados, respectivamente, nos eixos Xy X X

27 *3-
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X2

(0.1.0}

{L0.1}

O efeito do tratamento A & a diferencga das mé
dias dos pontos que contém Xy e'as médias dos pontos que nao

contém x; ou seja, €& a diferencga entre a média dos pontos que

estao no plano xy =1 ea média daqueles que estao no plano
X, =0. A interagcao de A e B & a diferenga entre as médias
dos pontos representados por X7 = 1, X, = 1 ou Xy = 0, X,= 0
e aqueles representados por X, = 0, X, = 1 e Xy = 1, X, = 0.

Também podemos escrever os efeitos e interagoes
como equagﬁes algébricas, cujas operagoOes obedecem a aritméti-
ca modular, a qual sera explicéda mais adiante. Assim, a inte
ragao de AeBé a diferenga entre as médias dos pontos repre

sentados por

X, + X, = 0 (mod 2)
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e aqueles para os quais
Xy + X, = 1 (mod 2)

-

Analogamente, a interaéao tripla de A, B e C é

a diferenca entre as médias dos pontos para os quais
Xy f Xy + X5 = Ov (mod 2)
e aqueles para os quais

+ x, + x

i

xq 1 (mod 2)

Este processo pode ser continuado até a intera -

Gao de Ay, Ay, ey A que € a diferencga entre a média dos

pontos para os quais

Xyt x, + X ot .. F Xy = 0 (mod 2)
e a média dos pontos para os quais
Xy F Xy + X+ o0 4 x =1 (mod 2)

3.1.1.3. A analise de experimentos fatoriais 20

. n L
Em geral, num experimento 2 com r repeticoes,
. . ~ - . - . n—l
um efeito ou interagao X & estimado pela média de r2 obser
~ = o n-1 ~ ~ P
vagoes menos a media de r2 observacgoes. Entao, a variancia

desse efeito & dada por
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Var (X)

|
AN
N
:15}-'
’_J
+
H
N
’;l$l-—‘
et
\_/
Q
N

A tabela de analise de variancia & oonstituida as

sim:

Fonte da Variagao G. L.
RepeticBes (Blocos) r-1
n
Tratamentos 27 -1
Efeitos Principais 1, (1) 1linhas
-~ N n
Interacoes de 2 fatores , 1, (2) 1linhas
-~ - | n
Interagoes de n fatores 1, (n) linha
Repeticao x Tratamentos : (-1 E@ -1
Total _ : 2™ -1

Para calcular os estimadores dos efeitos e suas

n

somas de guadrados correspondentes para o fatorial geral 2,

€ usado um procedimento sistematico, denominado Procedimento
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de Yates. A descricao do método nao sera feita aqui e pode ser

*
encontrada num boletim( ) referente a um seminario por nos

apresentado.

3.1.2. Séries de fatoriais 3"
3.1.2.1. Efeitos principais e interacgoes

Vamos considerar, inicialmente, que estamos tra
tando com fatores quantitativos e.os niveis igualmente espaca-
dos 0, 1, 2 correspondam aos niveis de um fator. Supondo que

os dados estejam representados num grafico como abaixo

%
8272

a,t
!
4”4 |

a
0O . i
1 |
i |
! {
o 1 2
Niveis do fator A

(¥} BIAZI, E. - Procedimento de Yates para Ensaios Fatoriais -

Seminario apresentado em 1982 no Departamento de Matemati-
ca e Estatistica da ESALQ - USP - Piracicaba.
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Existem duas reagbes para um mesmo estimulo do

fator, a do ni

1 2 T 4 =

vel 1 para o nivel 2. Podemos tomar a soma destas como o efei-

- a; do nivel 0 para o nivel 1 e a

to total do fator, ou seja

(az - a1) + (al - ao) = ZAL

) = A (efeito linear médio de A)

(a2 - a L

2 0

Como uma medida da diminuigao da reagao guando o

.
nivel cresce, podemos tomar

(a2 - al) - (al - ao) =,2AQ

l — . - . - .
—z—(a2 2al + ao) = AQ (efeito quadratico médio
de A)

- Interacoes

Considerando agora dois fatores A e B, cada um
em 3 niveis 0, 1, 2. A interacao desses fatores & a interacgao

de uma tabela 3x3. A

o[l 1 2

Ofoo | Ot |02

Bl1]10 | 11 12

2(20 | 21 22
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Temos (3 - 1)(3 - 1) = 4 graus de liberdade para
contrastes. Uma das mais Uteis subdivisoes em contrastes com

um Gnico grau de liberdade cada um &

A 1 1 _ _
B = 5@y - ag) (by = by) = 5lab,y - agb, ~ aby + agby)
B =X, - 2a. +a.) (b, - b) = (@b, - ab. - 2a.b. + 2a.b. + ab, - ab.)
L= 1@ 1+ ag) by = by) = zlab, - a)b, 1P2 1Po + 3Py ~ 3Py
% =La - a )b, - 2. + b = Lab, - ab. - 2ab. + 2ab, + ab, + ab)
o = 7lay ~ agl b, = 2by +Dy) = Flaby = aby Py + 2agby + b, + asby
=1 2 2 =
o =gl 7 23 *ag) by = 2Dy +by) =

_ 1 - “ - o - :
~»§(a2b2 2a2bl + azb0  2alb2 +T4alblﬂ Zalbo + a0b2 ”zaObl + adbo)

Representando o fatorial 32, com os fatores A e

B num sistema com dois eixos ortogonais X; e X,.

1 2

A
Xé
26-— —— - ~ -~ - -9
{ |
i )
| ]
i |
R S
| o
! !
: |
‘ i
0 i g x:

>



Quadro de contrastes do experimento fatorial 32
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B AL »AQ BL BQ piPL pin ppr ADBQ
0 (1) - + - + + - - +
1 b - + -2 +2 -2
2 b, - + + + - - + +
0 a -2 - + +2 -2
1 ab -2 -2 +4
2 ab, -2 + + -2 -2
0 a, + + - + - - - +
1 aéb + + -2 -2 -2
2 aQ% + + + + + + + +

A pode ser decomposto em:

% [ (soma de todas as combinagdes de tratamentos para as
quais X; = 2, mod 3) -~ (soma de todas as combinagoes de
tratamentos para as gquais Xl = 0, mod 3)]

% [ (soma de todas as combinagles de tratamentos para as
quais X; = 2, mod 3) - 2(soma de todas as'combinacCes de

- tratamentos para as quais Xl
das as combinagtes de tratamentos
mod 3)].

= 1, mod 3) + (soma de to

para as quais Xl =0 ,
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- Os 2 graus de liberdade correspondentes ao efeito
A e interagOes AB e aB? sdo dados pelos 3 conjuntos de combina-

goes de tratamentos a seguir.

Efeito A A Ay Ay
Xl = 0 Xl =1 Xl = 2
0 0 1 0 0
1 1 1
2 1 2 -2
Interacao AB
ABO ABl AB2
Xl + X2 = Q Xl + X2 = 1 Xl + X2 = 2
0 1 1
2 1 0 2
2 2 2
o~ 2
Interacac AB
2 2 2
ABO ABl AB2
Xl + 2X2 = 0 Xl + 2Xl = 1 Xl + 2X2 = 2
0 0O 2 0 1
0 2
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Agora, vejamos se tivéssemos espécificado 08
contrastes.
BA : X, + X, =0,1,2 (mod 3)
2

o
ex]
[y
<
+
s
]

1 , =0,1,2 (mod 3)

BA® : X, + 2X, = 0,1,2 (mod 3)

Mas as solugbes da equagao

X2 + 2Xl = 0 (mod 3)

sao as mesmas da equagao
2(X2 + 2Xl) =0 (mod 3)
ou 2X2 + 4Xl =0 (mod 3)

ou Xl + 2X2 = ( (mod  3)

Analogamente, as solugoes das equagoes

X2 + 2Xl = 1,2 (mod  3)

sao as mesmas das equagoes

Xy + 2%, = 1,2 (mod 3)
- 2 2 ~
Os grupos dados pelos simbolos AB™ e BA sao 0s

mesmos. Convenciona-se, entao, que a poténcia da primeira le

tra de uma interacdao seja sempre igual a um.,
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Uma observagao deve ser feita:

AB # A e as® # B

LB o)

3.1.2.2. A forma geral para apresentar delineamentos 3n :

Neste sisteﬁa sao testados n fatores, cada um em 3 niveis.
As combinagOes de tratamentos podem ser representadas geometri
camente num sistema de coordenadas n*dimenéional contendo, ca
da eixo, trés pontos. Tomando os n eixos mutuamente ortogonais
Xyr Xpy eeey X, teremos o ponto (0, O, .;., 0) como sendo o
tratamento controle, (1, 0, 0, ..., 0) como sendo o primeiro
fator no segundo nivel e os outros fatores no nivel mais baixo;
(2, 0, 0, ..., 0) como sendo O primeiro fator no nivel mais al

to e os outros no nivel mais baixo, e assim por diante.

Por exemplo, tomando o fatorial 33

X {2.0.2)
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Os contrastes e interagoes podem ser descritos
. n e ~
como para o sistema 2 com algumas pequenas modificacgoes.
Qualquer contraste no sistema 3n envolve compara
~ . n-1 .
coes dos treés totais de dados de 3 pontos e pode ser repre-

sentado pela comparagao das diferengas entre os dados dos pon

tos que estao em 3 conjuntos de hiper-planos paralelos.

Por exemplo, se n = 2 o reticulado apresenta- se
assim
X1
0] 1 2
X2 1
2

Os efeitos principais do fator A sao contrastes entre os

totais de dados dos pontos representados por

Xy = o , Xy = i , Xy = 2 (mod 3)

A interacao AxB que conta com 4 graus de liberdade pode
ser dividida em duas partes com dois graus de liberdade cada, a interacdo

AB, obtida dos totais referentes a

Xy + X, = 0,1,2 (mod 3)

e a interacao AB?, obtida dos totais referentes a
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xq 2x2 =0,1,2 (mod 3)

Em resumo:

- Os efeitos e interagOes para um delineamento
20 - -
3" sao dados em pares de graus de liberdade pelas comparagoes

entre 3 conjuntos de combinagoes de tratamentos, como segue:

A :x =0,1,2 N
B : x, = 0, 1, 2
> mod 3
_ JAB 2 oxy tox, = 0, 1, 2
Interacgao 2
LAB : %y +2x, =0, 1, 2 |
Para 3 fatores, temos os resultados mostrados
abaixo
Efeito ou Interacao Equacao (= 0, 1, 2)
A Xy
B X5
» ABZ xl + Xy
AB Xy + 2x2
C ~X3
AC2 Xy + X3
AC Xy + 2x3
BC2 Xy + X3
BC X, + 2x3
s
ABC2 X7 + X5 + X3
ABC Xyt ox, + 2x3
8g . L. AB2C X, + 2x, + x
22 : 2 3
AB C X, + 2x2 + 2x3



Deve ser observado que os 8 graus de
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liberdade

para as interacgoes triplas sao subdivididos em 4 conjuntos de

2 graus de liberdade cada um.

Para 4 fatores, serao colocadas apenas as

¢Oes gque correspondem as interagoes de 4 fatores. Temos 8

equa

con

juntos com 2 graus de liberdade que estao mostrados abaixo.

Interagoes 4 fatores

ABCD

xq +

ABCD? X, +
, 1

ABCZD X +
1

ABCZD2 xl +

ABZCD X +
1

ABZCD2 xl +

AB2C2D xl +

ABZCZD2 xl +

- n
Para o sistema 3

um representando 2g . £ .

Equagao
x2+x3+x4
X, + X3 + 2x4
X, + 2x3 + X,
X, + 2x3 + 2x4
2x2 t x5+ %,
éxz + §3 + 2x4
2x2 + 2x3 + %,
2x2 + 2x3 + 2x

temos (3n-l)/2 simbolos,

=0,1,2 (mod 3)

cada
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3.1.2.3. A analise de experimentos fatoriais 3"

A analise da variancia ficara:

Fonte de Variacao . G. L.
Repetigoes (Blocos) r -1
n .
Efeitos Principais 2, (1) linhas
' n
Interagoes 2-fatores 4, (2) linhas
~ , n
Interacoes 3-fatores 4 8, (3) linhas
~ n n :
Interagoes n-fatores - 27, (n) linha
Repetigao x Tratamentos o (r-1) (3™-1)
Total , r3®-1

. - n .

Como para os delineamentos fatoriais 2°°, os esti

madores dos efeitos e interacoes e suas somas de quadrados cor
. n . C o

respondentes podem, no fatorial 3, ser obtidos utilizando o}

procedimento de YATES (1937).

Até agora, para os delineamentos fatoriais 32 fa
lou-se apenas em niveis com espacamentos iguais. Para este caso, a ob
tencgao doé estimadores através do procedimento sistemidtico de
YATES baseia-se no uso dos polindmios ortogonais.

Sera apresentado agora um meio de se usar oOs coe

ficientes dos contrastes ortogonais para espacamentos desi
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guais. Isso sera feito através de um exemplo, mas pode ser fa-

cilmente estendido para numero de fatores diferentes e

niveis diferentes.

mesmo

No guadro abaixo estao os coeficientes para ni
veis igualmente-espagados - 3 niveis.
Linear Quadratico
X .o+ BX | Coeficientes (1) o + RX + YXZ Lin x Quadr Coeficientes(z)
0 a -1 a -0 1/3 1
l[a+8B 0 o+ B+ y 0 -2/3 <= =2
2 | o+ 2B 1 o+ 2B + 4y a + 2B + 4y 1/3 1
L |30+ 3B 0 3a + 38 + 5y 2B + 4y 0 0

(1) O somatdrio das equacoes

lineares, em relagao a X deve ser

zero.

a+ (a+B) + (a+2B) =300+38=0="0a+8
se escolhermos a =-1, temos R =1
(2) |30+ 38 +5y =0 ou 3a + 3B + 5y
para B =-2 , temos vy =1 a=1/3
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No quadro abaixo estao os coeficientes para espacamentos desi
‘guais - 3 niveis. '

Linear Quadratico
L (1) 2w . (2)
X | o+ BX |Coeficientes o+ BX + ¥ Lin x Quadr (Coeficientes -
0 o -4 | o -4 6 2
1la+8 -1 o+ B+ -0 =B -y -9 <= -3
3ja+ 3B 5 o+ 38 + 9y (5o + 158-+ 45y} 3 1
T3 + 4B 300 4+ 4B + 10v| 148 + 44y

(1) Para os coeficientes lineares, fazemos

300 + 48 = 0

(2) Para os coeficientes quadraticos, fazemos
30 + 48 + 10y = 0

148 + 44y = 0
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Considerando agora um exemplo para valores repe-

tidos de X - 3 niveis
. . (1) X2 . . (2)
X o + BX Coeficientes o+ BX + v Lin x Quadr Coeficientes
0 o -1 o -Q 1 -1
0 o -1 o -Q 1 -1
<=>
1 at+ B 13} o+ B+ vy 0 -4 0
2 o+ 2B 1 o + 28 + 4y o + 2B + 4y 1 1
2 o + 2B 1 o + 28 + 4y o + 28 + 4y 1 1
L 50 + 58 S50, + 58 + 9y 48 + 8y
(1) Coeficientes lineares
50 + 58 =0
se a==-1 = B8 =1
(2) 9y = 0
=0
se Y = 5 => B "'lO e o = 1
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Aplicagao dessa técnica a um experimento fatorial 32.

A B

, Linear | Quadr Linear | Quadr
X X A B on B OA B GA B
1| en e, 2 B, | B, AP [PPrPg | PAPL |PPa
0 -1 1 0 -1 1 1 N 1
0 -1 1 1 0 -2 0 2 0 -2
0 -1 1 2 1 1 -1 -1 1 1
1 0 -2 0 -1 1 0 0 2 =2
1 o | -2 1 0 -2 0 0 0 4
1 0 -2 2 1 1 0 0 2| -2
2 1 1 0 -1 1 -1 1 -1 1
2 1 1 1 0 -2 0 -2 0 =2
2 1 1 2 1 1 1 1 1 1

zei 6 | 18 . ' 6 | 18 4 12 12 | 36

= ) = . = . 5 =
zeAL X, =6 ; W0, X;=6 ; z@BL X, =6 OBQ xgi 6
i Q Ly i

50 X, .X.. =4 e XX =4 10 <

(a;B;) F15%21 Omn) F1i% (BPy) 5 11724
2 o2 _ .
20 5y F1aTes T E
CTQQ1 :
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[ion]
i

Entao, temos



T  emen ] [ —
— — c — — e, — Q
3] [ ] (@] — o m m m m
< < m m — [ (e} Q
Lw — | — — .
4
H}“’
o o o o o O o o <2
: o o
o o o o o o o H}:—i
o o o o o o — o o
o o o o o ] fg o o o
. — Joo
o o o o — o o o o
o o o — o o o o o o
— |0
o o — o o o o o o
o —IO o o o o o o o
— o o o o o o o <O o
o .
[
— (o} — Q — Q = (e}
{ o « «G L 8] m m m m m
[ [gges « QA « O
—jm —m < < "‘:; <
—l Al —o
H
oo

38

ou



(X'Y)

o o o o o
o o o o o
o (en] O (] <
1
a8
@
3
O
o o o oM o
o)
(2N
o o Nlﬂq o o
@
(2N

(o] o~
©
[
Nﬁﬁ_] o lend O [en’
(@]
3
o (e] o O <

=
m

ot
e A o e

w o e

AQBL

)\AQBL
QQ

A B



40

3.1.3..A série p"

Seja p um numero primo. Seja x e X_ uma

1+ ¥ge eeee X
combinagao de tratamentos,onde x; & o nivel do i-ésimo  fator
na combinacao particular. O nimero x; pode véler 0, 1,..., p~1.
Todos os nimeros com gue trabalhamos sao redutiveis mddulo p;
isto quer dizer, se obtivermos por calculo um nimero maior qué
p-l, nds o trocamos pelo resto apds divisao por p.

As pn combinagces de tratamentos desse sistema
fatorial contam com pn—l graus de liberdade, os quais podem
ser particionados em (B;E%) conjuntos com (p-1l) graus de 1i
berdade cada um. Cada conjunto com {p-l) graus de 1liberdade &

n-1

dado pelos contrastes entre os p conjuntos com p combinacgoes

de tratamentos especificadas pelas p equagoes seguintes:
0y¥q 4 0o Xy + .. F a X, = 0

@lxl + azxz + ... + o, X, = 1 . mod p

T H EE S S E K B D E B LI N E PSS AT &N SN

S PO
alxl -+ azxz + anx

-

n (p~1) s

Os coeficientes destas equagoes devem satisfazer
ds seguintes exigéncias:
1) O <4< p-1

2) nao sao todos iguais a zero
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i

'3) por convengao, o coeficiente do primeiro X5 # 0 & igual

unidade.

Os conjuntos dados pelas equagoes

~X(Zaixi) =3 (mod p} , i=0,1, ..., p-1

serao os mesmos conjuntos dados por

‘Eaixi =k (mod p)

porque existe uma Gnica solugao de k para a equagao
Ak = 3 (mod p)
e essa solugao € um dos nimeros entre 0 e p-1l.
Podemos fazer a eﬁpresséo
al§l~+ Oy Xy + ... 0¥

nn

corresponder ao simbolo

para denotar o conjunto com (p~1l) graus de liberdade restrin-

gindo a poténcia da primeira letra que aparece & unidade. Des
‘ : , 3 4
[ -
ta forma, por exemplo, num fatorial 53, temos é__:_%, = 31

conjuntos com 4 graus de liberdade, que sao distribuidos da se

guinte maneira, a partir das equagoes
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alxl + dzxz + d3x3 +~G4x4 =0, 1, 2, 3, 4 (mod 5),
com oy =0, 1, 2, 3/ 4
Efeitos Principais: A, B, C.
= ) 2 3 4
Interacoes 2-fatores: a e b - AB, AB", AB~, AB
aec - ac, ac’, ac3, ac’
bec - BC, BC2, BC3, BC4

InteragSes 3-fatores: ABC, ABCZ, ABC3, ABC4
ap’c, aB®c?, aB2c3, apsc?
ap’c, aB3c?, as3c3, asic?
astc, aB?¢?, asilc?, atc?

3.2. Confundimento em experimentos fatoriais

A nocao usual de agrupamento em blocos considera
as situacgoes nas quais os blocos sao completos, o que signifi-
ca que cada bloco contéem tantos pontos experimentais quantos
forem os tratamentos ou combinagoes de tratamentos. Voltaremos
nossa atengao, agora, para a situacao que surge num experimen-
to fatorial, quando o tamanho do bloco & muito pequeno para

conter um grupo com todas as combinagoes de tratamentos, mas &
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suficientemente grande para conter alguma fracao delas.

3.2.1. Confundimento em experimentos fatoriais 20

3.2.1.1. Modelos e Estimagao

Inicialmente, vamos considerar um experimento 22
em 2 blocos com 2 pontos cada um.
0 modelo incluindo efeito de blocos &
= Bg FOByXy F By T oBypX Ky F 8t 8y

Y. . .
139 39

Y.. : valor observado no i-&ésimo nivel de A, j-ésimo nivel de

B, g~ésimo bloco.

§ :+ & o efeito do g-ésimo bloco (fixado)

g
Restricao:
X Sg = 0 :>61 + 62 = 0 e portanto dl = ~§
g
8, = +6

se a divisao em blocos for

IT : b, ab



Os pontos experimentais no bloco I estao
no menor nivel de B.

Os pontos experimentais no bloco II estao
no maior nivel de B.

Matricialmente

Bo By = By Bi2 8

+1 -1 -1 41 -1 Y

11
— i -
+1 +1 1 1 ‘l Y21
X= ¥=
+1 -1 +1 -1 +1 le
+1 +1 +1 +1 +1 Y22
4 0 0 0 0 Y..
0 4 0 0 0 "Yll + Yzl - Y
XX = 0 0 4 0 4 ~Yll Yzl + Y
' X'y =
0 0 0 4 0 = Yll ~ Y21 - Y
0 0 4 0 4 'Yll - Yzl + ¥
E(Y..) = 4u
E(Y22 + Y21 - Yll - Yl2) = 2u + 26l - 2u + 261 :,481

n{A} = E(Y22 T Yy -

4

4

ambos

ambos

22
22

22

+
<K

22
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E(Y22 + le -Y

ll”XZZL} 22p+282+26*2p+’282+26“-‘482 + 45

E{B} = E(Y,, + Yy, = Yy - Y, ) = 48, + 48
e E{AB} = E(Y,, + Yy, = Y,y = ¥Y;5) = 48,5
‘rPodembs observar gue, somente na esperanca do

contraste B, o efeito de blbco esta presente. Embora ambos os
pontos, em um bloco, estejam no maior nivel de B e ambos os
pontos, no outro bloco, estejam no menor nivel de B, nao & pos
sivel afirmar, olhando o contraste B, se as diferengas observi
das resultam do efeito B,Vdas diferencas entre blocos, ou da
combinacao de ambos.

Por outro lado, cada bloéo contém uma combinagao'
de tratamentos no maior nivel de A e uma no menor nivel de A,
e, portanto, os gfeitos de blocos § cancelam-se, e também can-~
celam—se para o contraste AB. Podemos dizer, entao, que o efei

to B esta completamente confundido com blocos.

. . 3 Ccoas

Considerando, agora, o delineamento 2 dividido

em 2 blocos com 4 parcelas cada um. Esta divisao nao & anica,
poderia ser feita em mais blocos com menos parcelags cada um.

Sejam

(1}, a, b, ¢, ab, ac, bc, abc



as combinagoes de tratamentos do 2

trole (1), podemos colocar 3 combinag¢oes de tratamentos

3
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No mesmo bloco em gue estiver o tratamento con

7; e isto pode ser feito de 35 maneiras diferentes.

1¢ bloco

29 bloco

-
°

-
-

Uma possibilidade & esta:

Vamos calcular o valor esperado

(1), a,

ab, ac,

tre totais de blocos.

O modelo para o delineamento 2

b,

bc,

C

abc

3

entre

do contraste en

é

= L X : +
Yigeg = Bo T Bp%y T BpXy + By¥y o+ By pXy Xy F Byg¥y g Byg¥o¥s + Byp3¥ KXy

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+ &
g

By

-1

+1

" ©i3kg
6, B3 B
-1 -1
-1 -1
+1 -1
-1 +1
+1 -1
-1 +1
+1 +1
+1 +1

12

+1

Bis

+1

By3
+1

+1

+1

+1

Bi23

L
+1
+1

+1

+1

+1

1




8 0 0 0 0
0 8 0 0 0
0 0 8 0 0
0 0 0 8 0
X'Xx = |0 0 0 0 8
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 4 4 4 0
Y...
“Yiy1 t Y11 7 Va1 T Y12t
Yi11 7 You1 Yo T Yy F
“Yy91 7 Yo11 T Yio1 e ¥yi0 T
Y91 = Yo11 ~ Y31 Y Y30
X'y =
Y31 ~ Y211 F Y321 T ¥y12 ”
Y113 Y011 7 Yio1 7 Y112 T
“Yy91 Y11 F Y01 Y192 T
“Yy91 7 Yp11 T Y121 T Yn2

0 valor esperado

blocos é&:

47

o 0 0o | o0

o 0 o0 f 4

o 0o o ; 4

0 0 o | 4

o 0 0 : 0

0 0 ; 0

o 8 0 ( 0

o 0 g8 | O
e e

Yoo1 F ¥o10 T Y122 T Yoo

Y221 7 Yor2 * Ya22 T Yo
Yoo1 * Yo12 * Yion *Yopp

Yo21 7 Y212 7 Y122 T Vo2

Yoo1 + ¥o12 7 Yaoo * Yopo

Y221 7 Yo12 T Y22 T Yo

Y221 7 Y212 7 Yléz + Y20

Yo21 * Y212 F Y122t Yoo
o

do contraste entre totais

de
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E{dbc + ab+ac+bc~-a~b-c~- (1)} =

I

= 4y + 281 + 282 + 283 - 28123 + 48 - (4p - 281 28

|3®]

= 481 + 482 + 483 + 8§

A esperanc¢a do contraste A

BABL = B(Vypp + Yopp + Yop) ¥ Yopp = yg1 7 Vigy " Yypp - Ypy) =

= 2p + 2B, + 2By + 28155 + 20+ 28] = 28,5 = 2By59 + 28 -

- (2u

H

2By + 2By3 = 2Bypz + 24 - 2By = 2By3 + 2B, - 26) =

= 881 + 48

A esperanca do contraste AB &

BB} = B(Vopp + Yopy *+ ¥p1p ¥ Y30 = Yopp = Yap1 = Yo = Ypn))

= 2u + 281 + 282 + 2812 + 26 + 2u - 281 - 262 + 2612 - 26 -

- 2u + 263 + 2812 - 28123 + 28 - 2u -~ 283 + 2812 + 26123 ~ 28 =

=881,

e E{B} = 88, + 43 i E{C) =883 + 46 ; E{BC} = 8p,,

: E{ABC} = 884
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Todos os 3 efeitos principais estao confundidos
com blocos.

Contudo, podemos arranjar o agrﬁpamento de modo
que somente um dos efeitos esteja coﬁpletamente confundido com
blocos. Isto pode ser feito tomando qualquer um dos sete con
trastes para estimagéo de efeitos e colocandd, em um bloco, to
das as combinacoes de tratamentos que aparecem com Sinal posi-
tivo no contraste e, no outro bloco, aguelas éombinag6es de
tratamentos gque tém um sinal negativo. Assim, se desejarmos con

fundir ABC com blocos, lembrando que
88123 = abc -~ bc - ac - ab + a + b+ c - (1)

a divisao sera:

bloco I ' -bloco II
abc 1 1 1 bc 0 1 1
a 1 0 O ac 1 0 1
b 0 1 0 ab 1 1 0
C 0 0 1 (1) 0 0 O

Em cada bloco existem exatamente dois pontos no
nivel maior de A e dois no nivel menor; e o mesmo & verdadeiro
para B e C. Se fizermos a esperanga dos contrastes A, B e C ve
remos que agora ela nao conterd mais o efeito § ée blocos. Es

te efeito sd aparecerd na esperanga do contraste ABC.
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O bloco I & composto com todas as combinagoes de

tratamentos com sinais positivos no contraste ABC; sera chama-

do entao de conjunto de pontos definidos por

I = 4+ ABC

Pode ser também o conjunto de pontos para o qual

ou

E o outro

nidos por

7

=1

I = - ABC

X1+X

+ X

se fizermos Xi = + 1

(mod 2) , se fizermos x, =0, 1

bloco contém o conjunto de pontos defi

’ ou Xy XoXg = -1 ou ainda

= 0 (mod 2).

Em .geral, para um efeito qualquer X, o conjunto

de pontos que tém sinais positivos (ou negativos) no contraste

X & chamado de conjunto (ou fracao) dos pontos 2" Qefinidos por

I =

+ X (ou I = - X).

O contraste escolhido & chamado contraste defini

cao da forma de confundimento.

A analise de um experimento fatorial 2" pode ser

feita usando o algoritmo de Yates, com excegao da soma de dua
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drados do contraste definigao, que €& descartada, desde que ela
seja nao-tendenciosa para os efeitos de blocos.

A estrutura de analise de variancia para um expe
rimento 23 em 2 blocos com 4 observagoes repetidas r vezes,

confundindo ABC é

F.V. ’ o .. G.L.
Repetigoes | =1 Blocos (2BO) 1
Blocos/Repetigoes r Blocos x Repet. (r-1)
vTratamentos ' 6 | —
A V 1
B 1
AB 1
C 4 1
AC 1
BC 1
Repeticoes x Tratam. - 6.(r-1)
Total : _ 8r - 1

3.2.1.2, Confundimento de fatoriais 2n em Zk blocos com Zn“k

unidades

. n . .
Num delineamento 27, o conjunto com todeos os efei

tos mais o elemento unidade I & dado por
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I, A, B, C,..., AB, AC, ..., ABC, ...

Esses elementos com a condicgao

formam um grupo multiplicativo Abeliano de oxdem 2",

O produto dos efeitos ABC, ABD &

(ABC) (ABD) = A°B2CD = CD

Esse produto CD & chamado de interacao generali-

zada de ABC e ABD.

Poderiamos escrever
- .2
(%X,%3) (X1X,%,) = X] X5 X3 X, = XX,

desde que xi = X% = 1, em cada unidade experimental.

Un grupo anadlogo & formado pelas combinagoes de
tratamentos com (1) como a identidade e a condigao
a? =p? =c® = ... = (1
A divis3o de um experimental fatorial 2° pode se

efetuar da seguinte maneira:



53

2 blocos com 2771 observacgoes

4 blocos com 2772 observagoes

3

n-— ~
8 blocos com 2 observacgoes

. = * 3 * . ° [ » . [ . . . ®

m n-m ~
2" blocos com 2 observacgoes p n>m

 Supondo que estamos querendo dividir um experi -
mento 27 em 4 blocos, confundindo ABC e ABD.

No 19 bloco sao colocados todos os pontos com

X X Xy = +1 e X KoX, = +1
ou
xl+x2+x3 = 1 (mod 2) e xl+x2+x4 = 1 (mod 2)
No 29 bloco sio colocados todos os pontos com
XX Xy = +1 e X X K,y = -1
ou
xl+x2+x3 = 1 (mod 2) e xl+X2+x4 = 0 (mod 2)
e assim por diante.
Mas, sendo xlx2x3 = xlx2x4 = +1
também seré
x3%y = (xy¥p¥5) (g ¥px,) =1

Portanto
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Bloco I Bloco II Bloco IIT Bloco IV

X1 X,X3 +1 +1 -1 -1
X XXy +1 -1 +1 -1
X3X +1 -1 -1 +1
Cada um dos blocos contém 2n—2 pontos. Os con-—

trastes dos totais de blocos sao:

I + IT - III v € o contraste ABC

I - IT + IIT

v & o contraste ABD

M

I - II - IIT + IV o contraste CD

Portanto com essa blocagem deixaremos de poder estimar essas 3
interag¢oes sendo no entanto possivel estimar os demais efei-

tos pois nenhum outro efeito esta confundido com blocos.

Agora vamos supor n = 5 e a mesma divisao em
blocos, ou seja, um delineamento 25 em 4 blocos com 8 unidades
cada. |

Os efeitos escolhidos para serem confundidos sao
ABC e ADE. Ja sabemos gque (ABC)x(ADE) = A%BCDE = BCDE também

esta confundida. E queremos escrever os blocos.

Neste momento & necessario definir bloco princi-

pal ou sub-grupo intra-bloco. Este & definido como o bloco que

contém o tratamento controle (1).



Entao, o que deve ser feito em primeiro lugar

encontrar o bloco principal, fazendo

Xl + X2 + X3 0 (mod 2). confundindo ABC

Xl + X4 + X5 0 (mod 2) confundindo ADE

resultando também o confundimento de BCDE

X2 + X3 + X4 + X5 = 0 (mod 2)

(s

Para os demais blocos tomamos as outras 3 combi-

nacoes das 2 somas

X, + X, + X e X, + X, + X

1 2 3 1 4 5
Bloco I Bloco II Bloco IIT Bloco IV
ABCDE ABCDE ABCDE ABCDE
00000 ' 00001 00100 00101
00011 . 00010 OOlliv 00110
01100 01101 01000 01001
01111 01110 01011 01010
10110 10111 10010 10011
10101 10100 . 10001 10000
11010 11011 11110 11111
11001 11000 11101 11100
Xl+X2+X3 =0 Xl+X2+X3 =0 X1+X2+X3 =1 ‘ Xl+X2X3 =
X1+X4+X5 =0 X1+X4+X5 =1 X1+X4+X5 =0 X1+X4+X5 = 1
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Podemos observar que o 29 bloco & igual ao 1o,
sgrando-se 1 a todos os elementos da coluna correspondente a
E, ¢ 39 bloco & igual ao 19, somando-se 1 a coluna C, o 49 blo
co € igual ao 1@, somando-se 1 a ambas as colunas C e D. Entao

4

ABC ADE BCDE

Bloco I - + -
~Bloco II - - +
Bloco III + + +
Bloco IV + o -

As interagoes ABC e ADE sao as geradoras  deste
delineamento. Em geral, se existem 2™ blocos no arranjo de con

fundimento, sdo necessarios m geradores.

De uma forma gerxal, seja X e Y dois efeitos. Po
demos dividir o delineamento 2" em 22 blocos, cada um de tama
'nho 2n—2, associando ao bloco I (bloco principal) todos os pon
tos que tém sinais positivos nos contrastes X e Y, ao bloco II,
todos os pontos que tém sinais positivos no contraste X e si
nais negativos no contraste Y, e assim por diante. A interacao
generalizada XY também estarad confundida com blocos e estes se

rao os trés Gnicos efeitos confundidos.

Para dividir o delineamento em 8 blocos de tama-

nho 2n-3’ tomamos um 39 efeito W, diferente de XY. O bloco

principal contera todos os 2n“3 pontos que tém sinais positi
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vos nos contrastes X, Y e W. Os 7 efeitos confundidos serao X,
Y, XY, W, XW, YW e XYW.

Por exemplo, dividindo o fatorial 25 em23 blo-
COs com 22 unidades cada. Como m = 3, sao necessarios 3 gerado
res que podem ser

ABC, ABD, BCE

dando as interacgoes generalizadas

CD, AE, ACDE, BDE.

Temos um total de 7 ou 2mml efeitos confundidos.

; .
k .
No caso geral de 27 blocos, tomamos para contras

tes definicoes um conjunto com k geradores independentes

X, Y, W, 2, ...

pelos quais definimos k efeitos tais que nenhum deles seja a
interacao generalizada dos outros. Os blocos sao entao os 2
conjuntos obtidos tomando as intersecgoes de conjuntos defini-

dos por

I=+X I=+Y |, I=+W, ...

O conjunto completo de efeitos confundidos & com
posto pelos geradores ¢ todas as possiveis interagoes generali

zadas que podem ser derivadas deles.
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3.2.2. Confundimento nos delineamentos da série 3n

. . 3
Vamos considerar um experimento 37. As somas de
gquadrados, para cada um das interag¢oes de 2 fatores e intera -

coes de 3 fatores, podem ser subdivididas em‘componentes com 2

graus de liberdade. O procedimento leva a um método de
confundimento para dividir os 27 pontos em 3 blocos de 9 pon
tos cada.

Por exemplo, se quisermos confundir AB2C2 com

blocos, devemos distribuir assim

Bloco I Bloco IT Bloco III
xl+2x2+2x3 =0 (mod 3) xl+2x2+2x3 =1 (mod 3) xl+2x2+2x3 = 2 (mod 3)
0 00O 0 0 2 0 01
012 011 010
0 21 0 20 0 2 2
101 1 00 102
110 112 111
122 1 21 120
202 2 01 200
211 210 212
220 2 2 2 2 21

Lembramos que a combinagao de tratamento azblcl,

por exemplo, & escrita como 211.
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Confundindo dois dos componentes da interacao de
3 fatores para obter 9 blocos com 3 pontos cada, também confun
dimos um efeito principal. Se tomarmos, por exemplo, os 3 pon

tos para os gquais

xl+x2+x3 = i (mod 3) e xl+2§2+2x3 = 3 (mod 3),

tamkém temos

2xl‘= i+ 3 (mod 3) ou xq = 2(i+3j) (mod 3)

Podemos evitar o confundimento de efeitos princi
pais confundindo componentes de interagoes entre dois fatores,

tais como AB, AC e BC .

n—m

. n m .
Para um fatorial 37 em 3 blocecs com 37 unida-

des, existem n-m geradores, por exemplo, para um
n-1 .
em 3 blocos de 3 unidades; tem-se 1 gerador

37 em 32 blocos de 3n—2 unidades, tem-se 2 geradores

* ° - ° L3 ° = ° LY . . - » » L3 . . @ . v - ° > ks ® L3

m n-m .
em 3 blocos de 3 unidades, tem-se m geradores

3.2.3. Confundimento no sistema pn

BOSE e KISHEN (1940) e BOSE (1947) descreveram

um procedimento geral para confundimento em um experimento fa
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. n - . -~ . -
torial p, onde p € um numero primo ou uma poténcia de um nume
ro primo.
- . . n -~ s
Os unicos divisores de p sao da forma p , onde
. . s .~
s & n, portanto tomamos blocos iguais de tamanho p~. A varian-

cia do erro & geralmente uma funcao do tamanho do bloco numa

situacao experimental particular. Entao, para a analise em

questao, buscamos a homogeneidade do erro. Portanto, & vantajo

so ter blocos de tamanhos iguais.

3.2.3.1. Planejamento de sistemas de confundimento em blocos

S
com p~ elementos

Inicialmente, vamos lembrar uma regra da intera-
cao generalizada, a qual ja foi mencionada nos casos p = 2 e
p = 3. |

A regra geral de interacao generalizada pode ser
enunciada como segue:

Se os efeitos ou interagoes representados por X
e Y estao completamente confundidos com blocos, entao, também
estao confundidos os (p-1) conjuntos de (p-1l) graus de liberda

de representados por

xy, xy%, ..., xyP71

onde estes simbolos sao escritos em termos das letras ABC, etc.

.«+«; a p~ésima poténcia de qualquer letra & substituida pela
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unidade, e o simbolo resultante deve ser elevado a tal potén -
cia, como se faz com a primeira letra, na qual tem—-se uma po

téhcia da unidade. Isto pode ser provado da seguinte forma:

Seja X correspondendo as equagdes:

ag¥y +toayXy+t ... o x =0, =1, ..., = (p~1) (mod p)

e Y correspondendo as equagoes:

Bixl + 82x2 + ... + ann =0, =1, ..., = (p~1) '(mod p)

Como X e Y estao completamente confundidos com
blocos, o conjunto formado pelos elementos de qualquer um des

ses blocos, satisfaz as equagées:

ayX) + a,%, + o Fa X =1 (mod p)
e

lel + 82x24+ eas + ann = (mod p)
onde i, j =0, 1, ..., p-1l.

Para cada um desses conjuntos podemos combinar as

equacoes escrevendo

(o

1P B R+ oy F AR X, ks F (o F B )N, = +A3  (mod p)

onde = 1, ..., p-1l.

Os coeficientes Oy + ABi devem ser reduzidos

moédulo p, para qualquer i. E podemos fazer essa equacgao corres
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ponder a

XYK

Portanto, os conjuntos formados pelos valores que
compOem cada bloco assumem um valor constante para qualquer uma
das equagoes correspondendo a XYA , onde ) =1, ..., p-l. 0]

efeito ou interacao XY & entao confundido com blocos para es

tes valores de A.

Por exemplo, o fatorial 34, confundindo ABC e

ABZD em 32 blocos com 32 unidades cada

ABC : Xy * X, + Xg = i (mod 3) , i =0, 1, 2
AB’D ; + 2%, 4+ %, =3 (mod 3) , 4 =0, 1, 2
Ry X, X, = 3 (mo , 3 =0,1, 2

(Xl +x, + x3) + >\(xl + 2X2~+ x4) =1 +A3  (mod 3), A =1, 2

(L + A)xl + (1 + ZA)xé Xy ok Ay =14 4] {(mod 3)

“4

I
,_-l

se A

2%, + x

+ x, = i 4+ mod 3
3 4 J ( )
Como ja foi visto na secgao 3.1.2.1., convencio-
. s a ~ .
na-se que o coeficiente da 1. letra de uma equacao seja sempre
igual & unidade. Para transformar essa equagao em outra equiva

lente, cuja forma seja a desejada, fazemos:
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2(2x1 +oxq + x4) = 2(i + ) (mod 3)

ficando

X, + 2%, + 2x, = 2(1i + j)- (mod 3)

1 3 4

Esta equacgao tem o mesmo conjunto de solugoes que

. =~ . ~ 2.2
a anterior e corresponde a interacao AC D .

Se A = 2

2x2 + X5 + 2x4 =1 + 23» (mod 3)
fazemos

2(2x2 + X F 2x4) = 2(i + 23) (wmod 3)
ficando

X, + 2x3 t Xy = 21 4+ 3 (mod 3)

e corresponde a interacgao BC?D.

3.2.3.2. A enumeragao dos sistemas de confundimento em pnh

O ntmero total de sistemas de confundimento para
um Sistema pn em blocos com pS unidades & igual a
;0 n n n-s-—-1
(p~-L)(p-p) ... (pP - p )
n-g
(p

“l)(pnws~p) . (pn*s _ pn—s~l)
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O que pode ser verificado, sabendo-se que os efeitos e intera-
¢Oes sao gerados a partir da escolha de (n-s) efeitos e intera
goes.

Estes (n~s) efeitos sao independentes, porque ne

nhum deles & resultado de interacoes generalizadas.

1

)

n
O primeiro efeito pode ser escolhido de (Eﬁm:—

maneiras, porque um efeito com a equagao

OyXq FoanX, + ... b x =1 (mod p)
i=0,1, ..., p-1
€ equivalente a
AMagxy + osX, + ...+ o X ) = Al (mod p)

=1, ..., p-1

Existem p-1 equacgOes com o mesmo conjunto de so

lucgoes.

O segundo efeito a ser egcolhido deve ser tomado
a partir dos pn—l - (p-1) = p?ﬁp efeitos restantes. E pode
ser tomado de ng;—% maneiras.

Para escolher o terceiro efeito, devemos lembrar
que j& foram retirados 2(p-1l) efeitos e (p=l)2 interagces ge

neralizadas de pn—l efeitos, restando entao

2] n 2

p-l = [2(p-3) + (p-1)7] = p" - p
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E este pode sexr tomado de ~E~»-— maneiras, e
assim por diante.
Ao final, teremos o numero total de sistemas de

confundimento gerados desta forma, igual a

. 2 . —ge]
p’ = 1\ (" - p\ /P - p p" = phTs
p - 1 p -1 p - 1 T K p - 1

Contudo, um sistema qualquer sera enumerado de

n-s n-s n-s n-g~-1
p -1 p - p P - p

p -1 p -1 p -1

maneiras diferentes.

Portanto, o nimero de sistemas distintos & fixado.

Vejamos alguns exemplos

3.
] . . v &
1) Em primeiro lugar, consideremos o fatorial 5

e a divisao em 5 blocos com 5 elementos. Temos entao, o nimero

total de sistemas de confundimento igual a

Sejam A e B os dois fatores. Em cada um desses

. - A 2 3 4 .
sistemas sera confundido A, B, AB, AB , AB™ ou AB . A divisao
dos 16 graus de liberdade para a interacao de a e b en 4 con

juntos de 4 graus de liberdade & inteiramente formal e, algu

mas vezes, puramente um plano matematico.
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Pode ser realizado um experimento apropriado pa
ra obter informac¢oes sobre todos os componentes. Ele sera fei

to com 4 repeticgoes e os seguintes confundimentos:

repetigao

e

confundir AB

23 repeticio confundir AB?

oy

3% repeticdo confundir an>

&

~ 4
4% repeticgao confundir AR~

Esse delineamento daria informacao completa so-

bre os efeitos principais e 3/4 de informacao relativa sobre a

interacao.

Num experimento com 6 repeticoes, confundindo A,

2 3 4 .~ A
B, AB, AB", AB e AB em cada uma das repetigoes temos informa
¢Oes mais amplas sobre os efeitos principais e interacdes du

plas.

2) Em segundo lugar, considerando o experimento

fatorial 53'dividido em 52‘blocos com 5 elementos. O numero de

5 - 1) (52 - 5\ _ 124.120 _ o,
52 -1/ \5% - 5 24.20

Sejam A, B e C os trées fatores. Os sistemas de

sistemas &

confundimento sao dos seguintes tipos:
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I : A, B, AB, ABZ, AB3, AB4 - sao 3 sistemas
II : A, BCY, com produtos (i = 1,2,3,4) -~ sao 12 sistemas
IIT ‘ABly 'BCJ, com produtos (i = 1,2,3,4; 3 =1,2,3,4) - sao

16 sistemas -

Tomando, por exemplo, o sistema do tipo II
A, BCZ, ABCZ, ABZC4, AB3C, asic?
E facil verificar que temos uma enumeragac  com
pleta. Os sistemas do tipo A, aB*cd com produtos contidos =  no

tipo II, por exemplo, A, AB2C3, fornece como produto

mpc?® = a%?c? = (a%e?c?)® = asc?
a’ap?c? = A% = (A3B%C3)2 e
a’mp?c? = a's’c’ = Bich? = amic?
4,23 5.2.3 2.3 - (52e¢3)3 = gt

A'ABCT = A'BCT = BC

Poderiamos efetuar o experimento com 2 repeticoes

e 0s seguintes confundimentos:

12 repetigcao : confundir Aga BCB,ABBCB,AB%,AC4,ABC2
(24 g. )
. 7
2% repeticdo : confundir AB,BCZ,FBZC“,FB3C4,AB%L ac’
(24 g. )

Com este delineamento obtém-se informagac comple
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ta sobre os efeitos principais, todas as interacoes duplas e

todas as interagaes triplas; 1/2 informagéo sobre AB, ABz, AC%

AC4, BCZ, BC3, ABZC2, AB3C3, ABCz, AB3C4 e informacao nula

sobre ABéc.

3.2.3.3. Elementos dos blocos

Os componentes de cada bloco podem ser obtidos

através do bloco principal ou suberupo intrabloco, como ja foi

: . n n . V
visto para os casos particulares 27 e 3. Consideramos o bloco

para o qual as duas equagoes estao satisfeitas:

n

L =

1 5%y 0  (med p)
I% .

g 8ixi =0 (mod p)

A combinag&o de tratamento (0, 0, 0, ..., 0) sa
P g c ) V e
tisfaz estas equacoes. Se (yl, Yor woes Yn)‘e (al,zz, ceer zn)
satisfazem as equacgoes, entao também satisfazem as combinagces

de tratamentos
(Ayl T UZy . AV, R UZo, ey Ryn + uzn)_

onde A e p assumem valores de 1 a (p-1}, e cadatemm>(kyi*'u%ﬁ
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"~ & redutivel médulo p. As combinagBesrde tratamentos que eétéo
neste bloco formam entao um bloco, e (0, 0, ..., 0) & chamado
de elemento unitdrio e a lei de combinacBes & a adicho de coor
denadas com redugao mddulo p.

Os elementos deste bloco sao conhecidos como o)

- subgrupo intrabloco. Se (Xl’ Kor weey xn) & um elemento do
subgrupo intrabloco e (yl, Yor =eet yn) estd no bloco dado

pelas equagoes

Logx, = k  (mod p)
LBy = £  (mod p)
entao a combinagao de tratamentos (xl+yl, ey xn+yn) estd no

bloco, no qual suas coordenadas satisfazem as mesmas equacoes
’ g >
gue (Yl’ «ooy yn) e, portanto, os outros blecos sao gerados

por adigao.

~Como exemplo de confundimento, consideremos o
uso de blocos com 9 elementos num sistema 34. Suponha que as
interac¢oes confundidas sao

2 2 |
ABC, ABZD, AC D2 e BC'D (8 a.l.)
0 subgrupo intrabloco consiste das combinacoes

de tratamentos satisfazendo

Xy + %o + Xy = 0 (mod 3)
Xy 2x., + X4 = 0 (mod 3)
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que s3o as combinagOes de tratamentos:

0 006GOC 1022 2011
0121 1110 210 2
0 212 1201 2220

O conjuntc todo com 9 blocos & entao mostrado na -

tabela abaixo.

Podemos notar que este grupo & gerado por 0121 e

- 1022, Chamando-os x e y, temos:
0000, x, 2x, vy, xty, 2xty, 2y, x+2y, 2xt+2y

Blocagem do 3"

I IT IIT v v VI VII VIIT IX

0000 1000 2000 0100 0200 0010 0020 0001 0002
0121 1121 2121 0221 0021 0101 0111 '0122 0120
6212 1212 2212 0012 0112 0222 0202 G210 0211
1022 2022 . 0022 1122 1222 1002 1012 1020 1021
1110 ZilO 0110 1210 1010 1120 1100 1111 1112
1201 2201 0201 lOOl' llOi 1211 1221 1202 1200
2011 0011 1011 2111 2211 2021 2001 2012 2010
2102 0102 1102 2202 2002 2112 2122 2100 2101

2220 0220 1220 2020 2120 2200 2210 2221 2222

Temos:
2x + 2y = 2(0121) + 2(1022)
= (0212) + (2011)
= 2220
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(0121) + 2(1022) =

il

X +.2y

il

(0121) + (2011) =

2102 .

i

Podemos ver gque, de uma maneira geral, para ob
termos o sistema de confundimento, precisamos encontrar inicial

mente o subgrupo intyrabloco.

3.2.4. Sistemas de confundimento em condicoes especiais

Suponhamos, agora, gue estejamos interessados em
sistemas de confundimento onde nenhum efeito principal ou inte
racoes duplas estejam confundidos com blocos; nenhum efeito
principal ou interagoes duplas e triplas estejam confundidos com
blocos, etc...

VUm‘caminho mais simples a ser adotado para este
problema serd visto através de um experimento 27 em 16 Dblocos
com 8 unidades cada.

Em primeiro lugar,‘desejamos confundir ARCHE, que
pode ser chamado de gerador 1, e entao tentames selecionar um
novo gerador ARF, que sera o gerador 2. Sabemos entao gue a in
teragao generalizada ABCDE x ABF = CDEF esta também confundida.

Podemos notar gue nao foi envolvida nenhuma interac3o com nenos
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de 3 fatores. Agora, as interacgoes BDE ou BDF nao podem ser

escolhidas porque

i

ABCDE x BDE AC

ABF x BDF

Il

AD

ou seja, cada um deles confunde uma interagao dupla. E, experi
mentando agora ACG como o 39 gerador, §btemos‘as interagoes ge
neralizadas adicionais: BDEG, BCFG e ADEFG. Necessitamos ainda
de uma interacao adicional e entdo o problema torna-se compli-
cado.

Para auxiliar na reéélugéo deste problema, e de

outros deste tipo, vamos ver os teoremas de Fisher, gue garan-

tem a existéncia de sistemas de confundimento especiais.

3.2.4.1. Os teoremas de Fisher

Primeiro teorema de Fisher

. n n-m m
Para um fatorial 27 em 2 blocos de 2 observa
goes cada um, tal que nenhum efeito principal ou interac¢des du
plas estejam confundidas com blocos, tem-se

n< 2™ -1

Desde que a desigualdade esteja satisfeita, pode
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mos sempre encontrar um confundimento satisfatoério.

Por exemplo: O fatorial 27 em 24 blocos de 23
unidades
n=2-1=7

desde que m = 3, n & maximo.

n m 2™ 2™ -1

até 3 2 22 22 -1

até 7 3 23 2% -1

até 15 4 24 2% -1

Segundo teorema de Fisher

Em um fatorial 2", dividido em 2" ™ blocos de 2™
observacoes, existe um arranjo, tal gue nenhum efeito princi -
pal, interacdes duplas ou interacdes de 3 fatores estejam con

fundidos com efeito de blocos, se

2m—1 >n
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Exemplo: O fatorial 28 em 23 blocos éom 25 unidades

n-m=1 ,m=7 e 2 =27 > 8
n~m=4 ,nmn=4 e 247l 23 g
logo, para n =8, m =4 & o minimo.

n n-m m oML

2

até 4 1 3 27
até 8 4 4 241
até 16 11 5 2oL

As aplicagoes dos teoremas e os sistemas de con
fundimento obtidos serao vistos posteriormente na discussac de

planos de efeitos fatoriais.

3.3. 0g fatoriais fracionados

3.3.1. Os fatoriais fraciohados 2n‘k

3.3.1.1. Descricao de bloco principal, fracao 21 ’ conjunto

de aliados.

. 2
Dividindo-se um delineamento 25 em- 2° blocos com

3 : e ~
27 unidades, cada bloco constituira uma fragao, chamada de fra

cao 25"2.

} 4
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Sejam A, B, C, D e E os cinco fatores. Confundin
do por exemplo, ABD e ACE, também esta confundido BCDE. (3 g. £).
O bloco principal ou o subgrupo intrabloco con

siste de todas as combinag5es de tratamentos satisfazendo

Xq + X + X, = 0 {med 2)
Xq + X3 + Xg = 0 {(mod 2)

Bloco I Bloco ITI (xd) Bloco III (xe) Bloco IV (xde)
00000 (1) 00010 a 00001 e 00011 de
11100 abc 11110 abcd 11101 abce 11111 abcde
11001 abe ' 11011 abde 11000 ab 11010 abd

10110 acd | 10100 ac 10111 acde , 10101 ace
10011 ade 10001 ae 10010 ad ' 10000 a
01010 bd “[* 01000 b 01011 bde 01001 be
01111 bcde 01101 bce 01110 bcd 01100 bc
00101 ce ‘00111 cde 00100 ¢ 00110 cd

O bloco II & formado a partir do bloco I, adicio
nando-se 1 a coluna correspondente ao fator d, ou multiplican-
do~se as combinagoes de tratamentos por d. Da mesma forma sao
construidos os outros dois blocos, adicionando-se 1 de forma
conveniente.

Também poderiamos escrever desta maneira: bloco
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principal consiste dos pontos para os X;X;X, = ~1 e:gf§x5==—l.

Multiplicando estas equagaes por X, e Xg, respectivamente, e
—2—~ < P z = e '

notando que Xy = Xg = 1, temocs Xy xl Xy 4 Xg X X3

Podemos também escrever o bloco principal como

um delineamento basico 23 nos fatores A, B e C.

T
A B C : D E
' | = - = -
Xq X, X3 ] X, Xq¥X5 Xe XqX4
I
0 0 0 | 0 0 (L)
|
0 0 1 ! 0 1 ce
0 1 0 i 1 0 bd
0 1 1 | 1 1 bcde
[
1 0 0 1 1 1 ade
1 0 1 ; 1 0 acd
1 1 0 | 0 1 abe
‘ .
1 1 1 | 0 . 0 abc
{ ' <
3 }
' 27 completo j
e entao adicionamos os outros dois fatores D e E, colocando
Xy = Xq t X, (mod 2) e Xg = Xy + Xq {mod 2), ou Xg = Xy X,
e Xp = ”Xl Xy Analogamente, o segundo bloco seria obtido fa
zendo X, = +xl X e Xg = <Xy X5, O terceiro bloco fazen-

do x, = =x; X, € Xy T +X; Xg; e o quarto bloco fazendo
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~ n_k -
0 termo fracac regular 2 e usado para descrever somen

. n- . ~ ' :
te agqueles conjuntos com 2 k combinagoes de tratamentos que
poderiam ocorrer no mesmo bloco quando o fatorial completo é

dividido em Zk bleocos confundindo exatamente,2k¥l efeitos. Por

C s , ~ n-k e
tanto, podemos definir uma fracao 2 como um conjunto com

2 pohtos que constituem um subgrupo do grupo de combinacoes

de tratamentos.

No delineamento 25 descrito acima, o bloco prin-

cipal & a fracao definida por

I = -ABD = ~ACE = +BCDE

As outras fracoes sao definidas por

I = +ABD = ~ACE = -BCDE
I = -ABD = +ACE = -BCDE
I = +ABD = +ACE = +BCDE

O termo fracao principal & usado, algumas vezes,

para indicar a fracgao gque contém (1), por analogia ao bloco
principal. |

| BOX e HUNTER (1961) usam o termo fragado princi -
pal para indicar a fracao na qual todos os contrastes defini-

goes tém sinais positivos. No nosso exemplo poderia ser a fra
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¢ao contendo de, a, be, abd, cd, ace, bc e abcde. Vamos con

siderar agora a fragao em mais detalhe

(D

Para cada combinacao de tratamento na fracgao

mantida a relacgao

1l = XX

X x4”= xl 3¥s5 = x2x3x4x5

X142

e;multiplicando por x;, e recordando que xi = 1, temos

X2X4 = X3X5 = X1X2X3X4X5

em cada ponto, portanto A, BD, CE e ABCDE sao indistinguiveis.

Os quatro efeitos nessa relacao constituenm um

conjunto de ligados (do latim, "alias).

. n-k . . .
Existem 2 conjuntos aliados e cada conjunto
n"'k N - v . . ‘
tem 2 elementos. Cada efeito & ligado com os efeitos do mes
mo conjunto, mas nao com outros.
No exemplo descrito, temos os conjuntos de alia-

‘dos:

{1, XXX, 1 XqXaXg ,,x2x3x4x5}
{xl, XXy 1 XaXg xlx2x3x4x5}
{XZ’ X X, 1 KX Xa¥e , XXX
{XB; X X XX, p XqXg o, X xéxs}

(g ®p%y 0 XyXgXXg XX X ]
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{XS, X)X XX XyXq x2x3x4}
{xyX30 XXX, 4 X XoXg , XX}

(%85, XXX, XyX,X4, XX,

Seja
T - | o
B = (Bor Byogr By3se Bp3gsy Byr Bogr Bygr Bygzyss ---)
B' : vetor dos efeitos escritos por ordem dos conjuntos de
aliados.

Seja X'X a matriz produto-cruzado nas équag6es
normais éonsisﬁindo de matrizes quadradas 8J4 (J4 é uma matriz
quadrada de ordem 4 com todos os elementos unitarios) ao lbngo
da diagonal principal e zeros nas éemais. O posto de X'X & 8.
Pode sexr obtida uma matriz de posto completo escolhendo-se um
efeito de cada um dos conjuntos ae aliados e riscando as 1i
nhas e colunas remanescentes. Se 0 modelo reduzido escolhido g}-
clui somente a média, os cinco efeitos principais, as intera
¢Oes BC ou DE, e CD ou BE, as equagoes de quadrados minimos cor

respondentes tém um Gnico conjunto de solugoes.

O contraste A desta fragao &

(a + abd + ace + abcde ~ de - be - cd - bc)

Sua esperanga &
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8(By + Byy * B35 + Byoazgs)

portanto, guando usamos o contraste para estimar A, estamos es

timando

A + BD + CE + ABCDE

As outras fracoes ddo cadeias do tipo

A + BD + CE + ABCDE

com os sinais correspondendo aos sinais do contraste definicao.

O conjunto completo de cadeias de aliados &

I + ABD + ACE + BCDE A + BD + CE + ABCDE
‘B + AD + ABCE + CDE AB + D + BCE + ACDE
C + ABCD + AE + BDE AC + BCD + E + ABDE
BC + ACD + ABE + DE ABC + CD + BE + ADE

Para estimar A & necessario estabelecer gue BD,
CE e ABCDE sao nulos.;Portanto, se planejarmos usar esta fra
cao com a intencao de estimar A, precisamos decidir antecipada
mente qgue as outras interacgoes serao desprezadas.

A decisao de ignorar a interacao de 5 fatores nao
causara problemas, mas nao & prudente afirmar, sem verificacao
posterior, que as interagSes duplas BC e CE serao despreziveis
Se estas duas interacoes particulares sao as Unicas que inte -

ressam ao experimentador, ele pode evitar essa dificuldade es
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colhendo uma fracgao diferente tal como 25-2 definida por
I =+ ABC = + ADE = + BCDE

As duas interagoOes estarao, entao, aliadas uma &
outra, mas nao a qualquer um dos efeitos principais. Nao exis-

te uma fracao 25_2 na qual a média, os 5 efeitos principais, BD

e CE possam ser todos estimados. Se, por outro lado, o experi-

mentador nao decide previamente, para a condugcao do experimen-

to, que qudlquer uma das interacgoes pode ser ignorada, ele nao

pode estimar, sem tendenciosidade, os cinco efeitos principais
~ 5~-2 -

de qualquer fracao 2 . Neste caso tera que transformar em um

experimento maior, ou entao omitir um dos fatores.

3.3.1.2. Classificacao de fragodes

As fracoes de fatoriais podem ser classificadas
em trés tipos mais importantes. Usaremos a nomenclatura de BOX

e HUNTER (1961) para diferenciar essas classes, que sao:

Delineamento de resolucao III: nestes delineamen
tos nenhum efeito principal esta confundido com qualquer outro
efeito principal, mas efeitos principais estao confundidos com

interacoes de 22 ordem e interacgoes de 2% ordem com qualquer

-

outra. Um delineamento 25 que pode ser reduzido a um 23 e de

5-2

resolugao III. E indica-se por 2717"
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Delineamentos de resolucao IV: nestes delineamen

tos nenhum efeito principal esta confundido com qualquer outro
efeito principal ou interacgoes de 2% ordem, mas as interacgoes
de 2% ordem est3o confundidas com qualquer outra. Um delinea -

mento 24 que pode ser reduzido a um 23 € de resolugao 1V. E in

4-1

d}ca—se por 2IV .

Delineamentos de resolucao V: nestes delineamen-—

. o . ~ a ~

tos nenhum efeito principal ou interacgoes de 2. ordem estao con
fundidos com qualquer outro efeito principal ou interacgoes de
a . ~ a ~ . .
2. ordem. Mas interagoes de 27 ordem estao confundidas com in

teracdes de 3% ordem. O delineamento & de resolucio V e indica

—g 25—1
e por 2y

"3.3.1.3. Algumas fracoes 2Nk, Fragoes saturadas

Veremos alguns exemplos de delineamentos fato
riais fracionados, aproveitando as passagens para introduzir

alguns conceitos e nomenclaturas.

O delineamento 23“l

A fracgao 2371 & a menor do tipo 2" K ¢ contén

quatro pontos
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I IT
I = ABC I = - ABC
a 100 (1) 0 0O
b 011lo0 ab 110
c 0 01 ac 101
abc 111 Bc 011

Na primeira fracao

A = BC cada efeito principal esta
I = ABC => B = AC ligado com uma interag%o du
C = AB pla

Também na segunda fracao, cada efeito principal

€ associado a uma interacao dupla. Ambas as fragdes sao planos

de 3 letras. -

Na primeira fragao, os estimadores dos efeitos
principais sao
_abc + a-b -_c

Bl = . com esperanga B; * B,3

abc + b - - '
Bz = p a c com esperanga B, + Bq3
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_abc + c-a-b>b -
B3 y com esperanga B, + 85

ca_ . o . 2
A variancia de cada estimador & ¢ /4.

Delineamentos com 8 pontos experimentais

As duas fragoes 241 530 planos de 4 letras com
8 pontos. Cada um dos efeitos principais estad aliado a uma in

teragao de 3 fatores.

Para a primeira fragao temos

(A = BCD
_ B = ACD
I = +ABCD  entdo <
C = ABD
\\D = ABC

e as interagoes duplas estao ligadas em pares

AB = (D

AC = BD
AD = BC
Se & possivel conhecer, de antemao, gue um dos

quatro fatores nac interage com gqualquer um dos outros, as in-
teragoes envolvendo este fator podem ser suprimidas e, entao ,

as outras trés interacoes duplas serao estimadas.
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Delineamentos com 16 pontos experimentais

As fracgoes 25—l definidas por I = + ABCDE ou
I = - ABCDE formam delineamento de resolugao V.
| Na primeira fragao: I = + ABCDE

A = BCDE AB = CDE BD = ACE
é = ACDE AC = BDE BE = ACD
C = ABDE AD = BCE CD = ABE
D = ABCE AE = BCD CE = ABD
E = ABCD BC = ADE DE = ABC

Cada efeito principal esta ligado a uma intera -
gap de quatro fatores; cada interacgao de 2 fatores esta ligada
a uma interacao de 3 fatores. Existem 5 efeitos principais e
10 interaéSes duplas. Portanto, existem tantos efeitoé princi

pais a serem estimados quantos sao os graus de liberdade.

Analise de Variancia

.V, G.L.
Efeitos principais 5
Interacoes duplas 10

Erro 0
Total 15

Um plano desta forma € saturado, a menos que se
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considere as interacoes duplas como insignificantes, porque
nossa estimativa do erro nao tem graus de liberdade.
- ~ 6-1
Isso nao acontece na fracao 2 ; que envolve 32

combinagoes de tratamentos para as quais I = ABCDEF.

Anadlise de Variancia

F.V. G.L.
Efeitos principais 6
Interagoes duplas 15

Exrro . 10
Total 31

Nesta fracao estamos considerando como nulas as
interagaes de 5 fatores, ligadas aos efeitos principais, as in .
teracoes de 4 fatores, ligadas as interacOes duplas e as inte-

ragoes de 3 fatores.

" Definicao: Uma fracao na qual cada grau de liber

~dade & usado para estimar um efeito, & uma fracao saturada.
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3.3.1.4. Analise de fragdes 2°°%

Restringir-nos-emos apenas a indicar o caminho a
ser seguido para efetuar tal analise. As aplicacgdes serao vis
tas posteriormente, quando serao- analisados varios tipos de de
lineamentos.

A técnica geral consiste em considerar a fracao

n-k . .
2 como um fatorial completo num conjunto com (n-k) dos fato

res, aplicar o algoritmo de YATES (1937) e, entao, incorporar

os outros fatores na ultima coluna.

Por exemplo, na fracgao 24“l definida por I=ABCD,
procedemos como se O delineamento fosse um delineamento 23 em
\A, B e C. Aplicamos o algoritmo de YATES (1937) para o delinea
mento basico 23, ignorando D até escrevermbs os efeitos na 1l

tima coluna da tabela, que & conseguida fazendo Xy = X X

lx2 3.PO
deria ser aplicado o algoritmo ao 23 em A, Be Doud, Ce D,

ou em B, C e D.

. . . - . n
3.3.2. Patoriais fracionados das series 3

Seja a fracgao 3n—l, que & equivalente a escolher
um bloco entre os 3 blocos contendo 3n—l combinagSes de trata-

mentos.

Se n = 4, temos a fracao 34"l contendo 27 combi-
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nagoes de tratamentos.

Escolhendo a relacao de identidade

o 2
I = ABC D,

€ o mesmo gue escrever

X, + X, + 2X3 + X, = 0 (mod 3)
temos
2.2...2
A = A(ABCZD) = A(ABCZD)Z = A{(A"B"CD") =
= Bcp? = (_BZCDZ)Z = BC?D
o~ 4-2

Agora vamos procurar uma fracao 3 tal que os

efeitos principais ou interagoes dﬁplas nao aparegam na rela

- ) ) . , 2
cao de identidade. O procedimento consiste em escrever o 3

completo e depois associar as colunas restantes fazendo multi-

plicagoes convenientes.

Se a relagao de identidaae completa for

_ 2.2 _ _ 2
I = ABC, = AB DO = ACDO = BCD0

onde as duas primeiras sao escolhidas e as outras sdo obtidas

assim

2 2 2 2 222

(aBC?) (aB%D%) = a’c = (a%c?p?)?= acp

2D2)2

(ABCZ)(AB = (ABCZ)(AZBD) = B°CD = (BZCZD)Z —~ BCD
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A B c D
X X X, X X X2
1 2 1%2. 1%2
0 0 0 0
0 1 1 2 Ay
o __ 2 _1_ 2 _____ 1]
\
1 0 1 1
1 1 2 0 > A
1
1 2 0 2 /
___________________ -
2 0 2 2 S
’ §
2 1 0 1 A,
2 2 1 0 J
X. + X. 4 2%. =0 (mod 3) -+ ABC
1 2 3 : 0
X, + 2X, + 2X, =0 (mod 3) - ABZD2
1 2 4 : 0
somando as duas equagoes temos

2X. + 3X, + 2X, + 2X

1 2 3 4 = 0 (mod 3)

multiplicando por 2

X, + X, + X4 = 0 (mod 3) > ABD

1 3 0



Xl + X2 + 2X3 =0

2(Xl + 2X

5 + 2X4) =

3Xl + 2X2 + 2X3 + X

ou

2X2 + 2X3 + X4

fazendo

+ X

2(2x2 + 2X 4)

A = AZBC2 = AZBZD2 = AZ

2 2.2 2

Bc?)? = (a%8%Dp%)

U
v
ol
i

(A

ABZC = ABD = ACZD2

b
e
i

e novamente multiplicando por

= ACD = BCD

CD

2

ABCD2

(acp) 2

2

= ABCD

2

=

ABCD

(%)

t
\%4
s
i
t
O
f
@
N
v,
N
o
i
0
v
i
>
3]
w
O
U .
N
[\

2

=

90
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Devido a (*) e (*¥*) todo efeito estima, portanto,

9 efeitos. Podemos ver esses confundimentos mais facilmente, co

mo segue:
Conjunto A0
Conjunto A

1

Conjunto A2

AO' Al e A2

2.2 2
AB C DO AB C0 etc ...

<=> AB2C2Dl <=> AB2Cl <=> etCc...

BD AC Dg AB2C2D2 AB2C2 etc...

Os dois graus de liberdade da comparacao entre

sao equivalentes a qualgquer uma das outras nove

comparagoes.

3.3.3. Extensao do teorema de Fisher

Seja s um inteiro primo positivo. Para se distri

F n-k . ~ Sk ~
buir s combinagoes de tratamentos em s blocos e nao confun

dir efeitos

ciente que

principais com interagBes de segunda ordem, & sufi
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4. CORPOS DE GALOIS

4.1. Corpos finitos

Seja U f {uo, CERARERY us—l} um conjunto com
s(s > 1) elementos ou marcas.
Este conjunto forma um grupo Abeliano de ordem s,

com a operacao definida por

+: U x-U 2> U (adigao)

Se as propriedades seguintes estiverem satisfei-

tas
a). (u, + uj) +ou = ug o+ (uj + uk) (lei associativa)
_b) u; + uy = U + u, (lLei comut?tiva)
c) Existe uma marca u, em U tal que
uy + Uy = ug = ouy + uy para todo u, em U {(elemento neutro)
d) Para qualquer u; em U, existe uma marca ui em U tal que
us + u:fL = u, = uJ!_ + uy {elemento inverso em relagéo a +)

Agora, definindo outra@ operagao em U
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(u, , ) u, . ou. (multiplicacgao)

Se as propriedades a), b), c) e d) estiverem sa
tisfeitas para U com amoperagao‘. , o conjunto U com esta ope-
racao forma um grupo Abeliano,

Finalmente, se U com a operagao + & um grupo Abe
liano, U com a operagao . & um grupo Abeliano e, se a seguinte

propriedade distributiva estiver satisfeita:

e) ui(uj + uk) = uiuj +ouguy para quaisquer u,, uj e u. em

u.

U forma um corpo de ordem s.

Por exemplo: Grupo dos inteiros mddulo n

Seja A =2 ={..., ®m ..., -1, 0,1, ..., m ...}

e seja n um numero inteiro arbitrario.

Definindo uma relagao de equivaléncia em 2 do se

guinte modo:

z,2' € 2, z ~ z' <= 2z - z2' € um multiplo inteiro de n.
Essa relagao de equivaléncia é& chamada de con-
gruéncia mddulo n e & indicada por = (mod n).

Assim,
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z, z' €2, z =z2z2' (modn) <=> 2 - 2' =%kn, k € 2

Calculando a classe z, z € Z, relativamente a

(mod p).

Se z€ 2, z={a €172 : a

(BN

z (mod n)} e

{

a € z <=> a £ z(mod n) <=>a - z = kn, kK € 2 <=> a = z + kn

Dai segue que: 2z = {z + kn . k € 2}

Se n > 0, a relacao =(mod n) nos fornece exata -

mente n classes distintas, que sao 0, 1, ..., n-1.

Assim, por exemplo, a = (mod 3} nos- fornece exa

tamente 0, I, 2 que sao classes deixando respectivamente res

tos zero, 1 e 2 na divisao por 3.

E agora vamos definir conjunto quociente: seja ~

uma relacao de equivaléncia em um conjunto A. Chamamos de con
junto quociente de A pela relacao de equivaléncia ~, e denota-
mos por A/~ , ao conjunto de todas as classes de equivaléncia

relativamente a relagao ~.

Assim,

A/~ = {x : x € A}
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Na relagcao =(mod n), n > 0, em 2 temos

zZ/=(mod n) = {0, I, 2, ..., n-1} que também serid represen-

1

tado por Z {0, 1, 2, ..., n=1}

De agora em diante vamos considerar n = p, um ni

mero primo, entao

onde

Estas marcas com as operagodes + e . constituem um

corpo finito de ordem p.

4.2, Corpos‘de‘Galois

Galois desenvolveu as propriedades de uma forma

particular de corpos finitos, conhecidos como corpos de Galois,

gue na verdade exaure todos os corpos finitos.
Seja U um corpo. Definimos o anel de polindmios

u{x} como sendo o conjunto de todos os.elementos da forma

n i
f(x) = S ou. X
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onde uy €U para i =0,1, ..., n e temos f(x) =0 se, e

somente se, u; = 0 para i =0,1, ..., n.

As operagoes em U[x) sao definidas da seguinte

maneira:
noo- n i
Sejam f(x) = = a; X e g(x) = 1 bi X
' ' i=0 i=0
adicao de polindmios:
n i
f(x) + gx) = T (a, + b,)x
. i i
i=0
multiplicacao de polindmios
m+n Kk
f(x) . g(x) = I Cy X
k=0
onde
Cp = akbO toa, by + T P agh, = ;_ a; b.
i+j=k
Afirmamos que U[x] & um anel com estas opera

¢oes, sua multiplicacao & comutativa e possui um elemento uni-

dade.

=]

No polindmio f(x) = I a, xT , se a_#0
=0

1

dizemos que n & o grau de f(x). E a notagao & gr f(x).

J
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Algoritmo da divisao

Seja f(x) e g(X) dois polindmios com coeficien-

tes num corpo U, com f(x) # 0, entao existe um {nico par
(a(x), r(x)), de polindmios em U[x] , tal que

f(x) = p(x) g(x) + r(x) onde

gr q(x) < n ; se r #0

Consideremos agora o conjunto

z_ ={0, 1, 2, ..., p-1l}
P
Seja
P(x) = + X + a.x> + + oo %, 0u, €7
X - CXO al 042 « o o (X,n ’ i p
F(x) : qualquer polinémio com coeficientes inteiros

Pelo algoritmo da divisao

F(x) = P(x) Q(x) + R(x) , com gr R(x) < grau Q(x)

Podemos esérever o} iesto da divisao de F(x) por
P(x) como

R(x) = £(x) + p . g(x)
onde

o 2 n-1
f(x) = ag * ajx +a,x 4+ ... +a (X , a, € 2 e

g(x) : polindmio com coeficientes inteiros
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Entao, temos

F(x) = P(x).0(x) + f(x) + p . g(x)

Chamamos f(x) o residuo de F(x) modulis p e P(x)

e escrevemos

3
z
i

£(x) nodd [p, P(x)]

Esta € uma congruéncia com duplo mdédulo.

As funcgoes F(x) que podem ser obtidas, fixando
f(x) e variando g(x) e Q(x) de todas as maneiras possiveis, mas

sem alterar as propriedades, formam uma classe de residuos que

€ completamente determinada por f(x), p e P(x).

E podemos escrever o seguinte lema:

"Dois polindmios em x com coeficientes intei
ros sao congruentes modulis p e P(x) se, e somente se, eles

pertencem a mesma classe de residuos modulis p e P(x)."

O ntmero de fungoes da forma f(x) com as restri
-~ . . - . n- . .

coes indicadas € igual a p ', desde que cada um dos n coeficien

tes independentes a; seja qualquer um dos p valores. Portanto,

o numero de classes de residuo modulis p e P(x) & também igual
n
ap .

Se cada ay for zero, a classe correspondente se

ra C,r classe zero.

Se tivermos
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Fi(x) = £, (x) + pg, (x) + P(x)0(x) (i =1,2)
ehtéo &€ Obvio que, a classe a que qualquer uma das fungoes
Fl(X) + FZ(X) ' F;(x) - Fz(x), Fl(x)Fz(x) pertencga, & comple

famehte determinada pela fungao correspondente fl(x) + fz(x),
fl(x) - fz(x), fl(x)fz(x). Portanto, as classes de residuo mo
dulis p e P(x) combinam unicamente sob adigao, subtragao.e mul
tiplicagao.

Para que a divisao de uma classe arbitraria por
qualquer classe C diferente da classe CO conduza a uma 3% clas

se, € necessario que

E para que isso aconteca, €& necessario que p_se

ja um nimero primo, como pode sér visto facilmente a partir

de uma consideracao das classes para as quais os coeficientes
aq az} seer @y do correspondente P(x) sejam todos nulos. E

necessario também que P(x) seja irredutivel mddulo p, isto &,

nao possa ser expresso na forma

P(x) = Pl(x) P,(x) + pP (x)

3

onde os Pi(x) sao polinémios em x com coeficientes inteiros ,
os graus de Pl(x) e Pz(x) sao positivos e menores que o grau

de P (x]).

Se P(x) & redutivel médulo p, temos uma equa
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cao da forma precedente, e entao as classes correspondentes a
Pl(x) e Pz(x) sao ambas diferentes de C, enquanto que seu pro

duto & CO' Portanto, para que as classes de residuos consti-

tuam um corpo finito & necessario que p seja um nimero primo e

que P(x) seja irredutivel mdédulo p.

Teorema: As classes de residuos médulo p e P(x)
formam um corpo finito de ordem pn quando, e somente quando, p
€ um nimero primo e P(x) & um polindmio com coeficientes intei
ros, irredutivel e de grau n mddulo p.

A prova deste teorema pode ser encontrada | em

CARMICHAEL (1956).

O corpo finito formado por estas pn classes de
residuos & chamado corpo de Galois de ordem pn. E denotado pe

lo simbolo GF[pn}

4.3. Uso da teoria de Galois

Desejamos encontrar as classes de residuos para
2 . -
GF[3°] ; ouseja p=3 e n = 2.
As classes de residuos podem ser representadas

pelas fungoes fi(x)( que sao denotadas.por Ugr Uy eeer U 9y

onde s = pn.
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Como
' ' 2 n-1
f(x) = ag + apx + ayx’ + ... + a (X roay = 0, 1, ---,p-1
e neste exemplo n =2, p = 3, as fungbes f(x) possiveis sao
da forma
f(x) = ag tayx 5, a; = 0, 1, 2
ou
yd
0 u,
1 uq-
2 u,
| bid u,
f(x) = < l4x u,
2+x ug
2x ug
,l+2X ' u-
N 2+2x% U8
Os polindmios P(x) de grau n = 2 possiveis sao
da forma
2 —
ag + aqx + a,x onde agr @ys 8y = 0, 1, 2
Como P(x) deve ser irredutivel mbdulo 3, pode
mos excluir O0s casos em que ag = 0. Tomando entao ag =1, te
mos como funcdes possiveis
P(x) =1+ a,x + a,x

1 2
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Verificamos, por exclusao, que P(x) = x“ + 1 &
irredutivel
P(x) = 1 + x°
‘ ~
X:

=> P(x) =1 mod 3
: nao possui raiz => nao

X =1=>P(x} = 2 mod 3 & fatoravel

]
[\

2 => P(x)

»
I

mod 3
W,

portanto & irredutivel modulo 3.

Mas P(x) =1 + x + x? nio & irredutivel, pois:
P(0) = 1°
P(1) =0, possui uma raiz => & fatoravel
P(2) =1,

Como P(l) =0, e x =1 & o Gnico valor que

anula o polindmio de 29 grau x2 + x + 1, temos que 1 é raigz
dupla, logo x2 + X + 1 = (x + 2)2 (mgd 3).
Tomemos qualquer polindmio, digamos
3

F(x) = 5%° + 2x2 + 4x + 1

Pelo aleoritmo da divisao

F(x) = (x2 + IY(5x + 2) + 3(=x = 1) + 2x + 2
e - —TT T
P {x) Q(x) rg (x) f(x)

Se P(x) & irredutivel, entao £, (x) forma grupo.
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P (x)

i
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Agora enumeramos os polindmios P(x) da forma

P(x) = ay + ayx + qZXZ (a, # 0)
x? ='x . x
2x = 2xX . X
X x2 = x(1 + %)
2x + x2 = x(2 + x)
2% + 2% = 2x(2 + x)
x> irredutivel .
2%% = (1 + x) (1 + 2%)
X + x2 =1 + 4x + 4x2 = (1 + 2x)2
X + 2x° irredutivel |
2x + x2 = (1 + x)2
2% + 2x° irredutivel
Cr s isxaxtc 20+
v+ 2% irredutivel
x + X irredutivel
X + 2x2 = 2 +'4x + 2x2 = 2(1 + x)2
2x + x irredutivel
2x + 2x2 =2 + 8x + 8x2 = 2(1 + 2x)2
Escolhendo P{x) =1 + x + 2x2
0~ 1 4+x+2x° =0
2x2 = -x - 1

2

2{(2x7) =.e2x - 2 = X + 1 {(somando-se 3x+3)
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Agora necessitamos derivar as tabelas de adigao

e multiplicagao. Escrevemos:

f(x) = by + blx

u, £f(x) ; yj
u, 0

uy 1 Y8
u, 2 Y4
ug X' v (*)
u, 1l + x y2
Ug 2+ x | y7
ug 2% y5
U 1 + 2x y3
Ug 2 + 2x y6

(*) marca primitiva {gerador)

Existe um teorema que diz gue -todos os elemen =
tos do grupo, exceto o elemento zero (uo), podem ser represen-
tados como poténcias de um elemento que & de tipo especial, co

nhecido como marca primitiva. As representacgdes em termos de

uy podem ser usadas para formar a tabela da adicao e a repre -

sentacao em termos de y:J podem ser usadas para formar a tabela

da multiplicagao como Segue:
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Tabela de adigao

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 0 4 5 3 7 8 6
2 2 0 1 5 3 4 8 6 7
3 3 4 5 6 7 8 0 1 2
4 4 5 3 7 8 6 1 2 0
5 5 3 4 8 6 7 2 0 1
6 6 7 8 0 1 2 3 4 5
7 7 8 6 1 2 0 4 5 3
8 8 6 7 2 0 1 5 3 4

Cada polindmio u, & indicado na tabela pelo
dice i. Os resultados das operagoes também estao indicados

"lo indice do polindmio resultante. Assim:

entao

pe



106

Tabela de multiplicacgao

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 2 1 6 8 7 3 5 4
3 0 3 6 4 7 1 8 2 5
4 0 4 8 7 2 3 5 6 1
5 0 5 7 1 3 8 2 4 6
6 0 6 3 8 5 2 4 1 7
7 0 7 5 2 6 4 1 8 3
8 0 8 4 5 1 . 6 7 3 2

Também aqui cada polindmio u, € representado pe
lo seu indice i, e a seguir procuramos os polindmios yJ cor

respondentes. Assim

C 0 - <1
utilizando o fato que yp = 1.
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Aplicacdo da teoria de Galois para formar a fracdo principal

de um delineamento fatorial fracionado.

Queremos construir um delineamento 45 em
4? = 16 observagOes, através de um ori22).
Em primeiro lugar, vamos construir o GF(22).
Temos p = 2, n = 2.
Os polindmios da forma P(x) = ag + a;x + a2x2
sao:
2
X =x . X
> ,
1 + x° = (1 + x)(1 + x)
X + x2 = x{(1 + x)
1 + x + x2 irredutivel
Somente P(x) = 1 + x + x2 & irredutivel.
2,
Fazemos P(x) =0 =>1+x+ x =20
x2 = -xX - 1 = x + 1 (so

mando-se 2x + 2)

uy £ (x) v
U 0
3
u 1 Yy
. (*)
(*) v = x : marca u, X y
2
primitiva uq 1 + x %
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+ 0 1 2 3 . 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0

1 1 0 3 2 1 0 1 2 3

2 2 3 0 1 2 0 2 3 1

3 3 2 1 0 3 0 3 1 2
I IT

Para formar o bloco principal, escrevemos todas
as combinacgoes de tratamentos para 2 fatores em 4 niveis
(16 = 42). E, em seguida, obtemos as outras trés colunas pelos
métodos explorados anteriormente, mas usando as operacoes indi

cadas nas tabelas I e II.
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A B AB AB2 AB3
Xy X, xl+x2 xl+2x2 xl+3x2
0 0 0 0 0
0 1 1 2 3
0 2 2 3 1
0 3 3 1 2
1 0 1 1 1
1 1 0 3 2
1 2 13 2 0
1 3 2 0 3
2 0 2 2 2
2 1 3 0 1
2 2 0 1 3
2 3 1 3 0
3 0 3 3 3
3 1 2 1 0
3 2 1 0 2
3 3 0 2 1
A B Cc D B




Entao, para Xy = o , Xy =1 em Xy + 3x., , temos
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Xy + 2x2 ;o com  x, = 1 , X, = 2 =>1+4+2(2) =1+ 3 =2
As relagoes de identidade sao:
I = ABC, = AB D, = ABBE
- 0 o 0
Se tivéssemos usado incorretamente modv4 em’

2 o e ~ . .
vez de GF(27) as trés ultimas colunas nao seriam ortogonais,

pois "mod 4" nao forma corpo.
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5. PLANCS DE EFEITOS PRINCIPAIS

5.1. 0 uso de delineamentos reduzidos

5.1.1. Delineamentos 6timos e eficientes

Considerando novamente o modelo (2} wvisto na

secgao 3.1.1.1.

Yijk = u+toa; Bj + Yy +(ow)ij +(a8)ik +([3Y)jk +(“BY}ij,k + eijk

Naquele experimento fatorial 23, sem repetigao, o

‘nimero de observacgoes, que chamaremos de N, & menor ou igual a
8. Entao, tendo N observagaes, desejanos estimar os e&ﬂtog gue
néo‘podem ser ignorados. Para isso precisamos resblver um sis.
tema com N equagaes lineares representadas pelo modelo acima.

Ag equagaes sempre envolvem a média u, por isso,
para estiﬁar n efeitos, € necessario ter, ao menos, n+l obser-
vacoes.

Se estivermos intéressados apenas nos efeitos
principais, e entao n = 3, devemos ter um nimero de observacoes

maior ou ieual a 4.

Esse cenjunto de observacees poderia ser:



[

e

n A B

Y(l) =1 -1

Ya 1 1 -1

X =

Y 1 -1 1
Y

C 1 -1 -1

J 1
-2 -2 -2 ' 1/2 1/2
4 0 O ' 12 1/2
, -1
0 4 0 (X'X) "=y, 1
0 o 4 1/2 1/4
Ou entao, poderiamos escolher

U A B

Y. 1 -1 -1

Y, 1 1 -1

X =
Yy 1 -1 1
“aBC | 1 1 1

1l/2
1/4
l/2

1/4

112

1/2

1/4

1/4

1/2
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4 0 0 0 1/4 0 0 0

0 4 0 0 0 1/4 0 0
X'X = DCXY4'=

0 0 4 0 0 0 1/4 0

0 0 0 4 0 0 0 1/4

Observamos que, nesse caso, a matriz de delinea

mento & a mesma que foi mostrada no fatorial 22, modelo (1) da

secgao 3.1.1.1.

Se o nlmero de observagoes para estimar n = 3

efeitos, for maior que 4, a solugao nao sera uUnica

w A B C
'Ym 1 IR
YA 1 1l -1 -1
YB 1 -1 1 -1
o | ¥ - 1o a1
YAB 1 1 1 -1
YAC 1 1 -1 1
YBC 1 -1 1 1
- ‘nec | | ! . !
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[ 8 0 0 0 ‘ | ‘1/8 0 0 ~d -
0 8 0 0 0 1/8 0 0
X'X = o 0 8 0 (x'x) "t =] o 0 1/8 0
0 0 0 8 0 0 0 1/8
Camparando-se (X‘X)"l = % Tyr do experimento com 4

observacoes com a outra de 8 observacoes, verifica-se que euanto maior

o numero de observag¢goes, maior a precisao do experimento.

A matriz de variéncia—covariincia dos estimado-
res & dada por

D= (x'x) T o2
onde, 02 é a variancia dos erros das observagGes (assumindo-se
igual para todas).

A varidncia do erro na estimacao de um efeito

dependera do delineamento do experimento. Mas, sera sempre da

2 - L -
forma o /ti ; onde ti & chamado de precisao constante.

Nos dois exemplos que vimos, verifica-se

2 2
%I = %f para o fatorial 23 com 4 observacoes e
02 o2 3
=5 para o fatorial 27 com 8 observacoes
i
ti pode crescer indefinidamente, a medida em gue N cresce. E
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0 nosso objetivo € encontrar delineamentos que maximizem todos

os ti simultaneamente, para um dado N. Estes serao chamados de

. P . 3 4 = .
delineamentos ¢timos. Como exemplo, vejamos o 27, onde ja foi
mostrado que, quanto maior o niimero de parcelas, maior a preci
‘ v‘ﬁ ]
s&ao do experimento.

Por outro lado, o experimento deve ¢.:. eficien-.

te. A eficiéncia da varidncia de uma fragao de fatoxial & obti
da comparando-se as médias das variancias dos estimadores de
efeitos com a menor varidncia que poderia ser esperada, com OS
fatores nos niveis + 1. Por exemplo, para um eféito principal

tal como A, a variancia minima do estimador de A, digamos A&, &
"obtida quando metade dos pontos estao em Xy = +1 e metade es

tao em Xy =-1, a wvariancia &, entao,

Var (A) = GZ/N

~ . -k . C A
As fracoes do¢ tipo 2" tem 100% de eficiencia
da variancia.

- ~

A eficiéncia dos eraus de liberdade & a razao

dovnﬁmero de efeitos estimados com o nimero de graus de liber-
dade no delineamento. As fragoes 277 t2m 1002 de eficiéncia dos graus
de liberdade para estimar efeitos principais e interacoes de 12 oreem.
No caso de 3 efeitos estimados, atraves de 8 ob
servagoes temos eficiéncia dos graus de liberdade igual a 3/7.
Os delineamentos em que utilizamos n+l observa-

,gaes para estimar n efeitos sao chamados de saturados. Os deli
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neamentos saturados tém 100% de eficiéncia dos graus de liberdade.

5.1.2. Os planos de efeitos principais na série 2"

Considerando’as afirmagSes feitas até agui, pas
saremos a estudar os planos de efeitos principais, onde as in
teracdoes de primeira ordem estio ligadas aos efeitos princi-
pais, evas interacoes de maior ordem sao consideradas nulas.

C modelo para efeitos principais é&

com N observagges e n fatores

in =+ 1 : valor de xi na j-ésima observagéo

‘Podemos escrever

E(y) = D8
onde
— | B
D = (v%f X) e § - (Bof Bll 821 ve sy Bn)
Desejamos encontrar um delineamento tal gue a

matriz D'D seja diagonal, e cujos elementos (dessa diagonal)se

jam iguals a N. Portanto, necessitamos que D'D = N I, e os ve
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tores colunas sejam ortogonais entre si.
. 7 . .
Dado o fatorial 2°, se desejarmos estimar ape -
nas os efeitos principais, wvamos necessitar de, no minimo, 8
observacoes.
. 3 . B
Um conjunto com N = 27 observagoes, €& o menor
~ . 7
que podemos encontrar na reducgcao de um experimento com 2 ob
servagoes, no qual desejamos estimar os efeitos de 7 fatores.
~ . 7 - . 4
Entao o fatorial 2° sera fracionado com 2 = 16
3 ~
blocos, com 8 = 27 observacoes cada um.
: = ~ 7-4
0 conjunto de observacoes, ou fracao 2 , deve
ser escolhido de tal forma gue possibilite um delineamento co

mo foi descrito anteriormente.

Se o conjunto fosse:

w A B C D E F G

) u 1 o1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Ya 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

b 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1

y = Yaba we |21 1 -1 1 -1 -1 -1

Yo 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1

Yace 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1

Yper 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1
Yabcdef« o1 1 1 1 1 1 1



(X'X) "~

1/2
-1/4
-1/4
174
1/4
1/4

1/4

Na matrix X nao

-1/4
1/2
1/4
1/4

-1/2

-1/2

~1/4

1/2

-1/4
1/4
1/2
1/4

~1/2

~1/4
~1/2

1/2

ha ortogonalidade

~1/1
1/4
1/4
1/2
-1/4
-1/2
~1/2

1/2

1/4
~1/2
-1/2

-1/4

1/2

1/2

Na matriz X de delineamento,

1/4
-1/2
-1/4
-1/2

1/2

1/2

naoc
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1/4
~1/4
-1/2
-1/2

1/2

1/2

ortogonali-

1/2

1/2

1/2

(1)
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dade entre as colunas e a matriz X'X nao & diagonal. Nao ha ba
lanceamento entre os sinais + e - na matriz X, e as variancias

2 . . C s ~ ~ ‘o ; -
o /ti dos efeitos principais nao tem os t.l maximizados simulta

neamente.

Agora, se o conjunto de observacoes fosse dado

por

W A B C D E F G
" Qef 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
afg 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
beg 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
abd 1 1 1 -1 1 -1 -1 =1

Y. = X =
i cdg 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
ace | 11 -11 -1 1 -1 -
bof N B B
abcdetg 1 1 1 1 1 1 1 1
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0 0 0 8 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0 0
X'X = o 0o 0 0 0 8 0 0 0|exx™ :%18 (1

0 0 0 0 0 0 8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8

Nesse caso, a matriz X de delineamento gatisfaz

as condigoes de prtogonaiidade,‘e as variancias dos efeitos4

2 - L.
c /ti’ tém os t; maximizados.
Comparando (I) e (II), notamos que a segunda

apresenta as seguintes vantagens em relagao a primeira:
- as variancias sao menores e iguais

- nao ha covariancia entre as estimativas dos

efeitos dos fatores principais.

O problema agora €: como obter o conjunto de ob

servagaes que possibilite tal delineamento?

Os passos a segulr consistem no fracionamento de
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experimentos fatorials para obter planos de efeitos principais,

por meio de métodos diferentes.

5.2. Planos para experimentos fatoriais simétricos 2k

Dado um experimento fatorial completo 2k, e de

sejando estudar apenas os efeitos principais, podemos reduzir
esse experimento a um delineamento com N combinacoes de trata-
mentos, sendo N = k+1. O método utilizado & descrito por BOX e

HUNTER (1961).

O numero de parcelas do delineamento reduzido

A . n
uma potencia de dois, N = 2.

(OXY

Entao, se

k = 3 => reducgao: 23 em N = 4 = 22 parcelas
_ ~ 57 _ _ 53
k = => reducao: 2° em N = 8 = 27 parcelas
_ ~ 15 _ .4
k = 15 => reducgao: 2 em N = 16 = 2° parcelas
k = 2%-1 = redugao: 2(2n—l) em N = 2" parcelas
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5.2.1. Construcao de um fatorial 2%?

H =

Vamos desenvolver um fatorial 2&;?

¢ao do procedimento serd feita através de um delineamento fato

., A ilustra-

rial com 7 fatores em 2 niveis. Assim, veremos a construgao

de um plano de efeitos principais 2?;4

11T, - Os fatores sao A, By,

C, D, E, I e G.

1) Tomamos todas as combinacoes de tratamentos

para o delineamento completo kam.

O fatorial completo 23 tem as seguintes combina

¢oes de tratamentos:

Xi, Xy, Xy, XXy, X g, XpXsoe XX Xg

As seguir, organizamos uma tabela onde aparecem

todas as observacoes para esse delineamento.

X, X5 X3

(1) — — —
a -t - —
b — -t —
ab -+ ~+ —
Cc J— — ._i<

ac |+

bc —

abc - e

i

L
+o4
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2) Nos fatoriais completos 2n,‘temos n fatores
e 2" combinagoes de tratamentos. No nosso exemplo, o 23 com
pleto tem 3 fatores e 8 combinacOes de tratamentos. Agora, a
pértir do delineamento'23, vamos obter o delineamento reduzido

2;;% , fazendo as seguintes associacoes:

A=X B = X, s C = X, ’ D:X4=lex2
B = XS = X1X3 v F = XG = X2X3 r G = X7 = xlxsz
Para preencher g nova tabela, os sinais - e +

sdo ceclocados de acordo com a~multiplicag§o dos fatores envol-
vidos em cada solugao.
Assim, teremos a seguinte fragao do delineamen-

7 . : o
to 27, gque gerid o delineamento reduzido:

combigggaes A B c é D £ F 6
tratamentos| X X Ky VXX, Xy X5 KoXs  XXaX3
def | — - - 0+ + 4+ -
T T T S
beg | - 4 = = 4 = 4
o bad + + - ’ -+ - - o
cdg - - + ,: + - -+
cce + — + Z — + - -
b B 4 4o - _ n —
: abcdefg + —+ -+ 2 -+ -+ + -+
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3) As identificagSes feitas com as interagges ge

. ~ ~ . 7
neralizadas em 2), sao as relagoes geradoras. Assim, no 2 :

I = ABD

= XlXZ(XlXZ)
I = ACE = X1X3(X1X3)'

I = BCF x21><3 (.x2x3)

I = ABCG = X.X.X. (X.X.X.)

17273717273
, s
~ 4) Lembrando e&ue I~ = I, podemos operar essas
relagbes geradoras duas a duas, depois trés a trés, e assim

por diante até conseguir uma Gnica relagao envolvendo I, e ao
final tem-se a relagao definicao completa.
| s 7
No fatorial 2

- duas a duas

;&

- . ; 7 “} r L r2 7 —
T = 28D x ACE = [X,, (%)) [%)%5 00 X9)] = XXX, 00%)) (%,X,)

i

KXy (X X,) (X X5) = BCDE
I = ABD x BCF = [XX, (X, X)) [X,%5 (X X)) ] = XX, 04X) (X,X5) = ACDF

I = ABD x ABCG = [X1X2(X1X2)'] gxlxzx?)(xlxzxg)] = X, (X, X)) (XX, X,) = (DG

I = ACE x BCF = ABEF



I = ACE x
I = BCF x
I = ABD x

I = ABD x

I = ABD x

I = ACE x

I = ABD x

_ 23533
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ABCG = BEG
ABCG = AFG
- trés a tres
ACE x BCF = AZBZCZDEF = DEF

A3B2C2DEG = ADEG

ACE x ABCG

A2B3C2FG = BDFG

BCF x ABCG

BCF x ABCG = AZBZCBEFG = CEFG
- quatro a guatrxo
ACE % BCF x ABCG =

DEFG = .ABCDEFG

- relacao definicao completa (com os geradores grifados)

= ACE = BCF = ABCG = BCDE = ACDF = CDG = ABEF = BEG

I = ABD
= AFG
simbolos.

DEF

Il
Il

ADEG = BDFG = CEFG = ABCDEFG

Nessa relacao, o menor grupo de letras contém 3

Em. geral, o nimero de letras do menor «rupo da rela-
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Através da relagao definigao, pode-se descobrir

os efeitos que estao ligados aos efeitos principais; para isso

miltiplica-se a relagao definigao completa por cada um dos
efeitos principais.
Efeitos ligados a
A = BD = CE = ABCF = BCG = ABCDE = CDF = ACDG = BEF = ABEG =
= FG = ADEF = DEG = ABDFG = ACEFG = BCDEFG
B = AD = ABCE = CF = ACG = CDE = ABCDF = BCDG = AEF = EG =
= ABFG = BDEF = ABDEG = DFG = BCEFG = ACDEFG
C = ABDC = AE = BF = ABG = BDE = ADF = DG = ABCDEF = BCEG =
= ACFG = CDEF = ACDEG = BCDFG = EFG = ABDEFG
D = AB = ACDE = BDEF = ABCDG = BCE = ACF = CG = ABDEF = BDEG =
= ADFG = EF = AEG = BEG = CDEFG = ABCEFG
E = ABDE = AC = BCEF = ABCEG = BCD = ACDEF = CDEG = ABF = BG =
= AFEG = DF = ADG = BDEFG = CFG = ABCDFG
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ABDF = ACEF = BC = ABCFG = BCDEF = ACD = CDFG
BEFG = AG = DF = ADEFG = BDG = CEG = ABCDEG
ABDG = ACEG = BCFG = ABC = BCDEG = ACDFG = CD
BE = AF = DEFG = ADE = BDF = CEF = ABCDEF

5.2.2. Aplicagao numérica

Supondo-

se o seguinte estudo(

*)

nos seus niveis correspondentes, para avaliar sua

sobre a resisténcia mecanica de um determinado acgo.

A

B

°
»

temperatura de austenitizacdo (830°C e 950°C)

tempo-de austenitizacao (30 min e 120 min)

tempo de incubacao isotermal (3 min e 10 min)

taxa de deformacao (0,127 pol/min e 2 pol/min)

Q.

$ de deformagao (50

%3 e 80%)

variagéo da temperatura (lOC/s e 7OC/S)

temperatura de deformacdo (450°C e 600°C)

Exemplo retirado de: BRINCK, V. et alii
mento e anadlise racional de experimentos tecnoldgicos.

Ipatinga,

USIMINAS

(mimeografado) .

(1976)
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ABE =

ABEFG

‘de 7 variaveis,

influéncia

- Planeja -
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Para analisar os 7 fatores, pode ser escclhido

o

o0 delineamento Z”II com Os geradores

I

I = ABCD , I = BCE , I = ACF , I = ABC

As oilto parcelas experimentais, em ordem aleaté

ria, fornecem os seguintes resultados:

A B c D E I G

efg ‘ _176,1 ‘ 21 -1 -1 -1 1 1 1

ade 115,6 1 -1 -1 1 1 -1 -1

bdf 161,9 /-1 1 -1 1 -1 1 -1

abg 140,3 1 1 -1 -1 -1 -1 1

Yy =| cdg ={ 156,1 X=|-1 -1 1 1 -1 -1 1
acf 108,8 ' 1 -1 1 -1 =1 1 -1

bce 114,7 -1 1 1 -1 1 -1 =1
abcdefg 157,2 'L 1 1 1 1 1 1 1
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Podemos escrever B = (x1%) "L X'y = %-X'¥
1 ’ j T ]
A -86,9 -10,8625
8 17,5 2,1875
c -57,1 -7,1375
B = ) = % 50,9 = 6,3625
B -3,5 ~0,4375
P 77,3 9,6625
3 128,7 16,0875

A analise desse delineamento & incompleta pois
o delineamento é saturado. Os estimadores -10,8625; -7,1375 ;
6,3625; 9,6625, e 16,0875 sao muito grandes, quando compara
dos com os outros. Isso pode estar acontecendo por duas ra
zoes: Os efeitos‘principais A, C, D, F e G sho significativos
ou as interagoes ligadas a esses efeitos sao importantes. Deci
de~se entao repetir o expérimento frocando—se Os sinais da ma

triz de delineamento. A matriz com sinais inversos & conhecida

como fracao alternativa. As relacoes definigoes sao, entao

I=- ABCD ; I = - BCE , I = - ACF , I = - ABG

E o delineamento &€ o seguinte:



efeitos

abcd
bcfg
aceg
cdef
abef
bdeg

adfg

(1) J

Com

principais

-

ﬁl
ﬁi

o
I
ool

125,5

154, 4

158, 8

153,1

118,1

157,0

146,0

95,7

essa matriz

-12,2

74,6
55,0
65,0
35,0

123,4

A B
11
-1 1
1 -1
-1 -1
X =
1 1
-1 1
1 -1
-1 -1

sao obtidos

=1,525

0,225

= 6,875
8,125

4,375

15,425

9,325

130

1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1

-1 -1 1 1
-1 1 1 -1
-1 1 -1 1
-1 -1 -1 -1

os estimadores

dos
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Consideremos o efeito principal A. Como, a este
efeito estao ligadas as interacoes de 22 ordem BG, CF e DE, o©
estimador A de A, na realidade fornéce um estimador (EA) da

combinacao dos efeitos A + BG + CF ; DE. Entdo, para todos os

efeitos, tem-se’

L, =& + 86 + CF + BE = -10,8625
EB =3 +CE + AG + DF = 2,1875
EC=€+§E+AF+5'G: ~7,1375
I, =D+ & + BF + C& = 6,3625
£, =8 + BC + AD + FG = -0,4375
£, =%+ Kc + Bb + £G = 9,6625
EGza+CAD+AB+EAF:= 16,0875

B . A~ End - ’
Da mesma forma, os estimadores (ﬂi, Eé , EC .

Eé , 2, B, Zé) também sao combinacoes dos efeitos princi-

B o

?
B

, . ~ a .
pais e interagoes de 2. ordem. Assim,



132

bR} P a ~

KA = ~A + BG + CF + DE = 1,525
fall | ~ ~

£B=-B+ CE + AG + DF = =~0,225
£é=~6+B“E + AF + DG = -9,325
2 = -b+ A8 + BF + & = -6,875
“oy P PaN N f\‘
KE=-E+DC+AD+ G = -8,125
o~y ~ N N ~ -
EF = ~F 4+ AC + BD + EG = =4,375
Eé = -G+ CD + AB + EF = —15,425

Adicionando e subtraindo as combinagoes linea -
res £ e £' obtemos os estimadores nao confundidos de todos

os efeitos,

&~
+
(o1

¥ “p
(BG + CF + D)= -2 2 _ _4 6687 A=-2 A _ 51937
2 2
P A / Foo=7!
(¢ + £+ Bhy= 2B o 09812 g =-2_5 - 1,2062
2 2
N A e B
(BE + AP + DG)= -= = -8,2312 ¢ =-S5 =1,0937
2 2
~F - ~ 1
~ L, + £ J S
(AE + BF + CG)= -2 —E = ~0,2562 » =2 Do 6 6187
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Y L - 2 |
(BC + AD + FO)= ——— & = _4,2812 B = e 3,8437
" - -~ "\'
A P~
D+ B+ EM= 1 F < 2,6437 p=2 ¥ 27,0187
2 - 2
~ - ~~ ~ 7
T & .+ 8
(c’b + BB + EF)= 6 G 0,33125 G = S = 15,7563

2 | 2

As estimativas dos efeitos -6,1937; 6,6187; 7,0187 ,
15;7563 associados aos fatores A, D, F e G, respectivamente ,
e a estimativa do efeito -8,2313 associado com a cpmbinagéo
linear BE + AF + DG foram provavelmente reais. 0 efeito
-4,67 foi grande, possivelmente porqgue auwbos os fatores B e G
£ém efeitos significativos, e entao intéragiram. Analogamente,
os fatores A e F interagiram contribuindo para o alto valor do
efeito -8,2312, os fatores A e E, C e G interagiram contribuin
do para o valor do efeito +7,0187, e o efeito -4,2812 depen -
dem da interagao dos fatores A e D, e F e G.

Ha fortes indicagoes de gue os fatores tempo de
austenitizacao (B) e tempo de incubagao isotermal (C); nao in

fluem na resisténcia mecanica do ago, mas os demais sao de

grande importancia, inclusive suas interacees.
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5.2.3. Construcao da fracéo 2?;? guando o delineamento nao es-

t8 saturado.

Foi mostrada em 5.2.1; a redugéo de uﬁ delinean
mento em que se deseja estudar k = N-1 variaveis em N combina-
¢oes de tratamentos, N = 2 e k = 3, 7, 15, ..., 2"-1.

Para valores intermediérios de k, os delineamen
tos de resolugao III podem ser obtidos, pela omissao de varia

- vels do delineamento de resolugéo ITTI, cuja ordem & a maior

mais proxima. Por exemplo, para testarmos 6 fatores em 8 combi

~ : . 7-4
nacgoes de tratamentos, pode ser usado um delineamento 2III’
eliminando qualquer coluna da matriz de delineamento. As ra

lacbes de ligagbes remanescentes manter-se-ao, com excecio de
todas as palavras contendo caracteristicas associadas com as
variaveis abandonadas,rque serao omitidas da estrutura de ligg‘
cao, e de qualquer estimador das.combinacces lineares.

Por exemplo, eliminando-as colunas 6 e 7 da'fré

cao 2121, em que a relagao de identidade & T = ABD = ACE = BCF
' 5-2

= ABCG, tem-se o delineamento 2111.
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ct. A B C . D E
de -1 -1 -1 1 1
a 1 -1 -1 -1 -1
bé -1 1 -1 -1 1
abd | 1 1 ~1 1 -1
cd -1 -1 1 1 -1
ace | 1 -1 1 -1 1
bc -1 1 1 -1 -1
abcde 1 1 1 1l -1

Uma aplicag¢ao numérica para esse caso pode ser
feita com um estudo de 5 fatores em 2 niveis cada um. Os j da
dos'foram extraidos de KEMPTHORNE (1979) e trata-se de um expe .
rimento conduzido em Rothamsted para determinar o efeito de
certos fertilizantes aplicados em raizes de beterrabas. Os fa

tores sao

A : sulfato de amonia

B : superfosfato

@

cloreto de potassio
D : sal agricola

F : adubo animal
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Vamos  utilizar a fragdo dada anteriormente, pa

ra escrever esse delineamento.

A B C D E
de T 1104 | -1 -1 -1 1 1]

a 1108 [ -1 -1 1 -1

be | 1008 | -1 1 -1 -1 1

abd 1312 1 1 -1 1 -1

Y= | cd = 1000 x= | -1 -1 1 1 -1

ace 1328 1 -1 1 -1 1

bc 692 -1 1 1 -1 -1
abcde 1508 1 1 1 1 1 1

Os efeitos ligados aos efeitos principais sao

A = BD = CE = ABCDE

B = AD ABCE = CDE
C = ABCD = AE = BDE

D = AB = ACDE BCE

E = ABDE = AC = BCD

As estimativas desses efeites principais sao:

A=363; B=-5 ©&=-1, D =197; £ = 209,
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5.3. Delineamentos oOtimos de Plackett e Burman

O nimero de parcelas (N) do delineamento reduzi

do & um maltiplo de 4.
Esses delineamentos com N = 4) , Xinteiro, sao
construidos por um método diferente devido a PLACKETT e BURMAN

(1946) . Neste caso sao encontrados os seguintes tipos de redu-

goes:
Se
k = 3 => reducao : 23 em N = 4 = 1.4 parcelas
k = 7 => redugao : 27 em N =8 = 2.4 parcelas
k = 11 => reducao : 21l em N =12 = 3.4 parcelas
k = 15 => reducao : 21° em N = 16 = 4.4 parcelas
_ ~ 43-1 _
k = 4X - 1 => redugao : 2 em N = 4) parcelas
0 mé&todo de PLACKETT e BURMAN (1946) consiste
na construcao de matrizes de delineamento para oOs valores
N = 4k até 100, excetuando~se o caso N = 92, este &€ resolvido

por BAUMERT, GOLOMB e MARSHALL (1961).

Serao explicadas a seguir as condicoes de exis-

téncia de tais matrizes.
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5.3.1. Existéncia de matrizes de delineamentos otimos

Como ja vimos, dada a matriz de delineamento X,

com N linhas e n colunas, o modelo para efeitos principais, na

forma matricial é

E(z) = HR , onde H = (1 X)

B' = (BO, Bll’ 821 AR 4 Bl—l)

~

Deve ser encontrado um delineamento tal que

H'H = NI

e os vetores colunas de X sejam ortogonais entre si, e ortogo-

nais a 1' = (1, 1, ..., 1).

Seja X, a i-ésima coluna de X. Se 1'%, = ¢y

X. & definido por MARGOLIN (1967) como um vetor coluna de

lor cy - Se cy .= 0 , Xi & um vetor coluna de soma nula,

se c, # 0, X. & um vetor coluna de soma nao nula.

Para que H'H seja diagonal, devemos ter

1) 1'X=0'" e xX'L =90, onde O0'= (0,0, ..., 0).

~
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2) X! X. =0, para i # J.

Se n = N-1, que & o maior nGmero de fatores em
dois niveis, que pode conter o delineamento, o problema de en
contrar um delineamento adequado torna-se em encontrar uma ma

triz H com N linhas e N colunas com as seguintes propriedades:

i) cada elemento é + 1

ii) uma coluna de H & 1= (1, 1, ..., 1)
iii) 1. H & ortogonal
2
N

Uma matriz assim é chamada matriz de Hadamard.

5.3.1.1. Definig¢oes e teoremas para construir as matrizes de

Hadamard.

® método de construcao de uma matriz de Hadamard
& devido a PALEY (1933). Esse método depende da teoria de cor

por finitos de Galois, e das definigoOes e teoremas a seguir:

Definicao: Seja a um elemento nao nulo do corpo

finito GF(pm); a & um residuo guadratico (RQ) do corpo se exis
2

te um elemento b no corpo tal que a = b“, e caso contrario a
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€ um residuo nao quadratico (RNQ).

Teorema l: O nimero de residuos quadraticos e

residuos ndo quadraticos sao iguais (p > 2).

Demonstracao
_ u ag-1 _
Para todo b = g onde g =1
a = p? = (au)2 = a2u = a2u—A(q—l) , A : inteiro
m
qa=p

Mas (g-1) é par, pois p > 2.
Portanto somente poténcias pares de o sao RQ.

Portanto existem %(q—l) RQ e %(q~l) RNOQ.

Definicao: Funcao de Legendre y(a)

X(0)

=0
X(a) = +1, se a & um RQ
X(a) = -1, se a & um RNQ
Segue, do teorema 1, que X(a) = 0, somando so
bre todo a € GF(pm).
Teorema 2: X(a) X(b) = X(ab)

Demonstracao:
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a, b e ab sao RQ se, e somente se (u + v) & par, ou seja, u e

v sao de mesma paridade. Isto prova o resultado.

Teorema 3: X (-1) = (+1 se g = 4t+1, t € 2

-1 se g = 4t-1, t € 2

Demonstracao:

Para que X (-1) = +1, -1 deve ser RQ.
se o = o => aqfl = +1

1
Portanto a§(qﬁl) =+ 1 = -1, desde que as po

téncias de o sejam distintas até aq—l
Portanto -1 & um RQ se, e somente se, %(q—l)e

par e igual a 2 t.

Logo, gq = 4t + 1

Teorema 4: Sejam u e v dois elementos de GF(pm),

u#v, p>2. Entzo somando sobre todo 7j € GF(pm), tem-se

L X(3=u) xX(j-v) = -1
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Nao sera feita aqui a demonstragao deste teore-

ma.

5.3.1.2. Método de construgéo das matrizes dé Hadamard

Usaremos os resultados anteriores para ' cons
truir uma matriz de Hadamard de ordem N com N = pm + 1 = 4k.
1) Considerando a matriz X = (xij), i, j, =0, 1, 2, ..., p

com p+1l linhas e p colunas, onde p = 4t - 1.

Xj0 T Xpy T 71

xgy = X(3 = 1) (1 #0, 3#0, i#3)

X,. = +1

ii
Considerando a matriz H = (%, X). Para esta ma
triz,‘temos
Ll — =
}Xi"XOi+X11+”'+Xii_+' b1
P
=-1+1+ & X(3~-1i) =0 (teo 1)

j=1
j#i
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! = . . . e w e Xy oo s ...
i %5 7 Foi¥os T Fui¥iy 7 RS ERT X51%53 *
N p v 3
=1-X(3 - 1i) - x4 = 3) + r Xt - i)(h - 3)
: ~h=1
teo 4
= 1l -X( =1) - x(1 = 3j) - 1
Mas, com p = 4t - 1, pelo teo 3, temos
X(3 - 1) = Xx(-1) x(x -3} = = X(1 - 3)
portanto
X! X. =0
~1. .~3
A matriz H & entao ortogonal.
2) Para construir H de ordem pm+l = 4t, associamos as linhas e

colunas (exceto a 1%) com os elementos de GF(pm) e a prova se

gue como antes.

Hadamard.

Uma matriz H assim construida é uma matriz de

3) S8e H € uma matriz de Hadamard de ordem N

H* =

H H >
H -H
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& uma matriz de Hadamard de ordem 2N. Portanto pode ser cons -
truido um delineamento para 2N-1 fatores em 2N parcelas, a par
tir de um delineamento para N-1 fatores em N parcelas. Mas ge
ralmente, uma matriz H, de ordem 2h(pm+l), onde pm = 4t - 1 ou

h .
27, pode ser construida por dobramentos sucessivos.

4) se p” = 4t + 1, (p"+1) n3o & divisivel por 4. Mas, uma ma
triz H de ordem 2(pn+l) pode ser obtida através de uma peque

na modificagao do método.

Considerando a matriz A = (aij), (llj =0, 1,
2, ..., p) de ordem (p"+1), onde p°= = 4t + 1.

a4 = an = +1 (i #0, 3 # 0)

aij = X(uj - ui) (i # 6, 3 # 0), onde u, é

o elemento de GF(pn) associado
a (l+l)? linha e coluna de 2,

i=1, 2, ..., p

00

A matriz A assim construida, €& ortogonal.
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Agora, substituindo

+1 +1

+1 pela sub-matriz C =
+1 -1
. -1 -1

-1 pela sub-matzriz -C =
-1 +1
+1 -1

0 pela sub-matriz B =
-1 -1

A nova matriz H formada & de ordem 2 (p+1) .

Considere os produtos escalares dasv(2il +1)2
e (21 + 2)2 linhas com as (21, + e e (2, + 2)2 1linhas.
Esta & uma matriz (2 x 2)M, .
i i
172
Agora Mi.i, = I(a. C) (a, ; ) 1
172 llj 12jc)+(B)(bii C)+(bii CYy (")

271 172

3 #5, ,  3#1y)

Cos )
Mlllz CcC
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pelos teoremas 2 e 3 para pn = 4t + 1

¢ 0
M, . = CC'0 + X(u, =~ u, )
1t 1 - t2 0 0
p" -
desde que L a, . a = 0 , pela ortogonalidade de A,
L 170 "i,5)
j=0 1 2
0 0
e os termos omitidos anulam-~se =
' 0 0
Finalmente, & claro que as (2i + l)? e
A A 1
(2{ + 2)? linhas sao ortogonais entre si.
l .

" Portanto H & ortogonal e do tipo exigido.

E portanto, por dobramentos sucessivos, podemos

obter as matrizes de ordem Zh{pn + 1) onde pn = 4t + 1.
5) Em resumo, temos:

Se N = Zh(pn + 1) = 4k, onde p & um nimero pri
mo Impar ou zero, pode ser construida uma matriz ortogonal HN’
cujos elementos sao +1 e -1.

As matrizes construidas por estes métodos in

cluem todos os valores de N = 4k até 100, excetuando-se 92.
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PLACKETT e BURMAN (1246) usaram o método modif;
cado para obter os delineamentos N = 52, 76 e 100. Para N = 36,
0 delineamento foi obtido por tentativa.

Observamos que, se N = p+l, isto &, m = 1, en

t3o, excetuando-se a ultima coluna que representa o tratamento

controle (1), X & uma matriz 01cllca.>Temos Xi+l,j+l = xilj e

entao é apresentada uma listagem com apenas a primeira linha

(ou coluna) de cada matriz.

5.3.2. Procedimento experimental

5.3.2.1. Matriz ciclica

Vamos supor um experimento com 9 fatores em 2
niveis. Desejando um experimento no qual os efeitos principais
podem serAdeterminados com uma precisao trés vezes tao grande
quanto com o qual o fator pode éer medido, necessitamos entao
de um delineamento com N = 12 = 3.4 combinacOes de tratamentos
e 2 niveis. Consultando a tabela da secgao 5.3.3., pode ser en

contrado o delineamento representado simbolicamente como segue:

1. Tomamos a linha indicada na tabela para N = 12:

R T T
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Esta vai ser a primeira coluna (ou linha) do de

lineamento completo gerado a seguir,.

2. Movemos a linha ciclicamente por 10 vezes e adicionamos uma

linha final de sinais negativos, portanto:

B C D E F 6 H N

- + - - -~ + + + - +
2 + o+ -+ - - - + o+ -
3 -+ -+ - - - + + +
4 + - + - + - - - + +
5 4+ 4+ - 4+ 4 -+ = = =+
6 + o+ o+ - + -+ - - =
7 — + + - + - + - -
8 - -+ + - + + S -
S - - - 4+ + + - + + - +
10 + - - - 4+ + + - 4+ + -
11 T e L S S
12 - - - - - - - = = = =

Observacao: Para obter a primeira linha ou coluna dessa matriz

de Hadamard, onde 12 = 11 + 1 . (p = 1l1), construimos o GF(1ll)=

= 0,1, 2, ..., 10 . Os residuos quadraticos deste 'conjunto
sio 12 =102 =1, 22=09%2-14, 32-382-9, 42-792-5,
2 2 '
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Entao

X(z) = +1 para z =1, 3, 4, 5, 9
e. x(z) = -1 para =z =2, 6, 7, 8, 10
Assim
Xyq =+ M
Xiz = X(2-1) = X(1) = +

X;3 = X(3-1) = X(2) = -
x,, = X(4-1) = X(3) = +
X1g = X(5-1) = X(4} = +
Xie = X(6-=1) = X(5) = +
x5 = X(7-1) = X(6) = -

Xy g = X(8-1) = X(7) = -

x1g = X(9-1) = X(8) = -
X1,10 = X{10-1) = X(9) = +
)11 % X(11-1) = X(10) = -

Podemos tomar as linhas deste delineamento como
referentes &s parcelas e as colunas como fatores ou componen -
tes. No'caso em questao existem 9 componentes, portanto somen-—
te 9 colunas sao necessarias, E assim, selecionando 2 colunas

quaisquer, digamos &s primeiras nove, obtemos:
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A B c D E F G H i
1 + - + - - - + + +
2 + o+ = + - - - 4 +
3 -+ - + - - = 4
4 + - -+ - + - - -
5 + - + + - + - -
6 + + - + o+ - o+ =
7 - +  + + - + 4+ - +
8 - - 4+ + o+ - -
9 - - = + 4+ - 4+
10 + - - - 4+ 4+ 4+ = o+
11 -+ - - = 4+ + + +
12 - - - - - — - —_

Os componentes (fatores) sao A, B, C, D, E, F,
G, H, I: o sinal + correspondendo ao componente E na parcela 3
significa que, naquela parcela, o componente 5 aparece no seu
valor extremo; o sinal - correspondendo ao componente C na par
cela 9 significa que, naquela parcela, o componente aparece no
seu valor nominal; e analogamente. Pode ser visto que»cada com
ponente aparece 6 vezes no valor extremo e 6 vezes no valor no

minal, portanto os arranjos sao simétricos.
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Para construir um delineamento para k = 27,
N = 28, os trés blocos A, B, C ilustrados na tabela da secggo

5.3.3. sao escritos ciclicamente da seguinte maneira:

A
Cc
B

QO p» w
PO

e as 27 linhas sao seguidas por uma linha de sinais negativos.

5.3.2.2. Aplicagao numérica

Para o mesmo exemplo, usado na secgéo 5.2.3.,
que € um experimento com 5 fatores em 8 combinacoes de trata -
mentos, construiremos a matriz de Hadamard com N = 4.2,

Da tabela na secgao 5.3.3. retiramos a linha pa

raN=28: + + 4+ = + - - e construimos a matriz

A 8 C D £ F G
1 - - 4+ - 4+ 4
2 + + - - 4+ - +
3 + + + - - + -
q -+ o+ 4+ = =4
5 + - + + + - -
6 e S S
7 - e +  + +
8 - - —_ - _— = -
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Como nos interessa apenas 5 colunas, -abandona -

mos as duas Qltimas ficando com

ad | 1008‘ ” 1 -1 -1 1 -1

abe 1284 1 1 -1 -1 1

abc 984 1 1 1 ;l -1

becd 860 -1 1 1 1 -1

Y = - X =

acde 1468 1 -1 1 1 1

bde 996 -1 1 -1 1 1

ce 896 -1 -1 1 -1 1

.(l) ] i 740 - L -1 -1 -1 -1 -1

E os estimadores dos efeitos principais sao:

92
Il

56,5 ; P=1,5 ; R=122,5 ; R =253,5 ; D=131,5.

5.3.3. Algumas linhas .dos delineamentos de Plackett e Burman

N =12 : 4+ + = + + b = = = 4 =
N =16 : + + + + = + = + + = = 4 = — -
N=20 : ++~=++&++ -+ -+ - - - = + + -
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N=24, + + + + - = — 4+ - -+ -+ - - ==

N=28, A £ c
S e T S Bt i S I -4 4+ - +
R Rt T T S R i s N S T i e e
et i T S I At IR N T AT A SHE R i
- -4+ -+ 4+ ++|--F+t - F - == F |+ -+ A+ -+ =
- ——4+ 4+ -4+ F+ 4|+ - ===+ - =+ + = =4+ -+
el e S S B e e i R T e S T T
¥4+ 4+ - =4 —F|=-=F = -t - -+ = -+ F
i e S R i I S SR T [ A o S
+ 4+ - - - —F++| -+ ==+ - F — ==t - -

N¥32, = == — 4+ — =+ —FF+ = — —F 4 F A d = — +F =+ —— +
N= 36.(0BTIDO FOR TENTATIVA).

B T S S e T
N=40. DELINEAMENTO OUPLO PARA HN=20.
N= 44,

e ek T T T S T ot b b o —
N= 48,

B i T T e e T T i it S i e e e e e i e

N= 56. DELINEAMENTO DUPLO PARA N=28 .

N= &0.

ettt Ak —t—F m—f—— ittt tFFm— bttt o —— = b o—— e ——

e e s

N= 64 . DELINEAMENTO DUPLO PARA N=32.
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5.3.4. O caso particular N = 92

WILLIAMSON (1944}, conseguiu uma matriz de Ha-
damard de ordem 172, incorporando umhautomorfismo especial de
ordem 3.

BAUMERT, GOLOMB e HALL (1962) aplicaram o méto
do de WILLIAMSON a uma matriz de ordem 4t = 92, Essa matriz H

tem a forma:

, A B C D ‘
-B A -D C
H = -C D A -B
-D -C B A

onde cada uma das A, B, C, D & uma .matriz 23 x 23 simétrica ci
clica. E a primeira linha de cada uma dessas matrizes é dada

abaixo

12 3 45 6 7 8 91011 1213 14 1516 17 18 1920 21 22 23

A [+ + = == 4+ — = = + - 4+ 4 - + - - - 4+ - - - %
B |+ - + 4+ — 4+ 4+ — — 4+ 4+ 4+ + + 4+ - - 4+ 4 - + + -
C |+ + + — = — 4+ 4+ — + - 4+ 4+ - + - + + - - = % +
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5.4. Planos para experimentos fatoriails simétricos s

Veremos agora uma forma mais geral do delinea -

mento descrito em 5.2.
Com a teoria sobre fatoriais fracionados ja vis

- : ' . N n . .
ta até aqui, e com o caso mais simples 277, podemos construir

planos de efeitos principais ortogonais para experimentos fato

n
.. . - . s -1 -
riais simeéetricos envolvendo —==T fatores, cada um em s ni

. n . ~ - _
veis, com s comblnagoes de tratamentos, onde s € um primo ou
uma poténcia de um nimerc primo.
Entao, podem ser feitas as redugoes como mostra

a tabela a seguir:
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Tabela de Delineamentos Reduzidos
delineamento nimero de delineamento
completo fatores reduzido

23 3 22
27 7 23
n
2(27-1) 21 2"
34 4 32
313 13 33
n )
S -1 3N, n
3V 2 —5- 3
4° 5 4%
> 2 ‘
4 1 21 43
4" n
4 3) i1 4"
3
5.1 n
5( 7 5-1 gh
4
n
= ~l; Pl n
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n
O delineamento reduzido tem Ss~i fatores em s

niveis. As combinacoes de tratamentos de um plano de efeitos
. . s =1 n ~

principais para ~——-3 fatores em s observagoes podem ser ob

tidas, escolhendo-se n combinagoes de tratamentos de um  fato

. n '
rial completo s e gerando-se os fatores remanescentes pelas

. ~ o n
interagoes do experimento s .

5.4.1. Construczo de um plano de efeitos principais s

Vamos representar os n fatores do plano fato
. n m - - » ,
rial s, onde s = p e p €& um numero primo, por:
Xl’ Xor vy Xn

e suas interacgoes generalizadas por

k1 K n m
Xl X7 e Xn , onde ki € uF(p')

e lembrando que, por convencao, a poténcia do primeiro fator
gque aparece numa interacao & igual & unidade.

Para demonstrar a construcao de um plano de
efeitos principails oxtogonais, faremos umna ilustragéo com um
plano para os qguatro fatores A, B, C e D, cada um tendo 3 ni
veis, em 9 combinacoes de tratamentos.

Entdao, neste exemplo, temos s = 3, n = 2 e

Sn"l = 4
s-1
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Representamos os fatores A e B por Xl e X2 do
plano fatorial 32 ¢ os fatores C e D serdo as interagoes gene-
. 2 2
ralizadas do plano 37 : XlXZ e Xlx2 .
A B C D
X X X, X, X, X2
1 2 172 172
0 0 0 0
0 1 1 2
0 2 2 1

1 1 2 0
1 2 0 2
2 0 2 2
2 1 0 1
2 2 1 0

=
o
[
=

~ : _ - 2 o
As relacgoes de identidade sao ABC e ACD, pois

-y 2 _
ABCT = X X, (X, X,)7 = X

- W

+ 2y
ACR = Xy (X X,) (X,X5) = X
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5.5. Planos de efeitos principais e arranjos ortogonais de re-—

sisténcia dois.

5.5.1. Arranjos ortogonais de resisténcia dois

3 m - . -
Sejam k fatores em s = p niveis, onde p & um

nimero primo. Um arranjo ortogonal de resisténcia d, de tama

nho N, com k fatores e s niveis consiste em um subconjunto com
. ~ . . k
N combinagoes de tratamentos de um experimento fatorial s com
. . d . ~
a seguinte propriedade: todas as s combinagoes de tratamentos,
correspondentes a quaisquer d fatores escolhidos entre k, ocor
rem um igual namero de vezes no subconjunto. A notacao para o
arranjo pode ser a seguinte: (N, k, s, 4d).
Os planos para experimentos fatoriais simétri

cos fracionados, que serao desenvolvidos a seguir, sao arran-—

jos ortogonais de resisténcia dois. Chamamos estes planos de

planos de efeitos principais porque eles permitem estimagao oxr

togonal de todos os efeitos principais quando as interacgoes es
tao desprezadas.
Como exemplo de um arranjo ortogonal de resis-

- . . . 4
tencia dois, vamos escrever um fatorial 27
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A

O o — — o — o o — — o o —~ o —~ = o

M

<

A

O o — — o — o o — o — — o — o o —

m
.r.l1!!.!Il!.\l».lnl!ll...!!.llllllillls.tl.'lll..l..r!.oit_
I A )
| M o — — o o — — o — o o — — o o —
e e e e e e e e e e e e 2

A

m o —~ o — — o — o — o — o o —~ o —

@]

M [en} o — — —~ — o o — — o o o o — —

w o — — o o — — o o — — o o — — o

m o — o — — o — o o — o — — o — o

m o o — — — — o o o o — — — — o o

w o — o — o — o — — o — o — (=] — o

b o e wee e e e e e e e e e b e me mee we bme e e e e e mme e e e dee e e s e e e e e e e e e

Escolhendo duas colunas quaisquer, por

exenmnplo

toda

as duas indicadas pelos retangulos, podemos observar que
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. ~ 2 - '
combinacao de tratamentos neste 2 acontece o mesmo numero de

vezes.,

Temos 00, 01, 10, 11 em 4 vezes cada uma.

5.5.2. Construcao de planos de efeitos principais para

(2(sn~lVQs—l) - 11 fatores em 2 s combinac8es

“de tratamentos.

Foi mostrada a existéncia por ADDELMAN e KEMP -
THORNE (1961), de planos de efeitos principais para [2(sn—l)/'(s—l) - l}
fatores, cada um em s = pm niveis, com 2 S combinagoes de' tra
tamentos, usando a teoria de grupos de Galois.

Na obtencao de um plano deste tipo, além da teg'
ria algébrica, sao necessarias mais algumas definigoes que fa
remos adiante. Utilizaremos um exemplo para auxiliar na demons

tragao do método em estudo.

5.5.2.1. Notacoes e definicgoes preliminares

Vamos representar os n fatores por

X X X

l] 2’ LR n

e suas interacgoes generalizadas por
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’ m
171 272 nn ! k; € GF(p")

e o coeficiente do primeiro fator que aparece numa interacao &

a unidade.

- . n
Ja sabemos como construir um s para estudar -

m
s -1
;-7 fatores.
Sejam uq, Uy, ---7 Uy 4 OS elementos de GF@?5'
e sejam ug, ui, vy ui_l os elementos de GFz(pm) que &€ o
conjunto dos gquadrados dos elementos de GF(pm). Por exemplo,
se pm =g = 3
GF(3) = {0, 1, 2}
,
GF™(3) = {0, 1}

Definicao: Dois fatores X, e Xj sao ortogonais-

entre si, se cada nivel de Xi ocorre o mesmo numero de vezes

com todo nivel de Xj‘

Definicao: Dois fatores X, e Xj sao semi-ortogo

nais entre si se:

m - ¥ - - v
a) para p (s = p ) um numero primo Impar, um nivel de hj ocoxr-
n-2 1 oo n-2 v
re s vezes e §(s~l) niveis de Xj ocorrem 2 S vezes com

cada nivel de Xi’

- . V 1’)‘-2
b) para = 2, 1 s niveis de cada X. ocorrem 2 s vezes com
P 5 i
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cada nivel de X, .

5.5.2.2. Desenvolvimento de um exemplo ilustrativo com mais

algumas definicoes.

Considerando um experimento fatorial 37, quere-

- 2 . - - .

mos estuda-lo com 18 = 2.3 combinacoes de tratamentos. Ja vi
mos, ha secgéo 5.4., como obter um fatorial 34 em 32 combina-

cOes de tratamentos.

~ S
Entao comecamos com = e = 4

2 . ~ . s
fatores em 3”7 combinacoes de tratamentos e adicionamos s fato--

. .n
res para obter EE:% + s =2s + 1 =7 fatores, como segue:
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A B o D 3 E F G
¥

A B AB AB ;
: :

X X X.+X X, +2X ! x2+x x2+x +X x2+2x +

1 2 152 1% 1 175175 1HE

; _
|

0 0 0 0 z 0 0 0
s

0 1 1 2 t 1 1 1
|

0 2 2 1 f 2 2 2
|
|

1 0 1 1 | 1 2 0
x
{

1 1 2 0 x 2 0 1
I
§

1 2 0 2 c 0 1 2
‘ .

2 0 2 2 ‘ 1 0 2

* |

|

2 1 0 1 | 2 1 0
{
|

2 2 1 0 , 0 2 1
|

Neste plano, as trés lUltimas colunas nao sao or
togonais em relacdao as trés primeiras colunas. Para verificar

a seni-ortogonalidade podemos tomar, por exemplo, as duas colu

nas relativas a C e a F,.
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C F C F
X, +X X2+X +X X, +X X2+X +X
oL 72 B R 172 17172
0 0 0 0
1 1 0 1
2 2 0 1
1 2 1 1
2 0 D 1 2
0 1 1 2
2 0 2 2
0 1 2 0
1 2 2 0
Neste exemplo, .sn = 32, logo p = 3 um numero

primo Impar. Nas colunas C e F notamos gue um nivel de C ocor

re sV2 = 3272 - 3 vez com um nivel de F e E%l»: E%l

de C ocorre 2/8n~2 = 2 30 = 2 vezes com um nivel de F.

= 1 nivel

Portanto, o plano que ja foi construido €& chama

do de semi-plano. Devemos adicionar 9 combinacgoes de tratamen-—
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tos a este semi-plano para obter o planc desejado. Estas combi
nag6es de tratamentos serao adicionadas de tal forma que ague

les fatores que sao ortogonais no primeiro semi-plano, no exem

plo os 4 primeiros fatores, sejam ortogonais também no segundo

semi-plano. E, de forma que os fatores que sao semi-ortogonais

no primeiro semi-plano, no exemplo, os trés ultimos fatores, se
jam semi-ortogonais no segundo semi-plano, mas de modo inverso.
Vejamos, no exemplo, o que isto quer dizer. Tomando novamente

as colunas C e F, vamos escrevé-las no primeiro e segundo semi

-planos.
Primeiro Semi-Plano Segundo Semi-Plano
Cc F Cc F
X +X X2+X +X X, +X X2+X +X
=172 1 71 72 . 172 171 72
0 0 0 0
0 1 0 2
0 1 0 2
1 1 1 1
1 2 1 0
1 2 1 0
2 2 2 2
2 0 2 1
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Os fatores do segundo semi-plano podem- ser re

presentados por:

Xl ’ x2 ’ Xl+x2+bl , Xl+2X2+b2, ooy X1+(S'1)X2+bsé

l H4
kX2+X kx2+k X, +X,+cC kX2+k X, +X,+cC
172 7 1 7171 72 71 17271 72 72 7
kX2+k X +X,+
s 1 s-1%17%2" -1
Os coeficientes bl’ b2, ooy bs__l , kK, kl, k2,
~ m
ey ks—l’ Cyr Cor =-er Cg_y sao elementos de GF(p ). B
as regras sao:
Para p primo impar
1) k & um elemento de GF(pm), mas nao € elemento de GFz(pm).
No exemplo, k = 2 pois s = pm = 31.
_k -1 ‘ L m
2) bi = I com todas as operacgoes efetuadas em GF(p ).
3) k; =ik com todas as operacoes efetuadas em GF (p™) .

4) c, —'~w~z~l— com todas as operagOes efetuadas em GF(pm).
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Para p = 2

3) b, e c; serao obtidos por tentativas.

Neste Gltimo caso, p = 2, uma forma mais adequa
da para estudar o problema & através do uso de matrizes duplas

dé Hadamard.

No exemplo, em que j& construimos o semi-plano,

estamos trabalhando com GF(31), entao temos: k = 2 ' desde
que CGF(3) = 0, 1, 2 e GFr® = 0, 1
_ 2-1 1 _ 1 _ _ _
by = O 8§37 ° 1.2 = 2 , desde que 2.2 = 1 (mod 3)
_ 2-1 1 _ 1 _
by 1ty Tis T 101 (mod 3)
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_2%e-n 41,
€2 4 7~ 1
E podemos escrever o segundo semi-plano completo
Segundo Semi-Plano
A B C D E F G
X X X +X,+2 X +X,+1 2X2+X 2x2+2x +X,+1 2X2 +X, +X,+1
1 %2 A% 1% X1y 12X, 115
0 0 2 1 0 1 1
0 1 0 0 1 2 2
0 2 1 2 2 0 0
1 0 0 2 2 2 1
1 1 1 1 0 0 2
1 2 2 0 1 1 0
2 0 1 0 2 1 2
2 1 2 2 0 2 0
2 2 0 1 1 0 1
Para formar o plano de efeitos principais com

pleto 37 em 18 combinag¢des de tratamentos, devemos tomar os
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dois semi-planos juntamente. Na tabela da pagina 171, mostré -
mos esse plano.

Comparando novamente as colunas C e F, neste
plano total com 18 combinagoes de tratamentos, as combinagoes,’
ja arranjadas para melhor verificacao, sao: 00, 00, 11, 11, 22'
22, 12, 12, 01, 01, 20, 20, 21, 21, 02, 02, 12, 12. Cada com-
binacao aparece duas  vezes, logo as coiunas sao ortogonais. |

Neste plano total, os sete fatores constituem
o nimero maximo de fatores, em 3 niveis, que podem ser adapta-
dos em 18 combinagoes de tratamentos.

Usando a notagac de arranjo ortogonal de resis-

téncia 4, que & (N, k, s, d), podemos dizer que foi gerado um

(18, 7, 3, 2).
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Plano de efeitos principais para 0‘37 em 18 combinacoes de tra

tamentos.,

A B C D E F G

; 2
X X 42K, XK X 4, x:2L+2xl+>;2

‘, 5 .
X 1 );2 X1+X2+2 Xl+x2+l ZX:2L+X2 2Xl+2xl+X2+1 in”{fxzﬂ

0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 2 1 1 1
0 2 2 1 2 2 2
1 0 1 1 1 2 0
1 1 2 0 2 0 1
1 2 0 2 0 1 2
2 0 2 2 1 0 2
2 1 0 1 2 1 0
2 2 1 0 0 2 1
0 0 2 1 0 1 1
0 1 0 0 1 2 2
0 2 1 2 2 0 0
1 0 0 2 2 2 1
1 1 1 1 0 0 2
1 2 2 0 1 1 0
2 0 1 0 2 1 2
2 1 2 2 0 2 0
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5.5.2.3. Outros arranjos ortogonais de resisténcia dois

Se desejarmos gerar um (54, 25, 3, 2) podemos

proceder da seguinte maneira:

1) Para 3 fatores, sabemos como obter um 313 em 33 combinacoes

de tratamentos usando o procedimento usual (construir o 33 e

reclassificar as colunas).

2) O primeiro semi-plano & gerado por:

X X

17 X

Xl+X3, Xl+2X3f X2+X X,+2X

5 l+2X2, X3,

X +X X, +X,+2X X, +2X

3r Xyt+X, 3r Xy 2 X+2X,+2X,.

Ty, RyFeX,HtaXg

+X

1 72

Estas 13 colunas sao ortogonais e a elas adicio

namos as 12 colunas seguintes.

) 2 2 2 2 2
X]+X,, X[+X +X,, X]+2X +X,, X]+Kg, XT+X +Xg5, X]+2X +Xg,

2

2 2 R 2
Xl+(X2+X3), X l+2xl+(xz+x3), Xl+(X2+2X3),

l+xl+(X2+x3), X

2 2

X1+Xl+(xz+2X3), Xl+2Xl+(X2+2X3).

O primeiro semi-plano & um 325 em 33 combina-

coes de tratamentos, onde nem todos os fatores sao ortogonais.
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2) O segundo semi-plano & obtido de maneira analoga aquele -“do

plano menor obtido no exemplo anterior.

Alguns dos arranjos ortogonais mais uteis que

podem ser construidos, usando o procedimento descrito, sao:

(32, 9, 4, 2), (128, 41, 4, 2), (50, 11, 5, 2),
(250, 61, 5, 2), (98, 15, 7, 2), (128, 17, 8, 2) e
(162, 19, 9, 2).
Os arranjos (18, 7, 3, 2) e (32, 9, 4, 2) fo

ram construidos por BOSE e BUSH (1952), utilizando outros pro-

cedimentos.

5.6. Planos de efeitos principais para experimentos fatoriais

assimétricos.

5.6.1. Condicao para que as frequéncias sejam proporcionais

A condigao necessaria e suficiente para que o0s
estimadores de efeitos principais de dois fatores quaisquer se

jam nao correlacionados & que os niveis de um fator ocorram ,
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com cada um dos niveis de outro fator, com freqliéncias proﬁor-
cionais. Esta condigao foi provada por PLACKETT (1946) e ADDEL
MAN (1960).

Considerando dois fatores A e B, ocorrendo em

<« . . .
r e s niveis, respectivamente. Seja

N : numero de observacoes no plano
ny. : numero de vezes que o nivel i do fator A ocorre no plano
Ny o numero de vezes que o nivel j do fator B ocorre no plano
nij : nimero de vezes que o nivel i do fator A ocorre com o
nivel j do fator B.
Portanto,
X i3 = ny. ' X i3 = nf] e .z nij = N
J 1 1,3

E uma condicao necessaria e suficiente para que
os estimadores dos componentes de dois fatores A e B sejam or

togonais entre si e também a média, u, num arranjo fatorial, é:

ni. N,
n.,. = - J
1] N

Usando a condicao de freqgliéncias proporcionais,

ADDELMAN (1962) mostrou que & possivel derivar varias classes
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de planos de efeitos principais ortogonais para experimentos

fatoriais assimétricos. E o gue veremos a seguir.

5.6.2. Planos para experimentos fatoriais assimétricos

5.6.2.1. Descricao do método de colapso

Temos

tl fatores em sy niveis

t2 fatores em s, niveis

t, fatores em Sy niveis

n ~ - . -~ . .
em s, observagoes, onde s; & um primo ou a potencia de um pri

mo, e

k
sl > 52 > e > sk e i t. < _——

O procedimento para construir um plano de efei
tos principais ortogonal para o experimento

€ ty N Stk
SZ .- 9 @ X k



176

n ~ ,
em sl observacgoes, consiste em causar o colapso de fatores,

ocorrendo em S niveis, para que se tornem fatores ocorrendo

em s, niveis (i 2, 3, ..., k), pela utilizagéo de uma corres

pondéncia univoca do conjunto de sl‘niveis ao conjunto com s

i
- 2
niveis.
19) Construimos um plano de efeitos principais ortogonal, pa
ra experimento fatorial simétrico. Este plano envolve
n
s;-1 :
1 s n . ~
-7  fatores, cada um em s, niveis, com sy combinacoes de
1

tratamentos, onde Sy € um primo ou a poténcia de um primo.

2Q) Causando o colapso dos niveis de t, desses fatores para s,
niveis, onde S, < Sy através de uma correspondéncia univoca
do conjunto de Sy niveis ao conjunto de s, niveis.

3?) Analogamente, provocando o colapso dos niveis de t, dos fa

3
tores originais, onde S3 < S, < Sy.

E assim por diante.

5.6.2.2. Ilustracao do método de colapso

Mostraremos a construgéo de um plano de efeito

principal ortogonal para o experimento fatorial 22 X 32 com 9
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combinagoes de tratamentos.

19) Neste plano, temos tl =2 e s, =3, e t, =2, S, = 2.

2 -1 32 -1

ra —_— = — = 4 fatores, cada um tendo s, = 3
s, - 1 3 -1
1

niveis, em s? =32 -9 combinagbes de tratamentos.

A B C D
X X X, X XX2
1 2 12 142
0 0 0 0
0 1 1 2
0 2 2 1
1 0 1 1
1 1 2 0
1 2 0 2
2 0 2 2
2 1 0 1
2 2 1 0

2Q) Cada um dos dois primeiros fatores serao transformados, por
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colapso, em fatores com 2 niveis usando a seguinte cadeia de

correspondéncia:

Fatores em 3 niveis Fatores em 2 niveis
Q = 0
1 —_— 1
2 E— 0

39) As combinagoes de tratamentos, resultantes constituem um

plano de efeitos principais ortogonais para o experimento
22 X 32.
ct A B C D
(1) 0 0 0 0
bed? 0 1 1 2
c%a 0 0 2 1
acd 1 0 1 1
abc? 1 1 2 0
ad2 1 0 0 2
c?a® 0 0 2 2
bd 0 1 0 1
c 0 0 1 0
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Verificando a condicao de freqliéncias proporcio

N,. N..
—_1 Temos N = 9 , ng. = 6 , ny. = 3,
N
3, n., = 3, n., =3 . Entao,
6 x 3 _ _ - -
5 = 2 = ngyq Dgo esta correta e
3 x 3 _ _ _ : -
5 =1 = ull nl2 esta correta.

A condicao de freqgliéncias proporcionais ndo - de
do tipo de cadeia de correspondéncia para estar satisfei
escolha dessa correspondéncia s tem influéncia na efici-

dos estimadores.

5.6.2.3. Outras cadeias de correspondéncia

nm

1) Se péra algum i, s, = s; entao um fator com S, niveis
pode ser transformado em Sl"l fatores, cada um tendo Sq ni
S,—1
1

veis.

Desde que exista um plano de efeitos principais ortogo -
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s, =1

. m

nal para ——— fatores, cada um em Sy niveis, com S; = sy
sj-l

-

combinacoes de tratamentos, podemos trocar cada um dos s; ni

. m . ~ y
veis por uma das Sy combinacoes de tratamentos.

Por exemplo, $q = 4 = 27 => si = 2

logo, existe um plano de efeitos principais para

Sy - 1 4 -1
= = 3 fatores em s; = 2 niveis cada um, em
s, =1 2 -1
i
S? = 22 combinagoes de tratamentos. A cadeia de correspondén -
cia é
Fator em 4 niveis Fatores em 2 niveis
0 > 00O
1 -> 011
2 - 101
3 - 110
~ . 5 2 . ~
Entao, por exemplo, um experimento 4 com 4~ combinacoes de

tratamentos pode ser transformado em um plano de efeitos prin

cipais para o experimento 43 X 26 com 42 observacgoes.

B B2 Ex n
2) Para o experimento s x s;7 x S;° X ... X 57 em 2 s; com
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binagoes de tratamentos, onde s € um primo ou uma poténcia de

um primo.
Sy > 8y > ... > Sy s, < S < 2 s e
k (s7 - 1)
1+ I ti < -
i=1 Sy - 1

pode ser feito o seguinte:

a) Construiremos um plano de efeitos principais ortogonal para

sy -~ 1

L fatores cada um tendo s, niveis, em s? observacgoes.
s, - 1

1
b) Repetimos este plano e trocamos os niveis 0, 1, 2,...,(51—1)
de um fator por Sy (sl+l), (5142), .oy (2sl~l), respectiva-

mente, e adicionamos s? combinac¢oes de tratamentos.

c) Transformamos os fatores apropriados para obter o plano de

sejado.

Por exemplo, tendo o experimento 5 x 32 X 2 com

2.32 combinagoes de tratamentos.

Primeiro, construimos um plano para o fatorial
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34 com 32 combinacgoes de tratamentos. Chamando os 4 fatores de
A, B, Ce D, repetimos as 92 combinagées de tratamentos, mas
trocamos os niveis 0, 1 e 2 do fator, por exemplo, pelos ni
veis 3, 4 e 5 respectivamente, aos quais adicionamos nove com
binacgoes de tratamentoé. As 2 x 32 combinagoes de tratamentos
obtidas formam um plano de efeitos principais ortogonais para

o experimento 6 x 33

5.6.2.4. Anadlise de um plano de efeitos principais para fato-

riais assimétricos.

A notagao matricial do modelo é

y = XB + e
onde
B : vetor de efeitos e interagoes.
Temos
B = (.X'X)“l X'y onde (_X'X)—l € a matriz de variancia-cova
riancia.
Para ilustrar, wvamos considerar o plano de

. Co e . . 2
efeitos principais para o experimento fatorial 2% x 3 cons-
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truido em 5.6.2.2.

As observacgoes yijkm podem ser expressas em ter

mos de efeitos principais como

Yijkm u+aA+bB+ckLCL +d D+deDQ+e Skm onde
A, B,_CL, CQ, DL’ DQ sao os efeitos e a bj’ Crr,” ckQ’ dmL’
de sao os coeficientes dos contrastes ortogonais que definem

os efeitos correspondentes.

Assumimos os fatores como sendo quantitativos e

os niveis igualmente espacados.

Para um fator F, com niveis 0, 1 e 2, escreve -

mos
L = Fz‘— F0 ' efeito linear de F
= — — P — — — s = : F
0 F2 ZFl FO (F2 Fl) (Fl FO) efeito quadratico de
e podemos obter F2 - Fl =L *0
2
_ L -0
Fl - FQ =
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A matriz de coeficientes, cuja forma de obté-

-los ja foi mostrada em 3.1.2.3 , é dada por

u 1/3a  1/3B ¢ 1/3¢, Dy 1/3D,
1 -1 -1 -1 1 -1 1 1
1 -1 2 0 -2 1 1
1 -1 -1 1 1 0 -2
1 2 -1 0 -2 0 -2
X = 1 2 2 1 1 -1 1
1 2 -1 -1 1 1 1
1 -1 -1 1 1 1 1
1 -1 2 -1 1 0 -2
1 -1 -1 0 -2 -1 1
9 0 0 0 0 0 0 ]
0 18 0 0 0 0 0
0 0 18 0 0 0 0
X'X = 0 0 0 6 0 0 0
0 0 0 0 18 0 0
0 0 0 0 0 6 0
o 0 0 0 0 0 18 |




E os estimadores

u 2
1/3 A -1
1/3 B -1

¢ -1% -3
1/3 CQ 1

BL -3

173 D 1

185
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Com essas matrizes obtidas acima podemos ter,

por exemplo, oOs seguintes valores:

W b

&« _ 1 - - -

A =& [ “Yy < ¥y - ¥z * 2¥4 + 2y5 + 2y, 27 Yg ~ Yg]
_ 2

e V(A) = ¢g°/2

e também

e =

L [-¥y +¥3 + v = Y5 + ¥q ~ ¥g]

(el ]

com V(CL) = 02/6

A estrutura de anadlise de variancia & dada por

Fonte de Variacdo G.L.
A 1
B 1
CL 1
1

o
DL 1
1

Do
Erro 2

Total 8
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Ao se realizar este estudo, procuramos chamar a aten
cdo para uma técnica que faz parte da teoria de confundimento,
e gue consiste em reduzir o nimero de observagoes de um experi
mento, de uma forma conveniente para fornecer resultados segu
ros. Essa técnica & muito pouco usada pela falta de literatura,
sendo que, em nossa pesquisa, sO encontramos estudos tedricos
relativos a esse assunto. O interesse, entao, consistiu em reu
nir as técnicas, apresentando exemplos, para tentar contribuir
com aqueles que desejam uma experimentacao mais econdmica e
mais pratica.

Assim, foi mostrado como confundir efeitos e intera
¢Oes dos fatoriais, e depois foi mostrado como confundir inte
ragOes de ordem maior ou igual a dois, entretanto sem perder
suas informacgoes.

Faremos agora algumas consideragoes sobre os métodos
apresentados, e, também, chamaremos a atencao para alguns ca
sos que nao foram mencionados, mas gque se enquadram cOmO pla
nos de efeitos principais.

O primeiro método estudado, o que permite reduzir de

lineamentos fatoriais 2k em delineamentos com N combinagoes
de tratamentos, onde N = k-1 & o mais simples e de aplicagao
mais pratica. (Basta determinarmos as relagoes de identidade

e conseguirmos a relacao definicao completa, e a partir dai po
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demos determinar os efeitos ligados aos efeitos principais).Eg
te caso foi, intencionalmente, mails detalhado, pela sua simpli
cidade, para mostrar as vantagens gque existem na redugao do né
mero de observacoes de um experimento.

Os delineamentos do primeiro caso. também poderiam

ser obtidos através das reducgOes conhecidas como delineamentos

de Plackett e Burman, que constituem o segundo método apre

sentado neste estudo. Como foi visto, o nimero de parcelas do

delineamento reduzido € um miltiplo de 4. A diferenca entre es

ses dois primeiros casos pode ser apresentada através de um

exemplo: Tendo 9 fatores em 2 niveis cada um, e desejando fa

zer uma reducao no delineamento, poderiamos optar pelo primei-
15-11

II1 '
isto &, um delineamento com 16 parcelas experimentais. Ja com

ro método, e entao precisariamos construir uma fracao 2

o segundo método, existe a possibilidade de analisar 9 fatores
em 2 niveis, fazendo N = 12 parcelas experimentais, como foi
feito em 5.3.2.1., embora fique diminuida a precisao com que
cada fator é expérimentado.

O terceiro método & tratado como uma forma mais geral

do que foi mostrado no primeiro, e podem ser‘vistas, pelo qua
dro 5.4., quao vantajosas sao as reducoes, se considerarmos que,
a& medida em que s aumenta, o nimero de combinagoes de tratamen
tos de um delineamento completo aumenta consideravelmente.

Os arranjos ortogonais de resisténcia dois, colocados

como quarto método, sao de obtencho mais trabalhosa, entretan-
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to, permitem reducdes maiores do que as que poderiam ser cons-

truidas com o terceiro método. Para comparagao pode ser visto

que um 37 & reduzido em um 2.32 = 18 combinagoes de tratamen -

tos com o procedimento do 49 caso, e, por outro lado, precisa
ria de 33 = 27 combinagoes de tratamentos no 39 caso.

O tltimo caso apresentado, estabelece e ilustra o me

todo de colapso para experimentos fatoriais assimétricos. Essa
técnica € muito versatil porque permite varias redugoes, para
diversos tipos de delineamentos. Pela extensao deste trabalho,
nao foram apresentadas aplicagBés praticas de'todas as cadeias
de correspondéncia mencionadas. Mas, por considerarmos esta
técnica de muito interesse, e entendermos ser esta pouco difun
aida, pretendemos realizar tais aplicacgoes praticas posterior-
meﬁte.

Um delineaﬁento experimental que nao foi apresentado
antes, & mencionado agorércoho um plano de efeitos principais.
Este tipo de delipéamento € o quadrado latino. Dado um quadra-
do latino sxs, podemos apresentar as linhas como s niveis de
um fator e as colunas como s niveis de um segundo fator. Por
nao apresentar interagoes entre fatores, um quadrado latino de
lado s pode ser visto como uma fragao 53—2 de um fatorial s3.
Como extensao, temos os quadrados greco-latinos que sao planos
de efeitos principais para 4 fatores e os quadrados hiper-gre-
co-latinos que sido planos de efeitos principais para 5 fato

Yes.
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Para continuagéo deste estudo, estamos coletando exéem
plos de aplicagOes com numero muito grante de fatores, para
mostrar as vantagens de um delineamento reduzido, e, inclusive,

tentando adaptar o uso.de computador para a obtencao das tabe

las de corpos de Galois.
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