INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE
E SOLUC‘I}-V\O DE NORMA MINIMA EM DEL INEAMENTOS EXPERIMENTAIS

MARDA DZALINA FERREIRA ALVES

Orientador: PROF. DR. ANTONIO FRANCISCO IEMMA

Dissertagdo apresentada & Escola
Superior de Agricultura “"Luiz de
Queiroz "~ da Untversi dade de Sdo
Paulo, para obtengdo do titulo
de Mestre em Agronomia. Area de
Concentragdo: Estatisttica e Ex-
perimenta¢cio Agrond8mica.

PIRACICABA
Estado de S3o0 Paulo - Brasil
Julho - 1990



Ficha catalografica preparada pela Segao de Livros da
Divisao de Biblioteca e Documentagao - PCAP/USP

Alves, Maria Izalina Ferreira
AL741 Inversa generalizada de Moore-Penrose e solugao
de norma minima em delineamentos ekperimentais. Pi
racicaba, 1990.
8lp.

Diss. (Mestre) - ESALQ
Bibliografia.

1. Delineamento de experimento 2. Estatistica ma-
tematica 3. Modelo de Gaus-Markov 4. Modelo matemati
co I. Escola Superior de Agricultura Luiz de Queiroz,
Piracicaba.

CDbD 519.5



INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE
E SOLU(,LKO DE NORMA MINIMA EM DELINEAMENTOS EXPERIMENTAIS

HARIA 1ZALINA FERREIRA ALVES

Aprovada em: 31.07.80
Comissdo julgadoras

Prof. Dr. Antonio Francisco lemma ESALQAUSP
Prof? Dr? Maria Cristina Stolf Nogueira ESALQ/USP

Prof. Dr. Jo3o Riboldi RGS

Prof. Dr. ANTO CISCO IEMMA




ii.

A minha m3e, Diva,
pelas lutas e sacrificios

empenhados para meu desenvol vimento.

A minha avdé, Maria,
e as minhas irm3s, Ldcia e Rosa,

pelo apoio e carinho.

A minha filha, Rita,
por ser a motivacdo de

toda a caminhada.

A Tiemi, Rosana,
Jodo e Gabriel,
pessoas que me fazem acreditar
que a amizade ¢ feita de

amor incondicional.

DEDICO



iii.

Ao Prof. Dr. F. Pimentel Gomes,
precursor da Estatistica no Brasil,
que me despertou para esta &rea e

me concedeu a honra de sua confiancajs

Ac Prof. Dr. Antonio Francisco Iemma,
orientador, mestre, amigo,
que me estendeu a m3o e me fez

caminhar até esta etapa;

MEUS AGRADECIMENTOS ESPECIAIS.



iv.

AGRADECIMENTOS

Aos Profs. Drs. Humberto de Campos e Décio
Barbin, pela oportunidade de realizac3c do Curseo, apeoio,
compreensioc, amizade e experiéncias transmitidas.

Ao Prof. Dr. Cassico Roberto de Melco Godoi, pe-—
las discussdes e valiosas sugestides para a realizacio deste
trabalho, e peloc apoic profissional.

Ac Prof. Dr. Izaias Rangel Nogueira, pelos va-—
liosos e pacientes ensinamentos.

A Profa. Dra. Maria Cristina Stolf Nogueira,
amiga, companheira, pelo apoio, colaborag3o e pelco agradavel
convivic profissional.

Ao Prof. Dr. Manuel Luiz Figueirda, meu pri-
meiro orientador, pelo incentivo em minha iniciac3o cienti-
fica, ponto de partida para minha carreira profissional.

Ao Prof. Dr. WVivaldo Francisco da Cruz, pelo
incentivo, colaboragdo, e ensinamentos transmitidos.

A Fundacioc de Amparc & Pesgquisa do Estado de
S3c Paulo (FAPESP), pela concessioc da bolsa para realizacdo
do Curso.

Ao amigo Luiz Elcoi Pinto Ferreira,in memoritam,
pelc incentivo constante e pela lig8o de vida transmitida.

Aos amigos Marisa A.C. Duarte, Pedro Carvalho
Rodrigues, Dinara X.¥. Fernandez, Amauri de Almeida Macha-
do e Andrés Enrique L. Reyes, peleo aproico e confianga incon-
dicionails, em todas as etapas.

Aovs amigos Mario Luiz Venturini, José Antdnio
Scarinci e Fernando de Souza, por tornarem a luta menos ar-
dua.

A Profa. Dra. Clarice Garcia Borges Demétric e
ao Prof. Dr. Waldemar Antonio Demétrioc, pelo apcico em toda a
Jjornada.

Aos colegas do Curso de Pds—Graduacido, Olaf

Andreas Bakke, Celsco E. Peixoto, Ivani P. Otsubo e Lidia R.



Y.

de Carvalho, pelc companheirismo durante © cursoc; ao J.
Mauricio Mota, Rosa S. Mota e A L. Guidoni, pelc companhei-
rismo e auxilioc no desenvelvimento final do trabalho.

A Rejane Alves, pela excelente digitac3o do
trabalho, pela amizade e colaboracioc gsm todos os momentos.

Aos funcionarios do Depto. de Matematica e Es-—-
tatistica da ESALQ, em especial ao Octidvio Frassetto, pelo
companheirismo, cooperacic e amizade.

As funcionarias da Segio de Pds-Graduagio, sob
a excelente coordenaclc da Sra. Dirce Alessi Pelegrini,
pelas gentilezas e incentiveo recebidos.

Acs funcionarios do CIAGRI, pelas gentilezas e

cooperagcac,



SUMARIO

CausSs~MarkoOV . .. i it i sttt st s e e

vi.

Pagina
2 N . 1 . vi
SUMMARY . L it e i it e e e e a e e e, >xiii
1. INTRODUCAD ...ttt ittt sttt ettt s et et 1
1.3, O Problema . ...t ittt it tieemonsassnscnss 1
1.2, Objdetivos ... it it i i e et s sttt e e e e 2
2. REVISADC DE LITERATURA . ... ...ttt innrnennnnens 4
2, DESENVOLVIMENTO TEORICO .. ... .t iinnnnnenanennn 13
2.1, Conceites Introdutérios Sobre a Inversa Genera-—
lizada de Moore-Penrose ........... .. 0. 13
3.1.1. DefiniClo ... i v i i e e e e 14
3.1.2. Principais teoremas e propriedades 14
3.2. Estimacdo em Modelos lLineares Através da In-
versa Generalizada de Moore-Penrose .......... 17
B.2.1. IntroducBe ... it e e 17
3.2.2. Un estimador n3o tendencioso para o no
Modelo de Gauss-Markov ................ 20
2. 2. 3. Estimacio por ponto no modelo de Gauss-
“MarkoV .. e i e e e e 21
3.2.4. 0 teorema de Gauss-Markov ............. 28
2.2.8. Estimac3oc por intervalco no meodelo de
Gauss—-Markov . ...... ittt 23
3.2.8. Estimag3o por regidc no modele de
23



vii.

3.2.7. Andlise da variancia .........ci0ieinnn 32

2.3. Formas Gerais de Inversas Generalizadas de
Moore—Penrose em Delinsamentos Experimentais.. 32

2.3.1. Experimentos com um fator inteiramente
casualizado (balanceado ou nadcl} ....... 23

32.3.2. Experimentos balanceados com dois fato-
res, sem interacdo ........cc0i00inn. 28

2.3.3. Experimentos balanceados com dois fato-
res cruzados, com interagloc ........... 43
RESULTADOS E DISCUSSAD ..o i vttt ve it eennnensnns 50

4.1. Experimento Naoc Balanceado com um Fator Intei-
ramente Casualizado ........... 0. 50

4.2. Experimento Balanceado com Dois Fatores, Sem
INLEragdo ..o i i it it i e e s 62

4.3, Experimento Balanceado com Dois Fatores, Com
Interaci3o ..............................;;.. 88
CONCLUSOES ... iiitn i irtesiirean e [ 77

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ... .. ...ttt innnnnennn 79



viii.

INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE
E SOLUCAO DE NORMA MINIMA EM DELINEAMENTOS EXPERIMENTAIS

Autora: MARIA IZALINA FERREIRA ALVES

Orientador: Prof. Dr. Antonic Francisco Iemma

RESUMO

Neste trabalho s3oc apresentadas formas gerais
para obtencioc de inversas generalizadas de Moore-Penrose pa-—
ra matrizes de delineamentos no modelo linear de Gauss-
Markov. Tais formas s3c dependentes apenas do tamanho do
subconjunto de parametros existentes no modelo adotado e do
respective nimero de repeticdes.

Além das formas gerais para a inversa genera-
lizada da matriz X do delineamento,X , sio apresentadas tam-—
bém as formas gerais do projetor P = KRR, da matriz H = XX
e da matriz de variancias e covariadncias para o estimador da
funcido X’e,

Virtel = ARk R ae?

Nesse contexto, s3o apresentadas formas gerais
dessas matrizes para os delineamentos: com um fator inteira-
mente casualizado, com repeticdes constantes ou nadc;, com
dois fatores, balanceados, sem interacio (podendo ser carac-—
terizado como blocos ao acased e com deis fatores, balan-—

ceados, com interacio (fatoriald.

-
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Para exemplificar as formas gerais propostas,
foram tomados exemplos de livros textos da area de Modelos
Lineares, confirmando os resultados numéricos obtidos pela
metodologia proposta. Nesse sentido, obtiveram-se estimacdes
por ponto, por intervalo, por regiidoc, & as somas de quadra-
dos, através dos projetores ortogonais, para os trés casos
estudados.

Concluiu-se gque as formas gerais realmente mi-
nimizam o problema numérico da cobtengdoc da inversa de Moore-—
-Fenrose em delineamentos expefimentais. Isso propicia sim—
plificacdes relevantes no processo didatico dos temas clas-—
sicos inerentes aos Modelos Lineares e correlatos, pois as
formas das matrizes apresentam uma vis3c mais clara dos
efeitos dos parametros envelvidos em cada modelo de delinea-—
mento experimental, além da facilidade de obtencaoc da anali-
se de variancia.

Dadeo gue as formas gerais levam em conta
apenas nuUmeros fracionarios relacionados com os parametros
envolvidos no modelo, a precisio das estimagdes € maior gue
gquandco - -se trabalha com equacdes normais e reparametrizactes.

Assim, concluiu~se que a maior contribuigido
dessas formas gerais, além do uso diditico, seria sua utili-
zagio em programas computacionais,.pois o ponto forte dessas
formas & reduzir o tempc de processamento e os erros de ar-—

redondamento © ou truncamento.
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S UMMARY

Simple and practical general ways to obtain
Moore—-Penrose generalized inverse for experimental designs,
in Gauss—-Markov linear model, depending only on the number
of elements of each subset of parameters involved in the
model are shown. General forms of matrices with the
following designs were presented: the one factor balanced
and unbalanced, two factors balanced without interaction (or
randomized block designd, and twoe factors balanced with
interaction (factorial design).

General forms of Moore-Penrose matrices for
the design matrix, X', for the projector [P = KRR, for H =R"R
and for variances and covariances matrix of the parametric
estimable function A'e, V[)\?el = w»a*x*' )\0’2, are presented.

Examples from Linear Models text books were
used to exemplify the general forms presented. They confirm-
ed numerical resulis obtained through the proposed methodo-

logy. Point, interval and region estimations, and sum of



square through orthogonal projectors, for each of the three
cases studied were obtained.

The general forms minimize the numerical pro-—
blem on obtaining the Moore—-Penrose inverse in experimental
designs. This simplifies the didatic process on Linear Model
and others related classic topics because the matrices forms
presented a clearer vision of parameters efects, envolved in
each experimental design model, and ease cobtaining of ana-
lysis of wvariance with the use of the orthogonal projectors.

These general forms take into account just
fractionary numbers related to the model parameters. There-—
fore, estimates precision is majored when compared with the
results obtained by normal equations and reparameteriza-
tions.

In addition to the didatic advantage of the
general forms, we think that the computatiocnal methods of
computer packages could gain in precision if they use the

formul ae devel oped.



1. INTRODUCAO

1.1. O Problema

Dado © modelo linear y = Xe + e (modelo linear
de Gauss—Markov), & bem sabido gque © correspondente sistema
de equacdes normais, X'Xe° = X'y, é sempre consistente. Além
disso, se X & de posto coluna completo, como em geral ocorre
em modelos de regressio, a menos de colinearidade, ent3o XX
& positiva definida, sendo portanto, nao-singular e o sis-
tema tem soluglo (nica. No entanto, se X nioc € de posto co-
luna completo, como em geral ocorre nos delineamentos expe-—
rimentais, o sistema de egquacdes normais € indeterminado.

Do ponto de vista tedrico, essa indeterminacio
nfo apresenta problemas sérios, pois a invariancia da apro-
~
ximacioc de minimos quadrados y = Xe°, para gualquer e° solu-
¢330 das eguacdes normais, garante a invaridncia, por exem-—
plo, das somas de quadrados e, a invarincia de A6, se A
& estimdvel, garante a invariincia do “BLUE"', & assim por

diante.

Varios métodos de obtencio das solugdes e° si3o

propostos na literatura. Dentre eles estio as reparametriza-

1 I - .
“"BLUE™ "Best Linear Unbiased Estimator-”.
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¢Oes e as restricdes nas solugdes esou nos parametros, vi-
sando em geral obter sclugdes UGnicas através da estratégia
de “completar® o posto coluna de X. Outra alternativa inte-
ressante pode ser obtida através do uso das inversas genera-
lizadas. No entanto, se as inversas generalizadas de X tém
sido amplamente usadas nas dedugdes tedricas, isto em geral
nio ocorre em problemas praticos, dada a apregoada
dificuldade de sua obtenc3oc. Nesse contexto estd a inversa
generalizada de Moore-Penrose, >X+, que fornece a solugio de

norma minima e o©  projetor ortogonal do- vetor y de

H

observacdes no espago coluna de X, [P AR, além de
simplificar sensivelmente a exposicic tedrica de temas como
aqueles sobre formas qua—- draticas, estimaclo e testes,
dentre outros. No entanto, na pratica a inversa ®" raramente
€ usada, sendoc mesmo rejeitada por grande parte dos pesqui-
sadores, dada a dificuldade de sua obten¢ioc numérica. No-
ta-se, assim, um certo desencontro entre teoria e pratica,
em areas como, por exemplo, a de Modelos Lineares, pois en-—
guanto a tecoria a tem utilizado com total generalidade, a

pratica estid presa, em grande parte, acs modelos com restri-

caoc.

1.2. Objetivos

0O objetivo central consiste em minimizar o
problema numérico da obtengdoc da inversa generalizada de

Mocre-Penrcose em delineamentos experimentais com um e dois

-
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fatores, atraves de formas gerais simples e praticas, depen-—
dentes apenas do nUmero de elementos de cada subconjunto de
parametros envolvidos no modelo.

Espera-se, também, propiciar simplificacbes
relevantes no processo didatico da apresentacic tedrica dos

temas classicos inerentes acs modelos lineares e correlatos.



2. REYISAQ DE LITERATURA

O conceito de inversa generalizada de uma ma-
triz {(real ou complexad m&n foi desenvelwvide por MOORE
(18200, no contexto de transformacdes lineares de espaco n—
—dimensional para m-dimensional com o uso de norma Euclidia-—

¥ + rd ry z
na. Definiu que A & uma inversa generalizada de A& , se
N m m n

Fe

AR =P [2.11
onde P € o projetor de vetores do espage m—dimensional no
espaco gerado pelas colunas de A.

PENROSE (1958) em extens3c ac trabalho de
MOORE (19202 mostirou gque, para toda matriz real mﬁn existe
uma. & uma s& matriz n&; gque satisfaz as quatro condigdes

sepguintes:

I
b

Ci2 AT A

Ciid ATAAT = A
¢ (2.2}

0
b
&

Ciiid CAYA>"’

Civd CARATY' = AA

A matriz A assim definida & conhecida como a

inversa generalizada de Mocore-Penrose, e os autores apresen—
tam, como um procedimentoc para sua obtencdc, a forma

A" - crceey BBt B [2.31

onde A=zBC & uma fatoracgio de.posto completo para a matriz A.
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Segundo RAO (18612, o© estudo de sistemas de
equacBes lineares do tipo Ax = y, em Estatistica, onde em
geral a matriz X do planejamentoc (no modelo y = Xe + e) é
retangular e, nesse caso, se X nidc for posto coluna comple-
to, entio X' X nas equacdes normais ndo &€ ndoco-singular, tem
recebido atencio no sentido da definic¢lco de uma inversa ge-—
neralizada com propriedades similares aquelas de4uma inversa
de matrizes nio-si ngulares.

RAO e MITRA (19710 afirmam que se existir uma
inversa generalizada n&: de mﬁbn, tal gue A‘soy & uma solugdo

Y inconsis-

il

de minimos gquadrados de norma minima, de Ax
tente, entdo &% = A* atende as quatro propriedades da inver-—
sa generalizada de Mocore—Penrose. Ressalta que essas pro-
priedades se cumprem porgue a scolugdc de norma minima €
dnica. Ent3oc, além de ser solugio de minimos guadrados
C"LSS")Z, a melhor solugdc aproximada C*BAS"Y do sistema
Ax.= ¥y inconsistente & x = Efy.

ALBERT (19722 considera a inversa generalizada
de Moore-Penrose como uma teoria elegante, chamando—-a de
pseudo—-inversa. Ressalta sua aplicagidc no método dos qua-
drados minimos, em equacgdes lineares, na obtencdoc de proje-—
tores ortogonais, na andlise de regressioc e na programacgio
linear. Afirma que o mais importante na sua utilizacio é a
facilidade diditica desses tépicos. Inclui em seu trabalho a

familiaridade da inversa de Moore-Penrose com nocdes de li-—

2
"L®8"T Least Square Solution.
"BAS". Besi Approximate Solution.
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mites, com as proprisdades fundamentais de espago euclidiano
e as muitas aplicacdes em Probabilidade e Estatistica.

KRUSKAL (1974> mostra a superioridade das pro-
priedades da inversa generalizada de Moore-Penrose em rela-
cio as demais, através de um estudo sobre a geometria das
inversas generalizadas.

LOWERRE (19822 conclui que a inversa de Moo-
re-Penrose e a decomposi¢io por valores singulares de uma
matriz s3o a base para muitos dos métodos modernos em re-
gressio e anadlise da varidncia. Entre outras idéias, cita o
uso da inversa de Moore-Penrose no estudo da covarincia e
sua importancia na Estatistica Matematica.

Tomando-se o modelo de Gauss—Markov, y = XRese,
a aproximacio de minimes gquadrados para y pode ser dada por
; = Xe°, de modo tnico. Considerando que a solucSo de norma
minima para o sistema & dada por e° = ﬁ+y, entio,

¥y = RR'y. 12. 4]

Lembrando da definicioc de MOORE C1920>, XX =P,
e se ; = [Py, esse resultado nos garante verdadeira a decom-
posigdo do vetor y das observacdes na soma de dois vetores:
o vetor y do espaco coluna de X e o vetor ; = y—;:y—Py, do

complemento ortogonal do espago coluna da matriz de delinea-

mento 2XK:
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Para a andlise de variincia, usando o teorema

de Pitagoras:

by =0y P e P12 P+ |y-ry |

Y'y CRR y> CZQEH'P)O + Cy = RR y>* Cy —~ KK y>

n

=y R TRRR 'y + yy - yRRy - y X 'Ry + y XK "KLy
=y CRED 'Ry + y'y — y Ry - y ROy -
+ Yy CRRD RR y

Yy = YRRy + yy - yRR'y - y Ry + yRR AKXy

=y Ry + y'y - 2y Ry +» y' Ry
Yy =y Py + yCI - Py i2.5]

que representam:

SQ Total = SQ Parametros + SQ Residuos.

As somas de guadrados apresentadas na forma
[2.5) facilitam em muite o estudo das formas guadraticas e
de suas distribuigcdes.

Nota-se, entio, que tecricamente a inversa ge-—
neralizada de Moore-Penrose simplifica sobremaneira as ‘dedu-
¢cOes, principalmente na area de Modelos Lineares e corre-—
latos. Entretanto, a dificuldade de sua obtencio numérica
tem limitade seu usco na pratica.

RAO & MITRA (1971 apresentam um capitulo so—
bre métodos computacionais para obtenc8c de inversas genera-
lizadas, através de: (ad fatoracic de posto completo; (bd
reducidoc diagonal; (c2 forma candnica de Hermite; (d) decom-—
posicdo em valores singulares, e apresentam, entre as técni-

cas especiais, métodos de ortogonalizacio.
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A fatoracio de posto completo A = BC, gque con-
duz a A = C'CCC’)—.‘CB‘B)'*!B‘, pode ser poucc operacional,
principalmente gquandec A tem grandes dimensbes.

Para contornar esse problema, DWIVEDI (19790
propds um algoritmo que permite a obtengdoc direta de B e C.
Uma das excelentes propriedades do algoritmo &€ a convergén-—
cia em riA)* = x passos. O uso desse algoritmo € facilitado
sobremaneira através do sistema computacional ALGEMA, de
DIAS C1988).

PESS0OA (19882 estudou doze métodos direteos e
dois métodos iterativos para cdlculeo da inversa generalizada
de Moore~Penrose. Justifica este estudo por ter a inversa de
Moore—Penrose a propriedade de que x = A'b & a Gnica solucio
aproximada do sistema linear Ax = b (consistente ou nacd,
que minimiza tanto a norma euclidiana de x como os residuos
guadraticos [Ax - bnz. Os métodos foram comparados em ter-—
mos. de utilizac3c de memdria computacional, tempc real de
execusdo e precisido. A autora concluiu que os melhores méto-
dos com relagdo acs parametros medidos foram o método itera-
tive de ordem p=2 (menor tempo de convergénciad, o método
recursive de Greville e o método de Gram-Schmidt, estes Gl -
timos apresentando maior precisio. Concluiu ainda que o mé-—
tode da decomposicioc em valores singulares € o que apresenta

um dos maiores nUmeros de operacoes.

4
A notagl@o rl )1 serd ulilizada para represeniar o posio Crank™ de uma ma—
triz.
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0 método de ortogonalizacloc de Gram-Schmidt
testado pela autora C(PESSOA, 1988) é © mesmo utilizado por
NOGUEIRA (1878), gue apresentou um método geral, pratico,
para obtencdo de tabelas de poclindmios ortogonais quando os
niveis saoc ou ndoc equidistantes. Este trabalho veio facili-
tar em muitc a determinagdoc dos polindmios ortogonais, prin-
cipalmente para o caso de niveis ndo egquidistantes.

GODOI et aqlii (18870 apresentam um sistema
computacional de Modelos Lineares Multidimensionais e Al ge—
bra de Matrizes (MOLIMUD, cujo mddulo *“Ortonormalizacio de
Gram—Schmidt* executa a fatoracio de uma matriz m&n em A=UT,
permitindo, através de partic3c dessas matrizes, a obtencio
de

AT = TrCcTT >V, {2.6)
onde kUn €& uma matriz trapezoidal, nio singular, e mUk € uma
matriz de colunas cortonormais, (U'U> = §.

A conscientizac3o por parte dos pesguisadores
das fortes propriedades da inversa generalizada de Moore-
~Penrose os tem levado a procurar formas gerais gque diminuam
as dificuldades de sua obtencic numérica.

Assim, por exemplo, segundo GRAYBILL (1988):

ad Se u é& um vetor nxi,
N

u =1/ WDu . (2.7}
in i=1 1

P> Se A é n3o singular, entio

= A . [2.8]
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c> Se A €& uma matriz mxn com riAl = k, entio:

-+

i sek=n=AR" =CARTA e AR =1 [2.9]
(posto coluna completod
jiidsek =m=A" = ACARD> e RAA” =1 [2.10)

(posto linha completod

IEMMA (1882, 1885, 1987> mostra, com objetivos
didaticos, formas gerais da inversa generalizada de Mcocore-—
Penrose, com base nas matrizes uniformes e nas matrizes or-
togonais de Helmert.

Usando propriedades da decomposigic espectral,

o autor mostra gque, sendoe A wniforme, entio:

1 , 1 * o
Ai hh’ + hz H 'H [2.111

a. 1> &-1 =

(se A é n3o-singular>

onde xi e Az s&o raizes caracteristicas de A, Az com multi-~-

plicidade k-1, e H é uma matriz de Helmert;

i (Tl (2.12]

2

a.2> A& =

-C(se & n3oc é nio-singularD)

Além disso, © autor mostra que, para os siste-
mas de edquacdes normais reduzidas de experimentos com res-—
trig¢d3oc na casualizac3c, muitas vezes a inversa generalizada
de Moore~Penrose de XR'X pode ser obtida diretamente, sem
qualquer invers3c explicita. Assim, por exemplo, se as

~
equacgdes normais reduzidas s3oc dadas por €t = @, entdo:



1i.

b.1> nos experimentos em blocos casualizados:
¢t -1, [2.13]
B2

onde € = M;CE—E&DXz, e b é o nimero de blocos;

b. 2> nos experimentos em blocos incompletos balanceados:

re kz
€ = —— (¢, [e.14)
22
onde k, { e v s3o constantes bem conhecidas dos experimentos

em blocos incompletos balanceados (BIBD;

.3 nos latices balanceados:

¢t -1 ¢ [2.15)
zsz
b. 4> nos guadrados latinos:
¢t - 1 ¢, [2.16)
v

e assim por diante.

Em extensidoc aos trabalhos de IEMMA (1g82,
iges, 19872, RIBOLDI (1988) apresenta a forma geral da in-
versa de Moore—-Penrose para delineamentos em blocos incom-

pletos parcialmente balanceados:

-
kCs-1> kCn-12> . v
> * , se i = j' e,
sz nirtk-1> » x13
¢ = = 4 sz~i) + X , se j®j’' e j e j' s3o
1 AZV’ nirCk-1> + Ail tratamenggs do mesmo
grupo (1- associa-
dos2>;
k . ., ~
- s se j e j' sao trata-—
z .
hzv mentos de grupos di-
ferentes (22° asso-
ciados);

~ I2.17)
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ALVES et alii (1987, 19880 propdem formas ge-
rais para a inversa generalizada de Moore-Penrose da matriz
R de delineamentos experimentais com um fator inteiramente
casualizado, para casos balanceados ou nio, dependentes ape-
nas do nimero de elementos de cada subconjunto de parametros
envolvidos ne modelo.

Assim, assumindo a caracterizacio:

= + + 2
yij H i 1’
onde:
T4, L., & € o indice de “tratamentos*,
i=1, ..., R € o indice das repeticdes,
17
+ 1
B oo i e i2.18}
. a + 1 2"\"*
a+1 n
onde:
» 1 1 ! i
1 = i’ i .. PR i’
1" n r 1 K 1 K 1
1 1 2 z a a
we® 1 L 1 2 1 m(-f)
ot R a R R a R R a R
a n 1 b 1 1 2 4 a [-3
b a, se i = {¢&, £ =1, . ,
D"g ={m Dy m =
a T T
1 3 ] -1, se i = ¢

ALVES e IEMMA (1989, 19903, em extensio ao
trabalho anterior, apresentam formas gerais para a inversa
generalizada de matrizes de delineamentos com mais de um fa-—

tor, sem interagcd3oc e com interacfo, também dependentes

apenas dos parametros do modelo.



iz

3. DESENVOLVIMENTO TEORICO

3.1, Conceitos Introdutérios Sobre a Inversa Generalizada

de Moore-Penrose

A teoria de Modelos Lineares que inclui uma
consideravel parte de teoria e aplicacdes estatisticas,
envolve a sclugido de sistemas do tipo

Ax = g 3.1}
e fungdes das solucdes.

Se A(m € uma matiriz nxn, naco—singular, isto
&, se existe a inversa A ', a soluc3c do sistema existe, e &
dada de forma Unica por x = &dg.

Entretanto, em modelos de delineamentos expe-—
rimentais, normalmente &m? ni3c € nic singular (ém = 0 ou

>
&> alguma raiz caracteristica € nula ou & ﬁ(m nao é posi-
tiva definidad, n3c existindo, portanto, A7 Frequentemen—
te, & nem mesmo € quadrada e, conseguentemente, nic faz sen—

i}

tido falar em A& '. Nestas situacdes ainda & possivel encon-
trar uma solugdo para o sistema [3.11, adotando-se um con-—
ceito mais abrangente e menos restritivo de matriz inversa,
o conceito de INYERSA GENERALIZADA.

Pentre as inversas generalizadas, destaca-se a

. . +
inversa generalizada de Moore-Penrose, denctada por A& , con—

S
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siderada como uma extensio do conceito de inversa de uma ma-—

. o . - o - »o + -1
triz n3oc singular. Se A & nic-singular entdc A = A ",

3.1.1. Definigdo

Dada a matriz m&n, rft&l = kx € mint{m,

t3oc a matriz n&;, de posto k, tal que:

id> ARATA = A
iidATAAT = A"

iiid AAT = CAAYY', isto &, AA® & simétrica

:§ ivd AR = C&+&D', isto &, A A & simétrica

n>, en—

[3.23

€ definida como a inversa generalizada de Moore—Penrose.

v3.1.2. Principais teoremas e propriedades

Teorema 1:

Teorema 2:

. . ~ + .
Se A & uma matriz nula, ent3c A & uma matriz
n m

m

nula:

Para cada matriz A existe uma e uma sd
m N

satisfaz as condicdes de Moore—Penrose:

i) Existéncia

i.1>

i.22

Se A = ¢, pelo Teorema 1 existe AT =
m. N m N ™ ™

Se & # ¢ e se rlA)] = k > 0, entio existe B
m n m n m

e kCn, ambas de posto k, tal que m&ﬂ =

(fatoracio de posto completod.

N

+
nAm que

@

n m




poste

al

b2

c2

>

is.

Comc B é de posto coluna completo e € € de
linha completo, entic B'B e €' sic n3c-singulares.

Seja A" = ¢'ccec O™ cB BB

ARATA = B CC'cCC'd™!, (BB 'B'B,C = BC = A
I I

A'RR" = C'ceC O™ (BB T'B'B, CC'CcCC'O!, BB B
> 4 X

T BB o= A

Fe

C'CeC O

+ -

AT = B CC'CcCC’> "' (BB 'R = BB BB’ (simétricad

I

I

+

. existe AT = ¢'cece Ot cr BB’ 13, 3]

ii2 Unicidade:

. + "a - .
Sejam A e Az duas™ inversas de Moore—-Penrose

de &A&. Assim,

ATA = CrceC O™ (BB BB, € = € CC'C7IC Csimétricad

a.1> ﬂs&s:A‘s = A b. 12> &&;.& = A&
a.2> ATAAT = AT p.2> ATAR = AT
1 k3 1 2 2 2
a.2 AAT =CcRA O’ b.2 AAT = CAARTD’
1 b | 4 4
2a.4> ATA =CA A’ b.4> AA =CA A’
1 1 2 b4
Entao,
A&T = ARTAAT = CARTO'CARTY = A’s ‘BRARTA Ax ‘A = CAR I = AR
2 1 F4 i 2 prd 1 1
- BRAT = AAT
F4 1
AR = ATAATA = CATAICATAY = A'AT AR = A'AT = cATAY = ARTA
b 3 1 2 - 2 1 2 4 2 2
. ARTR = A A
i
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Além disso,

&' = A"RkRY = ATAR
1 1 1 4
-+
1

A

o gue prova a unicidade da inversa generalizada de Moore-

. Penrose.

Principais Propriedades:

P1>
=

P32

P4

PS>

P62

P7>

Pad

PO

P10>

CAD = A D> e A = &,

chA AT = AYAT; AR - AR & CATAYT = ATA;

AAY, A"A, 1-AR” e 1-A"A s3o simétricas e idempoten—
tes;

BAT = ACA'AYA' = &&é = P & o projetor ortogonal,
invariante para qualquer escolha de (A'AY . Agui os

simbolos (-) e (O referem-se as inversas generaliza-—
das condicionais e de minimos guadrados, respectiva-—
mente;

Se ri&) = k, ent3c riA’) = riAA") = rIiA’Al = x e

rif -AA%1 = n-k;
ir

Se r[mAnJ = m (poste linha completo), entac

B = A'CAR'D T e AR = 0

Se r{m&nl = n (posto coluna completod, entido

+

AT - cA'AYTRA e AR =0

Se A & simétrica e idempotente, entio AT = A,

Se A

i

A +8 + ... +A ese AR, = ¢ e
1 4 P Tt

A A,
1 1

=p A =AT - A ... s A,
1 2 P

Se A é uma matriz com mn elementos iguais a 1,
m n
~ + 1

entio A = A
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3.2. Estimac8o em Modelos Lineares Através da Inversa Ge-

neralizada de Moore-Penrose

3.2.1. Introdugdo

0O modelo linear:

y = XK e + e 3. 4]
n 1 n m m 1 ™ 1
onde:
Y, € um vetor de realizacdes de variaveis aleatdrias;
n
€ uma mairiz de elementos conhecidos (matriz do de-—
N m
lineamentol de posto k, k £ min {m, n>;
ei & um vetor de parametros desconhecidos:
m
e, & um vetor de componentes aleatdérios nio observa-
k&

vels, tal que e ~ N(g; 1o,

& definidoc comoc Modelo Linear ordinario de Gauss-—Markov
CG.M.2, também chamado por alguns autores como de Modelo
Gauss—Markov normal.

Ser3oc abordados agui apenas Modelos Lineares
de delineamentos experimentais, portanto, a matriz X sera

sempre constituida de zeros e uns.

Teorema 3: Dado © Modelo Linear de Gauss—Markov, o sistema

de equagdes normais € sempre consistente.

Seja R'Re = R'y o sistema de equacdes normais.
Sabe-se que um sistema Ax = g € consistente se e sé se

&&-g = g.
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Fazendo A = XA e g = R'y
e considerando gque XCR 'K R = ®¥' C(P.4>, vem

RACR R Ry = Ay = RE "Ry = Ry 13.5)

Assim, € sempre possivel obter soluces de mi-

nimos gquadrados para Xe = y inconsistente através de X' Xe =

A'y consistente.

Se y =X +e, rIl R} = k:
n p
(ad k = p 3 A tem posto coluna completo
=3 R'K é positiva definida
2> R'A & matriz nido-singular
1

= existe CR°A T = R KRe = RA'y tem solugdo Gnica

dada por

&= (RWT Ry = Ky 12.6]

Isto em geral ocorre em problemas de regres-—

530, a menos de colinearidades.

Sendo y = X + e, como em [3. 41, entio:

Elel = ¢ , Viel = Do?

Elyl = EIlXe + e] = Xe 13.71

Viyl = VIXe + e) = Vie) = Bo° 3. 8]
w y ~ NCXe:; Do [3.9)

Por outro lado,
Efe] = EICR R M y) = (R R R Ely)
= R Elyl = X Xe
Mas, por P.7, sendo X de posto coluna comple-—

to, temos agqui KR = i, donde, [3.10]

Efel = ©
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Ent3o se rI X1 = p, © é estimador n3c vicia-
n. p -
do de minimos guadrados para €.

Viel = VICR' X 'yl

1}

Vi y)

KVLyr'e

= KR 7 13.111
e dado gue X tem posto coluna completo, KR = R R, entso
Viel pode ser também escrita na forma

Viel = CR R o (2.12)

(Y kx < p = X nic tem posto coluna completo:
I
2 X'XK ndc & definida positiva;

1

= nio existe CA R =2 R'Ke = X'y & indetermi-

nado.

Ent3c, a menos de condicdes especiais: sob
restrigdes, reparametrizacio, etc., ‘ni3c admite solugdoc Gnica.
Nesse caso, as solucdes ©° nfo s3c estimadores
nac viciados para ©, mas sim para certas funcdes dos compo-
nentes de €, dadas em He:
el

e = (R R Ry 13.13)

Eie®] = CR R R Ke = He ) [3.14)

Assim, nesse modelo, os componentes de © nio
s3o individualmente estimaveis, mas sim aquelas fungdes da-

- (= o . -
das através de [H. Nesse caso, & n3oc tem valor por si sd,

-

. - . o . .
mas sim através de X, pois X© & invariante.

-
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3.2.2. Um Estimador nd3o tendencioso para o° no mode-

Teorema 4:

2
o =

Q2
it

e, usando

. - . 2
Um estimador n@c tendencioso para o

lJo de Gauss-Markov

no modelo

linear de Gauss~—Markov pode ser obtido de

-1
n-k

1

1 1

Cy — Re®™' Cy - Re®> = —— ¥’ - Py

be I =<5 Iy - 7IF = =5 Iy - ®e°f°

Cy - Re>'Cy - Re™D
Iy'y - y#e® - 'R’y + R %o
Iy'y — 28" Ry + %' Ryl

Iy 'y - e Rt y)

a solucio de norma minima,

n—k

ly'y - y'k‘f’k’i"y]
Iy'y — ¥y RR'y)

iy'y = y' Pyl

y ' (i-Poy
~z 1 , _
1 2
= —-ﬁ:)'z—— [IrCi-Plo + " X' {-P>Xe
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Mas,
Trif-P) = Iribl) - TriP]

= rif 3 - riXRD

in>

= n —riX)
= n —k
e
o' R (I-PXRe = o' R Ae - o' X' PXe
= @R Re - o' R AR Re
= @K KRe — 'R Ae = ¢
@ Blo®1 = L [tn-kd6” + @1 = o (2.15]
32.2.3. Estimacfo por pontc no modelo de Gauss—-Markovy
DEFINICAD (RAO, 1948): Dado o modelo linear y = Xe + e

-

(Gauss—Markov>, ent3c uma funcldo paramétrica r’e é
dita estimavel se e sé se existir ao menos uma
combinac3c linear das observacdes, a‘'y. tal gqguse

Ela'yl = A'e.

Teorema S5 (RAD, 1945BD: Uma condicioc necessaria e suficiente
para gue uma funcio paraméirica A'© seja estimavel

no modelo de Gauss—Markov & gque A e« CLX'D.

Suficiente:
ANe ClR'D 3 X'0 & estimivel
A e CCR'D = existe a: RK'a = A a2’ = a'Xk
Pés—-multiplicando por e:

>A'e=a'Re N6 =aEyl e -=Eayl
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Necessaria:
Ae estimdvel = existe a’ tal que Ela'yl = A e
> a'Ely)l = a*'Xe = \'e =»

2 A € CCR'D ou A e QLA

Colorario 1: Do Teorema 5 tem—-se gque:

Se A'e estimdvel e rlX°] = riR {A] 13.18)

3.2.4., O Teorema de Gauss—-Markov

Teorema 6: Se A'© & estimivel no modelo y = Re + e (Gauss-—
Markov)>, entic o "BLUE" de A’'€© & dado de modo

.. . . L= P
unico (invarianted por A'e = A'e”, onde € &

qualguer solucio das equacdes normais.

Prova: A'© estimavel = existe piXR ARp = A = A" = p"R* R
Pés-multiplicando por e°, tem-se
A e = p' R Re® = p’ZR'way = p'k?’}ﬂhzf’yj = p Ky
Além disso,
EIA"©] = EIr’e°)
Usando a sclucdo de norma minima,
EIA"©] = EIr’e°]
= BEIN'K y3
= R Ely) = % Re
e como R'Rp = A =2 N> = p’R R,
EIr"e] = o' R RA Mo = p’R'Re = A’e
E{)\:\eJ = N'©

. L= N o~ -
ou seja, A’ € estimador nio tendenciosc para A’e.

-
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VIr‘el = VIA'e®) = VIR Kyl

i}

ANARVIyIR A

"

= A’ E‘l"hﬁ"’ ?\C’z

que € uma forma para varidncia do “BLUE" de A’© estimavel,

obtida através da solugi3o de norma minima, eguivalente a

Via‘el = A’CX'X)GAO? encontrada na literatura.
Como o = -—Ez;—i-—- y' Ci-P>y € n3c tendencioso
2
para o :
Viarel = AR R a” 3.171

3.2.5. Estimac83o por intervalo no modelo de Gauss-

Markov

Seja A'e estimadvel no modelo de Gauss—-Markov,
com “BLUE" dado por A:\e = A'e°. Dada a invarilncia de A'e°,
¥ ©° solugSoc das equagdes normais, seja € = ﬁ+y.

Foi wvisto gue

VEATED = A RTRT AP

s _y' CI-Poy

o , onde I[P &€ o projetor ortogonal de

e gue az = QMR
Y sobre o espaco coluna de X:

+

P = RX

~

Teorema 7: Se A'© & estimdvel no modelo linear y = X6 + e
(Gauss—Markov), entio
ACE ~ NCA‘®; A CR R Ao
que pode ser denotado por:

S
QMR = Quadrado Médic do Resmiduo.

-
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Are ~ NCATe: A X R ao™, [3.18])

como ja provado anteriormente.

Teorema 8: Se A'© & estimdvel no modelo linear y = Xe + e
C(Gauss—Markov), entdoc, A'e e y'(I-P>y s3c inde-

pendentes.

e

Ja foi visto gque A€ = p'R'y o que [P = KR,

Lembrando que duas formas quadraticas de varidveis alea-

térias normais Ai e Aj s30 independentes se Rs,ﬂsj = ¢, i = j,
T
tem— se:
pr R CI-P> = p' R CO-READ

o' K — ot RRK

it

pc ng — p’ zg: x"'u x:

- qugO — chc - ¢

“Ae e y' {(I-P>y sic independentes. [3.19)

Issc garante a independéncia entre o “BLUE"™ de

A€ e o guadrado médio do residuc (QMRD.

Teorema 9 Dado © modelo linear y = X6 + e (Gauss—Markovd
com y e rfAl = k, entao

~z . _ z
Cn kza . 4 CIziP)y X
o o

~

Sabe-se gque no modelo linear de Gauss-Markov

e~ NCg: 165 e y ~ NCRe: Do%.

N



Seja z = ._yﬁ?.
o
Efz] = --1-— Ely-Xel = -—2'—-- [ECYD—XRel = -—1——- [Re-HKel = ¢
o o o
Viz) - 2 Ely-®e) = 1 tveydd = 2o 1o® =0
[+4 o o

. Z ~ NCg; DD

Ademais, é bem sabido gue uma forma guadratica

do tipo z'Az ~ xfn__k) e» A for idempotente de posto k.

Seja A = 0I-P e estudemos a forma quadritica

z' {i-PH=z.
z CD-Foz = Y ED' g py CY-ReD
or o
= 3._2. [y'(ﬁ—ﬂ’)y—y’(ﬂ—ﬁ”)xe-e'x'CB—!P)y + e'x'ca-mme]
o ‘
= 1_2_ {y'(ﬂ—ﬁ’)y - 2e' R C(I-Pdy + e'z«"cn—Pme].
o
Mas,
e R CI-P> = 8RR — oR'P = R - e R KRR
=R - eRK R = R - e'XR =¢
e

e' X' (i-P>Xe e’ X" e — e'XR’'PXHe

H

= e X Xe — e R KRR Re
= e R Ke - o R X "R Re
= & R Ao — R Re = ¢ ,

pertanto,

1

2
o

z' (B-Po=z =

[y' P> y] .

Além disso,
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CH-Po>CB-P> i - 8P - 0P + PP

L]

ip -2Pf +« P = D-P

. CB~-P> & idempotente {3.20])

Sendo assim,
rif-Py =Trib~-PI) = TIrid) - TriP)
=n - TriRR")

=n - rIiRXR")

=n - rlXl
=n — k
Cn-k>o” _ Yy Py =z
2 - P tn—-k»
o o

Definigdot Dadas as v.a. Zz ~ N{QO; 10 e w ~ xf ,? Z & W Sao
P

independentes, entio,

T= ————— ~ % ;s P =n - k
Yo ®
Teorema 10: Se A'© & estimavel no modelo linear y = Xe + e

{Gauss-Markov), entio

~

Are - e

-k

o 4 NCR BT

Substituindo CX'XR> por K'%'*, como demonstra-—

do anteriormente,

rn—k’

o 4 ARTR A



Seja

A'e - A'e

o j AMRTR A
entio

Eiz] = ! Eix'e - x'e) = O

o .{ ARTR A

pois ja se comprovou que

EIr‘©] = EIr ©l.

Viz] Virx'e — A'el

1
o ARTR A
= VIA® @]

o NRTR A

- — i - PNRIE N = 1
o ATR XK *n

.z ~ NCO; 1>

Por outro lado sabe-se gque

Cn—k> az o 2

= az x(n*k>
Assim,
. _= _ e - aedsod NRR A ATe - ate
WP { 1cnx26%1/0%Cn-k> o 4 A RR A
Ao - ae e - a'e |

~2 P - e t(n-k;
la AR R ' .f VI e
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Sabendo-se que

T- A& - rNe £3.21]

et tn-k>
j VL e

pode-se construir © intervalc de confianga (IC) para A’'e

estimavel, tendo por base gue:
Pl-t ST <t)] =1 - a, onde t = a2;Cn-k> .

Portanto,

Pin'e - tl ViR'ed S AN'e S X'e + tj Vir'ed

=1 -
e assim:
ICIx‘e) = A‘e = tj VCA' e
ICIA‘el = A'® z t.{ IR N O 13.221

3.2.6. Estimacdo por regific no modelo de Gauss-Markoy

Seja um conjunto de funcdes estimaveis, 1li-
nearmente independentes B’e, entio, B’ e rIB') = p (posto
P m
linha completod.

O "BLUE" de B*e® & dado por

~
B'e =B =1 ..%. . e,



cOom

e° = X'y, A‘e ~ NI e A RK AD

e, por analogia com X‘’e:

B'e ~ NCB‘e; B'X'%' ' Bo™ [3.23)
Sende B’ de poste linha completeo, entao
BXR B & positiva definida e, portanto, existe & ni3o-sin-
gular tal que
IB'RRBI™ = A'A

isto &,
B RR B = A4
Considerando

ACB’e - B'ed

(=4

£ =

e estudando a forma guadritica de & ¢,

El£)= -—i—_{E{A‘sC!B'e -~ B'ed1>
- _i.. (AIECB‘e>] - AIECB' 1>
1
= — CAB'e - AB'e> = ¢
VIZ)= —1—; (VIACB & - B'e>1>
o
1 ™~
= —s {VIACEB e1>
02
1 ~
= - (AIVC(B' 1A >
o
Vi2l= —3-; CAB' X R " BA' %>
o

= ARATRATY A = 1

-
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L~ NCp: B e L~

(p=riB°Y
Mas,
re - -1—; CB'e - B'e>'A*ACB e - B’ e
o .
- _1; (B'e - BB B X% 'Bi? (B'e - B'ed ~ xi
o

sendo p o nuimero de fun¢des linearmente independentes, isto

&, o nimero de linhas de B°.

F z ~
DEFINICAO: Dadas as v.a. v, xp e W, > SURN entao
g
- *‘ P ~ F
- wz/n-k Ipitn-k»]
Sejam
w o= __1_2__ (B'e - B'ed>' B XX "B (B'e - B'ed ~ x°,
o P
e
Cn-k>o~ z
¥ =
z F tn—X>
o

1

(C1/0°> (B'e - B'ed' [B' XX *B1"* ¢B'e - B'ed>p

¥ o= e
Cn - x2&°
A n—-X
b4
o
1 ~ o+ -1 ~
= e {{B'e-B'ad [B' XX 'Bl] (B e-Be>~F
poz {pin—-k>

DEFINICAO: Define-se regiado de confianga para um conjuntc de
fungdes estimadveis, linearmente independentes,
B'e, ac nivel de confianca 1-o, como a regiao

delimitada pelo elipsdide dado por:
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(B'e - B'e>'IB' XX Bl (B e-B'e < p o
, S(pirn—k

Se p = 2, a regido de confianga € uma elipse.
Se p » 2, a regido de confianga € um elipsdide no espago RF.

Assim, a regifo de confianga para as p funcdes
paramétricas estimidveis €é delimitada pelo elipsdide de
centro IBTe = B’'e°, dado por:

1

(B'e - B'e>' [B X% "B CB'e - B'& < p QMR F

opin-k?
[3.24)
. . wtats z
Ressalte-se que a matriz [B'X X 'Blo” fornece
a matriz de variBincias e covariincias das fungdes estimaveis

B'e. Assim, pela forma da matriz [B‘X X ‘Bl pode-se conhecer

a forma e a inclinacgdo do elipséide.

re Ale A O
p =0 e =0 e =0
VIX'el = VIATel VIA‘el > VIA e VI el < VIA‘el
£ b & P4 1 Z
) =) O x"\e ]‘ -
rATe :—xre
2z 2
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B.2.7. Analise da varifincia

A obtencic das somas de guadrados através das
formas quadraticas dependem da caracteriéacﬁo do modeloc em
estudo, pois os projetores dependem do nUmero de parimetros
envoelvidos no modelo. Assim, serio apresentadas nos respec-—

tivos modelos propostos.

'3. 3. Formas OGerais de Inversas Generalizadas de Moore-

-Penrose em Delineamentos Experimentais

Dentre os diversos métodos numéricos para
obtencio da inversa generalizada de Moore—Penrose, optou-se
pelo método de Ortonormalizacfo de Gram—Schmidt. Justifica-se
essa escolha pela sua adaptacio as matrizes de delinesamentos
e pela relacic com as estimagdes e testes, gue dependem de
ortogonalidade.

Além disso, cada passo do algoritmo mostra ma-—
trizes relacionadas com o©s parametros envolvidos no modelo,
bem como em cada projetor das formas quadraticas das somas
de guadrados.

O método consiste na fatoracgdo da matriz R do
delineamento em nxm = nmk kﬁm.

A matriz U ortonormal, obtida pela aplicacio
do método de Gram—-Schmidt nas colunas linearmente indepen-—

dentes de X, formando assim uma base ortonormal de CLXD.

Assim,
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cUrw =0, v = v
A matriz U €& wuma matriz trapezoidal obtida
por:
T = UX,

e a inversa de Moore-Penrose € dada por:

+

K= T crr .

2,.3.1. Experimentos com um fator inteiramente casua-

lizado (balanceado ou n3od

Dado © modelo linear y = Xe + e, seja a
caracterizacio
Yig T H TR TSy
onde:
i =14, ..., a ©€ 0 indice de “tratamentos", e
i= 1 ..., R & o indice das repeticdes.

Nesse caso, a matriz X tem a forma:
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L )
[ 1 1 o ... o7,
. .. .- » R
1
1 1 O O 4
1 " O 1 O 3
i
.. rRZ
L=
X =1X § X 3 = 1 O 1 O 4 : n =%, Ri
n ’J a+l 1
1 O O 1
. . .. . R
«Q
i
_3. | O O . 1]

PROPOSICAD 1a: A inversa generalizada de Moore—Fenrose para a
matriz X de delineamentos com um fator in—

teiramente casualizado € dada por:

*
1:

woo 1 [3.25]

a+ 1 n

onde:

» 1 .1 ; !
¥ . ¢y - ' . 261
11n R 113 PR 113 g TR 113 [3.2

11; ¢ um vetor de uns;
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c* o 1 L€ LR 1 2> ; 1 tar
xa N R amk i R amn Poses i R a R
a n 41 1 2l 4 o} [«3

[3.27])

>
™ = Cm D m_ = a, se i = {4 £ = a, , o
a Ri. vl L2

-1, se i = £
13.28)

PROPOSICAO 1b: RE = P, o projetor ortogonal do vetor y das

observacdes sobre o espaco coluna de X & da-

do por:
+ i i 1
RR = B ECR 5] @ 5 ffic,R 51 ® & = ECa 5 [32.29]
1 A b o (=3
ECR) €& uma matriz de uns;

1

PRQPOSICKD 1ic: XK = H, a2 matriz que explicita as funcdes
basicas estimaveis do modelo & gque auxilia na

identificacioc das funcgdes estimaveis atraveés

de A’ = A'H, & dada por:
a : b
1 1 a
MY = o b . Froeeeeeeanaes 13,301
a+l !
1 A
a 1 { aX

onde, a & um escalar;

11’ €& um vetor de uns;
{» 3
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A = Ca D, a. = a, se i=j
i [3.31)

-1, se i#j.

E facil verificar que %' assim definida cumpre
as propriedades da inversa generalizada de Mcocore-Penrose:
ad RR'R = R
b ‘g*m* = R
cd KR & simétrica
4> R'R & simétrica
As formas gquadraticas ficam bem caracterizadas

guando substitul -se

o

e = H+y em y'y = 'R’y + Cy'y - e Ry,
resul tande

' ' + ' * +

Y'Yy =y Ry + (y'y - y R yl
=y Py + y(i-P>y

= S@Q Parametros + SQ Residuo,

onde [P € o projetor ortogonal de y em CCXD, o sub-espaco dos
parimetros, e -IP € o projetor ortoéonal de y no complemento
ortogonal ao espaco coluna de X, Citﬁ), o espago residuc.
Para a particido da soma de quadrados dos para-
metros, pode-se desdodrar, para a caracterizacio deste mode—
leo, o projetor P, em:
P =F +F [3.32)
onde: .
PH € o projetor ortogonal de y no espacgo coluna de Xﬂ;
P & o projetor ortogonal de y no espago coluna de ﬂa.

o

P = XX, ja definida em [3.29];

a
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P =¥ R =1 . [3.33)
i [T, n n?
+ 1 -
P =P -P =R - —E [13.34)
a n 33}
1 1
Cb-P> =8 - =1 - e {F J e [l - =—'[E ] e
D (R> R (R ) R > R (R )
1 1 2 2
el -~ [ ] {3, 28]
(R » R (R
Q [« 8 [+
Os projetores IPp, B”a e (0 - P> s3oc matrizes

simétricas e idempotentes, tais que:

=P + P + B - P
o Lt o

P +FP +1
u o

-r -P
I3 o

{n?

= B

i

As somas de quadrados, da maneira usual s3o
obtidas por:
SQu = ¥y’ I}"py = corregioc = C

SQuo

yPy -yP y
e H 3. 361

SQ Total = ¥y —-y° ﬂ’“y

SQ Residuc = y'(} - Py

e os graus de liberdade associados:

g.1.Cw

i

riX 3}
u

g.l.CoD

[

r{ﬁal - riX 3
H 3. 37)
g.1CTotald = rid ] - riX 3}
tn> F¥,

g.1l.CResiduoc) = ril ] - riXR Y -~ riX 3 =rib 3 - riX)
tno o 3] s

A variidncia do estimador da funcioc estimavel

N'e é dada por VIA’el = )\’223‘(*’}\0'2, onde:
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e i W
+ 1 i 1 e
b 45~ SIS SR PR [3. 38]
Ca+1d*| w | Z
a 1 |} tar
onde:
. |
& € um escalar = £ —- [32,329)
izt R,
] 3
a . ; a
a 1 i H a 1
- T -t S St S, I3. 40}
1= { i 1= .
1 a R1 = Rj i ; R‘G L Rj
=1,. R .
[v
s A <
Z{ = Lz D z = ; + '§1 JI.? s S& i=j
v H i ka;ei ; [3.41]
1 a
_ a2 o
3 i,;‘:i 3 , Se i#j
1 37 i
3.32.2. Experimentos balanceados com deois fatores,
sem interacioc
Seja agora a caracterizacio
yi,j = Mo+ c(i + ’Bj + eij
onde &+ = 1, ..., o &€ o0 indice do fator A, e i = 4, ..., b

& o indice do fator B,

Observa-se gue esta caracterizacio também pode
ser tomada como a de blocos ao acaso.

Nesse caso, a matriz db delineamento fica:

Ro= IR LR LR

onde Xu e 2’«’& sio definidas como no item anterior, e

o= 18 1 §® i gt

2 SN« Y Y %

t

onde D{b) é uma matriz identidade de ordem b.

[N



PROPOSICAO 2a:
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A inversa generalizada de Moore—-Penrose para

a matriz do delinsamento balanceado de dois

fatores, sem interac3co & dada por:

[ ab1’
+ 1 )
% = Zcapraibs e
R
ab = ? “n
onde ab & um escalar;
1’ & um vetor de uns;
1" n
R = M ® a 1°
o tar 1 v
a ab
H = Ch >, h = alb+12> - 1, se v o= i,
{al 1] L2
—Cb+12 . se i # i
a & um escalar, e
i’ £ um vetor de uns.
i b
K’ =b 1" & K
5 Bab 1" o (b
lK(b): (ku)’ kij = bla+1d - 1, se i = 3}
~-Ca+lD, se 1 ¥ i
b & um escalar, e

10
1 a

& um vetor de uns.

[3. 421

[3. 431

[3, 44]

{3, 45)

3. 48]
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PROPOSICAO 2b: XA’ = P, o projetor ortogonal do vetor y das
observacdes sobre o espaco gerado pelas colu-

nas da matriz do delineamento & dado por:

BR = 1 [ﬂ ® %  + (E -0 > e R ] [3. 47)
ab ay b @ o [§-3)
ab ab
onde:
S(b)= rsij), Sij = Ca+b-1), se i = j [ 3. 48]
a-i , Se i & j
sy iy ry = [ et se i =1 [3. 49)
-1 . se 1 &

E(w € uma matriz de uns;

f & a matriz identidade.
Cad

PROPOSICAO 2c: XX = H, a matriz que explicita as funcbes
basicas estimdveis do modelo e gque auxilia na

identificagidoc das funcdes estimdveis atraveées

de A’ = A’H, & dada por:
ab 1ch—1
+, 3 !
R AR = e e U i Er [3.501

ab+a+b T ta> { a b
ab-1 & ... é e e
i va Zn»_

onde ab € um escalar;
Viar™ ™y Y © Cab+a-1o, se =1 13.51)

- Cb+1D>, se i 2 j
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Zu:o: cz,‘;, zij = Cab+b-1D, se i = j [3.52]
- Ca+ld, se i & j
T = b L. B 1 A Aty [2. 53]
ab-1 1 ¢

bE € uma matriz de uns.
<

(3 . + + L4 ¥
Verifica-se que X assim definida cumpre as
propriedades da inversa generalizada de Mcore—-Penrose.

Para este modelo, o projetor P €& desdobrado

em:
P=F +CFP -P>+CP_-F2>2
# = p 2 M
P - IP -+ IP - {P + P - [P S
K & H 3 G
portanto,
P=P +PFP_ -PFP s [2.54]
a 3 ¥
onde:
[P,u & o projetor ortogonal de y no espac¢eo coluna de KH;
iPa &€ o projetor ortogonal de y no espaco coluna de Xia;
' E’B & o projetor ortogonal de y no espago coluna de M,G'
P = XX, ji definido em [3.471;
P = -1 E .
14 n {n>
P =0 & —— F . [ 3.55)
ot tar b (b
P_=1 e 11 : 132.56]
3 ta a tb?
i-P> = 1 - = B - P+ P, -PFP D
{n tn> ot B3
I -P -P_ + P . 13.57)
tny o 3 &

Os projetores assim definidos s2o matrizes si-

métricas e idempotentes, tais que:



ro

As somas de quadrados,

P + P -P + 8 - P
o e H

P +P.-PFP +1I0 - CP_
o 3 M

POK+P{'3—{P#+B

B

{n>

obtidas por:
SQu = y'Ppy = correcao = C
SQax = y'Py - y'P )y
SQB = )"IPBY - Y"P“)’
SQ Total = y'y —y'?yy
SQ Residuo = y'C§ - Py

e os graus de liberdade associados:
L1.Gd = rLR ]
g K u
g.1.Ce® = rfXR 3 - riR 3]
o #
L1.CA = rfARY - rIR ]
S r 3 H
g.1C(Total> = ril ] - riX 3}
tn) 3]
g.l.CResiduc> = ril J - rfX Y - riXk
: tno o e

A

rif

3 .

{n2

o

r 3R]

o
- P -

A’e & dada por VIrA’e) = A"R'R 7 ao’, onde:

+ ot

RR =

1

onde ab & um escalar e 11",
™

[abCab+a+bd> 1%

posicioc 2a.

N

abl’ "abl1’ " iabl "'’ X'c"
K "abl’’ ReTR
T S A e
R “abl’ Rr“R *
e £ Ta
R e KRS
a ac.b b ﬁ

[~

?

da maneira usual,

3]+ rfR 3
[

definidas

ab

{?_
P+

4z,

P D
M

P
%3

sao

13. 58]

{3.509]

variincia do estimador da funcgioc estimavel

13.60]

na pro-
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3.3. 3. Experimentos balanceados com dois fatores

cruzados, com interacio

Seja agora a caracterizacio

) 4 =H+ai+ﬁj+Caﬁ>ﬁ+e

ijk ijk
onde:
i=14, ..., a € 0o indice do fator a,
i=1, ..., b & o indice do fator g3 e,
k=1, ..., R & o indice das repeticdes.

A matriz do delineamentoc neste caso é:

= { i i
Ro= IR, FR TR DRI

onde EQ“ e Z‘(a sio definidas como anteriormente,

o b
1 O . O R
i
ﬁ{?x 1 O O
K,{?z O 1 O
x - R K = hd R
ﬁ ! Bz 2
O 1 O
R .
L e ] 0 o 1
rR
(=3
O O 1
£ =1, s G, ©
R = [X @& R ® . @& R_ 1]
af? {31 32 3a



PROPOSICAD 3a:
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A inversa generalizada de Moore—-Penrose para

a matriz de delineamento com dois fatores,

bal anceado,

com interacio,

- e
1'
j%:;n—
[
+ 1T jemee———
A = —sreans ne*
2
——egm
PR B N IR

€ dada por:

[3.811

onde f € o nUmero de fatores envolvidos no modelo e R s3o as

repeticdes

4%

L4
| - §

t

e 1°
1R

de cada combinaclc dos dois fatores.

:1)-\ 1,(Z)§- o J,cab>
R i R ! s
® h i’
(o 1 1 R
= {m O, m = &, se i = i}
v i1
-1, se 1 #& j
sac vetores de uns.
@ N ® ']
(b i R
, n_ = b, se v = i3
1
-1, se i 2 j

sico vetores de uns.

[3.862]

[3.63]

i3.64]

13.65]}

[3.861]
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» I
xaﬁ =1 ,®0 ® 1 +IE -0 31 e&&® & 15
ab n
{3.671
o = cO.HJ, °, = ab, se i = j {32, 68)
-2, se o ®
FLAS s 9, =[P se== 12,691
1, se i ® ]

PROPOSICAO 3b: XX = PP, o projetor ortogonal do vetor y das
observacdes sobre o espagco gerado pelas colu-

nas da matriz do delineamentc & dado por:

+ i (13 1 (2>
HRR _B(b) —R_Ex & ... 9—-—§—-ER [3.70])
onde ﬁ( & uma matriz identidade de ordem b, e

b

ER & uma matriz de uns.

PROPOSICAD 3ct KRR = H, a matriz que explicita as funcdes
basicas estimdveis do modelo e gue auxilia na

identificac83oc das funcdes estimaveis através

de A* = A’H, & dada por:



ab

B
n-1 1

onde ab € um escalar;

L

1 n-1

C

{a?

a?

1
a b

by

by

[}

]

=3
i}

Cd, .

[ ...

1

AT

Lg

o

j

2]

i3

& uma matriz de

"

of .

L2

Cg. >,

]

S

1l

1]

ij

ij

2

i

uns.

- oy prn,

ab,

-2,

1.

Bl
i1 n-1
E D
a b tad
F 1
{ b 1 a
{by
&
(b .
[§ 9]
i
1 i .13
v i ab
se 1= ]
se 1 & j
se 1 = 3]
se 1+ & ]
sSe 1 = 3}
se 1 &
se 1 = ]
se 1 # ]
se i j
se v 2

--------

--------

-------

13.71)

- [3.721

13,731

132.741

13.75]

13.76])

[3.77)

46,



Neste modelo,
considerarmos a combinacio of3 =

com apenas um fator, ai,@’

o+

similar ac anterior

No modelo em questio,

= Ti’
o = T
G’Bb ab’
T + 2 N
{ tu
s COm
P =1fPF
f3

47.

o projetor P = P , pois se
o, 3
T, isto &€, como num modelo
e = T - . [+ = T
x'ez 2z’ * 1{3\: v’

teriamos © modelo:

i=1,. . .,ab} u=i,...,R

ab

+ P
T

s3c tomados separadamen-—

te os efeitos de o e 3, e de sua interacgic, e o modeloc fica:
yi,jk = Lo+ ai + ’Gj + Caﬁ)i} + ei.jk R
com
P =P = [P P - P D (P_ - P > + CP - P >
o, 2 p o [T ? H o2 M
=P +P -P +P_ -P + P - P
H o H 3 H af3 t
P =P P i - 2P [3.781
at gt Tap 7
onde:
-!P,u € o projetor ortogonal de y sobre CCRH);
!Pa & o projetor ortogonal de y sobre CC)RO();
P{i & o projetor ortogonal de y sobre CCZQBD;
P & o projetor ortogonal de scbre CCX __D.
o3 prog g ¥ o3
P = XR’, ja definido em [3.701:
= -——%—-—— E :
M n tnJ
=D ® —L— [E _ [3.79]
o (R ab t b
1
IPB B Cabd B E(a), 3. 80]
i = P -CP ~-P> ~ <P, -PO>;, P =PF
af? o, 3 o H 3 H o, f3
= P - P P -P_ + P
. 3 T e T T T
= [P -~-P ~FP_ + 2P ; [3.811]
oL 2 o #
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-P> = B{m - ﬂba,{? = ﬂm> - ClPa + !Pﬁ + Po&[i - BEPND . 13.82)

Sende esses projetores matrizes simétricas e

idempotentes,

D‘n>=ﬁ’a+?ﬁ+ﬂ>a3—2?y+(ﬂ—i?) |
=Pa+ﬁ>ﬁ+1}>c¢,{3‘aﬁ>y+{B_C‘Pa‘ﬁ)ﬁ‘ﬂbaﬁaarpp)l
=3Pa+ﬂ°8+ﬂ°aﬁ-2?y—ﬁ{n>—[Pa—ﬂ:’ﬁml}’a@-beﬂby
=

{2

As somas de guadrados, da maneira usual, s3o

obtidas por:

SQu Yy’ PIJY = corregaoc = C
SQa = y*fP - y' P
Py -y Py

SQpB

Py -y Py {3.83]

y’ ng - ¥ ﬂ’py

SQ Total = y'y -y’ {Ppy

SQey3

i}

SQ Residuo = y'(f - P>y

e os graus de liberdade associados:

L1.CuD = riX )
g il y
g.1.Ced = rIX 1 - [XR )
o w
g. 1. = rIR_J - [R ]
& H 13, 84)
g.1.Coy®d = r{}Xaﬁ} - IR - FIX) 4 rIX )

g.1C(Totald = r{ﬁ( I - r[)ﬂy]

n’

1]

g.l.(Residuod r{ﬂ( ] - r[ﬂal - rfXR_31 - r{XHJ

3

n>

= rif 3] - rlA]

{n>’

A variincia do estimador da fun¢ioco estimiavel

A'e & dada por VIA’E] = AR R  ao®, onde:

-



CfRabd?

R FR e
-C__B__

N
ReR ¢
aff 2

49,

[3. 851

sendo as matrizes componentes as mesmas definidas na propo-—

sic8c 3. a.
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os exemplos agui utilizados foram retirados de
livros textos da area de Modelos Lineares, com a finalidade
de comparacgdo dos resultados com os obtidos pela metodologia

proposta.

4.1. Experimento Nio Balanceado com uwn Fator Inteiramente

Casualizado

Para apresentacic numérica deste casoc, to-
mou—-se um exemplo apresentado por IEMMA (1887, p. 114D,
Trata-se de um exemplo ficticio de um experimentoc de com—
petigcdo de racdes para engorda de suinos, conduzido in-

teiramente ac acaso. 0Os dados sao apresentados na Tabela 1.
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Tabela 1 - Ganho de peso, em kg, de suinos, em fungd3oc de
trés tipos de aditivos a racio: t: = adig¢ic de
uréia; t,z = adicio de dleo vegetal (130 t’a =

adicdo de dleo vegetal (2%).

t t t
1 z 3
R, 5,0 8,0 8,0
Rz 4,0 7,0 8,0
R3 32,0 8,0 10,0
R 4,0 -

4
TOTAIS 16,0 21,0 27,0
Médi as 4,0 7,0 2,0
Variancias C,B87 1,0 1,0

Dado o modelo linear y = X£e + e, e assumindo

a caracterizacao:

Y = ra e
1

ij 13

sendo o o parametro representativo dos tratamentos, onde:
+

-

iz 4,..., & © © indice de “tratamentos"™ (a2, e
1

i=1,..., R & o indice das repeticdes.
1

Nesse caso a matriz X do delinsamento & dada

por:

1
3

5%

H

5

>4

Lk
[ T W U W W SN
QOO EFLOOOQ
B OO0O00COCQ

OO0OCOOOM R

o+1

3
L
1

e pode-se escrever:



y = Re + e
Y., ] r 5, 0] R o
Y., 4,0 1 1 0
Y,a 3,0 14 1 o)
v 4,0 1 1 o)
i4
Yo 8,0 1 o 1
Nt I 7,0] = 1 o 1
22 3
Yo, 8,0 1 o 1
Yo, 2,0 1 O o)
Yo, 8,0 1 o o)
Yaa 10,0 11 O O
ntl 414 nt Ja nt
a forma:
1R 1R 1R 1R { 1/R 1~ R
1 i 1 5 2 2
a/R a R a R a R i-1/R -1 R
1 1 4 : 2 4
X {1 1R -1/R -1/R | a/R ar R a-R
a+l E 1 1 1 2 2 z
i
-1~R -1/R -1-R -1/R iI-1/R -1,R —-1-R
o+ 1 - 1 X i 1' 2 Zz 2
1048 1/4 1-4 1e4 | 103 103
B/4 BAA B4 BAE L-1B -1
®'= %- ~1/4 -1/4 -1-4 -1/4 | 1 1
I e B e B N R P R e
5
e’ Ky = ‘é :
4

a+i

HREROOQUOO0O0

d e

Ry

s2.

w
"
]
mmwmmmNmNmNm“m“mhm“m
WN W WN A NN M

]
r
i

e

-1/R_-1/R_-1-/R
3 k-] 3

-1/R_-1-R_-1-R
3 3 3

a R a R arR
3 3

34N

102 102 1.3

-1/3 -1/3 172
=172 =-1/3 -1.-2

1 i 1

10

B4
16
21
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. w o

.« w @ -

0000000000

-

w0

"

3%

o

Q

!
OWOONNNB &

-

ECe®) = EIX’yl = X' Efy)
Mas, Elyl = Xe, portanto,
ECe®] = X ¥He = He

De acordo com a proposicdo ic,

af1 11 341 1 1
MR = 1 1 a - -1 1 i 3 3 -1 -1
a+l i -1 a -1 4 1 i1 3 -1
14i-1 -1 a 1 i-1 -1 3
Zp + o + o+ o
+ 1 PR 3at - & - o
RKHKe = He = — 1 z 3
4 g - o+ 3Ba - o
N
# 1 z ]
No modelo em questico, Elyl = u + &, deste mo-
do, p + o €& estimavel. Agui tem—se,
o o ot
1 1 1 _ 3 1 2 3
Fopre oplerey v lpreg) S g et ot Y g
3o ot o
3 1 1 1 1 z 3
P o e e e e wall o e Y
o 3o ot
i i 1 1 1 z 3
{4 * — — = — —
R e g Hre Fa I H 7} 73
o ot 3a
1 1 1 1 1 2z 3
—_ — <+ = e -— +
T CBHBe) — glura - g luta) z M7 3 ) 1
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Somando a primeira linha com a segunda:

o o ot 3o o o
2 + L z 3 i + L z 3 _ o+
K K ) Z z 1

a primeira com a terceira:

3 ai az aa 1 ax 3a2 aa
s + + + + - + - = + X
z H 4 7\ 2 z H Z 4 ) K 2
a primeira com a guarta:
o o o o o 3ot
2 4 L z 3 1 _ L z 3 _ + o
z F Z Z Z z Z Z Z K s

gue sac as fungdes bisicas estimaveis no modelo.

Por tecrema (RAD, 1948>, uma condiclc neces-—
saria e suficiente para que a funcdo A’€ seja estimavel no
modelo de Gauss-Markov, & gque A e CCXR’D,

Ent3c, para gque A€ seja estimavel no modelo
de Gauss—Markov & necessaric £ suficiente gue:

ad rfAl = riX | A3,
P riR°XKl = rlR° R | A1,

Mas, riHI = rIX], ent3c pode—se dizer gue uma
con&icéo necessaria e suficiente para gue A’© seja estimavel
é que riHl] = riH | AJ.

Sejam, como exemplo, as fungdes paramétricas:

ATe = oo + oo
1 1 z
A’e = + @
2 H 1
A;e = + a -2 o,
entio:

: _ 374 1-4 1-4 174

IH A = 1.4 274 -1-4 -1-4
174 -1.74 R4 -1 /4

1/4 =174 ~1-4 3/4

O kPO
OOP =
V=0
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1 o o 1 -2 1 -2
~ 0 1 o -1 1 3 1 3
o 0 1 -1 i 3 0 2
0 o o} o i 2 o o

Portanto, dentre as trés funcdes estudadas,

apenas A;e = a + a no é estimavel, e verifica-se gque a
. L . + : - ~
matriz, definida aqui como H = X X determina as “fungdes

paramétricas estimdveis".
Un  critério mais direto pode ser obtido veri-
ficando-se se X’H = A’, como em IEMMA (19872, dentre outros.
Sejam as duas fungdes paramétricas estimaveis
dadas anteriormente:

e = g+

2 i

ATEO = a4+ o -2 oo

3 h § rd 3

Fazendo
1 1 0 © Siill 1 1 0 ©
¥ - i =
AT o 1 1 -2 | P11 34 o 1 1 -2
1i-1 -1 =

De acorde com [3.17}, a variancia do estimador

da funciBo estimdvel A’e & dada por VIia’el = }\’R+H+‘>\oz,
onde,
[ ¢ N i N f . 3]
1 e 1 pje e 11
R R_R IR R.R R_ R R R R Kk
1 =z JiU 7z T Uz 1 ey s T2 Tz
__________ L e e e e e e e
r - i r 2 ~ r~ 5 ~ =
a 11 fifat1 1l fi 2 alft o2
R R_R_JiIR R_R_ER_| IR, R R_
Wt = 1 L1z 3)ilx2 =z 3 . 3 2 'z} [z 1 3
=z {
+ r 8P B s R r ~
a2 }ifs a2 a)fa?a o a )i s o
R_R R_JIIR. K R E_ R R R R_ R
L2 12 3)i(= ¢+ 2) Lz 1 3} 1 2z 3
r , r N r A r 2 A
a 1 1 4ijra 2l 2 atpja 101
R_R_R |!IR_. R R R E_ R R_ R
L3 "z 1)ilz 2 3) {1 "z 3} La 2 2zJ
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entido,

diaez ;12  Baz Sz
ot 11277 3812 17712 -17A42

* / ]
xR 17180 gaz2 {-17712 4312 -Pi-ie
s5/2 (-17-12 -21-7182 4312

H

i

Para a obtencdoc das somas de gquadrados, para
nossa caracterizacio, de acordo com [3.32}, desdobra-se o

projetor P em

onde

Pu € o projetor ortogonal de y no espago coluna de Ky;

Pa & o projetor ortogonal de y no espago coluna de xa;

P = RA Ja definida em [3.30] da proposicio 1b, € dada

por

e s 3ot ot i S . . T S~ —— o o i i A o Dok spimn. e e i it e Mt ot A . e e A . . e i Saate Bt T e T Y S . e i i Tt

1-/R_ 1/R_ 1~-R
4 2 z

PR ¢ 1ok, R, AR, ¢
iR 1R 1-R
Z Z =z

1-R_ 1-R_ 1-R
3 3 2

$ i $ ¢t 1/R_ 1-R_ 1R
: H 3 3 3

i 1/R_ 1/R_ 1-R
3 3 3
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o e e e e e e e ot e St s o W S T it ol i . B S S S AR S VoA o . e Sk M k. . s S e S . . . S S St S S o S

PR = ¢ 13 13 1.3 ¢
1.3 13 1.2
173 1-3 1.3
¢ | $ 13 13 1.3
H
: 172 1.3 1.3
H
F =X X
H H oM

Como XH & um vetor, pela propriedade da inver-—

sa generalizada de Moore-Penrose,

x;=—-f)~x’
1 1 01 01 01 01 01 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P ooww® —1.40 |0 ? 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
H H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
101 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 01 1 1 1 1 1 1 1 1 1]



32 32 3/2 38 -1 -1 -1 -1 -1 -1
e B2 BRBE -1 -1 -1 -1 -1 -1
Cg=Rc - Rc V- Y- RIS SR SR | -1 -1 -1
32 B32BBIZ2 1 -1 - -1 -1 -1

A~ A A e 2o 2t it 07 AT e e e e S SRRSO . St St YHLRY et T bl S e e Sk S W i i . o i S o Al S o e A

P PP = 110
H -1 -1 -1 -1 73 TSR 7B -1 -1 -1
_________________ Lt o s swor s e i e A M s e S A At i = - Y7 —— i S e T e o e
-1 -1 -1 -1 -4 -1 -1 T3 TSR TS
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 7,3 TR T
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 7,3 TS TSR
Ci-P> = 1§ - P = § - -
v i) L o

34 14 -1/4 -14
-1-4 32/4 -1-4 -1-4
-i-4 ~-1-4 3274 -1-4
~1-4 -1r-4 -1-4 34

" . . i s o . e 9. e S . s . S i = . S ot . Ao e e Ao e e o i R . o . e e o

22 1.2 1.3

-1/3 1.2 273

CO—Py- ¢ -1/3 23 -1/3 | $
-1/3 1,3 23 |
i 2s3 -1/3 -1.-3
¢ ‘ ¢ -1/3 B3 -1.3
|
i

Obtidos os projetores do modelo, poden; ser ob-
tidas as somas de guadrados, através das formas gquadraticas
correspondentes:

SQu = y’ﬁ"”y = Correcac = C = 40,80

SQa = y'Py - y’ﬁ’py = 454,00 - 408,80 = 44,40

a
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SQTotal = y'y -— y’?py = 480,00 - 408,80 = B0, 40
SQResiduo = y'(I-P>y = 6,00
e o graus de liberdade associados:
g.1.Cud =1
g. 1.0 =2
g.1.CTotald =9
g.l.{Residuc) = 7,
conforme jid definidos em [3.38) e [3.37].
Assim, pode—-se montar o guadro de andlise de

variancia:

C.Variacao G. L. S Q. Q. M. F
Tratamentos CcO 2 44,40 22,20 25,800
Residuo 7 8,00 O, 8571

Total Q 80, 40

As estimativas por intervalo, conforme dedu-
zido em [2.22] s3c obtidas tomando-se
VIx’el = XK R "X QMR

Seja, como exemplo, a funcio estiméavel:

Iy
e =10 2 -1 -13} % =2a - -«
(o4 1 2 3
prd
ot
3
5
~ -1
Ae = [0 2 -1 -11 - | =-®
4

NRTR A = 53
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o~ ~ S
VIn'e) = 2R X 'a QMR = B-3C0,88710 = 1, 4288
Assim, sendo

’ - 3 3 ~ ~
ICIATe), = x'e Xt IR J VIr’ el

ICIxN’e] = -8 + 3,80 71,4288
0,99
= -8 % 4,18
. -12,18 S 2a - o, - o < -3,82
1 z ES
indicandeo gQue este contraste & significativo, pois o inter-—
valo n3o contém o ponto zero.
A estimativa da regiio de confianga, conforme
deduzido em [3.24), a2 um nivel de confianga 1-a, para B’e
estimdvel, € delimitada pelo elipsdide:
~ b+ -1 ~
? _ ” ’ » > ¥ 13 -«
(Bre-B’e'IB"X A Bl (B'e-B’ed < FCa;p;n-—r{mD
com p = riB*1.

Seja o seguinte conjunto de fungdes estima-—

Yels:
L
. e o 0 -1 1 o _ - o+ _ ¥
{Be*{O—Bii] o [-Bc: +az+a3]a{w1]
2 3 -
o
3
> v
IB?e - o 0O -1 i -1 - 2 - e
o -2 1 1 2 8 ¥
z
4
.. o3 O
BR A B =
O B3
.. _ 32 O
IB*X R "B =
O 293
Com a = 0,01, tem—se:
pQMR F = (22C0,88712(8,88) = 16,3706

{0,027

Tem—se, assim, R < [Bre] dada por:
0,99

»
a
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X a2 o) 2 -y
e 2 -y, B -~ y] <1
16,3790 1 zZ 1 5 28 8 - v,

Fazendo a translacio,
x = *y - ¥ 2
X, ¥, ~ 8
QL) = x’Ax fornece a regifio delimitada pelo elipsdide (aqui

elipse, p=2> de centro {(2; 8> e equagiom

> =
1 z

+ = 3
10,91 =7,28

Tomando a eguacglco tipica da elipse de centro

Ch,k2,

Cy - hd Cy_ — kD

temos a = 2,30 e b = 5,22, e obtem—-se, graficamente:

b
¥
]
5,30 | !
466+ L LU
i
2,00} - - ‘ S
: ‘ :
-0,64 | :>\\<;;L;;>>”K’ Q
0T 278 3,8 TEGs 12,1832 :

Confirmam—-se, pois, todos os resultados

dos por IEMMA (1887).

obti-—
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4.2. Experimentd Balanceado com Dois Fatores, Sem Intera-

cao

Para este caso e para o casc seguinte, serao
mostradas numericamente apenas as formas gerais da inversa
generalizada de Moore Penrose, © a andlise de varidncia, ob-—
tida através dos projetores ortogonais. As demais estima-—
¢cdes podem ser obtidas de maneira similar a apresentada no
caso anterior (4.13.

- Como apresentacio numérica para este caso, foi
também tomado um exemplo numérice de IEMMA (1887, p. 184>,
referentes a ganho de peso de doze cles da raga Boxer ac fi-
nal de certo pericdo experimental. Foram usadas trés racgdes
e guatro ninhadas (que podem ser tomadas como blocosd. Os

dados =30 os apresentados na Tabesla 2.

Tabela 2 - Ganhos de peso de doze caes, em kg, Ssegundo a ra-

cdo e a ninhada.

TRATAMENTOS
NINHADAS N
t t t 1
1 z 3

n, 10 3 15 28

n, i2 3 i2 27

n_ S 1 o) 16

n, 10 5 12 27

T, 38 i2 48 G=08

Média 9,8 3,0 12,0

Variancia 6,233 2,87 56,0
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Dado o modeleo linear y = Xe + e, com a carac-—
terizacio:
e + o <+ e
Yij = H L TPy 0
sendo o © parameiro representativo dos tratamentos (racdesd
3

e }?j o parametro representative das ninhadas (ou blocos),

onde:
o= s, ,,a & o indice de “tratamentos® Cai),_ e
i=4..., v é& o indice das repeticdes cu de ninhadas.
Nesse caso a matriz X do delineamento € dada
por:
F 1 1 O O 1 O O 0 7
1 1 O O O i 9] O
11 1 ©0 © o o0 1 ©
1 1 O O O O O 1
i O i O 1 O O O
R =1IX R XR.1 = 1 O i O O 1 O O
S ? 1 0o 1 © o ©0 1 ©
- 1 O i O O O O 1
10 O O i i O O O
14, 0 o 1 o 1 © ©
1 O O i O O 1 O
140 0 1 0 o o 1
nL H 4 a+b+g
e podemos escrever:
y = KRe + e
v, ] [ 10 ] 1 {100 110007 'e“'
Y iz iz 11100 01 00 ~ : e .
Yie & 1110010010 o C
Yea 10 1 giOO‘EOOOi oy e .
Y. 2 1 o1 0 ‘ 1 000 o e,
y,.1= 2=11:0101{0100 o |+ e,
Y, 1 1 {0101 0010 s, e
You 3 1 o1 0 C 00 1 [32 e,
Y., 18 1001 1000 ,(33 e,
Yar iz 11001 ‘ 01 00 (3’4 e,
Yas 2 11001 0010 Ja+barl 41 ©.
b iz 11001 § O001 e
nbt 2%, 4t 43 nt Jasvas ~L 34,



De acordo com a preoposigio 2a,

composta por:

ab 1’ =112 12 12 12 12 12 12 128
14 -85 -5
H = -5 14 -5
g -5 -8 14
a 1’ =[3 2 3 2]
} S -
b 1) =14 4 4]
15 -4 -4 -4
K - -4 15 -4 -4
o -4 -4 18 -4
-4 -4 -4 15
F 12 12 12 12 12 12 12 iz
42 42 42 42 —18 -185 18 -18
—-18 —185 -18 —-15 42 42 42 42
-18 18 ~-18 -18 —-18 -18 —-18 -18
»\,-}' A e e e e e e e e e e e e — e
T 228 80 -16 -18 -18 B0 -1B -16 -18
-16 B0 -16 -16 -168 80 —-18 -1B
-18 -18 80 -1iB -16 -16 80 -18
| -16 -16 -16 B0 -16 -18 -18 60
[ 5,16 ]
3,08
-3,45
o L+ 5,55 ,
e=2Ry =1 248 : Ry
2,12
~-1,54
2,12

B54.

. *> -
a matriz X é

iz 12 12 123
12 12 12 12 7
-18 -15 -15 -15
-15 -15 -15 -18
42 42 42 42
80 -18 -18 -18
-18 80 -18 -16
-168 -18 80 -1B
~18 -16 -18 B0 |
o8 ]

38

i2

48

28

27

18

27
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10,87 ]

10,32

6,87

10,33

4,17
32,83
0,17
32,82
12,17

iz2,83

8,17
12,83

#Re® =

1l
™

= [P & composta por:

+

A matriz RXK

|

-1 -1 -3
3 -1 -1
-1 3 -1
-1 -1 3

3
-1
-1
-1

|

[

KR fica:

F =

Assim,

-1 -1 -1
3 -1 1
-1 3 -1
-1 -1 3

3
=1
f—1
-1

~1
~1
-1

-1
-3

-1

3
-1
-1
-1

2
-1
-1

3

-1

2

{

o

0

8]

f

0

N

2 2 2 6

-1

-1

-1
3

~1

-1
3

-1

8 2 2 z
2 B £ =2

2 2 B 2

2 2 B

=

-1 -1 3

-1

-1
-1
-1

-1
-1

-1

3
-1
-1
-1

<

2
-1

3

-1

3

-1 -1

-1

-1
-1

-1
-1

3

-1

b I

i

F = XK

a 2c, &

conforme a proposicao

A matriz X+X€,

composta por:
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ab = 12
T = {4 4 4 §3 2 3 32
1 ab-1
14 -8 -5 18 -4 -4 -4
-4 18 -4 -4
v = -8 14 -B : =
(a> s -8 14 (¢ -4 -4 18 -4
~4 —4 -4 14
i i i 1
E> = i b S 1 1
@ 101 1 1

F 12 4 4 4 3 3 3 37
14 -8 -8 1 01 1 1
-5 14 -8B 101 11
KR =119 4 i -8B -8 14 101 1 1
<) 101 2 15 -4 -4 -4
2 i1 2 -4 18 -4 -4
3 1 1 1 -4 -4 18 -4
3 1 1 1 -4 -4 -4 15 |

e matriz X'® & dada por:

576 88565 —-4140 —-4140 ,: 144 144 144 144
576:-4140 B8BSDE -4140 144 144 144 144

ot 1

RA= sizex




B67.

Para esta caracterizaclo, de acordo com [3,54)

o projetor P & desdobrado em:
lP-—-{Pa-rIPﬁ—{PV
onde:
P & o projetor ortogonal de y scbre CCXNQ;
é o projetor ortogonal de y scbre CCXQD;
P & o projetor ortogonal de y sobre CCRED.

Com as definicdes desses projestores ja dadas
em [3.855}., [3.8B8) e [3.57), podem ser obtidas as somas de
gquadrados e construida a analise de variancia:

SQu = y’?ﬁy = Correcio = T = B0O0,2332

172, 66867

{7z, 0000 — 800,333

1

it

32. 33323

I
i

SQax = y'P y - y*P“y
y’Pﬁy - y'P y = 832,8888 - 800,3333

S
Q3 e

SQTetal = y'y - y'P y = 1.018,0000 - 800,3333 = 217,6667
SQResiduc = y’(I-Pdy = 12,8857

2 ©os graus de liberdade associados:

g.1.(d =1
g.l.{ed =2
g.l1.(3 = 3

g.1.{Totald> = 11
g.l.{Residucd = B,
conforme jia definidos em [3.58) e [3.88].
0 quadro de andlise de variancia & apresen-—

tado a seguir:
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C.Variac3o G. L. s.Q. Q. M. F
Ninhadas (/3 3 22,3323

Racbes Cod 2 172, 6867 86, 3332 20,897
Residuo & 12,8667 2,1111

Total 11 217, 6667

4.3. Experimento Balanceado com Deois Fatores, Com Intera-

cEo

‘Para este caso, foi tomado um exemplo numérico
de NETER & WASSERMAN (1977, p. B700 referente a um experi-
mento feito por uma fabrica de pi3es embalados, com o intui-
to de estudar o efeito da profundidade (fator A): regular =
larga, e da altura (fator B>: baixa, média e alta, das
prateleiras dos supermercados sobre a venda dos paes. Foram
tomados doze supermercados com as mesmas caracteristicas de
clientela e, durante o© periocdo experimental, para cada
combinacac sorteavam-se aleatoriamente dois supermercados,
anotando—se as respectivas vendas. 0Os dados obtidos estio na

Tabela 2.
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Tabela 3 - Vendas de pies de acordo com a profundidade CA1 =
regular; Az = largad e altura (B1 = baixa; Bz =
média; 133 = altad das prateleiras dos supermerca-
dos.

FATOR A

FATOR B A A

1 2

B1 47 48

43 40

B2 ez 87

88 71

Ba 41 42

28 48

TOTAL 2300 31z
Dado © modelo linear y = Xe + e, com a carac—

terizacgio:
yijk =’u+ai+ﬁj +(GBD~L3 +ei.j}:

sendo & © paradmetro representativo do fator A, (3j o parame-—
g :
tro representativo do fator B e (o  referente a interacao
i}

entre o fator A e B, onde:

i=1..., a @€ o indice do fator A Ca)D,
T
i= 1,..., b & o indice do fateor B (2. 2; e
3
X = 4,..., R &€ © indice das repetiges, nesse caso R fi-
xo = 2.

A matriz X do delineamento é dada por:
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< ab+asbrl

sNeReNeRolsNoNoNeN oI
OCO0O0OOCOOH-OO0
COO0ROOH=0COQO
QOO0 OO0 00OC
OO0 OOO0O0O00O0
A O O0O00000C0O000

QOO0 e QOO0 =
COAMODODO0 =00
A DO 0010000

QO OO0 0 vdwd o vl 4
A= OO0 000

I e B B B e R Qe
£,

X

1R |
INE S

ot

i

LR X

o

e pode—se escrever .

Xe + e

Y

13
112
21
22
131
32
i1
212
221
222
31
232

" “ w " N N
L OO o600 Lo 00

4

+

i,

12123

AR

n[_ci,f?

ab+a+b+ ¢

COOOODOODD =«
0000000 w00
COO0O00OO0HEDOOO
D000~ 00DO0OO
OO0 HADOO0O0O0O0O0
110000000000

00001100

[

00 e
OO0 -t A 0000 i wm OO
HA0000 w0000
DO OO OO e vi vy vl ot o
..M.illllOOOOOD
L B B B B I B B A B A B
| —— ]
I

i
....._Ziz....z122212d
w oW NNMM o« NNMmM
LR L] N N N

NN S

inversa de

&

3a.,

De acordeo com a proposigiaoc

Moore-Penrose para esta caracterizacg3o fica:
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—a

~a ab ab -—a

—a

-b

-a =—-a ab ab 1

&

—a

—-& Ta  Ta

&

ab ab

1

—a

—a ab ab -a

&

-a ab ab

- b ~-a -a -a

1

b
1
1
|
U
1
|
t
boet
1
i
|
e
i
]
!
1.0
(B
|
|
0
o
1
|
to©
[
|
i
[
(I
|
i
b
[
t
|
[}
[
|
!
.0
[
t
t
b0
P
™
L
|
(&)
X
Gy

o A
} { ]
i i f
1.4_42_ 3.33%%@5
R
el o (I il et M « W © «
[ | i | | i
| |
il o« Q0 Ml M - 0 M
[ | [ ] | |
N |
SRR R
] |
wil e Q)1 -l - o DN
.,_ " ,”. b
i i I
MW Ol e o
| m
o g R A
o |
SRR IR I
i
| } }
] j
et 00 d 1”282131
“ _“ .“. ] |
i § I
] e LI €8 B 4 € SN | ) B o
" ." .” I T
i | !
et (0 et 10 O M O - e
[ [} | | |
g | Y
|
i
+
=



28,80
12,00
13,50
3,83
12,17
2,80
3,87
8,33
0,00
0,17
10.83
=, 580

A matriz KR

ft

)

Ry

F 10,87

10,33
6,87
10,383
4,17
3,83
0,17
3,83
13,17
12,83
9,17
12,83

Biz
2300
zi2
178
268
ig8
o0
130
80
88
138
88

P & composta por:




RAR

KK
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1R, 1R
$ $ ¢ $ ¢
1i/R 1i-R
1-R, 1-R
$ ¢ $ $ ¢
1R 1R
2 2
___________________ SRS S SO U
; {1/&}1/R1
¢ $ $ $ $
1/R 1R
_________ U D SN SUSENRIL. S SR SRS SN
§ 1R, 1/R i
¢ $ $ ¢ ¢
1/RZI/RZ
5 1/R 1R
$ $ ¢ $ L ¢
iR 1-R
____________________ SRS SRR Ul SO S
1;‘}?2 1R
$ $ ; $ ¢ ¢
i ; {1/R_1/R_
12 102 ] é | ]
A S B N ¢ | ¢
12 124 : ; i
......... RO R S O
%1/2 1.2 % : ;
$ ¢ $ $ $
12 12 |
......... e B SETEEERE
i . iise 1
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o - v — . ————— —— o= . o — = — o

}X+ +, 1
T 8578 | o T A
= 10 -8 22 —310 -10:110 -850 -30 -8B8 40 40
2 10-8 !-10 22 —-10:-80 110 ~-8B0 40 —-88 40
= i0-8 i-10 —-10 22!-80 -850 110 40 40 -BB
2 -8 10 22 —10 -10i-88 40 40 110 -850 -850
= ) -8 10 i-10 zZ2 10! 40 -BB 40 -B0 110 50O
! 2 -8 10 {10 —-10 22! 40 40 -8g -80 -S5O 110_
Conforme descrito em [3.78B), nesta caracteri-
zacio
P =P =F +P_+ P - 2P
@, 3 o e o3 ¢
onde:

PH & o projetor ortogonal de y no espago coluna xy;

=g

o & o projetor ortogonal de y no espaco coluna de ﬁa;

i)

€ o projetor ortogonal de y no espag¢go coluna de ﬂﬁ;

3
o

g

& o projetor ortogonal de y no espago coluna de ﬁaﬁ'

Com as definicdes desses projetores ji dadas
em [3.79), [3.801, [3.81) e [3.82), podem ser cbtidas as so-
mas de quadrados e consiruido o guadro de analise de varian-—

cia:



SQu = y'IP y = Corregio

H

SQa-‘—‘)riPay-yPyy:

sSQiR o= y’i?ﬁy - y’i?uy

]

SQafz = Y’ﬂ”aﬁy - Y’PH)'

SQTotal = y'y - )r’!}’“y

SQResiduo = y’'(I-Poy =

=C = 31.212

2l.224 - 31.212

32.756 - 31.212
= 31.238 - 31.212
= 32.884 - 31.212

o2

e os graus de liberdade associados:

g.1.(> = 1
g.l.Ced =1
g.1.{(/3 =2
g.l.Cay®d =

g.1.{Totald

2

= 11

g.1l.CResiducd = B,

iz

"

conforme ja definidos em [3.831 e [3.8B41.

. 544

24

1.642
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0 guadro de anilise de variincia & apresen-—

tado a seguir:

’ Bad
C.Variaca3oc G. L s.Q. Q.M ¥
Fator A Cco 1 12 12 1,17
Fator B (/ = 1.844 772 74,098
AxB Cof® 2 24 12 1,17
Residuo 8 82 10,3
Total 11 1.842

Os resultados est3c concordantes com os de NE-

TER & WASSERMAN (1877D.

no exemplc

As demais estimativas podem ser obtidas como

10
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5, CONCLUSOES

Considerando~se os objetivos deste trabalho e

com base nos resultados obtidos, podemos concluir que:

12 © uso da sclugio e° = K+y para modelo linear de Gauss-
~Markov ¥ = ¥Xe + e, através da forma geral para &
proposta  apresentou resultados concordantes com ©
obtido pela literatura através da soclucioc com o uso

das equacdes normais, ©° = (R XA R'y.

2> A definiclo de VIA'®) = AHK R “ro” foi comprovada atraves

das estimacbes nos exemplos numéricos apresentados.

3> Todas as formas gerais definidas K, P =R, H = XK

+ ot ~ . R
e X X' s3oc de facil composicao.

4> O uso das formas gerais da inversa generalizada de
Moore—-Penrose em delinsamentos experimentais propicia
simplificacdes relevantes no processo diditico dos te-—
mas classicos inerentes aocs Modelos Lineares e corre-
latos, pois as formas das matrizes apresentam uma vi-

s3c mais clara dos efeitos dos parametros envelvidos,

a
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além da facilidade da obtenclioc da analise de variancia

através dos projetores ortogonais.

Dado que a formacioc das matrizes leva em conta apenas
nimeros fracionarios relacionados com o©s parametros
envolvidos no modelo, a precis3o das estimacbes é
maior gue guando se trabalha com equacdes normais e

reparametrizacdes, pois envolvem menos calculos.

Os resultades mostram as diferencas existentes na for-
magado da inversa generalizada de Moore-Penrose, bem
como dos projetores, de acorde com a caracterizacio de

cada modelo,

Além dos modelos de delineamentos experimentais agqguil
apresentados, a generalizacgido para outros delineamen-
tos nao apresenta dificuldades maicres, pois o pro-
cesso utilizado para obtencio de X", através da fato-
racaoc de X = U¥ & apropriado para matrizes de delinea-

mentos.

A maior contribuicioc dessas formas gerais, além do uso
didatico, seria sua utilizacZfo em programas compu-
tacicnais, pois o ponto forte dessas formas & reduzir
© numero de passos e, consequentemente, de érros de

arredondamento.
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