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OPERADCRES DE DIFERENCAS FINITAS:  APLICACOES NO
CALCULO DOS MOMENTOS DE DISTRIBUICOES DE PROBABILIL
DADE DE VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Autor: Claudio Marcos Mancini

Orientador: Dr. Izalas Rangel Nogueira

RESUMPO

Para se caracterizar uma distribuicao de probabili
dade, e de fundamental importancia o conhecimento de seus
principais momentos, principalmente O primelro momento em re
lacao a origem (media), o segundo momento em relacao a media
(variancia), e o terceiro e o guarto momentos em Trelagao a
media, utilizados na caracterizacao da assimetria e da curto
se, respectivamente, de uma distribuicgao.

Atraves desta dissertacao pretende-se apresentar um
estudo comparativo sobre o calculo dos momentos das distri
buicoes discretas de probabilidade: Binomial, Poisson e Geo
métrica, utilizando-se as funcoes geradoras de momentos e 0s

operadores de diferencas finitas.
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Fez-se, para tanto, um trabalho de revisao biblio
egrafica e apresentou-se, de forma compacta o que se conside
ra de maior importancia para a determinacao dos momentos de
ordem superior, o que constitue a essencialidade deste traba
lho.

Para tanto:

- define-se operador deslocamento e apresentam-se suas

princilpais propriedades;

- define-se operador diferenca e suas principails pro

priedades;

- apresenta-se a Leil Fundamental do calculo de Diferen

cas Finitas;

- Define-se Diferencas do Zero e obtem-se a tabela pa

ra valores de AJ n;

- define-se derivacoes de momentos;

- define-se a Distribuicao Binomial, obtem-se os qua
tro primeiros momentos utilizando-se a funcgao gerado

ra de momentos para essa distribuicao;

- aplica-se o processo das diferencas finitas no calcu

lo desses momentos;:
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define-se a Distribuigao de Poisson, obtém-se os qua
tro primeiros momentos utilizando-se a funcao gerado

ra de momentos;

utiliza-se o processo das diferengas finitas no calcu

lo desses momentos;

define-se a Distribuicao Geometrica, obtem-se os qua
tro primeiros momentos utilizando-se, para tanto, a

funcao geradora de momentos;

aplica-se o processo das diferencas finitas no calcu

lo desses momentos.



FINITE DIFFERENCE OPERATORS: SOME APPLICATIONS IN
THE CALCULUS OF MOMENTS OF DISCRETE PROBABILITY
DISTRIBUTIONS.,

Candidate: Claudio Marcos Mancini

Adviser : Dr. Izalas Rangel Nogueira

SUMMARY

This dissertation 1s mostly a literature review on
moments of probabillity distributions, moment generating functions
as well as the use of Finite Difference in calculation of
moments.

There are, however, 1n this work, some author's con-
tributions, specially in the development of higher orders
moments. as far as the second moment 1s concerned.

Having this in view., the author shows the main
topics of the theory, hoping that it will favor the teaching

and studving of the subject.



1. INTRODUCAO

Os momentos da maioria das distribuigoes de proba
bilidade de variaveis aleatorias discretas sao bem conhecil
dos, e as expressoes para suas determinagoes sao encontradas
em textos padroes (JOHNSON e KOTZ, 1971; KENDALL e STUART,
1977 e outros).

A derivagao destas expressoes, entretanto, pode ser
complicada e extensa.

LINK (1981) demonstra que operacgoes de diferencas
finitas oferecem uma simplificacao bastante Gtil, no calculo
desses momentos.

0 uso dos operadores de diferencas finitas e propos

to neste contexto devido a tres razoes fundamentais:

Primeira: as expressoes fatoriais sao comuns em funcao de
distribuicao estatistica e estao vor toda parte

em diferencas finitas.

Segunda : a derivacao de momentos para distribuigoes discre

tas e essencialmente um problema de somacao.

Terceira: diferencas de zero e ntmeros de Stirling de segun
da espécie aparecem freguentemente nas expressoes

1.



para o calculo dos momentos.

Este trabalho apresenta tais derivagoes para as co
nhecidas distribuicdes: Binomial, Poisson e Geométrica.

Espera-se que este trabalho traga alguma contribui
cao a todos aqueles que tenham interesse na aplicagao deste
poderoso instrumento que € o Calculo de Diferengas Finitas
no estudo da determinacao de momentos de algumas variaveis

aleatorias discretas.



2. REVISAD DE LITERATURA

O calculo dos momentos, bem como das fungdes gera
doras de momentos, foil originariamente estudado como um ins
trumento para a solucao de problemas em teoria de Probabili
dades e em Estatistica Matematica. O seu estudo, e o de suas
aplicacoes, vem sendo feito ha algum tempo por diversos auto
res.

Segundo TATON (1964) varios matematicos famosos ja
se dedicaram ao estudo das fungoes geradoras de momentos. LA
PLACE, em 1812, em sua obra Theorde Analytique des Probabili
Zes, apresentou uma teoria das fungoes geradoras de momentos,
também chamadas funcOes geratrizes de momentos.

CRAMER (1955) estuda funcgoes feradoras de momentos,
particularmente as do tipo E(QIX) para funcoes de uma varia
vel aleatoria, efetuando apenas citacao rapida da definicao
de momentos mnara distribuigoes em duas dimensoes.

WILKS (1962), utilizando conceltos avangados de ma
tematica, como a Teoria da Integracao de Lebesgue-Stieltjes,
efetua um estudo geral sobre Calculo de Probabilidades, in
clusive sobre fungoes geradoras de momentos.

NOGUEIRA (1965) apresenta formula geral, para a ob
tencao de momentos de ordem superior ao segundo, e verifica
a sua validade para as distribuigoes Binomial, Poisson e Nor

-

S
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PIEDRABIIENA (1968), devido a uma anomalia relativa
a distribuicao de Poisson, em contagens de leveduras, chega
a uma distribuigao binomial negativa. Efetua o desenvolvimen
to dos momentos em relacdo a média sobre esse modelo, e veri
fica que a formula proposta por NOGUEIRA (1965) se aplica ao
mesmo.

KENDALL e STUART (1977), definindo momentos, apre
sentam importante relacao geral entre momentos centrados e
em relacao a origem.

DAVID e BARTON (1962), apresentam algumas aplica
¢O0es das Diferencas de Zero no calculo dos momentos e das
funcgoes geradoras de momento fatorial.

BARBOSA, ESPADA e BELLOMO (1973) apresentam um tra
balho realmente formalizado, em nivel de Brasil, sobre o Cél
culo das Diferencas Finiltas.

HOEL (1980) realiza um estudo sucinto sobre momen
tos e funcoes feradoras de momentos.

JOHNSON e KOTZ (1971) apresentam um trabalho impor
tante sobre as distribuicoes discretas de probabilidade, in
troduzindo os conceitos das diferencas finitas, em um capitu
lo especial, bem como as suas aplicacoes no calculo dos mo
mentos.

LINK (1981), apresenta um trabalho muito especial

sobre o uso dos operadores de Diferencas Finitas no calculo



dos momentos, ate a 48 ordem, das distribuigoes discretas.
CHAN (1982), complementa o estudo de LINK utilizan
do tambem as Diferencas Finitas no calculo da distribuicao

Hipergeométrica e da Distribuicao Hipergeometrica negativa.



3, FUNDAMENTOS TEORICOS

Recordemos, inicialmente, algumas definicoes usadas

em Diferencas Finitas (BARBOSA, ESPADA e BELLOMO, 1973,

KELLISON, 1975).

3.1 - Orerapor DESLOCAMENTO

Um operador € denominado operadon de desfocamento-
h  ou de Translagéo~h, e indicamos com Eh’ se, e somente
se, aplicado a uma funcao de variavel real (pode ser estendi

da a variavel complexa) 4(x) fornece §(x+ h).

Ep5(x) = §(x+h).
O numero h denomina-se tambem passo; se h>0 (ou h<0),
dizemos que o operador € de avango (ou de recuo).

— No caso de h =1 escreve-se simplesmente E

para facilidade, logo:
Edix) = f(x + 1); Ex = x + 1.

Define-sc potencia de Eh de acordo com a defini

cao geral, e estende-se para expoente nulo:

6.



Epf () = §x) —> Ep =1,
onde I e o operador {Ldentidade.

Resulta da definigao de potencia, o que se pode pro

var por inducao sobre x que:

Epf0 = §(x + nh).

5.2 - OPERADOR NIFERENCA
— Define-se o operador A, por:
Bpb(x) = f(x+h) - §(x)
e, em particular se h = 1 escrevemos simplesmente 4, logo:
Ag(x) = f(x+1) - §(x).

— Define-se a diferenca 4i-eésima de acordo com a

definicao geral de potencia, isto e:

o

00 = T DD+ ik

A=

a qual pode ser deduzida por inducao sobre .



Alem disso, para *x = 0, tem-se

BpEGO = f0) —> A = 1.

— Estes operadores podem ser adicionados, subtrail

dos, multiplicados, e (em condigoes apropriadas) divididos.

3.3 - Ler FunpDAMENTAL Do CALcuLo DE DIFERENCAS FINITAS

3.3.1. Temos que:
Ahé(x) = f(x+h) - §(x), definicao de A
b6 = E;[600] - 1[§(x)]  definigdo de E e I
Ahé(x) = (Eh— I)(6(x)), definicao de soma de operadores.

Logo:

No caso particular de h = 1, temos:




3.3.2. Analogamente:

E,L600)] = §(x+h), definicdo de E

Eh[ﬁ(x)] §(x+h) - 6(x) + 4$(x), propriedade dos reais

Eh[é(x)] b, 06(x)) + 104(x)], definicdo de & e de 1

Eh[é(x)] = (b + I)[4(x)], soma de operadores.

— Podemos aplicar os operadores também a numeros

combinatorios, assim, verifica-se facilmente que:

EC) = 0N e o) = ()

3.4 DiFERENCAS DO ZERO

Define-se diferenca J-eésima de zero-x a A7 x

para x =0, 1isto e:
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AJO& _ [ij&]

3.4.1. Propriedades

) Am+¥z0m

Essas propriedades permitem a construcao de uma ta

bela de diferencas do zero, a aparecer na subunidade seguinte.
3.4.2. Tabela de Diferencas do Zero
As diferencas de zero necessarias para se obter os

momentos até a quarta ordem ou de ordens superiores, sao da

das pela seguinte tabela:
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Valores de AJOA
1 2 3 4 5

1 1 0 0 0 0 .

2 1 2 0 0 0

3 1 6 6 0 0

4 1 14 36 24 0

5 1 30 150 240 120 e

Verifica-se que:

i) a propriedade a) fornece a primeira coluna;
11) a propriedade b) fornece a diagonal principal;

iii) a propriedade <«) fornece os valores acima da dia

gonal principal;

iv) 0 seguinte esquema de recorrencia permite que se

obtenha os demals valores:
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T X1, N

%

“(n, 1)

isto €: o elemento da #-ésima linha e J-esima coluna, & ob
tido somando-se o elemento da (#-1)-esima linha e (J-1)-esima
coluna com o elemento da (2-1)-esima linha e J-esima coluna,
multiplicado pelo valor correspondente a J-esima coluna.

Tal algoritmo se nos apresenta de grande validade
pratica.

— Os elementos que aparecem no corpo da tabela po

deriam tambem ser calculados pelo procedimento abaixo:

De AJ = (E-l)J, segue-se

A =

LY
‘ML-J

(D (-ntel

portanto:

GO e T-0"

-
&

I e~y

o)

J-1 .
— | 270" = T - 0"
£=0
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Exemplo:
203 - ¥ 1942 3
A“0° =} (-1) (;12-4)
£=0
2 3 : 2 3
- (YH@7 F CLEW
=8 - 2
= 6
Logo, para J = 2 e x =3, teremos
Xz 9 = 6.

Os demais elementos sao obtidos analogamente.

3.5 - DER1VACOES DE MOMENTOS EM RELACAO A ORIGEM

Consideremos agora, uma expressao geral para o h-ési
mo momento em relacao a origem.
Define-se o momento de ordem 4 de uma variavel

1

aleatoria em relagao a origem, e nota-se por U, a expressao

- n =
1—1/1_ E(X), n

|
o
—
0o
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com a condigao de que E!XK} < o, Se esse for o caso

n S I n
w, = E(XT) = ) xjPy = ] Pyx
R i< J 7 120 J*J
Nesta expressao, Xj representa o j-ésimo resultado e P] a
probabilidade de ocorrencia desse resultado.
O processo das derivacoes de momentos, segundo
LINK, consiste na substituicao de xg por EJOA.

Logo:




4, DISTRIBUICOES, FUNCOES GERADORAS DE MOMENTOS E FORMULAS
RECORRENTES

L.,1 - DisTRIBUICAO BINOMIAL

4.1.1. Definigao

Diz-se que uma variavel aleatoria discreta J tem
uma distribuicao binomial de probabilidade, se a sua fungao

de probabilidade € dada por:

§,00) = (ﬁ)qu”"JI (7)
{0,1,2,...,N}

"

com 0 < p<1 e g 1-p.

4.1.2. Fungao Geradora de Momentos (f.g.m.)

Teorema 1. Se uma vardiavel aleatoria J tem  distrnibuicgdo

binomial, entdo a sua §.g.m. ¢ dada poxr:
N
my(£) = (q+pe™)t,

Prova: Tem-se:

15.



N
r ] xJ] . N N-
nyt) = £ = 7 Mg = T e
J J L J
J J=0
VNt T N-T
my(2) = } (3 (pe™)7q
J=0
N
my(t) = (q+peD).
4.1.3. Calculo dos Principais Momentos

— 1° momento em relacao a origem:

' T N-1
ny() = Mg+ pe)' T hp.e”

para 1t 0, temos:

N(Q+p)N_1-P, mas ¢+ p =1

m3(0)

— 2° momento:

16.



mi(t) = Npefig+ petyN 1 &« nv- 1) (pet)2(q + petyV 2
w3 0) = Np(+ )"t e v - P (g N

ny(0) = Np + N(N-1)p°

my(0) = Np + NZp? - Np?

2 2 2

Wy = E(I%) = Np o+ NEpP - Np?

A variancia e dada por:

EJ%) - [EM]°

Var (J) =
Var(J) = Np + szz - NPZ - NZPZ
Var(J) = Np - Np°
Var (J) = Np(l1-p)

. Var(J) = Npgq

Por derivacao sucessiva, obtem-se, analogamente:

uy = Np + snZp? - 3Np? 4 NIpS - N2 4 2Np°
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e
wp o= Np o+ INEpE e et et - endpt - 1en®pd s
+ 1INZpY - 7Np? - enpt - 12npd.
4,2 - DistriBUICAO DE PoIsson
4.2.1. Definicgao
Diz-se que uma variavel aleatoria discreta J, tem
distribuigao de Poisson com parametro X > 0, se a sua fun

cao de probabilidade € dada por:

M7
§703) = =57 (7

4.2.2. Fungao Geradora de Momentos

Teorema 2. Se uma vardavel afeatondia J tem distrnibudicao
de Podisson, com parametro A > 0, entdo a sua §.g9.m. ¢ dada
poA

my(t) = RICEERSE



Prova: Tem-se

my(t) = €)= 1 %7 & 2]

0 t] -ALJ o Foll J
e A -A e A
m (;t) = Z : = ¢ Z
] 320 J SE R
0 7
-2 Ae
ny () = et L e
bl
my () = ettt
pois
S (XQI)J _ xei
! B E A
J=0 :
’ z
mJ(Z) = ek(e L
4.2.3. Calculo dos Principais Momentos

— 1° momento

t
mi() = a-et.rle )

19.



— 2° momento

mie) = et T AT et e
mi(e=0) = x-e’h e 1) =% 40
wy o= B34 =%+
A variancia € dada por:
_ 2 2
Var(J) = E(J°) - [E(T)]
2 2
Var(J) = A% + X = A
Var(J) = A
Por derivagdes sucessivas, obtem-se, de modo analogo:

20.
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4,3, Di1STRIBUICAO GEOMETRICA
4.3.1. Definicao

Define-se uma variavel aleatoria J, tendo distri
buicao geométrica, se a sua distribuica@o de probabilidade &

dada por:

§5() = p(l-p)ﬂ (3)
{0,1,2,...}

com O <p<1 e q=1-p.

4.3.2. PFuncao Geradora de Momentos

Se uma variavel aleatoria J tem distribuicao

geometnica, entdo a sua §.g.m. sera dada pon

mo(t) = —E—
7 P



22,

Prova: Tem-se

ny(e) = ELP) = Y pa-p)

my(€) = p

o~ 8

Ha-p? = p T a-eH?
J=0

J=0

my(2) = p[1 + get e (g eHE (gt o N
Como
1 v k! Sk
T L, E Lo Ikl

pelo desenvolvimento da serie de Taylor, tem-se que:

1 x
my(£) = p———5, lge™| < 1
1-ge
logo
= P
mj(t) ri
1-qe
4.3.3. Calculo dos Principals Momentos

— 1° momento



xz
my (1) = —HE—
(1-gqe™)

2
(1-q) 2
logo
= 4 o= 4
E(T) 3] o
— 2° momento
m' (%) = (1-qef2p.g.e® - P~q-e§-2(1—qez)(—qet)
] (1- qeb)
ny (4) - (1-geH%p.g.ef + ZPZZ(QI)Z(l“ get)
(1-qe®)
" _ t -2 1.2 -3
my(£) = pge”(1-qe™) 7 + Zp(ge™) (1 - qe™)

' 12 -2 -3
by = mi(=0) = pg(1- )77 + 2pg”(1- @)

p_%ﬂuﬂ
p

josd
N
It
<l
"
(3]



A variancia e dada por:

Var(3) = wy - (u)°

2 2

Var(J) = % + ZC[Z - —q—-z-

o <

q gi PQ'*QZ ¢p*+q) - q

Var(J) = 4 + =5 = 2 7 T 7
o P < <
Var(J) = J%
o

— 3° momento

my(t) = paet(-2) (1- qe®) P (-qe) + (@~ qeh TP peet 4

4

s (=3)2p(eD) % (1 - ey TV mqety + (- D3 2p2(getyge

-3 -2
m'p(L) = 20¢% (M2 (1= g™+ prgret(1-qeH T 4

- 2 t.-3
+ 6p(qet)3(1-qet} by 4p(qet) (1-gqe™)
2 3 2
by = my(e=0) = 2L PL o, OPrgT . 2Dg
P o P P
2 3 2
v 2q q 6¢ 4q
M3 7 "y T 3T 2

24.

z
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6q° . 6¢°
p‘=g+ +
3 P pZ p3

— 4° pmomento

Analogamente, calculando-se a 42 derivada, chegare

moS em:
1 14q , 36¢° . 24¢°
U' = q — ._q_ + <+ q
4 P 2 3 4
P P P
ou
2 3 4
o= q 1l4q 36¢q 24q
Mg = "~ 2 Y T3t T
P P

I, 4 - FORMULAS RECORRENTES

O calculo dos momentos via fungao geradora, embora
geral, nio & de ficil aplicacao, quando se pretende determi
nar momentos de ordem superior a segunda (Cf. NOGUEIRA, 1965).

Com o objetivo de contornar a dificuldade nas determina
coes de momentos de ordem superior 2 2§, o referido autor ci

ta as formulas recorrentes devidas a KENDALL, 1947, a saber:

_ d
Maep T PO gy * nNpau,



20.

para a distribuicao binomial e

B d
a1 = Ay v,

para a distribuicao de Poisson.
NOGUEIRA demonstra que as formulas acima podem ser

enquadradas numa formula Gnica

. 2 d 2
Hpse1 = © aﬂ(pn) LGP
que apresenta ainda a vantagem de ser valida para toda fun

cao de distribuicao 4(x) que satisfaca a formula

5 (800 - 5 400,

2 - ) . .
onde up e o sao, respectivamente, a media e a varilancla

de 4(x).

Convem notar que a formula recorrente, acima mencio
nada, témbém pode ser usada para o caso da distribuigao geo
metrica.

De fato, como:

4 = pl-p7, p=1P ¢ 42=1-p

temos



1°? membro:

0001 = £ 40 = La-pT1 - pra-p T -1l
Por outro lado:

2° membro:

7 - J 2 J-1
—“1—:-,5)9—“')9(1-)9) = p (1-p)" T(pI-1+p)

2
P

o que confirma a nossa afirmacao.



5, CALCULO DOS MOMENTOS UTILIZANDO-SE AS DIFERENCAS FIMITAS

5.1 - DisTRIBUICAO BINOMIAL

Sabe-se que:

- J.n
u'l = Z P.ETO
K 720 J
onde
N, T N-J
PJ = (J)P q
logo:
N N awneTa e o N I N-T x
wy = 1 (Ppte TET0T = ) (P(peB)Tg T -0
J=0 J=0
= (g pB)No" = @+ pea)ot, pois B o= 1+

n
N T, T
W= § ()paTor .
n 521
Esse processo permite transformar a soma de N+ 1

termos em uma soma de 4 termos, pois AJOn = 0 para J=0

28.



1
. N, T, J.1 N, 1,1.1
Hy o= Z (})p7a707 = (})p A0

Np

— 2° momento: A& = 2

Temos que:

logo



mas

— A variancia €& dada por:

— 30

¥

H3

3

var () = uy - )’
7
Var (J) = Np + sz“ - sz - szz
. Var(J) = Npq
momento: 1 = 3
3
N, J,3.3
pr o= ) (p7a70
37 44 0T
2 N, 3
Myptatod « Gyptao® + KHps

0

3

30.



logo:

mas

1

Wy =

31.

20 = 1; a%0% =6 e 4303 = 6
. 2 3
g = Np + SN(N-1)p™ + N(N-1)(N-2)p
uy = Np + 3NZp2 - 3Np? o+ WS - 3NZpd + awpd
— 4° momento: o= 4
4
N. T T4
wp = 1 ()p A7 0
17t G
Ne 1.1.4  N. 2 2.4 N. 303 N. 4
= (Dpatet « Giptae + Hpoadot + (Hptatel
ot = 1 aZo% = 140 a30% = 36 n%0% = 24

Np + TN(N=1)p2 + 6N(N-1) (N-2)p> + N(N-1) (N-2) (N-3)p?

L

o Mg

Np + 7N%p% + 6N2p> + N

4

p4-6N

3

pt - 188%p

3

+ llsz4 - 7Np2 - 6.\!}94 + 12Np3




onde

logo

5.2 - DisTRIBUICAO DE POI1SSON

Sabe-se que

2.2

A2E3

+ +

oAl 2E %
=gt Tt o

n o= Q—X' QAE' ot =

3.

A(E-1)

0

it

32.



33.

I

— 1° momento: b4

=
— -

il
[ ]
N
Ly >
p—
>
[aw]

My i

mas A 0" =1 (pela tabela). Logo:

|
S}

— 2° momento: rno=

) o
o =
i
Il o~
™
k.a!y
<,
[

mas




— A variancia € dada por:
= 1y 2
Var (J) = ujy - (up)

Var(J)

i
>

+
>

I
>

.TL Var(J) = a

— 3° momento: x = 3

3
A J.3
ue = )} (Fv)40°0
37,0 O
1 2
coab s A% 20 a0
”3 17 A0 + 7 ATOY +

mas

34,
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n
N

— 4° momento: &

U4 354 7
wy o= IL aloh kz—? a2od 4 %i A304 4 %A;_ Aol
onde
alod = 1. 204 = 14y 8304 = 36, a%ot = 24
2 3 4

5.3 - DisTRIBUICAO GEOMETRICA

Temos que:

onde

J J
Py=pd-p)” =p-a-

Usa-se o seguinte artificio: multiplica-se e divi



36.

de-se PJ por ¢, .logo:

Assim:

[os} oo J
, -1 3 J
we=q [ oq CepeE0t=q ] L.p.E0”
J=1 g=1 ¢
L. ap v I
u ! (¢-E)70
n q J=1

wy=p 7 d(1+ 570" pois E = 144

w n
' J A
wo=p 1o I ato”
J=1 =1
n co
' J n
wp=p I 1 b
=1 J=5%

Determinemos agora a segunda somatoria do segundo



membro:

A+1

Ie~18

5

Sabe-se que:

1 + g + qZ + 1}

q

Derivando-se, ambos os membros, em relacao a

2 derivada:

bt
i

2 derivada:

N
{

3"il derivada

7 = AL+ ¢

37.

A+2, 2 A+
Cihat - A -] e
(serie geométrica), |q¢| <1
1 -1
=17 ° (1-q) ™.
q, teremos:



38.

n(n—%%in—Z) qn—S = 3(1 - q)—4

He~1 8

3

n(n—%gén~2) qn—S : (1_~q)—4

He~1 8

n=3

42 derivada:

;4 n(n—l)(g:Z)(n—S) S - - 7S.
n=

Observa-se que:

T -1) (n-2) (n-3 -4 S -4 -5
p a2 ned) asd oy (et - -0
n=4 : n=4
logo, na 4-ésima derivada, teremos:
< -5 - (5+1
AR GOL ST C T BACARS
n=4
mas
5 - 5 +1 +20 2 . 44303 - (8+1
I " = v Ehe s D CE = a-g B
n=4

Substituindo-se em ), teremos:

B Jd = dfa-or
=5



Assim, novamente substituindo-se em &, teremos:

n
~(A+1) .4, 1
uy e L ? - B

n
[ _CLZSA/SO/Z
Hy Azl(,p)
— 1° momento: 1 = 1
1
5,451
uro=r (9°a%o
1 A:lp
“i _ % A101
up = L1 pois ptol =1
— 2° momento: & = 2
2
[ q/S/SZ
puh o= ) (B)°A%0
2 421 P
u, = (i)lﬂloz + (g)ZAZOZ, pois aAto? =1 e
q qZ
Ué=-‘+2~—7
P P




A variancia sera dada por:

1 ¥ 2
Var(J) = 112 - (Hl)
2 2
Var(J)=%+zq—2—97
o P
2
var(J) = 3 + & —> |var()) = &
P 2 2
p 4
— 3° momento: x = 3
3
. G583
py = 7 (H)7r%0
551 P
2 3
v @ A143 g~ 22,3 q- 23,3
g =y £707 + A5 A%07 + 25 270
o o
como
ptod =1, a%0d =6 e 2%0% =6
temos:
2 3
by o= 4y 6¢” , 64
3 D 2 3
4 P

40.



como

temos:

— 4° momento: n o=
u’=§(ﬂ)"’zﬁo4
4 5= p
2 3 4
AN N Q= 42 Q- \344 q
My = 870 s A 7 O g
P p p
Aoy A%0% =140 a%0% =36 e 2t
ué'l:&‘*wg +36§ +24Z
P p p p

41.



6. RESUMO DAS FORMULAS OBTIDAS EM FUNCAOD DOS OPERADORES

6.1 - DIsTRIBUIGAO BINOMIAL

N
1 S

kol

X -

]
o~

J

-

6.2 - DisTRIBUIGAO DE POISSON

J
A
Gralot.

=

o -
it

[ I

J=1

6.3 - DisTRIBUIGAO GEOMETRICA

(%)AAAO“.

4z.



/. RESULTADOS

A partir de novos Conceitos e Propriedades dos ope
radores de Diferencas Finitas obtemos férmulas para o calcu
lo dos momentos de algumas distribuigobes discretas, metodolo
gia que, ao que me parece, podera ser aplicada a outras dis

tribuigoes discretas.

43.



8, CONCLUSOES

— Verifica-se que os momentos de uma distribuigao
podem ser obtidos através das proprias definicoes, pelas fun

coes geradoras de momentos e pelas formulas recorrentes.

— Os momentos de ordem superior ao 29, nas distri
buicOes: Binomial, Poisson e Geometrica, apresentadas neste
trabalho, sao mais facilmente calculados quando se usam 0s

operadores de Diferencas Finitas.

44.
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