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R E S U M O 

Para se caracterizar uma distribuição de probabili 

dade, é de fundamental importância o conhecimento de seus 

principais momentos, principalmente o primeiro momento em re 

lação� origem (média), o segundo momento em relação� média 

(variância), e o terceiro e o quarto momentos em relação a 

média, utilizados na caracterizacão da assimetria e da curto 

se, respectivamente, de uma distribuição. 

A través desta dissertação pretende- se apresentar um 

estudo comparativo sobre o cilculo dos momentos das distri 

buiç6es discretas de probabilidade: Binomial, Poisson e Geo

métrica, utilizando-se as func6es geradoras de momentos e os 

operadores de diferenças finitas. 



viii. 

Fêz-se, para tanto, um trabalho de rev1sao biblio 

gráfica e apresentou-se, de forma compacta o que se conside 

ra de maior importância para a determinação dos momentos de 

ordem superior, o que constitue a essencialidade deste traba 

lho. 

Para tanto: 

- define-se operador deslocamento e apresentam-se suas

principais propriedades;

define-se operador diferença e suas principais pr� 

priedades; 

- apresenta-se a Lei Fundamental do c�lculo de Diferen

ças Finitas;

- Define-se Diferenças do Zero e obtêm-se a tabela p�

ra valores de � J O�;

- define-se derivações de momentos;

- define-se a Distribuição Binomial, obtêm-se os qu�

tro primeiros momentos utilizando-se a função gerad�

ra de momentos para essa distribuicão:
.... ..:, .• 

- aplica-se o processo das diferenças finitas no c�lcu

lo desses momentos;
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- define-se a Distribuição de Poisson, obtêm-se os qu�

tro primeiros momentos utilizando-se a função gerad�

ra de momentos;

- utiliza-se o processo das diferenças finitas no cálcu

lo desses momentos;

- define-se a Distribuição Geométrica,

tro primeiros momentos utilizando-se,

função geradora de momentos;

obtêm-se os qu� 

para tanto, a 

- aplica-se o processo das diferenças finitas no cálcu

lo desses momentos.



FINITE DIFFERENCE OPERATORS: SOME APPLICATIONS IN 

THE CALCULUS OF MOMENTS OF DISCRETE PROBABILITY 

DISTRIBUTIONS. 

Candidate: Cláudio Marcos Mancini 
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S U M M A R Y 

X .

This dissertation is mostly a literature rev1ew on 

moments of probability distributions, moment generating functions 

as well as the use of Finite Difference in calculation of 

moments. 

There are, however, in this work, some author's con­

tributions, specially in the development of higher orders 

moments, as far as the second moment is concerned. 

Having this in view, the author shows the ma1n 

topics of the theory, hoping that it will favor the teaching 

and studying of the subject. 



1. INTRODUCAO

Os momentos da maioria das distribuições de prob� 

bilidade de variáveis aleatórias discretas são bem conheci 

dos, e as expressões para suas determinações são encontradas 

em textos nadrões (JOHNSON e KOTZ, 1971; KENDALL e STHA�T, 

1977 e outros). 

A derivação destas expressoes, entretanto, pode ser 

complicada e extensa. 

LINK (1981) demonstra que operaçoes de diferenças 

finitas oferecem uma simplificação bastante Útil, no cálculo 

desses momentos. 
-

O uso dos operadores de diferenças finitas e propo� 

to neste contexto devido a três razões fundamentais: 

PriJl1llleira: 

Segunda 

as expressoes fatoriais sao comuns em função 

distribuição estatística e estão uor toda 

em diferenças finitas. 

de 

parte 

a derivação de momentos para distribuições discr� 

tas ê essencialmente um problema de somação. 

Terceira: diferenças de zero e numeros de Stirling de segu� 

da espécie aparecem frequentemente nas expressões 

1.



para o cálculo dos momentos. 

Este trabalho apresenta tais derivações para as co 

nhecidas distribuições: Binomial, Poisson e Geométrica. 

Espera-se que este trabalho traga alguma contribui 

çao a todos aqueles que tenham interesse na aplicação deste 

poderoso instrumento que é o Cálcu lo de Diferenças Finitas 

no estudo da determinação de momentos de algumas 

aleatórias discretas. 

variaveis 



2. REVISAO DE LITERATURA

O cálculo dos momentos, bem como das funções ger� 

doras de momentos, foi originariamente estudado como um ins 

trumento para a solução de problemas em teoria de Probabili 

dades e em Estatística Matemática. O seu estudo, e o de suas 

aplicações, vem sendo feito há algum tempo por diversos auto 

res. 

Segundo TATON (1964) var1os matemáticos famosos já 

se dedicaram ao estudo das funções geradoras de momentos. LA 

PLACE, em 1812, em sua obra Theohie Analytique deh Phobabil� 

te�, apresentou uma teoria das funções geradoras de momentos, 

também chamadas funções geratrizes de momentos. 

CRAME� (1955) estuda funções feradoras de momentos, 

particularmente as do tipo E(etx) para funções de uma variá 

vel aleatória, efetuando apenas citação rápida da definição 

de momentos nara distribuições em duas dimensões. 

WILKS (1962), utilizando conceitos avançados de ma 

temática, como a Teoria da Integração de Lebesgue-Stieltjes, 

efetua um estudo geral sobre C�lculo de Probabilidades, 1n 

clusive sobre funções geradoras de momentos. 

NOGUEIRA (1965) apresenta fórmula geral, para a OQ 

tenção de momentos de ordem superior ao segundo, e verifica 

a sua validade para as distribuições Binomial. Poisson e Nor 

3 . 



4. 

mal. 

PIEDRABHENA (1968), devido a uma anomalia relativa 

a distribuição de Poisson, em contagens de leveduras, chega 

a uma distribuição binomial negativa. Efetua o desenvolvimen 

to dos momentos em relação à média sobre esse modelo, e veri 

fica que a fórmula proposta por NOGUEIRA (1965) se aplica ao 

mesmo. 

KENDALL e STUART (1977), definindo momentos, apr� 

sentam importante relação geral entre momentos centrados e 

em relação à origem. 

DAVID e BARTON (1962), apresentam algumas 

çoes das Diferenças de Zero no cálculo dos momentos 

funções geradoras de momento fatorial. 

aplic� 

e das 

BARBOSA, ESPADA e BELLOMO (1973) apresentam um tr! 

balho realmente formalizado, em nível de Brasil, sobre o Cál 

culo das Diferencas Finitas. 

HOEL (1980) realiza um estudo sucinto sobre momen 

tos e f unções feradoras de momentos. 

JOHNSON e KOTZ (1971) apresentam um trabalho impo! 

tante sobre as distribuições discretas de probabilidade, 1n 

traduzindo os conceitos das diferenças finitas, em um capít� 

lo especial, bem corno as suas aplicações no cálculo dos mo 

mentos. 

LINK (1981), apresenta um trabalho muito especial 

sobre o uso dos operadores de Diferenças Finitas no cálculo 



s. 

- a dos momentos, ate a 4- ordem, das distribuições discretas. 

CHAN (1982), complementa o estudo de LINK utilizan 

do também as Diferenças Finitas no cálculo da distribuição 

Hipergeomêtrica e da Distribuição Hipergeomêtrica negativa. 



3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Recordemos, inicialmente, algumas definições usadas 

em Diferenças Finitas (BARBOSA, ESPADA e BELLOMO, 

KELLISON, 1975). 

3.1 - ÜPERADOR DESLOCAMENTO

1973; 

Um operador é denominado openadon de delfoeamento­

h ou de Translação-h, e indicamos com E
h
, se, e somente

se, aplicado a uma função de variável real (pode ser estendi 

da a variável complexa) -6 (x) fornece -6 (x + h).

O número h denomina-se também pallo; se h > O (ou h <O), 

dizemos que o operador é de avanço (ou de recuo). 

No  caso de h = l escreve-se simplesmente E 

para facilidade, logo: 

E6Lx) = -6(x + 1); Ex = x + l. 

Define-se potêneia de E
h 

de acordo com a defini

ção geral, e estende-se para expoente nulo: 

6.



E�6(x) = 6(x) => Eh= I, 

onde 1 é o operador �dentidade. 

I • 

Resu 1 ta da definição de potência, o que se pode pr� 

var por indução sobre Jt que: 

E�b(x) = 6 (x + 1t h). 

3,2 - ÜPERADOR DIFERENÇA 

- Define-se o operador 6
h 

por:

6
h

6(x) = 6(x+ h) - 6(x)

e, em particular se h = l escrevemos sim plesmente 6, logo: 

66 (x) = 6 (x + 1) - 6 (x).

- Define-se a diferença Jt-êsima de acordo com a

definição geral de potência, isto ê: 

= .I 
,e_= o 

a qual pode ser deduzida por indução sobre Jt. 



8. 

Além disso, para h = O, tem-se 

- Estes operadores podem ser adicionados, subtraí

dos, multiplicados, e (em condições apropriadas) divididos. 

3,3 - LEI FUNDAMENTAL DO CÁLCULO DE DIFERENÇAS FINITAS

3.3.1. Ternos que: 

6
h

6 (x) == 6 (x + h) - 6 (x), definição de 6

definição de E e I 

6
h

6(x) = (E
h

- I) (6(x)), definição de sorna de operadores.

Logo: 

No caso particular de h = 1, ternos: 

6 = E - I 



3.3.2. Analogamente: 

Eh[ó(x)] = n(x + h), definição de E 

Eh[6(x)] = ó(x + h) - 6(x) + ó(x), propriedade dos reais 

E h [ 6 ( x) ] = ti h [ 6 ( x) J + 1 LÓ ( x) ] , d e f i n i ç ão d e ti e d e 1 

Logo: 

E
h 

[ó(x)] = (tih + 1) [ó(x)], soma de operadores. 

=> E = l:i + I se h = 1. 

e .! • 

- Podemos aplicar os operadores também a

combinatórios, assim, verifica-se facilmente que: 

numeros 

Ec x
) = (x+l) "(X

) ( X ) k k e O lz = k-l ·

3.4 DIFERENCAS DO ZERO 

Define-se diferença 

para x = O, isto é: 

J-ésima de zero-h a 



A j O Jt = 

[ A j Jt] Ll. Ll. x. x.=o·

3.4.1. Propriedades 

10. 

Essas propriedades permitem a construção de uma ta 

bela de diferenças do zero, a aparecer na subunidade seguinte. 

3.4.2. Tabela de Diferenças do Zero 

As diferenças de zero necessárias para se obter os 

momentos ate a quarta ordem ou de ordens superiores, sao da 

das pela seguinte tabela: 



1 

2 

3 

4 

5 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

o 

2 

6 

14 

30 

Verifica-se que: 

i) a propriedade a)

ii) a propriedade b)

iii) a propriedade e)

gonal principal;

3 

o 

o 

6 

36 

150 

4 

o 

o 

o 

24 

240 

fornece 

fornece 

fornece 

a 

a 

os 

5 

o 

o 

o 

o 

120 

primeira 

diagonal 

valores 

11. 

coluna; 

principal; 

acima da dia 

iv) o seguinte esquema de recorrência permite que se

obtenha os demais valores:



12. 

x�(-n---=-1-,--=1--�l�)--> 

X ] 

V 

isto e: o elemento da fL-ésima linha e J-ésima coluna, é ob 

tido somando-se o elemento da (tL-1)-ésima linha e (J-1)-ésima 

coluna com o elemento da (tL-1)-ésima linha e J-ésima coluna, 

multiplicado pelo valor correspondente à J-ésima coluna. 

Tal algoritmo se nos apresenta de grande validade 

prática. 

- Os elementos que aparecem no corpo da tabela p�

<leriam também ser calculados pelo procedimento abaixo: 

De /':,
J 

= (E-1)
1

, segue-se

,{=O 

portanto: 

,{= o 

=> 



13. 

Exemplo: 

i=O 

= 8 - 2 

= 6 

Logo, para J = 2 e n = 3, teremos 

= 6.

Os dem ais elementos são obtidos analoga mente. 

3,5 - DERIVACÕES DE MOMENTOS EM RELAÇÃO A ORIGEM 

Consideremos agora, uma expressao geral para o n-ési 

mo momento em relação à origem. 

Define-se o momento de ordem n de uma variável 

aleatôria em relação à origem, e nota-se p or 1..l� a expressao 

1..l 
1 = E ( Xn) , n = O , 1 , 2 , •.• 

fL 



com a condição de que EIX
n

! < 00 Se esse for o caso 

00 00 

µ' E (Xn )
I 

n 

I = = 

x1P1
= P1x1n 

j= o J=O 

Nesta 
-

resultado expressao, X , representa o J-esimo 

probabilidade de ocorrência desse resultado. 

O processo das derivações de momentos, 

LINK, consiste na substituição de 

Logo: 

1J 1 
= 

n 
J=O 

P • E J On 1
1 ·

1 4 

e PJ 
a

segundo 



4. DISTRIBUICÕES., FUNCOES GERADORl\S DE MOMENTOS E FÓRMULAS

RECORRENTES

4,1 - DISTRIBUIÇÃO BINOMIAL

4.1.1. Definição 

Diz-se que uma variável aleatória discreta J tem 

uma distribuição binomial de probabilidade, se a sua função 

de probabilidade e dada por: 

= (�)p

]

q

N

-JI (J) {0,1,2, .•. ,N} 

com O <  p < 1 e q = 1-p.

4.1.2. Função Geradora de Momentos (f.g.m.) 

Teorema 1. Se uma vahiãvel aleatÕhia J tem 

binomial, então a �ua 6.g.m. é dada pon: 

Prova: Tem-se: 

15.



4.1.3. Cálculo dos Principais Momentos 

- 19 momento em relação a origem:

m J ( t) ,t N-l ,t 
= N ( q + pe ) • p · e 

para ,t = O, temos: 

m.J(O) = N (q + p) N -l·P, mas q + p = 1 

logo: 

m1(0) = Np 

µÍ = E(J) = Np. 

- 2 9 momento: 

16.



m1(0) = Np(q + p)N-l 
+ N(N

-
1) (p2) (q + p)N-Z

m1 (O) = N p + N ( N - l) p 2

A variância é dada por: 

Var(J) = E(J 2) - [E(J)]
2

Var(J) = Np -
Np

2

Var (J) = Np(l - p) 

Var(J) = Npq 

Por derivação sucessiva, obtém-se, analogamente: 

l 7 •



18. 

e 

4.2 - DISTRIBUICAO DE PoISSON 

4.2.1. Definição

Diz-se que uma variável aleatória discreta J, tem 

distribuição de Poisson com parâmetro 
À

> O, se a sua fun 

ção de probabilidade é dada por: 

6;(J) 
e-

À
À

J 

I= J: (]) 
{ O , 1 , 2 , . . . } 

4.2.2. Função Geradora de Momentos

Teorema 2. Se uma va1iiâvel aleatô1iia J tem di.ó t1ii buição 

de Poi.ó.óon, eom pa1iamet1io À > O, então a .óua 6.g.m. � dada

poli 



Prova: Tem-se 

pois 

00 

]=O 

-À
= e. 

]=O 

00 

.tJ :\ J
\ e. . /\ 
l ] !

J=O 

4.2.3. Cálculo dos Principais Momentos 

- 19 momento

m j (.t)

19.



2 O. 

m J (,t=O) 

- zi;, momento

A variância é dada por: 

Var (J) = E (J 2 ) - [E (J)] 2

Var(J) = 7\ 

Por derivações sucessivas, obtém-se, de modo análogo: 



e 

JJ 1 = >. 4 + 6>. 3 + 7 À 2 + À.4 

4.3, DISTRIBUIÇÃO GEOMÉTRICA 

4.3.1. Definição

21. 

Define-se uma variável aleatória J, tendo distri 

buição geométrica, se a sua distribuição de probabilidade 

dada por: 

b J(j) = p(l - p)
1 I (J) 

{ O , 1 , 2 , . • . } 

e om O < p < 1 e q = l - p . 

4.3.2. Função Geradora de Momentos

Se uma vahiâv el aleatÔhia J tem 

geomethI�a, então a �ua {j.g.m. �ehá dada poh 

t1 - q • e 

e 



Prova: Tem-se 

Corno 

1 
1-x

I 
J=O 

[ t] ]]e • p(I-p) 

e. t] ( 1 - p) J = p I
J=O 

CX) 

lz 
X ' 1 X 1 < 1 

lz=O 

- .
pelo desenvolvimento da serie de Taylor, tem-se que: 

logo 

1 
t '1 - q e. 

;t • 1 - q e. 

4.3.3. cálculo dos Principais Momentos 

- 19 momento

2 2. 



logo 

m.J(t) = 
t 

pq. e.

1-l 1 
= 

1 

- 2 9 momento

m" ( t) 
J 

m1 (t) 

1-l 1 
= 

2 

E (J) = µ' = _g_ 
l p 

= pq ( 1 - q) - 2 + 

]J 1 = E!l 2pq 2
z Pz 

+ 7 

µ' = 
2 

!l 2q 2 
+ -zp p 

2 -32pq (1-q) 

23.
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-

A var1anc1a e dada por: 

Var (J) = µ' - (TJl_)
2 

2 

2q 
2 2 

Var (J) = _g_ + 
-2 2 
p p 

2 
pq + g 

2
q (p + q)Var(J) = !l. + !l_ = = = 

p 7 2 2 2 
p p p p 

Var(J) = 
q 

p 

- 39 momento

:t 2 :t -4 :t :t -3 :t :t+ (-3)2p(qe) (1- qe) (-qe) + (1- qe) •2p·2(qe )q•e

2 n 2 6q 3 4q 2 

µ' = � + R + -
3 

+ 
3 

p
2 p 

p 7 



2 5 

6q 2 6 3 

µt = i + + !!_g__ 
3 p 7 p3 

- 49 momento

A nalogamente, cal culando-se a 4ª derivada, chegar� 

mos em: 

ou 

2 3 

µ' =
q [¾+ l4q +�+1.±L] 

4 1� 7 p3 p4 

µ' = i + 14q 2 

+ 3 6q
3 + 2 4 q

4 

4 p -2- 3 � 
p p 1� 

4,4 - FÓRMULAS RECORRENTES 

O cá lcu lo dos momentos via função geradora, embora 

geral, nao e de fácil aplicação, quando se pretende deterrni 

nar momentos de ordem superior a segunda (C f. NOGUEIRA,1965). 

Com o objetivo de contornar a dificuldade nas determina 

çoes de momentos de ordem superior à 2 �, o referido autor ci 

ta as fórmulas recorrentes devidas a KENDALL, 1947, a sa ber: 



26. 

para a distribuição binomial e 

para a distribuição de Poisso n. 

NOGUEIRA demonstra que as fórmulas acima podem ser 

enquadradas numa fórmula Única 

que apresenta ainda a vantagem de ser válida para toda fun 

çao de distribuição 6(x) que satisfaça a fórmula 

onde µ e 

de 6(x). 

d 
aµ [6(x)] =

x-µ7 6 (x),

sao, respectivamente, a média e a var1ancia 

Convém notar que a fórmula recorrente, acima meneio 

nada, também pode ser usada para o caso da distribuição ge� 

métrica. 

De fato, como: 

temos 

µ = �
p 

e 



2 7 • 

19 membro: 

Por outro lado: 

zc;., membro: 

o que confirma a nossa afirmação.



5. CALCULO DOS MOMENTOS UTILIZANDO-SE AS DIFERENCAS FI�ITAS

5,1 - DISTRIBUICAO BINOMIAL

onde 

logo: 

Sabe-se que: 

]J 1 = 
f[ J=O 

P (N) J N-J
J = J p q 

Esse processo perrni te transformar a sorna de N + 1 

termos em urna sorna de Jt termos, pois 1:/ O Jt = O para J = O 

28.



OU J > IL. 

- 19 momento: fL = 1 

µ' = 
1 

pela tabela de diferenças de zero ternos que: 

"i = 
Np I· 

- 29 momento: fL = 2 

]J 
1 

= 
2 

Ternos que: 

e 

logo 

29.



mas 

N ! 2 

µi = Np + 2!(N-2)!. P • 2

µ' = Np + N(N-1)
2 2 

. ,,.._ . -

- A variancia e dada por: 

Var (J) = µ 1 -

2 

2 
p • 2

Var (JJ , Npq \· 

- 3ç momento: fL = 3 

µ' = 3 

30.



logo: 

mas 

µ3 = Np + 3 N(N-l)p 2 
+ N(N-l)(N-2)p3

- 49 momento: � = 4 

31. 

µ� = Np  + 7N(N-l)p 2 
+ 6N(N-I) (N-2)p 3 

+ N(N-l)(N- 2)(N-3)p 4

• 22 33 44 34 23 24 2 4 3 
1-14 = Np + 7N p + 6N p + N p - 6N p - l8N p + llN p - 7Np - fü.Jp + l2Np 



onde 

logo 

5.2 - flISTRIBUICAO DE PoISSON 

Sabe-se que 

µ' 

-ÀT 1= e. 
o: fL 

µ' 
-À

= e. 

µ 1 
= 

fL 

+ 
\E 
TT 

\E
e. 

J=O 

+ 

À 2E 2
2! 

0
/t

= 

+ 

e. 

-\ 
+ e.

\3E3
� 

\(E-1) 

32. 

+ ... J 0/t

o)[ 



mas 

mas 

µ' = 
f[ 

- 19 momento: Jr. = 1 

µ' = 
1 

(pela tabela). 

- 29 momento: f[ = 2 

2 

µ' = I 2 J= l 

µ' 
À l 

tJo 2 
= 

TT 2 

6 1 0 2 
= 1 e 

µ' = À 
2 

33. 

Logo: 

C]:)t-.1o 2

+ 

À 2 

6 2 0 2 

2T 

6 2 0 2 
= 2 

+

À 2 
1 



mas 

- A variancia e dada por:

Var(J) = µ' -2 

1 · Va r ( J) = À 1 

- 39 momento:

µ' = 
3 

Jt = 3 

3 J 

I c�!)t/o3

J=l 

34.



onde 

onde 

- 4 9 momento: Jt = 4

4 

µ' = I 4 
J=l 

1 
À 6104 À 2 

6 2 04 µ4 
= 

IT 
+ 

2T 

c�!)ti1o 4

À 3 6304+

3T 

5,3 - DISTRIBUIÇÃO GEOMÉTRICA 

Temos que: 

µ' =Jt 
J=0 

p ]JtJ 

J J 
PJ = p(l - p) = p • q · 

3 5. 

+ 

À 4 
4T 

64 04 

Usa-se o seguinte artifício: multiplica-se e divi 



de-se P
1 

por q, . logo:

Assim: 

Substituindo-se 

1J l = q
/t 

µ' = 
/t 

00 

J=l 

00 

p z 

J-1
P

J 
= q .  p . q 

µ 1 = q/t 

por 

00 

J=l 

J-1 /t 
q .p.J . 

teremos: 

J-l E1 o!t
q • P • 

qJ (1 + l'i)J 01t pois E
J=l 

00 

q] 
Jt 

(J)t..6 0 /t
µ' = p z z Jt J= l .6 =1 .6 

/t = 

q]
( �)l'i.6 0 Jtµt =

p z I /t .6 =1 ]=.6 

Jt 00 

q
1 e{) µt =

p z Í'i .6 ºJt 
I /t 

.6 = 1 J=.6 

= 1 + Í'i 

Determinemos agora a segunda somatória 

36. 

do segundo 



3 7 • 

membro: 

Sabe-se que: 

2 1 + q + q + 
• • . = 

l-q
(série geométrica), lql < 1 

I 
n = O 

Derivando-se, ambos os membros, em relação a q, teremos: 

1 ª derivada:

zª derivada:

I 
n= 2 

00 

I 
n = 2 

3 ª derivada

00 

I 
n= l 

n-l
nq 

n-2
n(n-l)q = 2(1- q)-

3 

n(n-l) n-2
2 ! q 

= -3
(1 - q) 



co 

I 
n = 3 

co 

I 
n = 3 

4� derivada: 

co 

I 
n=4 

n(n-1) (n-2) (n-3) n-4 =
4! q 

Observa-se que: 

co 

n=4 
n(n-1) (n-2) (n-3) n-4 = 4! q 

logo, na �-ésima derivada, teremos: 

n= � 

mas 

co 

Substituindo-se em @, teremos: 

38. 

= (1-q)-s



Assim, novamente substituindo-se em @, teremos: 

µ2 
= 

µ 1 = p 
fL I 

.6 = 1 

µ' = 
fL 

- 19 momento: fL = l 

µ 1 =
1 

,Ó= 1 

µ1 = !l 6 1 0 1 

1 p 

µ' = %1 pois 6 1 0 1 =1 

- 29 momento: fL = 2 

µ 1 = 
2 I 

.6 =1 

c!l..) 1 6 1 0 2 
+ (%) 2 6 2 0 2 , pois L'. 1 0 2 

p 

µ' = !l + 2 :� 1 2 p 

1 

= 1 e 

39. 

6 2 0 2 
= 2 



40. 

A variância sera dada por: 

Var (J) = ]J' - (µi)
2 

2 

2 2 

Var (J) = .9.. + 2 E_
2 2 

p p 

Var (J) = .9.. + � => 1 Var (J) = e"z I· p 

- 39 momento: � = 3 

3 

c.9..r6 ti}., o 3 

l-l 3 
= 

-0 =1 p 

t,10 3 
2 

6 20 3 
3 

6 3 0 3 
µ' = .9.. + L + 

3 p 2 3 
p p 

como 

temos: 



41. 

- 49 momento: )1, = 4 

4 

c!lr6L,.ó o 4
µ' = I 4 

.õ = l p 

t,
1

0
4 q

z 
L',

2
0

4 
3 

t, 3 O 4
4 

6
4

0
4

µ' = !l. + + 
q 

+ 

4 p ;z 3 4 
p p 

como 

temos: 

µ' = .!l + l4q
2 

+ 

4 p 7 



6. RESUMO DAS FÕRMULAS OBTIDAS B1 FUNCÃO DOS OPERADORES

6.1 - DIST�IBUT�ÃO BINOMIAL 

6.2 - DISTRIBUI,ÂO DE PoISSON 

6.3 - DISTRIBUI�ÃO GEOMÉTRICA 

4 2. 



7. RESULTADOS

A partir de novos Conceitos e Propriedades dos op� 

radores de Diferenças Finitas obtemos fórmulas para o cálcu 

lo dos momentos de algumas distribuições discretas, metodolo 

gia que, ao que me parece, poderá ser aplicada a outras dis 

tribuições discretas. 

43.



8, CONCLUSOES 

- Verifica-se que os momentos de uma distribuição

podem ser obtidos através das próprias definições, pelas fun 

ções geradoras de momentos e pelas fórmulas recorrentes. 

- Os momentos de ordem superior ao 29, nas distri

buições: Binomial, Poisson e Geométrica, apresentadas neste 

trabalho, são mais facilmente calculados quando se usam os 

operadores de Diferenças Finitas. 

44.
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