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RESUMO

Este trabalho apresenta um processo mais convincente
do que o usual, para a estimativa dos parametros da fungao de Cobb-
~-Doug las.

Alcangamos este objetivo adotando procedimento itera
tivo atraves do método de Newton e do metodo modificado de Gauss-
-Newton, aplicados ao modelo

N B
Yi = A Xi v ey

e concluimos, pelo critério de menor soma de quadrados dos desvios
da regressao, a superioridade do procedimento que sugerimos. A res-
posta favoravel fol obtida pelos dois métodos, o de Newton e o modi
ficado de Gauss-Newton.

A seguir, repetimos o estudo para o modelo

B; B;

Y, = AX, X

i it iz te

i



e concluimos, pelo mesmo critério, a superioridade do procedimento
sugerido. Desta feita a resposta favoravel foil observada apenas pa-
ra o metodo modificado de Gauss-Newton, pois, quando ‘da aplicagao
do método de Newton, nao houve convergéncia nas estimativas dos pa-
rametros, com os valores iniciais usados.

Apresentamos, ainda, formulas que permitem a genera-

lizagao do processo, isto €, a repetigao do estudo para o modelo

B, B, B
Y, = A X, X X"+ e
i i1 Td2 " Tin i
ou .
n By
Y, = A T X + e ,
i hey dh T %1

comi=1, 2, ..., N,

No estudo da dose economica de nutrientes apresenta-
mos a formula correspondente ao primeiro modelo. Para o segundo e
para o modelo generalizado, indicamos os sistemas cujas solugoes a-
presentam as doses economicas aconselhaveis de nutrientes, se satii
feita a condigao de ser definida negativa a diferencial segunda da

receita liquida.



SUMMARY

This paper discusses the estimation, by the method of
least squares, of parameters of the Cobb-Douglas function with addi-
tive error, instead of the usual multiplicative error with use of
logarithms. The estimates are obtained both by Newton’'s and Gauss-New-

ton's method. These methods were applied in detail for models

B
Y, = A Xi + e,
and
B, B,

A X X + e

Yi it T4z i !

#

with complete discussion of an example for each model.
The main conclusions reached in this research were the

following:



1l ~ For the first model, with one independent variable, the
additive error led to a better adjustment than the tradicional mul-
tiplicative error, with good results, either by Newton’'s or by Gauss-

-Newton’s metnod.

2 - For the second model, with two independent variables, con-
vergence was obtained only for the Gauss-Newton’'s method, and led

also to a better adjustment than the tradicional procedure.

3 - Convergence, when present, was rather guick, so that only

a few iterations were necessary.



1. INTRODUGAO

Como € do conhecimento dos estudiosos do assunto, a
fungdo de Cobb-Douglas tem sido ajustada a dados de observagao atra
vés de modelo matematico com erro multiplicativo.

0 procedimento geral tem sido o de adotar o modelo

By B, Bs

Bn
. Xa X3 e Xn (1 + ¢} ,

com & > 0, Xh >0(h=1, 2, ..., n).

Apos aplicacao de logaritmo, obtemos
log Y = log o + B, log X; +B,1log X, + ... + Bn log X +
+ log (1 + €) ,

onde, para

log Y

<
"

o
it

log O



x, = log Xh

10g (1 + £) 3

U]
L}

temos

y = a+ 31 X, + B, X, *oeee ¥ B x_ + e s

1 n'n
que € uma equagao de regressao linear mdltipla, de aplicagao bem co
nhecida.

Este método tem apresentado resultados que, apesar
de aceitos como satisfatorios, guardam uma certa desconfianga no seu
uso,

A restrigao que se faz, decorre do fato de o erro a-
dotado ser multiplicativo, o qual, apos transformagac logaritmica,
se torna aditivo.

0 que se pretende com este trabalho ¢ adotar no mode
lo matematico o erro aditivo, fazer a analise da variancia e esti-
mar a dose economica aconselhavel.

Inicialmente, estudamos o modelo na sua forma mais

simples,

para, logo em seguida, repetirmos o estudo com o modelo



2. REVISAO DA LITERATURA

0 interesse pelas fungoes de produgaoc vem desde a
época dos classicos, com Adam Smith, David Ricardo e Malthus (GIRAO,
1965}. De ;cordo com esse autor, quem primeiro sugeriu uma forma al
gébrica para a fungao de produgao agricola foi Knut Wicksell, em

1916, com a fungao proposta

p = a® bB cY

onde a + B +y =1, p designa a produgao anual e a, b, c sao as quan
tidades utilizadas, respectivamente, dos fatores de produgao terra,
trabalho e capital.

Entretanto, em dados da indidstria manufatureira ame-

ricana no periodo de 1899 a 1922, Charles Cobb e Paul Douglas, em

1928, propos a fungao



onde P’ era o indice previsto para a produgao durante o periodo em
estudo; L o indice do nimero medio anual de assalariados; e C o In-
dice dos valores do capital fixo na indistria, previamente deflacio
nados. Salientemos, ainda, que ja em 1909 MITSCHERLICH (1909) apre-
sentava a sua famosa lei, que liga a produgao Y a uma dose X de nu-
triente adicionado ao solo.

HARTLEY (1961) desenvolveu um novo processo, o méto-
do modificado de Gauss-Newton, para estimagao de parametros em equa
goes transcendentes. Partindo de estimativas preliminéres para cada
um dos parametros, o autor obteve estimativas sucessivas para todos
eles, de tal forma, que os acréscimos a estimativas de ordens ante-
riores sao comparados com um grau de precisao pré-estabelecido. Ini
cia-se, assim, um processo iterativo, até se obterem estimativas e-
ficientes para todos os parametros que compoem o modelo.

GIRAD (1965) realizou um trabalho sobre a fungao de
produgao de Cobb-Douglas e a analise inter-regional da produgaoc a-
gricola, através da comparagao das produtividades dos fatores de
produgao, em grupos regionais de exploragoes agricolas. Apresentou
as vantagens e as desvantagens do tipo de fungao utilizada, os as-
pectos metodologicos préprios da regressao linear multipla, a in-
terpretagao estatistica de regressoes obtidas a partir dos dados re
ferentes as exploragoes agricolas em cinco regioes diferentesde Por
tugal e os fundamentos teoricos em que baseou a analise inter-regio

nal efetuada.



PIMENTEL GOMES e ZAGATTO (1967) estudaram os aspec-
tos econdmicos da adubagao, apresentaram a conceituagao dos agrega
dos economicos da produgao, e aplicaram a fungao correspondente com
uma, duas, trés e E.variéveis independentes, respectivamente. Indi-
caram métodos de obtengac dos mapas de isoquantas e iséclinas. Estg
daram também a quantidade otima a ser aplicada do fator produtivo
sob varias hipateses, como sejam: capital ilimitado, capital limita
do, etc. Finalmente chamaram a atengao para um conjunto de dificul-
dades que podem ocorrer no estudo economico por polinomios de en-
saios de adubacgao.

ENGLER (1968) estabeleceu uma fungao de produgao, es
pecificando as relagoes estruturais entre o valor da produgao total
e os fatores empregados no processo produtivo. Adotou a fungao de

Cobb-Bouglas com erro multiplicativo e determinou:

a) os coeficientes de elasticidades de produgao;
b) os produtos marginais dos fatores de produgao terra, traba-
lho e capital;

c) e as taxas marginais de substituigao entre esses fatores.

Concluiu que a produgao agricola. nos dois munici-
pios estudados (Guarel e Itapetininga), apresentou rendimentos de
escala.

MALINVAUD (1969) explicou que a fungao de produgao
de uma empresa representa as dificuldades tecnolégicas que se impu-

seram a essa unidade de produgao. Ela determina as quantidades de
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produtos que podem ser obtidos a partir de qualquer combinagao de
fatores colocados no processo produtivo. Afirmou que a fungao de
Cobb-Douglas parece adequada, como primeira aproximagao, em numero-
sos casos de relagao insumo-produto. Disse ainda que a estimativa
de fungoes de produgao, a partir de dados relativos as empresas de
um mesmo tipo, requer a tomada do conjunto das relagoes que expli-
cam os insumos e produtos e &, entao, um modelo de equagoes multi-
plas que intervirao mais frequentemente e a forma desse modelo va-
ria de uma situagao para outra.

SIMONSEN (1871) definiu fungao de produgao como in-
dicativa da produgao maxima que se pode obter através de um proces-
so de produgao e, este, atraves do conceito matematico de funcional.
Apresentou uma fungao de Cobb-Douglas homogenea e afirmou que,no ca
so de fatores substituiveils, &€ a que melhor se aplica na agricultu-
ra. No entanto, ha, sem divida, situagoes em que a fungao de Cobb-
-Douglas nao pode, pelas suas propriedades matematicas, representar
adequadamente o fenomeno.

PINHEIRO (1872) utilizou o modelo econométrico de
Cobb-Douglas na analise da produgao da pecuaria bovina do municipio
de Botucatu, Estado de Sao Paulo. Selecionou dois, dentre doze mode
los alternativos, que melhor representaram as relagoes de produgao
da pecuaria bovina na regiao estudada. Usou também o modelo de erro
multiplicativo, como fizeram, alias, todos os demais trabalhos men-

cionados a seguir que aplicaram a mesma fungao.
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NEVES (1972) utilizou o modelo Cobb-Douglas, para es
timar fungao de produgac que represente as relagoes insumo-produto,
para a exploragao leiteira na regiao da Media Noroeste,composta dos
municipios de Lins, Cafelandia, Promissao, Guaigara, Sabino e Getu-
lina. Analisou comparativamente a produgao obtida nos periodos de
estagao seca ou chuvosa.

SILVA (1873) utilizou o modelo econométrico de Ulve-
ling-Fletcher,procurando conhecer os efeitos do credito rural na par
tilha e produtividade dos recursos produtivos nas propriedades agpi
colas da Divisao Regional Agricola de Ribeirao Preto, Estado de Sao
Paulo. Desse estudo obteve algumas conclusoes como:

a) os pequenos agricultores dificilmente tém acesso ao credito
rural;

b) os agricultores especializados em culturas anuais estéoaceg_
tuadamente voltados para o mercado;

c) o valor da terra, representando 64,24% do capital agrario,

€ o seu principal componente.

CROCOMO (1974) ajustou uma fungao de produgao do ti-
po Cobb-Douglas a culturas de milho e de soja, atraves de dados ob-
tidos de 120 entrevistas diretas com os agricultores dos municipios
de Guaira, Jardindpolis e Sales de Oliveira, no Estado de Sao Paulo,
no ano agricola 1971/1972. Na estimativa dos parametros da fungao

de produgao, utilizou o erro multiplicativo e a transformagao loga-

ritmica.



CAMARGO (1974} estudou a eficiéncia do uso dos recur
sos nas culturas de soja e algodao utilizando na estimativa de fun-
goes de produgao o modelo de Cobb-Douglas e o de Ulveling-Fletcher,
e comparau os resultados obtidos. Concluiu que a fungao de Ulveling-
-Fletcher ajustou-se melhor aos dados da cultura de soja. Embora no
caso do algod&@o o coeficiente de determinagao fosse praticamente da
mesma ordem para as duas fungoes, a de Ulveling-Fletcher se revelou
mais flexlvel, oferecendo maiores possibilidades para analise. No
entanto € duvidoso que se possa julgar a conveniencia de uma equa-
gao de regressao apenas pelo coeficiente de determinagao, pois as
propriedades matematicas sao muito mais importantes.

SILVEIRA (1976) utilizou o método desenvolvido por
HARTLEY (1961) no estudo do comportamento dos modelos de crescimen-
to de Von Bertalanffy, Brody, Gompertz e Logistico, quando aplica-
dos a dados de crescimento de bovinos da raga Ibage.

NOJIMOTO (1976) estudou e analisou todos os  traba-
lhos sobre fungao de produgao até essa data. Suas principais conclu
soes foram:

a) os erros que se cometem nos levantamentos de dados sao tan-
tos que comprometem os resultados das pesquisas:

b) os trabalhos empiricos utilizam formulas inadequadas para
estimar o produto marginal e isto leva a conclusoes falsas

ou irrelevantes;
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c) os intervalos de confianga dos parametros e dos produtos mar
ginais sao tao amplos que as estimativas tem pouco valor co

mo instrumento de previsao.

MELO (1976) estudou a equagao de Mitscherlich e tam-
bém a forma adotada por Baule, esta com duas ou trés variaveis inde
pendentes, em 50 ensaios fatoriais 33 de adubagao com N, P e K em
milho, instalados em terra roxa de Ribeirao Preto, SP. Utilizou o
método modificado de Gauss-Newton para ajustar fungoes de regressao
transcendentes pelos minimos quadrados, tendo concluido que houve,
para os casos estudados, efeito altamente significativo para a re-
gressao e que o mesmo Nao ocorreu para os desvios de regressao.

HOFFMANN e VIEIRA, em livro publicado em 1977, in-
cluiram interessante capitulo sobre a regressao assintotica, onde
estudaram a estimagao, pelos métodos de Newton e de Gauss-Newton, de
parametros da equagao Y=o B pxi * 8, uma das formas da lei de
Mitscherlich.

PERRE DA SILVA (1973) usou o método modificado de
Gauss-Newton para estimar os parametros da equagao de Mitscherlich
na sua segunda aproximagao e calculou as doses economicamente acon-
selhaveis de nutrientes. Para esse fim usou:

a) um ensaio, ficticio com 13 niveis de nutriente e 4 repeti-
goes, em delineamento inteiramente casualizado;
b) um ensaio de adubagao de trigo, instalado em Londrina, PR,

por pesquisadores do IAPAR e da EMBRAPA, no delineamento de



14.

blocos ao acaso com parcelas subdivididas.

ENGLER (1978), adotando o modelo econométrico de

Cobb-Bouglas com erro multiplicativo:

a)

b)

c)

d}

estabeleceu uma fungao de produgao agregada, tendo como uni
dade de analise as 48 sub-divisoes regionais do Estado de
Sao Paulo, e tendo por base de informagao os dados obtidos
em entrevistas diretas com 6.886 agricultores constantes de
amostra em corte seccional do Instituto de Economia Agrico-
la e da Coordenadoria de Assisténcia Tecnica Integral(CATI)
da Secretaria de Agricultura do Estado de Sao Paulo;
analisou as diferengas regionais na produgao e na produtivi
dade agricola e suas implicagGes para o processo de desen-
volvimento economico;

analisou a eficiéncia economica da agricultura na distribui
cao dos recursos produtivos;

estimou a contribuigao de determinantes do capital humano,
como educacgao formal, assisténcia tecnica, extensao e expe-

riencia do agricultor, para a produgao agricola do Estado.

COSTA LIMA (1980), na procura de uma formula de adu-

bagao economicamente aconselhavel para a cultura da mandioca, no Es

tado do Ceara, utilizou 22 ensaios fatoriais 33 incompletos de adu-

bagao com N, P e K, do projeto EMBRATER/FAO/MA, instalados no perio

do de 1872/76. Aos dados experimentais aplicaram-se os modelos de

regressao polinomial e de regressao assintotica. Para o modelo as-
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sintotico usou-se o método modificado de Gauss-Newton, desenvolvido

por HARTLEY (1961},
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3. MATERIAL E METODOS
3.1 - Material

Os dados usados para o estudo do modelo

Y, = AX

B
i i

+ ey
foram os mesmos utilizados por PERRE DA SILVA (1878, p. 93), exchqi
do o nivel zero em virtude de ocorrer impedimento matematico de a-
plica-lo no desenvolvimento tedrico no caso da fungdo de Cobb-Dou-

glas. Segundo a autora as repetigoes foram geradas atraves do mode-

lo matematico Y, =m+t, +e , onde tomou m = 100 como media ge-

i i
ral do experimento e variancia o® = V(ei) = 12,
A variavel Xi representa os niveis de tratamentos,

que foram 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0; 1,2; 1,4; 1,6; 1,3; 2,0; 2,2 e

2,4 (depois de excluido o zero).
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Para o modelo

B, B

Y, = A X, X. + e, )
i iy "2 i

o autor gerou dados que foram obtidos da fungao

Y. = 68,2857 X?ﬂlﬁa X(-);35*)2 + e, i
i ia iz i
e se encontram na Tabela 2 do Apendice, onde o erro tem distribui-
gao normal de média zero e variancia quatro. Os valores de ey foram
extraidos da tabela de nimeros aleatdrios de DIXON e MASSEY (1851,
pp. 355 a 359). As variéveis Xil e Xi2 representam os niveis de tra
tamentos que foram O0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9; 1,1: 1,3; 1,5; 1,7; 1,8;
211; 2:3 e 0122 Oa43 D:Bi 0)85 1)05 1;2; 1945 1:6,'\' 118; 2;0,3 252.:

2,4, respectivamente.

3.2 - Método
3.2.1 - Fungao de Cobb-Douglas

Os modelos em estudo serao utilizados para determi-
nar a produgao através da fungao de Cobb-Douglas.
A variavel Yi representa a produgao obtida com as

dosagens Xi de um nutriente.

3.2.1.1 - Modelo i
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onde: A e B sao parametros:

ey € o erro aleatorio, que se supoe e, N N(O,o0%).
3.2.1.2 - Modelo 11
Y, = A xBl 2
i i1 "42 T %1 ¢

onde A, B, e B, sao parametros;

2
ey n N{0,07).

3.2.2.~ Métodos para o ajustamento de fungoes de regressao

transcendentes pelos minimos quadrados

Os parametros, para cada um dos dois modelos anterio
res, serao estimados através do método de Newton e do método modifi
cado de Gauss-Newton (HOFFMANN e VIEIRA, 19771}.

Frequentemente,nos deparamos com o problema de deter

X X (h=1, 2,...

minar a relagao entre Yi e os valores X1 bt Xen

h’
vess N)o

Na maioria das vezes, admite-se uma relagao funcio-

nal conhecida, escrita sob a forma de uma fungao de regressao,

£X,8) = FIX,, X,0 vees X 5 0

n 2; LR A 1 em) 3

1,
onde os parametros 8,, 6,, ..., 6, devem ser estimados. Nestas con-
digoes, €& necessario determinar um vetor 8, para o qual a soma de

quadrados
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- _ 2
9(6) Ty, - #(x;.81]

1

It o2

i

seja minima. Al, X; representa o vetor (Xil’ Xiz’ ces Xin) e 6,por

sua vez, € o vetor (81, G) cees Gm]w

28
3.2.2.1 - Descrigao do processo iterativo

Consideremos que 051, 062, “ens oém sejam estimati-

vas preliminares dos parametros Bk (k=1,2,...,m) (posteriormente ve
remos como calcula-las).

O primeiro passo, € obter corregoes para os elemen-
tos oék do vetor inicial.

Dada uma amostra de N valores de X1 e Y, e estabele-

i

cidos os valores das estimativas preliminares oék obtemos as corre-

- -

goes AB, . Se essas corregoes nao forem despreziveis, obtemos 16k=

= oék + Aék. A seguir, utilizando lék como novas estimativas preli-
minares, os calculos sao refeitos, obtendo-se novas corregoes.
Admitindo-se que o processo seja convergente, isto €,
gue os valores absolutos das corregoes tendam para zero, os calcu-
los sao iterados até que as corregoes Aék sejam consideradas despre

ziveis. Chega-se, assim, as estimativas de quadrados minimos, que

indicamos por 6, 62, cees 6. -



3.2.2.2 - Aplicacao do método de Newton e do meto-
do modificado de Gauss-Mewton aos mode-

los em estudo

0 metodo modificado de Gauss-Newton sera apresentado
como um caso particular do metodo de Newton, isto €, nas equagoesde
Newton admitiremos algumas parcelas como despreziveis, e, obteremos

desta forma as equagGes do método modificado de Gauss-Newton.

3.2.2.2.1 - Caso de uma so variavel inde

pendente

Seja

com A >0, B>0, Xi > 0, para i=1,2,..., N.
Sejam a e b as estimativas de A e B, respectivamente,

obtidas com base em uma amostra de tamanho N.de X Y

i e i’ de acordo

com o método dos quadrados minimos.
Temos,

Yi = AX, +e ’ A > 0; B >0; Xi > 03
(1=1,2,...,N)

z = Se (v, - A xB)2 (1)
i i

N
"
T

i=1

Diferenciando (1) obtemos:

dz = EE-dA + 2z dB )

9A oB



onde,
La—zhzwi - A x?) xi’ (2)
2 2A
L3z 4 Z(v, - A x‘i) xi’ (L x,) (3)
2 3B

Ai indicamos por L Xi o logaritmo neperiano de Xi'

Portanto, as equagoes normais sao:

f b
By, - 90 X/ =0 (4)

|
|

b -
Z(Yi ?i) xi (L xi) =0 (5)

com ?i = aX? .
0 fato de em (4) e (5) usarmos a e b destaca o wuso
das estimativas dos parametros nas equagdes normais.

E evidente que estamos admitindo a condigao suficien
te para a e b serem pontos de minimo, isto &, que a diferencial se-
gunda de (1) para a e b seja definida positiva.

Admitindo-se existentes as condigoes para o desenvol

vimento de uma fungao pela formula de Taylor, e aplicando-se esse

procedimento as equagdes (4) e (5), temos o sistema

h
2b

0
2b, a, ZXi (L Xi) - b,
= - *
in Aa + b Ab Z(Yi Yi) Xi

0
- - yE
Z(Yi YiJ Xi (L Xi}
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2b0 .
2b, a, IX (L Xi] -
[zxi (L xi)} Aa + b, |
- By, - YR X (L xi)‘Z

bO
Ab = ZlY, - YH) X, (LX),

bo
onde, a, e b, sao estimativas preliminares, e Yi = a, Xi .
2b b
0 0
Se fizermos f, = Xi > 8y = [Yi - Y§] Xi e 21 -l.Xi.

esse sistema, escrito na forma matricial, é:

If, a, Tf L, - zg]z]? Aa 1 " tg,
{ = (o)

_If L, a, If 2 - Ig, 23] [Ab

1 L _Lgyty

Essas sdo as equagbes correspondentes do metodo de
Newton.

Ocorre, porém, que a primeira matriz acima pode ser

decomposta da seguinte forma,

[ zf, a, Lf, 2, 0 Zg1£1}

!
£ 2 a, Lf 2% 0 Zgllzj

Os elementos da segunda matriz ou sao nulos ou sao
somas ponderadas de desvios. Entao, os valores absolutos dos elemen
tos dessa matriz devem ser pequenos em comparagao com os valores ab
solutos dos elementos da primeira matriz. Assim sendo, temos, apro-

ximadamente:
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'Zfl a, Zflll] " Aa [Zgl |

i

| - (8)
If, %, a, If, u’ ] Ab_l Ig, 8]

Tais sdo as equagbes do metodo modificado de Gauss-
-Newton.

Admite-se que a primeira matriz do primeiro membro de
cada um dos sistemas (o) e (B) seja nao-singular, de onde resulta
serem eles compativeis e determinados, isto &, com uma so solugao.

Dada uma amostra de tamanho N de pares (Xi,Yi] e es-
tabelecidos os valores das estimativas preliminares a, e by, obte-
mos com as solugoes dos sistemas o e B, nas aplicagoes dos métodos
de Newton ou do modificado de Gauss-Newton, os valores de Aa e Ab.

Se essas corregoes nao forem despreziveis obtemos a, = a, + Aa ,

1 0

b, = by * Ab. A seguir, utilizando a, e b, como novas estimativas
preliminares, os calculos sao refeitos, obtendo-se novas corregées
de da e Ab.

Admitindo-se que o processo seja convergente, isto €,
que os valores absolutos das corregoes tendam a zero, os calculos
sao repetidos ateé que as corregoes Aa e Ab sejam consideradas des-
preziveis. Chega-se, assim, as estimativas de quadrados minimos de

A e B, que indicamos por a e b.
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Calculo de estimativas preliminares a; e b,

0 metodo usado na obtengao das estimativas iniciais

fol o seguinte.

Consideremos,

B
Yi = A Xi (1 + Ei] s

=L A+ B(L Xi) + L(1 + ei) .

i
Fazendo
vy st Yy
a=»LA
Xy = L Xi
e = L(1 + eil

temos

yi = a8+ Bx, + e
que € uma equagao de regressao linear, cuja aplicagd@o & bem conheci
da.

Desta forma, obtivemos as estimativas preliminares a,

e b,, dadas por & e 8, através das relagdes

a =expa ,

b =8 .
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3.2.2.2.2 - Caso de duas variaveis inde-

pendentes

Seja
B, B;

Yi S AKX K, v e

com A > 0, B1 > 0, B2 >0, 1=1,2,...,N, X > 0, para j=1,2.

ij

Sejam a, b, e b, as estimativas de A, B, & B, respec

tivamente, obtidas com base em uma amostra de tamanho N_dos vetores

(Xix‘ Xiz’ Yi]’ de acordo com o método de quadrados minimos.
Temos,
~ XBI XBZ
Yg AKX Ky, ey o
e
N N By B,
z= % e2= 3§ (Y, -AX, X )2 (6)
4=, ¥ 4= i ir i2
1 1
Diferenciando (6) obtemos:
gz =22 a2 gg + 2 g, ,
3A B oB
1 2
onde,
B B B B
1 2 1 B2
L3z OV, - A X X)X, X,
2 aA 1 2 1 2
B; B, B, B,
13z L. B0V, - AX, XY AX, X (LX)
2 3B, 1 2 1 12 1
232 gy oA A X2 WX
b i iy "1, iy Ti2 i2
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portanto, as equagbes normals sac:

[ h bz ' '
2!‘! - ? 3 X )(:12 =D ‘v (Z]'v
by by _ » o
‘ Zin "'?i] }(1x Xizl(L Xii} = 0 8
by b, ,
X Z(Yi - 713 Xn Xiﬂ.‘.;i' xiz) = g ' {3)

' by by
co::m‘t’i“'a)(i1 xiz .

| 0 fato de em (7), (8) e (9) usarmos a, b, e b, desta-
ca o uso das sstimativas dos parametms nas equagoes normais.
£ evidente que. sstemos admitindo a condigao suficien-
’ta para a, b e b serem coordenadas de um ponto de minimo, isto 8,
qQue a difarmcial segunda da (8) para a, b, e b, seja definida posi
tiva.
Admitindo-se existentes as ;tondic;ﬁes para o desenvol-
vimsnto da uma fungao pela féﬁnula de Taylor, e aplicando-se asse

procedimento as equaqéaa:(f}. (8) e (8), temos o sistema:

.2b ab hl
3 *3 [) ll l’
4[!, l” Xa } {l. xxh (LXn HY V*) Xi Xu il. X 13] & o

D T ob, LB
[a. z x“ 11:», wx- :svi Xy, x‘ T 1} w, = ey, - YD x0 ag,t

l's“lx”b'u. )]An[a sx x L 2,0 - 5Ly, -\r")x:x x;:‘ts.xgs‘ho
X“ 14 ‘ta . 1 1: Aqy 1 3 ) l_

b, B, ' b, b,
.[-,:x,:‘x _,n.x”m.x ) - :’tvfm x;" Xy, % m.xh)}aa,am‘ -¥P ";.: Xy, %
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b, . B .b

' th, 2.0 2., 2
vy ~ 73 8g . o - e 53 ac
[ ¥o %y, O xzaf] ba ¢ [’u T N B TR PR LR S A 2y

T oAb, ab, . B, . b By oB,
, L S A 2L opiy 271 5 87e 2 oag [ S ] .
. [a. DXy, X, WX - my, v YRt X j SRR SR LT M N 5 B
. - £ort " cb;vat’a
“q A14md na % p :
- onde, &y, by 8 4b, sac estimetivas praliminares o Yi = ey X, ., -.

Se filzarmos

2 b 2,;b b D
071 072 P sy L83 002
fo Xy T X e B T Y- Vi] Xp M2 e
3 - As
2= LXy, s B, = L%, ,

sase sistema, sscrito na forma metricial, se torna:

5

A . 8y E7,2, ~ Iyt By Tfaly - Sgals | [ 28 ) [ Fmp .

. 2 2 . . Y a .
I 8, a, Z7,%; ~ Ig,8, “fa,,”az;% X»"*aax’s‘z R I8y o)
I, s, If,R.0, - ITAR, 8, £9,8% ~ 53,02 J { i, S8, 1 .-

Obtivemos, assim, a3 esuagbes correspondentes do métg

do de Newton.

Ocorre qua, a primeirs matrlz acima, pode ser dscom-

posta da seguinte forma:
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If, ay If,%, ap Lty 0 Ig,a, 28,8, |
L, @ 2f22§ a, Lf,%,4, -1 0 Zgzzi Zg,2, %,
TR, a, I,%,%, a, Tf,02 L0 Ig,e,8, Ig,2% |

Os elementos da segunda matriz ou sao nulos ou sao so
mas ponderadas de desvios. Entao, os valores absolutos dos elemen-
tos dessa matriz devem ser pequenos em comparagao com os valores ab

solutos dos elementos da primeira matriz. Assim sendo, temos, apro-

ximadamente:
I, a, If,%; ap If%, | [8a]  [Zg, |
IR,0 ap IR gy IR | | 80| = | et (8)
!
|
If,%, a, I8, ay L85 | |Ab,] Ig, %,

Estas sao as equagoes correspondentes ao método modi-

ficado de Gauss-Newton.

Admite-se que a primeira matriz do primeiro membro de
cada um dos sistemas (y) e (8) seja nao-singular, de onde resultase
rem eles compativeis e determinados, isto €, com uma so solugao.

Dada uma amostra de tamanho_ﬁ de vetores [Xil’ Xiz’ Yij

e estabelecidos os valores das estimativas preliminares _a, b e

0 01

oD, obtemos, com as solugoes dos sistemas (y) e (8), nas aplica-



28.

cOes dos métodos de Newton ou do modificado de Gauss-Newton, os va-

lores de da, Ab, e Ab,. Se essas corregoes nao forem despreziveis,

5"
obtemos a, = ja + Aa , by = b, + Ab, e b, = (b, + Ab,. A seguir,
utilizando a,, b; e b, como novas estimativas preliminares, os cal-
culos sao refeitos, obtendo-se novas corregoes Aa, Ab, e Ab,.

Admitindo-se que o processo seja convergente, isto e,
que os valores absolutos das correcoes tendam a zero, os cdlculos
sdo repetidos até que as corregoes Aa, Ab, e Ab, sejam consideradas
despreziveis. Chega-se, assim, as estimativas de quadrados minimos
a ., b, e b, dos parametros A, B, e B,.

Calculo das estimativas preliminares 0@ o0; € ob,

0 método usado na obtengao das estimativas iniciais

foi o seguinte.

Consideremos,
B, B
Yy = A X11 Xiz (1 + ei) s
e L Y, o® LA=+B (L Xix) + BZ(L X123 + L{1 + ei)
fazendo,

yp ~ LYy
a=LA

i1 L Xil

Xj2 L Xiz

ey = Lll « €i)
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temos,

=g+ Bx, +Bx. + e,
Yi 1 11 2 12 i

que é uma equacao de regressao linear mdltipla, cuja aplicacao € bem
conhecida.
Desta forma, obtivemos as estimativas preliminares ;a,

b b, , dadas por a, B, B

0212 o5 atraves das relagoes:

2J

08 T exp a

oDy = By

o
]
ash]

3.2.2.2.3 - Generalizagao do processo

E evidente que, para o caso de n variaveis indepen-

dentes, isto e,

B, B, B
=A X, X, ..o X o+
Yi i Tdi2 7 in i :
ou
n Bk
Y1 =A I X'k + e R
k=1 * *
com i=1,2,...,N, Xij >0 para j=1,2,...,n, A > 0, Bj > 0.
Se fizermos
2. b 2 b 2 b b b b
01 0 2 0 n % 01 0 2 o n
= v 0w = - . X. s 90 X.
fn Xix xiz xin + By (Yi Y1] Xix iz in
L, =L X g, = L X . , £ =1L X s

1 i1 ’ 2 iz ° 0



onde a;, Obl’ b sees 0bn sao estimativas preliminares

0 2’
4o
temos:
" A ] ) Zg,, ]
Aby ZgnR,I
bb, + =L Y] | zgg, ,
' Ab | _ Zgnﬁn-

onde, para o método de Newton,

e

31.



3 zfn a. 3?“£‘ - Ign&‘ ) a‘ 29"11 - \Sznﬂz saw QQ S‘?ﬁg)ﬂ lad Egaﬁa
’ O 2 : B . -
N T R R A R T e b i
- o 2 g2 - L3k
L R R LN a, I 20 - T3 80 ... p B2 .8 - Entf,
so XX . . ven . . 'a'no' ¢
: ’ 2 py p?
Ity B MR - IRty e TR - Tzl .. s, 27 8% ~ Ig 0%
8, para o método modificado de Gsauss-Newton,
o : E
1A 8, Bt . a EfR, 8y B R
2 K .
g, - a I78] a, TFRL. .o 8 P RR
* . 'a * ) '
Y- | Erg, 8, 11,8 2 ag B e 8, ER 0,
: *8a ':' T . D. 0'!' *es cae
. A - . a .
] x’f“ln o, I 8.8 . ca, If LR, e 8 4 |
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As estimativas preliminares seriam obtidas da seguin

te forma:

B B Bn
1 2
Y, = A X X eve X, (1 +€.) ,
i i1 iz in i

LY, =LA+BI(LX, )+8B(LX
1 i1 2

1

12) + L., + Bn L(Xin] + L(1 + €i]a

Fazendo

yg =LYy
a=LA

xil =L xix

xiz =L Xi2

xin =L Xin

ey = L(1 + si} R

temos,
Yi savw leix ¥ Bzxiz Teee ¥ anin * ei ’

gue € uma equacgao de regressao linear m4ltipla, cuja aplicagao €bem

conhecida.

Desta forma, obtém-se as estimativas preliminares ,a,

oDys oBy» -... ob . dadas por &, By, B,, ..., B, através das re-
lagoes:

0@ = exp a

ok T B -

com k=1,2,...,N.
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3.2.2.2.4 - Estimativa da dose economica
Caso de uma so variavel independente

b
Seja, ?i = a Xi (a, b >0, Xi > 03}.

A condigao de maximizagao dos lucros ou da receita
liquida & que a receita marginal seja igual ao custo marginal, des-
de que estejam satisfeitas as condigoes suficientes relativas & di-

ferencial segunda da receita liquida, isto €, 0 < b <1, no caso

presente.
Consideremos,
Py = prego de X (nutriente);
PY = prego de Y (produto):
RT = receita total;
RMg = receita marginal;
CT = custo total;
CMg = custo marginal.
Sabemos que:
RT =Py, . 7 RT=PYnaXb ; RMg=-d5-T-=abxb“PY
dX
CT = Py X Chg = acT . PX .
dX

Portanto, para 0 < b < 1 temos:
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Sendo RL a receita liquida, temos

- b _
RL = PY ax PX X ,

logo,

-2
d?RL = P, blb - 1) axP™? gx?

Conclui-se, pois, que &RL & negativo para 0 < b < 1,

como se afirmou.

Caso de duas variaveis independentes

b, b,

1
3 = >0 >
Seja, ¥ =a X X, (a, b, b, >0, X, X ) e

consideremos,

Py = prego de X, (nutriente);
pxI = prego de X, (nutriente);
Pi = prego de Y (produto).
Portanto:
b, b,
RT =Py ¥, RT=Ppax, X, 5 CT =Py X *PBy%

A condigao de lucro maximo €é:
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Rng = CMgX s RMgX = Cng p
1 1 2 2

1

onde, Rng receita marginal de X1”
1

RMg, = receita marginal de X,_,

X, 2

Cng = custo marginal de XI,
1

Cng = custo marginal de Xz’
2

desde que estejam satisfeitas as condigoes suficientes relativas a

diferencial segunda da receita liquida.

Mas,
RMg, = —RT =P ab ><bl—1 xbz
X, ax Y 1 ™M 2
1
Rng = —RT = PY a b, X, X, s
2 BX2
Chig, = 2 cr-p ,
1 X xl
1
_ 9 -
Cng T —— CT - PX 2
2 aX 2
2
entao
by=1 b,
Py @by X0 X0 = Py
()
b1 b2-1 )
Py @by X X =Py

cuja solugao conduz as raizes XT e XZ gque maximizam a receita liqui
da, desde que estejam satisfeitas as condigoes suficientes relati-

vas a diferencial segunda da receita l{quida.
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Caso de n variaveis independentes

b1 b2 bn
Seja, T =a X, X, ... X, entao () assumira o
forma
b,-1 b b
1 2 n _
PY a bl X1 X2 cos Xn PX1
b b_ -1 b
1 2 n _
) PY a b2 Xy X2 cos Xn = PX
2
b b,~1 b
1 2 n _
] PY a bn X1 XZ coe Xn Pxn

cuja solug@o conduz as raizes X¥, X}, ..., Xﬁ que maximizam a recei-
ta liquida, desde que estejam satisfeitas as condigoes suficientes re

lativas a diferencial segunda da receita liguida
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L. RESULTADOS E DISCUSSAO

4.} - Modelos com Erro Multiplicativo

0 Quadro 1 mostra a analise de variancia dos dadosdo
primeiro ensaio pelo método do erro multiplicativo, cuja equagao de

regressao e

¥ = 103,5268 x%3705

¥

e o Quadro 2 apresenta a analise de variancia dos dados do segundo
ensaio, nas mesmas condigoes anteriores, e cuja equagao de regre®-

sao estimada e
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Quadro 1 - Analise de variancia relativa ao ensaio n? 1.

Causa da Variagao G.L. 5.0. Q.M. F
Regressao 1 26934,1767 26934,1767 5783,96%*
Desvios da Regressao 10 4073,7000 407,3700 87,48%%*
(Tratamentos) (11) (31007,8767)

Residuo 36 167, 6400 4,6567

Total 47 31175,5167

Quadro 2 - Analise de variancia relativa ao ensaio n? 2.

Causa da Variagao G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao z 34091,7347 17045,8674 7801,67**
Desvios da Regressao 9 40,9976 4,5553 2,08ns
(Tratamentos) (11) (34132,7323)

Residuo 36 78,6575 2,1849

Total 47 34211,3898

Observa-se no Quadro 1 efeito altamente significati-
vo, isto &, significativo ao nivel de 1% de probabilidade, tanto pa
ra a regressao como para os desvios de regressao. Entretanto,no Qua
dro 2 enquanto a regressao fol altamente significativa os desvios de

regressao nao o foram.
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As estimativas dos parametros assim obtidas foramusa
das como valores iniciais nos métodos iterativos aplicados a se-

guir.
4,2 - Modelo | - Com Erro Aditivo

Apés quatro iteragoes, para o metodo de Newton e cin
co para o método modificado de Gauss-Newton, com valores iniciais
ap, = 103,5268, by = 0,3705, obtiveram-se as seguintes estimativas pe

lo método de Newton:

104,8619

o]
]

o
n

0,3248 .,

Temos, pois, a equacao estimada:

Y = 104,3619 x%32%8 |

Com os mesmos valores iniciais, o méetodo modificado

de Gauss-Newton deu:

a = 104,862 .
b = 0,3248 ,
cuja equagao correspondente é:

? = 104,382 x®324%

Os Quadros 3 e 4 mostram as corregoes obtidas com as

iteragoes, quando se aplicaram esses metodos. Deles se depreende que,
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com a aplicagao do método de Newton, a Fungao ajustada convergiu

mais rapidamente.

Quadro 3 - Correcoes correspondentes as iteragoes do modelo I pelo

metodo de Newton.

ITERAGOES
CORRECOES
18 22 32 42
Aa 5,8731 -0,6226 -0,0103 0,000016
Ab -0,0515 0,00560 0,00023 -0,000033

Quadro 4 - Corregoes correspondentes as iteragdes do modelo I pelo

método modificado de Gauss-Newton.

ITERACOES
CORRECOES
18 22 32 48 53
Aa 6,1111  -0,8316 0,0725  -0,0136 0,0022
Ab ~0,0515 0,0068 -0,00120 0,00021 -0,000042

B

Em virtyde dos ajustamentos oriundos da aplicagao do
metodo de Newton e do metodo modificado de Gauss-Newton terem con-

vergido para uma mesma fungao, isto e, para

9 = 104,862 x®3248

3

apresenta-se, no Quadro 5, uma s6 analise de variancia.
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Quadro 5 - Analise de variancia relativa ao ensaio n® 1.

Causa da Variagao G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 1 27351, 2285 27351,2285 5873,52%%
Desvios da Regressao 10 3656,6472 365,6647 78,52%%
{Tratamentos]) (11) (31007,3767)

Residuo 36 167,6400 4,6567

Total 47 31175,5167

Observa-se no Quadro 5 efeito altamente significati-
vo, ao nivel de 1% de probabilidade, tanto para a regressao, como
para os desvios da regressao. Entretanto, a soma de quadrados dos
desvios de regressao foi menor que a obtida quando se usou o0 erro
multiplicativo, isto sugerindo um melhor ajustamento no caso do er-
ro aditivo, embora, em ambos, o quédrado médio dos desvios da re-

gressao tenha sido significativo ao nivel de 1% de probabilidade.
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Quadro 6 - Demonstrativo do comportamento das fungoes ajustadas do

modelo I.

X Y 9 = 103,5268 X%3795 (Y - 9 (v - 12
0,2 53,60 57,0275 -3,4275 11,7478
0,4 69,90 73,7252 -3,8252 14,6322
0,6 86,20 85,6757 0,5243 0,2749
0,8 101,00 95,3120 5,6880 32,3533
1,0 110,00 103,5268 65,4732 41, 9023
1,2 119,00 110,7617 8,2383 67,8696
1,4 128,00 117,2717 10,7283 115,0964
1,6 132,00 123,2195 8,7805 77,0972
1,8 133,00 128,7156 4,2844 18,3561
2,0 131,00 133,8335 -2,8395 8,0628
2,2 129,00 138,6502 -9,6502 93,1264
2,4 120,00 143,1928 -23,1928  537,9060

1018, 4250

X Y 9= 104,862 X°22*% (v - 9} (Y - 9,)?
0,2 53,60 62,1716 -8,5716 73,4723
0,4 69,90 77,8694 -7,9694 63,5113
0,6 86,20 88,8303 -2,6303 6,9185
0,8 101,00 97,5307 3,4693 12,0360
1,0 110,00 104,8619 5,1381 26,4001
1,2 119,00 111,2591 7,7408 59,9215
14 128,00 116,9715 11,0285 121,6278
1,6 132,00 122,1563 9,8437 96,8984
1,8 133,00 126,9200 6,0800 36,9664
2,0 131,00 131, 3385 -0,3385 0,1146
2,2 129,00 135,4679 -6,4679 41,8337
2,4 120,00 139,3510 -19,3510 374,4612

914,1618
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4.3 - Modelo Il - Com Erro Aditivo

ApGs cinco iteragoes, para o método de Newton, com
valores iniciais a = 70,9307, 01" 0,1957, oDy = 0,3461, observou-
-se nao haver convergéncia das estimativas dos parametros. Porem,
para o metodo modificado de Gauss-Newton, e com os mesmos valores

iniciais, fizeram-se tres iteraqées e se obtiveram as seguintes es-

timativas:

a =70,5766
b, = 0,1748
b, = 0,3717 .

Temos, pois, a equacao estimada:

¢ = 70,5766 X?zvue X?37{5

0 fato de nao ter havido convergéncia para as estima
tivas dos parametros quando se aplicou o método de Newton, impossi-
bilita uma comparagao, nesse caso, com o metodo tradicional, isto e,
aquele que usa o erro aleatorio multiplicativo.

A explicagao para a falta de convergencia. dada pe-
los estudiosos do assunto, & o fato de as estimativas iniciais nao
terem sido adequadas. Mas este €, sem divida, o defeito mais serio
dos métodos iterativos mencionados.

Os Quadros 7 e & mostram as corregées que foram obti

das para o método de Newton e para o metodo modificado de Gauss-New
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ton, respectivamente.

Quadro 7 - Corregoes correspondentes a iteragoes do modelo II pela

aplicagao do método de Newton.

ITERACOES
CORRECOES E
15 22 3? 42 52
Aa 0,7.1c 1,679 -5,1506 -0,0992 1,5995
Ab, 0,030z 0,0421 -0,1274 0,0115 0,0264
Ab, -0,0257 -0, 0447 0,1376 -0,0087 -0,0332

Quadro 8 - Corregoes correspondentes a iteragoes do modelo II pela

aplicagao do método modificado de Gauss-Newton.

ITERAGOES
CORRECOES -
19 28 3%
Aa -1,4236 0,0071 -0,000067
Ab, -0,0209 0,000084 -0,000040
Ab 0,0259 -0,00030 -0, 000020

0 Quadro 8 mostra a analise de variancia para o mode
lo II da regressao, apos as iteragoes, ao aplicar-se o método modi-

ficado de Gauss-Newton.
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Quadro 9 - Analise de variancia relativa ao ensaio n® 2.

Causa da Variagao G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 2 34092,6287 17046,3144 7801, 87*%*
Desvios de Regressao 9 40,1036 4,4560 2,04ns
(Tratamentos) (11) (34132,7323)

Residuo 36 78,6575 2,1849

Total 47 34211,3898

Observa-se que a soma de quadrados dos desvios de re
gressao para o método modificado de Gauss-Newton foi ligeiramente
menor que a soma de quadrados dos desvios de regressao para o caso

em que se adotou o erro aleatério multiplicativo.
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Quadro 10 - Demonstrativo do comportamento das funcdes ajustadas do

modelo II.

X; X, v 9 = 70,93088 X237 3L (¥ - 91 (VY - 1)?
0,1 0,2 25,650 25,8953 -0,2453  0,0602
0,3 0,4 41,400 40,8112 ~0,5888 0,3467
0,5 0,6 52,200 51,8968 0,3032 0,0919
0,7 0,8 60,275 61,2321 -0,9571 0,9160
0,9 1,0 68,975 69,4831 -0,5081  0,2582
1,1 1,2 76,950 76,9732 -0,0232  0,0005
1,3 1,4 83,150 83,8895 -0,7395  0,5469
1,5 1,6 89,725 90,3527 -0,6277  0,3940
1,7 1,8 96,625 96,4457 0,1793 0,3321
1,9 2,0 102,675 102,2287 0,4464 0,1993
2,1 2,2 109,800 107,7469 2,0531 4,2152
2,3 2,4 111,250 113,0356 -1,7856  3,1884

10,2494

X, X, v ?,= 70,5766 x¥ 72 xPTIT (v - 90 (Y - 907
0,1 0,2 25,650 25,9390 -0,2890  0,0835
0,3 0,4 41,400 40,6719 0,7281  0,5301
0,5 0,6 52,200 51,7070 0,4930 0,243l
0,7 0,8 60,275 61,0305 -0,7555  0,5707
0,9 1,0 68,975 69,2879 -0,3129  0,0979
1,1 1,2 76,950 76,7948 0,1552 0,0241
1,3 1,4 83,150 83,7346 -0,5846 0,3418
1,5 1,6 89,725 30,2257 -0,5007  0,2507
1,7 1,8 96,625 96,3498 0,2752 0,0757
1,9 2,0 102,675 102,1662 0,5088  0,2589
2,1 2,2 109,800 107,7197 2,0803 4,3276
2,3 2,4 111,250 113,0450 -1,7950  3,2218

10,0258
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5. CONCLUSOES

5.1 - Para o primeiro modelo ajustado aos dados do ensaioc n?® 1,
conclui-se que o erro aleatorio aditivo apresentou um melhor ajus-
tamento que o tradicional de erro aleatorio multiplicativo, tanto

com o uso do método de Newton como para o caso do método modifica-

do de Gauss-Newton.

5.2 - Para o segundo modelo ajustado aos dados do ensaio n? 2,
conclui-se que o método que propuzemos apresentou um melhor ajusta
mento que o tradicional, apenas com o uso do método modificado de
Gauss-Newton. A comparagao com o método de Newton nao foi possivel
em virtude de, na sua aplicagao naoc ter ocorrido convergencia, pa-

ra as estimativas dos parametros.

5.3 - Nos casos de convergéncia, esta ocorreu com bastante rapi

dez, de tal sorte que poucas iteragbes foram necessarias.
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Tabela 1 - Ensaio n® 1 - Dados obtidos por simulagao, com média m

= 100 e varidncia 0® = 12, por PERRE DA SILVA (1978).

53.

REPETICOES

" 19 28 32 48 TOTALS
0,2 52,8 50, 4 55,0 56,2 214,4
0,4 70,0 68, 4 65,2 75,0 279,6
0,6 88,0 87,0 85,8 84,0 344,8
0,8 103,0 101,0 100, 8 99,2 404,0
1,0 109, 4 111,0 110,0 109, 6 440,0
1,2 120,0 119,8 121,0 115,2 476,0
1,4 128,0 129,0 127,0 128,0 512,0
1,6 133, 4 132,6 131,0 131,0 528,0
1,8 135,0 132,0 134,0 131,0 532,0
2,0 132,0 134,0 130,0 128,0 524,0
2,2 130,0 127,0 130,0 129,0 516,0
2,4 119,0 117,0 124,0 120,0 480,0
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Tabela 2 - Ensaio n® 2 - Dados obtidos por simulacdo, pelo modelo

Y = 68,2857 nglsa x%fs“z * e, , come, N N(0,4).
REPETICOES
X) X 5 - - - TOTAIS
16 25 39 45

0,1 0,2 23,5 27,1 27,0 25,0 102,6
0,3 0,4 40,9 42,2 42,3 40,2 165,6
0,5 0,6 50,7 52,0 52,4 53,7 208,8
0,7 0,8 59,5 60,0 60,7 60,9 241,1
0,9 1,0 68,6 70,4 68,9 68,0 275,9
1,1 1,2 79,0 74,6 78,5 75,7 307,8
1,3 1,4 82,0 84,4 84,3 81,9 332,6
1,5 1,6 89,3 91,0 90,2 88,4 358,9
1,7 1,8 96,3 95,6 99,0 95,6 386,5
1,9 2,0 102,5 100, 4 102,6 105,0 410,7
2,1 2,2 111,0 110,2 107, 3 110,7 439,2

2,3 2,4 112,5 112,6 114,1 115,8 445,0
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Tabela 3 - Valores iniciais utilizados para o ajustamento dos mode-

los I e IT aos totais de tratamentos, com 4 repetigées.

VALORES INICIAIS

MODELO
8y oby ob2
B
Y, = A X, + e, 414,1072 0,3705 v
i i i
B; B,
Y, = A X X + e 283,7227 0,1957 0,3461






