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DELINEAMENTO EM ANGULOS 

Autora: Maria Eunice o.e. Rodrigues 

Orientador: Prof. Dr. Antonio Francisco Iemma 

RESUMO 

Foi apresentado um novo tipo de delineamento, 

denominado Delineamento em Angulos; que tem por finalidade a 

ajustamento aos dados, de um polinômio do segundo grau, com 

duas varia.veis. Nesse delineamento, foram considerados oito 

novos pontos, em relação ao delineamento composto centr�l, es

colhidos de modo a ortogonalizar o referido delineamento. 

O delineamento ê formado por 16 + P pontos, o� 

de P refere-se ao número de pontos centrais (O, O) , enquanto 

que 12 pontos dos demais referem-se a tris fatoriais. 2 x 2 nos 

quais os níveis estao codificados em 

± o 
b 

s en 30 , ± o cos e ± ô sen 

-1 e +1

60° 
e os 

± ó 
o 

CDS 30 e 

qllatro restan 
' 

. 
-

tes estão codificados em (o , O) , (-o , O) , (O , 6) e (O , -ó).. 

Foram obtidas as f5rmulas que permitem a ortog� 

nalização do delineamento e as que determinam as estimativas 



dos coeficientes do polinômio do segundo grau com suas respec-

tivas estimaiivas das variincias, quando o delineamento� orto 

gorial, bem como suas respectivas somas de quadra dos. 

O Delineamento em Angulos mostrou-se mais pre-

ciso que o Fatoriai 3 2 e menos preciso do que os Fato-

riais 5 2 e 7 2 na estimação dos coeficiêntes polinomiais. 

Levando em conta a �esma area total a ser gasta� 

o Delineamento em Ângulo� e mais preciso quando se usa um pon

to central e neste caso ele� mais preciso do que os fatoriais 

5 2 e 7 2 na estimaç�o dos coeficientes si e sl2 e menos preciso

que o fatorial 3 2 , 5 2 e 7 2 na estimaçio do coeficiente$ ... 
11 
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ANGLE· DESIGN 

Author: Maria Eunice o.e. Rodrigues 

Adviser: Antonio Francisco Iemma 

SUMMARY 

A new design was developed specifically for 

fitting to data a second-degree polynomial equation with two 

variable, denominated ANGLE DESIGN. Criteria in constructing 

the design we re: to make i t or thogona 1 wh en two fac tors are 

involved, and nine levels of each of the factors. 

There were 16 treatment combinations and p

central points. Of the 16 treatment combinations, four from 

each of three 2 2 factorial designs where the coded levels of 

the x-variable were -1 ·and +l , ± ô sin 30
° 

and ± ô cosin 30
°

,

and ± ô sin 60
° 

and ± ô cosin 60
° 

, plus additional treatment

combinations (5 , O) , (-ô , O) , (O , & ) and (O , -ô). 

Formulas to make the design orthogonal , to 

estimate the polynomial equation coefficients, to estimate the 

variances of the polynomial regression coefficients, and to 
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estimate the sums of square of the polynomial equation coefficients, 

were determined. 

The Angle Design was more precise than the 3 2 

factorial design and less precise than the 5 2 and 7 2 factori:al 

designs when we consider the estimation 

equation coefficients. 

of the polynomial 

It was verified that the variances of the poly

nomi�l equation coefficients have a minim um when P = 1, in the 

Angle Desi�n, when it was used the sarne area. 

When it was compared the precision of this de

sign with one central point with the factorial designs, it was 

verified that it is more precise than the 5
2

, and 7
2 

factorial 

designs when it was considered the s.
l. 

and ª 
µ12 

coefficients. On

the other hand, it was less precise than the 3
2

, 5
2

, and 7
2 

fac 

torial designs, in the case of the s .. coefficient. 
l. l. 



1. INTRODUÇAO

Hã quase meio século que os esquemas fatoriais 

começaram a ser estudados. Através desses esquemas, pode-se 

ajustar aos dados diversos modelos matemáticos com o intuito 

de se determinar os pontos críticos da superfície em estudo. 

Embora sejam notórias as vantagens dos esquemas 

fatoriais completos, foram introduzidos os fatoriais fracioná

rios de modo a diminuir o tamanho dos blocos quando hã um nume 

ro gnande de tratamentos. 

Posteriormente, os compostos centrais foram 

desenvolvidos com o objetivo de se ajustar aos dados polinô-

mios do segundo grau e esse foi, certamente, um passo decisivo 

para o est�do de novos delineamentos. 

Recentemente, vários delineamentos vem sendo 

apresentados no estudo de superfícies de resposta, de modo a 

minimizar o custo de experimentação. 
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-

O autor se propoe a apresentar um novo delinea-

mento adequado ao estudo de superfície de resposta, 

variáveis, onde existem 3 fatoriais 2 2 acrescidos 

com duas 

de pontos 

axiais, possibilitando aos pesquisadores a escolha dos valores 

de P (pontos centrais) e ô (parâmetro) de modo a estimar os 

coeficientes polinomiais com melhor precisão� 



3 

2. REVISÃO DA LITERATURA

YATES (1937) introduziu na Estatística Experimental os es 

quemas fatoriais, dos quais descreveu inúmeros tipos. Segundo o autor, quan

do há um número elevado de tratamentos resultantes das combinações entre os 

níveis dos fatores, há dificuldades na eliminação de diferenças de fertilida 
. 

. 

de dentro de·uma mesma repetição e, consequentemente, o desvio padrão por paE_ 

cela tende a ser alto em comparaçao com experimentos simples que envolvam pou 

cos tratamentos, podendo resultar daí uma pequena eficiência relativa dos es 

quemas fatoriais. 

FINNEY (1945) apresentou os fatoriais fracionários com o 

objetivo de evitar o uso de um número grande de combinações entre os níveis 

dos fatores por bloco. 

Os fatoriais fracionários foram estudados por diversos au 

tores, dentre eles DANIEL (1956), NELDER (1963) e MARGOLIN (1967). 

DANIEL (1956) introduziu os conceitos de eficiência dos 

graus de liberdade e eficiência da variância para um fatorial fracionário. 

A eficiência da variância de um fatorial fracionário é ob 

tida. pela comparaçao da média das variâncias das estimativas dos efeitos com 

a menor variância que poderia ser esperada com os fatores nos níveis ± 1. E 
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a eficiência dos graus de liberdade é a razao entre numero dos 

efeitos estimados e o numero de graus de liberdade no delinea-

menta. No estudo de eficiência dos graus de liberdade dos fato

riais fraci6nirios, o autor afirmou que as fraç6es 2
5

-
1 

tim100% 

de eficiência de graus de liberdade. 

BOX e WILSON (1951) introduziram os delineamen-

tos compostos centrais nos estudos de polinômios do segundo 

grau ajustados a dados provenientes destes delineamentos, com 

o intuito de minimizar o niimero de tratamentos.

O polinômio do segundo grau com k variáveis, 

utilizados pelos autores, e dado pela expressao:-

y 
u 

+ e
u 

Os delineamentos apresentados, chamados delinea 

mentas compostos, sao construídos adicionando-se outros 

mentas ao fatorial 2 k
.

trata-

Os delineamentos compostos s ao divididos em 

dois grupos, a saber: delineamentos compostos centrais (mais 

importantes) e delineamentos compostos não-centrais. 

Os delineamentos compostos centrais são obtidos 

adicionando ao esquema fatoTial onde os 
., . 

n1. ve 1. s das variã-
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veis x estão codificados em -1 e +l,,as seguintes combina-

~ 
çoes de tratamentos: 

(O ,O , ••• , O) , (-a.·, O , ••• , O) , (a. , O , ••• , O) 

( o , -a. , ••. , o) ( o , a. , ••• , o)

(O , O , ••• , -a.) ; (O ,O , ••• , a) 

Assim, o numero total de tratamentos e dado 

por 2k 
+ 2k + 1 ,  sendo que no caso de k = 2 resultam 9 trata

mentos, como a seguir: 

Delineamento Composto Central, com 2 fatores 

' x2 

(O,a) 

(-1, 1) ( 1 , 1) 

(-à 1 0) (O,ü' (a,O) 

Xl 

(-1 ,-1) (1,-1) 

(0,-a) 
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O ponto central (O ,O) pode ser repetido P ve

o delineamento fica constituido de 2
k 

+2k +P.zes e nesse caso 

O valor de a pode ser escolhido para fazer os 

coeficientes do polinômio do segundo grau ortogonais uns aos 

outros, ou para minimizar os erros que são originados se a verda

deira forma da superficie de resposta nao é quadrática ou ain

da par'a dar ao delineamento a propriedade de ser rotacional. 

BOX e nuiTER (1957) propuseram o critério de 

r@tacionalidade nos delineamentos compostos centrais, através 

do qual a variincia da estimativa da resposta do polinômio de 

segundo grau e a mesma para todos os pontos equidistantes do 

ponto central. Os autores utilizaram o mesmo polinômio 

BOX e WILSON (1951). No caso de dois fatores, o valor 

a para que o composto central seja rotacional, e fi'. 

_que 

de 

TRAMEL ( 19 5 7) , ROJAS ( 1963 , 19 7 2) , STAVROU e 

CADY (1967) e VOSS e PESEK (1967) estudaram o assunto 

rente a superfície de resposta tendo sugerido diversos 

delineamen_tos. 

refe-

novos 

TRAMEL (1957) sugeriu o delineamento "triplo c� 

bo'�, para três fatores, num total de 31 pontos, com nove 

veis para cada fator, enquanto que STAVROU e CADY (1967) prop� 

seram uma modificação no delineamento de TRAMEL (1957), colo.,.. 

cando em dois blocos os tratamentos de cada cubo e repetindo 
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os pontos axiais em cada bloco, com o objetivo de diminuir o 

erro experimental sem modificar a estimação dos parimetros. 

VOSS e PESEK (1967) propuseram um delineamento 

composto central aumentado, com 19 pontos. Os 4 tratamentos 

adicionais correspondem a meio cubo nos níveis ± 2. 

ROJAS (1963) propôs o delineamento "San Cristô-

bal", delineamento este, originado do delineamento composto, 

onde foi incluído um tratamento testemunha. Em 19 72 , ROJAS 

propôs o delineamento "San CristÕbal Ortogonalizado". 

No Brasil, os estudos mais aprofundados com re-

lação a superfície de resposta começaram com CAMPOS (1967), 

que comparando o delineamento composto central rotativo para 

três fatores com um sÕ ponto central e o fatorial 3 3
, concluiu 

que para ajustamento de superfície de resposta o fatorial 

mais preciso do que o delineamento composto central rotativo. 

Para chegar a esta conclusão, o autor se ba-

seia nas variincias das estimativas dos parimetros, depois de 

reduzi-las ã mesma unidade, obtendo: 
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Tabela 1. Variâncias das estimativas dos parâmetros nos Delinea 

mentos Composto Central Rotativo e Fatorial 3 3
• 

PARÂMETROS 

Quadráticos 

Interação 

Lineares 

Delineamento Composto 
Fatorial 3

3 

Central Rotativo 

0,7804 0,1667 

0�6250 0,0833 

0,1190 0,0555 

PIMENTEL GOMES (1969) apresentou um estudo de 

· determinação de ponto de máximo, ponto de mínimo ou ponto de se

la nas superfícies de resposta, usando o critério de congruen

cia de matrizes. Naquele trabalho, o autor informou que CAMPOS

(1967) encontrou 84% de casos de pontos de sela quando aplicou

congruência de matrizes em 50 ensaios fatoriais de 3 3
, bem con

duzidos, de adubação de milho com N, P e K.

PIMENTEL GOMES (1969) trabalhou com o mesmo mo

delo polinomial utilizado por BOX e WILSON (1951). 

MORAES (1969), estudou, através de cálculos com 

putacionais, a superfície polinomial de um ensaio fatorial de 

adubação N, P, K, na Venezuela, em blocos casualizados, onde as 

doses foram não equidistantes. 
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PENT EADO e BATISTA (1971) estudaram a eficiên-

eia do delineamento composto central em comparação com os fato 

riais completos de dois fatores e chegaram a conclusão de que 

o delineamento composto central e menos eficiente do que o

fatorial 5 x 5.

PIMENTEL GOMES e CAMPOS (1972) propuseram cor-

~ 

reçoes de modo que os intervalos de comprimento fossem iguais 

quando estudaram a eficiência do delineamento composto cen

tral rotativo, com um ponto central, em relação ao fatorial 3 3
• 

Naquele trabalho, onde o intervalo entre os pontos (- i31
, O ,O) 

e ( 131, O, O·) e igual a 2 �, os autores propuseram corre

ções de modo que o intervalo fosse igual ao do fatorial 3 3 de 

comprimento 2 . Para tant�, os autores multiplicaram as coar 

denadas dos pontos no delineamento composto 

por 1/./3, obtendo as seguintes variâncias: 

central rotativo 

Tabela 2. Variâncias das estimativas dos parâmetros nos Delineamentos Compo� 
to Central Rotativo e Fatorial 33

• 

Parâmetros 

Quadráticos 

Interação 

Lineares 

Delineamento Composto 

Central R otativo 

21,07 d 2 

16,88 cr 2 

3,21 cr 2
. 

F atorial 3 3 

4, 50 o 2 

2,25 o 2 

1,50 o 2 



10 

BATISTA (1976) estudou a ortogonalização no 

delineamento composto central, com um mâximo de quatro fatores 

e, determinou as fÕrmulas das variâncias das estimativas dos 

coeficientes do polin�mio do· segundo grau, com somente um pon-

to central. Nesse trabalho, o autor apresentou a seguinte ta 

bela que torna ortogonal o delineamento composto central: 

Tabela 3. Valores de a que ortogonalizam o delineamento compos

to central, para k variáveis. 

Valor de k 2 3 4 

Valor de Cl 1,000000 1,215412 1,414214 

PENTEADO e BATISTA (1971) , PIMENTEL GOMES e 

CAMPOS (1972) , BATISTA (1976) e BATISTA e SILVA (1978) em 

seus estudos usaram o mesmo modelo matemático que traduzia a 

equação polinomial utilizada por BOX e WILSON (1951). 

BATISTA e SILVA (1978) estudaram tamb�m a orto

gonalização do delineamento composto central, usando diversos 

pon·tos centrais, cone 1 ui ndo que quando são usados oi to pontos 

centrais, a precisão da estimativa do coeficiente quadrâtico 
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6 •• ê praticamente igual a precisão da estimativa do coefi-
11 

ciente linear f3 • •  
l. 

BATISTA (1978) apresentou um novo tipo de deli

neamento, denominado 11 em círculos", que tem por base·, na formu 

lação, os princípios de utilização de maior número de 

para cada fator, m�nor número de combinaç�es entre eles e inde 

pendência na estimação dos coeficientes. 

conjuntos de oito pontos com distâncias 

Consta 

e a

de dois 

do cen-

tro, e mais P pontos centrais, que -abrangem nove níveis dife-

rentes de cada fator. 

lo matemático: 

Nesse trabalho o autor utilizou o mode 

Y - Y = $ X + 6 X + $ (X
2 

U l lU 2 2U 11 lU 

+ f3 X X + e
1.2 1 U 2 U U 

X
2

) + 8 (X
2

l 2 2 2U 

que ê semelhante ao proposto por BOX e WILSON (1951), onde com 

parando os dois modelos verifica-se que 

como vemos: 

-2 
= Y - 8 X 

1 1 2 

-2 
- /3 X

22 2 
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a) Y
u 

= f3 + f3 X + f3 X + 8 X
2 

+ f3 X
2 

+ f3 X X 
O l lU 2 2U 11 lU 22 2U 12 lU 2U 

+ e
u 

b) y
u 

Y = 13 X + 13 X + B (X
2 

1 lU 2 2U 11 lU 

+ f3 X X + e

12 lU 2U U 

Igualando-se a à b tem-se: 

13 x
2 

1 1 1 
f3 x

2 

22 2 

f3 < x
2 

22 2U 
x

2 
> +

2 

CONAGIN (1979) estudou os delineamentos campos-

conjuntos fatoriais, tos centrais duplos que constam de dois 

completos ou fracionirios, nos niveis ± 1 e ± B ,  de um nume 

ro dup1o de pontos axiais (nos niveis ± a e ± ia para cada 

de pontos centrais. um dos fatores) e por um certo niimero 

Os valores 1 e B representam os niveis da parte fatorial, 

enquanto que a e ia representam os n!veis da parte axial. 

Tais delineamentos apresentam maior flexibilidade do que os 

-

compostos centrais pois permitem o estudo de k fatores em va-

rios n!veis (5 ou mais) e a partiçio ortogonai em blocos. 

JORGE (1980) estudou o Delineamento 

para tris fatores, analisado atravis de modelo de 

Guadalupe 

regressao 
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polinomial quadritica e concluiu que para ensaios de aduba 

çao, o Delineamento Guadalupe e menos eficiente que 

fatorial 

nal. 

e mais eficiente que o composto central 

o 

origi 
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3. DESENVOLVIMENTO TEÕRICO

Suponha-se que se tenha uma ideia do ponto de 

máximo (ou de mínimo) da resposta do polinômio do segundo grau. 

Pr�ximo deste ponto, fixa-se um ponto com coordenadas (O ,O) , 

o qual poderá ser repetido P vezes. Em relação a este ponto, 

adiciona-se um fatorial 2 x 2 no qual os níveis estão codifi-

cados em -1 e + 1 . A seguir são acrescentados 

fatoriais 2 x 2 
, 

sendo que no primeiro os ., . n1.ve1.s 

cados em ± ô cos 30 ° 
e ± 6 

tão codificados em ± ô cos 

osen 30 

e ± cS 

e no segundo 

sen 60 ° 

mais dois 

estao codifi 

., . os n1.ve1.s es 

Finalmente 

adiciona-se os pontos codificados (6, O) , (-ô, O) , (O , tS) e 

( o ' -� ) • Assim, passa-se a ter um novo delineamento que se-

ra denominado Delineamento em Ãngulos (figura 1).

Este novo delineamento poderá ter um máximo 

de 9 níveis para cada variável pois se , por exemplo, ô = 1 

cada variável terá 7 níveis devido a coincidincia dos 

veis -1 e +1 do fatorial 2 
2 

com os pontos axiais. O to 



Figura 1. Delineamento em Ãngulos. 

(-ô cos 60°, ô sen 60°) 
r------

1 

1 
1 

(-ô cos 30°, ô sen pOº) 

(-ô,0) 

(- ô cos 

r----1-----
c-1.o 1 1 .  ,---- -

: 1 
1 1
(. 

1 

1 
1
1
1 
1 

: 1 L----

L ___ +- <_:_1 �1_>_ 
30°, - ósenl30°) 

1 
1
1
1 

1---
(- ô cos 60 , - sen 60 ) 

X
2 
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(O,ô) 

(ô cos 60°,ô sen 60°) 
---- - -, 

1 
1 
1 
1 
1 (ô cos 30° 

-----1----
,

'
(1,1) 1 - -- -1 1 

1 : '
1 1 1 

1 

(0,0) 

P vezes 1 
1
1 1 

1 

1 
1 1 
1- -- - _ _. 1 

(1,-1� 

ósen 30°) 

(ó ,O) 

- ---- !; - - ------1<º cos 30° , - ó sen 30º) 

1 

-- _ _j

(ó cos 60°, -ô sen 60°) 

(O, -ó) 



tal de 
-

numeres de combinações entre os níveis das 

sera de 16 + P . 

O valor de ó podera ser escolhido 

16 

variáveis 

de modo a 

-orto�onalizar o Delineamento em Angulos. Para tanto, e neces 

sario que a matriz X'X obtida do modelo matemático seja diag� 

nal. 

3.1. Modelo Matemático 

O modelo matemitico de um polinBmio do segundo 

grau que estima os coeficientes polinomiais neste delineamento 

é aado por: 

y 
u

- y =$ X +B X
l lU 2 2U 

+ B X X + e
12 lU 2U U 

B (X
2 

22 2U 

A utilização desse modelo em detrimento do mode 

lo usado por BOX e WILSON (1951), tem como objetivo a facilid� 

de de cálculos, jâ que ambos os modelos são semelhantes. Este 

modelo foi adotado pois simplifica a diagonalização da matriz X 1 X . 
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Do modelo matemitico, temos em forma matricial, 

o seguinte sistema de equações:

Y = Xf3 ❖ E , onde 

y 1 1 1-A 1-A 1 l 

y2 1 -1 1-A 1-A -1

y 
3 

-1 1 1-A 1.-A -1

y 
4 

-1 -· 1 1-A 1-A 1 

y O,Sê bê O, 25 ê 2-A O, 75ê 2-A 0,5bê 2

5 

y O,Sê -bê 0,25ê2-A O, 75ê 2-A -O ,5bó 2

6 

y -0,Sê bê 0,25ê 2-A O, 75ê 2-A -O, 5b ó 2

7 

y -0,Só -bê 0,25ó2-A O, 75ê 2-A 0,5bó 2

8 

y
9 

bó O,Sê O, 75ê 2-A 0,25ê 2-A 0,5hó 2

Y--= X = 

y bó -0,5ê 0,75ê 2-A 0,256 2-A -0,5bê 2

l O 

y -bó O,Sê 0,75ê 2-A 0,25ô 2-A -0,5bó 2

l l 

y -bó -0,Sê 0,75ô 2-A 0,25ô 2-A O, 5bô 2

l 2

y ó o ô 2-A 0-A o l 3

y 
14 

-ê o ô 2-A O-A o 

ylS 
o ô 0-A ê 2-A o 

y o -ô 0-A ê 2-A o l 6

. . .  , ' ,_ . . . .
. . .

y 
'i G+P 

o o 0-A O-A o



Onde: y = Y - Y 
u u 

u = 1,2, •.• , 16 + P

13 
l 

13 

13 = 
2 

. 

, 

13 
11 

13 
22 

13 
l 2 

E 

18 

e 

l 

e 

2 

e 

3 

e 

I+ 

e 

5 

e 

6 

e 

7 

= e 

8 

e 

9 

e 

l O 

e 

11 

e 

12 

e 

l 3 

e 

l lt 

e 

l 5 

e 

16 

16-i-P 
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Sendo na matriz X: 0 , 5  = sen 30 ° 
= cos 60 ° 

b = sen 60 ° = CQS 30 ° 
= 0,8660254 

b
2 

= 0,75 

A = x2 
= x2 

, 
logo 

2 

( 1) 2-t-( 1) 
2

;-(-1) 
2

.,..( -·1 )
2.,..(0, Só) 2.,..(0 ,Só) 2-t-(-0 ;/>) 2 +(-0 ,5ó) 2+(bó) 2 + (bó) 2 +(-bó) 2+A = _;_..;.___,.;:.....:._....:..--=-----=-.-...:-..:.....e-....:....._..;._-<-.._,;_ _ _;_---<-......:..--'---'--'---;.._-'--.:----=---'-----'--

16 + p 

+ (-bó} 2 
... ió) 2+(-ó) 2

.,. 0 2
.,. • • • + 0 2 

16 + P 

1 T 1 'T 1 + 1 T 0,2Só 2 
T 0,2Só 2 + 0,2Só 2 

T 0,2Só 2 + 0,7Só 2 
T 0,7Só 2 

T A = ---------''---------'-----�---�----�----''----

A = 

16 -j- p 

+ 0,75ó 2 + 0,75ó 2 -;-ó 2 .,.ó 2
.,. o -j- • • • + o

16 + P 

4 "r 4 ó 2 
-;-

16 .,. P 

2 ó 2

3.2. Equações Normais 

A = 4 T 6 Ó 2 

16  + P 

Através do método dos quadrados mínimos, que 

consiste em minimizar a soma dos quadrados dos erros, obtem- se 

as equaçoes normais, como se segue: 
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y = Xf3 -i- E

E = y - Xf3

E' = (Y' f3'X')' 

z = E 1 E = (Y' - f3'X')(Y - Xf3)

z = Y'Y - Y'Xf3 - f3'X í Y T f3'X'Xl3

Mas f3'X'Y -· Y'Xf3, pois ambas sao escalares 

Assim, 

z = Y'Y - 2 f3'X'Y + f3'X'Xf3 

dz = 1 - 2(df3')X'Y T S'X'X{df3) + {df3')X'XB 

Como f3'X'X(df3) = 

dimensão 1 x 1, vem 

dz = t - 2(dS')X'Y T 2(df3')X'XB 

dz = 2df3' [X'XS - X'Y] 

(dS') X'XS, pois ambas tem

As equaçoes normais sao obtidas quando iguala

-se dz à 1. Portanto, vem: 

A A 

2(df3')[X'Xf3 - X'Y] - 1 

Assim, como d$' e sabidamente diferente de 

pois é uma matriz de acrescimos, tem-se; 

"

X'XS - X'Y = 1 
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X'XS = X'Y, que é o sistema de equaçoes normais. 

Assim, facilmente pode-se obter a matriz X'X, 

conforme descrito à seguir: 

onde 

X'X = 

D 4 + 

M = 4 + 

4 + 66 2 
o o o o 

o 4 + 6ó 2
o o o 

o 

o 

o 

9/2ó 4

3/2�4

o 

o 

o 

(4 

1 6 

(4 

16 

+ 

+ 

+ 

+ 

D M o 

M D O 

o o 4 t (3/26 4
) 

66 2) 2

p 

66 2 ) 2

p 

De fato, para D, tem-se: 

D =  (4;4A 2-8A) + (1/46�+4A 2-2Aó 2) + (9/46 4 +4A 2 -6A6 2
) + 

+ (26 4 +2A 2 -4Aó 2
) + (P+2)A 2

D =  4 + 9/26 4 + (P + 16)A 2 - A(8 + 126 2 ) 
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D = 4 + 9/2ô '++ [ ( p + 16)A - (8 + 12ô 2)]A

D 4 9/2ô 4
[ (P 16)

(4 + 6 ô 2 ) 
(8 ·+ 12ô 2)]A 

= + + + 
p + 16 

D = 4 + 9/2ô '+ + [4 + 6ô 2 
- 8 - 12ô 2]A

D = 4 + 9/2ô '+ + [-4 -:- 6 ô 2 ] A

D = 4 + 9/2ô '+
..,. [4 + 6ô 2 ]A 

D = 4 9/2ô '+ 
[4 6ô 2 ] [4 + 6 ô 2 ] + - + 

16+P 

D = 4 9/2ô '+ (4 + 6 ô 2 )2 

+ -

16+P 

De modo análogo, para M, vem: 

M = 4(1-A) 2+ 8(1/4ô 2-A)(3/4ô 2-A) + 4(ô 2 -A)(O-A) + P(O-A) 2

M = 4 + 3/2ô '+ + A 2(P + 16) - A(8 + 126 2
)

M = 4 + 3/26 '+
+ A[ (P + 16)A - (8 + 126 2 )

] 

M = 4 3/2ó '+
+ A[ (P + 1 6 )

(4 + 6 o 2
) 

(8 126 2 )
] 

+
- +

16+P 

M = 4 + 3/26 '+
+ A[4 + 6ô 2 

-
8 - 1 2 o 2 ] 

M = 4 + 3/26 '+ + A(-4- - 6 o 2
) 

M = 4 + 3/2ô '+ - A(4 + 6ô 2 ) 

M 4 + 3/2ó '+ (4 + 6ô 2 ) 

(4 + 6 ô 2 ) = 

16+P 
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M :Í: 4 .,.  3/20 4 
- (4 + 60 2 ) 2 

16 + P

E a matriz X'Y e dada por: 

EX 
iuYuu 

EX y U 2U U
(4 6 o 2 )+

Ex 2 

X'Y u luY µ 1 6 = + 

(4 + 6 o 2 ) 
Ex 2 

Y u 2u u 16 +

EX X y u iu· 2u u

23 

E Yu u 

p 
E Yu u 
p 

Assim, o sistema de equaçoes normais tem a for-

ma: 

+ 60 2
o o o o f3 EX 

1uyul u 

o 4 + 60 2 
o o o â EX 

2uyu2 u 

o o D M o â EX 2 
y 

(4 + 6 o 2 ) t Yu= 

16 + p l l u 1U U

o o í3 Ex 2 
Y -

(4 + 6 o 2 ) �YuM D o 16 p 2 2 u 2u u + 

o o o o 4 + (3/2o 4
) f3 EX X 

2Uy 1 2 u 1U u



onde: 

M 4 3/2ô lt (4 + 6ô 2 ) 2 

= + 

16 + p

D 4 + 9 /2 ô lt (4 + 6ô 2 ) 2 

= 

16 + p

3.3. Solução do Sistema 

D . X'Xº. as equaç9es normais µ = 

24 

X'Y, obtem-se a so-

lução do sistema através da matriz inversa (X'X)-;i., pois a ma-

tris X'X e nao singular. Portanto, vem: 

"' 

X'XS = X'Y 

,e,. 

11;3 = (X'X)-;i.X'Y 



" 

s 1/(4 + 
l 

. . . 

• 

• 

• 

• 

• 

" 

s o 
12 

6 ô 
2) o . . . 

. . . . . . 

. . . . . . 

. . . 

o 

. . . 

. . . 

. . . 

o 

. . .

. . .

. . . 

1/(4 + 3/2ô
2)

Por exemplo, para s e fazendo M = 

s = 

4 + 6ô
2 

I:X y u 1u u

I:X 
1uyuu 

. . .

I:X X 
2Uyu iu 

O, vem: 

e de modo anilogo para os demais coeficientes polinomiais. 

3.4. Soma de Quadrados 

por: 

A soma dos quadrados devido aos erros e 

SQ erro = Ê'€ 
A A 

SQ erro = (Y' - S'X')(Y XS) 

SQ erro = Y'Y Y'xâ - S'X'Y + ê•x•xê 

" 

Como X'XS = X'Y, vem: 

SQ erro = Y'Y - Y'XS � S'X'Y + ê'X'Y 

SQ erro = Y'Y 
"y 

I xs

25 

u 

dada 



vem: 

A A 
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Como Y'XS = S'X'Y, poi s Y'XS e uma ma triz 1x1, 

SQ erro = Y'Y - S'X'Y 

Assim, a soma dos quad rados dev ido aos p arame

tros e dada por: 

SQ Par = 13'X'Y , onde 

LX 
1U Y Uu

LX 
2uY u u 

X'Y LX 2 (4 + 6 Ô 2) L Y u = 

1uy u u u 16 + p

2 (4 + 6 cS 2) 
L Y u LX 

2uy u u u 16 p+

LX· X y 1U 2U U 

'--

3.5. Variânc ias das estimativas 

As variâncias das estimativas dos coeficientes polinomiais 

serao dadas através da matriz de dispersão (matriz de variâncias e covariân

cias) que e obtida, segundo SEARLE (1971), ·dentre ·outros, por: 

V(S) = E[ê E(S)][ã - E($)]' 
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" 

V(B) = E(X'X)-1X'[Y-E(Y)][Y'-E(Y')]X(X'X)- 1

Mas E (e:e: ' )  = a 
2 

, logo: 

" 

V( B) = (X'X)- 1X'X(X'X)- 1 o 2

V (B) = (X'X)- 1 1 cr
2 

V (ê) = (X'X)- 1 ª 2

3.6. Testes de significância 

O valor de "t" para testar a hipótese H :13. =

. o l. 

= O, e dado por: 

B. 
t = l. 

" 
, onde V(S.) l. e obtida como em 3.5.

✓v < 13.)
l. 

3.7. Estudo do máximo, mínimo ou ponto de sela através de 

congruincia de matrizes 

. rs s l Se a matriz B = ,..,11 
,..,

12 

· B B 
12 22 

for definida positi 

va então haverá ponto de mínimo e se for definida negativa en-

tão haverá ponto de máximo. 
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O método consiste em transformar a matriz B nu

ma matriz diagonal por meio de operações de congruência confor

me descrito em PIMENTEL GOMES (1969), entre outros. Se na ma

triz diagonal os termos da diagonal principal forem maiores do 

que zero a matriz sera definida positiva; enquanto que se os ter 

mos forem menores do que zero a matriz será definida negativa. 

Se, no entanto, houver termos positivos e negativos, 

nao definida. 

ela sera 

Assim, por exemplo, para a matriz B dada a se-

guir. 

B = [ 
-5 

2 -4 

L = 5 L + 2 L
2 2 l 

B = r-5 2 ] 
O -16_

e = 5 e + 2 e
2 2 l 

onde L e C sao linhas e colunas. 

Como a matriz B é definida negativa, então a fun 

cão atinge ponto de máximo. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Procurando ajustar aos dados do Delineamento 

... 

em Angulos o modelo matemático dado por: 

Y - Y = f3 X + f3 X + f3 (X
2 

U l l.U 2 2U 11 lU 

+ f3 X X + e
12 lu 2u u

x
2

) B < 
2 

l 
+ 

2 2 
X 

2U

ter-se-â, primeiramente, em forma matricial a matriz X .

(e. 1) 

As estimativas dos coeficientes do polinômio do 

segundo grau (e.1) serão independentes, se a matriz X'X for 

diagonal. Assim, para tornar ortogonal o Delineamento em 

Angulos deve-se diagonalizar X'X � isto i, deve-se igualar M a

zero (M = O). Portanto vem: 



4 
4 + 3/2 ô -

16 + P 

Desenvolvendo, tem-se: 

= o 

( 3 / 2P - 12) ô 4 
- 4 8 ô 2 + 4 ( 12 + P) = O

Analisando a expressão 3: 

a) Se P = 8 , então

(e.2) 

(e.3) 

(3/2 • 8 - 12) ô 4 
- 48 ô 2 + 4(12 + 8) = O

- 4 8 ô 2 + 80 = O

15 2 = 5/3 e, portanto, ô = 1, 290994 (e.4) 

b) Se 1 < P < 8 ,  neste caso tem-se:

(3/2P - 12) ô 4 
- 48 ô 2 + 4(12 + P) = O

30 

ê negativo. 

Como 1 < P < 8 , implica dizer que (3/2P - 12) 

Portanto, para se resolver a equação deve-se mul 

tiplicar por (-1) , fazendo; 



( 12 - 3 / 2P) ô 4 
+ 4 8 ô 2 

- 4 ( 12 + P) = O

e assim obtem-se: 

-48 ± ✓ 48 2 + 4(12 - 3/2P) (12 + P)4
15 2 = 

2(12 3/2P) 

-24 ± ✓ 1'152 - 24P - 6P20 

(12 - 3/2P) 

ô = (
---2_4_- _±_✓ __ 11_s_z_-_2_4 _P _-_6_P_

2
_)

1 / 2 

(12 - 3/2P) 

e) Se 8 < P < 12 , então:

(3/2P - 12) o 4 
- 48 o 2 

+ 4(12 + P) = O

Resolvendo, tem-se: 

31 

(e.5) 



ô = 

48 ± / 482 
- 4(3/2P - 12)(12 + P)4

1 

2(3/2P - l2) 

24 ± / 1152 - 24P - 6P
2

' 

(3/2P - 12) 

( 24 ± / 1152 - 24P - 6P 2
' 

(3/2P - 12) 
• 

32 

(e.6) 

-

Na expressao 6 pode-se facilmente verificar que 

o mâximo valor assumido por P e 12, caso contrario

raiz qtiadrada de um niimero negativo. 

haveria 

Pode-se notar pelas três fórmulas de ô , que to!:_ 

nam ortogonal o Delineamento em Angulos� que existem dois val� 

res de ô para cada valor de P ,  quando P estâ compreendido 

no intervalo de 9 a 11 , pois neste caso, como se ve na ex-

press ão 6 hã duas raízes positivas que satisfazem a condição 

de ortogonalização. 

Atribuindo valores a P de 1 à 12 , ob tem-se uma 

tabela na qual estão os. !valores de •ô que tornam ortogonal o Delinea 

menta em Angulos com P pontos centrais (tab ela 1). 
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Por exemplo, quando hâ somente um ponto central 

(P = 1) , . o valor de ô que torna ortogonal o Delineamento em 

Ângulos sera: 

± ✓ 115 2 - 24 - 6 
1 

= 

c-24 (12 - 3/2)

ô = 0,9?10029 

A outra raiz e de numero negativo e nao interes 

sa. 

Pode-se verificar pela Tabela 4 e Figura 2 que 

quando se usam 1 ou 2 pontos centrais, os quatro pontos ex tre-

mos do Delineamento em Ângulos são os correspondentes ao Fato

rial 2 x 2, no qual os níveis estão codificados em -1 e +l,pois 

ô, nesses casos, é menor do que 1. 



Tabela 4. Valores de ô qu e tornam ortogonal 

o Delineamento em Ângulos, o btidos

através das expressões 4, 5 e 6. 

Valor de P Valor de o 

1 0,951003 

2 0,992380 

3 1,034810 

4 1,078878 

5 1,125313 

6 1,175088 

7 .1,229594 

8 1,290994 

9 1,363035 

9 5,490185 

10 1,453327 

10 3,726639 

11 1,582690 

11 2,856880 

12 2,000000 

34 



. Figura 2. .... 
Delineame nto em Angulos ,  com P < 2 .  

35 

(-1,1) .r--------------

(- ,S cos 60° , ô sen 60°) r-----

o _ o 1(-ô cos 30 '.f-sen 30 )T ____ _
1 

1 
1 
1 

1 1 

1 I 
1 1 
1 1 

(-ô , O) 1 1 

l 1 1 

: L----l---- -
1 (-ô cos 30° ,-ô sen 30°) 1 
1· 1 
1 1 

1 L ____ _ 
o o 

1 (-ô cos 60 ,-5 sen 60 ) 

1 
1 
1 
L _____________ _ 

(-1,-1) 

X 
2 

(1,1) 

------ ----7 

(O , ô )

( ô cos 60°, ·o sen 60°) 
-----, 

1 
1 
1 
1 
l o o _ ___ -# cos].9 J

l
5 sen 30 )

. 1 
1 

(O , O) 

P (vezes) 

1 
1 

l 1
1 1 
1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 ( 6 , O) 

1 1 

-- ----1-----1 
! o o .(ôcos 30 ,-ôsen 30 )
1 
1 
1 1 

-- -----4 

(O, -ô) 

o o (ôcos 60 ,-,Ssen 60) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
.I 

1 
1 
1 

_____________ __j 

(1,-1) 

X 
1 
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Quando iguala-se M a zero (M =O) , a matriz X'X 

do sistema de equações X'X B = X'Y torna-se diagonal: 

4 + 6 ô 2
o o o o 

o 4 + 6 ô 2
o o o 

X'X = o o · 3 ô i+ o o 

o o o 3 ô i+ o 

o o o o 4 ·.+ 3/2 Ô4 

Assim sua inver s a  e facilmente obtida. 

1 

o o o o 

+6 ô2

1 

o o o o 
4 + 6 t5 2

-1

(X' X) = 
o o o o 

3 ô 4 

o o o o 

3 Ô4 

o o o o 

4 + 3/2 � 
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Entretanto, os cálculos foram efetuados para 

uma repetição e para .E repetições os elementos da matriz X'X 

ficarão mu 1 t ip 1 i cados por .E e , consequentemente, os e lemen -

tos da inversa da matriz qiagonal X'X ficarão divididos por r: 

1 
-1

-.-.. (X'X) = 

1 

r(4+6ô 2
)

o 

o 

o 

o 

r(4+6ô 2
)

o 

o 

o 

o o o 

o o o 

1 

o o 

o o 

3r .:S 1i 

1 

o o 

Pode-se assim notar que os elementos correspon-

dentes aos coeficientes â. , â .. 
l. l. l. 

1 1 

r(4 + 6 ô 2) 3r ô 1i

... 

e� são respectivamente: 
1 2 

1 

r(4 + 3/2 ô 1i) 



Então, segundo o item 3.5, tem-se: 

vcs. > = 

1 

1 

, vcê .. > = 

l.1 

1 

3r ô 
4 

-2
• cr

r(4 + 3/2 ô 
4

) 

-2
. a e 

38 

Nota-se pelas fó�mulas, que à medida que o valor 

de 6 aumenta as estimativas das variâncias diminuem. 

Atribuindo valores a P de 1 a 12, tem-se a tabe 

la das estimativas das variâncias das estimativas dos coeficien 

tes do polinômio do segundo grau, com duas variáveis, no Deli

neamento em Ângulos (Tabela 5). 
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Tabela 5. As estimativas das variâncias das estimativas dos 

coeficientes do polin�mio de segundo grau, com dois 

fatores, quando o Delineamento em Ângulos ê ortogo

nal. Os valores desta tabela devem ser multiplica

dos pela fração â 2 /r • 

Estimativas das Variâncias 

· Valor de P Valor de ô 
- -

s a .. a 
1. l. 1 2 

1 0,951003 0,106085 0,407522 0,191317 

2 0,992380 9,100919 0,343690 0,183325 

3 1,034810 0,095923 0,290694 0,174825 

4 1,078878 0,091043 0,246031 0,165775 

5 1,125313 0,086222 0,207867 0,156119 

6 1,175088 0,081400 0,174822 0,145772 

7 1,229594 0,076503 0,145825 0,134612 

8 1,290994 0,071429 0,120000 0,122449 

9 1,363035 0,066019 0,096572 0,108962 

9 5,490185 0,005410 0,000367 0,000732 

10 1,453327 0,059977 0,074718 0,093529 

10 3,726639 0,011451 0,001728 O ,003409 

11 1,582690 0,052550 0,053125 0,074561 

11 2,856880 0,018878 0,005004 0,009623 

12 2,000000 0,035714 0,020833 0,035714 
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Analisando a Tabela 5, pode-se ver: 

1) V(âii) > V(B12> > V(si) para valores de P compreendidos no

intervalo de 1 a 7, mostrando que os termos quadráticos sao

estimados com menor precisão do que os demais, nesse inter

valo.

2) 

3) 

V(s .. ) < V(S ) para valores de P compreendidos no interva-
11. 12 

lo de 8 a 12, mostrando que nesse intervalo os termos qua-

dráticos são estimados com maior precisão do que a intera-

çao. 

Quando P > 9, v(s .. ) < V(S,) conforme os valores de ô esco-
-

11 1

lhidos, mostrando que os termos quadráticos podem ser esti-

mados com maior precisão do que os termos lineares. 

4) Quando P = 11 ou 12, os termos quadráticos sao estimados com

maior precisão do que os termos lineares, exceto quando ô =

5) 

= 1,582690 e, neste caso, pode-se considerar 

igual i precisão destes termos.

praticamente

Para P = 9, ô =  5,490185 e r = 1, as estimativas sao mais

precisas.

As consider�c5es efetuadas a res�eito das esti

mativas das variâncias das estimativas dos coeficientes do po-

linômio do segundo grau na Tabela 5 nao levaram em conta a 
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técnica preconizada por PIMENTEL GOMES e CAMPOS (1972) , os 

quais mostraram que ao se fazer comparaçoes de eficiências 

deve-se igualar os comprimentos dos intervalos. Assim, para 

utilizar essa técnica no presente estudo, ê necessário multi -

plicar as coordenadas dos pontos do delineamento por 1 / ô , 

exceto quando ô ê menor do que 1. Consequentemente, cada 

estimativa da variância da estimativa do coeficiente do polin� 

mio do segundo grau (Tabela 5) ficará multiplicada por 5 2
, ô 1+ 

e 5 1+ correspondentes a V (B.) , 
- ]. 

mente (Tabela 6).

vcs .. ) 
l. l. 

e v<s ) , 
l 2 

respectiva-

Assim, obtem-se as seguintes fórmulas das esti

mativas dos coeficientes polinomiais, para P > 2: 

v<ê .. ) 
].]. 

1 -2 = - cr 
3r 

V(S12) 
= __ 1 __ ;2 

rc-
4 

+ I)
ô1+ 2 

Nota-se que quando aumenta-se o valor de ô , as 

estimativas das variâncias ãi e sl2 aumentam,

permanece constante. 

enquanto que a v(S .. ) 
l. l. 

Pode-se notar pela Tabela 5 que as estimativas 

das variâncias das estimativas dos coeficientes do polinômio do 

segundo grau tornam-se menores à medida que o valor de aumen-

ta, levando a crer, à primeira vista, que a precisão das estima 

tivás é melhor para um alto valor de • Entretanto, utilizando 

a técnic� de PIMENTEL GOMES e CAMPOS (1972), pode-se verificar 
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na Tabela 6 que a precisio das estimativas dos coeficientes de 

ai e a
12 

é melhor quando P = 2, enquanto que no caso da preci

são da estimativa do coeficiente de f3 •• é melhor quando P é maior 
].]. 

do que 2. 

Para que se possa comparar a eficiência deste 

delineamento com os esquemas fatoriais de 32
, 5 2 e 72

, onde os 

niveis de dois fatores estio codificados em �1, O, +1, -1, -1/2, 

O, +1/2, +1 e -1, -2/3, -1/3, O, +1/3, +2/3 e +1, respcctivame� 

te, é necessirio ajustar aos dados provenientes destes esquemas 

fatoriais o seguinte modelo matemitico: 

Conforme foi estudado por BATISTA (1976), no ca 

so de duas variiveis, o esquema fatorial 32 é igual ao composto 

central ortogonal com duas variiveis. Assim sendo, quando se coE! 

para este Delineamento em Ângulos com o fatorial 32 automatica

mente compara-se este delineamento com o comp�sto central orto

gonal de duas variiveis. 

Portanto, obtem-se facilmente as matrizes X'X. 

Assim, para o fatorial 32 , vem: 
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Tabela 6. Comparação entre as estimativas das variâncias das 

estimativas dos coefi cientes do polinômio do segun

do· grau, considerando o mesmo intervalo de compri

mento, no Delineamento em Ângulos. Os valores des� 

ta tabela devem ser multiplicados pela fração cr 2 / r . 

Estimativas das Variân cias 

Valor de P Valor de & 
... 

â a . a .. 
1. 1. 1. 1 2 

1 O, 9 510,03 0,106085 0,407522 0,191317 

2 O, 9 9 2 3 80 0,100919 0,343690 0,183325 

3 1,034810 0,102717 0,333333 0,200468 

4 1,078878 0,105972 0,333333 0,224599 

5 1,125313 0,109185 0,333333 0,250351 

6 1,175088 0,112400 0,333333 0,277943 

7 1,229594 0,115665 0,333333 0,307702 

8 1,290994 0,119048 0,333333 0,340136 

9 1,363035 0,122654 0,333333 0,376100 

9 5,490185 0,163069 0,333333 0,665057 

10 1,453327 0,126681 0,333333 0,417253 

10 3,726639 0,159030 O, 333333 0,657501 

11 1,582690 0,131633 O, 3 33333 0,467838 

11 2,856880 0,154078 O, 3 33333, 0,641030 

12 2,000000 0,142856 O, 33 3333 0,571424 



Matriz X do Fatorial 3 2 

1 1 

1 o 

1 -1

o 1

X = o o 

o -1

-1 1

-1 o 

-1 -1

Matriz X'X do fatorial 3 2 

X'X = 

6 

o 

o 

o 

o 

o 

6 

o 

o 

o 

1/3 

1/3 

1/3 

-2/3

-2/3

-2/3

1/3

1/3

1/3

o 

o 

2 

o 

o 

1/3 

-2/3

1/3

1/3

-2/3

1/3

1/3

-2/3

1/3

o 

o 

o 

2 

o 

1 

o 

-1

o

o 

o 

-1

o

1

o 

o 

o 

o 

4 

Para o esquema fatorial 5 2 vem :, 

44 
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Matriz X do fatorial 5
2

1 1 1/2 1 /2 1 

1 1/2 1/2 -1/4 1/2 

1 o 1/2 -1/2 o 

1 -1/2 1/2 -1/4 -1/2

1 -1 1/2 1/2 -1

1/2 1 -1/4 1/2 1/2 

1/2 1/2 -1/4 -1/4 1/4 

1/2 o -1/4 -1/2 o 

1/2 -1/2 -1/4 -1/4 -1/4

1 /2 -1 -1 /4 1/2 -1/2

o 1 -1/2 1/2 o

o 1/2 -1/2 -1/4 o 

X = o o -1 /2 -1/2 o 

o -1/2 -1/2 -1/4 o 

o -1 -1/2 1/2 o 

-1/2 1 -1/4 1/2 -1/2

.-1/2 1/2 -1/4 -1/4 -1/4

-1/2 o -1/4 -1/2 o

-1/2 -1/2 -1/4 -1/4 1/4

-1/2 -1 -1/4 1/2 1/2

-1 1 1/2 1/2 -1

-1 . 1 /2 1/2 -1/4 -1/2

-1 o 1/2 -1/2 o

-1 -1/2 1/2 -1/4 1/2

-1 -1 1/2 1 /2 1 
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Matriz X'X do fatorial 52 

25/2 o o o o 

o 25/2 o o o 

x•x = o o 35/8 à o 

o o o 35/8 o 

o o o o 25/4 

No esquema fatorial 7 2 tem-se 
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Matriz X do fatorial .72

1 1 5 /9 5/9 1 
1 2/3 5/9 o 2/3
1 1/3 5/9 -3/9 1/3
1 o 5/9 -4/9 o 

1 -1/3 5/9 -3/9 -1/3
1 -2/3 5 /9 o -2/3
1 -1 5/9 5 /9 -1

2/3 1 o 5/9 '- 2/3
2/3 2/3 o o 4/9 
2/3 .1 /3 o -3/9 2/9 
2 /3 o o -4/9 o 

2/3 -1/3 o -3/9 -2/9
2/3 -2/3 o o -4/9
2/3 -1 o 5/9 -2/3
1/3 1 -3/9 5 /9 1/3
1/3 2/3 -3/9 o 2/9
1/3 1/3 -3/9 -3/9 1/9
1/3 o -3/9 -4/9 o 

1/3 -1/3 -3/9 -3/9 -1/9
1/3 -2/3 -3/9 o -2/9
1/3 -1 -3/9 5/9 -1/3
o 1 -4/9 5 /9 o

o 2/3 -4/9 o o 

o 1/3 -4/9 -3/9 o 

X = o o -4/9 -4/9 o 

o -1/3 -4/9 -3/9 o 

o -2/3 -4/9 o o 

o -1 -4/9 5/9 o 

-1/3 1 -3/9 5/9 ;_ 1 / 3 
-1 /3 2/3 -3/9 o -2/9
-1 /3 1/3 -3/9 -3/9 -1/9
-1/3 o -3/9 -4/9 o

-1/3 -1/ 3 -3/9 -3/9 1/9
-1/3 -2/3 -3/9 o 2/9
-1/3 -1 -3/9 5 /9 1/3
-2/3 1 o 5 /9 -2/3
-2/3 2/3 o o -4/9
-2/3 1/3 o -3/9 -2/9
-2/3 o o -4/9 o

._2/3 -1/3 o -3/9 2/9
-2/3 -2/3 o o 4/9
-2/3 -1 o 5/9 2/3

-1 1 5/9 5/9 -1
-1 2/3 5/9 o -2/3
-1 1/3 5 /9 . -3/9 -1/3
-1 o 5/9 -4/9 o

-1 -1/3 5/9 -3/9 1/3
-1 -2/3 5/9 o 2/3

. -1 -1 5/9 5/9 1
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Matriz X'X do fat orial 7 2 

196 /9 o o o o 

o 196 /9 o o o 

x•x = o o 588/81 o o 

o o o 588/81 o 

o o o o 784/81 

Consequentemente, as variân cias das es timativas 

dos c oefi c ientes do p olinô�i o do segundo grau, nos três esque

m as fat oriais, são dadas pelas seguintes express oes. 

Tabela 7 - Variâncias das estimativas dos c oefi cientes polinomiais nos esqu� 
F . . 32 52 72 mas atoriais , e • 

Fat orial 
- -

vcâ V(B . ) V(B .. ) 
1 11 l 2 

1 1 
•cr

2 
. ª 2

• 0
2 

6r 2r 4r 

2 8 

•
0 2 

. ª 2 . ª
2

25r 35r 25r 

9 81 81 

•
0" 2 . ª 2

• 
O' 2 

196r 588r 784r 
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Comparando-s e estas variâncias com as variân-

cias das estimativas dos coeficientes do polin�mio do s egundo 

gra u  ajustadas para o mesmo intervalo de comp rimento (Tabela 6), 

verifica-s e: 

1) O Delineamento em Angulos e mais p reciso do que o Fato

rial 3
2 e menos preciso do que os Fatoriais 5

2 

quando s e  considera a estimativa de B
1 

2) O Delineamento em Angulos e mais p reciso do que o Fato

rial 3 2 e menos p reciso do que os Fatoriai s  5 2 e 7 2 

na estimativa de B .. •
1.1 

3) Na estimativa de B , o Delineamento em Angulos somen-
1 2

te ê mais p r eciso do que o Fatorial 32 quando s e  uti-

liza ate um mâximo de quatro pontos cent rais. Campa-

rado com e 7 
2 

, o Delineamento em 

Ângulos ê menos preciso na estimação do coeficiente 
l 2 

Nas comparaçoes anteriores nao se levou em consideração 

que na experimentação a ser efetuada se deve ter o mesmo cu sto em termos 

da área total do experimento. Assim, para tornar a comparação equitativa, 

igualou-se o número de parcelas em todos os delineamentos considerados. 
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Para tanto, tomou-se como referência o fatorial 

7x7 com 49 parcelas, por ser este o número máximo de parcelas 

encolvido nas comparações aqui efetivadas. No entanto poderia se 

ter escolhido como base qualquer outro dos delineamentos em es

tudo. 

Assim� tem-se que repetir os esquemas fato-

riais tantas vezes quantos forem os resultados das razões 49/9; 

49/25 e 49/49, respectivamente, aos esquemas fatoriais d3 32 ,52 

e 72 (Tabela 8). Quanto ao presente delineamento, as repetições 

serão dadas pelas razões 49/(16+P) (Tabela 9). 

Tabela 8 - Variâncias das estimativas dos coeficientes polino

miais nos esquemas fatoriais de 32 , 52 e 72
, conside 

rando a mesma area total. 

FATORIAL vcâi) vca .. ) 
11 

vcê )

32 0,030612 (1 2 0,091837 ª 2 0,045918 ª 2 

5� 0,040816 cr
2 0,116618 (1 2 0,081633 (1 2 

72 0,045918 (1 2 0,137755 ª 2 0,103316 ª 2 
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Tabela 9 - Variâncias das estimativas dos coeficientes· polino

miais no Delineamento em Ãngulos, considerando-se o 

mesmo intervalo de comprimento e a mesma area total 

utilizada. Os valores desta tabela devem ser multi

p 1 icado s por cr2 
• 

VARIÃNCIAS 
VALOR DE P VALOR DE ô 

-

fL 
1 

13 •• 
11 131 2 

1 0,951003 0,036805 0,141385 0,066375 

2 0,992380 0,037072 0,126253 0,067344 

3 1,034810 0,039829 0,129252 0,077732 

4 1,078878 0,043254 0,136054 0,091673 

5 1,125313 0,046794 0,142857 0,107293 

6 1,175088 0,050465 0,1496ó0· 0,124791 

7 1,229594 0,054292 0,156462 0,144432 

8 1,290994 0,058309 0,163265 0,166597 

9 1,363035 0,062579 0,170068 0,191888 

9 5,490185 0,083198 0,170068 0,339315 

10 1,453327 0,067218 0,176871 0,221400 

10 3,726639 0,084383 0,176871 0,348878 

11 1,582690 0,072532 0,183673 0,257788 

11 2,856880 0,084900 0,183673 0,353221 

12 2,000000 0,081632 0,190476 0,326528 
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Estudando a Tabela 9, verifica-se que quanto 

aos coeficientes âi e â
12

, a precisão máxima é atingida com um

ponto central. Quanto ao coeficiente Sii' a precisão máxima e

obtida quando são usados dois pontos centrais. No entanto, com 

um ponto central, a precisão de 8 .. está bem próxima daquela ob . . 11 -

tida com dois pontos centrais. Assim, considerando-se os param� 
- -

tros Si, Sii � 8
12

,verifica-se que o delineamento é mai- preci-

so quando se usa somente um ponto central. 

Comparando-se o Delineamento em Ângulos com um 

1 ( b 1 9) . . d 3 2 52 ponto centra Ta e a com os esquemas Fatoriais e , e 

7 2 (Tabela 8), notou-se que: 

1. Quanto ao coeficiente Si� o delineamento em questão e

tão preciso quanto o esquema fatorial 3 2 e mais preciso

f . . 52do que os ator1a1s 

2. Quanto ao coeficiente 8 .. , o delineamento em ângulos com
1 l. 

um ponto central é menos preciso do que os fatoriais de

3. Quanto ao coeficiente 8
12 , 

o delineamento em ângulos com

um ponto central é menos preciso do que o fatorial 3
2 

e mais preciso do que os fatoriais de 5 2 e 7 2
• 

As estimativas dos coeficientes s., º·· e 0 

1 P J.J. µ12 

sao determinadas matricialmente por: 
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Como (X,-X)- 1 
e diagonal, facilmente se determJ:. 

nam as f�rmulas que permitem calcular as estimativas dos coé-

ficientes do polinômio do segundo grau, no presente 

mente ortogonal. Assim, temos: 

B. =
l. 

B = 
12 

I: X. y 
U l.U U 

!: X X .... u 1u 2uY u

B • • 
= 

l. l.

2 
I: X. Y 
U l.U U 

16 + P 

3 r ô 4

delinea-

onde 
2 

X. , X. e X X s ao os valares encontrados nas co lu 
lU 2U l.U l.U 

nas da matriz X . 

Comparando o modelo matemitico: 

Y = s + s x
U O l J.U

+ B X
2 2U 

... 2 
+ S X 

1 1 l U 

com o modelo matemâtico adotado: 

2 
+ B X 

22 2 u 
+ B X X

12 lU 2 U  
(e. 7) 



y 
· U

- y =ax +âx
1 l U 2 2U 

+ 8 X. X
12 lU 2U 

Pode-se facilmente obter 

.... ... 

Y = Y + a x
1 

+ f3 X
2 2U U l u

+ a X X 
12 lU 2U 

+ a
l 1

(e. 8) 

-

â 
o , 

pois da expressao 8

+ â (X
2 

l 1 l U

(e.9) 

X 2
) + â (X

2 

1 2 2 2U 

tem-se: 

-

Assim, igualando a expressao 7 a 9 ,  vem 

Mas como 

.... 2 
a X 

.... 2 

- S X 
1 l 1 

x
2 

= x
2 

1 2 

4 + 6 õ 2 

2 2 2 

= 

-

ca 

4 + 6õ 2 

, 

16 +P

-

+ B ) 
16 + P 1 1 22 

logo 

54 
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A soma de quadr ados devida ã r egr es são e dada 

po'r a.' X'Y Assim, as somas dos quadr ados r efe r entes aos 

coefi cientes são dadas por: 

SQ$ .) 
l. 

-

= B. l: X ·y 
l. u ·i u u 

16 + P

-

SQ(S ) = 
12 l 2

Quando se desej ar r ep eti r os tratamentos 

r e comendado por BATISTA (1978) uti li zar somente um ponto ce n--

tral, pois tor na-se mais simp les o quad r o  de anâli se de va-

r iân cia. Se as sim for feito e se,  por exemp lo, for adotado o 

delineamento em b locos ao acaso ,  obter-se-a a de composição pa

ra a anâlise de var iân cia com um ponto centr al, conforme con s-

ta da T abela ·10. 

Quando se desejar r epetir somente o ponto central, reco

menda-se, devido às técnicas experimentais, utilizar 11 ou 12 pontos cen

trais, pois assim, haverá no mínimo 10 graus de liberdade para o resíduo.Nes 

se caso, a decomposição resulta como na Tabela 11. A Tabela 12 mostra a de

composição para análise de variância quando se desejar repetir pontos· cen

trais e tratamentos. 
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Apôs ajustada a equação do polinômio do segundo 

grau aos dados obtidos, pode-se aplicar a técnica 

gruência de matrizes· para verificar se a função 

ou mínimo ou ponto de sela (PIMENTEL GOMES, 1969). 

de con-

tem máximo 
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5. EXEMPLO DE APLICAÇÃO

Para exemplificar a aplicação da metodologia da 

superfície de resposta polinomial a dados provenientes de ex-

perimentos com o delineamento em ingulos, foi 

ensaio com dois fatores em blocos ao acaso. 

simulado um 

Os dados foram obtidos 

damental, de segundo grau (Tabela 6). 

-

a partir da equaçao fun 

Aos valores esperados, 

a partir dessa equação, foram adicionados erros 

tes de distribuição normal. 

provenien-
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Tabela 13. Dados de um· Delineamento em Angulos, em blocos ao 

acaso, com um ponto central e quatro repetiç�es. 

. Tratamentos B L o e o s
Total .. 

Codificados I II III IV 

1 1 29,22 29,41 29,04 29,59 117,26 

1 -1 24,57 24,72 24,96 24,19 98,44 

-1 1 23,95 23,72 23,39 23,34 94,40 

-1 -1 20, 84. 20,03 20,17 20, 16 81,20 

O ,5ô bô 27,71 27,86 28,11 28,56 112,24 

O ,5ô -bô 24,57 24,57 24,20 24,40 97,74 

-O ,5ô bô 25,07 25,52 25,27 25,55 101,41 

-O, 5ô -bô 22,14 22,59 22,53 22,22 89,48 

bô O, 5ô 28,40 28,45 28,20 28, 45 113,50 

bô -O, 5ô 26,00 26,38 26,30 25,99 104,67 

-bô O, 5ô 24,22 24,12 23,42 23, 9 7 95,73 

-ô.oô -o ,5ô 21,92 22 ,51 22,46 22,28 89, 1 7 

ô o 27,21 27,42 27,49 27,97 110,09 

ô o 23,10 22,72 22,42 23,01 91,25 

o ô. 27,22 26,60 26,73 26,95 107,50 

o -ô 22,93 23,43 23,28 23,10 92,74 

o o 25,52 26,14 25,74 25,66 103,06 

TOTAL 424,59 426,19 423,71 425,39 1699,88 

e = 42494,000212 

r = 4 

sen 30
° 

= cos 60° 
= 0,500000 

b = cos 30
° 

= sen 60
° 

= ·o, 

ô = 0,951003 
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Figura 3. Delineamento em Ângulos, com P = 1. 
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1 
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(1 ,-1) 

(0,475502; 0,823593) .= (ô cos _60°; ô sen 60°) 
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... 
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5.1. Determinação dos coeficientes do polinômio do segundo grau 

5.1.1. â 

â = 
tt X1u Yu 

r(4+6ô 2
)

= 

5.1.2. f3 

f3 == 
!: X y 
U 2U U 

r(4 + 66 2
)

5.1.3. â 

!: 
u 

= 

l 1

l 1

x
2 

lU 
y -

u 

�4,495138 
= 2,506119 

37,705761 

= 

(4 

r 

75,142319 

37,705761 

+ 6 ó 2 ) 
!:u

16 + p

ô .. 

= 1, 992860 

yu 

â 
937,434742 - 942,577484 -5,142742

11 
= 

= ------ = -0,523945

9,815418 9,815418 



5.1.4. f! 
22 

x
2

u 2 U 
-

B -

:22 

(4 + 6 Ô 2) 

yu 
-

16 p+ 

3 r ô 4 

935,445085 - 942,577484 

64 

t
u u 

-7,132399
·s

:22 g ------------- = ------ = -0,726653

9,815418 

5.1.5. € 

·-

B = 
12 

12 

I: X X Y 
U ,lU 2U U 

r(4 +1,5� 4
) 

y u
4 + 6 6 2 

16 + P

= 

·7,515438

20,907709 

câ + ã > 
11,.. 2 2 

9,815418 

= 0,359458 

B = 24,998235 - o,554496(-0,523945 - o,726653)
o 

·-

·-13 -= 24,998235 + (0,554496 X 1,250598) = 25,691687 o 



5.2. Determinação das somas de quadrados 

5.2.1._SQ Total 

SQ Total = � y�
.4 2 . = 1J Y. • - e1J 

SQ Total = 4 289 5,1 21400 - 42494,000 212 

SQ Total = 401,121188 

5.2.2. SQ Blocos 

1 

65 

SQ Blocos = 2 

L B, - C = 
n j J 42494, 200024 - 42494,000212 =0,199812 

5.2.3. SQ Tratamentos 

1 
SQ Tratamentos = l: T� - C 

i 1 

SQ Tratamentos = 42891,249350 - 42494,000212 = 397 , 249 138 
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5.2.4. SQ� 
1 

... 
SQ B = B • l: X y

l U lu U 
= 2,506119 X 94,495138 =-236;816061--

l 

-

5.2.5. SQB 

- -

SQ 13 
2 

= B

-

5.2.6. SQ!3 

... 
-

SQ 13 
1 1 

= B 
1 1

2 

l l 

l: x2
U lU 

= 1,992860 X 75,142319 

y -
.u 

( 4 + 6 ô 2 ) tl Yu

] 
16 + P 

= 149,748122 

-

SQf311 = -0,523945 ° 937,434742 942,577484] 

-

SQ f3 = -0,523945 x (-5,142742) = 2,694514 
1 l 

... 
5.2.7. SQ /3 

2 2-

(4 + 6ô 2 )l: 1u]... ... 
x

2 . u SQ B = f3 }: 
yu 

-
22 22 u 2U 16 .+ p
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-

9 42, 57748 � SQ 8 = -0,72 6 653 . 935,445085 
22 

-

SQ !3 = -0,72 6 653 X (-7�1323 9 9) = 5,182779 
2 2  

5.2.8. SQ 8 
1 2  

- -

SQ 8 = 8 I: X 
U lU 

- 0,359458 · 7,515438 =2,701484
1 2 12 

5.2. 9. SQ F alta de ajuste 

- - - - -

SQ Falta de ajuste = SQTratamentos -SQ 13 - SQ 8 - SQ 8 -SQ 8 -: SQB . 
l 2 11 22 · 12 

SQ Falta de ajuste = 397 ,249138 - 236, 816061 - 149, 748122 - 2 ,694514 -

- 5,182779 - 2,701484 

SQFalta de ajuste = 0,106178 

5.2.10. SQ Erro 

SQ Erro = SQ Total - SQ Blocos - SQ Tratame ntos 

SQ Erro = 401,121188 - 0,19 9812 - 397,2 49138 ·

SQ Erro = 3,672 238 
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5.3. Quadro da Análise de Variância 

F.V. G. L. S.Q. Q .M. F 

Total 67 401,121188 

Blocos 3 0,199812 0,066604 

s 1 236,816061 236,816061 3095,43** 
l 

s 1 149,748122 149,748122 1957,36** 
2 

-

35,22** 13 1 2,694514 2,694514 
1 1 

$ 1 5,182779 5,182779 67, 74*-* 
22 

-

35,31** a 1 2, 701484 2,701484 
1 2 

Falta de ajuste 11 0,106178 0,009653 

Erro 48 3,672238 0,076505 
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5.4. Determinaçio das estimativas das variincias das estimati

vas dos coeficientes polinomiais 

.... 
5.4.1. . V( 8 • ) 

1. 

vc e.> 
1 

= 
. 

r(4 + 6 ô 2)

ô = O, 9 51 O O 3 ( T ab e 1 a 1) 

0,076505 

a2

vc B. > = 

1. 

= 0,002029 
37,705761 

..... ..... 

5.4.2. V($ .. } 
1.1. 

1 

V( $ .• ) = 

1.1. 3r ,S t+ 

5.4.3. vc â > 

..... ..... 

V( B ) = 

1 2 

. 
a2

= 

1 

12 r(4 + 1,5 ô t+ ) 

0,076505 

3 X 4 X 0,9510031+ 

. 
a2

= 

0,076505 

20,907709 

= 0,007794 

= 0,003659 
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5.5. Determinação dos valores de "t" para testar as hipÕteses 

de que as estimativas dos coeficientes polinomiais 

diferem de zero 

5.5.1. Valor de "t11 para testar H {l) : B = O 
O l 

2,506119 
t = = = 55,64 

/ o ,002029,-/vc s 
' 

Note que, de acordo com 5.3 , F = t2 , 

t = v'°F1 = ✓ 3095,431 = 55,64 

5.5.2. Valor de "t" para testar H (2) 
o 

1,992860 
t = = 

✓vc â > / O ,002029·
1 

2 

f3 = o 

= 44,24

Note que, de acordo com 5. 3 , F = t 2 

t = ✓� = ✓ 1957 ,36 1 = 44,24 

' 

isto 

ist:o 

nao 

e, 

e, 



5.5.3. Valor de "t" para testar H (s) : 6 = O 
o 11 

....

a 
l 1 -0,523945

t = = -------,,,-_,. - = -5 , 9 3 

/vc â >' lo,007794
1 

1 l 
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Note que t = - ✓ 35,221 = -5,93 , de acordo com 

o item 5. 3 •

5.5.4. Valor de "t" para testar H (it) : 
o 

" 2 2 -0,726653
t = = 

/vc 6 > /-0,007794' 
22 

= o
22 

= -8, 23 

Note que, de acordo com 5,3 , t = - / 67,74 = -8,23 

5.5.5. Valor de "t" para testar H ( s) 

o 

.... 

12 0,359458· 
t = = 

/vc B >' 
l 2 

f O ,003659, 

8 = o 
1 2 

= 5,94 

Note que t = / 35,31! = 5,94 , de acordo com 5.3 • 



5.6. Determinaçio da equ�çao polinomial 

Y = 25,691687 + 2,506119 X .  + 1,992860 X
U lu 2U 

2 

- 0,523945 X
lU 

2 

- 0,726653 X 
2U

1,,. 

+ 0,359458 X
lU 

X 
2U 
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5.7. Estu do do miximo� minimo ou ponto de sela através de con

gruência de matrizes 

De acordo com o método descrito em 3.7 , tem-se: 

-0,523945 0,359458 

B = 

0,359458 -0,726653

L 2 = O , 5 2 3 9 4 5 .L 2
+ O , 3 5 9 4 5 8 L

l 

0,523945 0,359458 

B = 

o -0,251516 

c 2 = o
,,

523945 c2
+ o,359458 c1

-0,523945 o 

o -0,131781

Como a matriz 

çio atinge ponto de miximo. 

~

B e definida negativa entao a fun. 



5.8. Determinação do máximo da funçãa 

y = 25,691687 + 2,506119 X + 1,992860 X.
lU 2U 

0,523945 x
2 

0,726653 
2 

0,359458 - - X + X. X 
lU 2U lU 

d y u 
= - X + X2,506119 1,047890 0,359458 

d X 
l. u 2U 

lU 

d u 
= 

d X 
2U 

Fazendo 

1,992860 - 1,453306 X + 0,359458 X
iu lU 

d y d y u u 
o·- = vem 

d X d X 
l. u 2U 

o 

1,047890 xiu - 0,359458 x�u
= 2,506119 

-0,359458 x
º

+ 1,453306 x
º

= ·1,992860
lU 2U 

Resolvendo o sistema, vem: 

2U 

1,047 89 O -0,359458 x
º 

lU 
2,506.119 

-o, 359 45 8 1, 45 3306 x
º 

2 U 

= 

1,992860 

73 



Sendo o determinante :

. x
º

1U 
= 

1 

A =  1,393695 , tem-se : 

1,453306 0,359458 

x
º 

2u 

1,393695 
0,359458 1,047890 

X� 
lu 

x
º 

.2u 

= 

Valores de X 
lU 

3,127401 

2,144760 

e X onde Y 
2u u 

atinge o ponto de 

2,506119 

1,992860 

-
. 

max1.nio. 

74 



6. CONCLUSÕES

Com base nos resultados obtidos neste estudo, 

concluiu-se que: 

75 

6 .1. Os valores de ô que tornam ortogonal o delineamento em ân 

gulos são dados por: 

� --t-24 + / 1152 - 24P .... 6 P 2 ·)i/ 2 

u se 1 < P < 8 
12 - 1,5 P · 

ô 2 
= 5/3 e portanto o =  1,290994 se P = 8 

= (-2_4 _:!:_✓_1_1_5_2_-_2_4_P __ ._6_ P_2\ i / 2 

1,5 P - 12 ) 
se 8 < P ;;ií 12 

6.2. Quando o delineamento em ângulos é ortogonal, usando-se 

um ou dois pontos centrais, os quatro pontos extremos sao 

os correspondentes ao Fatorial 2x2 no qual os níveis es-

tão codiiicados em: -.... 1 e +1 .p 
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6.3. Existem dois valores para o que tornam ortogonal o deli

neamento em ângulos, para cada valor de P, quando 9 � P 

:i 11. 

6.4. Os valores das estimativas das variâncias das estimativas 

dos coeficientes do polinômio do segundo grau, quando o 

delineamento é ortogonal, são dados pelas expressões: 

-
A 

V(f3.) = 
1 

.... ' 
------• cr2 - A 

V(f3 . ) = ..... 2 
• cr

l. 
' 

l 2 r(4 + 1,50 4 ) 

- A 

V(f3 .• ) =
l. l. 

6.5. As estimativas dos coeficientes do polinômio do segundo 

grau, quando o delineamento é ortogonal, são dadas por: 

í3. = 
l. 

l 2 

EX. y 
U l.U U 

EX X y u 1u 2u u

r(4+1,5o 4
) 

â .. =
]. l. 

= y 

3 r 6 4 

4 + 60 2 

16 + P 
<s + f3 )

ll 22

6.6. As somas dos quadrados referentes aos coeficientes, quan

do o delineamento e ortogonal, são dadas pelas expressões 



"' "' (4 6 Ô 2) 
lfYuJ SQ(f3 •. ) = f3 •• [ rx� y ... 

l. l. l. l. U l.U U 

16 + p 
"' "' 

SQ(f3 ) = f3 1:X X 
2u

y
u 12 12 u 1U

6.7 - Na estimação de Si e 8ii' o Delineamento em Ângulos mostrou-se

mais preciso do que o Fatorial 32 e menos preciso do que os 

Fatoriais 52 e 72
• 

6.8 - Na estimação de ·s
12

, o Delineamento em Ângulos é mais preciso 

do que o Fatorial 32 quando sao usados até quatro pontos cen

trais e menos preciso do que os Fatoriais 52 e 72
• 

6.9 - Levando-se em consideração a mesma area total a ser gasta, CO!!_ 

clui-se que o Delineamento em Ângulos é mais preciso quando se 

usa um ponto central. 

6.10 - Comparando-se o Delineamento em Ângulos com um ponto central 

com os Fatoriais de 32
, 52 e 72

, quando se utiliza a mesmaárea 

total do experimento, conclui-se: 

6.9.1 - Quanto ao coeficiente$., o delineamento em questão e 
l. 

tão preciso quanto o Fatorial 32 e mais preciso do que 

os Fatoriais de 52 e 72
• 

6.9.2 - Quanto ao coeficiente S .. o Delineamento em Ângulos com 
l.1 

um ponto central e menos preciso do que os Fatoriais de 

32 
5

2 72 
, e • 

6.9.3 - Quanto ao coeficiente S
12

, o Deltneamcnto em Ângulos 

com um ponto central e menos preciso do que o Fatorial 

32 e mais preciso do que os Fatoriais de 52 e 72
• 

77 
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