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Tabela 8 - Percentagens dos Intervalos de Confiança de Bayes que c� 

brem os verdadeiros valores dos parâmetros, observadas 

nas 200 repetições de cada caso. 

PARÂMETROS 
GRUPO CASO 

CI, f3 

19 93,5% 95,0% 

29 89,0% 97,0% 

I 
39 94,5% 96,0% 

49 93,5% 96,5% 

59 96,5% 95,0% 

69 93,0% 97,0% 

79 95,5% 94,0% 

89 95,0% 93,0% 

II 99 94,0% 95�0% 

109 94,0% 97,5% 

119 92,5% 98,0% 

4.5 - Sugestões Para Outros Estudos 

O manuseio dos dados simulados permitiµ sugerir estu 

dos de outras situações que não foram objetos deste trabalho: 

a) Verificar, sob a hipótese de que os parâmetros a e 6 do mo

delo de regressao linear simples sejam iguais nos momentos em que se 

tomam as amostras "prévia" e "atual", atê que proporção as variân-
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cias podem ser modificadas, de modo a garantir a robustez do método 

de Bayes. Comparar estes resultados com aqueles que se podem obter 

de maneira aproximada quando se estudam as regressoes com variân

cias diferentes (Apêndice II),e verificar a precisão da aproximação 

deste método. 

b) As Distribuições Conjugadas, usadas pelo mefodo bayesiano

neste trabalho, permitiram encontrar f.d.p. "a posteriori" de fácil 

manejo algébrico e com possibilidades de análise estatística seme

lhante àquela usada pelo mêtodo dos Mínimos Quadrados aplicada aos 

dados da amostra "atual". Nesta situação, admitir que nosso grau de 

confiança "a priori" sobre o parametro a, por exemplo, se traduz por 
s� 

uma distribuição normal de media 
nl 

a1 e variância significa 

que estamos dando um peso maior ao valor central desta distribuição 

como informação previa sobre o verdadeiro valor do parâmetro. Entre 

tanto, pode acontecer que as informações disponíveis antes de se•rea 

lizar o experimento atual nao sejam convincentes,a ponto de se admi 

tir maior grau de confiança a um valor pa�ticular do parâmetro. Mas 

o intervalo de confiança a um certo nível, obti'do pelos métodos

usuais na análise previa, pode nos fornecer um intervalo de possí

veis valores para o verdad2iro parâmetro. Assim, poder-se-ia dedu

zir·as f.d.p. "a posteriori" pelo método de F\ayes, baseando-se em 

distribuição "a priori" uniforme naquele intervalo. Esta situação 

não foi encontrada na literatura,a ponto de sugerir aplicação. 
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5. CONCLUSÕES

A análise do modelo de regressao linear, simples de

senvolvida neste trabalho utilizou o método de Bayes para incorpo- _ 

. - - . : ,, -rar as informaçoes sobre os parametros obtidos em uma amostra pre-

via", àquelas encontradas na amostra "atual". 

Adotou-se a função perda quadrática, para a qual o 

estimador de Bayes é a média da distribuição "a posteriori". 

As estimativas de Bayes foram comparadas com as esti 

mativas de minimos quadrados, obtidas com os dados da amostra "atual", 

e as conclusões, de maneira geral, foram as seguintes: 

a) O método bayesiano permite utilizar a função perda para ad�

quar a estimação de parâmetros, de maneira realista, ao processo de 

decisão, mas a escolha correta desta função para traduzir uma situa 

çao pratica, bem como as dificuldades algébricas nas deduções analÍ 
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ticas, têm sido limitações ã aplicação do método. 

b) Utilizando-se da distribuição "a priori" indicando "ignorâ.:: 

eia" sobre os parâmetros, as conclusões do método bayesiano sao se

melhantes àquelas obtidas pelo método de Mi.nimos Quadrados, pois t� 

da informação sobre os pa_râmetros provêm apenas da amostra "atual". 

e) Na situação do item anterior, uma vantagem do 

Bayes ê que na própria expressão analítica da função de 

de probabilidade (f .d .p.) da distribuição "a posteriori" 

método de 

densidade 

encontra-

mos o tipo de teste de hipótese a ser aplicado à estimativa do pari 

metro. 

d) Quando a variância residual ê conhecida, a estimativa de

Bayes para um parâmetro é a média aritmética ponderada das estimati 

vas 11a priori" e amostral, CUJOS pesos sao os inversos das respecti_ 

vas variâncias. A precisão (inverso da variância) da estimativa de 

Bayes ê a soma das precisões das estimativas "a priori" e "atual". 

e) Quando a variância residual é desconhecida, e as informa

çoes disponiveis sobre os parâmetros pela amostra "prévia" sao ex

pressas por eStat1sticas suficientes, podemos incorpori-las às in

formações obtidas na amostra "atuar' pelo teorema de Bayes, utilizan

do Distribuições Conjugadas. 

f) Sob a hipótese de que os dados da amostra "prévia" e da amo�

tra "atual" provêm da mesma população (mesma variância residual e 

mesmos parâmetros), o uso das Distribuições Conjugadas fornece esti 
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mativas imparciais,com menor variância que aquelas obtidas pelo me-

todo de Mínimos Quadrados, principalmente quando se dispõem de pe-

quenas amostras "atuais". 

g) Na situação do item anterior, os intervalos de confiança p�

ra os parimetros e o intervalo de previsão sao menores quando se 

usam os estimadores de Bayes. 

h) A simulação de dados, além de confirmar as conclusões dos 

itens f e g, mostrou que a estimativa de Bayes tende mais rapidame� 

te ao verdadeiro valor do parâmetro ao se fazerem repetições dos ex 

perimentos. Utilizando os mesmos estimadores de Bayes, o método se 

revelou robusto para pequenas diferenças entre as variâncias resi

duais das amostras "prévia" e "atual". 
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APtNDICE I 

PROGRAMA UTILIZADO NA SIMULAÇÃO E 

,ANALISE DOS DADOS 
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REGRESSÕES COM VARIÂNCIAS DIFERENTES 

Em algumas situações, temos motivos para considerar 

que no periodo entre a realização do experimento que nos forneceu as 

estatisticas para informações " a  priori" e a realizç1ção do experi

mento "atual", tenha ocorrido modificação no valor da variância re

sidual, embora os parâmetros sejam os mesmos. Nestas condiçÕes,a_de 

dução dos estimadores dos parâmetros e variâncias, se faz da manei-

ra a seguir, com base no artigo de TIAO e ZELLNER (1964). 

Consideremos os modelos de regressão "a priori" e 

"atual", respectivamente: 

Y. = a +  8x. + e.
1 1 1 

Y. = a +  Bx. + e.
J J J 

e • r\ N ( O ; 0
2

) •
J 

(i=l,2, •.. ,n 1) 

(j=l,2, ... ,n) 
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Por (3.11) podemos escrever para a f.d.p. "a priori": 

1T (a.·S·a2
) ex: (021 ) -½

(n
1

+2)
. exp {- _l_ [v1s21+n (a-a1) 2+S' (B-b) 2J}l ' ' l 

2 2 l XX 
º 1 

E, para a amostra "atual": 

ex: (o2
) 

-½ (n+2) . exp {- -1- [ vs 2 + n(a.-a) 
2+S (8-b)2]} 

2cr2 XX 

A f.d.p. "a posteriori" sera: 

Integrando em relação a a: e a2 teremos: 

( SI ,....2 .02
) K

-(nl/2)
K-0/z· 

1T2 
a.; Y 1 ,Y , v

l , 
CX: l •

onde K = [vs2 + n(a-a)
2 + S (B-b)2] •

XX 

Fazendo: 

n(a-a) 2 + S (6-b)
2

XX 
Q = ---------

V = n-2

e 

e 

n (a-a
1

) 
2 + S' ( B-b ) 2 

Q =-1 ______ x_x ___ 1_
l 

s2 
l 

v 1 
= n 1 -2 



teremos: 

e 

-½(v +2)
1 Q1

j
l 

1T fo;BIY ,y) cx:ll + -· 
2 · 1 2 

V 
l 

Desenvolvendo cada potência: 

134. 

(A. l) 

· [1 + � r½
(v+

>
) -1/2 (v+2) L[l+(Q/v)J

= e 

mas, pela fÕrmula de Taylor: 

1(1 + _g_) = _g_ -
V V 

1 

2 

(_g_) 2 + _l_(_g_) 3 

V 3 V 
... 

[1 + � J
-1/,(v+,) = .-½(v+2)[(Q/v)+R]

= e-q,2 -½ {[ 2 (Q/v)J + (v+2)R}• e 

=_g_ + R

Adaptando o desenvolvimento pela fÕrmula de Mac-Lau

rin feito por TIAO e ZELLNER
,. 

.encontra-se: 

e -½{[2 (Q/v)J+(v+2)R} = � 

j=o 
q. V 

J
-j



onde: qo

ql 

q:l 

= 1 

1 [Q2 - 4Q]=4 

= _!._ [3Q4
96 

- 40Q::l + 192Q2]

Logo, (A. l) fica 

-1/z (Q l 
+Q)

TI2
(a;Bly

1
;y) � e L'. 

i=O 
L'. 

j=o 
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-j
q. V 

J 
(A. 2) 

Assim, (A.2) representa o desenvolvimento assintóti

co da f.d.p. "t"-dupla de (A.l) e, para analisarmos, consideremos a

penas o termo principal do desenvolvimento: 

-½ (Q
l
+Q)

i2 (a;Bly 1 ;,y) ã: e (A.3) 

onde &: indica "aproximadamente proporcional a". 

Usando, por facilidade algébrica, a forma matricial, 

podemos escrever: 

onde: 

Q +Q·= -1-[n (a-a ) 2 + s' (B-b )2] + -1-[n(a-a ) 2 + S (B-b) 2]
l 2 1 1 XX 1 

S 2 
XX 

sl 

= (B-B)' .D. (B-B) 

- -1 

B = D (M .B + M.B) é o vetor media do termo principal do.
1 1 

desenvolvimento assintótico, e: 



D =

M
l 

= _._l_ X'
s2 l 

l 

B = <x;x1 )l 

D= M
l 

+ M 

X
l 

M =
_l_ X'X

s2 

-1 X'y B = (X'X) 
1 l 

= _l_ X'X + _l_ X'X
s2 l 1 

s2 

1 

-1

Assim teremos: 

s�] �[: º l 
nl

_l 
[n, -+ 

+ = s 2 

s2 1 

1 o 8
xxJ XX 

o 
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X'y (A.4) 

n 
o 

s2 

S' 
XX

+ 
XX 

s2 s2 

A matriz das estimativas de variâncias e covariâncias 

das estimativas dos parâmetros ierâ: 

1 
o 

1
nl n
-·-+

-1 s2 s2 

(A.5) D = 1 

o 
1 

S' 
XX

+ 
XX 

L s2 s2 

Determinemos a matriz das estimativas dos parâmetros 

(B). De (A.4) podemos escrever: 

M B = -
1- X'X (X'X)- 1 X

1
'y 1 

=
1 1 2 1 1 l 

s
1 

1 

s2 

1 S' 
xy

e l'IB= 
1 

s 2 

n 
� y. 

s 
xy 

J 



-

B = 

Então: 

n1 ª 1

s: 
-1 � 

D (M1 B1 + M. :S)
-1

= D 

-

B = 

l 

S' b XX l 

nl a
l nà.--+

s2 s2 

n 

s
z 

S' b S b XX l XX 

2 Sl

l 

+ -- --

s 2
' 

s 2 

s XX 
$ 2 
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na +-
s 2 

s b XX 

s2 

+-J 

Logo, pel.a aproximação assintótica , os estimadores de 

Bayes par a os parâmetros podem ser escritos: 

na 
--+ 

s 2 s 2
l 

n-+ 
s2 

l 

e 

S' b S b XX 1 XX +--
2 s2S
l 

s' s XX+�

s2 

1 

(A.6) 
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Utilizando a definição de precisão mencionada em 

3.3.1, pode-se apresentar as expressões de (A.6) nas formas: 

a
1

• 
h� + a.ha

h' + h 
a a 

e 

b
l .hb + b.hb b

2 
= -------

h' 
b + hb

(A. 7) 

As estimativas das variâncias das estimativas dos p� 

râmetros ficariam, por (A.5): 

1 

h' + h 
a a 

e (A.8) 


