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Tabela 8 - Percentagens dos Intervalos de Confiança de Bayes que c� 

brem os verdadeiros valores dos parâmetros, observadas 

nas 200 repetições de cada caso. 

PARÂMETROS 
GRUPO CASO 

CI, f3 

19 93,5% 95,0% 

29 89,0% 97,0% 

I 
39 94,5% 96,0% 

49 93,5% 96,5% 

59 96,5% 95,0% 

69 93,0% 97,0% 

79 95,5% 94,0% 

89 95,0% 93,0% 

II 99 94,0% 95�0% 

109 94,0% 97,5% 

119 92,5% 98,0% 

4.5 - Sugestões Para Outros Estudos 

O manuseio dos dados simulados permitiµ sugerir estu 

dos de outras situações que não foram objetos deste trabalho: 

a) Verificar, sob a hipótese de que os parâmetros a e 6 do mo­

delo de regressao linear simples sejam iguais nos momentos em que se 

tomam as amostras "prévia" e "atual", atê que proporção as variân-
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cias podem ser modificadas, de modo a garantir a robustez do método 

de Bayes. Comparar estes resultados com aqueles que se podem obter 

de maneira aproximada quando se estudam as regressoes com variân­

cias diferentes (Apêndice II),e verificar a precisão da aproximação 

deste método. 

b) As Distribuições Conjugadas, usadas pelo mefodo bayesiano

neste trabalho, permitiram encontrar f.d.p. "a posteriori" de fácil 

manejo algébrico e com possibilidades de análise estatística seme­

lhante àquela usada pelo mêtodo dos Mínimos Quadrados aplicada aos 

dados da amostra "atual". Nesta situação, admitir que nosso grau de 

confiança "a priori" sobre o parametro a, por exemplo, se traduz por 
s� 

uma distribuição normal de media 
nl 

a1 e variância significa 

que estamos dando um peso maior ao valor central desta distribuição 

como informação previa sobre o verdadeiro valor do parâmetro. Entre 

tanto, pode acontecer que as informações disponíveis antes de se•rea 

lizar o experimento atual nao sejam convincentes,a ponto de se admi 

tir maior grau de confiança a um valor pa�ticular do parâmetro. Mas 

o intervalo de confiança a um certo nível, obti'do pelos métodos

usuais na análise previa, pode nos fornecer um intervalo de possí­

veis valores para o verdad2iro parâmetro. Assim, poder-se-ia dedu­

zir·as f.d.p. "a posteriori" pelo método de F\ayes, baseando-se em 

distribuição "a priori" uniforme naquele intervalo. Esta situação 

não foi encontrada na literatura,a ponto de sugerir aplicação. 
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5. CONCLUSÕES

A análise do modelo de regressao linear, simples de­

senvolvida neste trabalho utilizou o método de Bayes para incorpo- _ 

. - - . : ,, -rar as informaçoes sobre os parametros obtidos em uma amostra pre-

via", àquelas encontradas na amostra "atual". 

Adotou-se a função perda quadrática, para a qual o 

estimador de Bayes é a média da distribuição "a posteriori". 

As estimativas de Bayes foram comparadas com as esti 

mativas de minimos quadrados, obtidas com os dados da amostra "atual", 

e as conclusões, de maneira geral, foram as seguintes: 

a) O método bayesiano permite utilizar a função perda para ad�

quar a estimação de parâmetros, de maneira realista, ao processo de 

decisão, mas a escolha correta desta função para traduzir uma situa 

çao pratica, bem como as dificuldades algébricas nas deduções analÍ 
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ticas, têm sido limitações ã aplicação do método. 

b) Utilizando-se da distribuição "a priori" indicando "ignorâ.:: 

eia" sobre os parâmetros, as conclusões do método bayesiano sao se­

melhantes àquelas obtidas pelo método de Mi.nimos Quadrados, pois t� 

da informação sobre os pa_râmetros provêm apenas da amostra "atual". 

e) Na situação do item anterior, uma vantagem do 

Bayes ê que na própria expressão analítica da função de 

de probabilidade (f .d .p.) da distribuição "a posteriori" 

método de 

densidade 

encontra-

mos o tipo de teste de hipótese a ser aplicado à estimativa do pari 

metro. 

d) Quando a variância residual ê conhecida, a estimativa de

Bayes para um parâmetro é a média aritmética ponderada das estimati 

vas 11a priori" e amostral, CUJOS pesos sao os inversos das respecti_ 

vas variâncias. A precisão (inverso da variância) da estimativa de 

Bayes ê a soma das precisões das estimativas "a priori" e "atual". 

e) Quando a variância residual é desconhecida, e as informa­

çoes disponiveis sobre os parâmetros pela amostra "prévia" sao ex­

pressas por eStat1sticas suficientes, podemos incorpori-las às in­

formações obtidas na amostra "atuar' pelo teorema de Bayes, utilizan­

do Distribuições Conjugadas. 

f) Sob a hipótese de que os dados da amostra "prévia" e da amo�

tra "atual" provêm da mesma população (mesma variância residual e 

mesmos parâmetros), o uso das Distribuições Conjugadas fornece esti 
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mativas imparciais,com menor variância que aquelas obtidas pelo me-

todo de Mínimos Quadrados, principalmente quando se dispõem de pe-

quenas amostras "atuais". 

g) Na situação do item anterior, os intervalos de confiança p�

ra os parimetros e o intervalo de previsão sao menores quando se 

usam os estimadores de Bayes. 

h) A simulação de dados, além de confirmar as conclusões dos 

itens f e g, mostrou que a estimativa de Bayes tende mais rapidame� 

te ao verdadeiro valor do parâmetro ao se fazerem repetições dos ex 

perimentos. Utilizando os mesmos estimadores de Bayes, o método se 

revelou robusto para pequenas diferenças entre as variâncias resi­

duais das amostras "prévia" e "atual". 
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APtNDICE I 

PROGRAMA UTILIZADO NA SIMULAÇÃO E 

,ANALISE DOS DADOS 



• FYTFNnFn PRFC!S!ON 
*l!ST SOL!RCF Pf:>OC';RAI" 
41"'-IF wnRD I NTFC';FRS 
•1ncs1CARO, l\"12PPTNTFP.D!SKI 

rqMFNS!ON X(SOl ,Y( 501,1(5(11 ,XLFITl'l) 
r',YMF'JS!Olll 01 ('l) ,n;, ( 'li ,F'l3('l) 
rqMnJ s1n111 wc ;,nn1 ,v 1 ;,no1 
ntMF/\JStn111 5(?00),UR01(3),UR02(3l,F1!2l,PCT(32)■5TATS(5) 
nFFTNF FtL• 1nnc,on,,1,u,11l 
neey111F F!LF 200(?00,?7,U,JJ) 
l')FFINF F!LF ,on1,no,71,u,KK) 

1nn PAllSF 1111 
oFAD( 2,lCIOO) A,R,Tl ,T,T2,F,FJ,NX1,�IX,NEX,!X 

1nnn FOPMAT(�F\n,n,2F�,n,4t5) 
<>FAD( 2,1001) CXC ! ) , t =l ,NXl l 

1nr1 FOPl"A T(2nF4,r) 
1>tA ".' ( 2,10011 ( Z ( ! ) t l = l • NX) 
A 1,-.sn 
Ali":(' 
AMzO 

A2M=O 
RM::(' 
R2,-.=I" 
no l'l� J=l ,NF)( 

!<>A SlJl=l 
11R('IJ ( 1) =t■n,� 
IJP(l 1( ?) =�? 
(10\('I\( "1)=711,� 
110\0?( 1) =(',27 
lJP02( n a'\2 
l!R0 2 ( "I 1 = 1 • 4? 
no R 1■1,9 
Ml I l =n 
O?( l 1 •ll 

� n;c I l =n 
00 50 IFX•l ,NFX 
no 1 J•I ,NX) 
X•hA+R•X(J) 
l""ALL UNNOP(P,XM,F,!XI 
V( J) ■ R 
l""ALL OATSWll,JLI 
r,o rnc,01,,n,1,JL 

,,.,, WR!TF(;,7nnn1 (YflCI ,K■l,NX\) 
,n;, l""ONTI NtlF 

7nnn FORMAT(\nFtn.t■) 
l""ALL RFr;RFl�,Y,NXt,Tl1AF\,RFl,VAFl,VAFl,CFAll, 

•l""FA 15 1l""Fl'I l 1 ,("FR \ "• l'IR\ ,c;xx l, SXY\, SYY 1 ,ss 1) 
""º 1 TF C 1 nn • I F r l AF 1 , AF t, VAF l, VRF 1 , CF A 11 •CF A l S, 

•("FR 11 tl""FR\ 5,PR\ 
n1111 ■n11 l>+AF\ 
n\ 1 ?I •Olf ') l+RF1 

128.



1"1113J .,n1("1J+VAE1 
"'1141 =!"1(4)+\/RFl 
l'l115l=l'lll5l+CFA11 
1"1116J.,1'111A!+CFA1S 
1'11171 ="li 7J+l"FA1! 
"118l=!"ll�l+CFA1S 
Oll'll ='lllQJ+RRl 
no 2 J=l ,NX 
XM=A+ R•7 1 J l 
l"ALL �NNOR!R,XM,EJ,!Xl 

7 Y(Jl=R 
C"ALL l}ATSW!l,KLI 
r.o TOl40l,40?.l,KL 

401 WR!TFl"l,7000)(Y(KloK=ltfllX) 
407 CON TI NlJF 

CALL RFr.RF!Z,Y,NX,T,AE,AF,VAE,VAE,CFA!, 
•CFAS,C"FR!,CFAS,RR,sxx,sxv,svv,ss, 

WRITE12on•tFX)AF,AF1UAF,VRF,CFAI,CFAS,CFAI,CFBS,RR 
I')::>! l l =fl211 l+AE 
'12121 =1')7!2l+AF 
1')2( 31 =1'>21'3l+VAF 
1')214)=02(4l+VBF 
l}?I 'li =1'>2fc;J+CFAI 
1')21 Al=n21F..l+C"FAS 
02171 =n2( 7J+C"FAI 
">21 A l =02 ( A l +CFAS 
"'21 'll =n2(QJ+RR 
1\12:NX +NXl 
A?=(NXl*AFl +NX•AFl/N2 
SXX?=SXXl+SXX 
SVY 2,. SVYl+SVY 
c;xv 2• SXVl +SXV 
R2=15 XXl•RFl+SXX•REI/SXX2 
«;52•1 (NXl-21*551 +(NX-2l•SS +NXl•AE1**2+ 

1tNX* AE' **2+5XX 1 *RI: 1 ** 2 +SXX •RF•• 2-
•N2* A2 **2-SXX2*A2* * 2 l / ( N2-2 l 

\/?A=5S7/N? 
FA•SOQT(1/2Al 
l/2R=SS2/SXX7 
FA•SDRTIV7R) 
l'IA=T?•FA 
ctA I= A2-ru 
CIAS= A2+0A 
l'IRz T2 "FR 
C!R l :R;>-l'>R 
("!RS.,R2+0A 
OR7 •S XY7••?/(SXX7*5YY2l 
"'"I TF 1"1001 IFY lA2,A2,V2A,V2R,CIAI ,CIAS,CIBI ,C!BS,RR2 
n<11 ll •l"l"I( 1)+A2 
1"1'3121 •l"l"I( ;,)+R7 
n'I 1 '3 ! •01 ( 'I l +\/2 A 
n•H 4) •1'>1( 4 l +V2A 
1'>'11 .,, •1'>1t'll+C'.IAI 
1"1'1( fol • n"llh!+CI AS 
1'1"1171 ■f'>'H7J+CIAI 
1'>'11 �! •l'>"I( ll)+C"IAS 
0"11 'll ■('l"IIQJ+RR2 
AlM•AlM+{AFl-Al••? 
RlM•FllM+(RF1-Rl**7 

129.



AM:AM+(A"-Al**2 
Q�:F\M+(A�-R )**2 
A?McA?M+(A?-A)**? 
R2M:R?M+(R?-R)•*? 

�n C"ONTJ N11r: 
no �, !=1,q 
r'll ( I) =l"ll 1 ! ) /NFX 
n;q I l =1"1? (!) /NFX 

�l 1'11! !) =(')111 )/NFX 
. A lM =i' 1"1/�• =-x 
ªlM:R 11'/N"X 
AM=AI' /"IFX 

RM:RM /NEX 
A2M=A 21'/fll"X 
R?l'=fl ?M/NFX 
WR!TF !3,211(')0) 

2 r,r,r, "01H<A T ( 1 1 1 , 5 X,' AI t 7X, 1 E11 , 6X 1 1 VA 1 , 6X, 1 VB 1 , 5 X, 1 LA 1 1 , 5X, 
*'LAS' ,5X, 1Lf'I I t5X, 1LRS0 16X, 1R211 

no 3 Jr:X=l ,111r:x 
RFAD! lOO•!EX)XLFlT 
\ol!lFX )cXLFIT(l) 
V(lf)( l=XLFIT!21 

3 WR!TF!3,;>r,r,l)XLFlT 
WRI TF ('\,5001'1) !D1! I), 1 =1,Q) 
JK= l 
c;O TO "i050 

5nnr, FQRMAT(72('-')/3FR,?,FR0 4,4F8,2,F8,41 
znnl FORMAT(3FRo2,FRo 4,4FR,2,FR,4) 
o;r,o;1 WRITF(3,?00nl 

00 4 IFX=l,NFX 
RFAD(200•lFXiXLF!T 
W(!EXlcXLElT(ll 
V(IFXl•XLFIT!21 

4 WRlTF!3t?OOllXLFlT 
WR I TF r 'h 500(') > (D?! t ) , l = l � 9 l 
JK= 2 
c;o To c;oo;o 

o;n�, WRITF(�,,oor,1 
1'10 5 JFX,.l,NFX 

.C!FAO('\r,01Jr:x)XLFJT 
W![FXl=XLF!T(l) 
V(IFX J..XLF!T(2J 

"i WRITF('l,?1'1111JXLFIT 
,ip I TF 1 '\, 5nnn) !03 ! I l , 1 = l, 9 l 
.JK"' 3 
r.Q TO 5050 

o;no;'\ WR!TF!3,200?.lAMtf'�,A?M,R?M,AlM,AlM 
?nn7 FORMAT( 1 1 1 o 1 OUAORADOS MFDIOS PARA A,El,ATUAIS EPARA AAVES• 

•ll6Fl0,4) 
c;o TO 1111" 

c;n-.n roNTI NIIF 
C"ALL TAR11w,s,t,UA01,F,PC"T,STATS,200,1, 
·,iRJTFl,170!!1'11F 

,n•n "O!>MAT( 1 FREOlJFNC"!AS1/!�F5,0) 
rALL TAP11v,s,1�uP02,F,PCT,STATS,200,ll 
,iC!JTFl'lt?OROJF 
r.o rn1�11c;1 1 ,;r,o;z,c;o�'\1,Jr 
"'li" 

130.



APÊNDICE II 

REGRES SOES COM V:AR IÃNC IAS 

DIFERENTES 

131.



132. 

REGRESSÕES COM VARIÂNCIAS DIFERENTES 

Em algumas situações, temos motivos para considerar 

que no periodo entre a realização do experimento que nos forneceu as 

estatisticas para informações " a  priori" e a realizç1ção do experi­

mento "atual", tenha ocorrido modificação no valor da variância re­

sidual, embora os parâmetros sejam os mesmos. Nestas condiçÕes,a_de 

dução dos estimadores dos parâmetros e variâncias, se faz da manei-

ra a seguir, com base no artigo de TIAO e ZELLNER (1964). 

Consideremos os modelos de regressão "a priori" e 

"atual", respectivamente: 

Y. = a +  8x. + e.
1 1 1 

Y. = a +  Bx. + e.
J J J 

e • r\ N ( O ; 0
2

) •
J 

(i=l,2, •.. ,n 1) 

(j=l,2, ... ,n) 
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Por (3.11) podemos escrever para a f.d.p. "a priori": 

1T (a.·S·a2
) ex: (021 ) -½

(n
1

+2)
. exp {- _l_ [v1s21+n (a-a1) 2+S' (B-b) 2J}l ' ' l 

2 2 l XX 
º 1 

E, para a amostra "atual": 

ex: (o2
) 

-½ (n+2) . exp {- -1- [ vs 2 + n(a.-a) 
2+S (8-b)2]} 

2cr2 XX 

A f.d.p. "a posteriori" sera: 

Integrando em relação a a: e a2 teremos: 

( SI ,....2 .02
) K

-(nl/2)
K-0/z· 

1T2 
a.; Y 1 ,Y , v

l , 
CX: l •

onde K = [vs2 + n(a-a)
2 + S (B-b)2] •

XX 

Fazendo: 

n(a-a) 2 + S (6-b)
2

XX 
Q = ---------

V = n-2

e 

e 

n (a-a
1

) 
2 + S' ( B-b ) 2 

Q =-1 ______ x_x ___ 1_
l 

s2 
l 

v 1 
= n 1 -2 



teremos: 

e 

-½(v +2)
1 Q1

j
l 

1T fo;BIY ,y) cx:ll + -· 
2 · 1 2 

V 
l 

Desenvolvendo cada potência: 

134. 

(A. l) 

· [1 + � r½
(v+

>
) -1/2 (v+2) L[l+(Q/v)J

= e 

mas, pela fÕrmula de Taylor: 

1(1 + _g_) = _g_ -
V V 

1 

2 

(_g_) 2 + _l_(_g_) 3 

V 3 V 
... 

[1 + � J
-1/,(v+,) = .-½(v+2)[(Q/v)+R]

= e-q,2 -½ {[ 2 (Q/v)J + (v+2)R}• e 

=_g_ + R

Adaptando o desenvolvimento pela fÕrmula de Mac-Lau­

rin feito por TIAO e ZELLNER
,. 

.encontra-se: 

e -½{[2 (Q/v)J+(v+2)R} = � 

j=o 
q. V 

J
-j



onde: qo

ql 

q:l 

= 1 

1 [Q2 - 4Q]=4 

= _!._ [3Q4
96 

- 40Q::l + 192Q2]

Logo, (A. l) fica 

-1/z (Q l 
+Q)

TI2
(a;Bly

1
;y) � e L'. 

i=O 
L'. 

j=o 
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-j
q. V 

J 
(A. 2) 

Assim, (A.2) representa o desenvolvimento assintóti­

co da f.d.p. "t"-dupla de (A.l) e, para analisarmos, consideremos a­

penas o termo principal do desenvolvimento: 

-½ (Q
l
+Q)

i2 (a;Bly 1 ;,y) ã: e (A.3) 

onde &: indica "aproximadamente proporcional a". 

Usando, por facilidade algébrica, a forma matricial, 

podemos escrever: 

onde: 

Q +Q·= -1-[n (a-a ) 2 + s' (B-b )2] + -1-[n(a-a ) 2 + S (B-b) 2]
l 2 1 1 XX 1 

S 2 
XX 

sl 

= (B-B)' .D. (B-B) 

- -1 

B = D (M .B + M.B) é o vetor media do termo principal do.
1 1 

desenvolvimento assintótico, e: 



D =

M
l 

= _._l_ X'
s2 l 

l 

B = <x;x1 )l 

D= M
l 

+ M 

X
l 

M =
_l_ X'X

s2 

-1 X'y B = (X'X) 
1 l 

= _l_ X'X + _l_ X'X
s2 l 1 

s2 

1 

-1

Assim teremos: 

s�] �[: º l 
nl

_l 
[n, -+ 

+ = s 2 

s2 1 

1 o 8
xxJ XX 

o 
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X'y (A.4) 

n 
o 

s2 

S' 
XX

+ 
XX 

s2 s2 

A matriz das estimativas de variâncias e covariâncias 

das estimativas dos parâmetros ierâ: 

1 
o 

1
nl n
-·-+

-1 s2 s2 

(A.5) D = 1 

o 
1 

S' 
XX

+ 
XX 

L s2 s2 

Determinemos a matriz das estimativas dos parâmetros 

(B). De (A.4) podemos escrever: 

M B = -
1- X'X (X'X)- 1 X

1
'y 1 

=
1 1 2 1 1 l 

s
1 

1 

s2 

1 S' 
xy

e l'IB= 
1 

s 2 

n 
� y. 

s 
xy 

J 



-

B = 

Então: 

n1 ª 1

s: 
-1 � 

D (M1 B1 + M. :S)
-1

= D 

-

B = 

l 

S' b XX l 

nl a
l nà.--+

s2 s2 

n 

s
z 

S' b S b XX l XX 

2 Sl

l 

+ -- --

s 2
' 

s 2 

s XX 
$ 2 
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na +-
s 2 

s b XX 

s2 

+-J 

Logo, pel.a aproximação assintótica , os estimadores de 

Bayes par a os parâmetros podem ser escritos: 

na 
--+ 

s 2 s 2
l 

n-+ 
s2 

l 

e 

S' b S b XX 1 XX +--
2 s2S
l 

s' s XX+�

s2 

1 

(A.6) 
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Utilizando a definição de precisão mencionada em 

3.3.1, pode-se apresentar as expressões de (A.6) nas formas: 

a
1

• 
h� + a.ha

h' + h 
a a 

e 

b
l .hb + b.hb b

2 
= -------

h' 
b + hb

(A. 7) 

As estimativas das variâncias das estimativas dos p� 

râmetros ficariam, por (A.5): 

1 

h' + h 
a a 

e (A.8) 


