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A DECOMPOSIÇAO DA SOMA DE QUADRADOS DE TRATAMENTOS NOS DELINEAí�ENTOS 

·EM BLOCOS INCOMPLETOS PARCIALMENTE BALANCEADOS

RESUMO 

Autor: JOÃO RI80LDI 

Orientador: PROF. DR. HUMBERTO DE CAMPOS 

No presente trabalho, consideraram-se os experimentos-�m 

blocos incompletos parciaímente balanceados (PBIB) com os parâmetros: 

V numero de tratamentos, 

b numero de blocos, 

r numero de :r:epetições para cada tratamento, 

k
-

numero de parcelas por bloco; 

J. 
e ainda À , . À , ••• , fl. , .n , n , ••• , n , p

J
. 
k 

( i, J , k = 1, 2 , ... , m) , 
1· · 2 _· lfl 1 2 m 

definidos conforme BOSE e NAIR (1939). 

onde, 

y .. 
l.J 

Para tanto adotou-se o modelo matemático: 

= µ + Ti + f3• + e., ,- J l.J 

y.. é' a observação do i-êsimo tratamento no j--ésirno bloco; 
l.J 

µ é g m�dia geral; 

T, 
l. 

é o efeito do i-ésimo tratamento (i = 1, 2, 

f3. e o efeito do j-ésirno bloco (j = 1, 2, •.. , b); 
J 

v); 

e .. e o erro experimental associado� observação y .. e sup5e-se 
l.J l.J

e .. � N(O, 02 ) e independentes. 
l.J 
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Sob essas condições foram determinados: 

• o sistema de equaçoes normais;

• estimadores para os efeitos ajustados de tratamentos;

. variância para contrastes entre efeitos ajustados de tratamentos; 

• as somas de quadrados e suas esperanças matemáticas;

• as distribuições das formas quadráticas;

• a eficiência desses delineamentos;

• a decomposição da soma de quadrados de .tratamentos ajustada

[SQT(aj.)];

obtendo-se: 

• a expressao para a soma de quadrados ajustada para um contraste Y.
J 

e sua esperança matemática;

• as distribuições das formas quadráticas;

a eficiência para a estimativa dos contrastes.

Além disso procedeu-se ao ajuste de equações de regressao, 

pela técnica de polinômios ortogonais, para o caso de níveis equidistan

tes e não-equidistantes. 

A particularização de resultados foi feita considerando

-se PBIB do tipo grupo divisível, relacionando-se os resultados obtidos 

com o caso de blocos incompletos balanceados (BIB). 

do 

As principais conclusões obtidas foram: 

a) A SQT(aj.) é decomposta em v-1 partes ortogonais, corresponàen-

is sornas de quadrados dos v-1 contrastes ortogonais Y. def irridos pe
J 

los v-1 auto-vetores associados aos v-1 auto-valores e. não nulos da ma 
J 

triz C das equações normais reduzidas. 



b) A eficiência para a estimativa do contraste Y. e dada por
J 

e. 

E. =·-J j=l,2, ... ,v-1 , 

x. 

ou seja, tanto maior a eficiência quanto maior o auto-valor de C ao qual 

está associado o contraste. 

c) A decomposição da SQT(aj.) para PBIB pode ser procedida pela me�

ma sistemática dos BIB, obtendo-se a soma de quadrados ajustada para o 

contraste Y. [SQY.(aj.)] através da eficiência E., ou seja, obtendo�se 
J J J 

SQY. (aj .) = E.SQY .. 
J J J 
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THE SUM OF SQUARES OF TREATMENTS DECOMPOSITION IN PARTIALLY BALANCE□

INCOMPLETE BLOCK DESIGNS 

SUMMARY 

Author: JOÃO RIBOLDI 

Adviser: PROF. DR. HUMBERTO DE CAMPOS 

· ln the present work we estudied the case of experiments

which are designed in partially balanced incomplete blocks (PBIB) with 

v treatments in b blocks of � units per block with each treatment re-

plicated .E. times and À , 
l 

À , ••• , À ' 2 m n , n , 
l 2 

• o • , 

1. n ' P·km J 
(i, j, k = 

= 1, 2, ••. , m), defined according to BOSE and NAIR (1939). 

whêre, 

y. li = 
1.J 

Y •• 
1.J 

µ 

'í. 
1. 

13 • 
J 

The follhowing mathemat:ical rnodel was considered: 

µ + 'i + 13j + e".
1.J 

1.S the observation under the 

1.S the effect of the general 

J.S the .th 1. treatrnent effect

the .th block effect (j 1.S J =

.th treatment the .th
1. in J 

mean; 

(i = 1, 2, 
. \) . , 

v); 

1, 2, 
.. . .  , 

b); 

block; 

e! .s are normally and independently distributed with mean zero 
1J 

and var1.ance o2
• 

Under those conditions, the following was obtained: 

. the solution of the normal equations; 



• estimators for the adjusted treatment effects;

• variances of the contrast among adjusted treatment effects;

• the sum of squares;

• the expectatinns of sum of squares;

• the distributions of the quadratic forms;

• the design efficiency;

• the treatments adjusted sum of square [SQT(adj.)] àecomposition;

• the adjusted sum of squares expression for the contraste y ., i.
J

e•, SQY. (adj .) ;
J 

• the expectations of SQYj (adj .) and the distributiàn of the qua

dratic forros;

• the efficiency for the contrast estimates;

• the adjustment of regression equations using orthogonal polinoruials

for the cases of equidistant and non-equidistant levels.

A particular case was studied considering PBIB of the 

group-divisible type. The results were compared to the case of balanced 

incomplet blocks (BIB). 

The main conclusions were: 

a) The SQT(adj.) is partitioned into v-1 orthogonal components corres

ponding to the sum of squares of the v-1 orthogonal contrasts y. defined 
J 

by the v-1 eigenvectors associated to the v-1 eigenva.lues e., 8.j:.O, of 
J J 

the matrix C from reduzided normal equations. 

b) The effi�i�ncy far�he estimate of the contrast ·Yj is given by

e. 

E. = _J_ J = 1, 2, .•. , v-1, 
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i.e., the efficiency being proport ional to the eigenvalue of C to which

the contrast is associated. 

e) The decomposition of SQT(aqj.) for PBIB can be obtained in thé

sarne way that used for BIB, i.e., getting'the adjusted sum of squares 

for the contrast 

= E. SQY .. 
J J 

Y. [SQY.(adj.)] from the efficiency E., SQY.(adj.)
J J J J 

== 



1. 

1 • INTRODUÇAO 

Um dos problemas fundamentais no planejamento de um expe-

rimento está na escolha do tipo de delineamento que melhor se adapte as

condições experimentais. A solução desse problema, embora dependa de co

nhecimentos teóricos, é, em geral, tanto melhor quanto maiores forem a 

experiência e o bom senso do planejador. O melhor delineamento, loi;ica

mente, seria aquele q ue permitisse controlar o maior número possível de 

variáveis envolvidas. 

Na experimentação agro nômica, nao raro depara-se com pr.9_ 

jetos envolvendo um número elevado de tratamentos. Essa situação é muito 

frequente em experimentos fatoriais (que envolvem dois ou mais fatores), 

mas também ocorre em experimentos uni.fatoriais (que envolvem somente um 

fator), especialmente em estudos de melhoramento vegetal. 

A eficiência dos delineamentos experimentais de uso mais 

geral, , tais como blocos casualizados e quadrado latino, reduz-

-se à medida que se aumenta o número de unidades P.xperimentais por bloco

ou por linha e coluna, como ressaltam BOSE e NAIR (1939). Para estes au

tores, a eficiência diminui à medida que o número de parcelas por bloco 

cresce a partir de dez ou doze. Além disso, um quadrado latino com gran-

de número de tratamentos é inexequ Ível, tanto pelo elevado número de re••· 

petições exigidas, como pela quantidade de material experimental requer_�
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da, De acordo com YATES (1936b), o uso de blocos casualizados, q uando o 

numero de tratamentos a comparar é elevado, ainda que possível nao e sa

tisfatório, visto que e improvável eliminar eficientemente as diferenças 

entre as unidades experimentais de um mesmo bloco. 

Em experimentos onde o número de tratamentos a investigar 

é grande, com o objetivo de eliminar a heterogeneidade dentro dos blocos, 

utilizam-se frequentemente blocos incompletos, isto é, blocos que não 

incluem todos os tratamentos. Os blocos incompletos, apesar de serem de 

uso geral, são particularmente empregados em experimentos de um só fator. 

Regra geral são utilizados os blocos incompletos parcialmente balancea-

, dos, denominado s PBIB ( 11Partially Balanced Incomplete Block Design"), in 

troduzidos por BOSE e NAIR (1939), dada a menor exigência quanto ao nú

mero de repetições, quando comparados aos blocos incompletos balanceados, 

denominados BIB ("Balanced Incomplete Block Design"), introduzidos por 

YATES (1936b), muito embora estes sejam mais eficientes. Dentre os PBIB, 

são de especial interesse os reticulados ("lattices"), e particularmente 

os reticulados quadrados, de uso muito comum em melhoramento de plantas. 

O presente trabalho tem como objetivo geral detalhar a 

análise intrablocos de experimentos em PBIB, no que se refere à: estirna

çao dos efeitos ajustados de tratamentos, variância para contrastes en

tre efeitos ajustados de tratamentas, análise de variânc.ia intrablocos e 

eficiência desses delineamentos em relação a blocos casualizados; e 

como objetivo específico, estabelecer regras para a decomposição da sorna 

de quadrados de tratamentos ajustada de experimentos em PBIB, em partes 

ortogonais. Adernais a particularização de resultados, tanto para o obje

tivo geral como para o objetivo específico,� feita considerando-se PBIB 

do tipo Grupo Divisível. 
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2. REVISAO DE LITERATURA

Apresentar-se-ão neste capítulo, de forma didática, con

ceitos sobre blocos incompletos em geral, blocos incompletos balanceados 

e blocos incompletos parcialmente balanceados, de interesse para o con

texto do presente trabalho. 

Em experimentação, por várias razoes, nem sempre é possi-

vel usar blocos de tamanho que possibilite acomodar todos os tratamentos. 

Se todos os tratamentos são alocados em todos os blocos, tem-se urn deli

neamento em blocos completos. Quando não_ é possível alocar todos os tra

tamentos em cada um dos blocos, usa-se um delineamento era blocos 1.ncom

pletos, isto é, um delineamento no qual o número de parcelas no bloco 

menor do que o número de tratamentos. 

Os delineamentos em blocos incompletos foram introduzidos 

por YATES (1936a) como uma forma de arranjar um grande número de varie

dades� numa estrutura de reticulados ("lattices 11

) quadrados e cúbicos. 

Um tipo mais geral de delineamento, sem restrições q uanto ao numero de 

tratamentos, foi apresentado por YATES (1936b), com o nome de blocos in

completos balanceados (BIB). BOSE e NAIR (1939) introduziram ampla clas

se de delineamentos, os blocos incompletos parcialmente balanceados(PBIB), 

dos quais os BIB, retjculados quadrados, reticulados cúbicos (NAIR e RAO, 

1942) e a�guns reticulados retangulares (NAIR, 1951) 
- . . 

s20 casos especiais. 



Conforme GOMES (1985), os reticulados são hoje geralmente 

substituídos pelos ensaios em blocos completos casualizados com alguns 

tratamentos comuns, que são flexíveis, robustos (pouco afetados por per

da de parcelas, de tratamentos ou de blocos) e de análise fácil. Em fun

ção dessas características desejáveis, a utilização de tratamentos co

m�ns passou a interessar aos pesquisadores. Muito embora com conotação 

distinta à de blocos casualizados com tratamentos comuns, pois nao se 

trata de análise de grupo de experimentos com tratamentos reaulares e co

muns, FERREIRA (1980) considera o caso de ensaios em BIB com tratamentos 

comuns adicionados a todos os blocos, e OLIVEIRA (1985) o caso de ensaios 

em PBIB. 

2.1 - Delineamentos em Blocos Incompletos 

2.1.l � Caracterização 

Sejam v tratamentos a serem aplicados em parcelas arranJ� 

das em h blocos de tamanhos k1, k2, ... , kb. Admite-se que o i-êsimo tr�

tamento ocorre em r. blocos, e que os tratamentos i e i' ocorrem juntos 
l. 

em À •• , blocos (í, i:'= 1, 2, 
l. l. O CI O , V; ili'). Considera-se que Ti e o total

do tratamento i e B. ê o total do bloco 1. (j==l,2, ... ,b} e :então tem-se 
J 

que 

e 

onde 
-. 

vxb, n .. e 
l.J 

SeJ·a a matriz N = {n } matriz de incidên.cia, de ordem
ij , 

� 

de que o tratamento 1. ocorre no bloco 1..o numero vezes 

Se todos os blocos têm o mesmo tamanho, isto e, k.=k, Vj' 
J 

tem-se um delineamento próprio. Se r.=r, Vi, ele ê equi-replicado. Se 
1. 

n .. = 1 ou O, ele é hinirio. 
l.J 
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Num delineamento próprio, equi-replicado e binário, se .pa

ra todo par ii' de tratamentos À .. , == À, então tem-se um delineamento em 
i i 

blocos incompletos balanceados (BIB). Se À
ii

' está na dependência do par 

ii' .de tratamentos, além de outras propriedades, tem-se um delineamento 

em blocos incompletos parcialmente balanceados (PBIB). 

2.1.2 - Anãlise intrablocos 

A análise estatística de experimentos em blocos incomple

tos é bem mais trabalhosa do que a de experimentos em delineamentos ma.is 

simples, como por exemplo em blocos completos. Essa dificuldade, assim 

·como a maior perda de graus de liberdade no resíduo, são, de um modo ge

ral, compensadas por uma redução na variância residual, levando, não ra

ro, a experimentos mais precisos.

Há dois tipos distintos de análise estatística de delinea 

mentas em blocos incompletos: 

i) Análise intra.blocos, em que só comparações entre parcelas do mes

mo bloco são utilizadas nas estimações de efeitos de tratamentos; 

ii) Análise com recuperação da informação interblocos, onde compara

ções entre tratamentos que aparecem nos contrastes entre blocos sao tam

bém aproveitadas na estimação dos efeitos de tratamentos. 

A análise com recup8ração da informação interblocos sur

giu com YATES (1939), quando pretendia aproveitar a informação sobre dife 

renças de tratamentos contida nas comparações entre totais de blocos em 

reticulado cúbico. Este procedimento, que é uma combinação da informação 

intra.blocos e interbloc.os, foi adaptado por YATES (1940) para ensaios em 

BIB, por NAIR (194-4) para PBIB e generalizado por RAO (194 7) para qual-

quer ensaio em blocos incompletos. 
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GOMES (1985) afirma que a análise intrablocos pode ser 

usada para qualquer experimento em blocos incompletos e se baseia em mé

todos estatísticos exatos, Ao passo que,a ·análise co� recuperaçao da in

formação interblocos permite aproveitar melhor os dados observados, po

rém usa métodos estatísticos apenas aproximados e só deve ser usada para 

. 

experimentos com numero de graus de liberdade relativamente grande, para 

blocos e para o resíduo. 

Conforme JOHN (1980), a análise com recuperaçao da infor

maçao interblocos é d� aplicação limitada e não será objeto de estudo no 

presente trabalho. FEDERER (1955), COCHRAN e COX (1957), SCHEFFÉ (1959), 

GRAYBILL (1961), JOHN (1971), KEMPTHORNE (1975) e GOMES (1985), dentre 

outros, abordam esse tipo de análise. MALHEIROS (1982) apresenta excelen 

te revisão sobre o assunto. 

Para a análise intrablocos, seja o modelo linear 

Y· • = µ + T, + f3. + e  .•iJ . 1. J iJ

onde y .. representa a resposta do i-ésimo tratamento no j-ésimo 
1.J 

bloco, 

T, e f3. sao os efeitos de tratamentos e de blocos, respectivamente, e 1. J 

supoe-se que e .. � N(O,o2 ) e independentes. 
1.J 

Da teoria de blocos incompletos, sabe-se que o sistema de 

equações normais, eliminando-se o efeito de blocos, é dado por 

ci = g

onde: C = diagonal {r1, r2, •.. , r
v

} - N diagonal {l/k1, l/k2, ••. ,1/kb}N'

- R - NK-·\� 1 
• 
, 

• o • 

mentas; 

. . ' 

-T] é um vetor solução para os efeitos de trataV 

Qv] é o vetor de totais ajustados de tratarnen-
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tos, sendo: 

Q ::: T N diagonal {l/k1, l/k2, 
. . . '

Dado que C é singular, uma solução do sistema de equaçoes 

normais é obtida, conforme JOHN (1980), considerando�se inversas genera

lizadas simétricas da forma íl = (C + aJ)-1
, onde a é algum conveniente 

escalar não-nulo, J � !!', sendo 1 um vetor de v elementos unitários.Des 

-
ta forma, T = ng. 

A soma de quadrados de tratamentos, ajustada para blocos, 

-

e dada por 

SQT(aj.) = i'9 = g'a'g = g'ag 

As demais somas de quadrados são obtidas da maneira usual, 

ou seja, 

SQBlocos = B'K-
1

B - G2 /n 

onde 

G = total geral; 

n = numero total de parcelas; 

SQTotal = l't - G2 /n 

onde ré o vetor das observações y.' 'l.J 

e SQResÍduo = S 
e 

= SQTotal - SQBlocos - SQT(aj.) 

A hipótese H0: ! = .P é testada pela estatística 

F = 

[!'g/(v-1)] 

[S/(n-v-b+l)] 

de acordo com JOHN (1971). 

F(v-1, n-v-b+l) 
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2.1.3 - Delineamentos conexos e delineamentos balanceados 

Sabe-se, pelo teorema de Gauss-Markov, citado em IEHMA 

(1987), que se�'! é uma função paramétrica estimáveÍ, então seu "BLUE"

("Best Linear Uilbí.ased Estimator") é dado por Q, 'i , onde -r é qualquer so 

lução de cf = g. ,.. 
·qualquer solução do sistema de equações normais, eliminan

do-se o efeito de blocos, envolve totais ajustados de tratamentos. Estes 

totais não sao independentes, pois !'9 =O. De acordo com JOHN (1980),s� 

ja o vetor 

z = [!] 
c0m v+b variáveis aleatórias, onde, 

V[Z) • [ :, : ] o' 

e 

Q = [ I, •-NK-1 ] Z

Então, 

V[Q] 
[ R 

N' : ] [ 
I 

-l 

-K N'
Co2

• 

Assim, 

po is ncn . = n . 
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As funções 1 ineares paramétricas Q, '1: com 9., 1 1 = E J/.,. = O, 
• .2 l 
l.=,!!, L

sao denominadas de contrastes. Os contrastes da forma 1:. - 1:. , s.ão chama1. 1. -

dos de contrastes elementares, Estimar todos os contrastes elementares de 

efeitos de tratamentos é característica desejável. Um delineamento satis 

fazendo esta propriedade é chamado delineamento conexo. 

DEFINIÇAO 2.1 .3.1 [RAGHAVARAO, 1971] 

Um delineamento é dito conexo se todos os contrates ele-

mentares são estimáveis. 

SEARLE (1971) apresenta uma regra prática para verificar 

se um delineamento é conexo, a qual consiste no seguinte: 

(i) Forma-se uma tabela de dupla entrada, representando os tratamen

tos e os blocos.

(ii) Nos cruzamentos correspondentes ao tratamento 1. e bloco )_ colo

ca-se um X se o tratamento i ocorre no bloco j_.

(iii) Partindo-se de qualquer X e em qualquer sentido unem-se os X's

através de linhas horizontais ou verticais.

(iv) Procedendo-se assim, se todos os X's forem unidos sem interrup

ção, diz-se que o delineamento é conexo. Caso contrário ele se-

-
ra desconexo,

A título de ilustração� sejam os dois casos seguintes: 



BLOCOS 

1 

2 

3 

.LL 

CASO 1 

TRATAMENTOS 

1 2 

3 4 

1 3 

2 /f 

10. 

CASO 2 

BLOCOS TRATAMENTOS 

1 1. 2

2 1 2 

3 3 4 

4 3 4 

que permitem construir os seguintes quadros
j 

onde X representa a presen

ça do tratamento no  bloco considerado: 

TRATAMENTOS 

1 

2 

3 

4 

TRAT.àMENTOS 

l 

2 

3 

4 

CASO 1 

CASO 2 

X 

X 

1 

BLOCOS 

2 3 

i-1
BLOCOS 

2 3 

l�

I 

4 

x----I
x x--1 

X--

X---

Observa-se que o caso 1 traduz um delineamento conexo 
., 
en 

quanto que no caso 2 o delineamento é desconexo. 
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TEOREMA 2.1 .3.l [RAGHAVARAO, 1971] 

Um delineamento em blocos incompletos é conexo se e somen 

te  se a característica (posto) da matriz C for v-1. 

Portanto, os delineamentos onde posto[C] = v-1 são chama

dos de delineamentos conexos, e para esses delineamentos todos ,os >con

trastes entre tratamentos, isto é, todas as combinações lineares�,� onde 

�';=O, são estimáveis, ou seja, têm uma Única estimativa de mínimos qua 

dràdo s. 

Em experimentação também é desejável estimar todos os con 

trastes elementares com a mesma precisão. 

DEFINIÇÃO 2,1 .3.2 [RAGHAVARAO, 1971] 

Um delineamento é dito balanceado se todos os contrastes 

elementares são estimados com a mesma precisão. 

TEOREMA 2.1 .3.2 [RAO, 1958] 

Um delineamento conexo é balanceado se e somente se todas 

as raízes carac!:erísticas (auto�valores) não nulas de C são iguais. 

2.1 .4 - Efici�ncia dos delineamentos em blocos incompletos 

A eficiência de um delineamento em blocos incompletos e 

definida pela razão 

E - V /V 
r 

onde V é a variância média das estimativas intrablocos dos contrastes ele 

mentares entre tratamentos, para o delineamento em consideração, e V rer 

presenta o mesmo, para blocos casualizados, usando o mesmo número de uni 
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dades experimentais, sendo V e V calculados com a suposição de que a var 

riância residual intrablocos, seja a mesma em ambos os casos. 

Nos delineamentos conexos, a variância média para estima-

tivas de contrastes elementares T

. l. 
T,,, conforme KEMPTHORNE (1956), 
. l. 

dada por 

o nde:

ou seja, H 

H = 

1 
V=---- í: 

v(v-1) i,li' 

v-1

1/e1 + 1/02 + . . . + l/ev-1

202 

H 

v-1
v-1

1/G
i=l l. 

, 

é a média harmônica dos auto-valores e. da matriz 
l. 

e, sendo 

i=l,2, .•. ,v-1 :;i pois um auto-valor de C é nulo, dado que seu po sto é v-1 

[Teorema 2.1.3.1]. 

Por o utro lado, 

v- = 202 /rr 

onde r = n/v, sendo n o numero total de parcelas, .ou seja, r é o numero

médio de repetições dos tratamentos. 

tivas 

Tr[C] 

Desta forma, 

E = V-/V = r 
2 cr2 /r --= H/r
2cr2 /H 

Como a média harmônica de um conjunto de quantidades posi 

não pode 
v-1

= r e., 
i=l 1 

exceder a média aritmética destas quantidades, e 

o nde Tr[C] representa o traço da matriz C, tem-se:

v-1
H < �

-· i:c:l
e./v-1 = 

l. 
Tr[C] /v-1 = vr - b

V - 1 

como 

e então 



E < vr - b
r(v-1) 

Nos delineamentos ,eqúireplicados r = r e então 

E < vr - b 

r(v-1) 

-2.2 - Delineamentos em Blocos Incompletos Balanceados

2.2.l - Caracterização 

13. 

Estes delineamentos foram introduzidos por YATES (1936b)e, 

segundo o autor, um arranjo de� tratamentos em E_ blocos de k parcelas, 

k < v é chamado delineamento em blocos incompletos balanceados (BIB), se 

satisfaz às seguintes co ndições: 

(i) Cada bloco contém k diferentes tratamentos;

(ii) Cada tratamento ocorre em r blocos;

(iii) Quaisquer dois tratamentos ocorrem juntos ern À blocos.

Da definição decorre que 

.rv = bk e À(v-1) = r(k-1) 

constituindo a Última igualdade na condição de balanceamento de um BIB. 

Além disso, os BIB satisfazem a desigualdade b .:._ v, oo

nhecida como desigualdade de Fisher (FISHER, 1940). Um BIB com b=v e,co� 

sequentemente, r=k, é dito simétrico. 

2.2�2 - Classificação 

De acordo com COCHRAN e COX (1957), os BIB são classifica 

dos em cinco diferentes :tipos: 
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(i) TIPO I: Os blocos podem ser agrupados em repetições, ou  seja,

r conjuntos de n blocos cada, tal que cada conjunto forma uma

repetição completa de todos os tratamentos, Nesse tipo incluem

-se os reticulados quadrados balanceados ("Balanced Lattices11
), 

nos quais v:.:k2 e, dada a condição de balanceamento, tem-se k+l

repetições o rtogonais, sendo viáveis somente se, k for um número 1 

primo ou potência de número primo.

(ii) TIPO II: Os blocos não podem ser agrupados em repetições, mas 

podem ser reunidos em grupos de repetições.

(iii) TIPO III; Os blocos não podem ser agrupados em repetições nemem

grupos de repetições.

(iv) TIPO IV; O número de tratamentos e igual ao número de blocos 

(BIB simétrico).

(v) TIPO V; Experimentos com pequeno número de parcelas.

2.2.3 - Anãlise intrablocos 

Sabe-se que o sistema de equaçoes normais, eliminando-se o 

efeito de blocos, é dado por Ci = g, onde C = rI - NN'/k no caso de deli

neamentos próprios e equi--replicados. 

Para BIB, a matriz NN', chamada de matriz de concordância, 

é dada por 

r À 

À r 

NN' = (r-À)I + ÀJ = 

À À 

onde J ciuma matriz de elementos unit�rios, e assim, 

À 

À 

,. • • t. • •  

r 



e =  rl - [(r-À)I + ÀJ]/k z,: 
À':_ I 
k 

�J 
k 
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o u- seja,. C e um a nn triz singular, de dimensão v e característica v·-1,

constituída pelos elementos: 

i
r(k-1) /k, se i=i' 

e • •  ' 
l.1. 

-À/k i�i' 
, 

se 

O vetor de totais ajustados de tratamentos g e constituí

do pelos elementos Q. (i=l,2, .•• ,v), dados por 
1. 

Q. = T. 
1. 1. 

1 
--.A. 

k i 

sendo T. o total do tratamento 1. e A. a soma dos totais dos blocos q ue 
1. l 

contém o tratamento 1..

Segundo JOHN (1980), uma solução do sistema de eguações

normais é dada por: 

'[ = ílQ

onde_íl é uma inversa generalizada simétrica, da forma íl = (C+aJ)-
1

, sen

do a um escalar não nulo conveniente. No caso de BIB é obviamente couve-

niente tomar a =  Ã/k. 

e, portanto, 

Assim íl 

'[ 

•• 
. 1. 

-1
= e 

k 
Q

ÀV 

= � Q� 
À V 

.t. 

ÀV + aJ =
k 

I, - - ke entao �l :a - I. Logo, 
Àv 

Para solução do sistema de equações normais, GO:MES (1967) 

considera uma matriz de restrição A, de dimensão v, tal que A�= 2, onde, 

no presente caso, À A= - � J. Fazendo C - A= M, matriz esta nao singular,

-
1 - � d d 

-- M-1Q - __ k_:_ 
Q

.entao a so uçao e a a por T 

ÀV 
~ 
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O BIB é um delineamento conexo e balanceado. Assim, qual-

quer contraste l 1
T é estimável, e a variância de sua estimativa é dada 

por 

-se que

-

e dada por: 

= k Jl' Jla2 
ÀV 

Para o caso de contrastes elementares de tratamentos, tem-

V[i. - i. ,l = 
. l. . i 

2k 

ÀV 
ª2 , V- os pares ii 1 

A soma de quadrados de tratamentos, ajustada para blocos, 

SQT(aj.) = �'Q = 
Q

1 íl 1 Q = Q'ílQ
- ~ .... -

v· 

= � Q'Q = k 1 Q� 
1. ÀV - - ÀV i=l 

= Q' k I Q

2.2.4 - Eficiência 

A eficiência E de delineamentos em blocos incompletos co

nexos e equi-replicados,conforme 2.1.4, é dada por: 

v r  - b 
E <----

r(v-1) 

A igualdade vale quando e somente quando os auto-va1ores 

nao nulos de C são iguais, isto é, quando B
1 = 0

2 
= ••• = B = e, pois

. V-·l 

nesse caso a média harmônica H desses auto-valores é igual à média arit

mética, ou seja, 

v-1
H == � 

i=l 
e. /v-,l = ( v-1) 0/v-l = . e

i 

-

Se os auto-valores nao nulos de C sao 1.gua1.s, conforme teo 

rema 2.1.3.2, o delineamento conexo é dito balanceado e, portanto, o de-
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lineamento balanceado é o mais eficiente, dado que a igualdade para a ex 

pressão de E se verifica. 

Entre os delineamentos conexos, próprios e equi-replicados, 

o Único balanceado é o BIB e, portanto, o mais eficiente.

No caso de BIB, tem-se que: 

Tr[C] = vr(k-1)/k = (vrk-vr)k - (vrk-bk)/k = vr-b 

e tem-se, também, que Tr[C] = (v-1)8. Então, 

· 8 = (vr-b) /v-1.

Logo, conforme 2.1,4, 

E = H/r=(vr-b) /r(v-l)=[vr-(vr/k)] /r(v-1) = vr (k-1) /rk(v-1) 

= vA(v -l)/rk(v-1) = Av/rk 

Ou, também, como nos JHB, todos os contrastes elementares são estimados 

com a mesma precisão, tem-se que V= 2k cr2 • Então,
ÀV 

E= V-/v = 
r 

2 0'2 /r 

2 kcr2 /Av 
= Av/rk 

Da condição de balanceamento A(v-1) = r(k-1), tem-se que 

A/r=(k-1) /v,,._1. Portanto, 

À v (k- 1) /k 1 ·- 1/k E =  - - = v(k-l)/k(v-1) = --- = ---

r k (v-1)/v 1 � 1/v 

Nos blocos incompletos tem-se k < v, e então: 

1/k > 1/v ou -1/k < -1/v 

Logo: 1 - 1/k < l - 1/v. Desta forma, 

/ 1 -� 1/k E =  ÃV rk = ---- < 1
1 - 1/v 
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Ou seja, nos BIB a eficiência é sempre menor do que 1. Assim sendo, de

ve--se dar preferência aos planejamentos experimentais cuja eficiência 

E seja a mais próxima possível de 1. 

2.3 - Delineamentos em Blocos Incompletos Parcialmente Balanceados(PBIB) 

2.3.l - Caracterização 

Viu-se.anteriormente que o delineamento balanceado é o de 

lineamento mais eficiente dos delineamentos conexos em blocos incomple

tos. Entre os delineamentos equiblocos e equi-replicados,o BIB e·o Único 

balanceado e, portanto, o mais eficiente, devendo ser adotado sempre que 

possível, 

O BIB, no entanto, nem sempre é viável� pois pode nao ser 

estruturável, para determinadas dimensões ou exigir elevado número de re 

petições, tornando-se inexequível experimentalmente
! 

Para contornar essas situações, foram introduzidos por BQ 

SE e NAIR (1939) os blocos incompletos parcialmente balanceados (PBIB). 

Conforme os autores, um delineamento em blocos incompletos 

é parcialmente balanceado se ele satisfaz às seguintes co11diçÕes:

i) Os tratamentos são agrupados em E_ blocos de� p�rcelas, com dife

rentes tratamentos alocados em cada uma delas.

ii) Existem v tratamentos que ocorrem em r blocos.

iii) Em relação a qualquer tratamento, os demais podem ser divididos

em m grupos contendo, respectivamente, n1, n2, ... , nm tratamen

tos, tal que os tratamentos do i--êsimo grupo o corram juntos com

o dado tratamento em À. blocos. Os tratamentos do i--ésimo grupo
]. 

são chamados dei-ésimos associados do tratamento em questão e 
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o s  valores de n1, n2, .•• , nm, Ã1, Ã2, ••. , Ãm' sao independen

tes do tratamento considerado. 

iv) Se o tratamento A é i�ésimo associado de B, então o tratamento B

é i-ésimo associado de A. Se A e B sao i-ésimos associados, en

tão o numero de tratamentos comuns aos j-ésimos associados de A

e aos k-ésimos associados de B é pjk' e é independente do par de

- i tratamentos considerado. Tambem pjk =

sao chamados de parâmetros primários ou de primeiro :tipo, e os 

(i�j,k=l,2, •• ,,m) de parâmetros secundários ou de segundo tipo. 

i 

p ,, JK 

Tem-se 

2m+4 parâmetros do primeiro tipo e m2 (m+l) /2 parâmetros do segundo tipo, 

i i pois pjk = pkj.

Na definição original de BOSE e NAIR (1939), assumiu-se 

que todos os  parâmetros À· (i=l,2, ..• ,m) eram distintos, mas esta 
i 

res-

trição foi removida por NAIR e RAO (1942). 

2.3,2 - Relações entre os parâmetros do PBIB 

Segundo BOSE e NAIR (1939) no PBIB se verificam as rela

çoes entre os parâmetros enumeradas a seguir: 

i) Decorrente da definição de PBIB tem-se que vr = bk.

ii) Em relação a qualquer tratamento considerado, os restantes v-1

tratamentos estão em grupos de tamanhos n1, n2, ..• , nm. Então
m 
E 

i=l 
n . •  

iii) Um tratamento particular o corre em r blocos e em cada um desses

blocos ocorrem k-1 outros tratamentos, sendo, portanto, o trata

mento considerado membro de r(k-1) pares. Mas cada um dos n. tra
l. 

tamentos que sao i-ésimos associados do tratamento considerado,



ocorre com ele À· vezes. Daí decorre que 
l. 

m 
E n. Ã.

i=l 1. 1. 
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iv) Sejam A e B dois tratamentos que sao i-ésimos associados. Então

B está contido no grupo dos n. tratamentos que são i-ésimos as
l. 

sociados a A. Entre os restantes n. - 1 tratamentos deste grupo
l. 

existem exatamente p�k t ratamentos que são j-ésimos associados de

B. Portanto,

• • o + 

m 
E pik =

k=l 
n. 

l. 
- 1 .

Se i#j, entre os n. tratamentos que sao j-ésimos associados de A
J 

existem exatamente pjk tratamentos que são k-ésimos associados de

B. Assim

+ • • • +

m 

i E p.k = 
k=l J 

n. (ilj) . 

Juntando as duas relações, tem-se 

m 
E 

1 
1Pjk = n. -

k=l J 
se i=j 

= n.

.J , 
se ijj 

v) Seja o grupo G. dos n. tratamentos que sao i-ésirnos associados de
1. l. 

um determinado tratamento A e o grupo G. dos n, tratamentos que
J J 

são j-ésimos associados de A. Todo tratamento pertencente a G. 
l. 

terá·exatarnente pjk k-ésimos associados entre os tratamentos do

grupo G .• Todo tratamento pertencente a G. tem exatamente pJ

1
.k J J 

k-ésimos associados entre os tratamentos do grupo G .• Portanto,
l. 

o número de pares de k-ésimos associados que se pode formar, to-

-

mando um tratamento do grupo G. e outro do grupo G. e, por um la
l. J 

do 1 outro lado J Então, n. Pjk e por n. pik º 
l. J 

l. J 
11, Pjk 

= n. Pik . 

1. J
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Para BOSE e NAIR (1939), as relações (i) 
) 

(ii) e (iii) mos 

tram que somente 2m+l parâmetros do primeiro tipo são independentes e,ern 

função das relações (iv) e (v) somente m(m2 �1)/6 dos.parâmetros do seguE_ 

do tipo são independentes. Além disso, os parâmetros p
j
i 

k podem ser arran

jados em matrizes simétricas P. 
1 

(j,k)-ésimo elemento da matriz P .• 
1 

2.3.3 - Esquemas de associação

e o 

O conceito de esquema de associação representa uma regra 

fundamental na análise e classificação de delineamentos em PBIB. Este con 

ceito que aparece inerente na definição de BOSE e NAIR (1939) foi expli

citamente introduzido por BOSE e SHIMAMOTO (1952). 

DEFINIÇÃO 2,3.3.l [RAGHAVARAO, 1971] 

Dados v tratamentos, uma relação entre eles é dita um es

quema de associaçã.o com m classes, se satisfaz às seguintes condições: 

i) Quaisquer dois tratamentos são primeiros ou segundos ou 
.. 

.

m-esi

mos associados, sendo a relação de associação simétrica, isto é,

se o tratamento A é i-ésimo associado do tratamento B, então B é

i-ésimo associado de A.

ii) Cada tratamento tem n. i-ésimos associados, sendo n. independen-
1 1 

te do tratamento considerado.

iii) Se quaisquer dois tratamentos A e B são i-êsimos associados, en

tão o número de tratamentos os quais são j-ésimos associados de

1 A e k-ésimos associados de B é p.
1 

e é independente do par de
J <. 

i-ésimos associados A e B,
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l. 
Os valores v, ni (i=-<1,2, •.• ,m) e pjk (i,j,k=l,2, •.• ,m)são

chamados de parâmetros do esquema de associação. 

DEFINIÇAO 2,3.3.2 [RAGHAVARAO, 1971] 

Dado.um esquema de associação com� classes, tem-se um 

PBIB com r repetições e b blocos� se for possível arranjar os v tratamen 

tos em b blocos de maneira que: 

i) Cada bloco contenha k tratamentos distintos.

ii) Cada tratamento está contido em r blocos.

iii) Se dois tratamentos A e B são i-esimos associados, então eles 

ocorrem juntos em À• blocos, sendo À· independente do par dei-
l. ]. 

·-ésimos associados A e B (i=l,2, •.• ,m).

Os valores v, b, r, k, À. (i=l,2, ••• ,m) sao chamados àe 
l. 

parâmetros do delineamento. 

Se o esquema tem m classes de associados, o PBIB é denot� 

do por PBIB(m). Grande parte das pesquisas sobre esquemas de assoei� 

çao estão relacionadas com o s  PBIB com 2 classes de associados, isto e, 

com os PBIB(2). 

2.3.4 - Matrizes de Associação 

Conforme BOSE e MESNER (1959), SHAH (1959) e RAGH.AVARAO 

(1971), para um esquema de associação com m classes, pode-se definir m 

matrizes vxv da forma 

b i l. b i
11 

bl2 lv 

B. = (b i )
= 

aS 

b 
l. 

b l 

. . . b i 

vl v2 vv 
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onde: b
i 

= 1 se a e !3 sao i-ésimos associados; 
CI, !3 

= O em caso contrário. 

Observa-se que as matrizes li. (i=l,2,-.•• ,m) sao matrizes· 
l. 

simétricas, com totais de línnas e de colunas iguais a n .. É conveniente 
l. 

considerar que cada tratamento é seu zero-ésimo associado, e assim teru-

-se que

B = I 
O . V 

n = 1 
o 

o 
n. o .. p .• = 

l.J l. 1-J 
.. 

= P
J = pai l.O 

o ..
1.J 

- -

onde ó .. e o delta de Kronecker, isto e, ó .. = 1 se i=j e o .. = O se i/j.lJ lJ lJ 

por 

m 

E 

i=o 

n ..1

As relações entre os parâmetros do PBIB podem ser escritas 

bk = 

n.À, =
;!.. J,. 

p .. = 
Jk 

vr 

rk 
, 

k 
nk p ..

l.J 

m 

E n. = 

1.=0 

m 

E Pjk 
= n.

k=o J 

i , j , k=O , 1 , ... , m • 

As matrizes B
0

, B1, .. ,, Bm sao chamadas de matrizes de

associação do esquema de associação dos tratamentos. 

Dados dois tratamentos a e S, eles são zero-ésimos, pri-

meiros, segundos, ou, •. ,, m-ésimos associados e, portanto
1 

somente um 

dos elementos 
o b

l 

bm -

baS' o:13'
" • "' 51 a.S 

e

B + Bl 
+ . . . + B 

rn

igual a 1. 

m 
= E B. 

1 
)_::::Q 

= 

Desta forma, 

m 
+ C B = � C.B. = �, se

m m  1. 1. 
]_;:::Q 



24. 

e somente se, C
0 

- c1 = ••• = Cm = O. Então as funções lineares de B ,o 

461, ••• , Bm formam um espaço vetorial de dimensão m+l com base B
0

, B1, •.

·' . .  , B •m 

Dados dois tratamentos a e S, os quais são i-ésimos asso

ciados, o elemento <la a ... ésírna linha e S-ésima coluna de B.Bk pode ser in
. J 

-

terpretado como o número de tratamentos comuns com os j-ésimos associa-

dos de a e k-ésimos associados de S. Desta forma tem-se que 

B B o B 1 B rn B =j k = pjk o + pjk 1 + •
•• + pjk m 

1. 

p 'k B. '
J i 

j,k=0,l, •.• ,m. Isto significa que a operação de multiplicação é fechada 

n o  conjunto de funções lineares de B
0

, B1, 
. . .  '.

B • Além disso, a multim 

plicação das matrizes B. é comutativa e associativa. 
i 

Segundo BOSE e MESNER (1959) se N é a matriz de incidên-

cia do delineamento, então 

Como para delineamentos próprios e equireplicados 

C = r I ·- NN 1 /k = r B - NN ' /k ,o 

então, 

. . .  , 

C = rB o 
l [rB +

- 1Z o 
À.181 � ... +A B]

. m m· 
= r(k-Q_ B. 

o 

k 
••• -.....E!:B .. m 

De acordo com Sfü\H (1959), se existem as matrizes B
0

, B
1

,

B , tal que I, J e a matriz C de um deline amento conexo são combina 
Ul 

ço es lineares dessas matrizes, então existe uma solução T = ílQ do siste

ma de equações normais Cl = g, tal que a matriz íl é uma combinação li

near das matrizes B. (i=0,l, .•• ,m), isto é,íl = C B + c1h1 ...- •.• + C B 
i o o m rn 

e, também, ílC = Cíl = I - l J.· 
V 

Dado que as matrizes 1�l\ 1
, C e íl podEon: ser expressas corno 

co1nbinaç.Ões lin.eares das niatrizes Je associaç.ão B . ( i :,:Ü , 1. , ••• , m) , então ,
1. 
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conforme BOSE e MESNER (1959) e JOHN (1980), os seus auto-valores sao re 

í'ácionados e apresentam a mesma multiplicidade. Desta forma, se 0 e um 

~ - -1 auto-valor de C, entao ljJ = k(r-0) e um auto�valor de NN' e 0 , para 0/-0, 

é um auto-valor de Q. Alternativamente, pode-se expressar e em função de 

�, onde e =  (rk-1/J)/k. 

As raízes características de NN' e suas multiplicidades, 

para o caso de m=2, foram determinadas por CONNOR e CLATWORTHY (1954).As 

três raízes características de NN' sao: 

ip
0 

= rk 

'''
1.
· = r - _!_ { (À -À )[ -Y � (-1) 

i /K] +
'I' 2 · 1 2 

onde y e ll = Y2
. + 2S + 1. 

[2 .3.4.a] 

Sejam a.
0

, a1 e a.2 as multiplicidades das raízes caracte

·rÍsticas ip
0

, ip1 e ip2, respectivamente, de NN'. Se o delineamento é cone-

xo, então 1/J · é uma raiz simples e, portanto, a. == 1. As outras mul tipl_io o 

cidades satisfazem

e 

Resolvendo esse sistema de duas equaçoes, tem-se: 

a. = �---
2 

. 
i+ (-1) [2.3.4.b]. 

É interessante notar que as multiplicidades dependem so

mente dos parâmetros do esquema de associação com m classes e não dos p� 

râmetros do PBIB. Além disso, como as multiplicidade.s são números intei

ros, isto impõe uma condição necessária para a existência de algum esqu..::_ 

ma de associação com rn classes. 
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2.3.5 - Delineamentos em PBIB com duas classes de associados 

BOSE e SHIM.AMOTO (1952), dependendo da natureza. do esque-

ma de associação entre os tratamentos, classificam os PBIB com duas elas 

ses de associados em cinco diferentes tipos: grupo divisível, triangular, 

quadrado latino, cíclico e simples. A definição de cada tipo e os  respe� 

tivas esquemas de assoei.ação sao apresentados a seguir. 

2.3.5.l - Grupo divisivel (GD) 

Um PBIB(2) é chamado de grupo divisível (GD) se existem 

v = sn tratamentos, e estes podem ser divididos em� grupos de n :trata

mentos (s > 2 e n > 2), tal que quaisquer dois tratamentos do mesmo gru

po sao primeiros associados e dois tratamentos de gnlpos diferentes sao 

segundos associados, e cada tratamento pertence a um único dos s grupos. 

Para um GD facilmente se verifica que os  parâmetros do es 

quema de associação sao: 

nl = n-1
, 

n2 =

Pl
-

[n:2 

n(:-1) l e p2 

onde: n1 = número de primeiros associados, e 

n2 = numero de segundos associados.

�(s-1) 
' 

tl 
n-1 ]

n(s-2) 

Dois tratamentos que são i-ésimos associados aparecem ju� 

tos em Ài blocos (i=l,2). As desigualdades r > Àl' rk -· À2v _::. O, se ver_:Í_:

ficam, e os parâmetros do delineamento são relacionados de tal forma que 

A titulo de ilustraçio, se v=�,podem-se denotar os trata

mentos por 1, 2, ... , 8 e dividi-los nos quatro grupos seguintes: 
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1 5 2 6 3 7 e 4- 8

onde .s=4· e n=2. Nesse caso, o primeiro associado do tratam.ente 1 é o tra 

tamento 5 e os segundos associados sã.o os tratamentos 2, 3, 4, 6, 7 e 8. 

Desta forma, n1 = l, n2 = 6, P1 ; [� z] 
Um PBIB com base nesse esquema de associação pode se:r ob

tido, tomando-se como blocos a combinação dos grupos 2 a 2. Assim tem-se 

o delineamento

BLOCO l: 1 5 2 6 

BLOCO 2: 1 5 3 7 

BLOCO 3: 1 5 4 8 

BLOCO 4: 2 6 3 7 

BLOCO 5: 2 6 4 8 

BLOCO 6: 3 7 4 8 

com os parâmetros: b = 6, r = 3, k = 4, Àl = 3 e À
2 

= 1. 

As raízes características de NN', pelas relaç;es [2.3.4.a] 

e [2.3.4.b]� sio dadas por: 

lj, = rk o e 

com multiplicidades a0= l, a.1 = s-1 e a.2 = s(n--1). 

Dependendo dos valores das raízes características de NN' 

o GD foi subdivid_ido em 3 classes, conforme BOSE e CONNOR (1952):

i) Singular (S), se r - Àl = O, ou seja, se lJ,2 = O. 

ii) Semi�regular (SR), ser Àl > O e rk - v),.2 = O, ,ou seja, se

iii) Regular (R), se r - Àl > O e rk - vÀ2 > O, ou seja, se lJ,2 > O e

i/Jl > 
O.

Os autores mostram que um GD singular é sempre derivado de 

um BIB, substituindo cada tratamento por um grupo de n tratamentos, for-

• ~ 
mando, os grupos resultantes, o esquema de associaçao entre os tratamen-

tos. 
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2.3.5.2 - Triangular 

Um PBIB(2) é chamado triangular se o número de tratamen

tos é v = n(n-1)/2, e o esquema de associação está num arranjo de n li

nhas e� colunas, com as seguintes propriedades� 

i) As posições na diagonal principal são vazias.

ii) As n(n-1)/2 posições acima da diagonal principal sao preenchidas

pelos números 1, 2, ••• , n(n-1)/2, correspondendo aos tratamen-

tos.

iii) As n(n�l)/2 posições abaixo da diago nal principal

das de tal forma que o esquema seja simétrico.

são preenchi-

iv) Dois tratamentos que ocorrem na mesma linha ou coluna são pr1me2:_ 

ros associados, e segundos associados em caso contrário. 

nl =

p1 
=

Os parametros do esquema de associação são: 

2(n-2) 

t-
2 

n-3

n-3
l e

(n-3)(n-4)/2 

n
2 

= (n-2}(n-3)/2 ,

2(n-4) 
] 

(n-4)(n-5)/2 

Para n=S e, consequentemente, v=lü, o esquema de associa

ção triangular é dado por: 

1 2 3 4 

l 5 ó 7 

2 5 8 9 

3 6 8 10 

4 7 9 10 

Os pr1.me1.ros associados do tratamento 1, conforme as pro

priedades do esquema de associação, são os tratamentos 2, 3, lf, 5, 6 e 7 

e os segundos �ssocia<los são os tratamentos 8, 9 e 10. Desta forma, tem-
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-se n1 �] 
Um PBIB(2) com esquema de associação triangular é ,obtido 

considerando-se as linhas do arranjo como blocos. Assim, tem-se o deli-

neamento: 

BLOCO 1: 1 2 3 4 

BLOCO 2: 1 5 6 7 

BLOCO 3: 2 5 8 9 

BLOCO 4: 3 6 8 10 

BLOCO 5: 4 7 9 10 

com os parâmetros b = 5, r = 2, k_= 4, Àl = 1 e À 2 = O.

As raízes características da matriz de concordância NN', 

usando-se as relações [2.3.4.a] e [2.3.4.b], são d.adas por: 

ijio = rk

ijJ 1 = r + (n...4)À 1
- (n-3)Àz

iJi2 = r - 2Àl + À. 2

com multiplicidades a
0 

= 1, a1 = n-1 e a2 = n(n-3)/2.

BOSE e NAIR (1939) afirmam que um certo número de PBIB p� 

de. ser o btido pela dualização do BIB, isto é, tornando...,.se blocos ,como 

tratamentos e tratamentos como blocos. Para SHRIKHANDE (1952), o dual de 

um BIB com parâmetros v*, b*, r'�, k* e >,* será sempre parcialmente bala.n 

ceado nos seguintes casos: 

(a) À* = 1;

(b) r* = k, k* = k-2, À* = 2.

Segundo BOSE e SHIHAMOTO (1952), os PBIB referentes ao e� 

so (a) são os "singly linked block" (SLB), delineamentos criados por Yo_:: 

den em 1951, e os do caso (b) são do tipo triangular
) 

com parâmetros: 

v = k(k-1)/2 , b = (k-l)(k-2)/2 , r = k-2 , k-= k ,
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nl
= 2 (k-2) , 

n
2 

= (k-2)(k-3)/2 ;

[ k-2 k-
3 l [ 

2(:�4) 

2(k-4) l 
pl 

= e p2 
=

k-3 (k-3) (k,...6,) /2 (k-4)(k-5)/2 

KAGEYA1'1A (1982) afirma que para um PBIB(2) ser do tipo 

triangular deve-se ter n :::_ 5, pois se n = 2 ou 3, o delineamento degene

ra para um delineamento com somente uma classe de associados, e para n= 4 

é um GD. 

JOHN (1980) também afirma que, no caso de n = 4, o esque-

ma triangular torna-se um GD, invertendo-se as classes de tratamentos a� 

saciados, isto é, os  primeiros tomam-se como segundos e os segundos como 

primeiros, e então s = 3 e n = 2. 

Os parâmetros do esquema de associação triangular determi 

nam de forma Única o esquema de associação quando n.f. 8, conforme foipr� 

vado por .CONNOR (1958), SHRIKH.ANDE (1959) e HOFFMAN (1960). Se n = 8 ,exi� 

tem três outros possíveis esquemas de associação, com os parametros do 

esquema de assoei.ação triangular, conhecidos como esquemas de associação 

pseudotriangular, os quais foram provados pon SEIDEN (1966). 

2.3.5.3 - Tipo quadrado latino 

Um PBIB(2) é chamado tipo quadrado latino com 1. restri-

çoes� denotado por L., se os v = s2 tratamentos satisfazem ao seguinte 
]. 

esquema de associação: 

i) Os s2 tratamentos são arranjados em quadrados sxs e i-2 quadrados

latinos mutuamente ortogonais são sobrepostos.

ii) Dois tratamentos são primeiros associados se e somente se eles

oéorrem na mesma linha ou coluna do arranjo, ou nas posições ocu



padas pela mesma letra em qualquer dos quadrados latinos. 

contrário, eles são segundos associados. 

Os parâmetros do esquema de associação são dados por: 

nl 
= i(s-1) � n2 = (s-i+l)(s-1) ? 

[
i2 --3i+s (i-1) (s-i+l) ] 

Pl 
=

(i-1) (s-i+l) (s-i) (s-i+l) 

[ 
i(i-1) H•-il l 

Pz = 
i(s-i) (s ... i)2 + (i-2) 
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Caso 

As raízes características de NN' no presente caso, de 

acordo com as relações [2.3.4.a] e [2.3.4.b], são dadas por: 

1/Jo 
= rk

t/.11 
= r + (s-i)À.1

- (s-�+l)À2

1/J2 = r - iÀl -r (i-l)Àz 

com multiplicidades a
0 

= 1, a1 = i(s-1) e a2 = (s-i+l) (s-1).

Para i=2 tem-se o esquema simples 12, onde, nesse caso,

dois tratamentos são primeiros associados se eles ocorrem na mesma·linha 

ou coluna do arranjo e segundos associados em caso contrário. O delinea

mento com esquema L2, onde v = s2 e s = k, cou1 2 repetições, tomando-se

as linhas e as·colunas do esquema básico como blocos, para as duas repe-

tições, respectivamente, é conhecido como reticulado quadrado simples, e 

é comumente usado na experimentação agrícola, especialmente quando o nú

mero de tratamentos é grande. 

Assim� considerando v = s2 
= 16, com i=2, tem-se o esque

ma de associação 12 dado por:
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1 2 3 4 

5 6 7 

10 11 12 

13 14 15 16 

Os parâmetros do esquema de associação, nesse caso, são: 

nl 
= 6 , n2 = 9 , pl = [� :] j p = 

[2 
:] 2 4 

Um PBIB(2) com esse esquema de associação e gerado toman

do-se as linhas para a primeira repetição e as colunas para a segunda re 

petição, como blocos, ou seja: 

REPETIÇÃO I 

BLOCO 1: l 2 3 4 

BLOCO 2: 5 6 7 8 

BLOCO 3: 9 10 11 12 

BLOCO 4: 13 14 15 16 

REPETIÇÃO II 

BLOCO 5: 1 

BLOCO 6; 2 

BLOCO 7: 3 

BLOCO 8: 4 

5 9 13 

6 10 14 

7 11 15 

8 12 16 

Esse delineamento é conhecido como reticulado quadrado sim 

ples, cujos parametros sao: b = 8, r = 2, k = 4, Àl = 1 e À2 = O.

Segundo KAGEYAMA (1982), a condição necessária e suficie_!: 

te para se obter um esquema 
� 

do tipo Li e que 2 .::_ i .::_ s-1, pois, quando

i = s+l, o delineamento será um BIB, e quando i = s, o delineamento tam

bém será do tipo GD. 

2.3.5.4 - Ciclico 

Um PBIB(2) é chamado cíclico se o conjunto de primeiros 

associados do i-és:i.mo ·tratamento é (i+d1, i+d2, ..• , i+dnl) módulo v, on

de os d elementos satisfazem às condições seg11Íntes: 
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i) Os d elementos são todos diferentes e O <\�< v, para j=l,2, ••.

. • . , nl.

ii) Entre as n1(n1-1) diferenças dj - dj, (j,j'�l,2, ••• ,n1; j�j') r�

<luzidas a módulo v, cada um dos elementos d1, <l2, ... , dnl 
ocor-

rem a vezes, enquanto que 

ocorrem S vezes, sendo os 

cada um dos elementos e1, e?, ••. , e - n2
elementos e. todos diferentes, O< e. <v

J . J 
e {e1, e2,

iii) O conjunto

... , en/ = { 1, 2, 3, •.• , v-1} � { a1, d
2

,

D = { d1 , d2, ••• , d } é tal que. nl 
D= {-d1, -d2, •••. , -dn/ •

. . . , 

É necessário que n1a + n2S,,;, n1(n
1
-1), onde a= pt1 

e S =

= pf
1

• O conjunto dos primeiros associados do tratamento i é definido có 

mo (i+d1, i+d2; •.• , i+dn1
)(módulo v) e o conjunto dos segundos associa

dos como (i + e1 + e2, ••• , i+en )(módulo v).

As matrizes P., i=l,2, nesse caso são dadas por: 
l. 

a 

n -a-1 
1 

e 
n -S 

1 

Segundo RAGHAVARAO (1971), todos os esquemas de associa

çao cíclicos têm parâmetros dados por: 

v = 4-t+l
, 

: l e 

As raízes características de NN', pelas relações [2.3.4.a] 

e (2.3.4.b], sio dadas por: 

i/Jo 
= rk 

Ãl 
e /v - 1) 

>..2 
i/1 1 

= r +- ---(/v+ l)2 2 

i/12 
Àl ( 1v + 1) Ã2 

<lv- 1>= r - --
·-y 2 
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com multiplicidades a
0 

= 1, a1 = 2t e a2 = 2t.

JOHN (1971) apresenta uma ilustração de PBIB(2) do tipo 

cíclico, considerando os parâmetros v = 5, b = 5, r � 3, k = 3, Àl = 2, 

Àz = 1, n1 = n2 = 2, a =  O, S = 1. O esquema de associação e dado por

d1 = 1 e d2 = 4. Assim os primeiros associados do: tr:atamentd 2 sao 

2+1 = 3 (módulo 5) e 2+4 = 1 (módulo 5). Desta forma, tem-se o plano: 

BLOCO 1: O 

BLOCO 2: 1 

BLOCO 3; 2 

1 

2 

3 

2 

3 

4 

BLOCO 4: 3 

BLOCO 5: 4 

Um PBIB(2) e chamado simples se: 

ou 

4 

o

o 

1

Desde que o caso (b) pode ser transformado no caso (a), m� 

dando a designação de primeiros e segundos associados, o caso (a) é toma

do como padrão. 

Um PBIB(2) do tipo simples pode ser gerado pelos outros ,ti 

pos de PBIB(2), isto é, GD, Triangular, L. ou cíclicos. 
. i 

Tabelas de PBIB(2) foram preparadas por BOSE, CLATWORTHY e 

SHRIKHANDE (1954), e estendidas por Clatworthy (1956 e 1973), conforme ci_ 

tação de JOHN (1980). JOHN (1966) apresenta tabelas para o caso de PBIB(2) 

com esquema de associação cíclico. 

Segundo RAGAVARAO (1971), os esquemas de associação com 

m=2, que nao foram cobertos por BOSE e SHIMANOTO (1952), ficam em duas c� 

tegorias. A primeira contêm os esquemas de associação pseudo-triangular, 

pseudo-quadrado latino e pseudo-cíclico. A outra categoria difere de qua.!_ 
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quer dos esquemas de associação classificados por BOSE e SHIMAHOTO(l952) 

e, em geral, não satisfazem Àl = O ou Àz = O, nao sendo, portanto, do ti

po simples. 

2.3.6 - Delineamentos em PBIB com mais de duas classes de as

sociados 

A idéia de PBIB com duas classes de tratamentos associa-

dos pode ser estendida para esquemas de associação e delineamentos com m 

classes de associados (m > 2), muito embora, na prática, os PBIB(2) se-

jam os mais utilizados e muito pouco comum o uso de delineamentos 

com mais do que três classes de associados. 

2.3.6.l - Esquema de associação retangul�r 

O esquema de associação retangular, introduzido por VAR-

TAK (1955), é um esquema com três classes de associados. Sejam v = mn tra 

tamentos arranjados em um retângulo de� linhas e�- colunas. Dois trata

mentos são primeiros associados se eles aparecem na mesma linha do arra.!!_ 

jo, segundos associados se eles aparecem na mesma coluna e terceiros as

sociados em caso contrário. 

nl

Para este esquema de associação, tem-se: 

= n-1 

pl 
·=

, 

n-2

o 

o 

o 

o 

n-1

n2 
= m-1

, 

o 

o 

m-1

o

m-2

o 

n3 
= (m-l)(n-1.)

o 

m-1

(m-1) (n-2) 

n-1

o 

(m-2) (n-1) 



As 

(1971), sao dadas 

1/Jo 

1/J1 

1/J 2

1/J3  

o 

1 

n-2 

1 

o 

m-2

n-2

m-2

(m-2) (n-2) 

.. características de NN', ra1.zes 

por: 

= rk 

= r - Àl + 
(m-1) (À2-À3)

= r - À2 + (n-1) (À 1-À)

= r - À -1 À2 + À.3

36. 

conforme RAGHAVARAO 

com multiplicidades a
0

= 1, a1
= n-1, a2

= m-1 e a3 = (m-l)(n-1).

JOHN (1980), corno i lustração do esquema de associação re

tangular, considera o caso de v=l2, m=4 e n=3. Nesse caso tem-se o arran 

jo: 

1 

4 

7 

10 

2 

5 

8 

11 

3 

6 

9 

12 

onde, em relação ao tratamento 1, os tratamentos 2 e 3 sao primeiros as-

sociados, 4, 7 e 10 são segundos associados 

terceiros associados. 

e 5, 6, 8, 9, 11 e 12 sao 

Segundo o autor, um PBIB(3) com esse esquema de associa

ção é obtido constituindo o i-ésimo bloco dos seis tratamentos que sao 

terceiros associados do i-ésimo tratamento. Assim, terros o delineamento: 



BLOCO 1: 5 6 8 9 u 12

BLOCO 2: 4 6 7 9 10 12 

BLOCO 3: 4 5 7 8 10 11 

BLOCO 4: 2 3 8 9 11 12 

BLOCO 5: .1 3 7 9 10 12 

BLOCO 6: 1 2 7 8 10 11 

com os parâmetros: r = k = 6, b = 12, 

2.3.6.2 - Esquema de 

O esquema de . -

associaçao 

BLOCO 7: 2 3 5 6 

BLOCO 8: 1 3 4 6 

BLOCO 9: 1 2 4 5 

BLOCO 10: 2 3 5 6 

BLOCO 11: 1 3 4 6 

BLOCO 12: 1 2 4 5 

Àl = 3, Àz = 4 e À3 
= 2.

associação cubico 

cúbico foi introduzido por 

VARA.O e CHANDRASEKRARARAO (1964), e constitui um esquema com tres 

37. 

11 12 

10 12 

10 11 

8 9 

7 9 

7 8 

RAGHA-

elas-

ses de associados. Existem v = s3 tratamentos denotados pela tripla (x1,

x
2

, x3), onde xi = 0,1, •.• ,s-l. Dois tratamentos são primeiros associa

dos se eles têm duas coordenadas em comum, segundos associados se eles 

têm uma e terceiros as·sociados se t odas as coordenadas diferem. Assim,p� 

ra s=3, v=27, o tratamento 000 tem seis primeiros associados: 001, 002, 

010, 020, 100 e 200; doze segundos associados: 0ll, 012, 021, 022, 101, 

102, 110, 120, 201, 202, 210 e 220; e oito terceiros associados: 111, 

112, 121, 122, 211, 212, 221 e 222. 

Para o esquema de associação cúbico tem-se: 

nl = 3(s--1) ' n2 = 3(s-1)2
' 

�
n3 = (s-1)3 

; 

s-2 2 (s-1) o 

P
l 

= 2(s-l) 2 (s--1) (s-2) (s-1)2 
' 

o (s-1)2 (s-1) 2 (s-2)



2 

2 (s-2) 

(s-1) 

o 

3 

3(s-2) 

2(s-2) (s-1) 

2(s-l)+(s-2)2 2(s-l)(s-2) 

2(s-l)(s-2) (s-l)(s-2)2 

3 3(s....Z) 

6 (s-2) 3 (s-2) 2 

3 ( s-2) 2 ( s-2) 3 

As raízes características de NN 1 são dadas por: 

ip = rk
o 

ip1 = r(2s-3)À1 + (s-l)(s-3)À2 � (s-1) 2 À3

ip2 = r + (s-3)À1 - (2s-3)À2 + (s-l)À3

ip3 - r - 3Àl + 3À2 - A3

3b. 

com multiplicidades a
0 

= 1, a1 = 3(s-l) = n1, a
2 

= 3(s-1)2 = n2 e a3 =

= (s-1)3 
= n3.

2.3.6.3 - Grupo divis1vel com m classes de associados 

Este esquema de associação foi introduzido por ROY (1953-

1954) e considerado, posteriormente, por RAGHAVARAO (1960). 

No caso de m=3,dividem-se os v = N1N2N3 tratamentos em N1

grupos de N2N3 tratamentos cada, e então divide-se cada grupo em N2 sub

grupos de N3 tratamentos. Dois tratamentos são primeiros associados se

eles estão no mesmo sub-grupo, segundos associados se eles estão no mes

mo grupo, mas em sub-grupos diferentes, e terceiros associados em caso 

contrário. 

Nesse caso, os parâmetros do esquema de associação são da 

dos por: 



n.1 
= N3-l nz = N/N2-l) n3 

= Ni1'13 0\-1)

N3-z o o 

Pl
= o n2 o , 

o o n3

o nl o 

Pz :::, nl N3 (N2-2 ) o , 

o o n
3 

o o n
l 

p3 
= o o n

z 

nl n2 (N1-2)H2N3

As raízes características de NN' são dadas por: 

ijJ = rk 

i/J1 
= r - À3 + 

(À1-À3)nl + (Àz-À3)n2

1/Jz = r - Àz + (Àl -Àz )nl

i/J3 
= r - À 1

Para m .. classes de associados tem-se que: 

''' • = (r - .:>.. • 1) + (Ã 1 - À • 1)n1 + .•• + Ü . - À • 1)n . -r 1. m-1+. m-1.+ m-1 m-1+ m-1.

i=l,2, ••. ,m, com multiplicidade ªi = N1N2 ••• Ni_1(Ni-l).

39. 

Esse esquema de associação GD param classes de associa

dos constitui o chamado grupo divisível generalizado (GGD/m-PBIB). Uma 

outra idéia de GD com três classes de associados é apresentada por VAR

TA.K (1959) e estendida por HINKELMAi�N e KEMPTHORNE (1963). Essa extensão 

é conhecida como grupo divisível estendido (EGD/m-PBIB). HINKELMANN(l964) 
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investiga com detalhes os (EGD/m-PBIB). 

Out·ros esquemas de associação para m 2. 3 encontram-se de� 

critos na bibliografia, tal como em RAGHAVARA.O (1971), esquemas estes,na 

maioria das vezes sem nenhum interesse prático. 

2.3.7 -· Delineamentos em reticulados ( 11lattices 11

) 

Segundo NAIR (1944), os del_ineamentos em PBIB, conforll).e o 

mesmo princípio empregado nos BIB, podem ser classificados em dois tipos: 

i) "Resolvable Design": os blocos podem ser agrupados 

çoes. 

.em !epeti-

ii) "Non-resolvable Design": os blocos não podem ser agrupados em 

repetições. 

Os delineamentos do caso (i) formam importante classe de 

PBIB, dentre os quais se destacam os reticulados quadra.dos, os reticula

dos cÜbicos (NAIR e RAO, 1942) e alguns . d0s retiçulados _retangulares 

(NAIR, 1951 e 1952). 

2.3.7.l - Reticulaáos quadrados 

Os reticulados quadrados ("square lattices") foram intro

duzidos por YATES (1936a), e constituem delineamentos que permitem dis

por um nÜmero de v = k2 tratamentos em blocos de k unidades. Verifica-se 

portanto, que o número de tratamentos tem que ser um quadrado perfeito. 

Nos reticulados quadrados os tratamentos de um bloco em urna repetição se 

distribuem em blocos diferentes nas outras repetições, e essas repeti-

çÕes são chamadas de repet içÕes ortogonais. Assim, se k for número primo 

ou potência de nl.Ímero primo, têm-se k+l repetições ortogonais. O conjun

t o  de todas as k+.l repetições constitui o reticulado quadrado balanceado. 
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COCHRAN e COX (1957) classificam os reticulados quadrados 

nos seguintes cinco diferentes tipos; 

i) Reticulado simples (11simple lat tice") ou reticulado duplo ("dou-

ble lattice"): quando são utilizadas as dmts primeiras 

çoes do reticulado balanceado,

repeti-

ii) Reticulado triplo ou tríplice (1
1triple lattice"): quando usam-se 

as três primeiras repetições do esquema balanceado. 

iii) Reticulado quádruplo ("quadruple lattice"): quando são usadas as

quatro primeiras repetições do esquema balanceado ou quando du

plica-se o reticulado simples.

iv) Reticulado quíntuplo ("quintuple lattice"): quando sao usadas as

cinco primeiras repetições do esquema balanceado.

v) Maior número de repetições: para maior número de repetições, os

autores fazem as seguintes recomendações:

• seis repetições; usar o reticulado tríplice duas vezes;

oito repetições: usar o reticulado simples quatro vezes ou o

reticulado quádruplo duas vezes; 

• nove repetições: usar o reticulado tríplice três vezes;

dez repetições: usar o reticulado simples cinco vezes ou o re

ticulado quíntuplo duas vezes. 

RAGHAVARAO (1971) afirma que os reticulados quadrados sao 

PBIB(2) do tipo quadrado latino com i restrições, isto é, do tipo Lpcoin

parâmetros usuais do esquema de associação dados em 2.3.5.3. Desta forma, 

se i=2, tem-se o reticulado simples ou duplo, se i=3, o reticulado trí

plice ou triplo, se i=4, o reticulado quidruplo, e assim sucessivamente. 

Se o esquema básico é repetido n vezes tem-se um delineamento com os pa-
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râmetros: v = s, b = nsi, r = ni, k = s, Àl = n e À2 = O. 

2.3.7.2 - Reticulado cúbico 

Conforme RAGHAVARAO (1971), um reticulado tri-dimensíonal 

ou reticulado cúbico tem v = s3 tratamentos arranjados nos pontos de um 

cubo sxsxs. Uma repetição de s2 conjuntos de tamanho s é obtida tomando

-se uma linha paralela para cada uma das direções possíveis. Pode-se fa

cilmente verificar que tal arranjo é um PBIB(3), com esquema de associa

çao cúbico, conforme descrição dada em 2.3.6.2, cujos parâmetros são da

dos por: V =  s3 , b = 3s2 , r = 3, k = s, nl = 3(s-1), n2 = 3(s-1)2 , n3 =

= (s-1)3, Àl = 1 e À2 = A3 = O.

2.3.7.3 - Reticulado retangular simples 

Segundo HARSHBARGER (1949), no reticulado retangular sim

ples tem-se v = p(p-1) tratamentos identificados pelo par. (x,y) (x-1-y; 

x,y=l,2, ..• ,p). Os tratamentos com o mesmo valor para x formam o x-ésimo 

bloco da.primeira repetição, e todos os tratamentos com o mesmo valor pa 

ra y formam o y-ésimo bloco da segunda repetição. 

NAIR (1951) mostra que, se p � 4 o reticulado retangular 

simples forma.um PBIB(4), com os parâmetros: v == p(p-1), k. = p-1, r = 2, 

b = 2 p, Àl = 1, À2 = À3 = À4 = O,

nl = 2(p-2)
, 

n2 = (p-2) (p-3) 
J 

n3 = 2 (p--2) 114 = 1 , 

p-3 p-3 1 o 

p-3 (p-3) (p-4) p-3 o 

Pl =
l p-3 p-3 1 

o o l o
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2 2(p-4) 2 o 

2(p-4) (p-4) (p-5) 2 (p-4) 1 
P
z 

= 

2 2(p-4) 2 o 

o 1 o o 

l p-3 p-3 1 

p-3 (p-3)(p-4) p-3 o 

p3 = 
p-3 p-3 1 o 

1 o o o 

o o 2(p-2) o 

o (p-2) (p-3) o 

P
4

= 

2 (p-2) o o o 

o o o o 

2.3.7.4 - Reticulado retangular triplice 

No caso do reticulado retangular tríplice, tem-se, confoE_ 

me HARSHBARGER (1949), v = p(p-1) tratamentos e cada tratamento pode ser 

identificado pela tripla ordenada (x,y,z) (x-::/=y, x-::/=z, y-::/=z; x,y,z=l,2, •... 

••• ,p). Os tratamentos com o mesmo valor para x formam o x-ésimo 

da primeira repetição, os tratamentos com o mesmo valor para y 

bloco 

formam 

o y-ésimo bloco da segunda repetição e os tratamentos com o mesmo valor

z formam o z-ésimo bloco da terceira repetição. 

NAIR (1951) mostra que o reticulado retangular tríplice é 

um PBIB(2) com os parâmetros: v = 6, b = 9, r = 3, k = 2, Àl = 1, Àz = 0 1 

nl
= 3, n2 = 2,

pl 2 
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quando p=3, e PBIB(3) com os parâmetros: V = b = 12, r = k = 3, Àl 
= 1,

%;;--

À
.z 

= 

À
3 

= o, nl 
= 6, n2 

= 3, n3 
= 2'

2 2 1 

l 
4 o 2 3 3 o 

pl 
= 2 o 1 P

z 
= o 2 o

p3 
= 3 o o 

J
, , , 

1 1 o 2 o 2 o o 1

quando p=4, mas 
- -

PBIB para p > 5. nao sao 

2.3.8 - Construção de PBIB 

A bibliografia sobre construção de PBIB é vasta, princi

palmente para o caso de duas classes de associados, onde são de especial 

interesse as tabelas de BOSE, CLATWORTIIY e SHRIKHANDE (1954) para r .::_ 10 

e k .::_ 10, e a versao revisada e estendida destas tabelas, publicada por 

Clatworthy (1973), conforme citação de JOHN (1980). Para PBIB(2), com e� 

quema de associação cíclico, JOHN (1966) apresenta inúmeros planos expe

rimentais para r <  10 e 5 < v < 15. 

-Vários métodos de construção de PBIB são citados pela bi

bliografia, dentre os quais tem-se! eliminação de tratamentos de um BIB

conhecido, dualização do BIB, configurações geométricas, geometria fini

ta, método das diferenças, etc. Excelentes revisões sobre os diferentes 

métodos de construção de PBIB aparecem em RAGHAVARAO (1971), JOHN (1971 

e 1980), RAliOS (1975), e especialmente em BARBOSA (1986). 

2.3.9 - Anãlise Intrablocos 

A análise intrablocos para PBIB segue o procedimento usual 

da análise intrablocos de experimentos em blocos incompletos. Sabe-se que 

o sistema de equações normais, eliminando-se o efeito de blocos, é dado
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por 

C-r = Q 

onde, e = rl - NN' /k, sendo 

r 
À.12 . . . >..lv 

À.12 r 
NN' 

2v 

À · lv r 

Portanto, no caso de PBIB, C é uma matriz singular de di

mensao v e característica v-1, constituída dos elementos 

ir(k-1)/k 
, 

se i=i' 
c .. 

'1l. 
-À •• ,/k i�i' , se 

·L l.l. 

O vetor de totais ajustados de tratamentos g tem a mesma 

representação do caso de BIB, ou seja; é constituído pelos elementos q.
]. 

1 (i=l,2, .•. ,v), dados por Qi 
=Ti� k Ai' sendo Ti o total do tratamento

i e A. é a soma dos totais dos blocos que contêm o tratamento i. 
1 

Para os PBIB(2), impondo-se a restrição L •· = O, BOSE e
l. 

NAIR (1939) apresentam a seguinte expressão para 

ii =: {B22Qi - B12 8 1 (Qi)}
1 

1' • : 
l. 

i=l,2, ..• ,v, 

onde s1(Qi) é a soma dos Q's correspondentes aos n1 tratamentos que

os primeiros associados do i-ésimo tratamento; 

Al2 
= r(k-1) + Àz; A22 (Àz->..1)-- P12 ;

B 12 
= Àz-À1; 

B 22 
- r(k-1) + >..2 ;. (Àz->,1) <Pt1

2 ) • - Pn ,
õl 

= Al2B22 A22Bl2'

sao 
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Se n1 > n
2

, a expressao mais conveniente para Ti' segundo

os autores e: 

;i =: [B
21Qi - B11S

2
( Qi)] '

2 

onde: s
2

(Qi) é a soma dos Q's correspondentes aos n
2 

tratamentos que sao 

segundos associados do i-ésimo tratamento; 

All
= 

A
21 = 

Bll =

B
21 =

6
2 

= 

r (k-1) + À1; 

(Àl-À
2

) pl •
12 '

Àl - Àz; 

r (k-1) + Àl + (Àl-À
2

) (p�2 
- ph); 

AllB21 - A21Bll.

A solução dada por BOSE e SHIJ:v.lAMOTO (1952) é: 

�- = 
·1. 

1 [ (k-Cz)Q. + (Cl-C
2

) S l(Q.)]
r ( k-1) 1 1 

onde: c1 
= :/:J. [Àl (rk-r+À

2
) + (À1-À

2
) (À

2 Piz - \ P�2)];

1 Cz = 
k!:J. 

[Àz (rk-r+Àl) + (À1-Àz)<À
2 

ph-À1pfi)J;

k2f'i = { (rk-r+À1) (rk-r+À2) + (À1-À2) [r(k-1) (ptz - Pfz) + ÀzPtz - Àl Pfz]

RAO (1947) apresenta expressoes semelhantes às de BOSE e 

NAIR (1939), com a diferença que define S.(Q.) (i=l,2 ..• ,v; j=l,2�···,m) 
J 1. 

representando a soma dos Q' s para o i-ésimo tratamento e seus j-ésimos a� 

sociados. Com isto, T. é 1. 

para o caso de n1 � n2, e

dado por: 
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Para duas classes de associados, a dedução das expressoes 

de T. é encontrada com detalhes em RAMOS (1975), para o método de BOSE e 
. l. 

SHIMAMOTO (1952), e em BARBOSA (1986) para o método de BOSE e NAIR (1939). 

OLIVEIRA (1985) deduz expressões para a estimativa dos efeitos de trata

mentos, na análise intrablocos, para 2 e m  classes de associados, no ca-

so de PBIB com tratamentos comuns. 

Para PBIB(3), as expressoes para a estimação dos efeitos 

de tratamentos sao apresentadas por BOSE e NAIR (1939), RAO (1947) e NAIR 

(1952), apresentando também o Último autor, expressões para quatro clas

ses de associados (m=4). Para o caso geral (m classes de associados) CHA 

KRABARTI (1962) considera, para o s-ésimo tratamento, a seeuinte igual.da 

dr.,
• 

-·

r(k-1) !s = kQ +
s 

m 
í: 

j=l 
s. (Q )J s 

m 
í: 

i=l 
À,f .• 

l. l.J

onde: S.(Q) é a soma dos Q's correspondentes aos n. tratamentos que são
J s J 

j�ésimos associados do s-ésimo tratamento; e 

f .. satisfaz à expressao: 
l.J 

S.(�) = t.1s
1

(Q )+f.
2

s2(Q )+ ••• +f. S (Q)
1. _ s i s 1. s 1.m m s 

i=l ,2, ... ,m. 

Conforme JOHN (1980), uma solução do sistema Ci = Q e da-

da por 

1" = ílQ, 

onde íl é uma inversa generalizada simétrica de C. Desde que C é uma com

binação linear das matrizes de associação B., definidas em 2 .3 .4, e como 
]. 

-1 
íl = (C + aJ) , pode-se escrever:

íl = W B 
o o 

+ 
m 
í: 

i=l 
W.B. 

l l.



e então, 

"s 
== w Q + 

o s

m 
í: 

i=l 
W.S.(Q)

l. 1. s 

Para a análise intrablocos de reticulados, NAIR 
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(1952) 

segue o esquema usual de ensaios em PBIB. Esse procedimento, no entanto, 

segundo GOMES (1954), não é de todo satisfatório, uma vez que as condi-

çÕes particulares de organização dos reticulados permitem estabelecer mé 

todos mais simplificados de análise, 

A soma de quadrados de tratamentos ajustada para blocos, 

no caso de PBIB, é obtida através da expressao usual para delineamentos 

em blocos incompletos, isto é: 

V 

SQT(aj.) = =ê 'Q = í: =r.Q. 
i=l 

. 1. ). 

2.3.10 - Estimabilidade 

A matriz C dos ensaios em PBIB tem característica. v-1 , 

diante disso; geralmente,_ os PBIJ} são delineamentos conexos e, portanto, 

os contrastes entre tratamentos são estimáveis. 

KAGEYAMA (1982) apresenta, para PBIB, uma regra prática 

com base nos parâmetros do delineamento, para verificar se o delineamen-

to 
. 

qual consiste no seguinte; condições conexo, a as necessar1.as e su-

ficientes para que um PBIB(2) seJa conexo sao: 

i) Se .\1 
> À2 ' À2 e 2 

Pu 
nao devem ser ao mesmo tempo nulos;

ii) Se �'-i < À2' Àl e l 

P22 nao devem ser ao mesmo tempo nulos.

Com base nessas condições, o autor afirma que os PBIB(2) 

do tipo triangular� quadrado latino, cíclicos e GD com ),1 < À2 sao sem

pre conexos, enquanto que os GD com Àl > Àz serao conexos se e somente
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se, Àz " o. 

A variância da diferença entre os efeitos estimados de 

dois tratamentos, isto é, V[i. -i. ,], nos PBIB(2), conforme BOSE e NAIR
. J. . l. 

(1939), RAO (1947) e NAIR (1952), é dada por: 

V[i=. -i=.i] = 2k B21 cr2 /t:,
1 

, se i e i' são primeiros associados;
. J. . l. 

- 2k B22 0
2 /1::,2 , se 1 e i' sao segundos associados�

Segundo BOSE e NAIR (1939), como há vn/2 comparações en

tre primeiros associados e vn2/2 comparações entre segundos associados, 

então a variância média de todas as comparações é dada por 

v = 

2ko2 [ (v-l)B21 + n2B1 1]

(v-1 ) li 

Para BOSE e SHIMAMOTO (1952), V[T. - T.,] é dada por 
. l. . l. 

V[�.-,:.iJ = 2/r [ (k-C1)/{k-U]a2 ,- se 1 e i' sao primeiros associa
. l. . 1. 

TI (1962), por: 

dos; 

= 2/r [ (k ... c2)/ (!.<-1)] a2 
, se 1. e i' sao segundos associa-

dos. 

Para PBIB(m), V[T. - T. ,] é dada, de acordo com CHAKKABAR
. l. . l. 

V[i=. - ;_:. i] = 2cr2/[r(k-l) ] [k -
. l. - l. 
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2.3.11 - Eficiência 

Para PBIB(2), no que se refere à variância de contrastes 

elementares de tratamentos, tem-se, conforme 2.3.10, uma variância 

primeiros associados, uma para segundos associados, e uma variância 

para 

me-

dia. Desta forma, em PBIB(2) têm-se três expressões para eficiência, is

to é, uma eficiência para primeiros associados (E1), uma para segundos

associados (E2) e uma efici�ncia média ou eficiência do delineamento (E),

obtidas a partir da definição de eficiência dada em 2.1.4. 

A eficiência dos PBIB(2) em relação aos blocos casualiza 

os é definida por BOSE e NAIR (1939), como sendo: 

mostra que 

(v-1) �2 E = ---------- -
(v-1) �1

rk[(v-l)B21 + n2B11]

Seguindo a solução de BOSE e SHIMAMOTO (1952), RAMOS(l975) 

El = (k-·l) / (k-C1)

Ez = (k-1)/(k-Cz) 

sendo c1 e c2 dadas pelas expressoes apresentadas em 2.3.9� e a eficiên

cia do delineamento é dada por: 

E = 

BARBOSA (1986), seguindo a solução de BOSE e NAIR (1939), 

mostra: que; 

e 

e 
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2.3.12 - Decomposição da soma de quadrados de tratamentos 

HOFFMANN (1975) apresenta um método baseado em transforma 

çoes lineares ortogonais, para a decomposição da soma de quadrados de 

tratamentos. Uma matriz ortogonal (D) é uma matri-z quadrada, cuja inver

sa é igual a sua transposta, e então 

D'D = DD' = I. 

Da relação DD' = I, conclui-se que as linhas de uma ma

triz ortogonal são ortogonais entre si e são vetores unitários, ou seja, 

vetores ortonormais, onde 

r d .d .. = O , para hlj, 
1 

7u Jl. e 
2 

r dhi = 1 •

Da relação D'D = I, conclui-se ainda que as mesmas condi

çoes sao válidas também para as colunas-de uma matriz ortogonal. 

Uma importante propriedade das matrizes ortogonais é que, 

quando são utilizadas para definir uma transformação linear de uma variá 

vel, a soma dos quadrados da nova variável 

drados dos valores da variável original (r 
i 

(r z�) é igual à soma dos qu� 
. l. 

y�). Seja y o vetor dos valo-
J. ~ 

res de uma variável, e seja uma nova variável definida por z = Dt, onde 

D é uma matriz ortogonal. Assim, 

r z� = l. i 
z'z = l'D'Dl = l

1

l = � Y�

O autor apresenta a interpretação geométrica da transfor

maçao linear ortogonal, e utiliza esse procedimento para a decomposição 

da soma de quadrados de tratamentos, no caso de um experimento inteira

mente casualizado, com igual e com diferente mímero de repetições por 
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tratamento. 

FERREIRA (1978), através do método das transformações li

neares ortogonais, estruturou a decomposição do resíduo em componentes 

aplicáveis e apropriados a contrastes de interesse, para um experimento 

em blocos casualizados, e para uma análise conjunta de experimentos em 

blocos casualizados. O procedimento de FERREIRA (1978), para a decomposi 

ção do resíduo em resíduos específicos, para o teste de contrastes de.in 

teresse, foi utilizado por REGAZZI (1984), na análise de experimentos em 

parcelas subdivididas com tratamentos secundários em apenas alguns dos 

tratamentos principais, e por NOGUEIRA (1984)
) na análise de experimen

tos inteiramente casualizados. 

Para ensaios em BIB, tal como nos experimentos instalados 

em outros delineamentos, o número de graus de liberdade (GL) para trata

mentos pode ser subdividido de acordo com a estrutura do experimento. A 

decomposição do número de GL de tratamentos é particularmente importante 

nos experimentos fatoriais, muito embora de uso geral. 

Seja o contraste entre efeitos de tratamentos 9.. 1
1:, o qual 

é estimado por 9.,'i, onde T é qualquer solução do sistema de equações nor 

mais Ci = g; 

GO�IBS (1985) indica o seguinte procedimento, dentre, ou

tros, para a decomposição da SQT(aj .) na análise intrablocos de experi-

mentos em BIB :. 

i) Obter a soma

ra usual, ou 

ii) Multiplicar

Àv/rk, isto

de quadraàos referente a cada contraste 

seja, obter: SQC = r(9..'�)2/9.,'9.,; 

as somas de quadrados 

-

e, pela eficiência E 

~ ~ - -

de cada contraste. 

dos BIB, obtendo-se 

e, da manei 

pelo fator 

SQC(aj.). 
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Desde que os contrastes seJam ortogonais, isto e, i!i., =
-J.-1. 

= O, tem-se 

v-1
E

i=l 
SQC/aj.) = SQT(aj.) 

O autor exemplifica o procedimento de decomposição da 

SQT(aj.) em partes ortogonais no caso de um experimento fatorial 23
• 

Sabe-se que�= ílQ, onde íl = :v I no caso de BIB. Assim,

para o contraste C tem-se 

.SQC = 

E então, 

Àv 
SQC(aj.) = 

rk 

r(R-' � I Q_)
2

ÀV rk2 

------- = --. -
À2v2 

rk2 
(R-'Q)2 

k (�'g) 2

�- = 
À2v2 R, 1 R, À.V R, 'R, 

= 

que e a expressao apresentada por MONTGOHERJ (1976). 

V 
2 

( E R,. Q.) 
k i=l 

J. J. 

ÀV V 

E R,� 
i=l 

J. 

IEMMA (1985, 1987) afirma que a decomposição da SQT(aj .) 

em contrastes ortogonais, no caso de BIB, é feíta de maneira usual, ob

tendo-se a soma de qua drados de hipótese (SQH ), para H: D'.=�, ondeo o -

SQH = (D'Í:) 1 [D'M- 1

D]
- 1(D'í:), sendo D a matriz dos coeficientes dos con-

o � 

ÀV trastes, constituída, portanto, de v-1 linhas independentes, e 11 = - I. 
k 

Desta forma, cada componente da SQH corresponde à SQC.(aj.) (i=l,2, ..• , 
o J. 

v-1) e SQH = SQT(aj,).
. o



Para PBIB, de acordo com SHAR (1958)_, se 

são v-1 contrastes ortogonaís normalizados estimãveis, tal que: 

e 

[ ,- ,�] COV t.T, t.t = 0
~1.~ ~J.,.. 

então a matriz C g dada por: 

v-1
C = í:: 

q=l 
0 Q, Q,' 

q~q~q 

i/j 

-54,

~ ~ 

onde 0 (q=l,2, ... ,v-1) sao os auto-,valores nao nulos de C, e a estimati 
q 

va de i'T ê dada por: 

x.'i = 
e 

q 

Alêm disso, a soma de quadrados devida ao contraste 

e dada por: 

JOHN (1980), KRAMER e BRADLEY (1957a e b) e BRENNA e KRA-

MER (1961), dentre outros, abordam a decomposição da soma de quadrados 

de tratamentos ajustada, para o caso de experimentos fatoriais em PBIB, 

conforme será abordado em 2.3.13. 
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2.3.13 - Experimentos fatoriais em PBIB 

Em experimentos fatoriais� instalados em blocos incomple

tos, interessa decompor a soma de quadrados de tratamentos ajustada nos 

componentes para A, B, AxB, etc. Se as somas de quadrados para A, B, AxB, 

etc., são formas quadráticas independentes, o delineamento em blocos in

completos é dito, na terminologia de JOHN e SMITH (1972), com estrutura 

fatorial, para o experimento fatorial em questão. Equivalentemente, o. de 

lineamento em blocos incompletos terá uma estrutura fatorial, se os con

trastes para efeitos principais e interações são não correlaciona�os. 

KRAMER e BRADLEY (1957a e b) e ZELEN (1958) consideram o 

uso de PBIB(2) do tipo GD para experimentos fatoriais. BAADLEY, WALPONE 

e KRAMER (1960) estendem para outros PBIB(2). BRENNA e KRAf1ER (1961) con 

sideram o uso de reticuladós retangulares para experimentos fatoriais. 

SHAH (1958 e 1960) e KSHIRSAGAR (1966) trabalham com deli 

neamentos fatoriais balanceados. Estes são delineamentos com estrutura fa 

torial, os quais têm a propriedade adicional que, para qualquer efeito 

principal ou interação, todos os contrastes têm a mesma variância. 

JOHN e SMITH (1972) desenvolvem condições suficientes pa

ra que delineamentos não ortogonais,·:entre os quais o PBIB, tenham uma e� 

trutura fatorial, isto é, produzam uma análise ortogonal para efeitos 

principais e interação, no caso de dois fatores. O critério é que NN' d� 

ve ter uma estrutura cíclica. COTTER, JOHN e SMITH (1973) estendem este 

resultado para três ou mais fatores. 

Quanto à decomposição da SQT(aj .) , os trabalhos de maior 

interesse no presente contexto são considerados a seguir. 

KRA�lliR e BRADLEY (1957a e b) consideram um PBIB(2) do ti

po GD e, a partir do modelo 



y .. =]J.+T •• +f3 +E •• 
J.J s J.J s J.J s

onde: T •• e o efeito do tratamento v .. ; e 
J.J J.J 

13s é o efeito do bloco s;

e admitindo as restrições usuais: í.: E 

i J 

SQT(aj.) = L E t .. Q .. = 
J.J J.J 

G\+rk-r) 

J. J k 

T. • 

J.J 
= O e E 13 = O, chegam as 

onde: t .. e a estimativa de mínimos quadrados de T •• ;
J.J J.J 
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Q .. = T .. -A .. /k, sendo T .. o total do tratamento v .. e A .. a so-
J.J J.J J.J J.J J.J J.J 

ma dos totais dos blocos que contêm o tratamento v .. ; e 
J.J

tratamentos e: 

A variância para contrastes elementares entre efeitos de 

V[t.. -t .. ,] = 2ko2 /(À1+rk-r) , jJj'J.J J.J 

para primeiros associados, e 

para segundos associados� 

A eficiência dos primeiros associados é: 

e a dos segundos associados é dada por: 

No caso de um fatorial com os fatores A e C, com s e n 

níveis respectivamente, onde existem v = sn combinações de tratamentos 

assocúdos a V .. , KRAf.fER e BRADLEY (195 7a e b) consideram 
_J.J 

T •• = a. + Y. + o ..
J.J 1 J J.J 



e admitem as 

são dadas por: 

e 

restrições: I: CI, .  = o, 1: y. = o, E o.> =

1 J 1J1 J l.

As somas de quadrados ajustadas para cada 

SQA(aj .) 

SQC(aj.) 

SQAxC(aj.) 

nÀ2v
= -- E a: 

k :i.. i.

s(À1+rk-r)

k 

(À1+rk-r)
= 

k 

, 

E c: 
J J 

E 2: d:. 
i j l.J

o e

efeito 

com (s-1), (n-1) e (s-l)(n-1) GL, respectivamente. Além disso, 

e, portanto, 

e 

SQA(aj.) + SQC(aj.) + SQAxC(aj.) = SQT(aj.) � 

As 

t .. = a. + c. +d .. 
1.J l. J 1J 

a. = E t .. /n = t.l. 1.J 1.. 
J 

c. = E t .. /s = t
J l. l.J • J

- -

d .. = t .. t. - t

l.J 1.J 

eficiências 
-

sao dadas 

EA 
= À2v/rk

l.. • J

por: 

' 

E
C 

= (À1 ,,rk-r) /rk

EAxC.
- (À1+rk-r)/rk

, 

, 
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E o .. = o. 

J 
1.J 

fatorial 

De acordo com os autores, a de�ornposição em .cbntrastes 

com 1 GL é obtida da maneira usual. Assim, a decomposição do efeito priE:_ 

cipal do fator A em s-1 contrastes individuais, cada um com 1 GL, é obti 



da fazendo-se uma transformação ortogonal para t1., t2_,

forma, seja o u-ésimo contraste, dado por 

s 

.. . . ,

58. 

t • Desta 
s_ •. 

u=l,2, .•• ,(s-1)

A soma de quadrados ajustada para testar a hipótese que 
s 
E ç;iu o (l, = e: 

i=l J.. 

s
2 

s n nÀ2 V ÀZV
SQI (aj,) == ( E s. t. ) = ( E r. s. t .. )

u l.U l. • l.U 
i=l i=l j=l J.J s s n 

k E síu 
k E E s� 

i=l i=l j=-1 l.U 

De maneira similar, seja o v-ésimo contraste entre os ní-

veis do fator C; 

J = 
V 

n 
L. 

j=l 
n. t . 

JV .J 
v=l ,2, •.. , (n-1) • 

A soma de quadrados ajustada para testar a hipótese que 

� n 
L. 

j=l 
11· Y. = O e:
JV J 

s(;\1 +rk-r)
SQJ (aj .) = 

n 
k L. 

2 

njvj=l 

n
2 

( L. njv t . ) 
j=l •J 

=

k 

(;,, -i-rk-r) . 1 . 

s n 
E L. n. 

i=l j=l JV

s n 
( L. E njv t .. )
i=l j=l l.J 

A soma de quadrados para a interação também pode ser de

composta. Assim, a soma de quadrados ajustada referente ao contraste da 

interação de I u e J · e:

SQI xJ (aj ,) 
U V 

= 
).1 +rk-r

s n 

L. L. (i;iui=l j ==l 

s n 
( L. z:; siu njv 

t .. )
i=l j=l l.J 

2 

n. )
JV 

2 

2 
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Segundo os autores este procedimento de decomposição.pode 

continuar, desde que se considere que os níveis de A e de C sejam combi

naçoes de outros fatores, e assim sucessivamente. 

KRAMER e BRADLEY (1957b) apresentam um exemplo de PBIB(2) 

do tipo GD com 8 tratamentos, em que a decomposição da soma de quadrados 

de tratamentos ajustada é feita considerando-se um fatorial 4x2, um fato 

rial 23 e 1/2 repetição do fatorial 2
4

•

BRENNA e KRAMER (1961) investigam o caso de experimentos 

fatoriais em reticulados retangulares. O procedimento adotado é s�melha� 

te ao de KRAMER e BRADLEY (1957a e b). As expressões para a decomposição 

da soma de quadrados de tratamentos ajustada, nos respectivos componen

tes fatoriais (efeitos principais e interação), e para a decomposição de� 

tes em contrastes com graus de liberdade individuais, são semelhantes às 

obtidas por KRAMER e BRADLEY (1957a e b)., com as particularidades ineren 

tes ao delineamento experimental considerado. 

Para um fatorial 2x3 instalado em PBIB(2), do. tipo GD, 

JOHN (1980) considera o contraste .Q,!-r , onde .Q,. é um auto-vetor de NN' 
-1.- -1. 

associado ao auto�valor �-, sendo e.·= (rk-�.)/k o correspondente auto-
1. l. l. 

-valor de C. A soma de quadrados ajustada para o contraste 

por; 

O autor também considera o fatorial 2n e experimentos fatoriais com 

rios fatores e vários níveis (mais do que 2). 

dada 

va-
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3. DESENVOLVIMENTO TEÕRICO PARA A ANÃLISE DE EXPERIMENTOS EN BLOCOS IN

·COMPLETOS PARCIALMENTE BALANCEADOS

3.1 - Caracterização 

Seja um experimento em blocos incompletos parci�lmente 

balanceados com os seguintes parâmetros: 

v: numero de tratamentos; 

b: número de blocos; 

r: número de repetições de cada tratamento; 

k: números de parcelas por bloco; 

e, ainda, 11.1, 11.2, ••• , "m' n1, n2,

nidos conforme BOSE e NAIR (1939) • 

i •.• , nm, pjk (i,j,k=l,2, ..• ,m), defi-

3.2 - Modelo Linear 

Para o experimento em questão, considera-se o mode10•1inear 

Y· • = µ + ,.-. + tL + e .. 
1J - 1 J 1J 

onde: y .. é a observação do i-ésimo tratamento no j-ésimo bloco; 
l.J 

-

µ e a média geral; 

Ti é o efeito do i-ésimo tratamento · (i=l ,2, ... , v);

f3, é o efeito do j-ésimo bloco (j=l,2, •.• ,b); 
J 

[3.2.a] 

e . .-· é o erro experimental associado à observação y. . e supoe-se 
l.J 1J 

e .. � N(0,02 ) e independentes. 
1J 



O modelo é considerado com a restrição paramétrica 

V 

r 

l.=l. 

T. == Ü 
l. 

Na forma matricial, o modelo [3.2.a] é dado por: 

61. 

[3.2.b] 

onde: y1 · e o vetor de realizações de variáveis aleatórias;rv-

X · ·. é a matriz dos coeficientes dos parâmetros do modelo (matriz
rv l+b+v 

do delineamento) de característica v+b-1;

· · 0 · é o vetor dos parâmetros do modelo;l+v;+b-1 

e: · é um vetor, não observável, de erros aleatórios, 
r:v-1 

E 'v N ( p ; I o2 ) ; 

tal que 

ou seja, está sendo considerado o modelo linear de Gauss-Markov (G.M.) e, 

portanto, l "'N(X�;Io2 ).

Efetuando-se convenientemente a partição da matriz X, ob-

têm-se: 

onde: 

X =[X 
-1

X · é o vetor dos coeficientes associados à média µ; 
rv~11

[3.2.c] 

x2 é a matriz dos coeficientes associados aos tratamentos;
rv v 

x3 ·é a matriz dos coeficientes associados aos blocos.
rv b 

A partição do vetor 0 correspondente à par.tição da matriz 

. 
X e dada por 

µ 

0 = T 

13 

onde, 



62. 

L
l 

1:\ 
T

z 
132 v;l 

= e 
b�l = 

T
V 

13b 

3.3 - Sistema de Equações Normais 

Através do método dos quadrados mínimos obtem-se o siste

ma de equaçoes normais dado por 

X'Xê = X'y [3.3.a] 

ou seja, 

onde: 

�i�1 �iXz 
)5iX3 µ X'y 

-L

x2�1 X2X2 x2x3 
1" - X'y 

2_ 
[3.3.b] 

X3�1 x3x2 x3x3 13 X'y3_

�i�l = bk = rv = n = número total de unidades experimentais ou Pª.E. 

celas; 

l' R = [r 
- V V

r r], é o vetor associado ao numero de 

repetições dos tratamentos;

k ... k], é o vetor associado ao numero de 

unidades experimentais por bloco; 

R = rI = diagonal [r, r, 
V V V 

repetições dos tratamentos; 

• .. , r];

.. - , k]; 

e a matriz associada às 

é a matriz associada ao 

número de unidades experimentais por bloco; 

Nb = [n .. ], é a matriz de incidência do tratamento i no blo 
V 1J 



X'y =

Nl~

X'y =

2N 

X'y =

3-

63 

Có 
. 

onde:.J.., 

i 

l
, 

se o tratamento l. está no bloco j; 
n ... = 

l.J 
·º' caso contrário;

G, e o total geral observado; 

T
l 

T 
T

2 
totais observados = e o vetor dos de tratamen-v-1

tos; 
T 

, é o vetor dos totais observados de blocos. 

Assim, o sistema de equaçoes normais [3,3.b] pode ser es-

crito na forma: 

1 'R 1 'K n 

Rl .R .N "[ = [3.3.c] 
,.. 

Kl N' K 13 B 

Como o principal interesse é o efeito de tratamentos, COE_

forme JOHN (1980), eliminam-se os efeitos deµ e de 13 , pré-multiplican-

do o sistema de equações normais (SEN) por: 

1 o o 

o I -NK-1

o -N'R-1
I
b 

obtendo-se, 
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-

l 'Rinµ + + l 'KS = G [3.3.d] 

(R NK-1 N')i' 
-1

[3.3.e] = T - NK B 

(K - N'K-1 N)S = B - N'R-1 T [3.3.f] 

onde [3.3.e] representa o Sistema de Equações Normais Reduzidas (SENR),ou 

seja, o sistema de equações para efeitos ajustados de tratamentos. 

Como é usual na teoria de blocos incompletos, pode-se es

crever [3.3.e] na forma: 

[3.3.g] 

onde, naturalmente, 

C = R - NK-1N' [3.3.h] 

é a matriz intrablocos de dimensão v e característica v-1; 

é o vetor de totais ajustádos·de tratamentos. 

Tem-se que:  

-1 1 K =

k Ih= diagonal [1/k, 1/k, ••• , 1/k]

e NN', chamada de matriz de concordância,. é da forma: 

r Àl2 Àl3 Àlv 

Àl2 
r Àz3 . ' . Àzv 

NN' = 

. . . 

i\lv Àzv À3 -V
. . . r 

e então, 

e = [e .. , ] 
1.1. 

onde� 

={ 
r(k-1)/k

, 
se i=i' . . ' 1 2 cii'

J.,.1. "" '· , • •  _. ,v

-À .. ,/k 
, 

se .i/i.' 
1.1. 

[3.3.j] 

[3.3.k] 

[3.3.t] 
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sendo À •• , o numero de vezes que os tratamentos 1 e i' ocorrem juntos no 
11 

mesmo bloco. 

Quantc ao vetor de totais ajustados ·de tratamentos g, tem-

-se:

Efetuando""'se o produto NB, verifica-se que: ... 

NB = A= 

A 
V 

[3.3.m] 

onde A. é a soma dos totais dos blocos que contêm o tratamento 1.
], 

Assim, obtém-se: 

1 
Ç=T--A- k ~

onde o vetor Q e composto pelos elementos 

[3. 3. ,n] 

[3.3.o] 

3.4 - Solução do Sistema de Equações Normais Reduzidas (SENR) 

Dado que a matriz C é singular, para solucionar o sistema 

Ci = Q utilizarn�se inversas generalizadas (RAO, 1973; JOHN, 1980), ou in 

traduzem-se restrições (KEMPTHOR.i�E, 1975; PAVATE, 1961; GOMES, 1967). Uma 

solução geral é obtida, conforme JOHN (1980), considerando-se inversas 

generalizadas simétricas, da forma Q = (C + aJ)-
1

, onde a é algum conve-

niente escalar não nulo e J é uma matriz de uns. A solução dada por 

� = Qg. Essa soluç:.ão é similar àquela dada por GOMES (1967), consideran-

do uma matriz de restrições A, de dimensão v, tal que Ai= f· 
-

Fazendo 
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M = C-A, matriz esta não-singular, então a solução  Única 

À-
dada por 

�:., 
1" = M-1

g. Nesse caso, geralmente, A = 1
d . 2 - k J, on e i=l ou ou m. 

Soluções simplificadas para o caso de duas classes de as-

saciados sao dadas por BOSE e NAIR (1939), RAO (1947) e BOSE e SHIMAMOTO 

(1952), e para� classes de associados por CHAKRABARTI (1962). Em todas 

essas soluções é considerada a restrição 1: 1". 
i=l · J. 

= o.

De acordo com o sistema C� = g, e conforme a caracteriza

çao de C dada em [3.3.t], para um dado tratamento s tem-se a equaçao: 

· · r (k;.:..l) - 1 [ - - - -
•. S - - À l'l +. • • • + À· l' 1 + À l' 1 + ' • • + À ' 1" ] =

k k s . 
· ss- . s- ss+ s+ sv v 

s=l,2, ••• ,v; ou ainda, 

r(k-l)i - I 
. s  

i=l 
À..S.(,:) = 

]. ]. . s 
kQ 

s
[3.4.1.a] 

onde Si(is) representa a soma dos i-ésimos associados de T
8 

e Ài (i=l,2,

••• ,m) é um dos parâmetros do primeiro tipo, definido por BOSE e NAIR 

(1939). 

Verifica�se, pela expressao [3.4.1.a], que T é função de 
s 

seus associados, que também nao sao conhecidos. Necessita-se, portanto, 

que a expressão seja modificada. 

Sabe-se, por CHAKRABARTI (1962), que se um conjunto de 

tratamentos obedece à estrutura de um PBIB, as seguintes igualdades se 

verificam: 

3.4.1 - Solução do sistema de equações normais reduzidas para  m

classes de associados.



S., S.(=ê) 
J l. . s 

m 
= E 

J
s. (T )p. 1 .  

J l. J . s j=l 

= n .• +
l.. s 

m 
E 

.j==l 
p�. S,(T)l.l. J . s 
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se j'li 

[3.4.1.b] 

, se j '= i , 

k - onde os parâmetros n. e p .. (i,j,k=l,2, •.• ,m) sao definidos conforme BO-
l. l.J

SE e NAIR (1939).

Usando�se o procedimento de CHAKRABARTI (1962), obtém-se: 

m 
kS.;(Q) = r(k-l)S . ,(i) � E X.S. 1 S.(1) 

J S J . S . l l. J l. .S 
l.= 

[3.4.1.c] 

onde S.,(Q) representa a soma dos Q's dos j'-ésimos associados do s-ési
J s 

mo tratamento. 

onde: 
, m

Para j'=l, tem-se: 

m 

kS1(Q) = r(k-1) s1(i) - E A.s1s.(i)
s . s i=l 1 

1 s 
[3.4.1.d] 

i:1 
AiSlSiC:rs) = A1S1S/\) + A2S1S2(�_s) + .•• +.AmSlSm(isJ

que: 

Usando-se (3.4.1.b], obtém-se: 

. l (- ) 2 (- ) ffi + Ã [p1 s1 • + p1 s2 • + ••• + p1 m m .s 111 .s m

Sabe-se, por BOSE e NAIR (1939), que: 

m 
E 

1 n.-1 j= i p •. 1 = se 
j'=l JJ J 

= n. se jJi
J 

s (i ) J
m s 

[3.4.1.f] 

ConsÍderando-se essas igualdades em [3.4.1,e], segue-se 



m 

(- ) - . ( l l ) (- ) 
i:1 

À i s1 si T s = À 1 Ill T s + nl - l - Piz - ••. - P1m s1 T s +

+ (nl - P1z - ... - Pim ) 8
2 
(f. s ) + • '' +. 

+. (nl - Prz - .. ' - p�) Sm(i s)

+ 

� Àz[Plz S/is ) +Piz 82(-rs ) + ••• +P�z 8m(is ) ] + ·•• + 
. 

[ l (-) . 2
S (- ) m S (- ) ]+. À pl· S1 T -i- Pl z T + •• • + pl T 

m m .s m s m m s 

= Àl n1[i +S1(-r ) +s2(-r )+ ••• +S (-r ) ] - + .S .S S Ill S 

- (1 + Plz +. ' • • + Plm) 81 (is ) -

-(pfz � • • • + Pfm ) 82 (is) - • • • -

( lll m -
""' P12 + • • • + P1m) 8m (T s ) 

+ Àz[Piz Sl(is)+pfz 8 z(-rs)+ ••• ;-p�2 S m(-rs)]+ ••. +

+ À [ P 11 S 1 ( -r ) + P 21 S2 C:r ) + • • • + P
m
l S ( -r ) ]

m m . s  m s m m s 
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Usando-se a restrição T + s
1
(i ) + s

2
(i ) + ... +,S (i ) = O, 

. . s . s .s m s 

obtém-se: 

m 
E Ã-S1S.(-r ) 

i=l 1. i · 8 = - Àl 
[
(nl - Pt1) 81 (i s) + 

m 
(n

l - p�l ) 8
2 
('Í s) + 

+ (n l - pl l) 8m(-rs) 

... +1 + 

[ l (- ) 2 (- ) Ill 
(- ) ] + Àz P12 

81 T s + P12 82 • s + • • • + P
1 2 8m -r s + • • • +

+ À [ p 1
1 S 1 ( i ) + p 1

2 s? ( T ) + ••• + p 
m
l s ( i ) ]

m m . s  m � s m m s 

= -[Àl n l - À1Ph - ÀzPtz - • · • - Ànlj_m] 81 (í\) -

-[À.l n l "' À
1

Ph - ÀzPiz- .•• - Ànl]_m] SzCrs ) - • '. 

-[ÀJ.111 - À1Pr1 - Àz P�z - • '· - Ànl�m] Sm(Ts) 
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m 

E 11.,s1s.(i )  
i=l l l . S = -

[11.lnl -
!

�l À! Plil Sl(is) -

gue-se que: 

[3.4.1.g] 

Considerando-se a expressao [3.4.1.g] em [3.4.1.d], se-

m 

t [11.lnl - E Àl Pfil S2(is) + ... +
!=l 

Para j'=2, tem-se: 

[3.4.1.h] 

kS2(Q
8

) = r(k-1) S�(i) - E 11..S2S.(i )
L _ S l l . S i=l 

(3.4.1.i] 

onde; 

= Àl[ph 81(is) ➔-p�l 82(Ts)+ ... +p�l 8m(Ts)] +

+ À2 [n2Ts + P�2 sl Crs) + P�z s2 (is) + ... + P;z S
lll

(1s)] + ... +

+. À [p2l Sl(i ) +.p22 S2(T )  + ... +pm
2 S (� )] •

m m _s m _s m m .s 

De (3,4.1.f] segue-se que: 
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m

i�l Ài828i (Ts) = >-1[P�1 81 (Ts) �p�l 8:/ts) + ••• + p;l Sm (Ts)] +

obtém-se: 

m 

-se que:

- ( l l l ) S (- ) n2's+ 112-Pz1-Pz3-••• - p2m 1 's +

+ >-2 
+ (n2 -

l- P�l - P�3 -• • • - P�m ) 8:/ts) + ••• + + •.• + 

+ (n2 - p�l - P�3 -••• - P;m) Sm (ts) 

� >. [ p2
1 s1 Cê ) + p2

2 s2 ( =r ) + • •• + p 
m
2 s ( =r ) ] m m _s m s m m s 

= >-1[P�1 Sl(Ts)+ p�l S2 (ts) + ••• +p�l 8 m (ts)] +

n2 [ t + s 1 ( t ) + s2 ( i ) + • • • + s ( =r ) ] . -_s _s s m _s 

+ Àz - (n2 - P1z) 81 (ts) - (n2 - P�z) 82 (ts) -• • • - + ••• +

- (n2 - P�z) Sm (t s) 

+ Ãm[p�m 81(is) +p�m 82(is) + ._ •. + p�m 8 m (Ts)].

Usando-se a restrição T + s1(t ) + s2(i ) + ••• + S (T ) = O,. s s s m s 

2 

Pz1 -Àz112 + Àz 
m

Pz1 -À2112 + Àz 

m

P�z + • • • + Àm P�m ] 

m 
· 

m 

Pzz + ••• 
-i- Àm Pzm] 

= - [ À 2 n2 - z: >. t P � t J s 1 ( =r s) -
9,=l 

- [)..2n2 - I Ãt P�
51,
] s

2 (is) - ..• -
Sl,=l 

sz(Ts) + ••• + 

s (i) 
m . s 

[3.4.l.j ] 

Considerando-se a expressão [3.4.1.j ] em [3.4.1.i ] segue-



m

+ [r(k-1) + Ã2n2 - E À
i 

Pz i l s2<is) + ••• +
t=l 
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[3.4.1.k] 

onde: 

m 

Para j'=m , tem-se: 

kS (Q) = r(k-1) S (i) -
m s · m . s

m 
E 

i=l 

Ã.S S.(i) 
1. m 1. . s 

[3.4.1.t] 

E À,S S.(T) = ÀlS Sl(T )+ÃzS Sz(T )+ ••• +Às s (i)
i=l 1. m 1. . s m . s m s m m m s 

= Àl[p� Sl(is)+p!l 82(-rs)+ ••• +p:1 S
m

(is)] +

+ À2[P!.z s1 Crs) + p� SzCrs) + ••• + p:z S
m

(=ês) J + ••• +

+ À [ n T + p 1 S 1 ( '.ê ) + p 2 
s2 ( '.ê ) + .. • + p 

m S ( Í: ) ] • 
m m s mm s mm s mm m s 

De [3.4.1.f] segue-se que: 

E Ã.S S.(i) = À1[p
m

1l 
i=l 

i. m i. . s 
s1 (is) + P�1

sl (is)+ Pk

S2(is)+ .•. +p:1 S
m

(í\)] +

+. À2 [p�- s2 C =ê ) + ••• + p m2 s Cê ) ] + .•• +.. _ s . m m s . 

- ( l l l ) (- ) n • + n - p 1,... p 2 - •.• -p ( .. 1) 81· • +m s · · m . 1il · . m . m m- s 
( 2 2 .. 2 · ) (- ) · · +Àm 

+ nm-pml -pm2- ••• -.p
m(m-1) 82 •s +_ ••• +

( m m rn ) e- )+ n. - 1 - p l -Pm2 - ••. - p ( l) S 1." m rn rn m- rn s 

= Àl[p�l Sl(is) +p�l 82(-rs) + ... +p:1 8
rn

(-rs)J +

+Àz[P� 81(-rs) +p� 8zC-rs) + • • •  +p:z S
m

(-rs)J + ••• +

n [_ =i= + S l ( -r ) + Sz ( =i= ) +. • • • + S ( =i= ) ] -m s s s m s 

+. À (n -p l ) s1 ( 1: ) - (n - p 2 
) Sz Crs) - ... -m rn mm · s m mm 

- (n - p
m ) S (=i= )

m nnn m s 
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Usando -se a restrição i + s1(i ) + s2(i ) + • • • + S (i ) = O,
. s  s . s  m s 

obtém-se: 

m 

E À·S S.(i°) =.1 1 m 1 . s 
l.= 

gue-se que: 

[Àl 
m 

+ Pm1 + Àz

,. 
m 

- [À n - E mm R.=1

m

- [À n :_ E mm R.=1

m 
[À n - E -

mm .R.=1

m m 
Pm2 

+ • • •  + À p - À n ] 

À R, 
p�]

À R, 
p 2 ] 

mR, 

m 
À R, 

p
mR,

] 

m mm mm 

s1(-r) -s 

sze=r s)

s (i) m s 

-

. 

. . .

s (i)m s 

[3.4.1.m] 

Considerando.-se a expressao [3.4.1.m] em [3.4.1 • .R.], se-

kS (Q} = 
m s 

[À n -
mm 

+ [Àmn
m

-
1

:
1

À
R. P!i] S2(Ts ) ;- • • • +

+. [r (k-1) + À n 
mm 

m 

E À 0 p m
0] S (i) .R,=l N mN m s [3.4.1.n] 

Considerando-se as expressoes [3.4.1.h], [3.4.1.k] e 

[3.4.1.n ], pode-se escrever que: 

[3.4.1.o] 

onde: 



a .. = À,n. - E Àn PJ
1.·nl.J i. i. $1.=l J<., J<., 

' 

l.0 1J
0 

• • 1 2 r e 1.,J= : , ••• ,m 
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[3.4.1.p] 

a .. = r(k-1) + À,n.l. l. l. l.
j .,. � À

!/, 
PÜ , 

!1,=l 
i=j 

De [3 .4 .1.o], segue-se então que: 

kS (Q )m s 

ª11 -

ª21 

. . .  

ªml 

ª12 . . .  ª' 
. lm

ª22 . . .  ª2m 

ªm2 a mm 

s1 Cr s) 

s2 (is) 

s (i ) m . s 

Dividindo-se [3.4,1.q] por k, obtém-se: 

s (Q) 
m s 

1 =-

ª11 

ª21 

' . .

a ml 

ª12 . . .  

ª22 

. . .  

ªm2 a 
mm 

Sl(=ês) 

82<í:s)

s (i) 
m s 

[3.4.1.q] 

[3.4.1.r] 

los elementos 

Conforme CHAKRABARTI (1962), se Ué uma matriz formada p� 

-1
1 

(a .. ) ( i,j =1,2, ••• ,m), com inversa U-1, de elementos f .. e l.J l.J 

(i,j=l,2,, •. ,m), tem-se que: 

Sl(r.s) fll f12 flm 81 (Qs)

Sz(is) f21 f22 . . . f2m 82 (Qs)

. . .  . . . . . ' . . .  

sm (is) f
rnl f

m2 
. . . f 8m (Qs)mm 

ou seja, 

S.(r. ) = fil l. . s 81 (Qs) + fi2 s2 (Q ) + ••• + f. s (Q )S J.m m S 

[3.4.1.s] 

[3.4.1.t] 



De [3.4�1.a] sabe-se que: 

r(k-1) i = kQ + 
. S  S 

m 

E 
i=l 

L S.(T) 
]. l. . s 
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.(i]. . sSubstituindo-se S ) pela expressão encontrada em 

[3.4 .1.t], segue.,.se então que� 

r(k-1) 
-

�s 

ou seja, 

'[ = 
. S

kQ += 
s 

m 

+ E
i=l

t(k-1) 

m m 

E À• fil 
Sl(Qs) E+

. 1 ]. . i=l -l.= 

À, 
]. 

f. 8
m (Qs)J.m 

kQ + 
s 

m 
E 

f=l 

m 

S. (Q ) i:
J s 

i=l 

De [3,4.1.1:1] tem-se que: 

k 1 [ ; s. (Q )Q + 

r(k-1) . 
s 

r(k-1) . 1 J s 
J= . 

À, f ·2 
]. ]. 

Lf ..• 
l. l.J

82 (Qs)

m 

À.f.J E 
i=l l. J.J

+ ••• +

[3.4.1.u] 

[3.4.1.v] 

De [3.4.1.v] pode-se fazer uma generalização para a forma 
- -1 -1 matricial!= M g, onde M = { m::C. , } , sendo : 

JJ 

, se { .k/r(k-1) 
* 

J?.!l .
À 

Q, 
f J?.i /r (k-1)

m ... ,= 
JJ . se , 

j=j 1 

[3.4.1.w] 
• -1-. 'J J 

3.4.2 -Solução do sistema de equações normais . reduzidas para 

duas classes de associados 

Os PBIB com duas classes de associados, os PBIB(2), sao de 

particular importância, visto que são os mais utilizados na prática, con-

forme relatam BOSE e NAIR (1939). 

Para m;..z, de [3.4.1.u] segue-se qGe: 



r(k-1) - = kQ +�s s 
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[3.4.2.a] 

Quando n1 < n2, é preferível eliminai- s2(Qs). Consideran

do a re�trição Q
8 

+ s1(Qs) + s2(Q
8

) = O, então tem-se:

de [3.4.2.c] 

[3.4.2.b] 

Substituindo [3.4.2.b] em [3.4.2.a], obtém-se: 

�s =

Fazendo: 

[3 .4 .2. e] 
+. · [ (Àl fll + Àzf21)-(Àl fl2 + Àzf22) ]Sl (Qs) •.

�lfll + Àzf21 = cl 

À1f12.� Àz f22 = c2 

[3.4.2.d] 

segue-se que: 

-

k- c2
Q + 

(Cl - C2)
81 (Qs):s = 

r(k-1) 
s r (k•-1)

[3.4.2.e] 

Se n2 < n1, é preferível eliminar s1(Qs) e então, conside

rando a restrição Qs + s
1
(Qs) + s

2
(Qs) = O, tem-se;

Sl(Q ) =
- Q - S2(Q )

s s s 

Substituindo. (3.4.2.f] em 3.4.2.a], obtém-se: 

r(k-1) �s = [k - (Àlfll + À i21>] Qs +

[3.4.2.f] 

-t: [(Àlf12 + Àzf22> - <.Àlfll + Ãzf21>l Sz(Qs). [3.4.2.g]

. Usando�se [3.4.2.d], de [3.4.2.g] segue-se que: 
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[3.4.2.h] 

Para verificar o que representam os elementos f .. (i,j = 

l.J 
-l 

=1,2), deve-se considerar a matriz U , sendo

. onde: 

ª11 = r(k-l) + Alnl - À1Pf1 - A2PÍ2

= r(k-1) + A1 (n1 - pil) - A2Pf2

= r(k-1) + A1(p12 + 1) - A2Piz

. - r(k-1) + 
(A1 - A2) Pi2 + A1

Àllll 
2 . 2 

ª12 = - Àlpll - ÀzP12 

= Alnl ·-- Àl (nl - P�z)
2 

ÀzP12 

= 
Àllll - Àllll + 

2 
A1P12 

2 

- A2P12

- (Al - Az) Pf2 

À2ll2 
l l 

ª21 = - À1P21 ""'ÀzP22

À2n2 
1 - A2<n2 - p�l)= - À1P21

Azn2 
l l 

- À1Pz1 - A2n2 + AzP21

(Az - Àl) 
1 

= Pz1 

= r(k.,..1) + A2n2 
2 2 

ª22 - ;>..lp21 - ÀzP22

= r(k-1) + A2(n2 - P�2) - Àlp21

= r(k-1) ;- A2(1 + p�l) - À1Pz1

r(k-1) + (A2 - Al) 2 
+ À2 = Pz1 

[3.4.2.i] 

[3.4�2.j] 

[3.4.2.k] 

[3.4.2.J!,J 



e 

c2 

. A matriz U-1 .com elementos fij (i,j=l,2) é:

Logo, 

-1
u 

-1 
u 

k 
,
= 

/).

De [3,4,2.d] sabe-se que: 

Cl = Àlf ll + Àz f21.
e 

c2 = À1f12 + Àzf22
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[3.4�2.m] 

Substituindo [3.4.2.m] em [3.4.2.d] segue-se que: 

Àlk(a!2 + À2n2) - À2k(a!1 + À2Il2) 
= ------------------------- = cr

[ (ail + Àl nl) (a!2 + À2n2)] - [ (atz + Àlnl) (a!1 + À2n2)]

-À1kª12 + À2kall

Ã2k(afl � Àl nl) - Àlk(afz + Àl nl) e···= =
·2[(a* 

+ Àlnl�(ª!2 + À2n2)] - [(a* 
+ Àlnl)(a!1 + À2n2]

11 12 

d * * * ., C* C ' ~ d f . . d f BOSE SHIMA"·10TO on e a11, a12• a21, a22, Í e 2 sao e 1.n1 os con orme . e , .. ·

(1952). 
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De [3.4.2.e] e [3.4.2.h], pode-se fazer uma generalização 

. . - M-lQ, 
-l

para a forma matricial.= ond� M , * } d tm.·.,,sen o: 
JJ 

(k-C
2 

)/[ r (k-1) ] , se j =j'; 

(Ccc2)/[r(�-1)], se j,#j' e sao primeiros associados; [3.4.2.n]

o , se j/.j' e sao segundos associados ;

para a solução [3.4.2.e], e 

r@.' = 
JJ 

se j=j' ; 

(C2-c1)/[r(k-l)], se j�j' e sao segundos associados;. [3.4.2.o]

o , se jfj ', e sao primeiros associados;

para a solução [3.4.2.h]. 

3.4.3 

e o auto-vetor 

No 

Solução do sistema de equações normais reduz·idas usando 

inversas generalizadas· 

caso de PBIB, r[C] = v-1, então 

e' = [v -½ 
V 
-½ V_

l
/ 2] 

correspondente ao auto-valor nulo de e. Além disso, uma 

solução do sistema Cj = g é dada por j = íl9, onde íl é uma inversa gener� 

lizada de C. No presente caso tem-se que: 

n = [r 1
-l

J\ r 'J 
1 

onde r = [ e' - r1J é uma matriz ortogonal que transforma C numa matriz

diagonal; e 

[3.4.3.b] 

e a matriz dos auto.,..valores não nulos de C. 

Assim, 



f'Cr = Diagonal [0 1, e2, ••. , ªv-l' O] 
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[3.4.3.c]

Pré-multiplicando por r e pós-multiplicando por r• ambos 

os membros de [3.4.3.c] tem-se que: 

rr'crr' = r Diagonal[01, e2, .•• , 0
v

-
l

' Ojf' . [3.4.3.d]

Desde quer e uma matriz ortogonal, rr' = r'r - I, e en

tão, de [3.4.3.d] segue-se que a decomposição espectral de C e dada por: 

C = r Diagonal (:01' e2, •.•• , 0 v- l' O]r' = r1Ari

v-1 
= í: 

j=l 
e. u.u!

J -J-J
[3.4.3.e] 

onde u.- é um auto-vetor ortonormal associado ao auto-valor não nulo e -J . ,J 
j=l,2, ..• , v-1, de C. 

De [3.4.3,a] segue-se que: 

v-1
E

j=l 

1 '--u.u. 
e.

-J-J
J 

[3.4.3.f] 

Sabe-se, por 2.3.4, que os auto-valores de C e de NN' sao 

relacionados, resultando 8 = (rk-ip) /k, onde ip é auto-valor de NN' e os 

auto-valores têm a mesma multiplicidade. Sabe-se também que para PBIB 

com m classes de associados-tem-se m auto-valores distintos de NN' e,con 

sequentemente, de C. Além disso, se � é um auto-vetor de NN I associado ao 

auto=valor ip, então x também é um auto-vetor de C associado ao auto-va-

lor 8 ,_ 

Desta forma, para se determinar os auto-vetores �h asso

ciados a i/Jh e, consequentemente, a eh, h=l,2, ••• ,m, solucionam-se, res

pectivamente, os sistemas lineares homogêneos; 
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(NN' - l/J I)
h �h 

= cp [3.4.3.g] 

onde; 

r Àl2 À13 . . . À. 
lv

Àl2 r Àz3 . . . Àzv

NN' = Àl3 Àz3
r. . . . À3v

. . . . . .

À lv À 2v À3v . . . r 

Normalizando-se os auto-vetores �
h

' obtém-se os auto-veto

res '=
h

' onde

1 
�h =

li �li 

sendo li �h l i  a norma do vetor �h
'

, h=l,2, ••. ,m [3.4.3.h] 

Para completar 6 conjunto de v-1 auto-vetores ':
h 

ortonor

mais,escolhem-se ª
h 

vetores ortogonais �h 
associados a cada e

h
' h=l,2, ••

••• ,m, ou seja, ªh vetores ortogonais de cada solução dada por [3.4.3.g].

De [3.4.3.e] tem-se que 

v.,,-1 

e = E 
j=l 

e. u. u ! = elulul' -ve2ur,u·2l-+ ••• + 0 lu lu' l =. cl + e2. + ... + C . lJ-J-J - - _,,___ ,. V- ~V- -V- ·•.. - V-

e e.e., = cp e C.,e. =-= cp, Vj:#j', j,j'=l,2, .•• ,v--1; desde que os auto-ve-
J J J J 

tores u. são ortonormais. 
-J

Sabe-se conforme GRAYBILL (1969), que para uma matriz qua_!_ 

quer A, se 

A = A
1 

+ A
2

+ , • , + A
p 

e se A.A., = cp e A.,A. = cp (i,i'=l,2, ••• ,p; i�i'), então a inversa de 
l. l. l. l. 

- + • 

Moore-Penrose A de A e dada por 

A+ = A�+ A; + " "" 
C> +
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No presente contexto, dada a estrutura de c1, c2, ... , · Cv-l

tem-se: 

.e então, 

e+ 
+= Cl +

e: 
J 

1 = ec.
j J 

+ 
+ • • • . + e 1 = 

v-

(j=l,2, ••.• ,v-1) ,

v-1
}; 

J=l 

1 ' -0 u.u. = 
. -J -J J 

íl • [3.4.3.i] 

Logo, uma inversa generalizada íl de C, obtida conforme 

[3.4o3,f] e, de acordo com [3.4.3.i], uma inversa de Hoore-Penrose de C. 

Para PBIB(2), têm-se somente dois valores distintos para 

os auto-valores não nulos de C, ou seja, 01_ e 02, com multiplicidades reE_

pectivas, a1 e a2. Desta forma, pode-se considerar

[3,4,3oj] 

onde n1 e n2 são matrizes formadas a partir dos auto-vetores ortonormais,

associados a e1 e 02, respectivamente.

Para PBIB(2) do tipo Grupo Divisível (GD), conforme2.3.5.l, 

tem""se 

com multiplicidades a1 = s-1

Assim, tem-se 

com multiplicidade a1, e

com multiplicidade a2.

e 

= s(n-1), respectivamente. 

[3.4.3.k] 

[3.4.3.9,) 



e 

Então, de [3.4.3.j] segue-se que: 

íl = [ � Ql -;- k íl 2] 

À2v r(k-1)+\
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[3.4.3.m] 

Uma �olução de [3.4.3.g], no caso de GD, é dada por:

�1 =

..: ·d2 - d3 -

- dz - d3 -

- d 
s 

- à
s 

• • • • • •  ., • •  , • •  • t1 • • · · · ·  

d 
s 

d 
s 

d 
s 

. .  ' - d 
s 

GRUPO l 

> GRUPO 2 [3.4.3.n} 

> GRUPO s



- b2
- b3 

�2 
=

- - -
-

""· s2
- S3 

n 

-
b2

b3

... 
n 

- --
s2

s3 

... 
s 

n 

-
... 

-

- a n

- -- b 

-·

n 
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GRUPO 1 

GRUPO 2 [3.4.3.o] 

GRUPO s 

Onde di (i=2, ••• ,s) e ª
j

' b
j

'""
�

' sj (j=2, •.. ,n) assumem valores quaisquer.

1!1 =

Normalizando os vetores �l e �2, obtém-se:

1 
�lli �1 li 

e [3.4.3.p] 

Considerando- se (s-1) auto-vetores ortonormais do tipo �l 
e

s (n-1) do tipo �2
, tem-se que as matrizes íl1 e íl2 de [3.4.3.m], de dimen

são sn., são dadas por: 

-1/v ...

-1/v

1 

1 
-1/v

- - -,--1/v 
1 -

-
-,- - -

- -
/ 

-,- -
,-

-1 V -1/V
1 

-1/v 1 
-1/v •••- - - - - - --

r 1 

1 
• • • 1 

-1/v

1 � º • 1 - - - - - - - - -
1 1 

.. • -1/v 1 • • • ' 

-1/v

-1/v
[3.4.3.q] 



onde, 

(s-1) /v 

(s-1) /v 

Al 
=

n n 

(s-1)/v 

e 

A2 - -1-
1 

íl2 
➔ 

= 

1 

onde, 

(n-1) /n 

-1/n

A2 
= 

n n 

-1/n

(s-1) /v 

(s-1)/v 

(s-1)/v 

e/> 
- -1-

A2 
- - -

1

_,_ 

- _,_

c/> 1

-1/n

(n-1) /n 

-1/n

-+ -

1 

-+ -

-+ -
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(s·-1) /v 

(s-1) /v 
s-1 

a-: v J(n) 

(s-1) /v 

e/> 

c/> 

[3.4.3.r] 

A2 

-1/n

-1/n

(n-1)/n 

Ou seja, n1 e composta pelas matrizes quadradas A1 ao longo da diagonal

principal e pelos elementos -1/v nas outras posições, enquanto que íl2

constituída pelas matrizes quadradas A2 na diagonal, e por zeros nas ou-

tras posições. 

e 

Alternativamente, n1 e n2 podem ser expressas por�

[3.4.3.s] 

n2 = I(s) � A2 
[3.4.3.t] 

(n) 

onde G representa o pr.oduto de Kronecker, e v = sn. 



onde: 

íl .. ' =
JJ 

PBIB(2): 

BLOCO 1. 

BLOCO 2 
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De [3.4.3.m], [3.4.3.q] e [3.4.3.r], segue-se que: 

k(s�l) +
À

zV2 

k(s-1) 

À y2 

2 

k
---

À v2 

2 

íl = {íl .. ,}
JJ 

k(n-1) 

n[r(k-l)+À1]

k 

n[r(k-l)+Ã1]

se j=j' 

se j/j', e j e j' sao trata

mentos do mesmo grupo, isto é, 

primeiros associados 

se j e j' são tratament.os de 
grupos diferentes, isto é, se 
gundos associados 

[3.4.3.u] 

Para ilustrar a estrutura apresentada, seja o seguinte 

REPETIÇÃO I 

(l) 19 (2) 

(3) 21 (4) 

17 

19 

BLOCO 3 

BLOCO 4 

REPETIÇÃO 11 

(1) 20 (3) 22

(2) 19 (4) 23

onde, v=4, b=4, r=2, k=2, e os valores entre parênteses representam os 

tratamentos e os demais as observações de uma variável dependente y qua.!_ 

quer. 

O presente exemplo trata-se de um reticulado quadrado do 

tipo simples que, conforme 2,3.7.1, corresponde a um PBIB(2) do tipo L .• 
}_ 

Como i=s=2, o presente caso, conforme 2.3.5.3. corresponde a um PBIB(2) 

do tipo GD. Diante disso, considerando os grupos de tratamentos 1 4 e 

2 3, isto é, PBIB(2) do tipo GD, tem-se que s=2, n=2, \=ü e À2=1. Se fo�

se considerado PBIB(2) do tipo Li' ter-se-ia À1=1 e Àz=O, sendo 2 e 3 os

tratamentos primeiros associados do tratamento 1 e o tratamento 4 segundo 

associado. 



e dada por: 

Q •• ' =
JJ 

Q 
= 
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Desta forma, a inversa de Moore-Penrose, conforme[3.4.3.u] 

k(s-1) k(n-1) 2 (2-1) 2 (2-1) 1 1 5 
---+ ------= ---+-----= -+ -= -

À 
v2 

.2 1(42 ) 2[2(2-1)+0] 8 2 � 

para j=j' ; 

k(s-1) k 2 (2-1) ·2 1 1 -3
=---=-

À2v2 n[r(k-1)+>..1] 1(42 ) 2 [2 (2-1)+0] 8 2 8 

para jlj '; J e j' sao primeiros associados; 

k 2 2 1
---· = - = --= --.

À 
v2

2 1(42 ) 16 8 

para j:#j'; J e j 
1 

-

sao segundos associados. 

Assim, 

5/8 -3/8 -1/8 -1/8

-3/8 5/8 -1/8 -1/8

-1/8 ..-.1/8 5/8 -3/8

-1/8 -1/8 -3/8 5/8

Tem-se que:. 

Ql 39 39 o 

Q4 J.
42 41 1 

= T A= = 

Q2 k 36 39 -3

Q3 43 41 2.

Então� a solução do sistema cí: 9 dada por: = e 
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-

·1 5/8 -3/8 -1/8 -1/8 o -1/4

-

-3/8 5/8 -1/8 -1/8 1 3/4 •4
= = ng = = 

-1/8 -1/8 5/8 -3/8 -11/4•2 -3
- J -1/8 -1/8 -3/8 5/8 2 9/4 1"3 

Para o caso do Grupo Divisível, uma inversa generali.zada 

íl*, conforme JOHN (1980), é composta de matrizes quadradas íl ao longo 
. o 

da diagonal principal, e por zeros fora dela, onde: 

e 

-

•1 
-

- •4
T = = 

·2
-

�3 

íl = k [r 
0 r(k-l)+À l 

Assim, 

ílo 
= 

Então, 

íl* = 

S2*Q = 

para o exemplo considerado, 

2 Ír - (1-0) J] = I
2 (2-l)+o L 1(4) 

.3/4 -1/4 o o 

-1/4 3/4 o o 

o o 3/4 -1/4

o o �1/4 3/4

3/4 -1/4 o o 

-1/4 3/4 o o 

o 3/4 -1/4

o o -1/4 3/L� 

tem-r.e � 

1 -
4 J

= 

o 

1 

-3

2 

[3.4.3.v] 

[ 3/4 

-1/4 

J--1/4 3/4 

-1/4

3/4 

-11/4

9 /L� 
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No caso de BIB, tem-se que Àl 
= Àz

= À, s=l e n=v. Assim,
�;.:, 

de [3.4.3.u] obtém-se qu.e íl = {Q .. i}, onde: 
JJ 

k(v-1) k(v-1) k(v-1) 
j=j'= = 

' para 
v[r(k-l)+À] V[ÀV-À+À] ÀV2 

íl .. ' = < [3.4.3�w] 
JJ 

k para j/j'= ---

v[r(k-1)+>,] ÀV2 

ou seja: 

v-1 -1 -1 -1

-1 v--1 -1 -1

íl e+ k 
-1 -1 v-1 -1= =--

. . .

Àv2 

. . . . . .

.-1 -1 -1 v-1

-

que e a inversa de Moore-Penrose de e no caso de BIB, dada por IE:t--Jl1A

(1985, 1987). 

3.5 - Variãncia da Estimativa de um Contraste entre Efeitos de Trata

mentos 

Conforme 2.1.3, a variância da estimativa de um contraste 

entre efeitos de tratamentos t'T é dada por 

[3.5.a] 

No caso de GD para contrastes elementares de tratamentos 

primeiros associados, de [3.5.a] e [3.4.3.u] segue-se que: 

= 2 <[k(s-1) + k(n-1) _ k(s-Q + k ]> 0
2 

A2v2 n[r(k-l)+À1] A2v2 n(r(k-l)+A1] 

')
k [ 

n-1-;..l 
] 2 2kcr2 V [J� 5 b] =� < >a=----= 

1
... . º 

n[r(k--l)+À1] r(k-1)+.>..1
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A expressao [3.5.b] corresponde à.quela apresentada por 

JOHN (1980), considerando a inversa generalizada simétrica, conforme es

trutura dada em [3.4.3.v], Essa equivalência procede, pois trata-se de 

variância de funções lineares paramétricas estimáveis. 

Para GD e contrastes elementares de tratamentos segundos 

associados, de [3.5.a] e [3.4.3.u] tem-se; 

V[ih - ih i] 2ka2 { s-1 n-1 1 }= -+ +--
· ÀzV2 n[r(k-.l)+Àl] ÀzV2 

2kcr2 { 
n-1 +-s ), = 

n[ r (k-1) +À1] À v2 

2 

[ 
n-1 1 l 

2ka2 
+-- [3.5.c] = 

< n[r(k-l);..11.1) >..2vn j .

Considerando-se que, para GD j r(k-1) = (n-1) >..1 + n(s-1) Àz, 

de [3.5.c], com alguma simplificação obtém-se: 

V[Í:h - i: i] 2kcr2 

[ 1 -
(À2 - Àl) 

] = v2 [3.5.d] = 
.h r(k-1)+>..1 À2v 

. 

expressão apresentada que e a mesma por JOHN (1980). 

Para qualquer tratamento h, existem v-1 estimativa� de con 

• - - ( ..1. ' ' ) trastes do tipo 'h - 'h' hrh; h,h =1,2, ..• ,v, sendo que n1 desses COE_ 

trastes· são estimados com variância v1, e n2 com variância v2• 

forma, a variância média é dada por: 

l J n1 2ko2 

= 
v-1 1r(k-l)+À1 +

= 2ko2 f l

r(k-U-ü1 l (v-1)

r(k-l)+À1 

Desta 



V
l 

V
2 

= 

= 

2ko2 { 
. 1 

r(k-l) +À1

Para o exemplo considerado tem-se: 

2ko2 2(2 ) o2 4 = 

= 
-

02

r(k-1) -;,;\l 2 (2-1) +O 2 

2ko2

[1 -
(;\2 - Àl)

] ::: 2o2

r(k-1) +À1 ÀzV

2o2 [1 - 1/4] 

2ko2

= 2 (3/4) a
2 

3
= "="" 

02

n2 (/,2 -Àl)] 

>..2 v( v-1)

= 202

[ 1 - {1-0)]

1(4) 

, 

= 2 02 [1 - 2 ( l --O) ] - 2 02 (1 - -
1

�
2
-J = 2 02 [ 5 / 6 ] 

1 (4) (L1-l) 
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[3.5.e] 

5 

= 
-

0
2 

Expressões gerais para a variância da estimativa de um con 

traste entre efeitos de tratamentos para PBIB(2), segundo BQSE e NAIR 

(1939), RAO (1947 ) e BOSE e SHIVlAMOTO (1952) , e para PBIB(m) , 

CRAKRABARTI (1962), encontram-se em 2.3.10. 

conforme 
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3.6 - Eficiência 

A eficiência do PBIB em relação a blocos casualizados e 

dada por: 

E = 
V 

r 

V 
[3.6.a] 

onde Vr =
2cr2 

- • - • 

e a variancia da estimativa de contrastes elementares en-
r 

tre ·tratamentos, em blocos casualizados; e 

V representa o mesmo em PBIB. 

No presente contexto, tem-se: 

V 
2o2 /r 2cr2 

E 
r = = 

v. v. rv. J. J. 

De [3.6.b] segue-se que: 

e 

respectivamente, para primeiros e segundos associados. 

A eficiência média é dada por: 

E = 
2cr2 

rV 

Para o exemplo considerado, tem-se: 

2cr2 2cr2 

El = = ---- =

rV 
1 

(2) 2cr2 

E 
2cr 2 2cr2 

= --=

2 
rV2 (2) 

3 
cr

2 

2 

E 
2cr 2 2cr2 

= = 

rv (2) 
5 

-
02 

3 

= 

l 

2 

l 
-- ::: 

3/2 

l 
= --= 

5/3 

2 
; 

3 

3 

5 

.[3.6.b] 

[3.6.c] 

[3.6.d] 

Como Àl < À2,
tem-se E1 < E2. Para o plano experimental em

consideração, os tratamentos cujas cornparaçÕE:s sã.o de maior interesse de 

veriam ser segundos associados. 
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3,7 - Anilise de Variância e Teste de Tratamentos 

3.7.l - Somas de ouadrados 

Para o modelo linear y = X0 + e:, sabe-se que a soma de qu� 

drados do resíduo (SQR) é dada por: 

[3.7.1.a] 

onde, �'X'y, definida como a soma de quadrados de parâmetros (SQP), é: 

SQP = [ µ ' f , ê ' ] 

G 

T 

B 

= µG + i'T + S'B

De [3.3.c] tem-se que S = K-1 (B - N'T - Klµ), logo:

SQP 

SQR 

onde: 

i'i 

.!_ B 1 B 
k ~ ~ 

= µG + i'T + S'B
-

= µG + i'T + (B - N'i
-

,,

µG f'T 
_, 

= + ,.. B'K -B -
-

= µG + f' (T - NK-1 B) 

= µG + f'Q.+[..!_ B'B 
~ - k - -

- Klµ)'

T 1NK-1B 
-

+ ! B'B
k - -

µG]

K-1 B 

-

µl'K.K-
1
B 

µG 

- -

Substituindo-se [3.7.1.b] em [3.7.1.a], tem-se: 

= (y_'y_ - µG) - i'Q - (! B'B - µG)
- - k - -

- µG 
-

e a soma de quadrados total (SQTotal); 

�•g de quadrados de ajustada e a soma tratamentos 

cos [SQT(aj.)]; 

- µG
-

e a soma de quadrados de blocos (SQB). 

Considerando-se a forma usual de apresentação 

de quadrados, tem-se que: 

[3.7.1.b] 

[3.7.1.c] 

para blo-

das somas 
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SQTotal = I: y .. 
- e , 

l.J o i,J 

V 

SQT(aj.) = I: =e.o. , [3.7.1.d] 
i=l . ]. "]. 

1SQB = I: B� -· e
, 

k 
j=l J o 

SQR = SQTotal -· SQT(aj .) - SQB , 

onde C = µG é o fator de correção. 
o 

ou seja, 

De [3.7.1.c] segue-se que 

SQTotal = SQB 

Para o exemplo 

SQTotal = 26

SQBlocos = 12

SQT(aj.) = i'g 

t SQT(aj.) + SQR . [3.7.1.e] 

ilustrativo tem-se: 

V 

= I: í:. Q. 
i===l . ]. ]_

= 
Í:lQl + i4Q4 + Í:2Q2 + í:3Q3

- (-1/4)_ (O) + (3/4) (1) + (-11/4) (-3). + (9/4) (2)

=O+. 3/4 + 33/4 + 18/4 

SQR= SQTotal - SQB - SQT(aj.) = 26-12-13,5 = 0,5. 



então, 

3,7.2 Esperanças matemãticas das somas de quadrados de inte

resse 

3.7.2.1 - Esperança matem�tica aa SQT(aj.) 

Sabe-se que 

Seja 

WX'y = [<j> 

SQT(aj.) = i'g = g'ng 

w . . 

v l+v+b 

I 
V 

G 

I 
V 

_l 

-NK )
V b 

-1 -1 

-NK l -T = T - NK B = g

B 

[3.7.2.1.a] 

[3.7.2.1.b) 

[3.7.2.1.c) 

Substituindo [3.7.2.1.c] em [3.7.2.1.a] tem-se: 

SQT(aj.) = ·f �W'ílWX 'I [3.7.2.1.d] 

Considerando-se XW'nWX' = P1, ent�o,

[3.7.2.1.e] 

Para se determinar a E[SQT(aj.)], utiliza-se o teorema 

enunciado a seguir. 

Teorema 3.7.2.l.l [SEARLE, 1971] 

Seja i � N(X�, Io2 ), então: 

Assim, conforme teorema 3.7.2.1.1, obtém-se 

[3.7.2.1.f] 
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Mas Tr[P1] = Tr[XW 1 QWX 1
]. Fazendo A= XW' e B = QWX', en

tão Tr[P
1

] = Tr[AB]. Se as dimensões forem favoráveis, Tr[AB] == Tr[BA].

Portanto, 

Tr[P1] = Tr[XW'ílWX'] = Tr[ílWX'XW 1
] [3.7.2.1.g] 

Mas 

wx'xw' = c [3.7.2.1.h] 

então, 

Tr[P1] = Tr[QC] [3.7.2.1.i] 

Como íl é inversa condicional de C, então CQC = C, e ílC 

idempotente, pois QCQC = QC. Logo, 

Tr [ P1] = Tr [ QC] = Característica [QC] = Característica [C]

= v-1 

Além disso, tem-se que

0'X'P X0 = 0'X'XW'ílWX'X0 
~ . 1 ~ 

= 0'.

[3.7.2.1.j] 

e vºv v [ vtl e vcj>b ] l+v+b 0l~l+v+b vv V V l+v+ b~l 

obtém-se: 

l+v-i:b b<l>v
V 

= T 'CT. [3.7.2.1.k] 

Substituindo-se [3.7.2.1.j] e [3.7.2.1.k] em .[3.7.2.1.f] 

E[SQT(aj.)] = (v-l)o2 + .'e.
- ,.., · 

De [3.7.2.1.1] segue-se que: 

T
1 CT 

E[QMT(aj.)] = o2 + ~ 
v-1

[3.7.2.1.,Q,] 

[3.7.2.1.m] 
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3.7.2,2 - Esperança Matem�tica da SQR 

Para a SQR, tem-se, como é usual, 

SQR = f (I-P)l [3.7.2.2.a] 

onde P = X(X'X)-X' = xx+, send; (X'X)- inversa condicional de X'X e X+ 

inversa de Moore-Penrose de X. 

Aplicando o Teorema 3.7.2.1.1, tem-se: 

E[SQR] = Tr[I-XX+ }o2 
+ �'X'(I-XX+)Xf 

portanto, I-P 

XX+_ e· , Mas, P = idempotente, pois

+ -
= I - XX· e idempotente, pois, 

2 

(I-P) = I-P 

Desta forma, segue-se que 

Tr[I-P] = Tr[I�XX+ ] = Característica [I-XX+ ] 

[3.7.2.2.b] 

[3.7.2.2.c] 

[3.7.2.2.çl] 

= Característica [I] 

= Característica [I] 

Característica [XX+ ] 

Característica [X] • 

então, 

Mas� 

Característica [I] = rv, e 

Característica [X]= v+b-1 

Tr[I-XX+. ] = rv-v-b+l 

Além disso, tem-se que: 

= 0'X'X0 0'X'X0 =·O 

[3.7.2.2.e] 

[3.7.2.2.f] 

[3.7.2.2.g] 

[3.7.2.2.h] 
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Substituindo-se [3.7.2.2.g] e [3.7.2.2.h] em [3.7.2.2.b], 

obtém-se: 

E[SQR] = (rv-v-b+l)o2 [3.7.2.2.i] 

De [3.7.2.2.i] segue-se que: 

E[QMR] = o2 [3.7.2.2.j] 

3.7.3 - Independ�ncia e distribuição das formas quadrâticas 

Para se verificar a independência e a distribuição das for 

mas quadráticas apresentadas em 3.7.2, utilizam-se os seguintes teore-

mas: 

Teorema 3.7.3.l [GRAYBILL, 1961] 

1 l , ·    Se y _ '\, N(µ_,rcr2 ), então -- y'Ay'\Jx2 ou seJ·a, -- y Ayo2 ~ ~ · ( n ·; o) ' cr2 ~ -
tem distribuição de qui-quadrado não central, com n graus de liberdade,e 

parâmetro de não centralidade o = -
1- µ 'Aµ, se e somente se A for uma ma 

202 

triz idempotente de característica n. 

Teorema 3.7.3.2 [SEARLE, 1971] 

Quando '!.. "' N(�,V), as formas quadráticas '!..'A'!. e fB'!.. sao 

independentemente distribuídas se e somente se AVB =�,ou, de forma equi 

valente, BVA = �-

Teorema 3.7.3.3 [GRAYBILL, 1961] 

Se uma variável w é distribuída conforme X
2 ou se-(n1, o) ' 

ja, como qui-quadrado não central com n1 graus de liberdade e parâmetro

de nao centralidade o, e se outra variável aleat6ria zé distribuída co-

2 mo X(nz)' ou seja, como qui-quadrado central com n2 graus de liberdade,e

se w e z sao independentes� então a variável 
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U =--=--

tem distribuição F não central, com n1 e n2 graus de liberdade, e para-

metro de nao centralidade o.

3.7.3.l - Distribuição da SQT(aj.)/cr2

Sabe-se que 

onde. P1 = XW'ílWX', e W é dada por [3.7.2.1.b]. 

Assim, 

P2 
= xw'ílWX'XW'ílWX' 

1 

Mas, WX'XW' = C, logo 

P2 
= XW'ílCílWX' = XW'ílWX' = P 1 . 1

[3.7.3.1.a] 

[3.7.3.1.b] 

Portanto P1 é idempotente, e por [3.7.2.1.j] tem-se que:

onde: 

Característica [P1] = Tr[P1] = v-1

Tem-se ainda de [3.7.2.1,k] que 

0'X'P X0 = 0·x 1xw'r1WX'X0 = T
1

CT- . 1 - - - - ··-

Assim, pelo teorema 3.7.3.1, tem-se: 

nT = v-1
. . 1 . 

Õ
T 

= -- T 'CT 

2a2 

[3.7.3.1.c] 

[3.7.3.1.d] 

[3.7.3.1.e] 

[3. 7 .3. 1.f] 
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3.7.3.2 - Distribuição da SQR/cr2

Sabe-se que 

SQR = f (I-P)l [3.7.3.2.a] 

+ � Mas I-P = I-XX e idempotente e, por [3.7.2.2.g] tem-se

que: 

Caracte.rística [I-P] = Característica [I-XX;-] 

+ = Tr[I-XX ] = rv-v-b+l

Tem-se ainda, de [3.7.2.2.h], que: 
\ 

0'X'(I-P)X0 = 0'X'(I-XX+)X0 = O 
('d -

Assim, pelo teorema 3.7.3.1, tem-se: 

[3.7.3.2.b) 

[3.7.3.2.c] 

[3.7.3.2.d] 

SQR ou seja, -- tem distribuição de qui-quadrado central, com n
R 

graus de
a2 

liberdade, onde 

n = rv-v-b+l
R 

3.7.3.3 - Distribuição do quociente 

De [3.7.3.l,a] e [3.7.3.2.a], tem-se: 

[3.7.3.2.e] 

SQT(aj.)/nT

SQR/n
R 

SQT(aj.) = l'P,l e SQR = I'(I-P)l , 

·t· t d P xr.,1 trir .. rv' P X(X'X)-X' XX·+ respec ivamen e, on e 1 = ,. �Hva e = = • 

Verifica-se que, sendo V =Ia2
, então, 

(I-P)VP1 = (I-P)P1
a2 = [(I--XX+)XW'ílWX:') 0

2 

= [XW ! �iWX. I - XX +xw I r1.WX 1] 0 2 



100. 

[3.7.3.3.a] 

Assim, pelo Teorema 3.7.3.2, SQT(aj.) e SQR sao indepen-

dentes; e usando-se o Teorema 3.7.3.3 tem-se, por [3-.7.3.1.e] e [3.7.3.2.d] 

que: 

onde: nT = v-1;

nR = rv-v-b+i;

º1 = _l_ i:'C,.
2o2 ~ -

SQT(aj.)/nT

SQR/ � F(nT,nR,ôT)nR 

3.7.4 - Quadro da analise de variância 

[3.7.3.3.b] 

[3.7.3.3.c] 

O quadro da análise de variância, com as esperanças dos 

quadrados médios de interesse, é dado pelo seguinte esquema: 

Causas de Variação G.L. S.Q. Q.M. E[QM] 

Blocos (não ajustados) b-1 SQB SQB/b-1 

Tratamentos (ajustados) v-1 SQT(aj.) SQT(aj.)/v-L a2 + ,'C-r ~

Resíduo rv-v-b+l SQR SQR/rv-v-b+l a2 

Total rv-1 SQTotal 

~ -
onde as sornas de quadrados sao dadas pelas expressoes apresentadas em 

[3.7.1.d]. 



onde: 

3.7.5 - Teste de significância para tratamentos 

Sabe-se, por [3.7.3.3.b], que: 

nT = v-1; 

nR = rv-v-b+l;
. 1

º1 = -- .'e •. 2o2 ~ ~ 

SQT(aj.)/nT
------'v F 

SQR/nR (nT,nR'ºl)
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Assim, a hip5tese de nulidade de que todos os efeitos de 

tratamentos são nulos, isto é: 

H : 1: = '.:: 
o ~ '.!' ' 

é testada utilizando-se a estatística 

F = 
SQT ( aj .) /nT 

SQR/nR 

que, sob H
0

, tem distribuição F central com nT e nR graus de liberdade.

3.8 - Decomposição da Soma de Quadrados de Tratamentos Ajustada 

3.8.l - Contrastes ortogonais 

As funções lineares paramétric.as S/,
1

1: com 

!/,' 1 ·- i: SI,. = 
~ 

i=l
]. 

[3.8.1.a] 

sao denominadas de contrastes. 

Os contrastes 

V 

Y. = I !l .. 1:, e yk 
- I $1, • 1: • 

J i=l J ]. l. 

i::;cl
k:t l. 



sao ditos ortogonais, no contexto de PBIB, se 

V 

1: Jl
J
. i .Q,ki

i=l 
= o 
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[3.8.1.b] 

3.8.2 - Decomposição da soma de quadraàos de tratamentos ajus

tada 

No caso de BIB, IE:MMA (1985, 198 7) afirma. que a decomposi 

ção da SQT(aj.) em somas de quadrados de contrastes ortogonais, pode ser 

feita de modo usual, obtendo-se a som;i, de quadrados de hipótese (SQH).o 

Adotando-se esse procedimento no presente contexto, para 

[3.8.2.a] 

onde D' é a matriz dos coeficientes dos contrastes, sendo: constituída, 

portanto, de v-1 linhas independentes, isto é, D 1 tem posto linha cornpl� 

to, e íl, conforme [3.4.3.b], é dada por: 

íl = 
v-1

1 ' i:: - u.u. =. 0. ~J~J J =l J 

1 1 1 ' 1 ' 
-6 �l�l + -62

�21::2 + º .  º + -6 - u lu 11 . V-1 ~V- ~V- [3.8.2.b] 

e u. é um auto-vetor normalizado associado ao auto-valor e. (i=l,2, ••• , 
~J J 

v-1) de e.

Sejam as v-1 linhas de D' os auto--vetores ortonormais as

sociados aos auto-:-valores 6, (i=l,2, ••• ,v-1) de C, ou seja, os v-J. con
J 

trastes ortogonais são correspondentes aos v-1 auto-vetores de C. Desta 

forma segue-se que 

1/61 o . . . o 

o 1/62 o 

D'ílD - = Diag[l/01' 1/02,···, 1./ev-l]
. . .

o o ·• . . 1/ev-:-l



e então, 

 então,

-1 

[D 'ílD] =Diagonal [01, 02, .•• , 0 1] =A v-

Sabe-se que 

SQHO = [D 'ng] 'AD 'ng = Q 'rrnAD 'ílQ 

= g'ncng = g'ng

= f 'g = SQT(aj •.) 
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[3.8.2.c] 

[3.8.2.d) 

A SQH0 pode ser decomposta em v-1 componentes ortogo

nais. Para tanto, considere-se que 

9'ílD

ílD = [ 1 
-u . -1 
e 1 

D'íl 

= [ ..!_ Q'u 
e - . -1

1 . . 

= 

1
-u 

-2
02

.

1 u' 
0

1 
-1 

l - u' 
e 

-2 

1 ' --u

0 
~v--c-l 

v-1

1 Q' - u 
e ~ 

-2
2 

1
--u -v-1 l0 v-1

1 Q' J -- u 
e ~ ~V-1 
v-1 .. 

[3.8.2.e] 



D 'ílQ = 

1 'Q -u 
0 ~l~ 

1 'Q -u 
e ~2~ 

2 

1 
' Q --u 

S ~V-1~
v-1 

lülf. 

[3.8.2.f] 

De [3.8.2.d]
9 

[3.8.2�e] e [3.8.2.f] segue-se que: 

SQH0 = 9'ílD./\.D 1ílQ

SQH o

l 
·1

O 
--- Q'u 
ev-T ~ ~V-lj

o 

o 

02

o 

o 

o 

e 
v-,1 

l 

Como Q'u� e u�Q são escalares, tem-se que
~ ~J �-J~ 

Q'u.. = u!Q 
~ ~J ~J~ (j=l,2, ••• ,v-1)

1 'Q 0 ul 1 ~ 
~ 

1 ! -- l1 Qfj2 ~2-

1 ' Q--u 

8 v-l~V-1~

[3.8.2.g] 

[3.8.2.h] 

Substituindo [3.8.2,h] em [3.8.2.g], obtem-se; 

v-1
"' I 

j=l 

1 
(u ! Q) 2 

e. -J ~ 
J 

[3.8.2.i] 
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Desta forma, a soma de quadrados ajustada, devida 1ao 

contraste Y., definido pelo auto-vetor normalizado u., é dada por: 
J ~J 

SQY. (aj .) 
1 (u ! Q) 2 , (j=l,2, •• _. ,v-1) [3.8.2.j] 
e. J 
J 

~J ~ 

Como 1
!l. onde R, • (j=l,2, •• �,v-1) u. = ' e um au-

~J
li Q,. l i  

~J -J 
~J 

to-vetor de C associado ao auto-valor e., e que define 0 contraste Y., 
J J 

de [3.8.2.j] segue-se que: 

1 1 2 

SQY. (aj .) = (- _(/, !Q) = 
J e. 

li t · ·11 
·· J -

J -J 

= 

= 

. 1 
(R, ! Q) 

2 

llt-11
2 ~J ~

e.
J ~J 

(t!Q) 2 

~J -
0 .J/, !L 
J -J ~J 

V 
2 

( L J/, •• Q.)
i=l J i i 

0. L J/,�.
J i=l J l. 

[3.8,2.k] 

No caso de PBIB (2) do tipo GD, para decompor a SQT(aj .) 

em partes ortogonais, deve-se estruturar (s-1) contrastes associados ao 

auto-valor 01 e s(n-1) contrastes associados a e
2

. A estrutura desses con

trastes é dada pelos auto-vetores associados a e1 e e2• Uma expressão ge

nérica desses auto-vetores é dada em [3.4.3.n] e [3.4.3.o], respectivarneE_ 

te. Verifica-se por [3.4.3.n) e [3.4.3.o], que para os auto-vetores asso-

ciados a e
1 entre os grupos de tratamentos tem-se uma estrutura de con

traste, enquanto que, para os auto-vetores associados a e2 a estrutura de

contraste e obtida dentro de cada grupo de tratamentos. 

Para o exemplo em consideração tem-se,conforme [3.4.3.k] 

e [3.4,3.JI.] que 
À2 V 1(4) 

e = -- = -·-- = 2 
l k 2 

e 
r(k-l)+Àl

k 

2 (2-1)-.-0 

2 
= 1 
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com multiplicidades a1 - s-1 = 2-1 = 1 e a2 = s(n-1) = 2(2-1) -· 2, res

péctivamente. 

Desta forma, para decompor a SQT(aj .) em partes ortogonais, 

devem-se estruturar três contrastes ortogónais, sendo um associado a 01

e dois associados a 02• A estrutura do contraste associado a 01 ê, con-

~forme [3.4.3.n], dada por: 

-1

-1

�1 
= 

p 

1 

enquanto que a estrutura dos contrastes associados a 02 e, de acordo com

(3 .4. 3. o] , dada por 

tor 

-1 o 

1 

�2 
= t + 

-1

o 1 

Considerando-se para �2 t=-1 e z=O, obter-se-ia o auto-ve

�21 =

1 

-1

o 

o 

que corresponde ao contraste Y1 � t1 vs t4
, conforme a estrutura da ma

triz C e� consequente ordenação dos tratamentos no vetor coluna corres�

pondente, ou seja, 
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T
l 

-f = 

T4 
li 

T2

Um auto-vetor ortogonal a �21 e obtido considerando-se, na es

trutura de �2, t=Ü e z=l. Desta forma, tem-se o auto-vetor:

o 

o 

�22 1 

-1

que corresponde ao contraste Y2: t2 vs �3• Fazendo p=�l na estrutura de

�l' obtém-se o auto-vetor

�11 = 

1 
J.. 

1 

-1

-1

que ê ortogonal a �21 e �22 e corresponde ao contraste Y3: (t1 + t4) vs

Desta forma, tem-se que os vetores: 

51,' = [1 -1 o o]-1 

�2 
= [o o 1 -1] e 

51,' = [1 1 -1 -1]-3

definem os contrastes Y1, Y2 e Y3, respectivamente.

A sorna de quadrados ajustada de cada contraste é, de acor 

do com [3.8.2. k] dada por: 



Assim, 

SQY1 (aj.)
(,Q,'Q)2~l~ 

82�i�1

= 

SQY2 (aj.)
(,Q, 'Q) 2~2~ 

= 

82�2�2

--

(,Q, 'Q)2 

SQY. (aj.) =

J 

(.R, !Q)2
~J~ 

8.,Q,!.R,.
J~J~J

hco)+C-1) Cl)+OC-3)+oc2)] 2 (-1)2 1 = =-= 
. 1(.2) 

2 
[ 1 ( - 3) + ( -1) ( 2)] (-5)2= 

1(2) 2 

25 - -- --

2 

2 2 

12,5; 
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0,5 

e SQY3 (aj.)
~3~ [l (O)+ 1 (l) + (-1) (.-3) + (-1) (2)] 

2 

22 4 1 .= -'-------'-------'--'----'-----''---'--';....:...- = - = -. = - =-= O
, 

5 • 

81�3�3 2(4) 8 8 2 

No presente contexto, tem-se: 

SQT(aj .) = f'g = 27/2 

Verifica-se que 

SQY1 (aj.) + SQY 2 (aj.) + SQY 3 (aj.)
1 25 1 27 = - + - + - == - = SQT (aj • ) • 
2 2 2 2 

No caso.de BIB, os v-1 auto-valores não nulos de C 

iguais a e, onde, 

sao 

vr-b 
e=-- .. [3.8.2.t] 

v-1

Desta forma, os contrastes ortogonais são organizados da 

forma usual, considerando-se que os tratamentos são igualmente repetidos, 

dado que o BIB é equi-replicado ,e a soma de quadrados ajustada para oco� 

traste Y. é dada por
J 

SQY.(aj.) = 

J 

(,Q, ! Q) 2 

~J~ 

e R-!,Q,.
-J~J

[3. s. 2 .1ul 



De [3.8.2. 9-] tem-se que� 

vr-b bk-b Àv 
0 

b(k-1) �.À= -- = -- = ::: --

v-1 v-1 v-1 r k 

Substituindo-se (3. 8. 2. n] em (3. 8. 2 .rol, 
V 

(.t �Q)2 (.t !Q) 2 (. E L.Q.) 2 

k k i=l Jl l 
SQY. (.aj.) -J�· -J-· = -- --

À� t!t. ÂV ,Q, !L ÂV 
V 

""]':".J E t:. 
k �J-J i=l Jl 

-

que e a expressao apresentada por MONTGOMERY· (1976). 

Verifica-se que 

v-1
E 

j=l 
SQY. (aj . ) = SQT (aj • )

J 
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[3.8.2.n] 

obtém-se: 

[3.8.2.o] 

3.8.3 - Efici�ncia para a estimativa dos contrastes 

Sabe-se de 2.1.3 que, no caso de blocos incompletos, 

onde, í'T e uma função paramétrica estimável. 

Para blocos casualizados, tem-se: 

v[ff1 
... t't 

- - 2 
= -- 0 

r 
= 

V 

E R,7
i=l 0 2 

r 

[3.8.3.a] 

[3. 8 .3. b] 

Assim, considerando-se o contraste t!T, no caso de PBIB,
-J-

tem-se que: 

onde, conforme [3.4.3.b], 

v-1
íl = E 

j =l

1 '
-0 u.u . 

. -J-JJ 

[3.8.3.c] 

[3.8.3.d] 



-se:

Mas, 
l

9,. u. = entao, , ~J 
li L li 

~J 
-J

51,. = li Ji,. li u. 
~J ~J ~J 

Substituindo-se [3.8.3.e] em [3.8.3.c], tem-se: 

v[Jl !fJ = 
-.--J-::-

= 

= 

li 51,. li u! 
~J ~J 

li L 11
2 u ! 

~J ~J 
V 

E i:. u! 
i=l J l. ~J 

íl li L llu. cr2 

~J ~J 

íl u. ª2 

~J 

íl u. ª2 

~J 

Como �j íl �j - 0
1

_ , de [3.8.3.f] segue-se que:
J 

v[Jl�i] = ~J~ 

E 
i=l 

e. 

t:. 
J l. 

i 
a 

llO. 

[3. 8. 3. e] 

[3.8.3.f] 

[3. 8. 3. g] 

Para o contraste Jl!T, no caso de blocos casualizados,tem
~J~ 

[3.8.3.h] 

De [3.8.3.g] e [3.8.3.h] segue-se que a eficiência para a 

estimativa do contraste Jl!T, no caso de PBIB, em relação a blocos casua
~J~ 

lizados, é dada por: 

V 

E Q,:. 
i=l J l. ª2 

0. 
E.

r =-1.. j = 1 , 2 , • • . , v-1 [3. 8. 3. i]= ; 
V r 
E i:. 

i=l J l. 
0

2 

0. 

Para o exemplo considerado tem-se: 0 1=2, 0
2

=1 e r=2. Âs

sim, para os contrastes associados a e
1 

a eficiência é: 
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2 
= - = 1 (3.8.3.j] 

2 

Para os contrastes associados a e2 a· eficiência e:

1 

2 
0,5 [3.8.3.k] 

Uma vez que e
1 

> e
2

, tem-se maior eficiência na estimati

va dos contrastes associados a e
1

, que é o maior auto-valor. 

Verifica-se que a eficiência E2 de [3.8.3.k] é igual ã e

ficiência E
1 

obtida em 3.6. Isso ocorre uma vez que em 3.6 a eficiência 

E
1 

ê obtida para contrastes elementares de tratamentos primeiros assoei� 

dos·, que definem contrastes associados ao auto-valor e2 • Essa identidade 

�ão se verifi�a, entreta�to, entre a eficiência E
1 

de [3.8.3.j] e E2 ob

tida em 3.6. A não identidade decorre do fato de que E2 em 3 •. 6 é obtida

para contrastes elementares entre tratamentos segundos associados, os 

quais não definem contrastes associados a01 e nem contrastes associados

a ªz· 

Para BIB, tem-se um único auto-valor 0 = ')....v/k não nulo de 

C, então a eficiência do delineamento é dada por: 

E = 0/r = Àv/rk 

Fazendo-se analogia com os BIB, no caso de PBIB pode-se 

obter a soma de quadrados ajustada para o contraste Y. [SQY. (aj.)], da 
J J 

seguinte forma: 

i) Reconstituindo-se os totais de tratamentos através das médias

ajustadas, fazendo-se T. rP., onde -._ - - � 

G/rv.= µ. = 
µ + T. e µ 

l. l. l. l. 

ii) Obtendo-se SQY. da forma usual, ou seja,
. J 



r 

V 
r 

i=l 

.!(,�. 
J 1. 

iii} Obtendo-se SQY. (aj .) = E. SQY. , onde E. = 0. /r.
J J J J J 
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Alternatívamente, pode-se obter SQY.(aj.),diretamente com 
J 

os valores. T., ou seja; obtendo-se:1. 

e 

V 
r( r

r(.Q.!i) 2 

i=l SQY. ~J~ 
= = 

J P, ! P,. 
~J~J 

SQY. (aj • ) = E • SQY . 
J J J 

í: 

i=l 

� 2 L .T.) 
1.J 1. 

P,:. 
J l. 

Para PBIB(2), do tipo GD, tem-se: 

E1 = 01/r = À2v/rk

E2 = 02/r = [r(k-l)+À1]/rk

Desta forma, para os contrastes associados a 01 tem-se

e para os contrastes associados a 92 tem-se

. r(k-l)+À1. SQY.(aJ.) = E2 SQY. = ---- SQY. 
J J rk J 

Assim, para o exemplo considerado, tem-se: 



TRATAMENTO Q. 
....._ 

T.i 1. 

1 o -1/1+

4 1 3/4 

2 -3 --11/4 

3 2· 9/4 

onde: µ = G/rv = 160/8 = 20. 

tem-se: 

SQY1

SQY2

Para os contrastes
:

= 

= 

Yl: 
t1 vs

Yz: 
t
2 vs

Y3: 
(t ,• 1

(79 _ 83
)22 2 

2(2) 

(6� _ 89)
2

2 2 

2(2) 

+ 

t 
4 

t3

t4) VS

= 
(-2) 2

4 

= (-10)2 

4 

,,..._ .,.;._ A 

µ• =µ+T. 
1. 1. 

79/4 

83/4 

69/4 

89/4 

(t +•' 2 

4
- -- --

4 

100 

t3)

1 

- ----

4 
·2

25 . 

SQY3 
= 

· g9 + 83 __
2 2 (� + 89)] 

2 2 
= 

(2) 2
= 1/2 

SQY1 (aj.)

SQY2(aj,)

SQY3(aj.)

= 

= 

r(k-l)+À
1 

rk 

r(k-l)+À . 1 

rk 

ÀzV
=· - SQY 

rk 
3 

2 (4) 8 

SQY1 
2 (2-1)+0 1 = 1/2=

4 

2(2-1)+0 SQY2 25 25/2 = = 

4 

= 1(4) 1/2 = 1/2 . 

4 

T .. =rµ. 
1. 1. 

79/2 

83/2 

69/2 

89/2 

113. 



onde, 
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Verifica-se que 

SQY1(aj.) + SQY2(aj.) + SQY3(aj.) = 27/2 = SQT(aj.}.

3.8.4 - Esperança matemiiti•ca das SQYj(aj.) 

De. [3.8.2.j] tem-se que 

SQY/_aj.) = l. (�jg) 2 
= t g'�j�-jg (j=l, 2 , ••• ,v-1). [3.8.4.a) 

J J 

De [3.7.2.i.c] sabe-se que 

I 
V 

-NK 

--1 J 
V ·b 

Substituindo-se [3.8.4.b] em[3.8.4.a] tem-se: 

SQY. (aj .)
J 

Fazendo-se 

u.u! 
= y'XW' ~J<--J WX'y ~· e. ~-

J 
u·u 1 

íl. = 
~J~J 

J . 0· . J

[3.8.4.b] 

[3.8.4.c] 

[3.8.4.d] 

[3.8.4.e] 

então de [3.8.4.d] segue-sé que 

SQY.(aj.) = y!XW'íl.WX'y
J ~ J ~ 

Considerando-se XW'íl.WX' = A., tem-se
J J 

SQY.(aj.) = y'A.y
J ~ J ~ 

Conforme teorema 3.7. 2.1.1, tem-se que: 

E[SQY. (aj .)] = E[y' A.y] = Tr[A.J a2 + e'X'A.X0 .
J ~ J-� J ~ J ~ 

[3.8.4.f] 

[3.8.4.g] 

[3.8.4.h] 

Mas Tr[A.] = Tr[XW'íl.WX']. Fazendo-se B = XW' e D= Q.WX',
J J J 

então Tr[A.] = Tr[BD]. Se as dimensões forem favoráveis, Tr[BD] = Tr[DB]. 
J 

Portanto, 

Tr[A.] .-.: Tr[xw'n.wx'] = Tr[íl.wx'xw']
J J J 

[3.8.4. i] 



Entretanto, conforme [3.7.2.1.h], WX'XW' = C. 

[.3\.8 .4. i] segue�se que 
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Logo, de 

[3 .8 ._4 .j] 

Como ílj ê uma das v-1 matrizes da decomposição espectral

de íl, então íl.Cíl. = íl., e íl.C ê idempotente, pois íl.Cíl.C = íl.C.
J J  J J J J  J 

-se:

Logo, 

Tr [Aj] = Tr [íljc] = Característica

= Caracteristica 

Alêm disso, tem-se que: 

(f),1,x 1.A.X0 = 0'X'XW'íl.WX'X0
J ~ . J 

= 0, 
l;_,l+v+b 

= e:1"'íl.i 
J~ J~ 

�.ltv 

e 
V V 

[ <P1 V~ 
V 

(íl . C)
. J 

(íl.) = 1 J 

e 
V V 

[3.8.4.k} 

[3.8.4.i] 

Substituindo-se [3.8.4.k] e [3.8.4 • .Q] em [3.8.4.h], obtém-

E [SQY
J
. (aj . ) ] = o2 + 0� 1" 1r2 • T •J~ 'J~ 

De 3.8.4.m segue-se que 

E[QMY .(aj .)] = o2 + 0�T'íl.T 
J J~ J~ • 

1).8.4.raj 

[3. 8. 4. n] 
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3,8.5 .,.. Distribuição e independencia das formas quadrãticas 

3.8.5.l - Distribuição da SQYj(aj.)/cr2 

Sabe-se que 

SQY. ( aj . ) = y 'A. y 
J ~ J-

onde A. = XW'íl .WX', e W ê dado conforme [3. 7 .2.1.b]. 
J J 

Assim, 

A� = xw 'íl . vIX' xw' íl . wx v 
J J J 

mas, WX'XW' = e, logo,. 

A: = XW'íl. C1L WX 1 

J J J 
= XW'íl.WX' 

J 
= A. 

J 

[3.8.5.1.a] 

[3.8.5 .. 1. b] 

Portanto, A. ê idempotente e, por [3 • 8. 4. k] , tem-se que: 
J 

onde: 

Tem.,.se, ainda, de [3.8.4.9.] que 

�'X'A.X8 = 0'X'XW'íl.WX'X8 = 0�T'íl.� 
J ~ . J J~ J~ 

Desta forma, pelo teorema 3.7.3.1 tem-se: 

SQY. (aj.) 
J 
cr2 

Ô. = _l_ 0:T'íl.T
J 2cr2 J~ J~

í .,
1_3. 8. 5. 1. cj 

[3. 8.5. 1.d] 

[3.8.5.J..e] 

[3. 8. 5 .1. f] 
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3.8.5.2 - Distribuição da SQR/a2

Sabe-se de [3. 7 .3.2.d] que 

[3.8.5.2.a] 

onde, n = rv-v�b+l. 
R 

SQV /aj.) 
3.8.5.3 - DistdbuiçãO do Quociente 

SQR/� 

Sabe-se de [3.8.5.1.a] e [3.7.3.2.a] que 

SQY.(aj.) = y'A.y 
J ~ J-

e SQR = y' (I-P)y , 
~ N 

onde A.= XW'íl.WX' e P = X(X'X)-X' = XX+
. 

J J 

Verifica-se que, sendo V= Ia2 , então, 

(.I-P)V(Aj) = (I-P) A. ª2
= [cr-xx+

) xw'íl.wx'] 
J J 

ª2

= [xw'íl. wx' - XX
+XW'íl.wx'] ª2

J J 

= [xw 1 íl. WX' - XW' íl. WX 1] ª2

J J 

= <P [3.8.5.3.� 

Desta forma, pelo teorema 3.7.3.2, SQY.(aj.) e SQR são 1.n 
. J . 

dependentes, e usando-se o teorema 3.7.3.3 tem-se por [3.8.5,1.eJ e 

[3. 8. 5. 2. a] que: 

onde: 

n = rv-v-b+ 1 • 
R 

,

SQY. (aj.) 
-�J'-----'v F

SQR/ nR ( 1 , n R' ó j )

Ó.= _l_ 8�T 1íl.T •
J 2a2 J~ J~

[3. 8. 5. 3. b] 

[3.8.5,3.c] 



onde: 

onde: 
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3.8.5.4 - Independência das distribuições de SQYj(aJ.)

e SQYj1(aj.)

Sabe-se de [3.8.5.1.eJ que 

SQY. (aj .) SQY. , (aj.) 
J 

'\, 

x
2 

02 (l,o
j

) 
e - J

'\, 
x

2 

'0
2 (l,o

j
,) 

ô. = _l_ 0�T-'íl. T e 
J 2o2 J~ J.,..., 

_ 1 92 
tn () • t - -- • 1 L 3b , t L 

J 2cr2 J ~ J ~ • 

Sabe-se também que 

SQY • (aj . ) = y' A. y 
J "' J~ 

A. = XW'Q .WX'
J J 

e 

e SQY. , (aj • ) = y 'A. , y 
J ~ J ~ 

A., = XW'íl. ,WX' º 

J J 

Verifica-se que, sendo V= Icr2 , então, 

A.VA., 2 = = A.A. ,a 
J J J J 

= 

= 

[xw' íl.WX'XW'íl. ,wx'] 
J J 

[xw'n.cn. ,wx'] 
J J 

[XW' </)WX 'J ª2 

(12 

cr
'-

[3. 8 .5 .4. a]

[3.8.5.4.b] 

[3.8.5.4.c] 

[3.8.�.4.<l} 

[3 . 8 . 5 . 4 • e] 

Desta forma, pelo teorema 3. 7. 3. 2, SQY. (aj.) e SQY., (aj.) 
J J 

sao independentes, produzindo, portanto, testes de significância indepe� 

dentes. 
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3.8.6 - Quadro da an�lise de variincta com a decomposição da 
SQT(aj.) 

O quadro de anâlise de variância, com a decomposição da 

SQT(aj.) em partes ortogonais, e com as esperanças dos quadrados médios 

de interesse, ê dado por: 

Causas da Variação G.L. s .Q. Q.M. E[ Q.M.J 

Blocos (não ajustados) b-1 SQB SQB/b-1 

Tratamentos (ajustados) v-1 SQT(aj.) SQT (aj.) /v-1 ª2 _._+ 't'CT 

yl (.�j �} 1 SQY1(aj.) SQY1(aj.) ª2 

y ( . ). 2 . .i3J ', - 1 SQY2(aj.) SQY2 (aj.) ª2 

y - (::1j .)_ 
v-1

1 SQYv-l (.aj • ) SQYv-l (aj . ) ª2

Resíduo rv-v-h+l SQR SQR/rv-v-b+l cr
2 

TOTAL rv:-1 SQTotal 

onde SQY.(aj.), j=l,2, ... ,v-1, é obtida conforme [3.8.2.k]. J 

O nível conjunto de significância para os v-1 

- d d . d ( )v-1 . e a o. aproxima amente, por 1 - _ 1-o: , onde a ê o nível de 
- . canc1a adotado.

3.8.7 - Teste de significincia para o contraste Yj 

Sabe-se por [3.8.5.3.b] que 

onde, n.R = rv-v-b+l e

SQY. (aj .) 
J "' F 

SQR/nR
(l, nR, ój)

Ô. = _!._ 8�T 1 íl.T. 
J 202 J ~ J ~ 

+ 

+ 

+ 

~- -,.,. 

8 T 1 íl Tl~ l~

8 T 1íl T2~ 2~

8 T
1 Q T v-1-, v-1.--

contrastes 

signifi-
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Assim, a híp8tese de nulidade H : .Q,! T = O é testada ütio ~J~ 

li.zp,ndo-.-.s.e a estatística 

SQY. (aj.) 
F = --.a..J_· --

SQR/
°R

que, sob H
0

, tem distribuição F central, com 1 e� graus de liberdade. 

Além disso s conforme 3.8.5.4, as distribiuiçÕes dos contrastes Y. e Y.1 
. J J 

(j,j '=1,2, ..• ,v-l; jlj').sio inde�endentes. 

A título de ilustração, para o exemplo considerado, seja: 

H(l): R.'T~l~ = T ,.. T = 0
1 . · 4 

� .,T l = T 4

tem-se que: 

onde, 

º1 

Desde que o contraste �i:E = 

1/12 

1 
-1/12

íl2 -T o

o 

Assim, 

1 
- --

2cr2 

1 2 [T 
- 1

º1 

T4 

= _l_ 0 2
T'íl T 

2 2~ 2~ 
2a 

[1/fi -1/./2 

1/2 

-1/2
'[ T3] 2 o

o 

Tl - T4

o o]

-1/2

1/2

o 

o 

ê associado a 8 =1 2 '

1/2 -1/2 o

-1/2 1/2 o
= 

o o o

o o o 

o o Tl

o o T4 

o o T2

o o T3 

o 

o 

o

o 



. 1 
ó =-
1 2<J2 

F = 

SQY1(aj.)

SQR/nR

"' F(- )1,� 

o o] T 
4 
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Para o exemplo ilustrativo, a análise de variância, com 

decompos içã·o da SQT (aj . ) , g dada por: 

Causas da Variação G.L.

Blocos (não ajustados) 3 

Tratamentos (ajustados) 3 

Y1(aj.) 1 

Y2(aj.) 1 

Y3(aj.)_ 1 

Resíduo 1 

Total 7 

S.Q. 

12,0 

13,5 

0,5 

12,5 

0,5 

0,5 

26,0 

Q.M.

4,0 

4,5 

0,5 

12,5 

0,5 

F 

9 

1 

25 

1 

3.9.,., Ajuste de Equações de Regressâo Utilizando Polinornfos Ortogonais 

no Caso de BIB e PBIB 

A analise de variância envolvendo o estudo das regressões 

polinomiais, ate com grau p, de acordo com CAMPOS (1984), pode ser leva

da a efeito vantajosamente mediante o uso de polinômios ortogonais, es-

truturando-se o modelo: 



Y. l. 

onde P ... fi o polinbmio de grau j. 
J l. 
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A técnica da análise de variância com estudo de regres

sÕes através dos polinômios ortogonais, consiste em desdobrar os graus 

de liberdade de tratamentos em diversas regressÕ·es (linear, quadrática, 

cúbica, etc.), tendo cada um destes componentes de regressao 1 grau de 

liberdade, constituindo-se os mesmos em contrastes ortogonais. Realiza

-se um teste de significância para cada componente, e geralmente ajusta- 

-se uma equação de regressão, que abranja atê a regressão de mais alto

grau significativo. 

Quando os níveis. que determinam os tratamentos sao igual

mente espaçados, o processo se simplífica, dada a possibilidade de. utili 

zação de tabelas especiais com os coeficientes dos polinômios ortogonais, 

tabelas estas encontradas, dentre outros, em GOMES (1985}. Se os níveis 

que determinam os tratamentos não sã·o  igualmente espaçados, hâ necessid� 

de de se determinarem os coeficientes,e NOGUEIRA(l979} apresenta interes 

sante método geral para obtenção dos coeficientes dos polinbi:nios ortogo-

nais. 

onde 

A soma de quadrados para a regressão de grau J. é.dada por: 

(1;,Q, •• T.) 2 

SQReg.grau J = 
i Jl. 1. 

rK. 
J 

R,ji sao os coefícientes do polinômio de grau J;

T. sao os totais de tratamentos;
l. 

r g o número de repetições; 

K. e a soma dos quadrados dos coeficientes f ...J Ji 

[3. 9. a J 
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A equaçã·o, atg uni certo grau P s tem a seguinte expressão: 

'L = S + 61P
1

· 
.. 

+ 62P2. + • • •  + 6 P •
. 1. O . 1· l.. p pi

b = 

6. = 

!: T .. 
i 1 

rv 

!: 

M.
i 

J 

JI,. ,T •.
J l. 

rK.
J

[3.9.c] 

[3.9.d] 

sendo M. constante utilizada para tornar os coeficientes i .. inteiros;
J Jl. 

P .. são os polinômios ortogonais;e 
J1 

)\ ê a estimativa para a mêdia do tratamento. i. 

No caso de BIB, conforme [3. 8. 2. o_] 
1 

a soma de quadrados 

ajustada para o contraste Y. e dada por:
J 

V 

( L Q,. .Q.) 2 

(�' g_) 2 i=l J J_ 1 

SQY. (aj .} k 
[3.9.e] = 

J 
e JI, ! ,Q,. /\V 

~J"'J E 51, �. 
i=l J1

Admitindo-se que os coeficientes <los contrastes Y. defi
J 

nem os componentes linear, quadrático, cúbico, etc., então a soma de qu� 

drados ajustada de cada componente, isto é, a sorna de quadrados ajustada 

~ -

para a regressao de grau j e, de acordo com (3.9.a] e (3.9.e], dada por: 

SQReg. grau j (aj.) ·-
(&' g) 2 

e i ! .Q,. 
~J~J

= 
( E .Q, • • 0.) 2 -.. 

1 
J 1 ·1 

1= 

( E x. .• Q.) 2 

k i=l J l 1 

ÂV K. 
[3. 9. f} 
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De [3, 9 .d] tem-se que a estímativa do coeficiente de re-

gressão b. e dada por:
J 

V 

JI, !Q 
b. = M. ~J~

E JI. •• Q. 
i=l Jl. i 

V 

E 
i=l 

JI. •. Q. 
J]. ].

=·11.
J J 0JI. !L 

-J-,.,J
V 

À
k
vE .Q,�. . 1 J].

J= 

k == - M 
Àv j 

[3. 9 .iJ 
K. 

Para ilustrar, seja o se.guinte reticulado quadrado balan

ceado, que se constitui num BIB do tipo I: 

REPETIÇÃO I .REPETIÇÃO II 

BLOCO 1 (1) 19 (2) 17 BLOCO 3 (1) 20 (3) 22

BLOCO 2 (3)21 (4)19 BLOCO 4 (2)19 (4)23

REPETIÇÃO ill 

BLOCO 5 (1)18 (4)22

BLOCO 6 (2)21 (3)21

onde v�4, b=6, r=3, k=2, À =l, e os valores entre parênteses representsm 

os tratamentos e os demais as observações de uma variável dependente y 

qualquer. 

Para o presente caso, tem-se: 

Ql -2

Q2 -3 

s
= 

Q3 2 

Q4 3 

- ..... 1Tl 
.,..

-3/2
.,..._ T2 
T -= = 

lT3 

.,..., 3/2T4 

S�T(aj.) - i'Q = (-1)(�2) + (�3/2)(-3) + (1)(2) + (J/2)(3) 
";'-", 

-

= 2 + 9/2 + 2 + 9/2 � 26/2 = 13 . 
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Admitindo-se que os 4 tratamentos referem-se a níveis equi_ 

distantes de um fator quantitativo (X), pode-se estruturar o seguinte qu� 

dro, cujos coeficientes dos contrastes foram obtidos de GOMES (1985) � 

TRATAMENTOS Níveis COEFICIENTES DOS COMPONENTES 
de g Linear (�-1) Quadrático C�_z) Cúbico (

.�3) 
X 

1 o -2 -3 1 -1

2 1 -3 -1 -1 3 

3 2 2 1 -1 .,.3 

4 3 3 3 1 1 

K. 20 4 20 

M. 1 10/3 

Seguindo-se [3. 9. iJ obt:em-se: 

SQ Regressão Linear (aj . ) 

SQ Regressão Quadrática (aj.) 

4. 
( E 9-,1.Q.) 2

k i�l i i 
--------

À.V is_ ·  

2 

1(.4) 

[(-3)(-2) + (-1)(-3) + 1(2) +3(.3)]2

= _1_ 
2 

1(4) 

]. 

2 

(20)2 

= 10 
20 

K 
2 

20 

[1 (-2) + (-1 H -3) + (··· l) (2) + 1 (3)] 2

4 2 

2 



SQ Regressão Cúbica (.aj . ) 

,� 

(. E Q,3.Q.) 2 

k í=l 1. 1. 
- -

À,V K3 
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2 

1(4) 

[(-1)(.-2) +3(-3) + (.-3)(2) +3(1)]2

20 

__ 1_ (-10) 2 5 

2 20 . 2. 

Verifica-se que 

SQReg. Linear (aj • ) + SQReg. Quadr. (aj . ) + SQReg. cúb. (aj • ) 
1 5 

10+-+-
2 2 

= 13 

= SQT(aj .) o 

• Admitindo-se que a regressão cúbica ê significativa, aju�

ta�s€ uma equação do tipo: 

onde: 

E T •. 
r; = i=l 1. == � = 242 = 121

rv 

k 
6 = -M 

1 ÀV 1 

. k 
6 = -· M 2 ÀV 2

k fi = -- M 3 · 3').,v 

4 
E 

i=l 

4 
E 

i=l 

4 

i=l 

rv 12 6 

Q,1. Q.
1. 1. 1

--

Kl 2 

Q,2.Q. 
l. 1.

1 
----

K2 2 

Q,
3 .Q. 1. 1. 1 

(2) 

(.1) 

10 
- ----

K 3 2 3 

20 
-- 1 
20 

2 1
-----

4 

-10
---

20 

4 

5 
- --

6 
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X - X X - 3/2
.,.. ;,/2l\ = x= = = X 

q 1 

2 v2 -,1 2 16 - 1 2 5 
p2 

= X -·-- =· X = X - --

12 12 4 

P3 
= x3 3v 2 -7 3 3(16) - 7 x3 41

X = X - X = - -X

20 20 20 

Substituindo-se os termos na equação e fazendo-se as devi 

das simplificações, chega-se a: 

Y. 
1 -

llS - .!!_ X. + 4X: - 2_ X;
6 3 1 1 6 1 

Verifica-se que as médias de tratamentos, estimadas pela 

equação de regressao, coincidem com as medias ajustadas de tratamentos 

íi.., onde P. = µ + f., sendo j} = G/rv, como não pode:cia deixar de aconte-
1 1 1 

cer, uma vez que se esgotaram os graus de liberdade de tratamentos. 

Para PBIB, admitindo-se que o conjunto de vetores que de-

finem os componentes linear, quadrático, cúbico, etc., sã'o auto-vetores 

ortogonais associados a eh, h=l,2, ••. ,m, o procedimento ê semelhante ao

caso do SIB, coro a diferença que se tem diferentes auto-valores. Assim, 

as expressões [3.9.f] e [3.9.g_l assumem a seguinte forma: 

SQReg. grau J (aj.) --

e 

,Q, !Q
fi. = M. -J~ 

J e .t �9,.
J~J~J

(,Q, �Q)2~J- = 

( � 
i=l 

,Q, .. Q.)2
J 1 1 .  

8.,Q,!,Q,. 0.K.
J~J~'J J .1 

V 

í: ,Q, • • Q. 
M· 
_J_ i=l J 1 1. 

e. K.
J J

[3. 9 -�l 

[3. 9. i] 
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Verifica-se que as expressoes [3.9.:lj e [3.9.i] podem ser 

obtidas de [3.9.h] e [3.9.i], considerando-se 0. = Àv/k. 
J 

No caso de PBIB (2) do tipo GD, cumo , 

e . e 
= r (k-l)+Àl

2 k 

com multiplicidades a
1 

= s-1 e a2 = s(n-1), tem-se s-1 componentes de re

gressão associados a 01 e s(n-1) componentes de regressão associados. a 

02. Admitindo-se que o con
j

unto de vetores que definem os componentes de

regressão são auto-vetores ortogonais associados a 01 e e
2

, isto ê, au-

to-vetores ortogonais com a estrutura apresentada em [3.4.3.n] e [3.4.3.aj, 

respectivamente, para os componentes de regressão associados a e
1 

tem-

-se:

e 

SQReg. grau j (aj.) •-
(.t ! Q) 2 

"']~ 
01,Q,�,Q,.

~j~J

V 

k(. E 
i=l 

,Q, •• Q.) 2 

J l l. 

n,.Q 
kM.( � ,!!, .. Q.) 

x, J i=l Jl. i 
'6. = M. ~J~ =-------

J J 01,!!,!,Q,.
~J

~
J

À2 v K.. J

1). 9 .j]

[3. 9.k] 

Para os componentes de regressão associados a 02, tem-se:

SQReg.grau J (.aj.) = 

,Q, !Q 
b, - M. ~J~ 

J J 0
)
,Q,! ,Q,.

-�J~J

V 

º'Q 
k(1, L.Q.) 2

/v, ··-1 Jl. 1. 
...:::-.l:'_ = __ 1._-____ _ 

e
2
�j&

j
[r(k--l}+À1]Kj 

= 

V 

k M. E Q,. .Q. 
J i,;,,1 F 1 

[r (k-1) + �\] Kj 

[3. 9 .i]

[3.�.n] 
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Para o PBIB(2} do tipo GD considerado corno exemplo, admi

tindo-se que os 4 tratamentos referem-se a níveis equidistantes de um fa 

tor quantitativo (X), pode-se estruturar o seguiate quadro, cujos coefi

cientes dos contrastes foram obtidos de GOMES (19.85). 

TRATA� N:i:veis COEFICIENTES DOS COMPONENTES 
de 9.MENTOS T Linear(�1) Quadrât_ico(�2

) CÚbico(.�3)
X 

~ 

1 o o -1/4 -3 1 -1

2 1 -3 -11/4 -1 -1 3

3 2 2 9/4 1 -1 -3

4 3 1 3/4 3 1 1

K. 20- 4 20 
J 

M. 2 1 10/3 
J 

Corno no presente caso os grupos de tratamentos associados 

sao os grupos formados pelos tratamentos 1 e 4; 2 e 3, verifica-se que os 

contrastes referentes aos componentes linear e cúbico são associados a 

0
2

, uma vez que apresentam a estrutura dada. em 1).4.3.c�J, e o contraste

referente ao componente quadrático ê associado a 01, dado que apresenta

a estrutura dada em [3 .4 .3. n] . Uma vez que os coeficientes dos componen

tes linear, quadrático e cúbico referem-se a auto-vetores associados a 

01 e e
2j satisfazendo a multiplicidade dos auto-valores, esse conjunto

.de contrastes decompõem, ortogonalmente, a SQT(aj.). 

De [3.9.�l tem�se: 



k( E t
1

.Q.) 2 

i=l 
i i 

SQRegressão Linear (aj • ) = 
[r(k-1)+;\1] K1

130. 

= 
2[(-3) (O) + (.-1) (.-3) + 1(2) + 3(1)] 2

[2 (2-1)+0] 20 

SQRegressão Cúbica (.aj.) = 

2(8) 2

2(.20) 

4 

64 16 
- -
----

20 5 

k( E t3 .Q .) 2 

i=l 
i i 

[r (k-1) +\1] K3

2 [ (-1) (O) + 3 ( -3) + (-3) ( 2) + 1 (1) J 2
=---------------

[2(2-1)+0]20 

= 2(:-14) 2 

2(20) 

196 49- -
- -- --

20 5

De [3.9.j] tem-se: 
4 

k(. I: t2.Q.)2
i=l 

i i . 

SQRegressão Quadrática (aj.) = ------

À2 V K2 

= 
2 [1 (O) + (-1) (-3) + (-1) (2) + 1 Cl)] 2

1 (4) (4) 
2 (2) 2=--=-= 8 1 

16 16 2 

Verifica-se que: 

SQReg.Lin.(aj.) + SQReg.Quad.(aj.) + SQReg.CÚb.(�j.) 16 49 1 =-+-+-
5 5 2 

135 27 =- = -
10 2 

= SQT(aj.) , 
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Adinitindo-se que a regressão ciibica e significativa, aju� 

ta.,..se uma equação do tipo: 

onde: 

� = G/rv = 160/8 = 20 o 
4 

k Ml \:1 Q,liQi)
2 (2) (8) 

= ------= 

[r(k-l)+À1] K1 [2(2-1)+0]20 

4 

4(.8) 

2(.20) 

k M2 ( E t2
.Q.) 

6 = __ - _i_=_l __ i_i_ = _2_(1_)_(_2_) = _4 = 1
2

À2 V Kz 1 (4) (.4) 16 4 

4 

k M3 (. [ t3 . Q • )
i=l 1. 1. 2(10/3)(�14) 7 6

3 = -------- = ------ = -
[r(k-l)+À1]K3 2(20) 3 

32 
= - =

40 

4 

5 

e as express�es de P1, P2 e P3 são as mesmas do caso de BIB, ou seja:

pl 
::: X = X - 3/2 

p2 
= x

2 
- 5/4

P3 x 3 41 --x
20 

-

Substituíndo--se os termos na equaçao e fazendo-se as devi 

das simplíficaçÕes, obtem-se: 

y. = _7_9 _ 131 X. + 43 X:
1. 4 12 1. 4 1. 

J_ x:. 
3 l. 

Verifica-se que as médias de tratamentos estimadas pela 

equação de regressão coincidem com as médias ajustadas de tratamentos P-�
l. 

onde í\ = j} + Ti� sendo µ = G/rv, dado que esgotaram-se os graus de li-

berdade de tratamentos, e. a curva, portanto, passa sobre as médias ajus t� 

das de tratamentos. 
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4. ILUSTRAÇÃO DO MtTODO

Para ilustração da metodologia, utiliza--se o exemplo des

crito a seguir, retirado de KRAMER e BRADLEY (1957b). Trata-se de um 

PBIB(2) do tipo GD singular com s=4 grupos e n=2 tratamentos por grupo e 

com esquema de associação 

1 5 

2 6 

3 7 

4 8 

"· 

Desta forma, dois tratamentos sao primeiros associados se 

eles ocorrem em um mesmo grupo (linha), caso contrário são segundos as

sociados. Os dados encontram-se na Tabela 1. 

Tabela 1 - Dados_ utilizados no exemplo num�rico, proveniente de um expe
rimento em PBIB(.2) do tipo GD singular. 

BLOCOS 

1 
2 

3 
4 

5 

6 

(l) 29
(3) 28

(.1) 20 
(2) 23

(_l) 27 
(2) 37

1� REPETIÇÃO 

(5) 38 (2) 40
(7) 37 (A-) 24 

2� REPETIÇÃO 

(5) 37 (3) 26
(6) 22 (4) 24

a -
3. REPETIÇAO

(5) 41 (4) 36
(6) 26 (3) 29

TOTAL GERAL 

FONTE: KRAMER e BRADLEY (1957b). 

(6) 33
(8) 24

(7) 33

(8) 15

(8) 28

(7) 37

TOTAIS DE 
BLOCOS 

140 
113 

116 
84-

132 
129 

TOTAIS DE 
REPETIÇÕES 

253 

200 

261 

714 



Esse plano experimental corresponde ao delinean:iento S6 de 

BOSE, CLATWORTHY e SHRIKHANDE (195!�), sendo que os números entre par�t� 

ses indicam os tratamentos. 

Sabe-se por 2. 3. 5. 1- que em um, PBIB (21 do ti'po GD os parâ-• 

. 
~ ~ 

metros. do esquema de associaçao sao: 

nl 
= n�l

, 

[n:2 o 
] Pl

= e 
n(s-1)_ 

n = 
2 n (s-1)

p2 
= 

[ n:l 

n-1 ]

n C_s.,..1) 

Pode-se, entao, verificar que os parâmetros do primeiro 

tipo, referentes ao delineamento PBIB(2) utilizado são: v==8, b==6, r=3, 

k:::4, À1=3, )..2=1, n1=1 e n2
=6, e os parâmetros do segundo tipo são; 

p = [ 
o

1 o 
e 

p = [ 
o

2 1 : ] 
A análise de variância intrablocos peide ser desenvolvida 

com o auxílio da Tabela 2. 

Tabela 2 - Tabela auxiliar para a análise de variância intrablocos do 
PBIB (21 considerado. 

TRATAMENTOS 

1 

5 

2 

6 

3 

7 

4 

8 

TOTAL 

T. 
1 

76 

116 

100 

81 

83 

107 

84 

67 

714 

A. 
1 

388 

388 

353 

353 

358 

358 

329 

329 

Q. 
]_ 

-21

19

47/4

-29/lt

-13/2

-86/12

74/12

103/24 

-49/24

-15/12

35/2 81/12 

7 /4 . -13/24 

-61/4 -149/24

o o 

i.Q.
1 1 

1806/12 

1406/12 

4841/96 

14-21/96

195/24

2835/24 

--91/96 

9089/96 

53076/96 

µ. =-µ + t:· 
1 J_ 

22,5833 

35,9167 

34,0417 

27,7083 

28,5000 

36,5000 

29,2083 

23,5417 
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Os valores T. foram obtidos considerando-se que f = ílQ, 
i "" -

onde íl teUJ a estrutura dada em [3.4.3.u]. Assim, 

T = 

-se a

-se;

í: = 

.... 

Ll 
,e,. 

'[5 

'[ 2 
.,,.._ 
T6 = 

"' 

'[3 
..... 

T7 
T4

T8 

= 

17/48 1/48 ..-1/16 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 

17/48 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 

. 17 /48 

(simétrica) 

-86/12

74/12

103/24 

-49/24

.. ..-15/12 

81/12 

-13/2lf

-,.,149/24 

1/48 -1/16 -1/16 -1/16 -1/16 

17 / lf8 �1/16 -1/16 -1/16 -1/16 

1,7/48 1/48 -1/16 -1/16 

17/48 -1/16 -1/16 

17/48 1/48 

17/48 

-21

19

47/4

-29/4

-13/2

35/2

7/4

-61/4

De forma mais simplificada, alternativamente, utilizando-

inversa generalizada Qi,, conforme estrutura dada em L3 .4 .3 .J_, t�m-

.... 
5/12 1/12 o o o o o o -21'[ 1 
1/12 5/12 o o o o o o 19 

'[ 5 

1'2 
o o 5/12 1/12 o o o o 47/4 

T6 
o o 1/12 5/12 o o o o -29/4

.... a;: íl*Ç;::: o o 5/12 1/12 -13/2T3 o o o o 

.... 
o o o o 1/12 5/12 o 35/2'[ 7 o 

T4 o o o o o o 5/12 1/12 7 /4-
.... 

o T8 o o o o o 1/12 5/12 -61/4



? = íl*g. = 

-86/12

74/12

103/24 

-49/24

. -15/12 

81/12 

.... 13/24 

..--149/24 
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Verifica-se que essa solução ê idêntica àquela obtida com 

a inversa de Moore-Penrose íl de C, e ê similar àquela que seria obtida 

considerando-se uma matriz de restríçoes A, tal que Af. = </>, de acordo com 

GOMES (1967). No presente caso, A = (-·11./k)J = (.-1/ 4)J, · sendo M = C-A, e 

a solução iínica ê dada por f _.,;; M-1 
g_, onde :t[ 1 = íl*.

Outra forma de se chegar à solução f e através do método 

simplificado apresentado em 3.4.2. 

Considerando-se que P' = G/rv = 714/24 = 29,75, tem-se as 

medi.as ajustadas de tratamentos 1\, que constam da tabela 2, onde 

=íi+T .. ª 
1 

As somas de quadrados são obtidas da seguinte forma: 

SQT(aj,). 

SQTotal 

SQB 

= i"'Q =
,:-,-,- � 

8 
E 

i=l 

E 2= 

Yij i,j 

1 
b 

= I: B� 
j=l 

i .. Q. --
1 1 

e = I: o 

53.076 

96 

2 y .. 

= 552,8750 

G2--- - 1.130,5000 
1,J

1] rv

e = 495,0000 o 

SQR = SQTotal - SQT(aj.) - SQB = 82,6250 .

f]. =
1 
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A soma de quadrados de blocos pode ainda, para o presente 

caso, ser decomposta em duas partes: soma de quadrados de repetições 

(SQRep.) e soma de quadrados de blocos dentro de repetições (SQB/Rep.). 

Estas somas de quadrados, obtidas de maneira usual, resultaram em: 

SQRep. = 274,7500 

SQB/Rep. = 220,2500 

Assim, o quadro de análise de variância É1 dado por; 

Causas· da Variação G.L. S.Q. Q.M. F. 

Blocos (não ajustados'} 5 495,0000 99,0000 

Repetições 2 27li, 7 500 137,3750 

Blocos/Repetições 3 220,2500 73,4167 

Tratamentos (ajustados) 7 552,8750 78,9821 10,51** 

Resíduo 11 82,6250 7 ,5114 

Total 23 1.130,5000 

** Significativo ao nível de 1% de probabilidade. 

As estimativas das variâncias das estimativas dos contras 

tes elementares entre efeitos de tratamentos, calculados com base em 3.5 

sao: 

i) Para contrastes entre tratamentos primeiros associados;

2k QMR 

r(k-l)+À1

2 

3 
QMR = (2 / 3) (7 , 5114) = 5,0076 

ii) Para contrastes entre tratamentos segundos associados:

Yz 
= 2k QMR. [l -. ()\2-Àl )

] = 
r (k�l)+i\l - À2 V 

5 

6 
QMR = (5/6) (7 ,5114) = 6,2595 
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iii) Variincia media

= l:2_ QMR = 17 (7 ,5114) = 6,0807 ,
21 21 

A eficiência, de acordo com 3.6, e dada por: 

E = 2 QMR = 2 QMR = 1 
1 

r v
1 

3(2/3)QMR 

E
2 

= 2 QMR 
=

2 QMR 
= 4/5 = 0,80 

r v2 3 (.5/ 6)QMR 

E= 
2 QMR = 2 QMR = 14/17 = 0,82 

--

rV 3(17/2l)QMR 

Pelas eficiências verifica-se que o delineamento usado con 

duz a urna maior precisão nas comparações entre tratamentos que sao primei_ 

ros associados, uma.vez que Àl > À.2.

No que se refere ã decornposiçio da soma de quadrados de 

tratélll)entos ajustada em partes. ortogonais, considerar--se-ãO as seguintes 

;ituaçóes; 

19 CASO: Experimento com um Fator Qualitativo 

No presente caso, os auto-valores de C sao: 

com multiplicidade a1 
= 

com multi_plícídade 
ª2 

=

À V

e - = -� = i (8) = 2 
1. k 4 

s-1 = 4-1 - 3, e

02 

r(k..,..l)+À1 3(_!+-1)+3 =

4 

s(n-1) = 4 (2-1) = 4. 

12 
=- = 

li. 

3 
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Desta forma, para decompor ortogonalmente a SQT(aj .), tem

-se que estruturar 3 contrastes ortogonais associados a e
1 

e 4 contras

tes ortogonais associados a 02• Os contrastes associados a e
1

, correspoE-_ 

dem ã estrutura dada em [3.4.3.n] .- Os contrastes associados a e
2

, corres 

pondero aos. auto-vetores conforme estrutura dada em [3 .4 .3 .o] • 

Verifica-s·e, conforme [3.4.3.o] e [3.4.3.n], que os con

trastes associados a e
2 

determinam comparaçoes dentro dos grupos de tra

tamentos-, uma vez que os coeficientes devem ser escolhidos de tal forma 

a s-e ter uma es.trutura de contraste dentro de cada grupo, enq_uanto que os 

contrastes associados a e
1 

determinam comparações entre os grupos de tra 

tarnentos, dado que os coeficientes dentro de cada grupo sao iguais. As

sim, um conjunto de contrastes que satisfazem [3.4.3.n] e [3.4,3,o] e, 

consequentemente, ortogonalizam a SQT (aj,
) 

são:

yl: t 
1 

vs t
s

Yz: 
t

2 vs t6

Y3: t
3 vs t7

Y4: t
4 vs t

8

Y5: Ct-1
+ t

s
)

VS 
(
_t2 

+ t
6

)
Y6: (t3 + t;7) VS

(_t
4 

+ t
8)

Y7: (_tl 
+ t + t ,., + t

6) 5 � 
vs (t 

-3 
+ t7 + t + 

4
t ) 

8 

sendo yl' Yz, Y3 e Y4 contrastes associados a e 2 e Y5, y6 e Y7 contras--

tes associados a e1• 

Os coeficientes dos contrastes correspondentes aos veto

res �l' �2, ..• , �
-7

' de acordo com a ordenação utilizada para os trata-, 

mentas� sao dados por: 
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51,' == .;.,J [1 -1 o o o o o o] 

Q,' = ,-;.2 [o o 1 -1 o o o o]

51,' -= [o o o o 1 -1 o - o] .,..3 •

51,' -= ,...;4 [o o o o o o 1 -1] ;

51,' =
,_,5 

[1 1 -1 -1 o o o o] ;

51,' = [o o o o 1 1 -1 -1]-,,.6 , 

51,' = 
-7. 

[1 1 1 1 -1 -1 -1 .,..,1] •. 

As somas de quadrados ajustadas para os contrastes são,de 

aco.rdo com [3. 8. 2. kJ , dadas por:

8 

SQYl (aj .) =

SQY5 (aj. ) =

(51,'q)2 c_z: 2HQ i)2 
•[1<.-21) + c-1)C19)J 2 

-1- 1=1 = --
8
--- = = 266,6667 

(9.,' Q) 2 

-3-

(Jl,'Q) 2 
-4-

(9,' Q) 2 

-5-

= 

82 i 51,{-· 
i=l 

1 

8 
( z: f½•

Q.,2 

i=l 
1 i 

2 

02 z: 51,2. 
i=l 1. 

8 
( z: 23.Q.)

2 

i=l 
i i 

8
2 

02 • z: 51,ji 
i=l 

8 

3(2) 

[1(47 /4) + (-1) (-29/4)] 2 

= = 60,1667 
3(2) 

[1(-13/2) + (-1) (35/2)] 2 

= ----------- = 96,0000 
3 (2) 

\:1
2 4iQ i ) 

2 
[1(7 /4) + (-1) (-61/4)] 2 

= ---------- = 48,1667 
8 

e z: 51,4
2
1.
· 

2 . 11.= 

3 (2) 

8 

[ 1 (-,..21 ) + .. • + (-1) (2 9 / 4 )] 2 ( E 51,5. Q.) 2 . 1 ]. ]. 1= = ----- = ----------- = 5 ,2812
8 

01 }: 51,�. 
í==l 1.

2 (4) 

(Jl,'Q
)2 (}: 51,6.Q.)2 

-6- i=l 1. 1. 
SQY6(aj .) = --- =

S 81!��6 2 

[1(-13/2) + ••• + (-1) (-61/4)] 2 
= 75,0312 

2(4) 81 }: ,Q,6i
i=l 
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[1(-21) + • • •  + (-1) (-61/4)] 2

(�7g) 

e .Q,'fl 1.,..,7-7

CE Q,7.Q.) 2 

i=l i i . 

8 
= �------------ = 1,5625. 

2 2(8) 81 E .Q,71··
i=l 

Verifica-se, então, que 

SQY
1 (aj .) + , •• + SQY/.aj .) = 266,6667 + • �. + l,5625

= 552,6750 = SQT(�j.) 

O quadro de anilise de variância, com a decomposição da 

SQT (aj • } ê dado pon 

Causas da Variação G.L. S.Q. Q.M. F 

Blocos (não ajustados·) 5 495,0000 

Tratamentos (ajustados) 7 552,8750 

yl (.aj .) 1 266,6667 266,6667 35, 50*;'� 

Y2(aj.) 1 60,1667 60,1667 8,01* 

Y3 (aj.) 1 96,0000 96,0000 12, 78)�* 

Y
4 

(.aj.) 1 48,1667 48;1667 6,41* 

Y5 (aj.) 1 5,2812 5,2812 0,70 

Y6 (aj.) 1 75,0312 75,0312 9,99** 

Y7 (aj.) 1 1,5625 1,5625 0,21 

Resíduo 11 82,6250 7 ,5114 

Total 23 1.130,5000 

* Significativo ao nível de 5% de probabilidade;
** Significativo ao nível de 1% de probabilidade. 

O nível de significância conjunto 
- de aproximadamente 35%.e 



1
4

1. 

Cqnfor,í\.le 3 �8 .3 � tein.,...se que os· contrastes associ:a,dos a 01

s·�·o es:tim�dos com eficiênci.? 

E = 8 /r = 2/3 
1 1 

enquanto que os contrastes associados a 02

, 

sãO estimados com eficiê'nci.a 

Verifica-se, portanto, uma maior eficiência na estimati

va dos contrastes associados a 82, ou seja, para contrastes definidos den

tro dos grupos de tratamentos primeiros associados. 

29 CASO: Experimento Fatori'al 4x2 com Fatores Qualitativos 

Tem-se um fatorial AxB com 4 níveis para o fator A e 2 nÍ. 

veis para o fàtor B. Considera-se a seguinte equivalência entre as combi 

· nações dos níveis dos fatores e os tratamentos· originais.

COMBINAÇÕES DOS NÍVEIS DOS FATORES TRATAMENTOS 

ª
1b 1 1 

ª
1b2 5 

ª
2b1 2 

ª
2b2 6 

ª3b l
3 

ª3b2 7 

ª4
b l 4 

ª4
b2 8 
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Como ê usual em experimentos fatoriais, pode-se decompor 

os 3 graus de liberdade para o fator A, estruturando-se os contrastes: 

yl: ª1 vs ª2 

Y2: 
ª3 vs ª4

Y3: 
(a1 + ª2) vs Ca3 + ª4)

No caso do fator B,  como só tem 2 nívei_s, o efeito ê es

timado pelo contraste b2 vs b1• A interação AxB ê decomposta nos compo

nentes· Y1xB, Y2xB e Y3xB. Os coeficientes dos contrastes, com as respe�

tivas somas de quadrados ajustadas [ SQContr. (aj.)], obtidas de acordo 

com [3.8.2.k] aparecem no quadro a seguir. 

TRATAMENTOS COEFICIENTES DOS CONTRASTES 

yl y2 y3 B Y1xB Y2xB Y3xB 

(�l) ªlbl 1 o 1 -1 -1 o -1

(t5) ª1b2 1 o 1 1 1 o 1

Ct2) 82bl -1 o 1 -1 1 o -1

(t6) ª2b2 -1 o 1 1 -1 o 1

('t3) ª3bl o 1 -1 -1 o -1 1

('t ) 7 ª3b2 o 1 -1 1 o 1 -1

C.ta) ª4bl o -1 -1 -1 o 1 1

(t 5) ª4b2 o -1 -1 1 o -1 -1

9,?. 4 4 8 8 4 4 8 
i=l J 1. 

SQContr. (aj.) 5,2813 75,0312 1,5625 32,6667 290,0833 140,0833 8,1667 

-

Verific�-se que os contrastes Y1, Y2 e Y3 sao associados

a 81, e os demais são associados a 82.
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Tem,...se que: 

SQA(aj.) = SQY1(aj .) + SQY2(aj.) + SQY3(aj.)

= 5,2813 + 75,0312 + 1,5625 = 81,8750 

SQB(aj .) = 32,6667 

SQAxB(aj.) = SQY l xB (aj.) + SQY 2xB (aj.) + SQY 3xB(aj.)

= 290,0833 + 140
1
0833 + 8,1667 = 438,3333 • 

Verífica-se que 

SQA(aj.) + SQB(aj.) + SQAxB(aj.J = 81,8750+32
5
6667+438,3333 

= 552,8750 = SQT(aj ,1. 

O quadro de anãli.se da variância com a decomposição orto-

gonal da SQT(ij .,) e. das somas de quadrados ajustadas dos efeitos 

ri.ais, e dado por: 

Causas da Variação G.L. S.Q. 

Blocos· (não ajustados} 5 495,0000 

Tratamentos (ajustados) 7 552,8750 

Fator A Caj.) 3 81,8750 

yl (aj • )_ 1 5,2813 

Y2 (aj .) 1 75,0312 

Y3 (aj.) 1 1,5625 

Fator B(aj ,} 1 32,6667 

Interação AxB(aj.) 3 438,3333 

Y 1xB(aj,) 1 290,0833 

Y2xB(aj,). 1 140,0833 

Y3xB(aj .) 1 8,1667 

Resíduo 11 82,6250 

* Significativo ao nível de 5% de probabilidade:
** Significativo ao nível de 1% de probabilidade. 

Q.M.

27,2917 

5 �2813 

75,0312 

1,5625 

32,6667 

146,llll 

290,0833 

140,0833 

8,1667 

7,5114 

fato,... 

F 

3,63* 

0,70 

9,99,'<* 

0,21 

4,35 

19 ,45�'(* 

38,62�'(;� 

18,6510'( 

1,09 
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39 CASO; Experimento fatorial 4x2 com Fatores Quantitativos e Ni� 

veis Equidistantes para o Fator A 

Considerando-se os fatores quantitativos e os ·.-: .. n1ve1.s do 

fator A equidistantes, e admitindo-se a mesma equival�·ncia do 29 caso en 

tre os tratamentos originais· e as combinações dos níveis de fatores, tem

-se os coeficientes dos contrastes 
1 

retirados de GOMES (1985), para o ca 

so de 4 níveis equidistantes (O, 1, 2 e 3)� com as respectivas somas de 

quadrados ajustadas, obtidas conforme [3.8.2.k], apresentados no quadro 

a seguir. 

TRATAMENTOS 
COEFICIENTES DOS CONTRASTES 

AQ A
C 

BL �xBL
AQxBL ACxB1

(tl) 
ªlbl -3 1 ,...,1 .,..1 3 -1 1 

(t') 5 ª1b2 -3 1 .... 1 1 -3 1 ..... 1 

(t.'2) 
ª2bl -1 ..-1 3 -1 l 1 .,..3 

(t' ) 6 ª2b2 -1 .,..,1 3 1 ..... 1 "\""1 3 

(_t'3) 
ª3bl 1 .... 1 -.-3 .-.1 ..... 1 1 3 

(t7) ª3b 2 1 -1 ..,..3 1 1 -1 .,..,3 

(f4) ª4bl 3 1 1 -1 .... 3 -.-1 .... 1 
(f8) 

ª4b2 3 1 1 1 3 1 1 

8 
Q, �. 40 8 40 8 8 40 

i=l J l. 

SQContr(aj.) 9,8000 60,0625 12,0125 32�6667 136,5333 13,5000 288�3000 

onde: L = linear, Q = quadrático e C = cúbico, 

Verifica-se que os contrastes�• AQ e AC são associados

a 01 e os demais são associados a 02, 

Tem-se que: 



SQA (aj . ) = SQ.'\ (.aj . ) + SQAQ (.aj . ) + SQAC (aj . )

= 9,8000 + 60,0625 + 12�0125 = 81,8750

SQAxB (aj • ) - SQ� xBL (.aj . ) + SQAQxBL (aj . ) + SQACxBL (aj • )

= 156,5333 + 13,5000 + 288,3000 = 438,3333 • 

Verifica-se que 
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. SQA(aj.) + SQB(aj.) + SQAxB(aj.) = 81,8750+32,6667+438,3333 

= 552,8750 = SQT(aj .} 
0 

O quadro de análise de variâücia com a decomposição orto-· 

gonal de SQT (aj . ) , e das somas de quadrados ajustadas dos efei,tos fato-

riais, ê dado por: 

Causas da Variação G.L. S.Q. Q.M. F 

Blocos (não ajustados) 5 495,0000 

Tratamentos (ajustados) 7 552,8750 

Fator A(aj.) 3 81,8750 27,2917 3 ,63* 

A Linear (aj.) 1 9,8000 9,8000 1,30 

A Quadrático (aj.) 1 60,0625 60,0625 8 ºº* 
, 

A Cúbico (aj.) 1 12,0125 12,0125 1,60 

Fator B(aj.) [BL (aj.)] 1 32,6667 32,6667 4,35 

· Interação AxB(aj .) 3 438,3333 146 ,1111 19,45** 

�xB1 (aj.) 1 136 ,5333 136 ,5333 18,18** 

AQxB1(aj.) 1 13,5000 13 ,5000 1,80 

AcxB1 (aj . ) 1 288,3000 288,3000 38,38** 

Resíduo 11 82,6250 7 ,5114 

* Significativo ao nível de 5% de probabilidade;
"'* Significativo ao nível de 1% de probabilidade. 
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Embora tenha sido significativa a interação AxB, determi

nando :i:rrelev�ncia para o estudo dos efeitos. principais; a título de ilus 

traçio proceder-se-á ao ajuste da equação de regressão para o fator A,co� 

forme procedimento apresentado em 3.�. Nesse caso, dada a significância 

do componente quadrático, ajustar-se-á uma equaçã·o do tipo, 

onde: 

S = G/rv = 714/24 = 119/4 = 29,75 
o 

1\ 

Bz

k 
---

A.zV

.k 
- --

À2v

8

M1 ( E 
i=l 

Q,l .Q.)1. 1. 

Kl

M2 ( E Q,2 . Q. )
i=l 1. 1 

K
2 

4 2[-3(-21) + •.• + 3(.-61/4)] 
= --

1(8) 40 

4 1[1(-21) + ••• + 1(-61/4)] 
= --

1 (8) 8 

= -7/10 

= -31/16 

sendo M. (j=l ,2) constante utilizada para tornar os coeficientes dos po
J 

linômios ortogonais inteiros, e que consta de tabela apresentada por GO-

MES (1985); K. (j=l ,2) é a soma dos quadrados dos coeficientes.
J 

Considerando-se os níveis equidistantes O, 1, 2 e 3, pa-

ra A tem-se que: 

X - X p
l = x = --- = X - 3/2

. '!32 
x 2 

- - 1 X2 - . (16-1) -- 2 5/4X -
' 

12 
- - r • 

onde s e  o numero de n1.ve1.s do fator A, 

12 

Substituindo-se os termos na equaçao e fazendo-se as devi 

das simplificações, chega-se a: 

?. = 28,8625 + 5,1125XL - l,9375X� 
1. 1. 1. 
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No caso de uma interação signif,icatíva, pode--se.desdobrâ

-la, como g usual, considerando o efeito de cada fator dentro de cada ní 

vel do outro. 

Assim, no presente contexto, pode-se desdobl.'ar o efeito 

de B dentro de A. Para tanto, tem-se que estruturar os contrastes B d.a1,

B d.a
2
, B d.a3 e B d.a4• Os coeficientes desses contrastes, e as respec

tivas somas de quadrados ajustadas, aparecem no quadro seguinte •. 

TRATAMENTOS COEFICIENTES DOS CONTRASTES 

B d.a
1

B d.a
2

B d.a3 B d.a4

(1:1) ªlbl -1 o o o 

(t ) ª1b 2 1 o o o 

(t
2
) ª

2
b1 o -1 o o 

(t6) ª
2

b
2

o 1 o o 

(t3) ª3bl o o -1 o 

(t,) ª3b
2

o o 1 o 

(t4) ª4bl o o o -1

(t8) ª4b2 o o o 1 

8 
Q,:. 2 2 2 2 

i=l J l. 

SQ Contr.(aj.) 266,6667 60,1667 96 ,0000 48, 1667 

Verifica-se que esses contrastes, que correspondem aos 

contrastes Y1, Y
2

, Y3 e Y4 considerados no 19 caso, são associados a e
2

•

Os contrastes que estimam os efeitos linear, quadrático e 

cúb ico de A, os quais sao associados a e
1

, completam o conjunto de sete 

contrastes ortogonais. 
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Verifica�se que 

SQB d.a1(aj.) + SQB d.a2(aj.) + SQB d.a3(aj.) + SQB d.a4(aj) =

= 266,6667 + 60,1667 + 96,0000 + 48,1667 

= 471,000 = SQB(aj.) + SQAxB(aj.) 

O plano experimental adotado� com a equivalência estabele 

cida entre os tratamentos originais e as combinações dos níveis dos fato 

res, não permite decompor o efeito de A dentro de B, pois contrastes des

se tipo não definem contrastes ortogonais, conforme a estrutura dos au

to-vetores dada em [3.4.3.n] e [3.4.3.o]. 

A decomposição do efeito de A dentro de B seria possível, 

considerando-se o PBIB(2) do tipo GD semi-regular, com s=2 grupos e n=4 

tratamentos por grupo, com esquema de associação: 

1 

2 

3 

4 

5 ·7

6 8 

onde dois tratamentos sao primeiros associados se eles ocorrem em um mes 

mo grupo (linha), caso contrário são segundos associados. Com esse esqu� 

ma de associação, tem-se o seguinte plano experimental, 

ao plano SR9 de BOSE, CLATWORTHY e SHRIKHANDE (1954): 

correspondendo 
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REPETIÇÕES BLOCOS TRATAMENTOS 

I 
1 1 3 2 4 

2 5 7 6 8 

II 
3 1 3 6 8 

4 5 7 2 4 

III 
5 1 5 . ') 

.. 6 

6 3 7 4 8 

IV 
7 1 5 4 8 

8 3 7 2. 6

V
9 1 7 2 8 

10 3 5 .4 6 

VI 
11 1 7 .4 6 

12 3 5. ·2 8 

Os parâmetros do delineamento são: v=8, r= 6, k=4, b = 12, 

~· 
Nesse caso, os auto-valores de C sao: 

e = 'A2 v 
= 3 < s)

= 6
1 

k 4 

com multipiicidade a.1 = s-1 = 2-1 = 1, e

18+2 20 r(k-l)+'A1

k 

6(4-1)+2 = ---- = --- = -=
4 

com multiplicidade a.2 = s(n-1) = 2(4-1) = 2(3) = 6.

4 4 

5 , 

Desta forma, para decompor ortogonalmente a SQT(aj.) tem-

-se que estruturar 1 contraste associado a e
1 

e 6 contrastes associados

a 02. Para decompor o efeito de A dentro de B� estruturando-se os con

trastes�' A
Q e AC dentro de b1 e b2, respectivamente, tem-se a estrutu
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ra de coeficientes e a equivalência entre tratamentos e combinações dos 

níveis dos fatores, dada no quadro seguinte: 

TRATA- COMBINAÇÕES COEFICIENTES DOS CONTRASTES 

MENTOS DOS. NÍVEIS 
�d .b i AQd .bl Acd.bl �d . b

2 
AQd. b

2 
Ac

d .b2
B 

DOS FATORES 

1 ªlbl -3 1 -1 o o o -1

3 ª
2

bl -1 -1 3 o o o -1

5 ª3bl 1 -1 -3 o o o -1

7 ª
4bl 3 1 l o o o -1

2 ª
1b

2
o o o -3 1 -1 1 

4 ª2b
2

o o o --1 -1 3 1 

6 ª
3b2 o o o 1 -1 -3 1 

8 ª
4b

2
o o o 3 1 1 1 

Verifica-se que os contrastes �d. b1, AQd. b 1,

�d .b2, AQd .b2 e Acd.b
2 

são associados a e
2
, e o contraste referente ao

efeito de Bê associado a e
1

• 

Adotando-se esse plano experimental, ê possível decompor 

o efeito de A dentro de B, pois os contrastes que determinam tal decomp�

sição definem contrastes ortogonais, conforme a estrutura dos auto-veto

res dada em [3.4.3.� e [3.4.3.;J.

49 CASO: Experimento Fatorial 4x2 com Fatores Quantitativos e Nf

veis Não-Equidistantes para o Fator A 

Nessa situação valem as mesmas consideraçÕ·es do 39 caso, 

com a diferença que os níveis do fator A são não equidistantes. ·Diante 

disso, os coeficientes para os contrastes linear, quadritico e cfibico de 

A foram determinados através do método apresentado por NOGUEIRA (.1979), 
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considerando-se os quatro n1.ve1.s. nao equidistantes; O, 1, 2 e 4. · 
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Os: coeficientes dos contrastes, com as respectivas somas 

de quadrados ajustadas, aparecem no quadro seguinte; 

TRATAMENTOS COEFICIENTES DOS CONTRASTES 

1\ AQ- AC B
L 

1
),
XBL AQxB1 ACxB1

(tl) ªlbl -7 7 -3 -1 7 -7 3 

(t ) 5 ª1
b

2
-7 7 -3 1 -7 7 -3

(t
2

) ª2
b1 -3 -4 8 -1 3 -12 -8

(t6) ª2
b

2
-3 -4 8 1 -3 12 .8

(t3) ª3bl 1 -8 -6 -1 -1 8 6

(t7) a3b
2

1 -8 -6 1 1 -8 -6

(t4) ª4bl 9 5 1 -1 -9 -5 -1

(t3) ª4b
2

9 5 1 1 9 5 1 

8 
Q, � • 280 308 220 8 280 308 220 

i=l J 1. 

SQContr. (aj • ) 21,6072 57,0718 3,1960 32,6667 147,5048 6,7543 284,0742

Verifica-se que os contrastes�' AQ e AC sao associados

a e
1 

e os demais são associados a e
2

• 

Tem-se que 

SQA(aj.) = SQ1\ (aj.) + SQAQ (aj.) + SQAC (.aj.)

= 21,6072 + 57,0718 + 3,1960 = 81,8750 

SQAxB(aj.) -- SQ�xB1(aj.) + SQAQxB1(aj.) + SQACxB1(aj.)

= 147,5048 + 6,7543 + 284,0742 = 438�3333 • 

Verifica-se que 

SQA(aj.) + SQB(aj.) + SQAxB(aj.) = 81,8750 + 32,6667 + 438,3333 

= 552,8750 = SQ�(aj.) 
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O quadro de analise da variíincia, com a decomposição orto 

gonal da SQT(aj.) e das somas de quadrados ajustadas dos efeitos fato- 

riais, ê dado por: 

Causas da Variação G.L. S.Q. 

Blocos (não ajustados) 5 495,0000 

Tratamentos (ajustados) 7 552,5750 

Fator A (aj.} 3 81,8750 

� (aj.) 1 21,6072 

AQ (aj.) 1 57 ,0718 

AC (aj.) 1 3�19-60 

Fator B (aj . ) [ BL (.aj . )] 1 32,6667 

Interação AxB (aj.) 3 438,3333 

�xBL (aj .) 1 147,5048 

AQxBL (_aj . ) 1 6,7543 

AcxBL (aj.) 1. 28lf ,0742

Resíduo 11 82,6250 

* Signíficati:vo ao nível de 5% de probabilidade;
** Significativo ao nível de 1% de probabilidade.

Q.M. F 

27,2917 3 ,63* 

21,6072 2,88 

57,0718 7 ,.60* 

3 ,1960 0,43 

32,6667 4,35 

146, 1111 19 ,45*1•

147,5048 19,64** 

6,7543 0,90 

284,0742 37 ,82,'>* 

7 ,5114 

Embora tenha sido significativa a interação AxB, determi

nando irrelevância para o estudo dos efeitos principais, a título de ilu� 

tração, proceder-se-á ao ajuste da equação de regressão para o fator A, 

conforme procedimento apresentado em 3.9. Nesse caso, dada a significân

cia do componente quadrático, ajustar�se-â uma equação do tipo: 

onde: 

6 - G/rv = 714/24 = 114/4 = 29,75 ; 
o 



132 = 

------- = 

4 
1(8) 

= -11/14 
8 

M2( I: Jl,2.Q •. )i=l 1 1 

------- = 

Kz a: (8) 

4 [ c�-n <:--21) + ... + 9 c..-61/ 4) J 

280 

7/2[7(�21) + ••• + 5(...-61/4)] 

220 

= -525/352 
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sendo M. (j=l, 2) constante utilizada para. tornar os coeficientes dos po
J 

linôinios ortogonais inteiros, e K. (j=l, 2) ê a soma dos quadrados dos 
J 

coeficientes. 

Consíderando--se os níveís 
.,.,.

nao equidistantes: O, 1, 2 e 4, 

e utilizando-se o mêtodo de NOGUEIRA (1979), tem-se que: 

pli 
= x. 

1. 

p2i 
= X�

- 7 /4

_ 29 X
7 i 

+ 2

~ 
Substituindo-se os termos na equaçao, e fazendo-se as de-

vidas simplificações, chega-se a: 

f. = 28,1420 + 5,3933X. - l,4915X�
1. l l 

A obtençã·o dos coeficientes dos polinômios ortogonais com 

as correspondentes constantes M. (j=l ,2) e das expressões literais des
J 

ses polinômios, conforme o rn�todo de NOGUEIRA (1979)., e considerando-se 

os níveis não equidistantes: O, 1, 2 e 4, encontra-se detalhada em CAM-

POS (1984). 
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5. CONCLUSÕES

Considerando-se os objetivos deste trabalho, e com b.'.3,se 

nos resultados obtidos, pode-se concluir; 

a) Quanto aos aspectos gerais da análise intrablocos de experimen

tos em PBIB:

a.1) Uma solução geral para o sistema de equações normais redu

zidas CT = g ª dada por 

onde: 

íl =

v-1
" 1 ' 
L, -

0 
u.u.

• ~J~·Jj=l J . 
; e 

~

u., j=l, 2, ••• , v-1 · sao auto-vetores ortonormais,. associados. aos.
~J 

auto-valores 0. de e.

A matriz íl = {íl .. ,} é inversa de Moore-Penrose de C, e pa-
JJ 

ra PBIB(.2) do tipo GD tem. a seguinte estrutura: 

íl .. ' =

JJ 

k(s-1) + 
k(n-1) , se j=j, 

Àzv 2 n[r(k-l)+Àl]

k(s-1) k 
j=lj' se 

À2V
2 

n [r (k-1) +À{] saciados 

k se j:/:j' e j, --- e J sao

À v2 

2 

e j, .,.,,

primeiros e J sao as 

segundos associados • 
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a.2) Considerando-se s=l, n=v e Àl = Àz = À da caracterização da

íl para PBIB(2) do tipo GD, obtem-se a forma geral da inversa de Moore-Pen 

rose para BIB. 

a.3) Dado que a eficiência nas comparaçoes �ntre os tratamentos

está associada aos À 1 s, quando houver maior interesse em determinadas com 

paraçoes entre tratamentos, deve-se adotar planos experimentais de tal 

forma que esses tratamentos ocorram juntos em um maior número de blocos. 

Assim, para PBIB(2), se Àl > Àz, os tratamentos cujas comparações são de

maior interesse devem ser primeiros associados. 

<lendo 

b) Quanto à decomposição da SQT(aj.) na análise intrablocos de PBIB:

b.l) A SQT(aj.) é decomposta em v-1 partes ortogonais, correspo�

às somas de quadrados ajustadas dos v-1 contrastes ortogonais Y. e 
J 

os testes de significância para os contrastes sao exatos e independentes. 

b.2) A sorna de quadrados ajustada de cada contraste ortogonal

dada por: 

onde: 

(..Q, !Q_). 2 

SQY. (aj .l = ~J 
J e.i!,c

J�J~J

e. e auto-valor não nulo de C;
J

V 

( E J/, •• Q.) 2 

i=l J l. 
1. 

V 
' 

e. [· .Q,�.
i=l J l.

9.,. ê um auto-vetor associado a 8. e que define o contraste Y.; e
� J J 

v-1

r

j=l 
SQY. (aj • ) = SQT (aj • ) 

J 

b,3)_ Desde que para PBIB(m) tem-se � auto-valores eh de C disti�

tos e nã� nulos� com multiplicidades ªh' h=l,2, .•• ,m, para se estruturar

os v-1 contrastes que decompõem ortogonalmente a SQT(aj.) deve-se consi-



derar ªh auto-vetores ortogonais associados a cada eh,
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b.4} Para PBIB(2} do tipo GD, os dois auto-valores de C nao ··nu

los e distintos são: e
1 

= À
2

v/k e e
2 

= [r(.k-1}+>..1] /k:,, com multiplicida

des a1 = s-1 e a.
2 

= s(n-1)., respectivamente. Desta forma, para decompor 

a SQTCaj,) em partes ortogonais, deve-se estruturar s-1 contrastes orto

gonais associados a e
1 

e $ (n-1) contras·tes ortogonais associados a 82 •.

Os contrastes associados a e
1 

determinam comparações entre os grupos de 

tratamentos, enquanto que os contrastes associados a e
2 

determinam comp� 

<"• 

raçoes dentro dos grupos de tratamentos, 

b,5} A eficiência para a estiraativa do contraste Y. ê dada por:
J 

e. 

E. -= -1. 
J 

j = 1, 2, , • , , v-1 

ou seja, tanto maior a eficiência quanto maior o auto-valor de C ao qual 

estã associado o contraste. Assim sendo
l 

devem-se acionar planos experi� 

mentais de tal forma que os contrastes de maior interesse estejam asso-

ciados aos maiores auto-valores. Além disso, para PBIB(2) do tipo GD, se 

. À2v/[r(k-l)+Ã1] > 1, então os contrastes de maior interesse deveriam de-

finir comparações entre grupos de tratamentos, e_nquanto que se 

À
2

v/[r(k-l)+Ã1] < 1, então os contrastes de maior interesse deveriam de

finir comparaçoes dentro dos grupos de tratamentos. 

b.6) A decomposição da SQT(aj.) para PBIB pode ser procedida pe

la mesma sistemática dos BIB, obtendo-se a soma de quadrados ajustada p� 

ra o contraste Y. [SQY.(aj.)] através da eficiência E., ou seja,obtendo-
J J J 

..;.se SQY. (aj • ) = E. SQY .. 
J J J 

b.7) Para ajuste de equaçoes de regressao utilizando-se polinô-

mios ortogonais, tanto para níveis equidistantes, como para nao equidis

tantes, desde que os coeficientes dos contrastes Y. definam os componen
J 

tes linear, quadrático, cúbico, etc., então a SQReg.grau j(aj.) é obtida 
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1 SQY ( · ) de (b .2), e a estimativa do coeficien-pe  a mesma expressão d a j aJ, 

te de regressão b. é dada por: 

,Q, !Q 
S. M. ~J~= = 

J J 0 ,,Q, !L
J<'"'J~J 

onde M. ê a constante utilizada para 

ros. 

M. (E ,Q, • • Q .. )
J i=l J 1. 1.

V 

e. E ,Q,�. 
J i=l Jl.

tornar os coeficientes ,Q, •• 
Jl. 

intei-

b.8} A expressâo para a soma de quadrados ajustada para o con

traste Y. no caso de BIB, dada por 
J 

( E ,Q,. •. Q.) 2 

i=l 
Jl. 1 

SQY. (aj.} 
J Àv 

E ,Q,�. 
i=l Jl. 

ê obtida a partir da expressao da SQY j Caj,). para PBIB, dada em (b. 2),

considerando-se que nos BIB tem-se somente um auto-valor nao nulo de C, 

0 = Àv/k, com mul tiplícidade v-1. Ademais� a eficiência da estimativa de 

cada contraste nos BIB ê: E = 0/r = Àv./rk., e as expressoes para SQRegre� 

são (aj,}. e B j para o caso de BIB, são obtidas a partir das corresponde�

tes expressões para PBIB, considerando-se 8 = Àv/k. Desta forma
1 

neste 

contexto, os BIB ficam caracterizados como um caso particular dos PBIB, 

quando existe somente um auto-valor não nulo de e, 0 = Àv/k, com multi

plicidade v-1, 

b.9) Para experimentos fatoriais instalados em PBIB, deve-se a

dotar planos experimentais que, além de associar os contrastes de maior 

interesse, referentes a efeitos principais e interaç5es, aos maiores au

to-valores, permitam fazer os estudos de um fator dentro do outro que são 

de interesse. 
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