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INFERtNCIA SOBRE PARAMETROS DA FUNÇÃO DE COBB-DOUGLAS 

AUTOR : MANUEL LUIZ FIGUEIRÕA 

ORIENTADOR: ANTONIO FRANCISCO IEMMA 

RESUMO 

A função de Cobb-.. .nouglaf; tem sido de grande v� 

lia em muitas áreas do conhecimento humano, Para tanto, va-

rios tem sido, ao longo do tempo, os proceEsos adotados na 

sua utilização pr5ti6a, tanto no tocante a sua linearizàçê'o 

quanto na escolha do processo iterativo. 

Neste estudo, apresenta-se uma proposta, visan 

do simplificar e portanto generalizar o uso da função de Cobb 

-Douglas. O mêtodo aqui proposto está fundamentado no desen

volvimento da Fórmula de Taylor at� fatores do primeiro grau, 

em associação com o m6todo de mlnimos quadrados. 

Ademais, são abordadas as condições de homoce

dasticia e heterocedasticia de variãncias, tendo em vista am

pliar a aplicabilidade do m�todo. 
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Nesse contexto, apos a linearização, sao obti

das estimativas por pontos e por intervalos, bem como os tes

tes para os parãmetros de interesse. Por outro lado, buscando 

tornar ·a leitura acessível a profissionais c1.�Ja formação não 

tem compromisso com a matemática, apresenta --se casos particg 

lares de grande utilidade, acompanhados de pequenos exemplos 

que podem ser facilmente reproduzidos e interpretados. 

Os resultados obtidos, bem como o numero de 

iterações exigidas, pareceram evidenciar a plena adequação do 

mãtodo proposto, que sem dÜvida passa a ser uma alternativa 

para os usuários da função de Cobb-Douglas. 
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SUMMARY 

viU. 

The Cobb-Dougl�s function has been very useful 

in many arcas of human knowledge. Thus, many processes have 

been adopted for its practical use, in its linearization as 

well .as in the choice of the iterative process. 

In this work, it is proposed a simplificatiun 

and a generalization of the Cobb-Douglas function. The prop� 

sed method is based in the development of Taylor's formula up 

to the first degree factors, in association with the minimum 

squares method. 

The homoscedasticity and heterosce<lasticity 

conditions of variances are also studied aiming to amplify 

the applicability of the method. 

In this context, after the linearization , the 

points and interval estimates are obtained as well as the en-
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visaged parameter tests. On the other hand trying to render 

easier the reading to professionals lacklni special mathemati 

cal training, particular cases of great usefulness are prese� 

ted, followed by examples which may be easily repro<luced and 

interpreted. 

The results obtaine<l, as well as the number of 

iterations required, suggest a complete adequation of the pr� 

posed method, which undoubtedly may become an alternative for 

the users of the Cobb-Douglas function. 
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l. INTRODUÇAO

O problerna de regres.sao ner.1 · sempre e tão 

simples como tem sido apresentado n� literatura estatistica 

A anãlise da regress�o pressupõe um probl� 

ma de especificação , is to ô , a determi.nação do mod2lo ma

temático mais adequado para representar o fenômeno que se 

pretende estudar. f: importante estabelecer 
1 

claramente,as 

pressuposições que serão adotadas para apresentaçâo da solu 

ção de um p:coblerna de regressão. 

A hip5tEse da hornocedasticia tem sitlo bas

tante frequente nos trabalhos de regressao com o objetivo 

de obter simplicidade na soluç�o de minimos quadrados. 

mais raro fa admissão da heterocedasticia , �ipótese esta que 

implica , no caso mais geral , num proble,:na de mínimos qua--

drados generalizados. 
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Neste trabalho serao admitidas as seguin-

tes pressuposiç6es : 

a. Sob hipótese de homocedasticia

i. a relação entre X e Y é do tipo Cobb-Douglas,

evitando o problema de especificação ;

ii. os valores de X são fixos , isto e ,  X nao

é urna variável aleatória

iii. a média do erro é nula , isto e ,  E(e.) = O
l 

i 

iv. para uiu dado valor de X a variância do erro

e e sempre 0 
2

. , d·enom:i.nada vàri.ância resi-

dual , isto e ,

v. o erro de uma observação e independente do er

ro de outra observação 

para i t i' ;

. , 
-

1 
lSCO e ,  

vi. os erros têm distribuição normal.

b. Sob a hip5tese de heterocedasticia

E(e.e. 1 )�= O
l l 

Mantêm-se as hipõteses anteriores i , ii , iii

v e vi , e a pressuposição iv passa a ser : p�

ra um dado valor de X a variância do e:cro e. se
l 

ra

E(e�) = X�o 2 

l l 
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Esta será a condição de heterocedasticia. 

O modelo estatístico adotado é 
I 

xsI + e .

IJ J

i = 1 , 2 , .•. , I 

não-linear nos parâmetros. 

j = 1 , 
2 

, . . . I J 

Onde : 

X . .  
1.J

Y. 

e. 
J 

onde : 

y 

sao os :i;:iarâmet.ros a serem estimados; 

�a variável independente considera-

da fixa ; 

é a variável dependente ; 

e o erro aleat6rio 

A funç�o de Cobb-Douglas tem para expressao 

8 o. 
Y -· ax 1

x
f-'? 

l 2

sao os fatores de produção ; 

é a produção obtida com a 
-

çao dos fatores X. 
l



.- • • I sao. constantes . 

As constantes 131 f 82, ••• T PI 

4. 

sao as elas 

ticidades da produção Y em relação aos fatores de produ -:-

çao X. dada pela expressão
l 

3Y 

êlX. 
l 

y 

Após as suposições anteriores , observe-se 

ainda que , devido a irnportância para o mundo atual de um 

prévio conhecimento da tonelã.gem de cüirnentos disponíveis , 

por safras agrícolas , torna-se imprescindivel o conhecimen 

to de técnicas que apresentem boas estimativas dessàs prod� 

çoes. Como é sabi.do a função de Cobb-Doug las tem sido 1...una 

das mais utilizadas para e�timar produçâo no setor agricola, 

entretanto a literatura consultada deixa uma lacuna por nao 

considerar essa função com a sua caracteristica de não-li� 

nearidade nos parâmetros , po.is consideram o erro como fa

tor multiplicativo. 

Este trabalho visa , alêm de atender a es-

sa necessidade , estabelecer nas condiç5es de lwmocedast.i 

eia e heterocedasticia as estimativas dos parâmetros , sua 

matriz de dispers�o , o teste t , análise de variância e 

estimativas por intervalos , ao nivel de confiança l - a. 
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Para tanto pretende-se lançar mao do desen 

volvimento do :modelo ati} fatores do primeiro grau através 

da FÓr.mula de Taylor e do método de mínimos quadrados. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRAFICA 

Os trabalhos , aqui comentados , dentre os 

citados na bibliografia foram os que inf.luencjaram o autor 

desta tese. Particularmente a tese de MOORC (1962) , devi·--

do a elegância do tratamento mate;:;:iático e a sua 

didãtica , foi a qu� mais contribuiu para execuçao 

trabalho. 

Os artigos de CURRY (1944) e 

rele·vanLe 

e.leste 

LEVENDERG 

(1944) que eram colegas no Arsenal de Frankford foram pra-

ticamente desenvolvidas na mesma epoca. A..mbos tj_nharn como 

objetivo estabelece.e uma ação de cornba te ao fogo. Os trata 

mentas dados aos dois trabalhos foram eminentemente teõri

cos , tendo sido o de LEVENBERG {1944) o mais aceito pelos 

engenheiros do Arsenal de Frankford. 

Os trabalhos .::e Hl\RTLEY desenvol v.i<los em 

1948 , 1961 e 1965 anresentaram excelente contribuiç�o na 
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apreciação da regressao para modelos não-lineares. Em 1948

desenvolveu um método original denominado de 1nínimos quadr_� 

dos internos. Em 1961 apresentou uma modificação para o m� 

todo de Gauss--Newton. Em 1965 em colaboração com DOOKER

justificou o seu método iterativo atravfs de alguns teore

mas sobre limite estocãstico. 

CURRY (1944) estudou um processo de "mini--

mizaçâo passo a passo" , aplicado em funcões não-lineares , � . 

com o objetivo de resolver problemas de engenharia E:ncuntr� 

dos na Seção de Pesquisa e Engenharia da Divis�o Experimen

tal de Controle do FocJo no Arsenal de· Frankford. 

forma : 

Descreveu o m5todo iterativo da seguinte 

1. escol.he-·se um ponto de partida na superfície ;

ii. determina-se a direção em que a funt_,!ão G decres-·

ce mais rapidamente , isto é ,  Z O = - ).. gr&d G r

onde Z O é essa direção , À é UTü fator de pro-

porciona1idade positivo e arbi trZtr io e g:cad G e o

gradiente de G gue vale uG

ax. 
l 

/ i ·-· l , 2 f • ■ • J Il Í 

iii. dada a função g(t) = G(X º + tz) e sempre possf 

vel encontrar un1 t > O tal que • g (t) < g { O) e

para cada t toma-se x 1 = x 0 + tz 0 corüo um no 

vo ponto inicial e se .cepéte o processo. Dessa 
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forma tem-se a seyuencia x
0 , X 1, x

2 , • • •  tal que 

G {Xk+ l ) < G cxk ) • 

A interpretação geométrica do método seria: 

começã.ndo por x 0 dete.cmina-se a direção que 

Y = G{X) I "- • • I X ) 
n 

é decrescente :mais rapidamente , continuando nessa direcão � 

até encontrar uma s.eção horizontal da supo2rfície , ai pa

ra-se e repete o processo em outra direç�o. Dessa forma a 

direção da "minimização passo a passo" e sE:mp:r:e norrnâl ao 

d - zk e ZJk+l contorno e segue-se que as ireçoes 

lo reto. 

formam âng_�

Finalmente discut:tu problemas de converge!!_ 

eia e apresentou algumas sugestões_ que devem ser considera

das como aspecto prãtico do mêtodo exposto. 

LEVENBERG (1944) admitiu 

nao lineares H (x , y , z , ••• , a , !3 , Y ; ••• ) 

em situações 

onde 

(); f fl I y I são parâm,2tros desconhecidos , como uma apr� 

ximéição de h (x , y 1 z , ... ) • Tornou os residuos para os 

pontos (x � , Y � 
.L J_ 

z. , 
l 

. . . ) i - 1 , • • • I n como 
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e impôs a condição de minimização para o resíduo

( o: I /3 1 y 1 e, •• ) = I f� 
i=l 

l

O seu método consiste em escolher wna solu 

çao inicial , P -- ( ao , Bo o 1 '( Q f Y , para a qual ê ad 

mitido que S nao tem valor estacionário , e desenvolver o

resíduo através da expansão de Taylor , para o ponto Po

obtendo-se ,

f i {a , B , Y,; �.} == F i (a , 8 , Y , ... ) =

onde , 

a - ao , l.lS - /3 - Bo 

Dessa forma o probl�ma 

S ( a , B r Y , . . . )

da. 

agora 
n 
I ff,i==l 

f. (p ) +l O 

, 6. y 

, 
é 

af_, afi af
., 

__ -1:llct+ --M3+ ---=il Y+ ••• , 
au as aY 

y - Yo I 

de minimizar 

cuja solução� bem conheci 

Discutiu , o autor , a possibilidade dos 

inc1:emo2ntos l.lu , l!, B , !'.. Y , serem altos , em vél.lo:ces a,e 

solutos , de tal Iorina que invalida a aproximaçã.o do resí. 

duo pela expansão de 'I'ay lor. Procurou , ·então , manter a 

rninimização do reslduo, impondo, também, que a sorna dos qu� 

drados dos incrementas seja minimizada. Portanto satisfazen

do essas Ültimas condições a e�press�o a ser minimizada serâ 



S(a,f3, Y, ' = 
• • • I 

10. 

wS C o: , f3 , Y , : •• ) + a {!:ia) 2 
+ b (t f3) 2 - + c (li Y) 2 

+ • . . , 

onde a,b,c, sao fatores de ponderação , expressando a 

relativa importância do amortecimento dos dife�centes incre 

mentos e w é urna quantidade positiva que expressa a iP.lpor

tincia relativa dos residuos e dos incrementas. 

Dai , por diante a soluç�o- indicada e a so

lução padr5o para problemas de regress�o não�linear. 

HARTLEY ( 1948) apontou algUtt1as das dificul

dades da regressão não-linear como sejam: 

i. dificuldade do procedimento computacional na estima

tiva dos parârnetros nEo-··linoo.res por métodos efici

entes e semelhantes ao de mínimos quadrados ;·

ii. ausência de b�ns t'estes e a dificuldade de estabele

cer distribuições provenientes de amostrê.1._s aleató -

rias para o ajustamento estatístico ;

iii. dificuldade em decidir que algumas regressoes nao

-lineares são sugeridas pela teoria específica.

Apresentou , a.través de exerr,plos , o prin

cípio da regressão interna , que consiste em ter urna equação 

de regressa.o eru que a variável dependente y está relaciona 

da com a sua própr i.a soma repE:tida 

j J 
Y. :::: "' 

1./ ,  
V - \' r, y i / etc. i., I 

-'-j
,, . . 

J i=O 
V J 2 k=O i=O 
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onde y e uma função de x. 

Por meio de três exemplos apresentou 
I 

det.a 

lha.damente , a estimativa do;::-; parâmetI"os , por mínimos qua·-

drados internos, da lei exponencial 

y = I1. - B exp {-ex). 

Desenvolveu, em seguida, o método de ., , m:;..ni 

mos quadrôdos internos na estimativa dos parâmet.ros da cur

va logística 

y -- A + B/ [ l + C 8Xp (-kx) J 

e da cr:.rvó de M.akeharn--Gompertz 

y = A exp (-B ·-kxe ) . 

Discutiu, f�nalmente, sobre a eficiência 

do estimador de mínimos quadrados internos e comparou as 

estimativas das variâncias das estimativas dos parfünetros f 

obtidas pelo métcdo de mínimos quadrados internos , co:m as 

obtidas pelo m�todo de mãxima verossimilhança. 

BOX e LUCAS {1959} apresentaram um estudo 

cujo objeti·v·o foi a estimativa de parâmetros e suas variân -

eia;; em modelos não-linearss. Inspiraram-se numa reaçao 
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quífftica onde un1 prc,duto A se transforma E:111 outro produto B 

e este em C pres,c;up0ndo-se que essas reações são espontâ -

neas e irreversíveis. Admitiram , ainda , que depois de 

decorrido um tempo E;, 1 a produção 11 do produto interme-

diário B e dada por 

n == 

Fizera:m , ainda I as seguintes pressuposi -

çoes 

]• ·l 
• ..L • 

E(Y)u 

E {y -u 

G) 

pêt[ é:l. U '·" V 

- Yj ) 
V 

u,v=l,2, .•. ,N, 

pa.ra uf v 

e uai desenvolveram um adequado tratamento matemático q1Ie 

�:onsistiu em minirnizax 

f U: ,, , o ) -] 2 

u== l 

Apresentaram exeraplos de a_plicaçZio para os

seguintes modelos : 



i. n
---

81 >

ll ., 1l =

s1 

81 exp

o e

8 J. + 82 

{ - \ 

,max. J; 

(82 E: 1) ,

02 > o 'i 

exp (8 3

83 < ("\ 
u 

o < (1 (n}in.) < ç,11 <

S l) , o <
,-- (min.) ç, l 

e 82 < o 
f 

� 12 < 

< s11 < 

s1 
1 ::: \ 
\IT!ê,_){ • / 

s12 < _<;13

13. 

, 

< 

que e a bem conhecida lei de Mitscherlich d� retoinos decres 

centcs. 

Finalmente , apresentaram üma discussão on 

de chamam a atenção para a importância do problE.:rna de espec:!: 

ficação , isto é ,  a escolha do rnodel;:_; matemático mais .ade 

quado. 

KI:NDALL Ec S'rtJART (196 O) apresentaram. rfÜE:-

vante estudo sobre a teoria geral da regressão. 

Nessas notas são discutidos os critêrios bã 

sicos , que d.eVt"';ffi ser levados em consideração 
1 

pa.i"a um trã·-

balho de regressao. 

Dentre outros assuntos abordados os auto 

res destacaram os seguintes � teoria analítica da. regre� 

sao r critêrios para a regress�o linear , modelo geral da r� 

gressao linear , intervalo de confiança e testes para os pa

râmetros d0 modelo linear. 

HARTLEY (1961) apresentou importante arti-

go sugE:rindo urna rriodificação ao método de Gaus:::;--Newtoi'1 apli-
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cada a soluç�o de equações n�o-lineares. Referiu-se ã meto

dologia de problemas de regress�o n�o-linear que juntamente 

com a técnica nmnérica soluciona o problema de míni.r.10s qua-

drados. 

Formulou o problema da regressao n�o-linear 

admitindo a função de regressão na forma 

f(x , e) -- f(x1 . , .• , xk , e ·1 , ••• i em)

onde se deseja determinar o conjunto e. (i= 1, 
l 

os qu2üs se tem 

.,. . como W1l TIU .. l1llú0 

Q (e) - 2: 
h=l 

lY j�rx L h - _\.h ª) l2 

para 

Na soluçâo <lesse problema admitiu as seguin 

tes pressuposiç6es 

l. f. (x
l 

e ) = 
é)f 

88. 
l 

, f .. (x r O ) 
lJ él 0 . cl d . 

J_ J 

sao 

ções contínuas de e para todas as repEõtições 

furr 

ii. dado um conjunto 11, ( i=l, ... ,rn) com I µ. > O tem-se
� l 

n 
r 

h==l 

l. 
' 

L '" 
i==l 

11 
. l 

, e o
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pura o vetor xh e para. todo e num conjunto conve

xo fechado S do espaço pa1_·amétrico 

iit: sendo 

onde s 

Q = l im in f Q ( x , e } 

s 

� o complemento de 
� ... 

1 , sempre e passive_ 

encontrar urn vetor 0 no interior ele s ta.1 que 

Q (X ; 0 < 'Q,,, 

converqêric ia 

do mãtodo iterativo. 

Descreveu formalmente o processo do m�todo 

rnodif icado de Gauss-Newton e logo em se�ruida , demosntrcni o 

teorema da un.ic idade na so1u<;;-:ão de m:Lrümos qua.drados. 

Ilustrou o seu artigo apresentando um exem--

plo de aplicaç&o atravês da funçâo de Mitscherlisch de retor 

11,....,_ 
::,,..,.. - n' ( • � t-.

r..r 
1.-- .l'Y\ ""'!� n1�"'c • r�a \.JS ücCl'.'(:' sce 'C ·:cS f J a ,ao ue,t> <-;Q. HÇ J_u' • Para finalizar fez

urna análise das propriedades estatlsticr,s dos estima.dores êle 

mlnimos quadrados" 

MOORE (1962) c1cissificou os-modelos não-li-

neares e� tr�s tipos : ( 1) il�o-linear somente nos par�me -

tros f (2) n�o-linear somente nas varigveis aleat6rias e 
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(3) não-Linear em ambos. O seu trabalho foi destinado, exclt.:si

vamente, ao primeiro tipo. 

A apresentação de sua tese foi através de 

nove capitulas asiim distribuidos: 

i. o primeiro capítulo consistiu de urna introdução onde

foi feita urna râpida explanação hist6rica que atri

bui a Karl Friedrich Gauss como o primeiro a estudar

o problema de mlnimos quadrados no caso não-lineari

ii. o segundo capitulo doi destinado a d�scrição do pro

blema geral de mínimos quadrados e do método iter&ti

vo de Gauss. O modelo adotado foi

iii. 

Y :::: F(X;c;) + E onde, Y 1 

F 1 (X {X) , 

--- fv 1l ·• 

f {X ::,,, 
,Y2 , ... r Yr] 
(,) f(X c·,'1 -1 

E r ::-..: , [_e l e,,
r / _  

,, , • • • t .. I ' ,. .i 

e G ' == [ex I ' o: 2 " . " • • ' ªk J .
Para obtenç�o do vetor de par�metros foi adotado () 

m5todo de Aitkin que consiste em supor o vetor de 

erros E ter _uma matriz de variâncias e covarizin-·· 

elas, V ,  conhecida. Desta forma a estimativa do ve-

tor param�trico seria de tal forma que a soma de qua 

drados generalizada 

r � _, 
·1 LY - . F {X ; ü'. ) J I V e [Y - F (X I O', ) ~ 

e minimizada. 

o terceiro capitulo doi destinado a um interessante

estudo das condiç6es suficientes para mültiplos 

mos da soma de quadrados da superficie ; 

., . 

nnni 
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i v. o quarto cap.Í tulo consistiu de uma discussã,o de urn 

programa. de FOR'l1RhN II que foi utilizado nos exern·

plos d2 aplicação. 

v. , sexto , s6timo e oitavo foram 

usados para exemplificaçâo pr&tica atravfs do reade-

lo exponencial 

Y = S exp (8t) + e ; 

vi.. o nono capí.tulo diz respeito as .conclusões fé! exten-

soes do exposto. Concluiu o autor que a estatisti-

ca t para uso ern J.n tervalos d e corifió.nç·a e t:.es-

tes de significzincia e satisf<::,tória. Chamét a t>.::,nção 

ainda da possibilidade de se enfrentar o pro}::ile:ma , 

aqui discutido , com o rnêtodo de Monte Carla desde 

que esteja disponlvel , para uso , computador de 

alta velocidade. 

WILLI1\NS (1962) apresentou um trabalho so--

bre a determinação dos limites de confiança das estimativas 

dos parfanetros em regressão não--linear. Propôs , a.inda r u---

ma medida da n�o-linearidade. No desenvolvimento te6rico a-

dotou a função de regressão. 
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onde apenas y

. , ,. - 1 . 
e o pararnetro nao- inear. Usou para est�irna.-·

tiva dos parâmetros , os símbolos , respec-

tivameDle 1 tendo apenas discutido
r 

por razoes óbvias , as 

condiç6es da estimativa de e . O processo escolhido na es 

timação de Y , cc,mo era e:::.,perado , f.::,i iterativo. Ao teo 

r·z�r - clet-rrni·-= a-o �os 1�rr1J·� 0- a�e c·o�f.'1'a 1-1ç_� tra�ba·. 11,_.ou ]. U d. . <.-::'.: l liO.Ç . U ,.. .l. _ -t'.:::i Jl _ � - ,_ 

função 

a 

e demonstrou que o resultado obtido inclep0i1.d!_,nt,:,nwrite do e_� 

minho escolhido , ê invariante. Definiu a rneJida de n5o-li 

nearidade como sendo a derivada de ,., 1 com respeito t't Co

em 

�1_ - e + 11 1'1:-· � O � 2 -'l 

6 determinado pela regressao dupla sobre f(C 0 )

Apresentou exemplos de aplicaçâo tendo primei-

ramente estudado a est.1.mativc.1 de e em 

y b o + b 1 exp (···ex) 
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para E!m se91.üda estudar unl problcnn de patolog ::La a Lra vês ô.a 

função Y :::::  GX1

Discutiu 
I 

tam:bém , aproximaç;:-�cs alternati 

va::i da. vizinhança dos limi tr:'.s dE: confiança F .inalmer:te r co 

mentou sobre a extensao do m�todo empregado parJ mais de 

um parârnetTo , bem como para a estirnaçao cm geral. 

HARQ:JARDT (1963) apresentou r;.m al,J orI. trno 

para a soluça.o de preiblemas não--lineares. Denom:L,1ou esse 

que· 

e�tre o mêtodo da sêrie de Taylor o o rnét()C1() 

do qra.dic:·:nte. 

do foi corno 

seja o modeJ.o a ser ajustado 

onde 

·1 · .• 
concJs;oes

y --· E (y) .. f(X1 X , G1 r • • •  , BJ,_.) = f(X, /3) m 

--- i x
1L 

B' 
,-

-- L f31 r t, ,is • ,· 

,., 1 i:-'k .J • 

O qu.c ::;e desejiJ e esti:r:'la:c o vc�to.:c S nas 

n 

.. z 

i.�1

de 

'Çi • ) _,) 

j_ //2
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Criticou a soluçâo do problema pelos mêto

dos da s�rie de Taylor e do gradiente para em seguida apre-

sentar -o.Ina interpolação entre as aproximações de Taylor 

(6 L ) e do gradiente (8).
L- q 

O seu algoritmo para a r-êsima iteração e 

e essa eq-o.açao resolvida para 8*{r) fica

8*(r) __ {A*(r).+ À{r)1)-l g*_(r) .

A estratégia adotada para atingir'. uma rndxJ 

ma vizinhctnça ª a seguinte : 

À conhecj_da para a r-.. ési:ma 

sejam v > 1
( r·-1) 

e À 

iteração. Pri1neirarnente 
-(o)

10--
2 

(), 
(r 1)

)-se À -· é calcula--se qi 
(r - 1)

qi ( À / v) •

i. se qi (À (r - 1)/v) < dado , (r)
A 

= À {r - 1) / V

com 

faça-

e 

ii. (À
(r - l'

qi 
(r} (r - l' 

qi 
(r) 

À 
{r) 

., / \ se qi VJ > e 4i ( À J < dado --

iii. 

(r - 1)À i 

( À (r -
1) /v) (d se qi > <p e qJ ( À (r - 1)) .>

(d 
<p l incre:nento

À por sucessivas multiplicaç6es po� v pctra algurü 

pequeno 
{ (r -- l) ,,/li)_:::_ 

,1, (r)-,
00

-
À 

(r) ____ , (r-l)vtº.w, tal que, <Ji ,.\ · v __::__ 'i' ua /\ 



para todo j 

(s == 10-
5

) e um 

prática o v 

Essa iteração para quando 

1 o �r) 1J 

T + 1 b �r)
J 

e algum adequado 

< € 

€ > o 

T pequeno , por exemplo 

21. 

muito pequeno 

-3
T = 10 • Na

tem sido adotado cor.no igual a 10. 

Finalmente , indicou outras aplicaç6es pa-

ra o seu algoritmo ,., . . t 1 - -t ougeriu a in erpo acao entre os me o 
, 

. 
-

cos do gradiente e de Newton-Raphson para 

mas de equaç5es algfbricas n5o-1ineares. 

1 - , . ' so�uçoes ae sise� 

Sugeriu I ainda , 

que o seu algorj'_tmo , empregado convenientement:e , poderá 

resolver pL·oblemas de equações diferencia:L .s s imul tâi:1eas na_:2

-lineares , associado a problemas de fronteiras nâo-linea -

res.

GIRÃO (1965) rec1.lizou um trabalho sobre a 

funçâo de produç�o de Cobb-Douglas e a análise inter-regio

nal da. produção agrícola , atrc:i.vés da comparaç3.o das produ

tividades dos fatores de prod ut;ão , er,1 grui)os regionais de 

explorações agrícolas. Apresentou as vantagens e as desvaE 

tag2ns do tipo de funçâo utilizada , os aspectos metodolÕg! 

cos pr6prios da regressão linear m�ltipla , a interpretaçâo 
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estatistica de regress6es obtidas a partir dos dados refe

rentes ãs explorações agrlcolas em cinco regi5es diferentes 

de Portugal. O tratar,1ento dado ao modelo matemático foi o 

de erro multiplicativo que atravês de aplicação de logarit

mos transformou-se num modelo de regressão linear. 

HARTLEY e BOOKER (1965) adotaram o modelo 

t=l·, 2 ,  ... , N ,

onde f um vetor fixo de N elementos 1 8 e o Vé-

tor de pa.cârnetros �1esconhecidos , e e o vetor dos er 

ros residuais que foram õ.drnit.idos como inJ.ep2ndE:':!ntes com 

distribuição normal de mêdia zeLo e variância 

cida. 

2. 
(J desconhe 

Desenvolveram,um método iterativo de solt1-

çao de equaçoes normais não-lineare3 com proprledcides de 

converg�ncia para N finito , e eficiência , assintóti-

ca quando N tende para infinito. 

Estudaram 
1 

ainda , nesse a:cti90 , os se--

guintes temas : 

i. formulaç�o da teoria , para grandes amostras do es

timado:c por pontos de mínimos q,.1.adrados

ii. consist�ncia dos estimadores ;

iii. eficlência assintótica dos estirnúdores
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iv. alguns teoremas sobre limite estocãstico, que funda

mentarEüU o método iterativo apresentado.

Finalmente, apresentaram urn exemplo de a

plicação no qual foi utilizada a l�i exponencial 

onde h - 1 ,  2 e 

e 
hr 

r - 1 ,  2 ,  ... , 10. 

DRAPER e SMITH (1966) apresentaram um est.u 

do sobre a estirüação em modelos não-lineares. DesE:nvol ve -· 

ram teoria através de urn moêelo ge:cil.l, para estimativas dos 

parâTaetros , pelo método de mínimo:3 quadrados admitindo que 

o erro u.leatôrio tera distribuição n0rmais citaram os ·segui:2

tes métodos : 

L linearização (sõrie de Taylor) ; 

ii. "steepest descent" (minimização passo a passo des

ceridente} ;

iii. Marquardt.

Discutiram a obtenção dos intervalos de 

co:nfiü.nça e analizararn , ainda , a interpretação geométrica 

para o m�todo de mlnimos quadrados nos casos dos modelos 

near e não-linear , respectivamente. 

, . 

_i_l 
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Finalmente , comentaram sobre o espaço a

mostral , as respectivas interpretações geométricas. Es

ses 0st\1dos apesar de elucidativos , ainda, foram enrique

cidos , pelos autoxes , com exernplos de apliccJ.ção. 

HOFFMAI:�N e VI:SIRA { 1977) apresentaram um 

estudo sobre a regressâo assintõtica. Estudara1:n a estirc1a-

ção dos parâmetros ,pelos métodos de Newton e de 

-Newton , da equação

Y. 
l 

X· 
- n + 8p l ·+ e, 

l 

Gauss-

que e uma das formas de representar·a equaçao de Mi.tscher-

lich. 

Discutiram a p:ressuposiç'.ãv da heterocedas . 

ticia dando destaque , para a estimat1va dos par§.melros, no 

uso do m&todo de rninimos quadrados.generalizados e m1nimos 

quadrados ponderados. 

Estudaram , a inda 1 o caso de autocorrela 

çao nos resíduos e inê_i.cz.rarri para a estimativél dos parâme-

tros , nestas condiç6es , os m&todos de minimos quadrados 

de dois est5gios e o mZ�todo da variável instrumental. 

FIGUEIRÕA (1980) , na estimativa dos par� 

metros da funçâo de Cobb-Douglas adotou o erro aleatõrio co

mo fator aditivo e aplicou o m�todo dos minimos quadrados 
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ordinário no modelo 

n 
s.

Y. ·- a r( X. J + e.
l 

jc:::l J l 
i == l, ... ,N. 

Adotou , também , o erro· aleatório como fa 

tor multiplicativo , no modelo 

n 
B. 

Y. = a rf y J e. , . .
:L 

j==l J l 

e usou as estimativas de a e 6. , assim obtidas, como va 
J 

lares iniciais de processo iterativo. 

Atrav�s de processo iterativo e peld m�tó

do dos mínimos quadrc11os estimou , finalmente , os par ame-

tros a e r:;. 
J 

e obteve as seguintes conclus6es: 

a. o método dos minimos quadrados apresentou um me-

lhor ajustamento que o tradicional , isto e , o 

que-usa o erro aleat6rio como fator multiplicativ� 

b. o número de iterações e�igido pelo processo foi 

considerado pequeno.

BERKEY (1982) adotou urna curva de Jenss a 

quatro parâ.metros , · para estudar o crescimento de ctiançüs 

nos seus seis primeiros anos de vida. 

A função estudada foi , 
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onde 

X = ano i

y = comprimento 

ao , cq , So e 81 sao os parâmetros a serem estimados. 

Espera-se que as crianças cresçam mais ra-· 

pidarnente no:::; pr irneiros anos de vida e a seguir tenham rnna 

velocidade de crescii,1ento amortecida. 

Desta for�a se ao , a1 e So 

vos e S1 for negativo a curva tle Jenss acima permite estu-

dar esse fen&meno de crescimento de crianças. 

U ... . . - d 
ma empirica aproxirnaçac e Bayes foi de-

senvolvida para o modelo ajustado e os parfirnetros foram esti 

mados , de uma grande amostra , t_)elo métodü de mínimos qua·-

drados. 



3. MATERIAL

Os dados para ajustamento dos 

Y = x8 + e Y - --.v/3 + " 
- C.U'\. .. e 

foram obtidos através das seq-i.:í.intes funções geradoras 

y __ X 0,343 2 + .  e 

y __ x o,2s::JL1 xo
1

4 72s + e

y 

1 2 

70, 52 X o, 2530 + e 

Y -· 68, 2857 xo, 2 15s xo, 3s112 + e

l 2 

, e D N (0,4) ; 

, en N (0,6); 

, e Q N (0,8) ; 

, e D N (0,4). 

27. 

modelos 
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Os erros aleatórios foram obtidos da tabela 

de r1ÚiT,eros aleatÓ.cios de DIXON e MASSEY ( 1951) • 

Convém , nesta oportunidade , antecipar - se 

a algumas perguntas que possivelmente serlam .feitas pelo lei 

to:c , cerno sejam 

Por que usar simulação e nao dados reais ? 

Por que usar quatro modelos particulai:·es 

quarrdo poderia ser usado o modelo generalizado 

y = 

r, 

f3 ªXPI X 2 
l ' 2 

colhidas '? 

+ e ? 

Por que foram essas as funç6es geradoras es 

Quanlo a simulação de dados adotada , ap.ce-

senta a vantagem da comparação dos resultados, poster iornc,nte 

obtidos, al�m de suprir a dificuldade da obtenção de dados 

que atenderiam as necessidades deste trabalho. 

Realmente o modelo generalizado 

·satisfaria as necessidades do trata

mento matemãtico , aqui exposto , entretanto , optou-se pe-

los casos particulares para se ganhar no aspecto didãtico da 

exposição. 

A escolha das funç5es geradoras foi arbitrã 

ria. 
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4. DESENVOLVIMENTO TEÕRICO

4. 1. Introdução 

Na execuçao desta tese, por razoes exclusi

vamentE: didáticas , cptou-se pela subdiv:i.s�.o dos casos em 

homocedastici.a e hetcrocedasticia de ·vari�inci.â. , urna vez qGe 

é do conhecimento geral ser a homocedasticia uma partj_cular_� 

zaçJo da heterocedasticia. 

A vantagem desse procedimento está em se e

levar gradualmente o nivel de dificuldade da apresentaçâo,fa 

e ili tando desta forma a compreensão do leitor , para o 1>ro

blcma exposto. 



4 . 2 • Sob a h i p õ tese d e -1fõ mo e e d a s t i e i a d e v.a r i ã n e i a s 

4.2.l. Construção do problema 

30. 

Admita-se um conjunto 'de 

Y. ( j = 1 , 2 , . . • J) resultantes de um processo 
J

observações 

produti-

vo da combinação dos fatores de produção ') 
L.. 1 .. � .. 

l I) •

O problema que .se pretende 1.'esol ver e o de 

ajustar uma função do tipo Cobb-Dougla.s a· esses dados e deter 

minar a_lgumas inferências sobre os seus parâmetros. 

Considere o modelo 

•·. Bi 
y -- a 11 X .. + e 

j
r 

j j=l .1.] 
j 1 , 2 , • • . J (I} 

que explicitado e ; 

Y1 = a xB1 xB2 "Br + e1
11 21 AI 1 

y2 él xB1 xB2 xB.,.
+ e212 n r12 

- - - - - - ·- - -

Y. a X B1 " B::> X Br + e.-- A 

J lj 2. . 
T. JJ 'J 

- - - - - - - - - - -

YJ = a X 61 " 62 xiJ + eJ
lJ 2J 
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onde os e. sao erros aleatõrios , independentes , normal
] 

mente distribuídos com média zero e variância a 2 

I 

4.2.2. Linearização de Y. = a +

j 1 ,  2 ,  ... , J ,  através da f6rmula de Taylor. 

e. 

O desenvolvimento da fórmüla de Taylor pa

ra uma função f (ç;J.f' o) , numa vizinhança de O O até o pri-

meiro g-rau , onde o é o vetor paramétrico e 

das variãveis independentes , ê 

Admita-se 

f ( S / Ü) = f ( S / ºº ) + L, 
j.l i1 i=l o·"ºº

e o vetor 

r --i 
1 º· - ºº 1 L l --

(II) 

com k = O , l ,  2 ,  .•• , K. Desta forma tem-se 



k = l 

k - K 

e , 

I /3 . S1)- l 
-- a X .. = a Xl.i=l J..J J 

32. 

,. SI0] ; vetor incial ;

j 

n ST p2 " X� n
2 J 

v2tor obtido na l� 

iteração 

na 

K-·ésima iteração .

"T j = 1 2, , I . . .

Aplicando , convenientemente , {II)  em (I) 

tem-se 

Y. = y-1;
J J 

I 

lo �e: /�o 

que explicitada assume a forma 1 

Y.= a 00 

+ ""
�ºº

+ ªoo

x810 X 820 •••
lj 2· 

J

xS10 xB 20 ••• 
1 . J 

2..:. 
J 

vS10 xB20 ""1 , , 2 · •••
J "J 

+ xB10 vP:?.oªoo . . . 
1 . 

'"2 . 

J -J 

xJic�- i310 x S 2 o ••• 
1..J l · 2 · 

xBro 
Ij 

XfJIO
Ij 

J J 

ln X 
lj 

l_n x
2.

7 

( s
2

xBro ln xr
Ij ·J 

x B io 
(

Ij 

!:\ - 610 ) 

- 820 ) 

B ~·
I 

(III) 

a - ªoo· ) +

+ 

13ro ) .L 
e.' ,

J 
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de um modelo de j::-egressao linear múltipla. 

Desta forma , o problema agora é. obter um 

carac 

terizando um processo iterativo que exige solução inicial. , 

O vetor Bo indica a solução inicial que 

pode ser obtida atrav�s de mêtodos nao iterativos ou de :in

formc1ções previamente conhecidas. Uma boa escolha na solu

çao de partida facilitarâ o processo de conv�rgência do m�to 

do. 

O que vem a ser ¼�a boa escolha inicial ? 

Uma boa escolha inicial� aquela que leva 

o processo a convergência mais rapidamente. Ocorre que a a·-

firmação de se ter feito uma boa escolha inicial só p9de ser 

feita ã posteriori , �sto ê ,  depois da verificação da con-

vergência. 

Os critérios indicados pela literatura pa-

ra escolhas iniciais de mftodos iterativos , 

-lineares I além dos dois já citados são: 

em modelos nao-

i. utilizaç�o da experiªncia do experimentador na esco 

lha de soluções prováveis ; 

ii. tentativa.



34. 

4.2.3. A matriz das estimativas das- vari&ncias e 

covariâncias das estimativas dos para.me�

tros e o teste t ao nível a de signifi

cância 

A matriz de disnersâo do modelo lineariza-

do será dada por 

\i'(â) côv (â, G1) côv(â, S 2 ). côv(&,. SI)

côv Ui I B l ) "9' (Si) cô\.r rn 1 , s � > côv<B 1 , B,..) 

côv ( (), F 62) côv<B 1 1 B 2) \i' (S 2) - ( � - \ 

D= 
Cov , í3 2 , /31, 

- , �� .. - - - - - - - - - - - - - -- -· -

Côv (ô:, SI) CÔv (B 1 , í'.l I) côv(/3 2 ,81) "9' ( - \ 

.
/3 I i 

l 

j 
cuja obtenção no caso da regressao .linear já é bem conhecida §

e, para o modelo Y = a x� 1 x� 2 é 



onde s = z: (Y - y)2 

N - p 

35. 

-1

.s2

O teste t será realLt.aclo atl.·avés da eXfire� 

sao 

t =

s(ê) 

onde s (ô) e o erro padrão de ô • 

4.2.4. Anâlise da variância 

Serão adotadas as seguinles convençoes: 

G.L. = graus de liberdade i

SQT = soma de quadrado total 

SQreg = soma de quadrado da regressa.o i

SQR - sorna de quãdrctdo de resíduo i

Q.M. ·- quadra.do médio .



4. 2. 4. 1. Caso em que p > 1. 

O quadro da an�lise ê, 

Causa da Variação 

Regressão 

Resíduo 

Total 

. SQ'l' 

SQR 

== 

= 

SQ Reg = 

I (Y - Y) 2
i 

I e 2 

SQT SQR. 

4 • 2 • 4 • 2 . Caso em que p == 1 • 

O quadro da anãlise e, 

Causa da Variação 

Parâmetro 

Resíduo 

Total 

SQT 

SQR 

SQ Reg 

= 

= 

= SQT - SQR. 

G.L.

p-1

N-p

N-1

G.L.

p

N-·p

N

36. 

e, 

e, 



37. 

Onde N é o número total de observações e 

de parârnetros. 

p o 

OBS.: Convém ressaltar que as hipótese de nulidade na a.pl_i 

cação dos testes são: 

Ho a = O 

Ho B. = O ,. Vi.
l 

4.2.5. Estimativas por intervalo ao nlvel de con

fiança 1 - ex

As estimativas por intervalo para os para-
-

metros sera.o assim definidas: 

ê ._ t Os( ê) < 0 < ô + t Os( ê) 

onde t0 é o limite superior da distribuição t ao nlvel 

e com o número de graus de liberdades correspondentes. 

4.3. Sob a hip6tese de heterocedasticia de variâncias 

4.3.1. Construção do problema 

Admita-se as mesmas condições de 4.2.1.

desta feita com heterocedasticia. Convém esclarecer que a 



38. 

hipótese de heterocedasticia adotada é o caso em que a va

riância do erro é proporcionql ao quadro da respectiva ob

servação, isto é, 

E(e 2 ) = x 2 o 2 • 
i i 

Tome-se, portanto, o modelo (III) 

Y. = Y* ]e e + J = - o

I 

- J;_
k=O

No caso especifico a transformaçâo indica-

da é , 

Y. 
l = 

X. X.
J_ 

com z 

E(s�) = 
J 

l 

= 

{ 

Y. 

_J__ 

X. 

l 

X� 

Y* + 

e=o 0 

e 

E(e� 
J 

s .

J 

= 

I 

E 

k=O 

= 

[
3 

Zl 

e .

J 

X. 

1 

X� 

l 

Y.*] 
e� 

(O -

G=Go.

tem-se 

X� o 2 
= ·o 2 

l 

e o)
e. 

} + _1_ 
f 

X. 
l 

e 



1z ---

X. 
l 

tem-se 

{ Y* + 
I 
z 

k=O 

39. 

s .  

4.3. 2 . Linearização do modelo- Y = x 6 + e 

De acordo·com (III) numa vizinhança de Bo 

Bo 

Y = X + (B1 -Bo)

Daí, 

Bo 
X ln X + e. 

Bu-1 so-1 Bo-1
Z = X + ( f3 1 - /3 o ) X lnX + s , corn Z 1'::-::: Z-X 

B0 -1 
vau , Z* = (/31 - Bo) X 1nX + s • 

que e uma equaçao de regressao linear cujo erro tam média ze 

ro e variância 0
2 • 

B 1 /3 2
4.3.3. Linearização do modelo Y = X1 X 2 + e 

De acordo com (III) numa vizinhança de 



610 e 620 tem-se: 

onde E(e2) - x 2 x 2 º 2

1 2 

Considere-se: 

Faça-se: 

z = Y , z** = z - x� 10-
1

x:

20·-
1

,s1-810 = Ll61, S2-620 = L182
X1 X2 

e E: = 

e obtenha-se , 

40.



Z** /3 -1 fl -1 
6/31X lo X 2º lnX +

. 1 2 l 

com E ( f. 2 ) = o 2 •

13 -1 /3 -1 
X l O . X ,io ln,.'{r 

1 2 
2 

Faça-se, ainda 

+ e

d1 = C12 lnX1 e d2 = C12 lnX2 ,
i i 

te obtendo--se 
1 

Z** = d A f3 1 + d 6 /3 2 + € l . 2. 
l l 

que e uma equaçao de regressao de solução conhecida. 

4. 4. Descrição do processo iterativo 

41. 

finalmen 

Admita-se que � 
r- -

0
o = Lªº o , B 1 o , s 20 , ••• , rs 1 0 J

seja o vetor das estimativas iniciais dos parâmetros a e

/3 , que� determinado adotando o modelo estatistico com er-

ro multiplicativo. 

A seguir determina-se atray�s da combinação 

da F6rrnula de Taylor com o mêtodo de mlnimos quadrados, con

forme (4.2.2) o vetor de correçao 



42 .. 

f • •e + f 

Caso a correçao Ssk nao seja muito pequena

-5
< 10 ), obtém-se /Se k Utilizando, ag�

ra, como wna nova estimativa inicial, repete-se o proce·-

dimento, obtendo-se nova correç�o. 

Admitindo convergência, os cálculos sao repe 

tidos até que as correçoes Sek sejam desprezíveis. Desta 

forma determinam-se as estimativas dos pa.râmetros a e B . ,
l 

(i = 1, 2, ... , I). 



5. APLICAÇÕES AOS MODELOS Y = x13 + e
I 

E y = éDf 1 x 132 + e. SOB HOMOCEDASTICIA 
l 2

5. l. Para o modelo 
f3 

Y = X + e.

Sejam os seg:-.ünte.s val.ores simulados: 

X 

1 

5 

25 

Y. 

1,00 

1,20 

2,85 

43.



5.1.1. Obtenç�o da estimativa inicial 

S . y = X
S

"' eJa e. e obtenha-se lnY = BlnX

44. 

+ 

lnc onde, com Y* = lnY, X* = lnX e e* = lnc resulta y* =

BX .,i, + E*. O estimador de minimos quadrados para B � 

Dessa forma, tem-se: 

X* = lnX y = lnY X* Y* x2 
* * 

0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

1,60944 0,18232 · º , 29343 2,59030 

3,21888 1,04732 3,37120 10,36119 

3,66463 12,95149 

e, portanto a estimativa inicial é º s 0 = 0,28295 

5.1.2. Linearizando o modelo (fõrmula de Taylor) e 

estimando S 

De acordo com ( III) o modelo Y = x
13 + e fica 

y = x
60 + ( s 1 - Bo) x60 lnX + e



Faça-se 

Y** = Y - x 60 , tB1-Bo) - bB, obtendo-se

e. 

45. 

O estimador de mínimos quadrados para bB é 

Corno ,f B = 8 1 - 8 o 

(IV) 

se repete o processo at� Bk tal que o bB obtido seja mui

to pequeno, por exemplo jtsl < 0,00001 

Foram realizadas, adotando 0,28295 como v� 

lor inicial, 3 iterações, cujos principais resultados se en

contram na tabela a seguir, e, os câlculos intermediãrios no 

apêndice 1. 

Iteração Cs s 

1':1 0,02773 0,31068 

2� -0,00047 0,31021 

3ª -0,00001 0;31020 



onde s 2 = 

46. 

5.1.3. Estimativa da variância de ·a e o teste t 

ao nivel a de significância 

De {IV) infere-se que, v('s) =
1 

.s

2
, 

í:X2 Í3 (lnX) 2

I:(Y - x
s )2 

N - p 

Desta forma concluí-se
1

v (S) = 
1 

83,36503 

"O"rn) = 0,00131. 

Sabe-se que, t = 

t = 

t = 

0,31020 

0,03619 

8,571 

0,109_34 

e portanto 
s (s) 

Ao nível de significância de 0,05 o t ta 

belado com 2 graus de liberdade ê 4,303 concluindo-se que 

o teste para S foi significativo, isto ê, rejeita-se a hi

pótese de nulidade. 

Ao nivel de significância de 0,01 o t ta 



47. 

belado com 2 graus de liberdade� 9,925 concluindo - se 

que o teste para B foi n�o significativo, isto�, n�o se 

rejeita a hip6tese de nulidade. 

Causa da 

Parâmetro 

Resíduo 

Total 

5.1.4. Anâlise da variJncia 

Conforme visto em (4.2.4.2) obteve-se: 

Variaç:ão 

SQT = IY 2
-- 10

{
56250 

SQR = I(Y x
B ) 2 

= 0,21869 

SQReg - SQT SQR = 10,34381 

G.L. S.Q. Q.M.

1 10,34381 10,34381 

2 0,21869 0,10935 

3 10,56250 

Coeficiente de determinaçâo: 

r 2 = 0 1 9793 

F' 

94,59 

O coeficiente de determinação indica que a 

regressao explica 97,93% das variações, isto é, os valores 

de Y sao explicados em 97,93% pelos valores de X. 

O teste de F ao nivel de significãncia de 

0,05 foi significativo, isto ê, rejeitou-se a hipõtese de nu 



lidade. 

48. 

O teste F ao nivel de signific�ncia de 

0,01 foi nao significativo, isto é, não foi reje:Ltada a hi 

p6tese de nulidade. 

5.1.5. Estimativa por intervalo para S ao nivel de 

confiança 1 - ex 

·Estimativa por intervalo ao nível de con 

fiança de 0,01 de probabilidade ê, 

s -· t s (E) < o B < Í3 + t s (B) 
o 

onde t0 a 0,01 com 2 G.L. é 9,925 r e portanto 

fiança de 0,05 

- 0,04899 < B < 0,66939 

Estimativa por intervalo ao nivel de con 

de probabilidade�, 

onde t0 a 0,05 com 2 G.L. é 4,303 , e portanto, 

0,15447 < B < 0,46593 



5.2. Para o modelo Y - x
81 x

82 + e
1 2 

Sejam os seguintes valores simulados: 

X1 X,, 
L 

y 

l 3 0,90 

4 9 7,73 

16 27 12,21 

64 81 78,91 

256 243 242,96 

1024 729 8 27, 15 
---

5.2.1. Obtenc�o das estimativas iniciais 

Seja " - x B 1 v S 2 
l. - "' 

1 2 
E: e obtenha-se 

49. 

·os estimadores de mínimos quadrados de 

81 e 8 2 sao dados por: 



l 
B, --

rx2 

l*

s2 IX X 
l* 2* 

B1 105,69964 

B2 106 1 60996 

:: l 
0,45096 

-·0,43773

01 0,81439 

ÍS2 o
f 
17788 

IX 
l* 2* 

r,x2 
2*

106,60996 

109,83229 

-O ,43773

0,43400

j 

-1

- 1

l 
I
X 

y 

-

IX
1*y-;,

2* * -

l l 
104,96480 

106, 27678 

1

104, 96480 l 

. _ 106,27678 _j 

Portanto as estimativas ·iniciais sao 

B1o ···· 0 1 81439 e s20 = 0,17788. 

50. 

5.2.2. Linearizando o modelo (f6rmula de Taylor) e 

fica, 

B 
De acordo com (III) o modelo Y= X 1

l 



Y = xB 10xB 2o+(s .. -B
2 1 10 

y - xB10 xS20 = (8 -13 
l 2 l 

obtenha-· se, 

) .xB1 o xB20 ln.X :-1- (B - B ) xB 10 vSJJ -ln.X + 

10 

l 2 1 

)xB io x13 23 lnX + 

1 2 1 

Faça-se, 

** º B 

2 

(r:'.i 

20 l 2 2 

-/3 )XB 10 xB21 lnX + 
2 20 l 2 2 

Y=Y ··- Xl--'1 0:x�-20. R1-t:(10 -- 'B B B _ • # t--- • .,,, D l 1• 2 - 20 -· 1 2 

Faça-se, 

51. 

e 

e . 

C12 :::: xB1oxS20
d1 . 

- C12lnX1 e d2 -. 
- C12ll1X2

l 
-.i l 2 

e portanto obtenha-se, 

** 
= d1 Li B 1 + d2i 

L\ (3 2 +
J_ 

Os estimadores de m1nimos quadrados pa

são dados por 



52. 

. - 1
(V) 

= 

Como Ss 1 = S1 ...: B 10 e ,Cs 2 = B2 -· S 20 tem-

-se B 1 = Cs 1 +

do até que os

B' 1 O 

L\~B 1 

e 

e 

B2 
-- L\13 2 + 

L\-B 2 sejam 

S 20 • o processo é repeti

muito :i?equenos, por exem-

< O
I 

O O O O 1 e j L\-S 2 j < O 
1 

00001., 

Foram realizadas, adotando S 10 = O, 814 3 9 e 

B 2 o = O, 17788 como valoref, iniciais, 3 iterações cujos nrin 

cipais resultados se encontram na tabela a seguir, e , os 

cãlculos intermediãrios no apêndi.ce 2. 

Iteração 

1� 

2': 

3� 

Í\-/3 1 L(S 2 61 
':><; 

15 2 

-0,37795 0,38297 0/43644 0
ff

56085 

-·0,00911 0,00892 O
f
42733 0,56977 

O,OOOCl 0
1

00000 0,42734 0,56977 

5.2.3. Estimativas das variãncias e covariãncias 

de S 1 e S 2 e o teste t ao nível a 

de significância 



onde 

-

De (V) infere-se que, 

Id1. 

[ 
>:d1: ct, i 

Id1. d 2. 
l l 

2 
Id2. 

1. 

53. 

r s 2 

D ê a matriz de variância e covariâúcias 

s2 
= 

I(Y - x 81 xg 2 ) 2 
_____ '...l .... _ . ---

N - p 

Dessa forma tem-se 1 

D= l. 0, 000231224 

-O
1

00024-2503 

·-OI 000242503 ··
1

. 
0 1 000254363

33�28212 

- l 0, 00770 

D 

-0,00807

·-O 00807j

0:00847 
.. , isto é, 11 (01)- 0, 0077{1 

Sabe-se que , 



t = _ _8_1__ __ 
S (S l) 

t = _ê_z __ _ 
S <B2) 

= 

= 

0,42731_ 

0/08775 

0,56977 

0,09203 

= 4,870 

= 

Ao nível de significância 0,01 o t. 

54. 

tabe 

lado com 4 graus de liberdade é 3,747 concluindo-se que os 

testes para f:31 e f:32 foram significativos, isto é, rejeitam-

�se as hip6teses de nulidade. 

Causa de

Regressão 

Resíduo 

Total 

5.2.4. Aniílj_se da variância 

Conforme visto em (4.2.4.�) obteve�se: 

SQ'l, 

SQR 

SQReg 

Variação G.L.

_, ___ , .. 

1 

4 

5 

-· 

= 

= 

I(Y Y) 2

t(Y XB 1
l 

SQ'l' SQR 

S.Q. 

488009,72 

133,12 

488142,84 

-- 4881. 421 84

x s 2)2= 133 1 12
2 

·- 488009,72 

Q.M. F 

488009,72 14663,75 

33,28 



Coeficiente de determinação � 

r 2 
= 0,9997 

55 .. 

O coeficiente de determinação indica que a 

regressao explica 99,97% das variaç6es, isto�, os valores de 

Y sao explicados em 99,97% pelos valores de X. 

O teste de F ao nivel de slgnificância de 

0�01 foi significativo, isto �, rejeita-se a'hipõtese de nu

lidade. 

5.2.5. Estimativas por intervalo para 131 e fl2 ao 

nivel de confiança l - a 

Ao nivel de significãncia de 0,05 com 4 

graus de liberdade o t tabelado ê 2,132 e os intervalos de 

confiança para s 1 e B2 são resnectivamente. 

0,24026 < 

0,37356 < 

��l < 0,61442 

132 < 0,76598 

Ao nivel de signific�ncia de 0,01 com 4 

graus de liberdade o t tabelado & 3,747 e os intervalos de 

confiança para S 1 e 62 sao respectivarnt�nte. 



5, 3. 

0,09854 < , /31 

0,22492 < 62 

Para o modelo 

< 0,75614 

< 0,91462 

+ e

Sejam os seguintes valores simulados: 

X ·y

1 57,48 

4 109,66 

16 146,22 

64 191/40 

256 297,97 

1024 404,92 

5.3.1. Obtençâo das estimativas iniciais 

56. 

Seja Y = ax 8 e e obtenlia-se lnY = lna + BlnX+ 

lns onde com Y* = lnY; ª* =- lna ; X* = lnX e e* = lns re

sulta Y* = ª* + BX* + s* • Os estimadores de minDnos qua-

drados para a e sao dados por 



57. 

X* = lnX Y*= lnY x2 X/Y* * 

0,00000 4,05144 0,00000 0,00000 

1,38629 .4, 697 38 1,92180 6,51193 

2,77259 4,98511 7,68726 13,82167 

4:15888 5,25437 17,29628 21,85229 

5,54518 5,69699 30,74902 31,5.9084 

6,93147 6,00369 48,04528 41,61440 

20,79441 30,68898 105,69964 115 ,. 39112 

l r
.•. 

.. 

ª* 6 20,79441 30,688981 

20,79441 105, 69964_ 115, 39112 __ 1 

l :·1 [ 
0,52381 - 0,10305 - 30,688981

= 

11s, 3911 2  j- 0,10305 0,02973 



58. 

l :·] 
l_ 4, 18414

--i 

- 0.,26808

fica, 

Y XSo 
.... ªº 

obtenha-se 

lnâ - 4
$

18414 a 65,63703 

Portanto as estimativas iniciais s�o a0 = 65,63703 

5.3.2. Linearizando o modelo(fórmula de Taylor) e 

= 

estimando a e B . 

De acordo com (III) o modelo Y -- a yS 
..i.. e_, ' 

So) + e , 

ªº ) + a0 x 130 (lnX)(/31 - So) + e •

Faça-se 

Y - ªº x f3 o , t:.a - a1 -



59. 

Faça-se ' 

C1. 
:::: x

B o e d l . 
·- a C1 lnX.

l l 
o 

l l
e portanto 

obtenha-· se I 

Y* * - C1 (L'la) + d1 ( L'I B) + e . 

6s estimadores de minimos quadrados para 

L'la e L'l/3 sao dados por 

l ::: [
2 

r r 
IC1 IC1d1i Y.C1Y! 

- (VI) 

IC1d1i Id 2 1i Id1Y! 
·"'\ 

.J 

Como Ca --
ª1 ªº e EB = B1 

- Bº tem-�

-se ª1 
- L'l~a + ªº e s1 ,fG + ti 

PO o processo é re

petido até que os 1ra e Cs sejam muito pequenos, por 

xemplo, IEa 1 < 0:00001 e 1 .':1-(3 1 < O, 00001.

Foram realizadas, adotando a0 � 65 1 63703 e 

Bo = O, 26808 como valores iniciais , ll iterações cujos pri_�� 

cipais resultados se encontram na tabela a sequir, e ,  os 

cãlculos intermediãrios no ap�ndice 3. 



Iteração 

a 
l. 

2ê; 

3é; 

4': 

5� 

a 6. 

a 7. 

8� 

a 9. 

1oé; 

a11.

60. 

Ca .. !S'f3 . a � 

4,40412 -0,01447 70,04115 0,25361 

0,16469 OrOOllO 70,20584 O, 25471 

-0,00192 -0,00021 70,20392 0,25450 

-0,00917 -O ,00011 70,19475 0,25439 

-0,00267 -0,00008 70
1
19208 0,25431 

-0,00183 -0,00004 70,19025 0,25427 

-0,00077 --0, 00003 70,18948 0,25424 

-O 00048
f 

-0
1
00002 70,18900 0,25422 

-0
1
00030 -0,00001 70;18870 O, 2:5421 

-0,00013 0,00000 70, 18857 0,25421 

0,00000 0,00000 70,18857 0,25421 

5.3.3. Estimativas das variâncias e covari�ncias 

de a e B 

significância 

e o teste t ao nível a de 

De (VI) infere-se que, 



= 

onde, 

= 

í 
D --

l 

.D = 

t ·-

2 
IC1. 

l

IC1 , d 1. 
l · l

\/ (â) 

côv (â, S) 

t�C l , d 1. 
l J.

2 
Id1. 

l 

r 

Côv(â, Blj 
e 

vrn) 

Desta forma concluí-se 
f 

0 1 19894 

-0,00046

25,64337 

-0,05929

Sabe-se que , 

s ( êi) 

-0,00046

]0,00001 

-0,05929 l 
0,00013 j 

7 O, 18_�_57 
5,06393 

X 

= 

61.. 

I(Y-aX 8 )
s

2 = --·----

N -

:p

128,90 

13,860 



t = ___,,. -- 0,25421. 

s C/3) o, 01140 

62. 

= 22,299 

Ao nivel de significância de 0,01 o t ta 

be lado com 4 graus de 1 iberdad e é 3 , 7 4 7 cone 1 ui ndo-· se que os 

testes para a e f3 foram significativos r isto é r rejeitam

-se as hipóteses de nulidade correspondentes. 

5.3.4. Anãlise da variância 

Causa de Variação 

Regressão 

Resíduo 

Total 

Conforme visto em (4.2.4.i) obteve-se: 

SQT ·- I (Y 'i) 2 = 79988,48 

âx B
) SQR = I (Y = e- r: SCJ:J j_ _) f - -. 

SQTieg - SQT - SQR = 79472,89 

G.L. S.Q. Q.M. F 

1 79472,89 79472 89 
I 

616,55 

4 515,59 128,90 

5 79988,48 

Coeficiente de determinação: 

r 2 = 0,9935 

'º 
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O coeficiente de determinaç�o indica que a 

regressao explica 99,35% das variações, isto�, os valores 

de Y 
-

sao ex.plicados em 99,35% pelos valores de X. 

O teste F ao nlvel de signific�ncia de 

0,01 foi significativo, isto ê, rejeita-se a hip6tese de nu-

lidade. 

5.3.5. Estimativas por intervalo para a e B 

ao nlvel de confiança 1 - a 

O intervalo de confiança 

a - to s (âJ < a < a + to s u;) . 

. :,ara a é 

Ao nível de siginificância de O,• 05 com 4 

graus de liberdade to 2,132. 

O intervalo de confiança de a é 

O intervalo de confiança de B e 

graus de liberdade 

0,22991 < s < 0,27851 

Ao nivel de significância de 0,01 com 4 

t 0 -- 3,747. 



5.4. 

O intervalo de confiança de a 

51,21402 < a < 89,16312 

O intervalo de confiança de B ê 

0,21149 < B < 0,29693 

Para o modelo 

Sejam os seguintes valores simulados: 

,,,,_,.. ____

X 1 .X 2 y 

------- !..�-----· 

0,1 0,2 25,65 

0,3 0,4 41,40 

0,5 0,6 52,20 

0,7 0,8 60,27 

0,9 1,0 68,97 

1 ,.
1 1,2 76,95 

5.4.1. Obtenç�o das estimativas iniciais 

Seja e obtenha-se, 

64.



onde com 

resulta 

65 .· 

lnY - lna + S 1 lnX1 + B 2lnX2 + lns 

Os estimadores de 
... . rninimos quadrados de ª*' 

B1 e S2 sao dados por 

�, -1
ª* 6 l�X 1 * IX2* IY* 

2
s1 = IX1* IX1 �'< IX1* X 2 1, IX1*Y * 

l 
B2. IX2* IX 1 *. x2 ·*

2. 

IX2* IXz* Y * 

-1

* 
6 -4,56643 -3,07738 23,59857 

S1 
--- -4.56643 7,37930 5,26010 -16,18909

B2 -3,07738 5,26010 3,77386 -10,77663

�., 
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,--

1-

1
4,26615 ª* 

S l 
= 0/28912 

S2 J 
0,22025 

Portanto as estimativas iniciais sao 

â = 71,24672 

5. 4 .2. Linearizando o modelo (fõrmuln de Taylor) 

e estimando a� S1 e S2 

e 

De acordo com 

fica , 

Faça-·se , 

y * = y _ a X B 10 X B 20
* . O 1 2 

e obtenha·- se , 

� III) o modelo 



Y* * 

Faça-se , 

67. 

e 

_ xPlO xB20 e
1 2 

portanto obtenha-se , 

-

Í'la 

""

(VII) Í'l S 1 = 

"'
!:iS2

tem-se , 

*Y* = d0. t:,a + d1. t:,!31 + d2• M,? + e
l '.L - l -

Os estimadores de minLnos quadrados para 

são dados por 

Id 
o. )_ 

1�do . d 1 
l 1 

Ido . d2. l l

ª10 ' 

Ido . d 1. 
l l

Id1. l

Id 1 .d2. J_ l

� l --

,�do .d1. l J_

Id1 . d2. 
l l

Id,, . 
-1

+ 

-1 Ido. *Y* 
l 

,, -, y-·-,�a1. * ,,,1 

I::l.2 i *Y* 

O processo é· rep,2t.ido até que os 
Ea , t:,'}; 1 e t:,~s 2 sejam mui to 
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pequenos, por exemplo
1 l Ss 11 < o r o o o o 1 e

! ti"s 2 1 < o , o o o o 1 .

S10 = 0,28912 e 

Foram realizadas, adotando â = 71,24672 
I 

B 20 = 0,22025 como valores iniciais 
I 

4 iterações, cujos principais resultados se encontram na ta-

bela a seguir, e, os cãlculos intermedi�rios no apªndice 4. 

Iteração 

a 
1. 

a2.
� 

3C: 

a 
4. 

-------

Kà Cs1 Cs2 a B1 Ê2 

--0, 31415 -0,05137 0,06762 70,93257 0,23775 0,287B7

O
r
00047 -0,00016 0,00022 70,93304 0,23759 0,28809

-0,00002 0,00000 o 100001 70,93302 0,23759 0
!
28810

0,00002 0,00000 -0,00001 70,93304 0,23759 0,28809
" ___ ,,.,_ 

5.4.3. Estimativa das variâncias e covariâncias 

de â ,  B 1 e B 2 e o teste t ao nivel 

a de significância. 

De (VII) infere-se que,



= 

onde, 

D = 

e s
2 = 

D = 

D = 

Ido,

Ido. d 1. 
1 l 

Ido. d 2. 
l l

◊ (â)

CÔv(â, 

Côv(â, 

Si)

Id 0 . d 1, 
J.. J., 

Id1. 
1.

Id1.d2, ·1. 1 

Côv(â, 

\i"(Bi) 

P, 2 )Côv(
T

3 1 , 

í.:(Y - xs 1a ·1 
8 2 

X :.:.
. ) 2

N - p

S1) 

l3 2) 

Id0.d2. -1
J. l

Id 1 .d 2 . 
l J_

Id 2 . 
l

Côv(â, 

Côv(B1, 

9' <B2) 

s2

B2)

B.2) 

Desta forma conclui-se , 

--0, 22135 

69. 

1 

1 .. 

1,62459 

0,17973 

0,17973 

0,02463 -0,03087 X 0,43676 

-0,22136 -0,03087

0,70956 0,07850 

0,70850 0,01.076 

-0,09668 -0,01348

--0 � 09668 

-0,01348.

0,01702



t = 

t 

t = 

Sabe-se que , 

70,93304 

s(â) 0,84235 

_}1 __ = 0,23759 

s(S i) 0,10373 

0,28809 

0,13046 

= 84,209 

2,290 

2,208 

Ao nivel de signific�ncia de 0,05 

70. 

o t 

tabelado com 3 graus de liberdade f 2,353. Os parâmetros S 1

nao diferem significativamente ª"'
a 
,_ zero, port�nto nao 

se rejeitam as respectivas hipóteses de nulidade. 

Ao nivel de significância de 0,01 o t

tabelado com 3 graus de liberdade é 4,541 conclu{ndo-se que 

o teste para a foi significativo, isto é, rejeita-se a

hipÕtese de nulidade. 

5.4.4. Anãlise da vari5ncia 

Conforme visto em (4.2.4.1) obteve-se: 
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SQT = L (Y = 

SQR 1,31028 

SQReg -· SQT SQR 1754,18292 

Causa da Variação G.L. S.Q. Q.M. F 

Regressão 2 
1754,18292 877,09146 2008,17 

Resí.duo 3 1,, 31028 0,.43676 

Total 5 1755,49320 

Coeficiente de determinaçâo; 

r 2 = 0,9992 

O coeficiente de determinação indica que 

a regressao explica 99,92% das variaç6es, isto f 1 os Valo

res de Y sao explicados em 99,92% pelos valores de X. 

O teste F , ao nivel de signific;ncia de 

0,01, foi significativo, isto e, rejeitam-se as hipóteses de 

nul1dade. 

5.4.5. Estimatlvas por Intervalo para 

e t 2 ao nivel de confiança l - a • 



O intervalo de confiança para 

â - to s (à) < a < a + t O s (â) 

O intervalo de confiança para 

a 

s. 
l 

s. - t0 s <B . ) < f3. < s. + t s (B.) •
l -l l - l O l 

72. 

é 

e 

Ao nível de significância de 0,05 com 3 

graus de liberdade- t0 = 2,353. 

O intervalo de confiança de a � 

68
,.
95099 < a < 72,91509

O intervalo de confiança de a 
. l 

·-0,00649 < B1 < 0,48167 

O intervalo de confiança de S2 

-0,01888 < .S2 < 0,59506 

e 

Ao nivel de significância de 0,01 com 3 

graus de liberdade t 0 = 4,541. 

O intervalo de confiança de a � 

67,10793 < a < 74,75815. 



O intervalo de confiariça de 81 � 

< 0,70863 

O intervalo de confiança de 82 ê 

-0,30433 < S2 < 0,88051 

73.



6 APLICAÇÕES AOS MODELOS 

SOB HETEROCEDASTICIA 

6. 1. Para o moàelo 

y -- x
s 

+ 

y 
= 

xB + e

e E y -- X S l
1 

Considere-se os dados de 5.1 

X 

1 

5 

25 

e a estimativa inicial So 

y 

1,00 

1,20 

2,85 

0,28295. 

Z = Y/X 

1,00000 

0,24000 

0,11400 

74. 

e 



·dado por

6 .1.1. Estimativa do padirnetro !3 

O estimador d e  mínimos quadrados para 

B 1 - B o = 

s -1 I Z * X ) O · - 1 nX 

. z:x2 (so- 1) (lnX) 2.

75. 

Foram realizadas 5 iterações
1 

cujos prin-

cipais resultados se encontram na tabela a seguir, e ,  os 

câlculos intermedl�rios no ap§ndice 5. 

Iteraçao 

a 
1. 

a2.

3': 

·---~~··-··---�---·-----------·---

-o,os32g 0,18967 

-0,01684 0,17283 

-·0,00143 0
f

l7140 

·-O
1
00009 0,17131 

ºfººººº 0,17131 

6.1.2. Estimativa da variãncia de B 

t ao nivel a de signific�ncia 

e o teste 

A varifincia B e dada pela expressao: 



onde , 

v Cê) -- l 

= _I (Z -_ X
S -1

)
2 

N - p 

Portanto: 

V(B) -- l 

0,2297.8 

Sabendo-se que 

t = 
0,17131 

0,07434 

t = 

O r 00253 

2 

s rn) 

2,300 

76. 

s2

e portanto 

Ao nivel de significância de 0,05 o t ta 

belado com 2 graus de liberdade e 4,303 concluindo - se 

que o teste para B foi n5o significativo, isto�, n�o se 

rejeita a hip6tese de nulidade. 
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6.1.3. Anãlise da vairância 

Conforme visto em (4, 2. 4 .2) , obteve-se: 

SQT = 2: Z 2 = 1,07060 

SQR -- I (Z xB ·-1) 2 
- 0,00253

SQReg = SQT - SQR = 1,06807

----------------'-·--·-----

Causa da Variaç�o G.L, S.Q. Q.M. F 

Parâmetro 

Residuo 

Total 

l

2

3

1,06807 

0;00253 

1
1
07060 

1,06807 

0,,00127 

Coeficiente de determinação: 

r
2 

= 0,9976 

841,Ó•) 

O coeficiente de determinaç�o indica que a 

regressao explica 99,76% das variaçõcs 1 isto é, os valores 

de Y 
-

sao explicados em 99,76% pelos valores de X. 

O teste F , aos niveis de significãncia de 

0,01 foi significativo, jsto �, rejeita-se a hip5tese de 

nulidade. 
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6.1.4. Estimativa por intervalo para B ao nivel 

de confiança l - a 

O intervalo de confiança ao nivel de signi

ficância de 0,05 de probabilidade é 

onde to 

tanto 

< B < S + t 0s(B) 

a 0,05 com 2 graus de liberdade.é 4,303 e po�-

< B < 0,49042 

o intervalo de confiança ao nivel de signi

ficância de 0,01 de probabilidade e 

onde to 

to 

B tos<B )  < B < Í3 + t s<B) 

a 0,01 com 2 graus de liberdade é 9,925 e portan-

-0,56473 < 



6.2. 

X1 

l 

4 

16 

64 

256 

1024 

Para o modelo y = x
81 x

82

1 2 

+ e

Considere-se os dados de 5.2. 

X2 y Z= Y/X1X2 

3 0 1 90 . 0,30000 

9 7 ,.7 3 0,21472 

27 12,21 ·º 
I 
02826

81 78,91 0,01522

243 242,96 0/00391

729 827/15 0,00111

79. 

e as estimativas iniciais B 10 = 0,81439 e B 20 � o, 17 7 88 

6.2.1. Estimativas dos parâmetros 81 e 82 

A expressao indicativa aa-solução da regre� 

sao é 
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r 
Foram realizadas 3 iterações, cujos prin

cipais resultados se encontram na tabela ·a seguir, e, os cál 

culos intermediãrios no ap�ndice 6.

Iteração 

1� 

a 2. 

3� 

L\B 1 L'l·s 2 B l S2 

0 1 62939 -0,22207 1,44378 -0,04419

-0,14639 0,00773 1
1
29739 -0,03646

-0,00437 -0,00780 1,29302 -0,04426

Considerou-se para efeito de convergência 

6.2.2. Estimativas das vari�nciàs e 

de B1 e 

de significância 

e o teste t 

..... .. 
covar ianc.1.as 

ao nível a 



com 

-0-(Si) - 0,04438 

A matriz de dispersão é 

20,74065 

-9,87002 7,65359 

S1-l S2-l 

1 
s' 

81. 

I (Z - X1 X;,, ) 
2 

N - p 
= 0, 00855 - 0,00214

4 

Dessa forma. tem-se� 

Sab.e- se que t -- -·--- e portanto: 

= 

s (6) 

l,293� 

0,21067 

= -0,04426

0,12798

= 6,138 

= -0,346
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Ao nivel de significância de 0,01 o t tabe

lado com 4 graus de liberdade f 3,747 concluindo-se, que o 

teste para 81 foi significativo, isto �, rejeita-se a hip5-

tese de nulidade. 

O teste para B 2 , ao ·nivel de significãncia 

de 0,05, foi nao significativo, isto ê, não se rejeitou a hi 

põtese de nulidade. 

6. 2. 3. Análise da variância

Conforme visto em (4.2.4.1.),obteve-se: 

SQT _, r. ( z - Z) 2 = 0,08427 

B 1 °-l 62-l
SQR = r. ( z - X ·x 2

- ) 2 -- 0,00855 1 

SQReg = SQT - SQR -- 0,07572 

Causa da Variação G.L. S.Q. Q.M. F .

Regressão 1 0,07572 0,07572 35,38 

Resi.duo 4 0,00855 ·0,00214

'I'otal 5 0,08427 
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Coeficiente de determinação: 

r 2 
= 0,8985 

O coeficiente de determinação indica que a 

regressao explica 89,85% das variações, ist? é, os valores 

de Y são explicados em 89,85% pelos valores de X. 

O teste F, ao nível de sig_nificância de 

0,01, foi signifi6ativo, isto é, rejeita-se a hipõtese de 

nulidade. 

6.2.4. Estimativas por intervalo para S 1 e S 2 ao 

nível de confiança 1 - a 

O intervalo de confiança para s. é
]_ 

Ao nivel de significância de 0,05 com 4 

graus de liberdade , o t tabelado é 2,132 e os intervalos 

de confiança para 6 1 
e S 2 

0,84387 < 

-0,31596 < 

~ 
sao respectivamente. 

< 

< 

1,74217 

0,27170 
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Ao nível de significância de 0,01 com 4

graus de liberdade, o t tabelado � 3,747 e os intervalos de 

confiança para s 1 e S 2 sao respectivamente. 

0,50364 < 

-0,52380 < 

< 2,08240 

< 0
1
43528 
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7. DISCUS�ÃO E CONCLUSÃO

O que se pretende neste Item� discutir os 

resultados obtidos na aplicaçâo dos modelos tipo Cobb-Dou�as, 

bem como, apresentar algumas conclusões, face ao processo 

para infer�ncias aqui apresentadas. 

7.1. Sob a hipõtese de homocedasticia · 

Para Y z x 6 

A estimativa do parâmetro exigiu trªs itera 

ç6es e o coeficiente de determinação explic9u 97,93% das va 

riações. Os testes t e F aos níveis de significância de 

0,05 rejeitaram as hipóteses de nulidade enquanto que a 

0,01 foram não significativos. 
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As estimativas dos parâmetros 8 1 e B2 exi

giram três iterações e o coeficiente de determinação expli -

cou 99,97% das variações. Os testes t e F aos níveis 

de significância de 0,05 e 0,01 respectivamente rejeitaram 

as hipóteses de nulidade. 

Para Y = aX S 

As estimativas· dos parâmetros a e B e

xigiram onze iterações e o coeficiente de determinação expli 

cou 99,35% das variações. Os testes t e F ao nível de 

significância .de 0,01 rejeitaram as hipóteses de nulida-

Ih 82 
Para Y = aXi X2 

As estimativas dos parâmetros a, B 1 e B2 e

xigiram quatro iterações e o coeficiente de determinação ex-

plicou 99,92% das variações. O teste t ao nível de sign! 

ficância de 0,01 foi significativo para a e a 0,05 

foi não significativo para B1 e B2 . O teste F foi sig

nificativo a 0,01. 
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Como se depreende desses resultados além 

das variações terem sido explicadas em pelo menos 97% a maio 

ria dos t�stes de hipóteses, rejeitaram as hipóteses de nuli 

dade. 

7.2. Sob a hipõtese de heterocedasticia . 

Para Y = x
s 

A estimativa do parâmetro exigiu cinco ite

raçoes e o coeficiente de determinação explicou 99,76% das 

variações. Os testes t ao �ível de significância de 0,05, 

não rejeitou a hipótese de nulidade, entretanto, o teste F 

a 0,01 foi significativo. 

Para 

As estimativas dos parâmetros exigiram tr�s 

iterações e o coeficiente de determinação explicou 89,85% 

das variações. O teste F foi significativo ao nível de 

0,01, enquanto que o teste t só registrou significância p� 

ra o parâmetro 13 1 a esse nível de significância. 
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Esses resultados explicam pelo menos 89% 

das variações, entretanto, são menos confortáveis que os sub 

metidos a primeira hipótese. 

7. 3 . Conclusões gerais 

Face aos resultados obtidos concluí-se que: 

i. o método utilizado apresentou boas soluções para as

duas hipóteses estabelecidas, a homocedasticia e a

heterocedasticia, haja· vista que se explicou pelo

menos 89% das variaç6es, bem como a significância o

correu na maioria dos parâmetros ;

i-i. o uso da fórmula de Taylor combinada com o método de

mínimos quadrados resultou numa maior simplicidade, 

em relação aos métodos descritos na revisão biblio

gráfica, para as estimativas por pontos e por inte� 

valos. Métodos como o de Newton, Gauss-Newton e ou 

tros, obtªm, primeiramente as equações normais que 

se apresentam com a não-linearidade nos parâmetros, 

para em seguida obter a linearidade através da fór

mula de Taylor, que e aplicada em c�da uma dessas e 

quaçoes. O m�todo proposto é, portanto, mais sim

ples. 
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iii. nos ajustamentos dos modelos matemáticos foram neces

sárias, poucas iteraç6es o que nos garante terem si

do ótimas as estimativas iniciais.

iv. as variâncias dos parâmetros tipo S em relação as

do tipo a apresentaram pequena variabilidade, ca-

racterizando uma maior aderência par.a as elasticida

des de produção em relação aos insumo·s adotados no

processo produtivo. Essa conclusão é muito·importan

te para decisões econ6micas, pois, o conhecimento das

elasticidades de produção dos fatores de produção

permite um prévio conhecimento da estimativa do 

l 

re

torno relativo do produto em decorrªncia do acrésci

mo de um dos insumos. Essa informação permite o

cálculo da rentabilidade da utilização do capital.
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APÊNDICE 1 

Cãlculos auxiliares nas iteraç8es do modelo 5.1. cujo valor 

inicial foi 0,28295. 

1,00000 

1,57679 

2,48626 

1,00000 

1,64875 

2,71839 

1,00000 

1,64751 

2,71428 

19- iteração

0,00000 0,00000 

-0,37679 -0,95620

0,36374.. ·2,91100

2'i1 iteração 

. . 
f3 

Y**=Y-X 1 ·

0,00000 

-0,44875

0,13161

3� iteração 

0,00000 

-0,44751

O �13572 ..

1,95480

0,00000 

-1,19079

1,15161

-O ,03918

0,00000 

-1,18660

. : 1 �18578 

-0,00082

x:z.Bo 

1,00000 

2,48627 

6,18149 

x2B1 

1,00000 

2,71838 

7,38964 

x2S2

1,00000 

2,71429 

7,36732 

2S� X JnX) L. 

0,00000 

6,44019 

64,04759 

70,48778 

x2 s 1 (ln,X) 2 

0,00000 

7 ,04142 

76,56546 

83,60688 

x2B2(lnX)2 

0,00000 

7,03083 

76,33420 

83,36503 



105. 
APENDICE 2 

Cálculos auxiliares nas iterações do modelo 5.2. cujos valo-

res iniciais foram 0,81439 

e -x�lx_S20 
12� 1 2 

1,21582 

4 ,57143 
17,18835 

64,62733 

242,95548 

913,65062 

dli d2i 

0,00000 

63,65526 

2699,72543 

76333 1 22138 

1798565,657 

38140068,63 

40017730,89 

1� iteração 

- **·
. .

y =Y-C12 
-O ,31582 

3,15857 
-4,97835

14,28267

-0,03548

".,.86,50062 

0,00000 

20,01696 

-237,24939

3838,86048 

-47,80763

ai, 
l 

ó,00000 

40 ,16,201 

2271,11626 

72241,34988 

1815629,749 

40106173 1 50 

41996355,88 

e 820 = 0,17788. 

- - ªu =c12 1nx: 1 i ª21 =cl 2 1nx:2i_
0,00000 1,33571 

6,33735 10,04446 

47,65623 56,65000 

268,77751 284,00152 

1347 ,45306 1334,78910 

6332,94351 6022,48679 

ar -l 

1,78412 

100,89118 

3209,22250 

80656,86336 

1781661,941 

36270347,14 

-0,42184

31,72613 

-2s2·,02353

4056,29999 

-47,35832

38135977 ,84 

-547803,5400 -520948,8413

-544229,7196 -517190, 6189



e =xB 11x B 21
1 2 · · ·

l 2

1,85180 

6,27986 

21,29641 

72.,22092 

224,91734 

830,56963 

d1 ·ª2· l J_ 

0,00000 

120,12393 

4144,42196 

2� iteração 
.. 

·. ':{. ::::y-ç· . · .. · · d ·=e· JnX ·
. . . . 1 i .. 1.2 -. . li 

12 

-0,95180 0,00000 

1,45014 8,70573 

-9,08641 59,04619 

6,68908 300,35836 

-1,95734 1358,11011 

-:-3�41963: '5757,06997 

' 2 
d1,·

0,00000 

75,78973 

3486,45255 

d2. =ci 2lnX2 
· i  

· 
l 

2,03441 

13,79826 

70,18949 

317,37116 

1345,34600 

5474,84401 

2 
d2.

4,13882 

190,39198 

4926,56451 

95325,08113 90215,14442 100724 ,4532 

1827128,004 1844463,071 1809955/860 

31519060,04 33143854,64 29973916,93 

33445777,67 35082095,10 31889718,34 

-kk 

. d2;V d
l . y l . .

l 

0,00000 -1,93635

12,62453 20,00941 

-536,51789 -637,77048

2009,12110 2122,92108. 

-2658,28324 -2633,29954

-,-19687,04918' . : : .,.18721,94082 

-20860,10469 -19852,01671

106.



e =xB 1.7:x6 22 . 12 1 2 
1

1
87003 

6,32378 

21,38478 

72,31567 

244,54572 

826 ,96617 

d1. d2. 
l ·1 

0,00000 

121,81008 

4178,88824 

95575,36869 

1821587,505 

31246159,91 

33167623,48 

39- iteração

**

Y =Y-c12

-0,97003

1,40622

-9,17478

6,59433

-1,58572

.. O ,18383 

d ..
li 

0,00000 

76,85363 

3515,44640 

90452,01814 

1838870,002 

32856886,61 

34789800,93 

d1 ,=c12lnX1.l l

0,00000 

8,76662 

59,29120 

300,75242 

1356,04941 

5732,09269 

' 2 
ª2· 

l 

4,22072 

193,06436 

4967 ,53612 

100988, 9142 

1804467,436 

29714395,05 

31625016,22 

** 

dz.Y 

-1,99287

19,53909 

.:...646,64538 

2095,59584 

-2130,10508

0,00000 

12,32780 

-543,98372

1983,26071 

-2150,31467

1053,73060. . : : . : : . :1002,07409 

355,02072 338,46570 

107. 

d2i=c12lnX2i 

2,05444 

13,89476 

70,48075 

317,78753 

1343,30467 

5451,09118 



APf'.:NDICE 3 108. 

Cálculos auxiliares nas iterações do modelo 5.3. cujos valo-

res iniciais foram & 0 = 65,63703 

f3 
C1 .=X1 �

l l

1,00000 

1,45011 

2,10281 

3,04930 

4,42182 

6,41211 

f3oaoX 
l 

65,63703 

95,18091 

138/02220 

200,14700 

290 ,23513 

420,87186 

1� iteração 

d11= â.oc 1ilnX1i d2 11

0,00000 0,00000 
131,94876 17410,47527 
382,67880 146443,0640 

832,38797 692869 ,7326 
1609,40530 2590185,420 

2917,26143 •8510414,251 

11957322,942 

y*-y . xS o
. *- -:-ao .. 1 

-8,15703

14,47909

8,19780 

-8,74700

7,73487

- 15,95186

e s 0 = 0,26808. 

Clid l i 
2 

cli 

O ,0000_0 1,00000 
191,34022 2,10282 
804,70081 4,42181 

2538,20004 9,29823 
7116,50054 19,55249 

.18705,80119 41,11515 

29356,54340 77,49050 

C1iY! d1 .Y; 
l 

-8,15703 0,00000 

20,99627 1910,49797 
· 17 ,23842 3137,12427 
-26,67223 -7280,89757
34,20220 12448,54077

-102,28508 -46535,74591

- 64,67745 -36320,48047



=xs 1
l . 

1,00000 

l,42I31 

2,02012 

2,87121 

4,08088 

5,80019 

a xB 1
1 1 

70,04115 

99
1
55019 

141,49153 

201,10285 

285,82953 

406,25198 

29- iteração

d ,::::a1c .lnX • ·
ll lJ ll 

. 2 .
: : clidl : .

. d ...
1 . 

0,00000 0,00000 0,00000 

138,00587 19045,62015 196,14912 

392,29782 153897,5796 792,48867 

836,36324 699503,4692 2401,37450 

1584,97546 2512147,209 6468,09466 

2815,92415 .. 7929428 ,819 16332,89510 

11314022,696 26191,00205 

. . 131 . y* Yí=Y-a X 1 l Cl
.

* -12,56115 -12,56115

10,10981 . 14 ,36917

4,72847 9,55208 

-9,70285 -27,85892

12,14047 49,54380

.,..:1,33198 -7,72574

25,31924 

109. 

cl.
1,00000 

2,02012 

4,08088 

8,24385 

16 1 65358 

33,64220 

65,64063 

d
1 

_Yt 

0,00000 

1395,21312 

1854 ,96847 

-8115,10706

19242,34702

-3750,75465

10626,66690 



= xS 2CJi li

1,00000 

1,42348 

2,02629 

2,88438 

4,10585 

5,84458 

ª xB 2 
li 

70,20584 

99,93646 

142,25733 

202 r 50015 

288,25446 

410,32383 

3\1 iteração 

L-

d li =n2C-1 i lnX 1 j_: d - -
li ..

0,00000 0,00000 

138,54134 19193, 70289 

394,42106 155567,9726 

842,17443 709257, 7705 

1598,42215 2554953,370 

2844,14807 :8089178,244: 

11528151,058 

e- ·a ·
. 1i 1i 

0,00000 

197,21083 

799,21145 

2429,15108 

6562,88158 

16622 ,85093 

26611,30587 

· S2Y* =Y-ax * '1 . C1 .Y; 

-12,72584 · .:.12,72584

9,72354 13,84126

3 ,96267 8,02952 

-ll,i0015 -32,01705

9,71554 39,89055

-5,. 40383 -31,58312

...:14,56468 

110. 

c
2 

- . 1i

1,00000 

2,02630 

4,]0585 

8,31965 

16,85800 

34,15912 

66,46892 

di_. Y! 

·º ,00000

1347 1-11226 

1562', 96050 

-9348,26250

15529 1 53434 

-15369 ,29267

-6277,94807



4 9 iteração 

. . /33 2 

C1i=X1. d1. = a 3ClilnXl. . . d1i

1,00000 0,00000 0,00000 

1,42306 138,49723 19181,48272 

2,02511 394,18069 155378,4164 

2,88186 841,41622 707981,2553 

4,10107 1596,51823 2548870,459 

5,83608 2839,93345. .8065222,000 

11496633 1 612 

aXS 3 . . . . /33 . 
1 . 

YJ==Y-a X 1
70,20392 -12,72392

99,90463 9,75537

142,17063 4,04937 

202,31783 -19,91783

287,91112 10,05888

409,71579 -4,79579

cr,dr .. 
.. l 

0,00000 

197,08987 

798,25926 

2424,84375 

6547,43302 

16574,07881 

26541,70471 

e y*l· *
1. 

·-12, 72392

13,88248

8,20042 

-31,46366

41,25217

· -27 ,98861

-8,84112

111. 

Cl 
+--

1,00000 

2,02510 

4,10107 

8,30512 

16,81878 

34,05983 

66,30990 

d1 . Y: 

0,00000 

1351,09172 

1596 ,18346 

-9186,43925

16059,18529

-13619,72444

-3797,70322



- B1+Cl ·=X 
l 1 '

1,00000 

1,42285 

2,02449 

2,88054 

4,09857 

5,83163 

� xB4a4 1· 

70,19475 
99,87635 

142,10872 

202,19888 

287,69797 

409,35004 

59- itera_çãc;,
- - - -

- d
1 

. :::C_ ac\ i lnX�

0,00000 

138,45802 

394,00902 

840,92152 

1595,33629 

2837,39826' 

- - - . . - - - - . 

- - - - 2- . -
--- dii --

0,00000 

19170,62330 

155243,1078 

707149,0028 

2545097,878 

8050828,886 

e i dlj 

0,00000 

197,00499 

797,66732 

2422,30808 

6538,59746 

16546,65681 

11477489,496 26502,23466 

- - - $4Y!=Y-aX1i çliYt 

-12,71475 -12,71475

9,78365 13,92067

4,11128 8,32325 

-10,79888 -31,10661

10,27203 42,10063

112. 

2 

cli 

1,00000 

2,02450 

4.09856 

8,29751 

16,79828 

34,00791 

66,22676 

d1i Yl 

Q,00000 

1354,62481 

1619 !·88140 

-9081,01058

16387,34223

-4,43004' -25,83435 -12569,78779

..:.5,31116 --2288, 94993



e = xB6 . 
1 · 1L. 

1,00000 

1,42269 

2,02404 

2,87958 

4 ,09675 

5,82840 

- xB6ª6 1 . 

70,19208 

99,86148 

142,07179 

202,12393 

287,55943 

409,10755 

6� iteração 

d1 = Ó, e . lnX : . 
2 

. ª
1
. . clid

li· 1 · l · 

0,00000 0,90000 0,00000 

138,43740 19164 ,91372 196,95350 

393,90665 155162,4489 797,28282 

840,60981 706624,8527 2420,60320 

1594,56808 2542647,362 6532,54678 

2835,71745 8041293,456 16527,69559 

11464893,031 26475,08189 

· Yf=Y-a X1 · .. ·
l 

. C1 .Y:Z 
l 

-12,71208 -12
1
71208

9,79852 13 1 94026

4,14821 8,39614 

-10,72393 -30,88041

10,41057 42,64950

-4,18755 -,-24,40672 

-3
ç
01331 

113. 

2 
cl i

1,00000 

2,02405 

4,09674 

8,29198 

16,78336 

33,97025 

66,16638 

di.
Y**

0,000Q0

1356,48163 

1634,00750 

-9014 ,64076

16600,36262

--11874 , 70861 

-1298,49762



· · 67-
C11=

X1i 

1,00000 

1,42261 

2,02382 

2,87910 

4,09584 

5,82678 

a xB7 7 li

70,19025 

99,85334 

142,05234 

202,08504 

287,48816 

408,98347 

7� iteração 
• • R • • . . .. . . .. . . . . 

: dl i ;=ac:l . lriX:l i
d2 . . . . 

. . 1i ..... : c:lidli · · 
0,00000 0,00000 0,00000 

138 ,42612 19161, 79070 196,92638 

393,85270 155119,9493 797,08697 

840,44807 706352,9584 2419 1 73404 

1594,17287 2541387,139 6529,47701 

2834 ,85742: .8036416�592 16518,09052 

11458438,428 26461,31492 

· . · · -· · 67
Yf==Y-a7X1 i · C1, Y!

-12,71025 -12,71025

9,80666 13,95105

4,16766 8,43459 

-10,68504 -30,76330

10,48184 . 42,93194 

..,.4�06347 ... "'.""23 ,67695 

:-1,83292 

114. 

. .  . çli
1,00000 

2,02382 

4,09585 

8,28922 

16,77591 

33,95137 

66 ,13617 

d1. Y**

0,00000 

1357,49789 

1641�44414 

-8980,22125

16709
,.
86496

-:).1519,35808 

-790,77234



115. 

89- iteração

e . =xBs d - , 1nX· - - dL . 
. c!idli c2 

li li li- acli - li
. . . 1 ,- . li l 

1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 1,00000_ 

1,42255 138,41884 19159,77527 196,90772 2,02365 

2,02365 393,81562 155090, 7426 796,94498 4,09516 

2,87874 840,33400 706161, 2316 2419,10310 8,28714 

4
1
09516 1593,89021 2504486,002 6527,;23543 16,77034 

5,82557 2834,23689. 8032898,749 16511,04_540 33,93727 

11453796,499 26451,23663 66,11356 

â
8
xBs 

Yl=Y -
- sa 

Clj_ y� d Y*1 i a8X1i 1 . *

70,18948 -12,70948 -12,70948 0,00000 

99,84809 9,81191 13,95793 1358,15320 

142,03896 4,18104 8,46096 1646,55886 

202,05761 -10,65761 .:.Jo ,68049 -8955,95204

287,43718 10,53282 43,13358 16788,15868

408,89395 ..,..3,97395 -23,15052 --11263 ,11569 

-0,98802 -426,19699



e ==XS 91i i

1,00090 

1,42251 

2,02354 

2,87851 

4,09471 

5,82477 

; 9 xS9
1 .

70,18900 

99,84464 

142,03011 

202,03943 

287,40335 

408,83447 

9 � iteração 

• à.1. �c1 i1nx:� i
. 2 .. 

e�. ª1 . a .  ..
1 . 

0,00000 0,00000 0,00000 

138,41406 19158,45201 196,89538 

393,79109 155071,4226 796,85202 

840,25835 706034,0947 2418,69206 

1593,70255 2539887,818 6525,74977 

2833,82463 8030562,034 16506,37669 

11450713,820 26444 ,.56592 

Y* *:::: y -
.;. . 89o:9X c1. Yt 

-12,70900 -12,70900

9,81536 13,96245

4,18989 8,47841 

-10,63943 -30,62571

10,56665 43,26737

-3,91447 -22,8008
_
9 

-0,42737

116. 

. . cli 

1,00000 

2,02353 

4,09471 

8,28582 

16,76665 

33,92795 

66,09866 

d1iY! 

0,00000 

1358,58383 

1649,94135 

-8939,86990

16840,09705 

-11092,92150

-184,16917



e =X 10
l · li 

1,00000 

1,42249 

2,02348 

2,87839 

4,09448 

5,82436 

a xB10
10 1 · 

70,18870 

99,84283 

142,02557 

202,03016 

287,38618 

408,80439 

10� iteração 
. .

.• dl i= acl i lhXl j_. .. d2· 
.... lf çlidlj_ 

0,00000 0,00000 0,00000 

138,41155 19157,75662 196,88905 

393,77849 155061,5010 796,80290 

840,21982 705969,3439 2418,48033 

1593,60737 2539584,435 6524,99350 

2833,61610' 8029380,213 16504,00027 

11449153 ,248 26441;16605 

. . . . :..· 'B 

Yt=Y - a10X1 10 Y* C1, * 

-12,70870 -12,70870

9,81717 13,96483

4,19443 8,48735 

-10,63016 -30,59775

10,58382 43
1
33524

-3,88439 -22,62409

-0,14312

117 •' 

Cl. 
l 

1,00000 

2,0234� 

4,09447 

8
1
28513 

16,76477 

33,92317 

66,09102 

dliX; 

0,00000 

1358,80972 

165
.
1,67631 

-8931,67112

16866,45355 

-:11006,87004 

-61,60158



G -xf3li 1 · - 1 · 

1,00000 

1,42249 

2,02348 

2,87839 

4,09448 

5,82436 

Sn a 1 l x1 

70,18857 

99,84264 

142,02531 

202,02979 

287,38565 

408,80363 

11� iteração 

. . . . 

d1 .= ac1. ln.X1. 
.. 2. 
. ª1. . . C1,d1, 

0,00000 0,00000 0,00000 

138 ,41129 19157,68565 196,88868 

393,77776 155060,9266 796 ,80142 

840,21826 705966,7288 2418,47584 

1593,60441 2539575,028 6524,98138 

2833,61085 8029350,470 16503
.,
96969 

11449110,837 26441,11701 

. Y*- y -a X
S

11 C1. Y! *- 11 1 · 
l 

-12,70857 -12,70857

9,81736 13,96510

4,19469 8 ,48787 

-10,62979 -30,59668

10,58435 43,33741

-3 188363' -22,61966

-0,13453

118. 

2 

C1. 

1,00000 

2,02348. 

4,09447 

8,28513 

16,76477 

33,92317 

66,09102 

d1. Y.!l 
0,00000 

13'58,83346 

165�,77563 

-8931,34366

16867,26684

-11004,69611

-58,16384



AP.ÊNDICE 4 
119. 

Cálculos auxilia�es nas iterações do modelo. 5.4 cujos valo

res iniciais foram a.i = 71,24672; t3 = 0,28912 ·e ,i = 0,22025. 
l�p l�zi

do. =xB10 x�20
l 

0,36052 

0,57700 

0,73131 

0,85876 

0,97000 

1,07006 

3498,00091 

2449,71048 

1304,31851 

476,23198 

53,01864 

52,79883 

7834,07934 

2444 ,99759 

1864 ,36714 

961,23785 

297,94107 

0,00000 

101,00042 

5669,54407 

2 

l<J iteração 

=aôdoi: · a- =C ; lnX d2,=C12lnX2 · x - li - 12 -- 1
l 

25,68587 -59,14390 -41,33981

41,10936 -49,49455 -37,66813

52,10344 -36,11535 -26,61577

61,18383 -21,82274 -:p,65278

69,10932 -7,28139 0
l
000QQ

.76,23827 - _ - _- 7 ,26628 ·13,89988

- d2
2i do , d 1. 

l l

1708,97989 -21,32256

1418,88802 -28,55836

708,39921 -26,41152

186,39840 -18,74050

0,00000 -7,06295

193,20666" 7,77536

4215,87219 --94,32052 

*Y*=Y - c12 Ido .*Y* Id1 .*Y* 

-0,03587 -0,01293 2,12149 

0,29064 O ,16770 -14,.38510

0,09656 0,07062 -3,48730

-0,91383 -0,78476 19,94227

-0.13932 -:-0 ,13514 1,01444

0,71173" ... O, 76159. 5,17163 

0,06708 10,37744 

do. 
l 

0/L2997 

0,33293 

0,53481 

Q
I 
73747 

0 1 94090 

1,14503 

3,82112 

d d·. 
o. 2l

-14,90383

-;21, 73451

-19,46438

-11,72446

0,00000

14,87371

-52,95347

Id2. *Y* 

1,48286 

-10,94787

-2,57002

12,47632

0,00000 

9,89296 

10,33426 



0,36395 

0,57694 

0,73209 

0,86154 

0,97526 

1,07804. 

a2 
li 

3533,44099 

2427,64902 

1295,61318 

475,10072 

53,12385 

53,11779 

7838,04554 

d1 . d2. 
l l

2469,76899 

1847,57711 

954,82235 

297,23329 

0,00000 

101,61063. 

5671,01237 

120. 

29- iteração
. - - . 

é1,t â1 <lu·i 
25,81566 

40,92383 

51,92927 

61,11112 

69,17782 

.76,46817 

-d2
2i

1726,29463

1406,10946

703,67121 

185,95556 

0,00000 

194,37367 

4216,40453 

*Y*=Y-c12

-0,16566

0,47617

0,27073

-0,84112

-0,20782

.0�48183: 

- . . -

éi1>=c1 2lnXi. l . d2. =c1 2lnX2.l 

2 
do.l

-59,44275 -41,54870 0,13246 

-49 ,27118 -37,49813 0,33286 

-35,99463 -26,52680 0,53596 

-21,79681 -13,63655 0,742?.5 

-7,28861 0,00000 0,95113 

7,28820 13,94180 1,16217 

3,85683 

d .· d . d .d . 
Ol /l Ol 2l 

-21,63419 -15,12165

-28,42651 -21,63417

-26,35131 -19,42001

-18,77882 -llj74843

-7,10829 ó,00000

.7,85697 15,02982

-94,44215 -52,89444

• - í:d0.�Y*
l 

í:d1. *Y* 
· 1

I:d2 .*Y* 
l 

-0,06029 9,84729 6,88296 

0,27472 -23,46146 -17,85548

0,19820 -9,74483 -7,18160

-0,72466 18,33373 11,46997 

-0,20268 1,51472 0,00000 

. - O �51943: . .3,51167 6,71758 

0,00472 0,00113 0,03342 



d .=XS �1 xS 22
Ol ll 2 
0,36395 

0,57693 

0,73209 

0,86155 

0,97528 

1,07807 

d1. 

3533,58914 

2427,63834 

1295,62635 

475,11444 

53,12631 

53,12107 

7838,21564 

d1. d2. 
l l

2469,87264 

1847,56855 

954,83217 

297,24188 

0,00000 

101,61690 

5671,13214 

?a iteração_, . 

C12=â2do.l d1i=c12lnX1 d2.=c12lnx2l 

25,81620 -59,44400 -41,54957

30,92374 -49,27107 -37-,49804

51,92954 -35,99481 -26,52694

61,11202 -21,79712 -:-13,63675 

69 ,17944 -7,28878 0,00000 

76,47058 7,28842 13,94224 

d2 do. d1. 
l 

1726,36677 -21,63464

1406,10300 -28,42596

703
1
67855 -26,35144

185,96095 -18,77931

0,00000 -7,10860

194,38606 7,85743

4216,49532 -94,44253

*Y*= Y - C12 Ido. *Y* 
1. 

Id1. *Y*1. 
-0,16620 -0,06049 9 ,87959

0,47626 0,27477 -23,46584

0,27046 0,198PO -9,73516

-0,84202 -0,72544 18,35361

-0,20944 -0,20426 1,52656 

0,47942 0,51685 3,49421 

-0,00058 0,05298 

121. 

2 
ªºi

0,13256 

0,33285 

0,53596 

O, 71,227 

0,95117 

1,16223 

3,85694 

do. d2. 
l l

-15,12197

-21,63374

-19,42011

-'11,74874

9,00000 

15,03071 

-52,89385

Id2.*Y*.1. 
6,90554 

-17,85882

-7,17448

11,48242

0,00000 

6,68419 

0,03885 



d . =XS '. 3XS�3 
l l 

0,36395 

0,57693 

0,73209 

0,86154 

0,97528 

1,07807 

d2
11 

3533,47263 

2427,59202 

1295,61267 

475,11226 

53 ,12631 

53,12136 

7838,03725 

d1. d2. 
l l

2469,79209 

1847,53369 

954,82209 

2�7,24054 

0,00000 

101,61733 

5671,00573 

l 

122. 

4é; iteração 

c12= &3do. 
l

d1i
=c12lnX1 d2_.=c12lnX2 

l 
do. l

25,81578 -59,44302 -41,54890 O, 13246 
40,92335 -49,27060 -37,49769 0,33285 
51,92926 -35,99462 -26,52680 0,53596 
61,11186 -21,79707 -13,63672 0,'74225 
69,17942 -7,28878 0,00000 0,95117 
76,47070 7,28844 13,94226 1,16223 

3,85692 

d2. d.d. d.d. 
21 l lJ- l 21

1726;31109 -21,63429 -15,12172
1406,07676 -28,42569 -21,63354

703,67112 -26,35130 -19,42001
185,96013 -18,77905 -11,74858

0,00000 -7,10860 0,0000.0

194,38661 7,85745 15,03073

4216,40571 -94,44148 -52,89312

*Y*=Y-c12 do. *Y* 
l 

d1 .*Y* 
l 

d2,*Y* 
l 

-0,16578 -0,06034 9,85446 6,88798 

0,47665 0,27499 -23,48483 -17 ,87327

0,27074 0,1982l -9,74518 -7,18187
-0,84186 -0,72530 18,35008 11,48021

-0,20942 -0,20424 1,52642 0,00000 

0,47930 0,51672 3,49335 6,68253 

0,00004 -0,00570 -0,00443



123. 

AP:Ê:NDICE 5 

Cálculos auxiliares nas iterações do exemplo de aplicação 6.2.1 
cujo valor inicial foi O, 28295. 

1� iteração (So - 1 = O, 71705) 

xBo-1 xB o-1 1nX Z*=z-xB o-1 Z*xB o-I lnX [ xS o-linx:] 2

1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,31536 0,50755 -0,07536 -0,03825 0,25761 

0,09945 0,32012 0,01455 0,00466 0,10248 

-0,03359 0,36009 

2� iteração (S1 - l = -0,81033) 

xSi-1 xB 1-l lnX Z*=z-xB I-1 z,i,xB 1-l 1nx: IxB1-1 lnX J 2

1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,27140 0,43680 -0,03140 -0,01372 0,19079 

0,07366 0,23710 0,04034 0,00956 0,05622 

-0,00416 0,24701 



xB2-l 

1,00000 

0,264i4 

0,06977 

x!33-l 

1,00000 

0,26353 

0,06945 

xB4--l 

1,00000 

0,26349 

0,06943 

3ª . ~ 
. iteraçao (13 2 

x8 2-1 lnX Z*=z-x132-1 

0,00000 0,00000 

0,42512 -0,02414
0,22458 0,04423

4é; iteração {63

x83-l 1nX Z*=z-x63-l 

0,00000 0,00000 

0,42414· -0,0235)

0,22355 0,04455

s
ª 

. 
~ 

. iteraçao <s:.i 

-

-

-

x64-l 1nX Z*=z-xB4-l 

0,00000 0,00000 

0,42408 -0,02349

0,22348 0,04457

1 

1 

1 

= 0,82717) 

Z*x82-l lnX 

0,00000 

-0,01026

0,00993

-0,00033

= -0,82860)

Z*xB 3-l 1nX

0,00000 

-0,00998

0,00996.

-0,00002

= 0,82869)

Z*x64-l lnX 

0,00000 

-0,00996

0,00996

0,00000

124. 

[xB 2-1 lnX] 2 

0,00000 

0,18073 

0,05044 

0,23117 

fxS3-llnX] 2 

0,00000 

0,17989 

0,04997 

0,22986 

[x:
S1+-l1nXJ2

0,00000 

O ,17984 

0,04994 

0,22978 



125. 

APt'.:NDICE 6 

Cálculos auxiliares nas iterações do exemplo 6.3.1 cujos valo

res iniciais são �10 = 0,81439 e �20 = 0,17788. 

f3 -j f3 -C12= X 10 X 20 
1 2 

0,40527 

0,12698 

0,03979 

0,01247 

0,00391 

0,00122 

a2

.:ti 

0,00000 

0,03099 

0,01217 

0,00269 

0,00047 

0,00007 

0,04639 

1� iteração 

d1. =c12 lnX1 
l 

0,00000 

0,17604 

0,11032 

0,05185 

0,02166 

0,00848 

d2. 
21 

0,19824 

0
(
07784 

0,01720 

0,00300 

0,00046 

0,00006 

0,29680 

d1 .d2 . 
- l l

0,00000 

0,04912 

0,01447 

0,00284 

0,00047 

0,00007 

0,06697 

d2. =c12lnX2 
1. 

Z**=Z-c12 

0,44524 -0,10527

0,27900 0,08774

0,13114 -0,01153

0,05480 0,00275

0,02148 0,00000

0,00804 -'0,00001 

d1. Z** 
l 

d2 .Z** 
-i 

0,00000 -0,04687

0,01545 0,02448

-0,00127 -0,00151

0,00014 0,00015

0,00000 0,00000

0,00000 0,00000

0,01432 -0,02375



B -:J. 
B1:r 1 

e �-x 11 
12- 1 

x2

0,31754 

0,18654 

0,10958 

0,06438 

0,03782 

0,02222 

2 
d1. l 

0,00000 

0,06687 

0,09231 

0,07162 

. 0,04398 

0,02371 

0,29855 

2� iteração 

d1. =c12lnX1 
l 

0,00000 

0,25860 

0,30383 

0,26773 

0,20971 

0,15399 

2 
d2, -1 

0,12170 

0,16799 

0,13044 

0,08044 

0,04316 

0,02145 

0,56478 

d1. d2, 
l l 

0,00000 

0,10599 

0,10973 

·0,07574

0,04357

0,02256

0,35758 

�. 

126. 

d2. =c12lnX2 Z** = Z - C12

0,34885 -0,01754

0,40987 0,02818

0,36116 -0,08132

0,28291 -0,04916

0,20775 -0,03391

0,14647 -0,02111

d1 .Z** 
l 

d2 .Z**
]_ 

0,00000 .-0,00612 

0,00729 0,01155 

-0,02471 -·o ,02937

-0,01316 -0,01391

-0,00711 -0,00704

-0,00325 -0,00309

-0,04094 -0,04798



127. 

iteração 

e -xS12- xf½.2- .t 
d1 .=c12lnX1 d2.=c12lnX2 Z**=Z - C12 12- 1 2 l l 

0,32025 0,00000 0,35183 -0,02025

0,15489 o, 21472 0,24033 0,05983

0,07491 0,20770 0,24689 -0,04665

0,03623 0,15068 0,15921 -0,02101

0,01752 0,09717 0,09624 -0,01361

0,00847 0,05874 0,05583 -0,00736

dr.,
2

d1 . d2. dz. d1 .Z** d2.Z** 
.L l. l .1 l l. 

0,00000 0,12378 0,00000 0,00000 -0,00712

0,04610 0,11582 0,07308 0,01285 0,02037

0,04314 O ,06095 0,05128 -0,00969 -0,01152

0,02270 0,02535 0,02399 -0,00317 -0,00335

0,00944 0,00926 0,00935 -0,00132 -0,00131

0,00345 0,00312 0,00328 -0,00043 -0,00041

0,12483 0,33828 0,16098 -0,00180 -0,00334




