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E INDEPENDtNCIA EM TABELAS DE CONTINGtNCIA 
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Autor: PAULO JOSt OGLIARI 

Orientador: Câssio Roberto de Melo Godoi 

RESUMO 

O objetivo deste trabalho é o de fazer-se um estudo expl� 

ratório sobre os problemas causados pela aproximação assintótica dos tes 

tes utilizados em tabelas de contingência, objetivando determinar as condi 

ções práticas pelas quais se obtenham testes de hipóteses e estimativas co,:: 

fiáveis dos parâmetros do modelo multinomial. Para esse estudo foram anali 

sadas tabelas de contingência do tipo CxDxF obtidas por meio de simulação 

de dados de populações com tamanhos variados. 

são também objetivos deste trabalho a elaboração de um 

programa de análise em linguagem BASIC para o ajustamento de modelos log

-lineares aos dados de tabelas de contingência do tipo CxDxF e a determina 

ção de estruturas de independência para os dados dessas tabelas. 

A metodologia utilizada ê a de GRIZZLE, STARMER e KOCH 

(1969) que descrevem como modelos lineares e quadrados mínimos ponderados 
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podem ser utilizados na anâlise de dados dispostos em uma tabela de contin 

gencia. 

Pelos resultados obtidos observa-se que com tamanhos de 

amostras pequenos (N = 200, N = 250 e N = 300), os testes estatísticos mos 

tram-se rigorosos em não rejeitar a estrutura de independência estabeleci

. da para as tabelas de contingência; porem, os modelos ajustados aos dados 

nem sempre correspondem exatamente aos que se estão testando. 

Para tamanhos de amostras maiores (N = 1000 e N = 1500) , 

os testes estatísticos comportam-se de modo excelente e os modelos que ex

plicam as relações entre as diversas variâveis em estudo ficam bem ajusta

dos. 

Conclui-se também que o procedimento de BERKS0N (1955) pa 

ra tabelas com frequências nulas produz bons resultados, assim como, de 

um modo geral, o método GSK. 

Ao contrârio das considerações feitas por GOODMAN (1971b) 

o mêtodo GSK mostra-se de um modo geral de fâcil aplicação.
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SUMMARY 

viii. 

The first objective of this work is to explore the pro

blems caused by_the asymptotic approximation of x
2 tests corrrrnonly used 

in contingency tables and to obtain pratical rules under which good pro

perties of the tests can be reached and confidence on the parameters esti 

mation.of the multinomial model. 

For this purpose CxDxF tables are simulated on a computer 

for several types of probability structures with several sample sizes. 

A BASIC program is presented for adjusting log-linear mo 

dels and variance analysis and contingency tables .are presented to de-

termine the dependence structure. 

The statistical method used is the one developed by GRIZ

ZLE, STARMER and KOCH (1969) based on linear models and weighted least squ� 

re that can be used to analyse contingency tables. 
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The results showed that for samples as large as 200, 250 

and 300, the statistical tests based on the GSK method are good to detect 

alternatives more complex than H .  For sample sizes of 1000 and 1500 the 
o 

GSK method detectsexactly the probability structure. 

Berkson's method for incomplete contingency tables showed 

good behavior in all cases studied. 

In opposition to GOODMAN (1971b) opinion, the GSK method 

generally is easy to perform. 



1. INTRODUÇAO

Frequentemente os resultados de uma pesquisa sao obtidos 

na forma de frequências (absolutas) com que as unidades experimentais (Ex. 

indivíduos, objetos, etc.) são classificadas (variáveis qualitativas) em 

um certo número de categorias de respostas, frequências essas que seguem� 

ma distribuição multinomial. 

Essas tabelas representam uma estrutura e apresentam rel� 

çoes das quais o pesquisador deseja avaliar certas questões de interesse, 

de forma que uma formulação precisa de hipóteses correspondentes a 

questoes e necessária para a realização desse objetivo. 

essas 

Para verificar essas hipóteses, os testes estatísticos u-

- 2 2

sualmente empregados sao: X de PEARSON, x 1 modificado de NEYMAN e teste

da razão de verossimilhança. 

Neste trabalho será utilizado o método de análise propos-

to por GRIZZLE, STARMER e KOCH (1969), os quais introduzem o uso de mode 
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los lineares e quadrados mínimos ponderados na análise de dados dispostos 

em urna tabela de contingência. Esse método tem a vantagem de permitir ao a 

nalista maior flexibilidade na escolha de modelos e testes <le hipóteses a 

uma grande variedade de situações experimentais. A justificativa teÕrica do 

método pode ser encontrada em WALD (1943) e NEYMAN (1949). A teoria desen-

BHAPKAR volvida por GRIZZLE et alii (1969) ê baseada nos estudos de 

(1966), que mostra a equivalência da estatística de WALD e a estatística 

de NEYMAN. 

2 -

O teste de X de PEARSON nao possibilita a partiçao de hi 

pÕteses, enquanto que nos testes da razão de verossimilhança e mêtodo GSK 

fica possível estudar-se o efeito isolado de um fator e são cada vez mais 

comuns. 

GRIZZLE e WILLIAMS (1972), descrevem mêtodos de ajustame_:: 

to de modelos log-lineares a dados multinomiais tabulados em tabelas multi 

dimensionais. Nesse artigo e dada atenção ãs similaridades entre os meto 

dos propostos e a anãlise de dados contínuos por modelos lineares sendo es 

tabelecidas relações entre os testes de independência marginal e certos tes 

tes associados com a anãlise de experimentos fatoriais. 

No presente trabalho sao testadas hipóteses de indepen

dência estabelecidas a priori, atravês da metodologia GSK, em tabelas de 

contingência obtidas por simulação de dados de situações de pequenas PºP::: 

lações, e posteriormente procurar-se-á explorar os problemas de inferência 

causados pela aproximação assintótica dos testes, objetivando determinar as 

condições práticas para obtenção de testes e estimativas confiáveis. 
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Deve-se ressaltar que o trabalho limita-se ao estudo de 

problemas envolvendo uma Única população, sobre ajustamento de modelos log

-lineares e determinação de estruturas de independência em tabelas de con 

tingência cruzadas C x D x F. 

WADA (1977), coloca uma observação, também encontrada no 

artigo original de GRIZZLE et alii (1969), que se refere ao desconhecimen

to do método em pequenas amostras; apesar disso, reforçam o fato de que os 

testes estatísticos nele empregados apresentam Ótimas propriedades assintô 

ticas, como demonstrou NEYMAN (1949). 

Esta metodologia geral, em virtude da grande quantidade 

de produtos e inversões de matrizes envolvidos, requer um programa de com 

putador adequado. Um programa que pode ser utilizado e o "GENCAT",desenvol 

vido por LANDIS � alii (1976), para a·anãlise de dados categorizados mul

tivariados. Outro procedimento ê o "FUNCAT" incorporado ao SAS - Statisti

cal Analysis System - versão 1979. Existe também o programa "CRISCAT"-1978, 

mais adequado para análise de dados de sobrevivência, na ãrea medica. 

Dentre os objetivos do presente trabalho destacam-se os 

seguintes: 

a) Viabilização computacional da metodologia GSK, linguagem BASIC,

para a análise de dados categorizados multivariados provindos de uma Única 

distribuição multinomial, a qual envolve um procedimento geral em dois es

tágios. 

i) A construçao de funções apropriadas das proporçoes observa

das.
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ii) A construçao de testes estatísticos para hipóteses envolveu

do essas funções e a estimação dos correspondentes 

tros de modelos convenientes, através do método de 

quadrados ponderados. 

parame-

� . minimos 

Procurar-se-á inicialmente assimilar os melhores procedi

mentos de cálculos, a fim de elaborar-se subrotinas adequadas para a solu 

ção desse tipo de problema, envolvendo duas classes de funções: lineares e 

logarítmicas. 

b) Procurar-se-á explorar os problemas de inferência causados pela

aproximação assintótica, simulando situações de pequenas populações, esti

mando em correspondência as probabilidades de decisões erradas, objetivan-

do determinar as condições práticas para obtenção de testes de 

confiáveis. 

hipóteses 

c) Ajustamento de modelos log-lineares a dados multinomiais dispo�

tos em tabelas de contingência multidimensionais; estimar os parametros dos 

mesmos, buscando o modelo que melhor explique as associações entre as di 

versas variãveis em estudo. 

d) Determinação de hipóteses adequadas de independência em tabelas

de contingência multidimensionais. 

e) Testes de nao interação em tabelas de contingência multidimen-

sionais. 
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2. REVISÃO DE LITERATURA

PLACKETT (1961) considera uma tabela de contingência com 

três classificações. A razão do número três está na medida de cálculo e,c� 

mo ocorre em experimentos fatoriais, a interpretação dos resultados aumen

ta em dificuldade com a ordem da tabela. Há muitas hipóteses provavelmente 

de interesse, como por exemplo, os três sistemas são mutuamente independe� 

tes, ou uma classificação e independente das outras duas, que não levantam 

dificuldades de definição e podem ser respondidas usando princípios pa

drões. Quando, entretanto, uma definição paramétrica de interação é reque

rida, diferentes proposições têm sido feitas; e no caso de interações de 

segunda ordem, testes comparáveis sao avaliados, os quais, podem conduzir 

a resultados muitíssimo diferentes. Depois discute as questoes envolvidas, 

desenvolve uma técnica computacional alternativa para tabela com três en 

tradas. 
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BHAPKAR (1966) mostra em suas notas que para testar hipó

teses lineares em dados categorizados, a estatística de Wald (1943) ê equi:_ 

valente (idêntica algebricamente) ã estatística de x
2 de NEYMAN (1949), e 
l 

para testar hipóteses não lineares ela ê equivalente ã estatística Xi usan 

do a técnica de linearização de Neyman, sempre que essas estatísticas 

são definidas. 

BERKSON (1968) evidencia que o x
2 logit mínimo dá, para 

todos os propósitos práticos, numericamente as mesmas estimativas e testes 

estatísticos como aqueles obtidos por máxima verossimilhança e X 2 de Pear

son para uma variedade de problemas. Pois (GRIZZLE et alii, 1969), o X2 1� 

git mínimo e apenas membro da família que aqueles testes possuem, ou seja, 

em grandes amostras possuem distribuição de X2 se a hipótese de nulidade ê 

verdadeira e que explorando este fato conduz a aproximaçoes unificadas, em 

ambos os aspectos conceituais e computacionais. 

BHAPKAR e KOCH (1968a), dão ênfase para a distinção entre 

"fatores" (tais como tratamentos ou blocos) os quais têm os totais margi

nais fixados e "respostas" (tais como categorias de respostas) as quais têm 

os totais marginais aleatórios. Assim, quatro casos principais aparecem: 

(i) as tabelas "multi-respostas, nenhum fator", (ii) as tabelas "multi-res

postas, um fator", (iii) as tabelas "multi-respostas, multi-fatores", (iv) 

as tabelas "uma resposta, multi-fatores". Para as situações (i) e (ii) o 

conceito de "não interação" está relacionado ã questões que não considera o mo 

delo de associação entre as respostas. Para a situação (iv) o conceito de 

"não-interação" está relacionado ao modo como as combinações dos fatores de 
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terminam a distribuição de respostas. Para a situação (iii) ambos os tipos 

de questoes aparecem. Para os diferentes tipos de tabelas o problema de 

formulação de hipóteses apropriadas de "não interação" são -formuladas. Os 

testes estatísticos são baseados no critêrio de WALD (1943). 

GOODMAN (1968) faz distinção entre dois tipos diferentes 

de tabelas de contingência: (A) tabelas de contingência truncadas, nas 

quais as frequências em algumas das caselas da tabela são omitidas da ana

lise; e (B) as mais usuais nas quais nenhuma das caselas da tabela sao omi 

tidas. É nisso que vários mêtodos, apropriados para a análise de tabelas de 

contingência não truncadas,conduzirão (quando apropriadamente modificados) 

a métodos adequados para a análise de tabelas truncadas e que, inversamen- 

te, vários métodos adequados para análise de tabelas truncadas conduzirá 

(quando apropriadamente ampliados) a métodos adequados para a análise de ta 

belas não truncadas. 

Para tabela de contingência nao truncada R�C (R linhas e 

C colunas) é comum na prática calcular-se a estatística X2 de Karl Pear

son para testar-se a hipótese de nulidade de independência usando o número 

apropriado de graus de liberdade. GOODMAN (1968) adiciona alguns novos me 

todos de análise, um dos quais é um procedimento em dois passos. 

A definição do conceito de independência em uma tabela 

RxC e o conceito de quase-independência são apresentados. Apresenta um me 

todo iterativo que requer menos cálculos aritméticos do que os métodos de 

CAUSSINUS (não publicado) e FIEMBERG (1965) e ê tambem de mais fácil apli

cação no caso geral do que o método de WATSON (1956) para análise de quase

-independência em tabelas de contingência truncadas. 
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O autor inclui neste artigo alguma discussão sobre as es 

timativas das interações presentes em tabelas de contingência truncadas e 

nao truncadas. 

A ma1or1a dos métodos apresentados neste artigo podem ser 

aplicados na analise de "quase-homogeneidade" entre R populações rnulti

nomiais bem como na analise de "quase-independência" em tabelas RxC. Defi 

ne "quase-homogeneidade" e diz que quando hã independência, as R popula

ções multinorniais são "homogêneasn. 

Os métodos apresentados no artigo podem ser usados para 

testar a hipótese de nulidade de que as R populações multinorniais sao 

quase homogêneas, e eles podem também ser usados para estimar as propor-

çÕes hipotéticas b. (para 
J 

j = 1, 2, 
. . . , 

C). Similarmente, na análise de 

tabela RxC, os métodos apresentados neste artigo podem ser usados para 

testar a hipótese nula de quase independência, e (no caso de quase indepe� 

dência) eles podem tambêm ser usados para estimar que proporção hipotêtica 

teria sido na i-êsirna linha e j-ésima coluna da tabela se nenhuma das case 

las for nula, e se as linhas e colunas da tabela forem independentes. 

GRIZZLE � alii (1969) descrevem um procedimento geral 

não-iterativo para ajustar funções a um modelo linear, para testar o ajus-

tamente do modelo, e para testar hipóteses sobre os parâmetros do modelo 

linear. Os casos especiais de funções lineares e funções logarítmicas dos 

lT. • são desenvolvido.s em detalhes, e alguns exemplos de corno a 
l] 

aproxirn� 

çao geral pode ser usada para analisar vários tipos de dados categorizados 

sao apresentados. 
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ODOROFF (1970) mostra por simulação que, em tabelas peque 
. 

-

nas para as quais o logit foi apropriado, o metodo x
2 modificado ... .  m1n1mo 

dá melhores resultados do que o método de máxima verossimilhança. Tambem 

sugere uma modificação do logit e sua variância, melhorando as proprieda-

des do método de x
2 modificado mínimo. Não observ� importantes diferen 

ças no poder dos testes. Observa também que,em geral, os níveis exatos dos 

2 
1 . � . d testes de X og1t m1:n1mo e os testes e x

2 de Pearson são mais aproxi-

mados da distribuição de qui-quadrado tabelada do que os níveis dos testes 

da razão de verossimilhança. 

JOHNSON e KOCH (1971), mostram que a tecnica de quadrados 

mínimos ponderados é uma ferramenta útil na formação e avaliação de certos 

modelos apropriados para dados na forma de tabelas de contingência multi

-dimensionais. O tipo dessa aproximação e análoga para aquela usada em re 

gressao "stepwise' para dados contínuos. 

GOODMAN (1971b) considera tabelas de contingência com m 

entradas, modelos que descrevem as possíveis interações multiplicativas en 

tre as m variáveis da tabela, e mostra como selecionar modelos que ajus

tam os dados da tabela, usando metodos que são, em parte, análogos ao pr� 

cedimento 'stepwise' na análise de regressao. Também apresenta um método 

direto de estimação para construir modelos de classificação múltipla. O au 

tor aponta muitas dificuldades na aplicação do método GSK (para cada hipo� 

tese de interesse, a aplicação do método requer o uso de uma diferente "ma 

triz C e/ou K", e tambem que a "matriz do delineamento X" é diferente da 

matriz usual usada na correspondente analise de regressão múltipla, se a 

variâvel dependente na análise de logit é politômica). O autor assinala tam 

bem dificuldades computacionais em modelos log-lineares. 
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GRIZZLE e WILLIAMS (1972), apresentam métodos estatísti

cos para testar independência em tabelas de contingência multidimensionais 

baseados na correspondência entre a análise de experimentos fatoriais e 

testes de independência marginal. Esta relação simplifica a interpretaçao 

das análises de tabelas de contingência e conduz a testes simplificados p� 

ra tabelas nas quais algumas das probabilidades das caselas é zero. Mode

los lineares são usados para calcular estimativas das probabilidades. 

E necessário fazer-se uma observação quanto às fórmulas de 

S , S e S apresentadas na página 146 do artigo original (BIOMETRICS , 
11 12 22 

março 1972), as quais devem ser tomadas como 

l 1 

s 
2 2 

respectivamente. 

Outro ponto a observar estâ no final da página 140, onde 

o correto é a hipótese Ti
ijk = ª

jkbi ao invés da hipótese Tiijk = ªij
bk

Com isso deve-se corrigir o cabeçalho da tabela 3 (pâg. 141), onde lê-se 

TI. "k = TI •• TI k 
l.J l.J • • • 

deve-se ler TI. 'k = TI 'kTI. • 
l.J •J 1. • •  

WILLIAMS e GRIZZLE (1972),apresentam dois métodos para a

nalisar tabelas de contingência com categorias de respostas ordenadas. Um 

método é análogo ao teste de posição quando hã muitos empates e o outro e 

baseado no modelo escalar Thurstonian.Ambos os métodos usam estimativas de 

X2 mínimo para os parâmetros de modelos lineares e resultados de cada anã 
1 

lise podem ser apresentados na forma de uma análise de variância. Exemplos 

de respostas univariadas e bivariadas são incluídas. Adaptam o método GSK 

ao modelo proposto por Thurstone. 
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LANDIS et alii (1976) fazem um programa de computador, o 

GENCAT, que concretiza uma metodologia geral para a analise de dados cate

gorizados multivariados. Qualquer função composta das proporções observa

das a qual pode ser formulada como uma sequência das seguintes transforma

ções do vetor de dados - linear, logarítmica, exponencial, ou adição de um 

vetor de constantes - pode ser analizada dentro deste programa geral. Esse 

algoritmo produz estatísticas de qui-quadrado mínimo modificado as 

sao obtidas partindo as sornas de quadrados como na ANOVA. 

quais 

WADA (1977), trata no capítulo III do estudo de hipóteses 

corno as de independência e associação sobre a diagonal principal, que, p�

ra a aplicação do método GSK, necessitam ser escritas sob a forma 

H: F(TT) = K ln ATT = O . o 

Em algumas tabelas como as de três entradas (modelo "três 

respostas, nenhum fator"), na utilização do método GSK, existe grande difi 

culdade para a construção de matrizes K adequadas. Nesse trabalho, para 

facilitar a obtenção dessas matrizes, para as hipóteses de independência e 

de não interação, é apresentada uma técnica sugerida por GRIZZLE e WILLIAMS 

(1972), e que consiste na construção de urna tabela de contrastes. Nessas 

tabelas, os contrastes dentro de um mesmo efeito nao são mutuamente ortogo 

nais; no entanto, os contrastes entre os efeitos são mutuamente ortogonais. 

Um ponto a considerar é no que se refere aos resultados en 

centrados pela autora para as estatísticas F'S-1F ,  das paginas 54, 55,

56, 57, 58 e 62 os quais merecem uma nova verificação. 
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HABER (1983), considera o teste exato bilateral das hipf 

teses de nao interação em uma tabela 2x2x2 com os totais de linhas e co

lunas fixados. Um mêtodo de aproximar o poder do teste, foi- introduzido e 

encontrou-se um ajuste bem próximo. Este método pode ser utilizado para 

calcular os tamanhos de amostras requeridos para detectar efeitos de inte

ração com um poder pré-estabelecido. 
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3. METODOLOGIA

3.1. Método GSK para a Anãlise dos Dados 

Os métodos a serem utilizados são os apresentados por 

GRIZZLE, STARMER e KOCH (1969) e a sua notação ê utilizada como mostra o 

resumo a seguir. Considere os dados hipotéticos mostrados na tabela 1 e as 

probabilidades esperadas das caselas mostradas na tabela 2. 
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TABELA 1 - Distribuição de Frequências. 

POPULAÇÕES CATEGORIAS DE RESPOSTAS 

(FATORES) TOTAL 
2 . . . . . . . .. . . . . . r 

1 n n . . . . . . . . . . . . . n 

l l 1 2 lr l • 

2 n n . . . . . . .. . . . . . . n n 
21 2 2 2r 2 . 

. . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . 

s n n . . . . . . . . . . . . . n n 
Sl S2 sr s. 

TABELA 2 - Probabilidades esperadas das caselas. 

POPULAÇÕES CATEGORIAS DE RESPOSTAS 

(FATORES) 
TOTAL 

2 . . . . . . . . . . . . .  r 

1 1T 1T . . . . . . . . . . . . . 1T 1 r 
1 

l l 1 2 

2 1T 1T . . . . . . . . . . . . . TT
2r2 1 22 

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .. . . . . 

. .. . . . . . . . . . . .

s 1T 1T . . . . . . . . . . . . . 1T 1 
s1 S2 sr 
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O método GSK baseia-se nas mesmas hipóteses da estatísti

ca de WALD (1943) adaptada a dados categorizados. Assim, para dados categ� 

rizados sob o "modelo geral de classificação cruzada", isto e, quando s a 

mostras simples e independentes de tamanhos n ,n, ... ,n 
1 2 S 

são retira-

das de s populações independentes, e os elementos de cada amostra classi 

ficados em r categorias (distintas) de respostas, definem-se 

�i = 
[jfi 1 ' 

1 xr 

os estimadores 

1 = [Pi 1'P· 
~l. 

1xr 

n .. 

Tf. , 1. 2 

Pi2' 

••• , Tf.]ir 

... ' Pir] 

com p .. = ...21. e ainda 1.J n. 
l.. 

1 
Var(p.)= V(TI.)= -

~l. ~1 
n. 

TI. rxr 1.. 
~l. 

'Jí. (1-Tf. 
11 

-,T. '1T. 12 1.1 

-TI. '1T • 1.r 1.1

1.1 )

jf f 

1xrs 

p' = [E�, 
1 xrs 

-jf Íl 'Jíi2 

'IT. (1-'IT. ) 12 1.2 

-'Jí. Tf. 1.r 1.2 

V(p.) = estimativa de V('IT.) • 
~l. ~1 

rxr 

1 

!:2' 

... , ;r'] ~s 

. .. .  ' E�] 

-jf. jf. 1.1 1.r 

-'Jí. 2'Jí. 1. ir 

'1T. ( 1-TI. )ir 1.r 
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Para V(TI) , matriz de variâncias e covariâncias de E• o 
rsxrs 

estimador e denotado por V(p) , matriz bloco diagonal contendo V(p.) na 
-1 rsxrs 

diagonal principal, isto é: 

V(p) = 
rsxrs 

Sejam: 

f (TI) 
m ~ 

f (p) 
m ~ 

0 0 

0 V(p ) 
~2 

0 

0 V(p) 
-s

qualquer função dos elementos de TI que tem derivadas par 

ciais continuas até 2� ordem com respeito aos elementos de 

TI •• ; m = l, 2, •.• , u < rs - s  
1J 

fm(�) calculadas para � = p; funções de E que descre

vem em algum aspecto a relação entre a distribuição das 

respostas (categorias de respostas) e a natureza das sub

populações ; 

compoem os vetores, 
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F' = [F(E)]' 
IXU 

A matriz de variâncias-covariâncias de F e estimada por: 

VF = HV(E)H' onde 

uxu 

[
d f (TI)

]
H = 

m ~ 

uxrs a TI• • 
1.J TI •• = p .. 

1.J 1.J 

Se as funções f (p) m~ forem funções lineares de E para

m = 1, 2, 
. . .  , u ,  a matriz de variâncias-covariâncias de F é exata e,

quando F (p), 
m ~ 

m = 1, 2, ... , u, for uma função nao linear dos elementos

de E, VF é a matriz de estimativas de variâncias-covariâncias consisten

te de F, obtida pelo "método da linearização" ou "método de Neyman" (NEY-

MAN, 1949). 

Neste ponto, é importante observar que em todas as aplic� 

çÕes práticas, as funções F (TT) ,
m ~ 

m = 1, 2, .•. , u ,  são escolhidas de 

tal forma que a matriz de variâncias-covariâncias de F seja assintótica-

mente nao singular. Isto é, por hipótese, as funções F (TI), m= 1, 2, ... ,u,m-

são independentes e também independentes das restrições 

r 
E 

j=1 
7f • •  

1.J 
= 1 i = 1, 2, ..• , s 

(de modo que u < rs - s), e consequentemente H e VF sao de posto u.



18. 

Contudo, para alguns tipos de dados, se para algum (i, j), 

n
ij 

=O, V
F 

serã de posto menor que u ,  e a inversao de VF não poderá

ser realizada, e neste caso o procedimento de BERKSON (1955) poderá ser u

sado; este determina que o valor zero seja substituído por 1/r, implicando 

que a estimativa de 7T • •  

l.J 
seja igual a 1/(n. r). Outros procedimentos con-

1.. 

sistem simplesmente em suprimir algumas funções de F(TT) ou combinar duas 

ou mais funções dentro de F(TT) , formando médias apropriadas de maneira 

que a matriz de variâncias e covariâncias estimada VF , que corresponde
-r 

ao vetor reduzido F seja não singular. Uma discussão mais detalhada a
-r 

respeito das dificuldades-ocasionadas por caselas vazias, é apresentada em 

KOCH et alii (1978) e KOCH et alii (1975). 

Admita-se que F(TT) = 
UXl 

de delineamento conhecida (que difere 

X S + ç , onde X e uma matriz 
U V - u5t1

da matriz usual de delineamento se 

mais de uma função é construída dentro de cada população) de posto v <u; 

S é um vetor de parâmetros desconhecidos, e ç e o vetor dos erros, de 

tal modo que 

e 

Se o modelo dado acima ajusta os dados, o melhor estima

dor assintoticamente normal (BAN) de S ê dado por S (obtido pelo méto

do de mínimos quadrados generalizados e que minimiza (�-X§)'v;
1(!-X�)), on 

de: 



e 

(matriz de variâncias e covariâncias de 8) 

O te�te estatístico para o ajuste do modelo e:

o qual e distribuído assintoticamente como uma distribuição de x
2 

tral) com u-v g.l., dado que o modelo seja verdadeiro. 

19. 

(cen-

Em muitos casos de dados provenientes de apenas uma popu

lação, as hipóteses estatísticas apropriadas são formuladas por !(�)=O; 
UXl 

assim, nao e necessâria a construção da matriz de planejamento X e o tes 

te do ajuste do modelo resume-se a 

tico com u graus de liberdade. 

F'V-
1

F _ F _ , que e um x
2 central assintó 

tese 

Sendo o modelo adequado aos dados, um teste geral da hip� 

H: C 8 = O e dado por 
O d V-1 -

dxl 

o qual tem distribuição assintótica de x
2 com d graus de liberdade se 

H 
o 

for verdadeira, onde d 
-

e o posto de C. 

Portanto, esses métodos permitem que a variação total den 

tro de F(n) seja subdividida em especificas fontes de variações e, con

sequentemente, representam uma análise da variância, estatisticamente vâli 

da para o correspondente vetor de funções estimadas !(p). 
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3. 1.1. Casos especiais de E(�)

A forma de VF depende de H e, através de H, das fun

çoes F(TI). Sendo assim, para cada família de funções F(TI), VF sera di

ferente. Duas classes de funções cobrem o maior número de aplicações discu 

tidas na literatura. 

Relações lineares definidas pela família de funções 

F(TI)"" A 1T u rs-1 '

onde A e uma matriz de constantes ªijk de posto u < rs - s dada por

a 
11 l 

a 
A = 211 

uxrs 

a Ull

e 

a a 
11 r' a a 

112 121 122 

a a a a 21r' 221 222 212 

a a . a a Ul2 u1r' U21 U22

ª 12r' . . . ' 
a 

1 :-; 1

a . a 22r' . . .  ' 2Sl 

. .. . ' 

a 
. . . ; a 

u2r' USl

a 
1s2

a 2S2

a US2

1 sr 

a 
2sr

a usr

A matriz de derivadas parciais da transformação F(n) = A1r

ô F (;r) m -

TI •• = 
l.J

p •. 
l.J 

e, portanto, uma estimativa da matriz de variâncias e covariâncias de F e 

dada por 

V
F 

= AV(p)A'



funções 

onde K e 

triz A e 

vetor no 

uma 

uma 
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Para relações logarítmicas pode-se definir a família de 

matriz de 

matriz de 

F(TI) = K ln A TI 

tXl txu uxrs rsx1 

constantes arbitrárias 

transformação de posto 

de posto t < u < rs. A ma 

u e log transforma ume 

correspondente vetor de logaritmos naturais. 

A matriz VF 
= HV(E)H' de posto completo ficará

, 

e a matriz VF fica

com, 

D = 

onde a' 
-Y

a'p 
-1-

0

o

o 

o

o 

o 

representa a y-êsima linha de A .
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Essas duas classes de funções, lineares e logarítmicas não 

esgotam todas as possibilidades de situações práticas, onde funções mais 

gerais devem ser consideradas. Essas funções são formuladas em termos de 

funções compostas de �ransformaçÕes lineares, logarítmicas e exponenciais 

e os detalhes sobre a formulação dessas funções podem ser encontradas em 

FORTHOFER e KOCH (1973), WADA (1977) e CANTON (1980). 

3.1.2. Relações entre independência e modelos log-lineares 

Os modelos log-lineares sao Úteis para se expressar as in 

ter-relações das variáveis que definem uma tabela de contingência. 

Considere uma amostra de tamanho n retirada de uma popu 

lação e classificada segundo três respostas, C, D e F, com c, d e f cate 

gorias, respectivamente, constituindo uma Única distribuição multinomial. 

Desse modo, na notaçao GSK, s = 1, e o numero de catego

rias de respostas e r = c.d.f, resultando num modelo de três respostas e 

nenhum fator. São situações como, por exemplo, sexo, idade e aproveitamen

to escolar; técnicos, tipos de testes e tipos de defeitos. O modelo ê cha 

d II h f II h d . . - f' d ma o nen um ator porque nen uma as marginais e ixa e on e somente 

tamanho da amostra ê fixo. 

o

Deve-se entender o termo "fator" como uma classificação c� 

racterizada por uma descrição de alguns aspectos da população ou subpopula 

çao as quais os sujeitos pertencem (por exemplo, blocos, tratamentos) e 

nesse caso os t�tais marginais referentes aos niveis do fator são fixos;pe 

lo termo "resposta", entende-se uma classificação caracterizada pela des 
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criçao do que acontece com os sujeitos durante o experimento (por exemplo, 

morre ou vive; ê baixo, médio, alto), e nesse caso os totais marginais nao 

sao fixos antes da realização do experimento. Assim estamos trabalhando 

com s (igual ao numero de fatores) distribuições multinomiais independen

tes, cada uma com r (igual ao númeró de respostas) caselas e com um nurne 

ro total de observações fixo. 

Os dados provindos de urna população possuem somente o ta 

manho n da amostra fixo, e os totais marginais são aleatórias, qualquer 

que seja o numero de entradas considerado na tabela. Então, os números ob

servados no corpo da tabela tem distribuição multinomial. 

As situações em que os n sujeitos retirados de urna pop� 

lação sao classificados em respostas, constituem os modelos "multirespos-

h f 
li 

1 . ~ 
tas, nen um ator , por exernp o, situaçoes em que n sujeitos sao classi-

ficados de acordo com o seu status e o status do pai, constituindo um mode 

lo "duas respostas, nenhum fator". 

Existem ainda situações experimentais nas quais os n e

lementos de uma amostra retirados de uma população sao expostos aos m ní 

veis de um fator e classificados em d categorias de resposta associada a 

cada nível. Seria o caso, por exemplo, de n mulheres submetidas a dois 

tipos de diagnóstico do Ca do colo uterino: exame histopatolÓgico e o e 

xame colposcópico. Tipo de exame seria o fator, com dois níveis, o histop� 

tolôgico e o colposcôpico, e onde cada exame, por sua vez, seria classifi

cado de acordo com, por exemplo, três categorias de respostas - leve, mode 

rado e severo. Esse modelo ê denominado "modelo misto de ordem dois" e e 

traduzido por uma tabela de contingência 3x3 . De um modo geral, para m 

níveis do fator e d categorias de respostas, tem-se um "modelo misto de 
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ordem m", e os dados resumidos em tabelas de contingência dxdxdx xd. 

Ambos os modelos, "multiresposta, nenhum fator" e "modelo 

misto de ordem m", representam experimentos envolvendo apenas uma distri 

buição multinomial. A identificação de modelos ê vantajosa, pois favorece 

a formulação da hipótese adequada. 

Seja Tiijk a probabilidade associada a casela ijk 

1 = 1, 2, •.• , c; j = 1, 2, ... , d e k = 1, 2, ... , f, e TI .. = E E TI •• k,1.. j k 1J 

e as probabilidades marginais tal que 

Hipóteses descrevendo três tipos de independência podem 

ser formuladas: 

(1) independência mútua completa

H o = 7f. 
1 •• 

TI • 
• J • 

TI 
k , . . 

se { 

i = 1, 2, ... , c 

TI ij k 'f O j 
: 

1, 2, ••• , d

k - 1, 2, ••• , f 

(2) independência parcial, quando duas classificações são indepeE_

dentes da terceira:

#Oi 

1 = 1
, 

2,
. . .  , 

c 

H Tiijk 
= TI. • TI se Tiijk J

= 1, 2, 
. . .  , 

d 
o 1]. .. k ,

k = 1, 2-
. . .  , f

, 

Hã três hipóteses deste tipo. 

(3) independência condicional, para verificar se, dada uma classi

ficação, as outras duas são independentes, formulada por



H 
o 

Hã 

TT 
ijk = TT. k TT 'kl • •J 

/ 

três hipóteses deste 

TT 
•• k , se

e 

tipo. 
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-1 f l = 1, 2, 
TT 

ijk o 
. . .  , 

< 1, 2, J . . . , 
TT 

.• k ,f= o k 1, 2, = 

. . .  , 

Essas hipóteses podem estar ligadas ã análise de um expe

rimento fatorial cxdxf, com c níveis da classificação C, d níveis da 

classificação D e f níveis da classificação F .  

Considere a hipótese Ti
ijk = n.jk TTi .. , no qual c, d e

f sao iguais a três. Se esta hipótese e verdadeira, então a relação mos 

trada na tabela 3 também e verdadeira. 

TABELA 3 - Probabilidades das caselas para a hipótese 

e e 
1 2 

F TT = TT TT TT = TT TI 
l l l l • l l l • • 221 • l 1 2 • •  

D F TI = TT TT TT = 1T TT 
l 2 l 12 , l 2 l • • 212 -12 2 • •  

F TT = TT TT TT = TT TT 
3 l l 3 • l 3 l • • 213 • 1 3 2 • •  

F TT = TT TT TT = TT TI 
l 121 • 21 l • • 221 • 2 l 2 • •  

D F TT = TT TT 1T = TT TT 
2 2 122 •22 l • • 222 •22 2 • •  

F TT = TT 1T 1T = 1T TI 
3 123 • 2 3 l • • 223 • 2 3 2 • •  

F TT = TT 1T 1T = 1T TT 
l 3 1 • 3 1 l • • 231 • 3 l 2 • •  

D F 1T = 1T TT 1T = TT TT 
3 2 132 • 3 2 l • • 232 • 3 2 2 • •  

F 1T = 1T 1T 1T  = TT TI 
3 l 3 3 -33 l • • 233 -33 2 • •  

TTl
.J.k = TT .k TI 

• 
• J i • •  

3 

TT = TT TT 
3 l 1 • 11 3 • • 

TT = TT TT 
312 • 12 3 • •  

TT = TT TT 
31 3 • l 3 3 • •  

TT = TT TT 
321 • 21 3 • •  

TT = 1T TT 
322 •22 3 • •  

TT = TT TT 
3 2 3 • 2 3 3 • •  

TT = 1T 
3 3 1 • 3 1 3 • •  

TT = 1T 1T 
332 •32 3 • •  

TT = TT 1T 
333 • 3 3 3 • •  

c 

d 

f 



26. 

Da tabela 3 segue-se que: 

TT TT TT TT TT TT TT TT TT TT TT TT 
1 l l 112 l 1 3 

= 
• l 1 • l 2 • 1 3 e 3 l 1 3 l 2 3 l 3 

= 
• l l • l 2 • l 3 

TT TT TT TT TT TT 1T 1T 1T 1T TT TT 
l 3 l 132 1 3 3 • 3 l .32 • 3 3 3 31 332 333 • 3 l • 3 2 • 3 3 

tal que 

TT 1T 1T TT 1T 1T 
l 1 1 1 1 2 1 1 3 331 332 3 3 3 

= 1 ; (1) 
7T 1T TT 1T 1T 1T 

1 31 l 3 2 l 3 3 3 l l 3 l 2 3 l 3 

1T 1T TT TT 7T TT 7T 'IT 7T 7T 7T 1T 

1 l l 1 2 l l 3 1 
= 

• l 1 • 2 1 • 3 1 e 3 l 1 3 2 l 3 3 l 
= 

• l l • 2 l • 3 l 

1T 1T 7T TT 'IT 'IT 'IT TT TT TT 7T 
l l 3 123 l 3 3 • 1 3 • 2 3 • 3 3 3 1 3 323 333 • 1 3 • 2 3 • 3 3 

tal que 

TT 7T 7T TT TT TT 
l l 1 1 2 l l 3 l 3 l 3 323 3 3 3 

= 1 e, (2) 

TT 7T 1T TT 7T 7T 
1 1 3 123 1 3 3 3 1 l 321 3 3 l 

7T 7T TT 7T TT 7T 1T TT 

111 3 31 
= 

• l l • 3 1 e l 3 1 3 1 l 
= 

• 3 l • l l 

7T 1T TT 7T TT TT 1T TT 

l 1 3 333 • l 3 • 3 3 133 31 3 • 3 3 • 1 3

tal que 

TT TT 7T TT 

l l 1 3 31 1 3 3 3 l 3 
= 1 (3) 

7T TT TT TT 
113 333 l 3 l 3 1 1 

Tomando-se os logaritmos naturais de (1), (2) e (3), ob-

têm-se: 
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ln 7T + ln 7T + ln 7T - ln 7T - ln 7T
- ln 7T

111 l l 2 11 3 l 3 l 132 l 3 3 

- ln 7T - ln 7T - ln 7T + ln 7T + ln 7T + 

3 l 1 312 31 3 3 3 1 332 

+ ln 7T 
333

= o (4) 

ln 7f - ln 7T + ln 7T - ln 7f + ln 7T - ln 7T
11 l 11 3 1 2 l l 2 3 1 3 1 1 3 3 

- ln 7T + ln 7T - ln 7f + ln 7T - ln 7T + 

311 31 3 321 3 2 3 331 

+ ln 7T = o (5) 
333 

e 

ln 7T
- ln 7f - ln 7T + ln 7f - ln 7T + ln 7T + 

111 l 1 3 l 3 l 1 3 3 3 l 1 31 3 

+ ln 7T - ln 7f = o (6) 
3 3 1 3 3 3 

Agora, considere essa tabela como um experimento fatorial. 

Os efeitos fatoriais de tratamentos podem ser definidos pelos contrastes 

mostrados na tabela 4. Os contrastes escolhidos nao sao mutuamente ortogo

nais dentro de um efeito específico; entretanto, os efeitos fatoriais sao 

mutuamente ortogonais. Nota-se que o contrastE na forma de logaritmo de 

7Tijk definido por (4) é o primeiro contraste no conjunto de contrastes p�

ra a interação CD e o (5) é o primeiro contraste no conjunto de contras 

tes para a interação CF e que (6) é primeiro contraste no conjunto de 

contrastes para a interação CDF . 
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Relações similares a esta para outros testes de indepen

dência marginal são resumidas na tabela 5. 

A tabela 4 facilita a obtenção das matrizes K adequadas 

para hipóteses de independência, não interação e ajuste de modelos em tabe 

las 3x3x3. 
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TABELA 5 - Relação entre contrastes lineares na forma de. ln TT .. k e tes-
1] 

EFEI 

TO 

e 

D 

F 

CD 

CF 

DF 

CDF 

tes para independência marginal para uma tabela de contingência 

3x3x3, com apenas o total fixado. 

N9 DE 

CONT. 

2 

2 

2 

4 

4 

4 

8 

HIPÕTESES 

1T. 1T .  1T k 1T •• 1T. k 1T. k,r .  
l.. • • J. • • l.J. i. i. • J k 

N N N 

N N N 

N N N 

y N y 

'( N N 

Y. y N 

y y y 

,r

i 'k = 
1T •• 1T . jk ,rij .,r •• k ,ri.k,r .j. lJ • 

N N N 

N N N 

N N N 

N N y 

y y N 

N y y 

y y y 

1T .jk
,r

i. • 

N 

N 

N 

y 

y 

y 

N indica que a hipótese especificada de independência não 

requer que os contrastes lineares associados na forma de 

guais a zero. 

ln rr .. k sejam i_ 
1] 

Y indica que a hipótese especificada requer que os con 

trastes lineares associados na forma de ln TTijk sejam iguais a zero.

A tabela 5 torna claro que qualquer hipótese de indepen

dência marginal é rejeitada se a interação de 2� ordem (CDF) for signific� 

tiva. Todavia, a rejeição de todas as hipóteses de independência marginal 

deixa a possibilidade de que uma estrutura mais simples do que a admitida 

multinomial pode existir para a tabela; é o caso, por exemplo, se a intera 
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1]

çao de 2� ordem der nao significativa. Assim os dados podem ser adequada

mente representados por menos do que os cxdxf-1 parâmetros da distribui

ção multinomial. 

Considera-se agora, a relação entre os contrastes da tabe 

la 4 na forma de ln TI • •  
 
k e modelos lineares da forma 

l. 'k 
= u + a. + $. +

yk (7) 
1] 1 J

onde 

l, .k = ln TT • •  k 
1] 1] 

Usando o Lema 1 de KATRI (1966) pode-se estabelecer que a 

soma de quadrados residual do ajustamento (7) é idêntico ã soma de quadra

dos para testar K ln n = 0, onde K e uma matriz consistindo de l's, O's 

e -l's correspondentes às interações CD, CF, DF e CDF da tabela de con 

trastes. Com K nessa forma, a hipótese K ln TT = O corresponde ã hipÕt� 

se TTijk = aibjck, ou seja, a hipótese de independência mútua completa.

Assim na terminologia usual para modelos lineares, o re

síduo do ajustamento do modelo 

onde 

l = X � 

l' = [1
1 11' 

1
112 ' ••• , 

1cdf]

l .. k = ln TT. 'k 1] 1] 

X matriz do delineamento

(8)



; vetor dos parâmetros do modelo, 
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e a soma de quadrados para testar a hipótese Kl =O , onde K X =  O ,  sao 

idênticas. 

Essas hipóteses de independência e de nao interação podem 

ser formuladas em termos de hipóteses do tipo F(TI) = K ln ATI = O , onde K 

ê uma matriz de constantes (t x cdf), obtida da tabela de contrastes, de a 

cordo com o que se quer testar. Por exemplo, para testar-se a hipótese de 

que C e D independem de F , a matriz K corresponde aos con-

trastes de l's, o's e -l's formados pelas linhas das interações CF, DF e 

CDF; para se testar a independência condicional de C e D dado F, a ma

triz K corresponde aos contrastes de l's, o's e -l's formados pelas li_ 

nhas das interações CD e CDF, e ainda, para se testar a hipótese de nao 

interação tripla a matriz K corresponde aos contrastes de l's, O's e 

-l's formados pelas linhas da interação CDF; A ê uma matriz identidade

(cdf x cdf), e TI e o vetor das probabilidades das caselas (cdf x 1). 

Em tabelas de classificação cruzada de "três respostas, 

nenhum fator", o conceito de não interação estã ligado a natureza da asso-

ciação entre as respostas; assim, a hipótese de não interação entre três 

respostas estabelece que alguma medida de associação entre duas respostas 

é constante sobre os níveis da terceira resposta; esta hipótese e chamada 

de nao interação de segunda ordem. 

A soma de quadrados para se testar essas hipóteses ê dada 

por �,S- 1
�, que possui distribuição assintótica de x

2 com t graus de

liberdade, sob H ; onde 
o 

F = K ln Ap é o vetor estimado de F(TI) e s 
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a matriz de variâncias e covariâncias de �' dada por S= KD- 1

AV(e)A'D- 1

K';

onde V(e), como trata-se de uma Única distribuição multinomial, nao e 

mais uma matriz bloco diagonal, mas apenas uma matriz completa. 

De outro modo, essas hipóteses de independência e de nao 

interação podem ser investigadas ajustando-se modelos log-lineares aos da 

dos de uma tabela de contingência, estimando-se os parâmetros dos 

buscando o modelo que melhor explique as associações entre diversas 

veis em estudo. 

mesmos, 

Quando K exaurir os graus de liberdade da tabela, o es 

timador de Kl e Kl , onde 1 e o vetor estimado de 1 para TT = 
E
· Es 

ta formulação dá estimativas não ajustadas dos parâmetros do modelo (mo

delo completo como chama GOODV,AN (197lb)). Estimativas ajustadas (quando um 

modelo com menos parâmetros é ajustado) geralmente têm menor variância do 

que as estimativas nao ajustadas dos parametros. 

O procedimento seguinte dá prontamente as estimativas a-

justadas dos parâmetros. Suponha que o posto de K seja t e que <lese-

Ja-se produzir estimativas ajustadas para t' < t dos efeitos 

por K .  Usa-se o modelo 

definidos 

[ Kl l 1 = [· I ] �
K J - 0

2 -

onde K e uma matriz t' x c.d.f. de posto linha completo t'; I e uma ma
1 

triz identidade t' x t' ; 0 é uma matriz de zeros (t - t') x t' ; 1 e de 

finido como anteriormente e ç e o vetor dos parâmetros do modelo. 



Por métodos de modelos lineares, o estimador de ç e 

K l 
1 -

S S-
1 

K l 
12 22 2-

com matriz de variâncias e covariâncias estimada, 

onde 

onde 

s 
11 

-1 
D e 

-1 
D 

1 
18X27 

K 
2 

8X27 

v- = s 
� 11 

-1 
s s s' 

12 22 12

s 
I 2 

-1

= K D 
l l 

sao partições correspondentes da matriz 

Neste trabalho, ajusta-se o modelo 

27Xl 

I 

18Xl8 

8Xl8 

l 8Xl

-1
D 

34. 

onde K 
1 

sao as primeiras 18 linhas da tabela 4, K 
2 

sao as 8 Últimas li 

nhas, l e como definido em (8), e ç sao os efeitos dos parâmetros. A 

soma de quadrados residual desse modelo dá o teste de não interação tripla; 

através do teste 

S.Q. 
-1 

= F'V 
- F 

F
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o qual tem distribuição assintótica de x
2 (central) com t-t'= 26-18 = 8

graus de liberdade, dado que o modelo seja verdadeiro. 

. - a -
Se a interaçao de 2. ordem nao for significativa, esco-

lhendo-se 

I 

4X4 

na hipótese geral da forma 

e 
2 

I 

4X4 

H :  C� = O , obtém-se os testes de 
o 

hipóteses 

para não interação de CxD, CxF e DxF respectivamente, através da seguinte 

soma de quadrados 

a qual tem distribuição assintótica de x
2 com d graus de liberdade, on 

de d e o posto de C, se H 
o 

for verdadeira. 

Desta maneira pode-se dizer qual é o modelo adequado, na

forma de ln TI. 
1J 

"k' para os dados contidos em uma tabela de contingência.E�

ses testes podem também ser interpretados em termos de independência ve-

rificando a tabela 5. 
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3. 1.3. Aplicações em tabelas incompletas

Tabelas que têm algumas das caselas obrigatoriamente nu

las, devido ã perda de dados, respostas incorretas ou incompletas, ou pela 

própria natureza dos ãados, podem ser investigadas com as técnicas discuti 

das anteriormente com a restrição de que certos contrastes de interações 

~ 
nao podem ser estimados. Como um exemplo considera a tabela incompleta re 

latada por GRIZZLE e WILLIAMS (1972). 

TABELA 6 - Números observados de adolescentes classificados por sexo, ida

de e no que concerne a saúde. 

CONDIÇÃO DE SAÚDE IDADE MASCULINO FEMININO 

Problemas de 12-15 4 9 

Reprodução 16-17 2 7 

Problemas 12-15 4 

Menstruais 16-17 8 

Saúde 12-15 42 19 

Õtima 16-17 7 10 

Não tem 12-15 57 71 

Nada 16-17 20 31 

Se essa tabela estivesse completa existiriam 15 graus de 

liberdade associados a ela, mas como existem duas caselas com probabilida

des iguais a zero, devido a machos não terem problemas com menstruação, o 
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numero de graus de liberdade passa a ser 13. Desse modo,. as duas caselas 

com probabilidades zero causam a perda de 1 g.l. para a interação SxC e 1 

g.l. para a interação SxlxC.

Para efetuar-se a analise conside1dm-se os dados mostra

dos na tabela 6 como uma amostra de distribuição muitinomial com 14 cate7 

gorias de respostas. 

3. 1.4. Exemplo numérico

A tabela 7 foi obtida por simulação respeitando a hipóte-

se TT
1
.
J
.k = TI. TI • TI k1. •• ·J· .. 

1. = 1, 2; j = 1, 2 e K = 1, 2, 3 e 4, com o ta 

manha da amostra fixado em n = 1.000. Assim as classificações A, B e C são 

mutuamente inde�endentes, por construçao. 

TABELA 7 - Frequências observadas das caselas para a hipótese 

A 
l 

A 
2 

TOTAL 

TI. 'k = TI. TI • 1T k 
1.J 1. •• •J• •• • 

e 

B 25 
1 

B 3 
2 

B 17 
l 

B 4 
2 

49 

e e e 
2 3 4 

144 52 180 

35 10 50 

153 50 184 

32 11 50 

364 123 464 

TOTAL 

401 

98 

404 

97 

1.000 



TT
 

11
 

11
 

11
 

11
 

11
 

11
 

11
 

1
1

1
 

1
 1

2
 

l 
1
 3

 
1

1
 4

 
1

2
 1

 
1

2
2

 
1

 2
 3

 
1

2
4

 

A 
l 

l
 

1
 

1
 

l
 

l
 

l
 

1
 

B 
l

1
1
 

1
 

-
1

-
1

-
1

-
1

f 
1
 

o
 

o
 

-
1
 

1
 

o
 

o
 

-
1
 

c i
 

o
1

o
-

1
o

1
o

-
1

o
 

o
 

1
 

-
1

o
 

o
 

1
 

-
1

AB
 

1
 

1
 

1
 

1
 

-
1

-
1
 

-
1

-
1

r 
l

o
o
 

-
1
 

1
 

o
 

o
 

-
1
 

1 
�
 
. 

AC
�

 
!

o
1

o
-

1
 

o
1

o
-

1

:
!

x
:

f
 

l
)

o
 

o
 

1
 

-
1

o
 

o
 

1 
-

1

r
 

1
 

o
 

o
 

-
1
 

-
1

o
 

o
 

1
 

1 
1 

B C
I

 
1 

o
1

o
-

1
o

-
1
 

o
1

o
 

o
 

1
 

-
1
 

o
 

o
 

-
1
 

1
 

r 
1 

o
 

o
 

-
1
 

-
1

o
 

o
 

1
 

o
1

o
-

1
o

o
1
 

AB
C

<
 

-
1

. 
l 

o
 

o
 

1
 

-
1

o
 

o
 

-
1
 

1
 

TT
 

TT
 

11
 

11
 

11
 

2
1

1
 

2
1

2
 

2
 1

 3
 

2
1

 4
 

-
1

-
1

-
1

-
1

1
 

1
 

1
 

l
 

1
 

o
 

o
 

-
1
 

o
1

o
-

1

o
 

o
 

1
 

-
1
 

-
1
 

-
1

-
1

-
1

-
1

o
 

o
 

l

o
-

1
 

o
1

o
 

o
 

-
1
 

1
 

1
 

o
 

o
 

-
1
 

o
1
 

o
-
1

o
 

o
 

1
 

-
1

-
1

o
 

o
 

1
 

o
-

1
o

1

o
 

o
 

-
1
 

1
 

TT
 

11
 

2
 2

1
 

2
2

2
 

-
1
 

-
1
 

-
1
 

-
1
 

1
 

o
 

o
 

1
 

o
 

o
 

1
 

1
 

-
1
 

o
·

o
-

1
 

o
 

o
 

-
1
 

o
 

o
 

-
1

o
9

l
o

o
 

l
 

o
 

o
 

11
 

2
2

3
 

2
2

4
 

-
1

-
1

-
1

-
1

o
-

1

o
-

1

1
 

-
1

1
 

1
 

o
l

o
1

-
1

r
 

o
1

o
1

-
1

1
 

o
-

1

o
-

1

1
 

-
1

;t>- s
 

PJ
 

rt
 

ti
 

1-'
•
 

N
 

1 
?::

 

o..
 

o
 

(/)
 

(')
 

o
 

::,
 

rt
 

ri
 

PJ
 

(/)
 

rt
 

(l)
 

(/)
 

(l)
\ 

PJ
 

Pl
 

'D
 

o
 

'i
 .. 

w
 

CX)
 



39. 

As matrizes C's para os testes das interações AB, AC e 

BC sao dadas por 

respectivamente. 

I 
lXl 

Ajusta-se o modelo, 

K 
1 

l 2XJ 6

l 
= 

K2 16Xl 
3Xl 6 

I 

l 2Xl 2 

3Xl 2 

l 

Jl2t 

I 
3X3 

onde K são as primeiras 12 linhas da matriz K 
1 

K
2 

sao as Últimas 3 

linhas da matriz K; l é o vetor dos logaritmos naturais de Tiijk

o vetor dos parâmetros do modelo.

� e 

O resíduo do ajustamento desse modelo incompleto corres

ponde ao teste para a interação tripla. 

Aplicando-se a metodologia GSK, obtem-se, 
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0,025 0,0250 

0,144 0,1444 

0,052 0,0520 

o, 180 0,1800 

0,003 0,0030 

0,035 0,0350 

:e 
= 0,010 F = K ln E

= 0,0100 

16Xl 1 5Xl 

0,050 0,0500 

0,017 0,0170 

0,153 0,1530 

0,050 0,0500 

o, 184 O, 1840 

0,004 0,0440 

0,032 0,3200 

0,011 0,0110 

0,050 
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0,73314 0,05099 O ,.05099 

s = K D-
1

V( )D-
1

K' = 0,05099 0,12429 0,05099 
22 2 2 ,P 2 2 

3X3 
0,05099 0,05099 O, 28113 

0,0250 

0,1444 

0,0520 

0,1800 

0,0030 0, 0Lf4 

K l = K Ln p
= 0,0350 K l 

= K ln p
= 0,320 

1- 1 2 - 2

12Xl 
0,0100 

3Xl 
0,011 

0,0500 

O ,0170 

0,1530 

0,0500 

0,1840 



V- : S -S S- l S 1 • 
f, ll 12 22 12 

l2x�:. 
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0,7158 -0,0655 0,0017 -0,0031 0,0046 -0,2631 0,3128 0,0136 0,1016 -0,0625 0,0036 -0,0067 

-0,0067 0,1789 -0,0291 -0,0289 -0,1803 0,0034 0,0001 0,0001 -0,0043 0,0511 0,0509 0,2808 

0,5681 

12,2174 

-9,5906

-1,2052

-5,6614

-0,0930

0,6140

-0,0300

0,0691

0,9174

0,3914

0,5732
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A soma de quadrados residual deste modelo é igual a 

-1
� V� E = 1,039 n.s.

portanto, o modelo sem a interação tripla ajusta-se bem aos dados. 

Como a interação tripla não foi significativa, testam-se 

as interações duplas através da hip6tese geral da forma Ct, = O 

Para as interações AB, AC e BC obtém-se, 

S.Q. [e E, =

�] 
Ç 1 c 1 [e V- c'J- 1 c t = 0,021149 n. s.

1- ~ l 1 f; 1 ;, 

S.Q. [c2f �] 
= 1,12711 n.s.

S.Q. [e E, = 

�] 
= 2,6035 n. s.

3-

respectivamente. 

Assim, pode-se dizer que um modelo adequado para os dados 

da tabela 6, nao precisa conter nenhuma das interações. Verificando-se a 

tabela 5, nota-se que a hip6tese de independência mútua completa é satis

feita. 
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3. 1 .5. Modelos log-lineares em tabelas CxDxF e algumas considera

ções sobre eles 

3.1.5.l. O modelo saturado ou completo 

log TT�.k = e iJ li + µ 1 c
i
·) + µ2 (].) + 11 ( ) + li (. ) 

+ 
11 ( ) + 1-" 

1-" 3 k 1-" 1 2 ij 1-" 1 3 ik 

+ µ (. k) + µ (. 
. )2 3 J 1 2 3 iJ k 

com as restrições usuais que, 

]J = µ 1(·) 2C.) = µ ( .. )
= o

123 iJ. 

Este modelo nao tem interesse maior. Um motivo ê que os er 

ros das estimativas dos parâmetros são maiores. 

3.1.5.2. O modelo de independência parcial 

log TI. '
k e iJ ]J + µ e·> + µ 

e· + ]J < > + ]J
••

1 i 2 J) 3 k 12(iJ) 

Neste caso µ (
. . ) 

= O, µ (. k) = O e
12 3 lJ k 2 3 J 

ou seja, C e D juntamente são independentes de F. 

= o

Existem outros dois modelos de independência parcial. 
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3.1.5.3. O modelo de independência condicional 

Neste caso não existe interação de 

ordem, ou seja, a associaçao entre as variáveis 2 e 3 e a mesma para todos 

os níveis da variável 1, e 

veis 2 e 3 e zero. 

µ = O => a associação entre as 
2 3 (j k) 

Se o modelo dado acima se ajusta aos dados de urna tabela, 

entao existe urna estrutura de independência condicional do tipo P(CJD)x 

XP (C IF). 

portanto, 

logo 
'1T ( •• ) 1 2 1.J 

Existem outros dois modelos de independência condicional. 

3. 1.5.4. O modelo de inexistência de interação de segunda

ordem 

= o . 

3.1.5.5. O modelo de independência mútua completa 

= o ' = o e µ (. 'k) 123 1-J 

= o . 
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3.1 .6. O programa (linguagem BASIC) para a anãlise dos dados 

No exemplo numérico dado anteriormente, no que 

aos aspêctos de câlcu:!_os, os mesmos foram realizados através do 

apresentado no Apêndi�e 2. 

concerne 

programa 

Este programa computacional foi desenvolvido para a anãli 

se de dados categorizados provindos de uma Única distribuição multinomial, 

ou de uma Única população, envolvendo funções lineares e log-lineares. 

Quanto a utilização deste programa, primeiramente deve-se 

entrar com os valores das frequências observadas das caselas, deve-se to

mar um certo cuidado para entrar com as frequências observadas de maneira 

correta. 

Em seguida, aparece no  vídeo qual o tipo de transformação 

desejada, deve-se digitar o número 1 ou 2 conforme deseja-se a transforma

ção linear ou log-linear, respectivamente. No caso da transformação ser li 

near deve-se fornecer a matriz A . No caso da transformação ser a log-

uxrs 
-linear o programa gera essa matriz de transformação, que ê uma matriz i-

<lentidade. 
O programa também pede que se forneça a matriz dos 

trastes dos efeitos fatoriais, K , a qual deve ser fornecida no 
txu 

das linhas. Mais adiante no programa deve-se fornecer a matriz 

número de linhas dessa matriz. 

K 
l 

t'xu 

con-

sentido 

e o 

E, finalizando, deve-se entrar com as matrizes C's ade
dxv 

quadas para testar-se a hipótese geral do tipo C S =O . 
dxvxl dxl 
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3.2. Simulação 

Os dados para estudo neste trabalho sao obtidos com base 

em simulação. Esses dados possuem uma Única distribuição multinomial com 

parâmetros 

7T , 7T ' 
112 113 

3 3 3 

e n •.• = L L L n. "k 
i=1 j=1 k=1 1.J 

. . . ' 

3 3 1 

onde TI ê o vetor das probabilidades esperadas das caselas e n ... 

o numero total de observações, fixado.

e o 

A seguir e feita uma descrição sucinta sobre o programa 

de simulação. 

Esse programa presta-se para qualquer numero de classifi 

caçoes (N no programa); o número de níveis pode ser qualquer (C(I) no 

programa). 

São construídas tabelas (Apêndice 4), com valores de p. 'k'
1.J 

estimativas de máxima verossimilhança de TT
ijk' as quais possuem por cons

trução independência mutua completa, ou independência parcial, ou indepen-

dência condicional das classificações C, D e F. Os valores das frequên-

cias relativas das caselas, p .. k, correspondem ao vetor p, no programa e 
lJ 

P(I), com c.d.f. componentes. 
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Pode-se gerar quantas tabelas se desejar (NT no programa), 

e com quaisquer tamanhos de amostras (NN no programa). 

No programa, para este trabalho, e definido um vetor com 

27 componentes, cada qual correspondendo à probabilidade acumulada de uma 

casela, de forma que o primeiro limite e dado pelo valor de p
111, 

o segu�

do limite ê dado pela soma do primeiro limite com p e assim por dian-
1 l 2 

te. 

A seguir, atraves de uma subrotina, geram-se valores uni 

formemente distribuidos, independentes, no intervalo zero a um, colocados 

de acordo com seus valores, nos componentes adequados do vetor e ap6s, a

traves de uma soma, são dadas as frequências da tabela de contingência cru 

zada. 

É tambem usado o procedimento de BERKSON (195.5), que con-

siste em substituir um valor zero por 1/r, onde r e o número de 

rias de respostas. 

categ� 

O programa (linguagem BASIC) para simulação de dados mul-

tinomiais encontra-se no Apêndice 1. 

Com os valores simulados das frequências observadas das 

caselas e feita, através da metodologia GSK, a análise dos dados, que con

siste em estimar os parâmetros do modelo, ajustar um modelo não contendo a 

interação de segunda ordem e, se esta nao for significativa, testar as in 

- a · 1 d d l  d teraçoes de 1. ordem, pois em tabe as CxDxF, to os os mo e os que escre-

vem hipóteses de interesse são hierárquicos. Posteriormente verificando-se
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a tabela 5 determinar uma estrutura de independência adequada para os da

dos, quando couber. 

Neste trabalho sao geradas tabelas com diferentes hipóte

ses de independência e tamanhos de amostra, como descritas abaixo, estirnan 

em correspondência o nÜmero de decisões erradas, ou seja, o numero de tabe 

las as quais os testes estatísticos nao concluem em favor da estrutura de 

independência estabelecida para elas, de acordo com a tabela 5. 

As hipóteses de independência estabelecidas para as tabe

las sao as seguintes: 

P(CílDPF) = P(C)P(D)P(F), isto ê, independência mutua completa das 

três classificações C, D e F. 

P[(CílF)ílD)} = P(COF)P(D), isto ê, as classificações C e F juntame� 

te sao independentes de D. 

P[(CílD)nF] = P(COD)P(F), isto ê, as classificações C e D juntamen

te são independentes de F. 

P(CílD!F) = P(CIF)P(D!F), isto ê, as classificações C e D sao inde

pendentes dada a classificação F. 

P(CnF!D) = P(CjD)P(F!D), isto ê, as classificações C e F sao inde 

pendentes dada a classificação D. 

Para cada hipótese de independência citada acima sao s1mu 

ladas tabelas com tamanhos de amostras iguais a 200, 250, 300, 1000 e 1500

observações. 

Neste trabalho sao analisadas 100 tabelas para cada combi 

naçao: estrutura de independência e tamanho de amostra. Na verdade, have- · 
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ria a necessidade de se gerar um numero bem maior de tabelas mas que devi

do a limitações, no que diz respeito ao computador utilizado, isto torna

-se inviável. 

Um comentário sobre o modo como sao tomadas as decisões 

(corretas ou incorretas) quanto às estruturas de independência estabeleci

das para as tabelas ê no sentido de que são tomadas corno decisões como de 

cis;es incorretas somente quando os Y's (tabela 5) nao forem verificados , 

ou seja, quando os contrastes na forma de ln 
'/Tijk nao forem iguais a zero

a um nível de significância igual a 5%. 

Quanto aos N's (tabela 5) sao interpretados do seguinte 

modo: os contrastes na forma de ln TI •• 1 podem ser iguais a zero ou dife-1-J e 

rentes de zero, a um nível a de significância igual a 5% Desse modo,os 

mesmos nao concorrem para a aceitação ou rejeição da estrutura de indepen

dência estabelecida para a tabela. 

Para exemplificar, observa-se na tabela 5 que, para ocor 

rer independência parcial TI •• 1 = TI •• TI 1 
os contrastes das 1-JC i], .• e interações

CF, DF e CDF devem ser todos iguais a zero (Y), e os contrastes da intera 

çao CD podem ou não serem iguais a zero (N), a um nível de significância 

a; se ocorrer de os contrastes da interaçao CD serem iguais a zero verifi 

ca-se (tabela 5) a condição de independência mútua completa, o que nao im 

plica que deve-se rejeitar a estrutura de independência parcial estabeleci__ 

da para a tabela. Do mesmo modo1 para ocorrer independência condicional do 

tipo TI - =. TI • os contrastes das interações CD e CDF devem ser 
ijk - 11 1-.k ,Jk 

guais a zero (Y), se ocorrer de os contrastes da interação CF serem iguais 

a zero verifica-se (tabela 5) que a hipótese de independência parcial 
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TT1.J.k = TT .kTT. fica satisfeita, o que nao concorre para a rejeiçao da hi 
• J l. ••

pÕtese TTijk = TTi.k�jk , do mesmo modo, se os contrastes da interação DF

forem iguais a zero verifica-se (tabela 5) que a hipótese de independência 

fica satisfeita, o que nao concorre para a rejei 

ção da hipótese de independência condicional TT
ijk = rri.krr.jk e ainda,

se ocorrer de os contrastes das interações CF e DF serem iguais a zero, v� 

rifica-se (tabela 5) que a hipótese de independência mútua completa é sa

tisfeita, mas que também não concorre para a rejeição da hipótese de inde-

pendência condicional TT .. k = TT. kTT 'k , de acordo com a tabela 5.
l.J l., ·J 

Relações anãlogas às acima mencionadas, ocorrem para as de

mais hipóteses de independência. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Considerando-se o que foi exposto em (3.2.) sobre o modo 

de como sao tornadas as decisões (corretas ou incorretas), apresentam-se na 

tabela 8 os resultados obtidos nos trabalhos de simulação de tabelas com 

determinadas estruturas de independ�ncia estabelecidas a priori e na anili 

se dos dados obtidos das mesmas, com diferentes tamanhos de amostras. 
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TABELA 8 - Resultados obtidos dos testes estatísticos com dados simulados 

de diferentes estruturas de independ�ncia e diferentes tamanhos 

de amostras (a = 0,05). 

lndepend�ncia estnbv- Tamanho da 
N\l dl' ,IP 

cisões Tn 
lecida p/ a tabela amostra corretas 

P(CílD!lF)=P(C)P(D)P(F} 200 4 

250 4 

li 
300 15 

li 
1000 14 

li 
1500 5 

p [ (CílF)nD} �r (CnF) p (D) 200 5 

li 
200 1 

li 
250 3 

li 
300 6 

1000 12 

li 
1500 4 

r [<cnD)nF] =r ccm�fCF) 200 

li 250 o 

2 'j() 5 

li 
300 9 

li 1000 4 

li 1500 o 

P(CílDIF)=P(CIF)P(D!F) 200 2 

li 250 o 

300 4 

li 300 11 

li 300 2 

li 1000 

li 1000 8 

li 1500 3 

P(CílFID)=P(CjD)P(F!D) 200 5 

li 250 3 

li 300 4 

" 350 l 

li 1000 4 

li 1500 4 

N'l d,· dt• 
., 

cisoes 
corretas 

96 

96 

85 

86 

95 

95 

99 

97 

94 

88 

96 

99 

100 

9r) 

91 

96 

100 

98 

100 

96 

89 

98 

99 

92 

97 

95 

97 

96 

99 

96 

96 

Tot11I 

- - · ----

d,· t li 

belas símu-
ladas 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 
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Tomando-se agora somente as decisões incorretas, foi veri 

ficado, para todos os casos, para quais modelos alternativos os testes in 

dicaram. Os resultados são mostrados nas tabelas 9 e 10 a seguir. 
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Pelos resultados da tabela 8 observa-se que com tamanhos 

de amostras razoavelmente pequenos (N = 200, N = 250 e N = 300) os testes 

estatísticos mostraram-se conservadores em nao rejeitar a estrutura de 1.n

dependência estabalecida para as tabelas, a um nivel a de significincia, 

igual a 5%, porem, deve-se aqui ressaltar, que dentro das decisões corre

tas existem muitos casos, em que os testes indicam um modelo diferente da 

quele pressuposto pela estrutura de independência estabelecida para os da 

dos da tabela. 

Para a condição de independência mútua completa nao exis

te este tipo de problema, pois os contrastes das interações CD, CF, DF e 

CDF devem ser todos iguais a zero (Y na tabela.5), e o questionamento aqui 

levantado surge quando aparece algum N ( tabela 5) para satisfazer a uma 

certa hip6tese de independência. 

A tabela 11 mostra os modelos alternativos e o numero de 

les admitidos pelos dados das tabelas, mas que não são tomados como deci 

sões incorretas de acordo com a tabela 5. 
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Considerando a estrutura de independência parcial 

P [(cnF)ílD J = P (CílF)P (D) e para um tamanho de amostra N = 200 observa-se 

na tabela 11 que em 100 tabelas, 54 tabelas possuem independência mútua com 

pleta dos três fatores, ou seja, C, D e F são independentes entre si, mas 

que de acordo com a tabela 5, estas tabelas satisfazem a estrutura de inde 

pendência parcial dada acima. 

Tomando-se agora a estrutura de independência condicional 

P(CílD!F) = P(CIF)P(D!F) e para um tamanho de amostra N = 250 observa-se 

na tabela 11 que em 100 tabelas, 15 possuem independência mutua completa, 

32 possuem independência parcial do tipo P(:cflF)P(C) e duas possuem indepeE_ 

dência parcial P(CílF)P(D) e todas estas tabelas não sao tomadas como deci 

soes incorretas de acordo com a tabela 5; considerando ainda esta 

hipótese de independência condicional para um tamanho de amostra 

mesma 

N = 300 

observa-se que em 100 tabelas, uma possui independência mútua completa, 19 

possuem independência parcial do tipo P(DnF)P(C) e 5 possuem independência 

parcial P(CnF)P(D), porem nao são tomadas como decisões incorretas de acor 

do com a tabela 5. 

Deve-se fazer um raciocínio anãlogo para os demais casos. 

Um aspecto tambem de grande importância verificado nos re 

sultados obtidos, e que com amostras suficientemente grandes (N = 1000 e 

N = 1500) o exposto acima nao foi verificado, pois onde aparecem os N's 

na tabela 5, os contrastes na forma de ln n. 'k dão todos significativos,
i] 

ou seja, diferentes de zero, considerando este aspecto, para amostras sufi 

cientemente grandes, as decisões corretas mostradas na tabela 8 não contem 

um modelo diferente daquele estabelecido pela estrutura de independência. 
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� neste aspecto que reside a irnport�ncia de se necessitar 

trabalhar com amostras de tamanho suficientemente grandes. 

Verificando-se as tabelas 9 e 10, pode-se observar uma 

tendência dos resultados dada da seguinte maneira: 

- Quando d estrutura estabelecida para a tabela de contingê
E_ 

eia e a de independência mútua completa das três classificações C, D e F, 

e esta for rejeitada, existe um direcionamento dos resultados dos 

em indicar um modelo de independência parcial para os dados. 

testes 

- Quando a estrutura estabelecida para a tabela de contingên

cia e a de independência parcial das três classificações, e esta for rejei 

tada, existe um direcionamento dos resultados dos testes em indicar um mo

delo de independência condicional para os dados da tabela. 

- Quando a estrutura estabelecida para a tabela de contingên

cia ê a de independência condicional das três classificações, e esta for 

rejeitada, existe um direcionamento dos resultados dos testes em indicar 

- - a 
um modelo completo ou um modelo nao contendo a interaçao de 2. ordem. 

Para a utilização do programa de simulação há a necessida 

de de entrar-se com uma tabela (Apêndice 4) a qual possui uma certa estru

tura de independência estabelecida, e a partir desta foi feita a simulação 

das demais tabelas. Verificando-se a tabela 3 (Apêndice 4) pode-se verifi

car a ocorrência de 10 caselas com probabilidades iguais a 0,035 e 5 case 

las com probabilidades iguais a 0,030. Isto ocorreu somente por coincidên

cia de cálculos, esta situação concorre para dificultar a decisão dos tes 
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tes para um modelo especificado pela estrutura dos dados. Situação similar 

ocorre com as tabelas 5 e 6 (Apêndice 4). 

Outra situaçao a comentar e com respeito às tabelas 8 

14 (Apêndice 4). Estas tabelas possuem algumas caselas com probabilidades 

baixíssimas e em consequencia causarão a ocorrência de caselas com frequê� 

cias observadas iguais a zero, neste caso utiliza-se o procedimento de 

BERKSON (1955) que produz bons resultados dos testes estatísticos. 

O programa para computador de análise de dados categori

zados, atraves do metodo proposto por GRIZZLE, STARMER e KOCH (1969), apr� 

sentado neste trabalho, foi desenvolvido para a análise de dados provindos 

de uma Única população. Uma complementação necessária e a de fazer a viabi 

lização computacional aplicada a problemas envolvendo várias populações. 

Outros metoclos alternativos, para investigar questoes de 

interesse em tabelas de contingência, incluem o metodo baseado em 

verossimilhança como formulado por BISHOP (1969) e GOODMAN (1970, 1971), e 

o metodo baseado na teoria da informação, como descrito por KULLBACK, KU e

VARNER (1971) .. 

Todos estes rnetodos sao baseados em estimadores BAN (best 

asyrnptotic normal) e, co�sequenternente são assintoticamente equivalentes . 

Entretanto, sob o aspecto computacional, o procedimento GSK e mais vantaj2_ 

so, urna vez que o "software" que o método de mínimos quadrados ponderados 

requer e usualmente acessível, e em consequencia, as estimativas e os tes 

tes estatísticos podem ser obtidos por rnetodos computacionais, comparáveis 

aos desenvolvidos para a análise de modelos lineares em geral. 
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5. CONCLUSÕES

A conclusão mais relevante deste trabalho consistiu na ve 

rificação prática do comportamento assintÕtico dos testes. 

Conclui-se que com tamanhos pequenos de amostras (N = 200, 

N = 250 e N = 300), os resultados dos testes para indicar um modelo que re 

presente a estrutura de independência dos dados não são satisfatórios. 

Quando se adotam tamanhos de amostras maiores (N = 1000 e 

N = 1500), os resultados dos testes estatísticos obtidos mostram-se bastan 

te eficientes, no sentido de indicar um modelo que represente a estrutura 

de independência dos dados das tabelas. 

De acordo com os comentários dos próprios autores, sobre 

o desconhecimento do comportamento dos testes para tamanhos de amostras 
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pequenos, espera-se com este trabalho, que se tenha obtido maiores esclare 

cimentos praticos sobre o problema apontado, reforçando-se aqui as Ótimas 

propriedades assintóticas dos testes. 

A recomendação sobre um tamanho Ótimo de amostra nao foi 

totalmente possível, porem obtém-se uma boa orientação sobre o mesmo. Po

de-se observar que com N = 1500 os resultados obtidos, a um nível de s1._g_ 

nificância a igual a 5%, são excelentes. 

Considerando o comentaria de GOODHAN (1971) e o desenvol

vimento deste trabalho, conclui-se pela facilidade de aplicação do método, 

de um modo geral. 

O método de simulação foi eficiente para poder-se verifi

car as propriedades assintóticas dos testes. 

Pelos resultados obtidos, conclui-se que o procedimento 

de BERKSON (1955), utilizado neste trabalho, o qual é uma extensão do caso 

binomial para o multinomial, produziu bons resultados. 
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A P Ê N D I C E l Programa para simulaçio de dados multinomiais. 



10 REM 11MULTINOMIAL11

20 SLOW 

30 PRINT AT 8, 3; "SIMULAÇÃO DE VARIÁVEIS MULTINOMIAIS" 

40 PAUSE 300

50 CLS 

60 PRINT "NUMERO DE TABELAS = 11

70 INPUT NT 

80 PRINT NT 

90 

100 

PRINT "NUMERO DE VARIAVEIS 

INPUT N 

110 PRINT N 

120 PRINT 

130 DIM C(N) 

140 FOR I = 1 TO N 

=". 
, 

150 PRINT "NUM. DE CATEG. VAR. "; I; " = 

160 INPUT C (-I)

170 PRINT C (I)

180 NEXT I 

190 PRINT 

200 

210 

PRINT "NUM. DE DADOS 

INPUT NN 

220 PRINT NN 

230 PRINT 

=". 
, 

240 PRINT "PROBABILIDADES" 

250 PRINT '' ________________________________________________ '' 
260 LET CC = 1

270 FOR I = 1 TO N 

280 LET CC = C(I) * CC 

290 NEXT I 

300 DIM P (CC) 

310 FOR I = 1 TO CC 
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320 PRINT 11 P ("
; I; 

11) = 11 

330 IN PUT P(I) 

340 PRINT P(I) 

350 NEXT I 

360 PRINT 11 

370 PA USE 300 

380 FAST 

390 DIM L(CC) 

400 LET L(l) = P(l) 

410 FOR I = 2 TO CC 

420 LET L(I) = L(I - 1) + P(I) 

430 NEXT (I) 

440 RAND (/J 

450 FOR K = 1 TO NT 

460 DIM F(CC) 

470 FOR I = 1 TO NN 

480 LET A= RND 

490 FOR J = 1 TO CC 

500 IF A> L(J) THEN GOTO 530 

510 LET F(J) = F(J) + 1 

520 GOTO 540 

530 NEXT J 

540 NEXT I 

560 CLS 

570 PRINT 11 

-----------------------------------------------

580 FOR I = 1 TO CC 

581 IF F(I) = O THEN LET F(I) = 1/CC 

590 PRINT 11F(11

; I; 
11) = 11

; F(I)

600 NEXT I 

li 

li 

610 P RINT 11 
_______________________________________________ 

11 

620 STOP 

630 NEXT K 

640 STOP. 
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A P t N D I C E 2 
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Programa para anãlise de dados categorizados pelo me 

todo GSK. 



10 REM 1

1ANCAT11

20 SLOW 

30 

40 

50 

PRINT "NUMERO DE CATEGORIAS 

INPUT NC 

PRINT NC 

60 PRINT 

70 DIM F(NC) 

80 DIM P(NC) 

90 LET TF = r/J 

100 FOR I = 1 TO NC 

110 PRINT 11F(";I;11)="; 

120 INPUT F (I) 

130 PRINT F (I) 

140 LET TF = TF + F(I) 

150 NEXT I 

-" . 
- ,

160 PRINT "TIPO DE TRANSFORMAÇÃO. 

170 INPUT A$ 
180 IF A$= 1111

1 THEN GOTO 460 
190 IF A$< > 11211 THEN GOTO 170 
200 PRINT 1

1MATRIZ 1111K11 1111 

210 

220 

PRINT 11 

PRINT 1
1NUM DE LINHAS = "  ;

230 INPUT T 

240 PRINT T 

250 PRINT "NUM DE COLUNAS = 11 

260 INPUT U 

270 PRINT U 

280 PRINT 11 

290 DIM K(T, U) 

300 FOR I = 1 TO T 

310 

320 

FOR J = 1 TO U 

PRINT "K(";I; 

330 INPUT K(I, J) 

" "•J•")= li 

, , , 

1-LINEAR 2-LOG-LINEAR"

li 

li 
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340 PRINT K(I, J)

350 NEXT J 

360 PRINT 

370 NEXT I 

380 PRINT 11

390 DIM A(NC, NC) 

400 FOR I = 1 TO NC 

410 FOR J = 1 TO NC 

420 LET A(I, J) = (1 AND I = J) + (0 AND I < > J)

430 NEXT J 

440 NEXT I 

450 GOTO 640 

PRINT 11 460 

470 

480 

490 

500 

510 

520 

530 

PRINT "MATRIZ 1111A111111

PRINT " 

PRINT "NUM DE 

INPUT u

PRINT u

PRINT "NUM DE 

PRINT 11

540 FAST 

LINHAS= 11 

COLUNAS = 
11 

550 DIM A(U, NC) 

560 FOR I = 1 TO U 

570 FOR J = 1 TO NC 

; NC 

580 PRINT 11A(11

; I; 11 11 
J; ") = " 

590 INPUT A(I, J)

600 PRINT A(I, J)

610 NEXT J 

620 NEXT I 

630 PRINT 11 

640 FAST 

650 FOR I = 1 TO NC 

660 LET P(I) = F(I)/TF 

670 NEXT I 

680 DIM V(NC, NC) 

75. 

li 

li 

li 

li 

li 



690 

700 

710 

720 

730 

740 

750 

760 

770 

780 

790 

800 

810 

820 

830 

840 

850 

860 

870 

880 

890 

900 

910 

920 

930 

940 

950 

960 

970 

980 

990 

FOR I = 1 TO NC 

FOR J = 1 TO NC 

LET V(I, J) = ((P(I) * (1-P(I))/TF) AND I = J) + ((-P(I)* 

P(J)/TF) AND I < > J) 

NEXT J 

NEXT I 

DIM F(U) 

FOR I = 1 TO U 

FOR J = 1 TO NC 

LET F(I) = F(I) + A(I, J) * P(J) 

NEXT J 

NEXT I 

IF A$= 1

1 111 THEN GOTO 980 

DIM D(U, U) 

FOR I = 1 TO U 

FOR J = 1 TO U 

LET D(I,-J) = (1/F(I) AND I = J) + (0 AND I < > J) 

NEXT J 

NEXT I 

DIM W(U) 

FOR I = 1 TO U 

LET W(I) = LN F(I) 

NEXT I 

DIM F(T) 

FOR I = 1 TO T 

FOR J = 1 TO U 

LET F(I) = F(I) + K(I, J) * W(J) 

NEXT J 

NEXT I 

DIM T(U, NC) 

FOR I = 1 TO U 

FOR J = 1 TO NC 

76.



1000 FOR K = 1 TO NC 

1010 LET T(I, J) = T(I, J) + A(I, K) * V(K, J) 

1020 NEXT K 

1030 NEXT J 

1040 NEXT I 

1050 DIM S(U, U) 

1060 FOR I = 1 TO U 

1070 FOR J = 1 TO U 

1080 FOR K = 1 TO NC 

1090 LET S(I, J) = S(I, J) + T(I, K) * A(J, K)

1100 NEXT K 

1110 NEXT J 

1120 NEXT I 

1130 IF A$ = "l" THEN GOTO 1380 

1140 DIM T (T, U) 

1150 FOR I = 1 TO T 

1160 FOR J = 1 TO U 

1170 FOR K = 1 TO U 

1180 LET T(I, J) = T(I, J) + K(I, K) * D(K, J)

1190 NEXT K 

1200 NEXT J 

1210 NEXT I 

1220 DIM H(T, U) 

1230 FOR I = 1 TO T 

1240 FOR J = 1 TO U 

1250 FOR K = 1 TO U 

1260 LET H(I, J) = H(I, J) + T(I, K) * S(K, J) 

1270 NEXT K 

1280 NEXT J 

1290 NEXT I 

1300 DIM S(T, T) 

1310 FOR I = 1 TO T 
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1320 FOR J = 1 TO T 

1330 FOR K = 1 TO U 

1340 LET S(I, J) = S(I, J) + H(I, K) * T(J, K) 

1350 NEXT K 

1360 NEXT J 

1370 NEXT I 

1380 IF A$= "l" : THEN LET T = 0 

1390 LET M = ( U  AND A$ = "l ") + (T AND A$ = 1

1 2 11

) 

1400 DIM G(M, M) 

1410 FOR I = 1 TOM 

1420 FOR J = 1 TOM 

1430 LET T(I, J) = S(I, J) 

1440 NEXT J 

1450 NEXT I 

1460 GOSUB 1600 

1470 DIM O(M) 

1480 FOR I = 1 TOM 

1490 FOR J = 1 TOM 

1500 LET 0(1) = O(I) + F(J) * S(J, I) 

1510 NEXT J 

1520 N EXT I 

1530 LET QQ = 0 

1540 FOR I = 1 TOM 

1550 LET QQ = QQ + O(I) * F(I) 

1560 NEXT I 

1570 CLS 

1580 PRINT AT 10,0 " QUI-QU A DRADO =

11 QQ 

1590 GOTO 1770 

1600 REM "INVE R SA" 

1610 FOR K = 1 TOM 

1620 LET D= S(K, K) 

7 8. 



1630 FOR J = 1 TOM 

1640 LET S(K, J) = S(K, J)/D 

1650 NEXT J 

1660 FOR I = 1 TOM 

1670 IF I = K THEN GO TO 1730 

1680 LET B = S(I, K) 

1690 FOR J = 1 TOM 

1700 LET S(I, J) = S(I, J) - B * S(K, J) 

1710 NEXT J 

1720 LET S(I, K) = -B/D 

1730 NEXT I 

1740 LET S(K, K) = 1/D 

1750 NEXT K 

1760 RETURN 

1770 STOP 

1780 IF A$= 111 11 THEN GOTO 3150 

1790 CLS 

1800 PRINT "NUMERO DE LINHAS DE Kl = 1
1 

1810 INPUT NKl 

1820 PRINT NKl 

1830 PRINT "NUMERO DE LINHAS DE K2 = "

1840 LET NK2 = T - NKl 

1850 PRINT NK2 

1860 LET M = NK2 

1870 DIM S(M, M) 

1880 LET Ll = 0 

1890 FOR I = NKl + 1 TO T 

1900 LET Ll = Ll + 1 

1910 LET L2 = 0 

1920 FOR J = NKl + 1 TO T 

79.



1930 LET L2 = L2 + 1 

1940 LET S(Ll, L2) = T(I, J) 

1950 NEXT J 

1960 NEXT I 

1970 GOSUB 1600 

1980 DIM H(NKl, NK2) 

1990 FOR I = 1 TO NKl 

2000 FOR J = 1 TO NK2 

2010 LET Ll = 0 

2020 FOR K = NKl + 1 TO T 

2030 LET Ll = Ll + 1 

2040 LET H(I, J) = H(I, J) + T(I, K) * S(Ll, J) 

2050 NEXT K 

2060 NEXT J 

2070 NEXT I 

2080 DIM G(NKl, NKl) 

2090 FOR I = 1 TO NKl 

2100 FOR J = 1 TO NKl 

2110 LET Ll = 0 

2120 FOR K = NKl + 1 TO T 

2130 LET Ll = Ll + 1 

2140 LET G(I, J) = G(I, J) + H(I, Ll) * T(K, J) 

2150 NEXT K 

2160 NEXT J 

2170 NEXT I 

2180 DIM S(NKl, NKl) 

2190 FOR I = 1 TO NKl 

2200 FOR J = 1 TO NKl 

2210 LET S(I, J) = T(I, J) - G(I, J) 

2220 NEXT J 

2230 NEXT I 

2240 DIM G(NKl) 

2250 FOR I = 1 TO NKl 
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2260 LET Ll = 0 

2270 FOR J = NKl + 1 TO T 

2280 LET Ll = Ll + 1 

2290 LET G(I) = G(I) + H(I, Ll) * F(J) 

2300 NEXT J 

2310 NEXT I 

2320 DIM E(NKl) 

2330 FOR I = 1 TO NKl 

2340 LET E(I) = F(I) - G(I) 

2350 NEXT I 

2360 DIM G(NKl, NKl) 

2370 FOR I = 1 TO NKl 

2380 FOR J = 1 TO NKl 

2390 LET G(I, J) = S(I, J) 

2400 NEXT J 

2410 NEXT I 

2420 CLS 

2430 PRINT "ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS" 

2440 PRINT 11 

-------------------------------------------------

2450 FOR I = 1 TO NKl 

2460 PRINT "E("; I; ") = "  ; E(I) 

2470 NEXT I 

2480 PRINT li ================================-------==------

2490 LET M = NKl 

2500 GOSUB 1600 

2510 LET SQP = 0 

2520 DIM Q(NKl) 

2530 FOR I = 1 TO NKl 

2540 FOR J = 1 TO NKl 

2550 LET Q(I) = Q(I) + E(J) * S(J, I)

2560 NEXT J 

2570 LET SQP = SQP + Q(I) * E(I)

81. 

li 

" 



2580 NEXT I 

2590 PRINT 11S.Q.P = 
11

; SQP 

2600 PRINT "SQR = 
11 QQ - SQP 

2610 STOP 

2620 PRINT "DESEJA TESTAR HIPOTESES: 

CE = O ? 11 

2640 INPUT C$ 

2650 IF C$ = 11N11 THEN GOTO 3150 

2660 PRINT "MATRIZ C" 

2670 PRINT " 

2680 PRINT "NUM DE LINHAS = 

11 ; 

2690 INPUT MC 

2700 PRINT MC 

2710 PRINT "NUM DE COL = " ; NKl 

2720 PRINT li 

DIM C(MC, NKl) 

FOR I = 1 TO MC 

2730 

2740 

2750 

2760 

2770 

2780 

2790 

FOR J = 1 TO NKl 

PRINT 

INPUT 

PRINT 

NEXT J 

2800 PRINT 

2810 NEXT I 

"e(";

C (I, 

C (I, 

2820 DIM H(MC) 

I· li 

J) 

J) 

2830 FOR I = 1 TO MC 

2840 FOR J = 1 TO NKl 

li 
J• 

li) 
, , 

= li 

2850 LET H(I) = H(I) + C(I, J) 
* E(J) 

2860 NEXT J 

2870 NEXT I 

2880 DIM Y(MC, NKl) 

2890 FOR I = 1 TO MC 
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2900 FOR J = 1 TO NKl 

2910 FOR K = 1 TO NKl 

2920 LET Y(I, J) = Y(I, J) + C(I, K) * G(K, J) 

2930 NEXT K 

2940 NEXT J 

2950 NEXT I 

2960 DIM S(MC, MC) 

2970 FOR I = 1 TO MC 

2980 FOR J = 1 TO MC 

2990 FOR K = 1 TO NKl 

3000 LET S(I, J) = S(I, J) + Y(I, K) * C(J, K) 

3010 NEXT K 

3020 NEXT J 

3030 NEXT I 

3040 LET M = MC 

3050 GOSUB 1600 

3060 LET SQH = 0 

3070 FOR I = 1 TO MC 

3080 FOR J = 1 TO MC 

3090 LET SQH = SQH + H(I) * S(I, J) * H(J) 

3100 NEXT J 

3110 NEXT I 

3120 CLS 

3130 PRINT AT 10,3; "SQH = "  SQH 

3140 GOTO 2620 

3150 CLS 

3160 PRINT AT 10,14; "FIM" 

83.



A P t N DICE- 3 

84. 

Sub-rotinas para simulação de dados multinomiais, i_!: 

versão de matrizes e anãlise de dados categorizados 

pelo método GSK, linguagem FORTRAN. 
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A P t N D I C E 4 

89. 

Tabelas com as probabilidades esperadas das case1as 

para diferentes estruturas de independência das elas 

sificações C, D e F. 



90. 

TABELA 1 - Independência mútua completa: 1Tijk = 7f. 1T . 1T •• kl. • •  • J •

F F F TOTAL 
l 2 3 

D 0,0333750 
l 

0,0413437 0,0505262 0,1312449 

e D 0,0393750 0,0413-437 0,0505262 0,1312449 
l 2 

D 0,0337500 
3 

0,0354375 0,0433125 0,1125000 

D 
l 

0,0315000 0,0330750 0,0404250 0,1050000 

e D 0,0315000 0,0330750 0,0404250 0,1050000 
2 2 

D 0,0270000 0,0283500 0,0346500 0,0900000 

D 
l 

0,0341250 0,0358312 0,0437927 0,1137489 

e D 0,0341250 0,0358312 0,0lf37926 o, 1137488 
3 2 

D 0,0292500 0,0307250 0,0375375 0,0975125 

TOTAL 0,3000000 0,3150123 0,3849877 1,0000000 

TABELA 2 - Independência parcial: 1Tijk = 1T .. 
1]. •• k 

F F F TOTAL 
l 2 3 

D 0,030000 
l 

0,031500 0,038500 0,100000 

e D 0,045000 0,047250 0,057750 0,150000 
l 2 

D 
3 

0,037500 0,039375 0,048125 0,125000 

D 0,015000 0,015750 0,019250 0,050000 
1 

e D 0,030000 0,031500 0,038500 0,100000 
2 

D 0,045000 0,047250 0,057750 0,150000 
3 

D 0,045000 0,047250 0,057750 0,150000 
1 

e D 0,019500 0,020475 0,025025 0,065000 
3 2 

D 0,033000 0,034650 0,042350 0,110000 
3 

TOTAL 0,300000 0,315000 0,385000 1,000000 



TABELA 3 - Independência parcial: TI ••
k 

= TI. 
k

TI .
1J 1. •J•

F F F 
l 2 3 

D 0,03500 0,05250 0,04375 
1 

e D 0,03500 0,05250 0,04375 
l 2 

D 
3 

O,OJOOO 0,04500 0,03750 

D 0,03500 0,03500 0,03500 
l 

e D 0,03500 0,03500 0,03500 
2 2 

D 0,03000 0,03000 0,03000 
3 

D 0,03500 0,02275 0,05600 
1 

e D 0,03500 0,02275 0,05600 
3 2 

D 
3 

0,03000 0,01950 0,04800 

TOTAL 0,30000 0,31500 0,38500 

TABELA 4 - Independência parcial: TI. '
k 

= TI .
k

TI. 
1J . J 1 •• 

F F F 
1 2 3 

D 
l 

0,037500 0,037500 0,056250 

e D 
2 

0,056250 0,037500 0,037500 

D 0,018750 0,043125 0,050625 
3 

D 0,030000 
l 

0,030000 0,045000 

e D 
2 2 

0,045000 0,030000 0,030000 

D 0,015000 0,034500 0,040500 

D 0,032500 0,032500 0,048750 

e D 
3 2 

0,048750 0,032500 0,032500 

D 
3 

0,016250 0,037375 0,043875 

TOTAL 0,30000 0,315000 0,385000 

91. 

TOTAL 

0,13125 

0,12125 

0,11250 

0,10500 

0,10500 

0,09000 

0,11375 

0,11375 

0,09750 

1,00000 

TOTAL 

0,131250 

0,131250 

0,112500 

0,105000 

0,105000 

0,090000 

0,113750 

0,113750 

0,097500 

1,000000 



TABELA 5 -

D 
1 

e D 
l 2 

D 
3 

D 
l 

e D 
2 2 

D 
3 

D 
1 

e D 
3 2 

D 
3 

TOTAL 

Independência condicional: ,rijk

F F 
l 2 

0,0333335 0,0476190 

0,0500000 0,0476190 

0,0166668 0,0547619 

0,0333335 0,0317460 

0,0500000 0,0317460 

0,0166667 0,0365079 

0,0333335 0,0206349 

0,0500000 0,0206349 

0,0166668 0,0237301 

0,3000008 0,3149997 

= TI. kn "k/,r k l.. • J •• 

F 
3 

0,0487012 

0,0324675 

0,0438311 

0,0389610 

0,0259740 

0,0350649 

0,0623376 

0,0415584 

0,0561038 

0,3849995 

TABELA 6 - Independência condicional: TI. "k = n .. n "k/,r .
l.J l.J. ·J •J•

F F F 
2 3 

D 
1 

o, 0428571 0,0428571 0,0642858 

e D o, 0428571 0,0285714 0,0285715 
l 2 

D 0,0208333 
3 

0,0479167 0,0562500 

D 0,0285-714 0,0285714 0,0428572 
l 

e D 
2 2 

0,0642850 0,0428571 0,0428571 

D 
3 

0,0083333 0,0191667 0,0225000 

D 
l 

0,0285714 o, 0285714 0,0428572 

e D o, 0428571 0,0285714 0,0285715 
3 2 

D 
3 

0,0208333 0,0479167 0,0562500 

TOTAL 0,2999998 0,3149999 0,3850003 

92. 

TOTAL 

0,1296537 

0,1300865 

o, 1152598 

0,1040405 

o, 1077200 

0,0882395 

o, 1163060 

o, 1121933 

0,0965007 

1,0000000 

TOTAL 

0,1499999 

0,0999999 

0,1250000 

0,0999999 

0,1499999 

0,0500000 

0,0999999 

0,0999999 

0,1250000 

1,0000000 



93. 

TABELA 7 - Independência condicional: TI. 'k l.J 
= TI  .. TI. k/TI. 

l.J. l.. 1. • •

F F F TOTAL 
1 2 3 

D 
l 

0,0400000 0,0600000 0,0500000 0,1500000 

e D 0,0266667 0,0400000 0,0333333 0,1000000 
1 2 

D 0,0333333 0,0500000 0,0416667 0,1250000 
3 

D 
l 

0,0333333 0,0333334 0,0333333 0,1000000 

e D 0,0500000 0,0500000 0,0500000 0,1500000 
2 2 

D 0,0166667 0,0166667 0,0166666 0,0500000 
3 

D 0,0307692 0,0200000 0,0492308 0,1000000 
1 

e D 0,0307692 0,.0200000 0,0492308 0,1000000 
3 2 

D 0,0384615 0,0250000 0,0615385 0,1250000 
3 

TOTAL 0,2999999 0,3150001 0,3850000 1,0000000 

TABELA 8 - Independência mútua completa: TI. 'k
= TT. TT • TT . .kl.J l. •• • J • 

F F F TOTAL 
l 2 3 

D 0,02520 
1 

0,05040 0,12600 0,12600 

e D 0,03105 0,06210 0,06210 0,15525 
1 2 

D 0,033750 
3 

0,06750 0,06750 0,16875 

D 0,02520 0,05040 0,05040 0,12600 

e D 
2 

0,03105 0,06210 0,06210 0,15525 

D 
3 

0,03375 0,06750 0,06750 0,16875 

D 0,00560 
1 

0,01120 0,01120 0,02800 

e D 0,00690 0,01380 o, 01380 0,03450 
3 2 

D 0,00750 0,01500 0,01500 0,03750 

TOTAL 0,20000 0,40000 0,40000 1,00000 



TABELA 9 - Independência parcial: 1T •• 
k 

= ,r  •• 1T 
k1J 1J • • • 

D 
1 

e D 
1 2 

D 
3 

D 
1 

e D 
2 2 

D 
3 

D 
1 

e D 
3 2 

D 
3 

TOTAL 

TABELA 10 -

D 
1 

e D 
1 2 

D 

D 

e D 
2 2 

D 
3 

D 
1 

e D 
2 

D 

TOTAL 

F 

0,016 

0,024 

0,050 

0,020 

0,050 

0,020 

0,010 

0,005 

0,005 

0,200 

Independência 

F 
l 

0,04200 

0,05175 

0,05625 

0,00840 

0,01035 

o, 01125 

0,00560 

0,00690 

0,00750 

0,20000 

F F 
2 3 

0,032 0,032 

0,048 0,048 

0,100 0,100 

0,060 0,060 

0,080 0,080 

0,040 0,040 

0,020 0,020 

0,010 0,010 

0,010 0,010 

0,400 0,400 

parcial: 1T .. 
k 

= 1T. 
k

1T • 
1J l. • • J • 

F F 
2 3 

0,04200 0,04200 

0,05175 0,05175 

0,05625 0,05625 

0,05600 0,06160 

0,06900 0,07590 

0,07500 0,08250 

0,01400 0,00840 

0,01725 0,01035 

0,01875 0,01125 

0,40000 0,40000 

94. 

TOTAL 

0,080 

0,120 

0,250 

0,140 

0,210 

0,100 

0,050 

0,025 

0,025 

1,000 

TOTAL 

0,12600 

0,15525 

0,16875 

0,12600 

0,15525 

0,16875 

0,02800 

0,03450 

0,03750 

1,00000 



TABELA H - independência parcial: 7L .k = 7T .kTI.
1.J •J 1. ••

F F 
2 

D 
1 

0,04500 0,03600 

e D 0,02250 0,05400 
1 2 

D 0,02250 0,09000 
3 

D 0,04500 0,03600 
1 

e D 0,02250 0,05400 
2 2 

D 
3 

0,02250 0,09000 

D 0,01000 0,00800 
l 

e D 0,00500 0,01200 
3 2 

D 
3 

0,00500 0,02000 

TOTAL 0,20000 0,40000 

TABELA 12 - Independência condicional: 

F F 
1 2 

D 0,075000 0,030000 
1 

e D 
1 2 

0,037500 0,045000 

D 0,037500 0,075000 
3 

D 0,015000 0,040000 
1 

e D 0,007500 0,060000 
2 2 

D 
3 

0,007500 0,100000 

D 
1 

0,010000 0,010000 

e D 
3 2 

0,005000 0,015000 

D 0,005000 0,025000 

TOTAL 0,200000 0,400000 

F 
3 

0,04500 

0,07875 

0,05625 

0,04500 

0,07875 

0,05625 

0,01000 

0,1750 

0,01250 

0,40000 

TI .. k = TI. k7T .k/TI k1.J 1.. ·J •• 

F 
3 

0,037500 

0,065625 

0,046875 

0,055000 

0,096250 

0,068750 

0,007500 

0,013125 

0,009375 

0,400000 

95. 

TOTAL 

0,12600 

0,15525 

0,16875 

0,12600 

0,15525 

0,16875 

0,02800 

0,03450 

0,03750 

1,00000 

TOTAL 

0,142500 

0,148125 

0,159375 

0,110000 

0,163750 

0,176250 

0,027500 

0,033125 

0,039375 

1,000000 



TABELA 13 - Independência condicional: TI • •  k = TI • •  TI .k/TI 
l.J l.J. •J •J•

F F F 
2 3 

D 0,0285714 0,0228572 0,0285714 
1 

e D 0,0173913 0,0417392 0,0608696 
1 2 

D 0,0333333 0,1333333 0,0833333 
3 

D 0,0535714 0,0428575 0,0535714 
J 

e D 0,0289855 0,0695650 0,1014493 
2 2 

D 
3 

0,0133333 0,0533333 0,0333333 

D 0,0178571 
l 

0,0142857 0,0178571 

e D 0,0036232 0,0086957 0,0126813 
3 2 

D 0,0033333 0,0133333 0,0083333 
3 

TOTAL 0,1999998 0,4000002 0,4000000 

TABELA 14 - Independência condicional: TI. "k = TI • •  TI. k/TI. 
l.J lJ • l. l ••

F F F 
1 2 3 

D 0,026667 0,026667 0,026667 

e D 0,040000 0,040000 0,040000 
1 2 

D 
3 

0,083333 0,083333 0,083333 

D 0,010000 0,066667 0,073333 
1 

e D 0,013333 0,088889 0,097778 
2 2 

D 
3 

0,006667 0,044444 0,048889 

D 0,010000 0,025000 0,015000 

e. D 0,005000 0,012500 0,007500 
3 2 

D 0,005000 0,012500 0,007500 
3 

TOTAL 0,200000 0,400000 0,400000 

96. 

TOTAL 

0,0800000 

0,1200001 

0,2499999 

0,1500003 

0,1999998 

0,0999999 

0,0499999 

0,0250002 

0,0249999 

1,0000000 

TOTAL 

0,080001 

0,120000 

0,249999 

0,150000 

0,200000 

0,100000 

0,050000 

0,025000 

0,025000 

1,000000 


