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Resumo

Esta tese promove uma integracao entre Financas e Teoria de Informacao para
criacao de um ambiente alternativo para a determinagao do preco racional da
opgao européia simples ordindria sobre acdo e ativo de renda fixa (bond). Uma
das caracteristicas deste novo ambiente de determinacao de preco racional é
poder continuar utilizando o cdlculo newtoniano em vez do estocdstico. Cria uma
notacao matemadtica precisa e completa para a Teoria da Informagao e a integra
com a teoria de Financas em condicoes de incerteza. Integra as abordagens
entrépicas de determinacao do preco racional da opcao européia simples ordindria

de Gulko (1998 e 1998a) e de Yang (1997).

Define precisamente o mundo com prego da incerteza neutralizado (risk-neutral
world), o mundo martingale, o mundo informacionalmente eficiente e o mundo
entrépico e suas implicacoes para a Ciéncia do Investimento e, mais
especificamente, para a determinacao do prego racional de ativos bdsicos e

derivativos.

Demonstra detalhadamente a férmula do preco racional da opcao européia
simples ordindria de Black-Scholes-Merton, melhorando a notacao matemética,
simplificando (eliminando a abordagem martingale) e complementando a

demonstragao feita por Baxter & Rennie (1998).

Interrompe uma sucessao de trabalhos que estabelecem uma forma equivocada de
calcular o preco da opcao européia simples ordindria. Esse erro teve sua origem,
muito provavelmente, numa edicao de Brealey & Myers, que equivocadamente
utilizou um resultado de Cox & Rubinstein (1985); esse resultado facilitava o
célculo do prego racional da opg¢ao européia simples ordindria por meio de uma
tabela que evita o uso direto da férmula de Black-Scholes-Merton. Brealey &
Myers (desde a quarta edi¢ao de 1991), Luehrman (nos seus dois artigos da HBR
de 1998 e um caso de 1995 pela HBS) e Edleson (caso publicado em 1994 pela
HBS) ensinam que o valor percentual encontrado nessa tabela deve ser
multiplicado pelo prego do valor mobilidrio, quando deveria ser multiplicado pelo

valor presente do prego de exercicio.
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Os resultados mais importantes desta tese para Financas sao: (i) desenvolvimento
de um método alternativo, robusto e parcimonioso, baseado no principio da
méxima entropia da Teoria da Informacgao e do Sistema de Distribuigoes de
Pearson para obtencao de uma tnica medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza (risk-neutral probability), (ii) obtencao de férmula pratica para
a determinacao do preco racional da opcao européia simples ordindria para acao,
(iii) validagdo da férmula de Black-Scholes-Merton para agdo, (iv) obtengao de
uma férmula adequada para a determinacao do preco racional da opcao européia
simples ordindria sobre um titulo de renda fixa (bond), (v) estimagdo da
volatilidade implicita entrépica do prego do valor mobilidrio e (vi) definigao e

estimagao do valor em risco (value at risk) entrépico.

H& ainda dois resultados importantes para a Teoria da Informagao e Economia:
(i) distingdo mais precisa entre incerteza e risco e (ii) desenvolvimento da medida
de ganho informacional da previsdo aprimorando o resultado de Theil (1967) e

Benish (1999) pela utilizagao do conceito de divergéncia de Kullback-Leibler.

Xiv



Abstract

This thesis integrates Finance and Information Theory in order to create an
alternative environment to the calculation of the rational price of the simple
ordinary European option over stocks and bonds. One of the features of this new
environment is to allow us to continue using the Newtonian calculus instead of
the stochastic one. It creates a precise and complete mathematical notation for
the Information Theory and integrates it with the Finance Theory under
uncertainty conditions. It integrates Gulko’s (1998 and 1998a) and Yang’s (1997)
entropic approaches to the calculation of the rational price of the simple ordinary

European option.

It precisely defines the uncertainty-price-neutral world (risk-neutral world), the
martingale world, the informationally efficient world and the entropic world and
their implications to the Investment Science and, more specifically, to the

calculation of the rational price of ordinary assets and derivatives.

It demonstrates with details the Black-Scholes-Merton formula of the rational
price of the simple ordinary European option, improves the mathematical
notation, simplifies it (by eliminating the martingale approach) and completes

the demonstration done by Baxter & Rennie (1998).

It breaks a succession of works that established a mistaken way to calculate the
price of the simple ordinary European option. This mistake had its origin, much
probably, in an edition of Brealey & Myers, who erroneously used a result from
Cox & Rubinstein (1985). This result facilitates the calculation of the rational
price of the simple ordinary European option by using a table that avoids the
direct usage of the Black-Scholes-Merton formula. Brealey & Myers (since the
1991 fourth edition), Luehrman (in his two 1998 articles in HBR and in a 1995
case in HBS) and Edleson (1994 case published in HBS) teach that the
percentage value found in this table must be multiplied by the price of the asset,
when in reality it should have been multiplied by the present value of the strike

price.
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The most important results of this thesis for Finance are: (i) development of a
robust and economic alternative method, based on the maximum-entropy
principle of the Information Theory and on Pearson’s Distribution System, to the
calculation of a unique uncertainty-price-neutral probability measure (risk-neutral
probability), (ii) achievement of a practical formula to the calculation of the
rational price of the simple ordinary European option on stocks, (iii) validation of
the Black-Scholes-Merton formula on stocks, (iv) achievement of an adequate
formula to the calculation of the rational price of the simple ordinary European
option on bonds, (v) estimation of the implied entropic volatility of the price of

an asset and (vi) definition and estimation of the entropic value-at-risk.

There are still two important results to the Information Theory and to
Economics: (i) a more precise distinction between uncertainty and risk and (ii)
development of the forecast informational gain, an enhancement of the result of

Theil (1967) and Benish (1999) by using the Kullback-Leibler divergence concept.
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1 Introducao

"In the usual MBA curriculum, students are presented with a number of alternative and apparently
competing methods for valuing risk projects. In their decision analysis course, students learn about
decision trees and utility theory and are taught to think of values in terms of expected utility and
certainty equivalents. In their finance course, they learn about the dicounted cash flow model and
are taught to think of values in terms of net present values computed using a discount rate
refleting the risk of the project. In an advanced finance course, they might learn about option
pricing methods and be taught to think of projects as being analogous to put and call options on a
stock. The result of all this training is a graduate who may understand each method but fail to
appreciate the relationships between them and their relative strengths and weaknesses. A similar
gap between the decision theory and finance disciplines exists in the academic literature and

professional practice.”

Smith & Nau (1995, p. 795)

Esta tese apresenta uma abordagem alternativa para a determinacao do preco
lnico e livre de arbitragem ou racional da opc¢ao européia simples ordindria sobre
acao e bond em condicoes mais gerais que as tradicionalmente utilizadas no

modelo de Black-Scholes-Merton.

O modelo de Black-Scholes-Merton basicamente é utilizado para determinar o

preco racional da opcao européia simples ordindria sobre acao.

Este método alternativo consiste na aplicacdo do principio de mdaxima entropia
associado ao sistema de distribui¢oes de Pearson para a estimacao da medida de
probabilidade neutralizadora do prego da incerteza. Esta medida de probabilidade
¢é utilizada na determinagao do preco racional da opgao européia simples ordindria

sobre valores mobilidrios e bonds.

Esta nova abordagem é, basicamente, uma fusao das abordagens apresentadas em
Yang (1997), Gulko (1998 e 1998a), Cover & Thomas (1991), Reza (1996) e
Golan et al. (1996).



1.1 Justificativa do tema e motivacao

1.1.1 A importdncia e o preco da incerteza na Economia

Conforme Sassatani (1999), um dos aspectos fundamentais no estudo de Finangas
e que revolucionou a maneira como esta ciéncia é estudada e compreendida no
mundo moderno é a incerteza que estd relacionada com o risco. Conforme explica
Stone (1970, p. 1), “o papel da incerteza na tomada de decisbes tem sido a
preocupacao predominante na teoria de Finangas contemporadnea”. Nao seria
nenhum exagero dizer que a teoria de Finangas moderna nasceu em virtude da
preocupacao dos académicos de buscar uma estrutura conceitual e légica que
auxiliasse a tomada de decisoes em condicao de incerteza e de risco. Neste
sentido, a teoria de portfélio de Markowitz e os trabalhos de Modigliani e Miller
na década de 50, o CAPM de Sharpe, Treynor, Lintner e Fama na década 60, o
APT de Ross e o modelo de determinacao do prego racional de opgoes de Black,
Scholes e Merton na década de 70 e as metodologias de avaliacao de risco como
valor em risco sao consideradas contribuicoes importantes e expressivas para o

mundo das Financas.

Conforme Sassatani (1999), a incerteza poderia ser imaginada como um elemento
que influencia a atitude dos agentes econdomicos. Dessa forma, ela expressaria
comportamentos como aversao, neutralidade ou atracao pela incerteza e, quando
se trata de analisar o comportamento dos agentes econdmicos com aversao a
incerteza na formacao de pregos dos ativos, surge a nocao do preco da incerteza.
Nas publicagoes da drea de Economia, Finangas e Teoria Estatistica da Decisao, o

preco da incerteza é conhecido por prémio do risco.

Luenberger (1998), apud Sassatani (1999), afirma que uma fungao de utilidade
concava representa um individuo com aversao a incerteza. O equivalente
monetério deterministico (emd) ou equivalente certo é o pre¢co minimo pelo qual
um decisor estaria disposto a vender uma situacao com incerteza por ele possuida.
Para uma pessoa com aversao a incerteza, o emd é menor que o valor monetédrio
esperado. A diferenca entre o emd e o valor esperado de uma varidvel aleatéria

associada a uma situacao com incerteza é chamada prego da incerteza. O preco



da incerteza, para uma pessoa a ela avessa, assume um valor real estritamente
positivo. Ele seria entao o valor maximo a que um individuo com aversao a
incerteza estaria disposto a renunciar a partir do valor monetdrio esperado para

se desfazer da loteria possuida.

Conforme Luenberger (1998, p. 222 e 429), incerteza ¢ oportunidade.
Oportunidade tem valor positivo para o investidor. Como serd visto mais adiante,
mesmo no mundo com o preco da incerteza neutralizado hé incerteza e, portanto,
volatilidade ou entropia. A andlise de investimento multiperiodo evidencia este

fato. Logo, o investidor racional deve apreciar a incerteza!

1.1.2 O conceito geral de opgao

"The real options approach is a way of thinking."

Amra & Kulatilaka (1999, p. 5)

Bernstein (1997) dedica o capitulo 18 & histéria da opgao financeira (derivativo).
Segundo ele (p. 315) "os derivativos nao sao transagoes envolvendo agdes ou taxas
de juros, vidas humanas, casas vulnerdveis a incéndios ou hipotecas imobilidrias.

O produto das transacoes com derivativos é a propria incerteza”.

O conceito de opcao ¢ relativamente conhecido e aplicado em Financas. O
desenvolvimento dos mercados financeiros, a sofisticacao dos produtos, a difusao
dos negécios em bolsas de valores e o interesse académico na questao da avaliacao
tornaram as opcoes o centro do grande debate. Contudo, é no campo das ciéncias
da decisao que o conceito assume seu aspecto mais genérico e, ao constituir um
significado mais abrangente, consegue incluir as defini¢oes utilizadas em Financas

e Economia.

Além disso, conforme Nichols (1994, p. 91), para Judy Lewent, CFO da Merck &

Co., todos os tipos de decisoes de negécios sao opgoes.

O termo opgao estd diretamente ligado & nogao de alternativa, embora este nao

seja seu significado mais preciso.

Howard (1996), apud Malinak (1996, p. 11) define op¢ao como “uma alternativa

que permite uma decisao futura provocada pela revelacao de informacao”.



Note-se que a opcao somente faz sentido em virtude da incerteza ou da falta de
informagao dos individuos. Se os fendémenos analisados pelas ciéncias da decisao
ou Financas fossem deterministicos e seus agentes, racionais, as preferéncias dos
individuos convergiriam para a alternativa que trouxesse maior satisfacao, lucro

ou prazer. Nessa condicao, qualquer discussao sobre opcao seria redundante.

A drvore de decisao que auxilia no entendimento dessas relacoes é a seguinte:

opcéao

Decisdo Deciséo Retorno

Pode-se observar que esta estrutura deciséria difere da que representa o problema

de selecao 6tima de carteira:

Deciséo Retorno

Torna-se, portanto, natural pensar em utilizar o conceito de valor da informacao
perfeita (valor de clarividéncia) e da imperfeita e o custo de implementagao da
decisao para que seja estabelecido o valor maximo da decisao de ter o direito de

decidir depois da resolucdo da incerteza (Howard (1996)).

Howard (1988), apud Malinak (1996, p. 2), define andlise da decisdo como “um
procedimento sistemdtico para transformar problemas decisérios opacos em
problemas decisérios transparentes por meio de uma seqiiéncia de passos
transparentes. Andlise da decisao é uma disciplina normativa criada para ajudar
as pessoas a tomarem melhores decisoes”. Para Howard (1996), apud Malinak
(1996), os elementos bésicos da decisdo sdo: alternativas, informacdo e

preferéncia.

Assim, a prépria decisao de fazer a andlise da decisao é uma opgao. O problema é

de natureza recorrente (recursiva).



Temos ainda que toda opgao é uma alternativa, mas nem toda alternativa é uma

0pcao.

Alternativa

Opcao

Outra idéia importante relacionada & opgao é o livre arbitrio.

Em Financas, a opcao pode ser definida como um direito. Conforme explica Hull
(1997, p. 5), a opgao é algo que confere ao seu titular o direito de fazer algo e as
pessoas exercerao esse direito se as circunstincias forem vantajosas. Howard
(1996, p.81) ainda ressalta que a opgao estd associada ao exercicio da vontade

humana em uma decisao futura.

O aspecto mais interessante sobre a opcao é que constitui um elemento que
agrega valor a decisao dos individuos. Em uma decisao caracterizada pela
incerteza, qualquer informagao que possa conduzir o sujeito a tomar uma decisao

(agao) diferente possui valor [Clemen (1996, p. 438)].

Sobre esse aspecto, Howard (1996, p. 82) expde o conceito de clarividéncia ou
capacidade de antecipar todas as incertezas enfrentadas por um decisor. A
existéncia de informacoes pode diminuir as incertezas, alterar o curso de uma
acao e trazer mais satisfacao ao individuo. Portanto, é interessante saber
identificar situacoes em que estao presentes as opgoes. Contudo, a experiéncia de
Howard (1996, p. 82) indica que as capacidades de reconhecer e de criar opgoes
nos problemas de decisao sao freqiientemente negligenciadas nas etapas de

identificagao (framing) e estruturacao.

De acordo com Howard (1996, p. 83), a discussdo sobre opgdes, na andlise da
decisao, se aplica a individuos que seguem algumas regras baseadas na idéia de
von Neumann-Morgenstern. Bierman Jr. et al. (1991), Pratt et al. (1996) e Raiffa

(1977) expoem detalhadamente essas regras.



Segundo Howard (1996, p. 84), o valor de uma opgao depende da atitude, em

relagao a incerteza, de seu titular ou lancador.

A propensao das pessoas a incerteza pode ser observada pela curvatura da funcao
de utilidade. Para individuos com aversao a incerteza (prego da incerteza

positivo) pode-se atribuir uma fungao de utilidade exponencial ou logaritmica.

A partir da funcao de utilidade de cada individuo pode-se obter o equivalente
monetario deterministico (emd) de uma dada alternativa de decisdo que envolva

incerteza.

A suposigao de o decisor ser neutro a incerteza (decisor que considera apenas a
expectativa de retorno, portanto, para ele o prego da incerteza é nulo) ou ter uma
funcao utilidade exponencial (decisor avesso a incerteza - que considera um prego
da incerteza positivo - e que nao considera o valor de sua riqueza inicial)
simplifica bastante os cédlculos do equivalente monetdrio deterministico (emd),

pois funciona a propriedade chamada delta:
emd(X + 6) = emd(X)+ 6.

Isto é, o equivalente monetario deterministico de uma loteria X (situacdo com
incerteza) mais uma constante delta é igual ao equivalente monetdrio
deterministico da loteria mais o valor da constante delta. Em geral, a
preocupacao estd em determinar um delta igual ao preco da opgao. Além disso,
decisores do tipo delta gozam da propriedade do preco de compra da loteria ser
igual ao preco de venda da mesma loteria. Portanto, para eles o preco, num
sentido pessoal, é tnico. Para os decisores com funcao utilidade exponencial, o
preco da loteria varia em funcao do coeficiente de tolerdncia ao risco p, que,
mantida a situacao deciséria, é constante para cada decisor, mas pode variar de
decisor para decisor. Apenas os decisores neutros ao risco (funcao de utilidade
linear) ou avessos ao risco com fungao de utilidade exponencial sdo do tipo delta.

Para um decisor indiferente a incerteza o emd(X) é o valor esperado da loteria.

Por exemplo, para o decisor exponencial o emd(X) é:

X ~ normal(u;a2) =emdX)=p——



N

Se, por exemplo, o decisor for avesso & incerteza com funcao utilidade
logaritmica, ele nao serd do tipo delta. Além disso, a utilidade depende da riqueza
inicial do decisor (), o preco de compra da loteria é menor que o prego de venda
da mesma loteria e o coeficiente de aversao a incerteza varia em funcao dos
valores da loteria e da riqueza inicial, isto é, ndo é constante [Bekman & Costa
Neto (1993, p. 79-80)]. Quando o valor da riqueza inicial ¢ muito maior que os
valores em jogo na loteria, a funcao utilidade do decisor é aproximadamente

exponencial.

O langamento de uma opg¢ao pode implicar o pagamento de um valor denominado
prémio ou preco da opcao. Trata-se do custo de aquisicao dessa opgao, que
confere ao seu titular um determinado direito. O preco dessa opcao pode ser
avaliado como o preco que torna o decisor indiferente entre sua aquisi¢ao ou nao.
Em geral, o prémio costuma crescer de acordo com a incerteza e com o nimero de
alternativas. Além disso, conforme Howard (1996, p. 84), a escolha de uma
alternativa oferecida pela opcao pode exigir o pagamento de um valor adicional

denominado prego de exercicio.

Embora os livros costumem associar as opc¢oes a uma modalidade de operacao
financeira ou a uma questao na analise da decisao, as pessoas costumam comprar

ou vender opcoes em diversas situacoes do cotidiano.

Quadro 1: Exemplos de opgoes

Exemplo Prémio Preco de exercicio
Compra de um bilhete de loteria preco do bilhete imposto
Seguro de carro contra acidentes prémio do seguro franquia
Plano de satide preco ou mensalidade tabela da AMB

Siqueira & Sassatani (1999) mostram como formalizar matematicamente o

conceito de opgao, utilizando a Teoria Estatistica Bayesiana da Decisao.

Kimura et al. (1999) mostram que ha quatro produtos tradicionais no mercado
financeiro - empréstimo com garantia, seguros, debéntures e cheque especial -

que, em alguns aspectos, podem ser analisados como contratos de opgoes.



Herath (1998) mostra que projetos de investimento com incerteza podem também

ser analisados como opcoes, utilizando a Teoria Estatistica Bayesiana da Decisao.

1.1.8 Mundo com o prego da incerteza neutralizado e a medida de

probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

No entanto, seria 1til neutralizar o preco da incerteza para que fosse necessdria a
consideragao de fungoes de utilidade do decisor na determinacao do preco da
opcao. Isto é possivel pela introducao de um ente matemético chamado medida
de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza (risk-neutral probability),
que permite a criacao de um mundo virtual chamado mundo com o preco da

incerteza neutralizado (risk-neutral world).

Essa medida de probabilidade elimina a necessidade de considerar o preco da
incerteza de cada valor mobilidrio. Dessa forma, todos os decisores podem tratar
os ativos com preco da incerteza como se fossem ativos livres de preco da
incerteza. Logo, a taxa de desconto desse mundo livre de preco da incerteza passa
a ser a taxa de juros certa. Outras vantagens desse mundo virtual sdo (i) a
auséncia de arbitragem, isto é, nao existe a possibilidade de ganho certo sem
investimento, (ii) a linearidade dos pregos, isto é, o preco de uma combinagao
linear de ativos é igual & combinagao linear dos pregos de cada ativo e (iii)
unicidade dos precos, isto é, o preco de um ativo é tinico. Além disso, como nao
ha preco da incerteza nesse mundo sintético, a esperanga matemadtica é o

operador linear adequado para a determinagao de prego racional.

A medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza é um elemento
fundamental para a determinacao do prego da opcao financeira e é uma entidade
nao observavel que nao depende da distribuicao do prego do valor mobilidrio

subjacente.

Conforme Hull (1998, p. 260) a determinac¢ao do preco de derivativos pode ser
feita nesse mundo virtual, pois "qualquer valor mobilidrio sobre outros valores
mobilidrios negociados pode ser avaliado sob a hipétese de que os decisores sao
indiferentes & incerteza" Ele observa ainda que a determinacao de preco racional

no mundo com preco da incerteza neutralizado nao exige que os investidores
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sejam neutros & incerteza. O que ele estabelece é que os derivativos, tais como
opgoes, podem ter seus pregos racionais determinados sob a hipétese de que os
investidores sao neutros & incerteza. Isso significa que as preferéncias dos
investidores nao tém efeito sobre o valor da opcao quando ela é expressa como
uma funcao do preco de um valor mobilidrio subjacente, como a acao. A
determinacao de preco racional no mundo com preco da incerteza neutralizado é
um poderoso instrumento porque, nesse mundo sintético, funcionam dois
resultados particularmente simples: (i) a taxa de retorno esperada de todos os
valores mobilidrios é a taxa de juros certa do valor mobilidrio com fluxo de caixa
certo (ii) a taxa certa é a taxa de desconto apropriada para ser aplicada a
qualquer fluxo de caixa futuro. Opcgoes e derivativos que produzem um retorno
num tempo especifico podem ter preco determinado nesse mundo remido do preco
da incerteza. Este procedimento segue as etapas para a opc¢ao européia: (i)
assumir que a taxa de retorno esperada do valor mobilidrio subjacente é a taxa
certa, (ii) calcular o retorno esperado da opgao na sua data de exercicio e (iii)
calcular o valor presente usando a taxa certa do valor esperado do retorno da

opc¢ao na data de exercicio.

Conforme Yang (1997, p. 7), a estimacdo e especificacio da medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza tornou-se um tema central em
Financas. Ainda, de acordo com essa autora, o principio de nao-arbitragem
fornece uma condicao suficiente para a existéncia de uma medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza necessdrio para a formacgao de
preco livre de arbitragem. Entretanto, esse principio nao fornece um meio de

determinar essa medida de probabilidade.

Ross (1976), apud Yang (1997, p. 5), considerou o conceito de arbitragem como o

conceito unificador em Financas.

1.1.4 Teoria da Informacao: uma abordagem alternativa para quantificar a

incerteza e determinar preco

A tese expressa o problema da determinacao do prego racional de opcao européia

simples ordindria por meio da Teoria da Informagao de Shannon.



A Teoria da Informacgao de Shannon é também conhecida como Teoria da
Informacao. Ela quantifica o conceito de surpresa ou incerteza de uma maneira

que altera o método de determinacao do prego racional da opgao.

A Teoria da Informacao permite abordar os problemas de selecao de carteira log-
6tima [Cover & Thomas (1991), Kelly Jr. (1956) e Vince (1999)] e a
determinacao de prego racional de opgao [Gulko (1998 e 1998a) e Yang (1997)].

A Teoria da Informacao, além disso, fornece uma maneira unificada de tratar
problemas em condigao de incerteza. Os conceitos de entropia, informacao mitua,
entropia diferencial, divergéncia, principio da ma&xima entropia, principio da

minima divergéncia e taxa de entropia fazem parte desta nova linguagem.

A Teoria da Informacao, conforme E. L. Inigo em A filosofia, hoje, apud Megale
(1992, p. 72), descende do Pensamento Técnico e da Cibernética. A Cibernética,
por sua vez, descende do Positivismo, Pragmantismo e Epistemologia.

Finalmente, o Positivismo descende do Empirismo.

1.2 Formulacao da questao de pesquisa

Como uma unica medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza,
necessdria para a determinagao do preco racional da opcao européia ordindria
sobre valores mobilidrios, pode ser extraida por meio do principio da méxima
entropia apenas sob as hipéteses de mercado perfeito e de mercado em equilibrio

competitivo?

1.3 Objetivo da tese

O objetivo da tese é desenvolver um método alternativo, robusto e parcimonioso
para a determinacao do prego racional da opc¢ao européia simples ordindria sobre
agao e taxa de juros (bond) por meio da abordagem entrépica que aprimora a
tecnologia de estimagao da medida de probabilidade neutralizadora do prego da

incerteza.
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1.4 Metodologia

"Statistical thinking is defined as a philosophy of learning and action, based on three fundamental
principles: All works occurs in a system of interconnected processes, variation exists in all
processes, and understanding and reducing variation are keys to success (Quality Press 1996). We
must have a keen and deep understanding of the role of variation in all technical and managerial
processes that drive the organization. Understanding variation and its effects is the core

competency of statisticians."

Snee (1998, p. 208)

Conforme Efron & Tibshirani (1993, p. 392), o estatistico trabalha no campo do

conhecimento no qual interagem a ciéncia, a matematica e a filosofia.
Metodologicamente a tese apdia-se em alguns principios, métodos e abordagens.

Do ponto de vista filoséfico, deseja-se obter um modelo parcimonioso em termos
de hipéteses para a determinagao do preco de opcao européia. Dessa forma, serd

seguido o principio da parcimoénia:

»  Principio da parcimoénia (navalha de Occam): conforme William of Occam
(1285-1349), apud Cover & Thomas (1991, p. 4), “as causas nao devem ser
aumentadas em nimero além do necessario”, isto é, a mais simples explicacao
é a melhor. Ao relacionar Finangas com entropia, Samperi (1998, p. 4) utiliza
a navalha de Occam. Merton (1973, p. 161) também sugere o uso deste
principio para a determinagao do preco racional da opc¢ao. Segundo Poincaré
(1984, p. 158), para um espirito acostumado a admirar os modelos da fisica,
dificilmente uma teoria é satisfatéria e ele nao somente nao tolerard a menor
aparéncia de contradicao, como exigird que as diferentes partes da teoria
estejam logicamente interligadas e que o nimero de hipéteses distintas seja o

menor possivel.

Como a tese é quantitativa e ligada a um problema econdémico, segue uma

abordagem econométrica:
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*  Abordagem econométrica’: conforme Frish® (1933), apud Greene (1997, p. 1),

na primeira edicao da FEconometrica a Sociedade Econométrica estabeleceu

' Contra a matematizacio das Ciéncias Sociais temos as palavras de Plauto
Faraco de Azevedo (1975, p. xii-xiii) na Introduc¢ao do livro - que ele préprio
traduziu - intitulado O caso dos exploradores de cavernas de Lon L. Fuller
publicado em 1993 em Porto Alegre pela Fabris: "Perelmam combate a opiniao de
tantos fil6sofos que consideram - e continuam considerando - que toda forma de
raciocicio que nao se assemelhe ao matemadtico nao pertence a légica. Contra esta
opiniao injustificada e caduca sustenta Perelman que hd mesmo formas de
ractocicio mais elevadas, que nao constituem propriamente cdlculos nem
tampouco podem ser formuladas como 'demonstracoes', pertencendo, em
contrapartida, a argumentacao". E é este "precisamente o tipo de raciocicio
empregado pelo jurista... A tradicdo cartesiana, que busca acima de tudo a
evidéncia, desdenha qualquer proposicao que nao possua o cardter de 6bvio, do
indiscutivel, do exato, do preciso. Todavia, esta concepcao logicista ou
matematizante do pensamento é demasiada estreita, pois nao abrange grande
quantidade de raciocinios, que nao tém e nem podem ter forma demonstrativa...
Mas sucede que a prépria indole da deliberacao e da argumentagao se opoem a
evidéncia e a necessidade absoluta; porque nao se delibera nos casos em que
solucao tém cardter de necessidade, como nao se argumenta contra a evidéncia. A
argumentacao tem seu sentido no verossivil, no plausivel e no provavel,
escapando estes & certeza de um cdlculo exato de que resulte uma 1nica solucao
justuficdvel em termos absolutos... J4 os cultores das Ciéncias Naturais apenas
reconhecem a evidéncia da intuicao sensivel, da experiéncia e da indugao... Tanto
a concepcao cartesiana quanto a dos cientistas empiricos mutilam o campo da
razao, posto que lhe negam a capacidade para tratar dos dominios em que nem a
deducao légica nem a observacao dos fatos podem fornecer-nos a solucao dos
problemas. A aceitar-se esta cinscunscricao da razao em tais dominios, nao nos

restaria outro recurso exceto o de neles entregar-nos as forgas irracionais, a nossos

instintos ou a violéncia". Perelman, Chaim - De la justicia (De la justice) Trad.
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que seu objeto principal serd promover estudos que contribuam para a
unificacao das abordagens tedrico-quantitativa e empirico-quantitativa de
problemas econdémicos que estejam permeados por um raciocinio construtivo e
rigoroso, semelhante aquele que predomina nas ciéncias naturais. Mas h&
varias facetas da abordagem quantitativa em Economia, e nenhuma delas
isoladamente deve ser confundida com econometria. Entao, a econometria nao
¢ o mesmo que a Estatistica Economica. Nem é idéntica a Teoria Geral
Econémica, embora uma parte considerdvel desta teoria possua um cardter
realmente quantitativo. Tampouco deve a Econometria ser tomada como
sinbnimo de aplicacao de Matemdtica em Economia. A experiéncia tem
mostrado que cada um destes trés pontos de vista — Estatistica, Teoria
Economica e Matemédtica — é uma condicao necessaria, mas nao suficiente
para o real entendimento das relacoes quantitativas na vida econdémica
moderna. E na unificacio dessas trés abordagens que reside o seu poder e é
essa unificagdo que constitui a Econometria. Conforme Ebrahimi et al. (1999,
p. 317), a principal atividade em Econometria é a estimagdo de fungdes de
distribuicao de probabilidade e de processos estocdsticos baseada em
informag@o incompleta (e.g. estimacgdo, teste de hipétese, selegdo de modelo,
andlise de portfélio etc.). O uso da teoria da probabilidade, conforme Theil
(1967, p. vi-vii), é atualmente marcante. Esse autor destaca trés estdgios da
Teoria da Probabilidade em Economia: (i) a Teoria da Probabilidade é bésica
para a Estatistica; a Estatistica é ttil para a Economia (anélise de regressao,
amostragem etc.); desse modo, a Teoria da Probabilidade afeta indiretamente
a Economia Aplicada por meio dos métodos estatisticos utilizados; (ii) mais
recentemente (até 1966), tem-se visto o desenvolvimento da teoria da tomada
da decisao em condi¢cao de incerteza. A maneira mais simples de tratar a

incerteza é utilizar os conceitos da teoria da probabilidade; essa é a maneira

De Ricardo Guerra. México: Universidade Nacional Auténoma de México, 1964,

p. ii-iii.

? Frish, R. 1933. "Editorial." Econometrica 1:1-4.
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como a teoria da probabilidade entra diretamente na teoria econdmica e (iii)
Theil (1967, p. vi) pensa que hd uma terceira e muito mais ampla drea na
qual a teoria da probabilidade pode ter um papel ttil. Como ele parte da
definicao de Economia como sendo a disciplina que estd preocupada com a
alocacao de recursos escassos para finalidades alternativas, considera que a
Teoria da Probabilidade, no sentido usual da palavra, pode ser considerada
como um problema de alocagao especial, isto é, dados n eventos, ha n
probabilidades parciais que necessitam ser alocadas a eles, baseando-se na
confianca de duas realizagoes. Segundo Theil (1967, p. vi), a Teoria da

Informacao é a abordagem adequada para atingir esse fim®.

Essa tese pretende também aprimorar a tecnologia de estimagao da medida de

probabilidade neutralizadora do preco da incerteza. Dessa forma, adota um

método de pesquisa denominado método de desenvolvimento:

Método de pesquisa de desenvolvimento: esse método é definido por
Contandriopoulos et al. (1994, p. 41) como uma “estratégia de pesquisa que
visa, utilizando-se de maneira sistemdtica os conhecimentos existentes,
elaborar uma nova intervencao ou melhorar consideravelmente uma
intervencao existente ou, ainda, elaborar ou melhorar um instrumento, um

dispositivo ou um método de medicao”.

Conforme Lauand (1987, p. 78), "...académico significa filoséfico e filoséfico

significa essencialmente (entre outras coisas) teorético e, portanto, algo voltado

unicamente para a captacao da realidade e alheio a fins préticos...". Portanto, a

tese pretende ser académica, i.e., possuir uma abordagem académica, portanto,

tedrica:

* E interessante notar que Myron Scholes participou da elaboracio desse livro,

merecendo os seguintes agradecimentos: "[...] Myron Scholes, who programmed the

computations; Myron Scholes again, who read the manuscript and advised me on

its intelligibility;]...]".
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Abordagem tedrica: parafraseando Vince (1999, p. XII), esta tese é sobre
teoria musical. Nao é uma tese que ensina, passo a passo, como se toca um
instrumento. Da mesma forma, nao é uma tese sobre como vencer o mercado.
Mais precisamente, é uma tese sobre conceitos matemadticos, que da aquele
importante passo entre teoria e aplicagao. Ela nao ird conferir habilidade para
lidar com a dor emocional que a atuacao no mercado de capitais reserva, quer
se ganhe se perca. Conforme Sharpe & Alexander (1990, p. 195-6), a
determinacao do preco racional de um ativo necessita da construcao de um
modelo, isto é, da construcao de uma teoria. Isso exige simplificacao das
situagoes complexas por um processo de abstragao dos seus elementos
essenciais. Essa simplificacao é atingida por meio de hipdteses sobre o
ambiente. Essas hipdteses necessitam ser simples de modo que fornecam um
grau de abstragao que permita o sucesso na construgao do modelo. Por outro
lado, o teste de um modelo estd em sua capacidade de auxiliar no

entendimento e na predicao do processo que estd sendo modelado.

O exemplo candnico ou paradigmdtico permite a introducao integrada de

conceitos com o minimo de formalizagdo matemaética:

Exemplo canénico ou paradigmdtico: segundo Howard (1996), o exemplo

paradigmaético possui as seguintes caracteristicas:

% E um problema hipotético.

% E o problema decisério ndo trivial mais simples possivel.
+» Apresenta questoes desafiadoras.

¢ Possui a estrutura de problemas reais.

1.5 Contribuicoes originais e resultados principais da tese

Conforme Salomon (1972, p. 206-13), originalidade significa, pela prépria

etimologia da palavra, volta as fontes (origem, que quer dizer principio, arqué).

Nao se identifica, portanto, com novidade ou singularidade, mas retorno a

origem, a esséncia, a verdade, ainda que essa verdade se tenha perdido,

obscurecido ou olvidado. Hoje se verifica o esquecimento do sentido pristino,
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devido talvez as idéias de progresso e moda trazidas no bojo do desenvolvimento
cientifico e tecnolégico. Mas exigir originalidade como total novidade num
trabalho, para que ele seja tese ou monografia, € uma colocagao ingénua, para
nao dizer inatingivel: (i) porque a ciéncia é um processo cumulativo em que
verdades provisérias se assentam com maior freqiiéncia, e a revisao é uma
constante; (ii) porque o que estd em jogo, desde que pela primeira vez se
formulou a exigéncia de originalidade para teses e monografias, é a questao da
atualizagao de que se falou quando se tratou da relevincia contemporanea na
escolha de problema que mereca ser investigado cientificamente; (iii) porque,
desde tempos remotos, considerou-se original também o trabalho que apresenta
modo novo de abordar um assunto ji tratado ou que consegue estabelecer
relagoes novas, ou, finalmente, que se propoe uma nova interpretacao de questoes
controversas. Ademais, nem todas as ciéncias sao como as naturais, que, através

de experimentos, conseguem realmente descobertas e inventos.

De acordo com Castro' (1978, p. 55), apud Sassatani (1999), uma tese deve ser
original, importante e vidvel. Um tema é importante quando polariza ou afeta um
segmento substancial da sociedade. O fato de nao haver sido feito nao confere
necessariamente originalidade. Um tema original é aquele que tem o potencial de

nos surpreender.
Essa tese apresenta algumas caracteristicas inovadoras.

Ela promove uma integracao entre Financas e Teoria da Informacao, capaz de
criar uma tecnologia alternativa para a determinacao do preco racional da opcao
européia simples ordindria sobre acao e bond. Uma das caracteristicas desta nova
tecnologia de determinacao de preco racional é poder continuar utilizando o
célculo newtoniano em vez do estocdstico. Cria uma notagao matemadtica precisa
e completa para a Teoria da Informagao e a integra com a teoria de Finangas em
condicoes de incerteza. Integra as abordagens entrépicas da determinacao de
prego racional da opgao européia simples ordindria de Gulko (1998 e 1998a) e de

Yang (1997).

* Castro, C. de M. e. 1977. A prdtica da pesquisa. 1* ed. Sao Paulo: McGraw-Hill.
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Define precisamente o mundo com preco da incerteza neutralizado (risk-neutral
world), o mundo martingale, o mundo informacionalmente eficiente e o mundo
entrépico e suas implicagoes para a Ciéncia do Investimento e para a

determinacao de preco racional de ativos bdsicos e derivativos.

Demonstra detalhadamente a férmula do prego racional da opgao européia
simples ordindria de Black-Scholes-Merton, melhorando a notacao matemética,
simplificando (eliminando a abordagem de martingale) e complementando a

demonstragao feita por Baxter & Rennie (1998).

Interrompe uma sucessao de trabalhos que estabelecem uma forma equivocada de
calcular o preco de opgao européia simples ordindria. Esse erro teve sua origem,
muito provavelmente, numa edicao de Brealey & Myers, que equivocadamente
utilizou um resultado de Cox & Rubinstein (1985); esse resultado facilitava o
cdlculo do prego racional da opgao européia simples ordindria por meio de uma
tabela que evita o uso direto da férmula de Black-Scholes-Merton. Brealey &
Myers (desde a quarta edigao de 1991), Luehrman (nos seus dois artigos da HBR
de 1998 e um caso de 1995 pela HBS) e Edleson (caso publicado em 1994 pela
HBS) ensinam que o valor percentual encontrado nessa tabela deve ser
multiplicado pelo pre¢o do valor mobilidrio, quando deveria ser multiplicado pelo

valor presente do prego de exercicio.

Os resultados mais importantes desta tese para Financas sao: (i) desenvolvimento
de um método alternativo, robusto e parcimonioso, baseado no principio da
méxima entropia da Teoria da Informacao e do Sistema de Distribuigoes de
Pearson para obtencao de uma tnica medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza (risk-neutral probability), (ii) obtencao de férmula pratica para
a determinacao do preco racional da opcao européia simples ordindria para acgao,
(iii) validagdo da férmula de Black-Scholes-Merton para agdo, (iv) obtengao de
uma férmula adequada para a determinacao do preco racional da opcao européia
simples ordindria sobre um bond, (v) estimagdo da volatilidade implicita
entréopica do prego do valor mobilidrio e (iv) definigdo e estimagao do valor em

risco entrépico.
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H& ainda dois resultados importantes para a Teoria da Informagao e Economia:

(i) distingdo mais precisa entre incerteza e risco e (ii) desenvolvimento da medida

de ganho informacional da previsdo aprimorando o resultado de Theil (1967) e

Benish (1999) pela utilizagao do conceito de divergéncia de Kullback-Leibler.

1.6 FEscopo da tese

A tese analisa um problema das Ciéncias Humanas - Economia Aplicada - com a

metodologia e linguagem das Ciéncias Naturais - Fisica - e Exatas - Matematica,

Estatistica e Computacao.

A seguir sao sintetizadas as dreas de conhecimento da qual derivam a de

determinacao de preco racional de opgao:

>

Ciéncias Humanas: universo de conhecimento cujo objeto comum de

investigagao ¢ o préprio ser humano enquanto animal social [Megale (1992)];

Ciéncias Sociais: investigam a relagao social entre os homens, ou a agao social

[Megale (1992)];

Economia: disciplina que estd preocupada com a alocacao de recursos escassos

para finalidades alternativas [Theil (1967)];

Econometria: a principal é a estimacao de fungoes de distribuicao de
probabilidade e de processos estocdsticos baseada em informacgao incompleta
[Ebrahimi et al. (1999)]; andlise e resolugdo de problemas econdmicos por meio
da metodologia das Ciéncias Naturais com a linguagem das Ciéncias Exatas

[Frish (1933), apud Greene (1997)];

Administragao: ¢ um processo de atingir certos objetivos utilizando recursos
tais como pessoas, dinheiro, energia, materiais, espaco e tempo; Administracao

¢ sinénimo de Tomada de Decisdo [Turban & Meredith (1994)];

Ciéncia da Administragcao ou Tecnologia da Decisao: ¢ a aplicacao de do

método cientifico para a andlise e resolucao de problemas decisérios em

Administragao [Turban & Meredith (1994)];

18



» Ciéncia da Administragao Financeira ou Finangas: estd estreitamente ligada a
Economia e Contabilidade e pode ser vista como uma forma de Economia
Aplicada [Gitman (1987)]; é a ciéncia e a profissdo do manejo do dinheiro,

particularmente do dinheiro do Estado [Ferreira (1986)];

» Ciéncia do Investimento: é a aplicagao de instrumentos cientificos, sendo estes
eminentemente matemadticos, para o emprego de recursos disponiveis com o
intuito de obter beneficios futuros investimentos, i.e., investimentos; a
linguagem dessa ciéncia é em grande parte matemadtica e alguns aspectos do
assunto podem ser expresso apenas em termos matemadticos. [Luenberger

(1998)];

» Andlise de investimento: é o processo de examinar alternativas e decidir qual
delas é a preferivel dentro da estrutura de um mercado financeiro, sendo que
este mercado prové alternativas nao encontradas em outras situagoes. Essa
estrutura é o que faz a andlise de investimento ser uinica e excepcionalmente

poderosa [Luenberger (1998)];

» Andlise de investimento em condigao de incerteza: a incerteza surge quando
pode haver mais que um possivel fluxo de caixa que pode ser produzido por

um dado ativo num dado tempo futuro [Bierman Jr. & Smidt (1993)];

» Valor mobilidrio em condigao de incerteza: acdo, taxa de juros (bond), taxa de

cambio, derivativo etc.

» Derivativo: ou derivado ou instrumento financeiro derivado ¢ um contrato
financeiro ou direito contingencial se seu valor, na data de expiracao, é
determinado exatamente pelo preco de mercado do valor mobilidrio subjacente
nessa data. [Ingersoll Jr. (1987), apud Neftci (1996)]; hd trés grupos de
derivativos: (i) contrato futuro e a termo, (ii) opgao e (iii) swap. Teoricamente
o contrato a termo e a opc¢ao podem gerar qualquer outro valor mobilidrio,

inclusive o futuro e o swap. [Neftci (1996)];

» Opcgao: ¢ um contrato que dé o direito, mas nao a obrigagao de fazer algo
numa data futura: direito de comprar ou vender um bem, concedido mediante

pagamento de uma quantia acordada entre as partes. Se o direito nao for
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exercido depois de um periodo especificado, a opcao termina pelo vencimento
e o comprador da opcao perde a quantia paga para obtencao da opcao

[Downes & Goodman (1993)];

» Opcao européia ordindria simples de compra: é uma opcao cujo valor
intrinseco é o maximo entre o valor zero e a diferenca entre o preco do valor
mobilidrio subjacente S(t) e o prego de exercicio k(¢) na data de exercicio t, i.

e., O(t)=max|0;S(t)-k(#)].

1.7 FEstrutura da tese

No capitulo Fundamentacdao tedrica sao definidos os conceitos bédsicos da Ciéncia
do Investimento, os principios a que o decisor racional deve obedecer, as hipéteses
necessdrias para o desenvolvimento do modelo de Black-Scholes-Merton (B-S-M)
e do modelo entrépico. Em seguida o modelo de B-S-M ¢é explicado
detalhadamente. Como introducao ao modelo entrépico, hd a apresentacao dos

elementos da Teoria da Informacao.

No capitulo seguinte hda a aplicacao da Teoria da Informagao por meio do
principio de méaxima entropia e do Sistema de Distribui¢coes de Pearson para a
estimagao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza
entrépica. Em seguida, sao determinadas as férmulas entrépicas de determinacgao

do preco da opgao européia simples ordindria sobre ac¢ao e obrigagao (bond).

No capitulo final sao tratados os problemas de implementacao computacional das
férmulas, os modelos de B-S-M e entrépico sao comparados, as limitacoes do

modelo entrépico sao apresentadas e ha recomendagoes para pesquisas futuras.

1.8 Notacao matematica utilizada na tese e termos técnicos

Bons glossdrios sobre os termos de célculo estocédstico encontram-se em Shreve

(1997, p. 349-53) e Baxter & Rennie (1998).

Um bom glossario sobre os termos da teoria da decisao encontra-se em Spradlin

(1997).
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Um bom glossdrio da Teoria da Informagao pode ser encontrado em Mackay

(1995).

O glossério e o uso dos termos técnicos em Finangas tem por base os glossarios de
Brealey & Myers (1996) e (1998), Pindyck & Rubinfeld (1994), Baxter & Rennie
(1998), Bernstein (1997), Downes & Goodman (1993) e Gélédan & Brémond

(1988).

Na maioria das vezes procurar-se-4 seguir a notacao matemadtica destacada

abaixo:

X:

{X,:i>0}:
P:
Q:
Ey(X) = (X)y:

(letra maitscula) varidvel estocdstica ou aleatéria (matricial ou

escalar)

(letra  minudscula)  constante  ou  parametro  (varidvel

deterministica) podendo ser um escalar ou matriz

tempo (periodo da taxa de juros)

: processo estocdstico discreto

processo estocastico continuo
medida de probabilidade subjetiva, real ou prévia

medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

(sintética ou martingale)

esperanca matemadtica da varidvel aleatéria X na medida de
probabilidade Z . Conforme Jaynes (1996, p. 3-14), os estatisticos
e matemadticos costumam utilizar a primeira notagao, enquanto

os fisicos utilizam a segunda.

Var,(X) = E;(X) — E,(X*): variancia da varidvel aleatéria X na medida de

probabilidade Z
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taxa de juros certa (livre de risco) nominal ou efetiva ao periodo

. fim de exemplo candnico ou demonstragao
zT: matriz transposta
7t matriz inversa
s(p): informacional ou quantidade de surpresa, informacao ou incerteza
do evento com probabilidade p (bit)
X, = —log, P: auto-varidvel aleatéria ou varidvel aleatéria informacional
Espago amostral Xp A{GP} — f(P) = —log, P
e dominio
(P f(P)}
he (X ) entropia ou quantidade esperada de varidvel aleatoria
informacional X = —log, T na medida de probabilidade P
(bit /evento)
d( Xy || Xp): divergéncia de Kullback-Leibler, cross-entropy ou entropia
relativa (bit/evento)
v = dX || Xp): divergéncia total (bit/evento)
i=1
LA, X
Y=
YodX || Xp) divergéncia relativa

i=1

para i = 1,2,...,n
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2 Fundamentacao téorica

Nihil lucri cepit qui nulla pericla subivit.
Nothing venture, nothing have.
Quem nao arrisca, nao petisca’.

Mota (1987, p. 190-1)

Qui nimis inquirit, multa pericla subit.
Quem as coisa muito apura, nao vive vida segura.

Mota (1987, p. 177-8)

2.1 A Ciéncia do Investimento

"Portanto, devemos afirmar que uma empresa de negdécios ja

constituida tem trés objetivos essenciais:

1) prestar um servigo real & sociedade civil,

2) aperfeicoar seu prdprio corpo social e conseguir os recursos instrumentais
- técnicas e bens materiais - a fim de melhor realizar suas operagdes, e

3) obter um lucro econémico.”

Figuerola, J. "A estratégia da empresa de negécios: importancia, definigao e conteido" Instituto
Superior da Empresa - Barcelona.

Conforme Luenberger (1998, p. 1), investimento é o emprego de recursos
disponiveis com o intuito de obter beneficios futuros. A Ciéncia do Investimento é
a aplicacao de instrumentos cientificos para investimentos. Esses instrumentos
sao fundamentalmente matemadticos. Na pédgina xiii o autor afirma que a
linguagem dessa ciéncia é em grande parte matemédtica e alguns aspectos do
assunto podem ser expresso apenas em termos matemdticos. O surgimento e
desenvolvimento desta ciéncia deve-se basicamente a expansao global da

atividade de investimento, pelo explosivo crescimento da tecnologia da

° Petisco ¢, conforme Ferreira (1986, p. 1322), uma iguaria saborosa, preparada
com esmero. Iguaria, por sua vez, conforme Ferreira (1986, p. 916), é uma comida

fina, delicada e/ou apetitosa. Logo, petiscar é saborear uma iguaria.
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computagao e da informacao e por alguns extraordindrios desenvolvimentos

tedricos em Financas.

Conforme Moore (1986), investimento é o uso de capital para gerar mais recursos,
seja por meio de negécios geradores de renda ou de empreendimentos mais
arriscados destinados a ganhos de capital. Pode se referir a um investimento
financeiro (quando um investidor poe dinheiro em determinado negécio) ou a um
investimento de esforco e tempo por parte de um individuo que deseja colher
lucros pelo sucesso de seu trabalho. Investimento sugere a idéia de que a

seguranga do valor principal investido é importante. A especulacao, por outro

lado, é bem mais arriscada.

Conforme Luenberger (1998, p. 3), a andlise de investimento é o processo de
examinar alternativas e decidir qual delas é a preferivel. Nesse sentido esta
andlise é semelhante a andlise de outras decisoes e esta ciéncia baseia-se em
alguns dos instrumentos utilizados para a andlise de outros tipos de decisoes. No
entanto, os problemas de investimento diferem dos outros problemas decisérios
num aspecto importante. Esse importante aspecto consiste no fato de que a
maioria dos investimentos sao levados a cabo dentro da estrutura de um mercado
financeiro e esse mercado prové alternativas nao encontradas em outras situacoes.

Essa estrutura é o que faz a andlise de investimento ser tnica e excepcionalmente

poderosa.
2.1.1 Entes do mercado financeiro
2.1.1.1 Pessoas

Conforme o manual do DPL 4.0 (1998, p. 4-5) o decisor ou tomador de decisdao é
uma pessoa ou o grupo que tem a palavra final numa decisao. O decisor é a
pessoa que tem autoridade e responsabilidade de comprometer recursos e iniciar
(ou interromper) as atividades de uma organizagao. Geralmente, mas nem
sempre, o decisor nao é o que realiza a andlise da decisao, porém ird analisar os

resultados e recomendagoes.
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O decisor racional, além das caracteristicas operacionais anteriormente definidas,
deve seguir alguns principios fundamentais para ser chamado de investidor

racional ou simplesmente investidor. Esses principios serao detalhados adiante.

Serd suposta apenas a existéncia de muitos investidores igualmente importantes

interagindo.

2.1.1.2 Ativos e instrumentos

Ativo ou bem (asset) é algo que seja capaz de produzir fluxo monetdrio para o
proprietario. Qualquer bem com valor comercial ou valor de troca pertencente a

uma sociedade, instituicao ou pessoa fisica.

Valor mobilidrio (security) é um instrumento que indica participagdo em uma
companhia (agoes), relacionamento de um credor com uma empresa ou entidade
governamental (obrigagoes), ou direitos de propriedade representados por

instrumentos como opcao, direito de subscricao e bonus de subscricao.

Valor mobilidrio negocidvel é um valor mobilidrio que pode ser facilmente

vendido.

Valor mobilidrio-base, valor mobilidrio objeto ou valor mobilidrio subjacente é um
valor mobilidrio bédsico do mercado, tal como acoes, obrigacoes e taxas de cAmbio.
E um valor mobilidrio que deverd ser entregue se um contrato de opcao de venda
ou de compra for exercido. Entretanto, dada a impossibilidade de entregar indices
de agoes, todas as opgoes sobre indices de acoes e futuros de indices de acoes sao

liquidados em moeda.

Obrigacao ou titulo de divida (note and bond) sao valores mobilidrios
representativos de um empréstimo a médio ou a longo prazos. Nos E.U.A. as
obrigacoes de médio prazo (até 10 anos) sdo conhecidas por notes e as de longo
prazo (acima de 10 anos), por bonds. E qualquer titulo de divida piblica ou
privada subscrito e negociado com desconto, que rende juros e obriga a emitente
a pagar, geralmente a intervalos especificos, determinado montante ao detentor
da obrigacao, e a reembolsar o principal do empréstimo na data do vencimento.

Seus detentores recebem uma promessa de pagamento da emitente, mas nao tém
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direito a quaisquer dos privilégios assegurados aos acionistas. Um titular de
obrigacoes ao portador apresenta os cupons dos titulos e recebe os juros
correspondentes, ao passo que o titular de obrigacoes nominativas ou registradas
aparece nos livros de registros da emitente da obrigacao. Uma obrigacao
garantida (secured bond) tem o beneficio de certos bens dados como garantia real,
que podem ser vendidos pelo detentor da obrigacao para satisfacao de seu crédito,
caso a emitente deixe de pagar os juros do principal quando vencidos. Uma
obrigacao sem garantia ou debénture tem como garantia apenas a boa-fé e o
crédito da emitente, nao havendo qualquer garantia real especifica. Uma
obrigacao conversivel concede a seu titular o privilégio de permutéd-la por outros
valores mobilidrios da companhia emitente, em data futura e de acordo com
determinadas condicoes. Na drea financeira, o termo é também usado para definir
a obrigacao, de uma pessoa, de pagar uma divida contraida por um terceiro no
caso de inadimplemento deste. A denominacao pode também corresponder a

recursos em espécie ou titulos dados em caucao judicial.

Agao ordinéria (common stock) € um valor mobilidrio representativo da posse de
uma parcela da empresa. E a fracio do capital social de uma companhia. Os
titulares tém o direito de votar para a escolha dos conselheiros e para a solucao
de questoes importantes, tendo também direito a receber dividendos sobre os
valores mobilidrios de sua propriedade. Caso a companhia seja liquidada, as
reivindicagoes dos credores garantidos e nao garantidos e dos proprietdrios de
obrigacoes e acoes preferenciais tém prioridade sobre as reivindicagoes dos
detentores de acoes ordindrias. De modo geral, no entanto, estas detém maior

potencial de valorizagao.

Commodities sao mercadorias como cereais, metais e alimentos negociados em
uma bolsa de mercadorias ou no mercado a vista. Termo inglés que significa
mercadorias, designa nas relagoes comerciais internacionais bens em estado bruto,
os chamados produtos primadrios de importancia mercantil, como café, cacau,
algodao, la, chd, estanho, cobre, soja, minério de ferro, etc., cujos precos, em face
de sua importancia comercial, acabam sendo determinados pelas cotagoes dos

mercados — denominados mercados de commodities — de Londres, Nova Iorque e
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Chicago, nos quais sdo realizados a termo (para pagamento e entrega em data

futura) [Firmo (1993, p. 74)].

Derivativo, derivado ou instrumento financeiro derivado, conforme Ingersoll Jr.
(1987), apud Neftci (1996, p. 2), ¢ um contrato financeiro ou direito contingencial
se seu valor, na data de expiragao, é determinado exatamente pelo preco de

mercado do valor mobilidrio subjacente nessa data.

Conforme Neftci (1996, p. 2), hé trés grupos de derivativos: (i) contrato futuro e
a termo, (ii) opcao e (iii) swap. Teoricamente o contrato a termo e a opgao

podem gerar qualquer outro valor mobilidrio, inclusive o futuro e o swap.

Contrato a termo é um contrato para entrega futura ou a termo (forward
contract) para a compra ou venda de uma quantidade especificada de uma
commodity, titulos do governo, moeda estrangeira ou outro instrumento
financeiro ao prego atual ou preco do mercado a vista (spot price), com a entrega
e liquidacao determinadas para data futura. Como se trata de um contrato para
entrega fisica — em oposicao a um contrato de opgoes, em que o proprietario pode
escolher entre liquidéd-la por entrega ou apenas por diferenga -, um contrato para

entrega futura pode ser uma cobertura para a venda de contratos de futuros.

Contrato a futuro (future contract) é um contrato para a compra de uma
mercadoria ou de um ativo financeiro numa data futura, por um precgo fixado no
presente. Ao contrdrio dos contratos forward, os futuros sao transacionados em
bolsas e sujeitos a reavaliacao didria ao preco de referéncia. Sao contratos para
compra ou venda de uma quantidade especifica de uma commodity ou
instrumento financeiro a um prego predeterminado, em data futura estipulada. O
preco é estabelecido entre comprador e vendedor no pregao de uma bolsa de
commodities, por meio de um sistema de pregao a viva voz. Um contrato futuro
obriga o comprador a adquirir e o vendedor a vender a commodity-objeto, salvo
se o contrato for vendido a outro antes da data de liquidacao, o que pode ocorrer
se o investidor deseja realizar lucro ou interromper perdas. Isso contrasta com a
negociacao de opgoes, em que o comprador pode escolher entre exercer ou nao a

opc¢ao na data de exercicio.
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Opcgao é um contrato que da o direito, mas nao a obrigagao de fazer algo numa
data futura: direito de comprar ou vender um bem, concedido mediante
pagamento de uma quantia acordada entre as partes. Se o direito nao for exercido
depois de um periodo especificado, a opcao termina pelo vencimento e o

comprador da opcao perde a quantia paga para obtencao da opcao.

Uma carteira de titulos, carteira de investimentos ou portfélio é um conjunto de
ativos financeiros possuidos. Carteira de titulos que contém agoes, obrigacoes,
commodities, investimentos em imdéveis, investimentos de titulos de liquidez
imediata ou outros ativos de um investidor pessoa fisica ou investidor
institucional. Uma das finalidades do portfélio é reduzir o risco por meio da

diversificacao.

2.1.1.8 Opcoes

Opcgao é um contrato que da o direito, mas nao a obrigagao de fazer algo numa
data futura. E o direito de comprar ou vender um bem, concedido mediante
pagamento de uma quantia acordada entre as partes. Se o direito nao for exercido
depois de um periodo especificado, a opcao termina pelo vencimento e o
comprador da opcao perde a quantia paga para obtencao da opcao. Uma opcao
de compra (call option) assegura a seu titular o direito de comprar ag¢oes do valor
mobilidrio subjacente ao preco fixado, até uma data especificada no futuro,
geralmente 3, 6 ou 9 meses. Por esse direito, o adquirente da opcao de compra
paga ao vendedor da opg¢ao, chamado langador, uma comissao denominada
prémio (premium), que serd perdida se o comprador nao exercer a opgao até a
data acordada. Portanto, o adquirente de uma opcao de compra especula,
esperando que o preco das acoes-objeto suba dentro do perfodo especificado. Por
exemplo, uma opcao de compra do tipo americana de 100 acoes XYZ pode
assegurar ao comprador o direito de adquiri-las a R$100,00 cada, em qualquer
data nos proximos 3 meses. Para adquiri-la, o comprador pode ter que pagar um
prémio de R$2,00 por acao, ou R$200,00. Se, na data de fechamento do contrato
de opcgao, as agoes XYZ estao sendo vendidas a R$95,00 cada, o comprador da
opcao poderd ter lucro se o preco da acao aumentar. Se, em dois meses, 0 preco

saltar para R$120,00 por acao, por exemplo, o comprador da opcao de compra
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pode exercer sua opc¢ao de comprar 100 acoes XYZ a R$100,00 e em seguida
revendé-las por R$120,00 cada, retendo a diferenca como lucro (excluidos os
R$2,00 de prémio pago por acao). Por outro lado, se as a¢oes XYZ cairem abaixo
de R$95,00 e permanecerem nesse nivel por 3 meses, tendo a opg¢ao de compra
terminada ao final do perfodo, o comprador da opcao nao receberd qualquer
retorno sobre o seu investimento de R$200,00 correspondente ao prémio de
R$2,00 por agao. O oposto da opgao de compra ¢é a opcao de venda (put option),
que assegura ao comprador o direito de vender um nimero determinado de acgoes
a um preco, até a data de vencimento. Os adquirentes de opgoes de venda
apostam na queda do preco da acao-objeto. Alguém que previsse uma queda no
preco da acao XYZ poderia comprar uma opcao de venda de 100 acoes para 3
meses, ao preco de exercicio de R$100,00 cada agdo, e pagar um prémio de
R$2,00. Se o preco da acao XYZ recuar para R$80 cada, o comprador da opcao
de venda poderda exercer seu direito de vender 100 acoes XYZ a R$100,00.
Primeiramente, o comprador ird adquirir 100 acoes a R$80,00 cada e, em seguida,
vendé-las ao vendedor da opcao de venda (langador) a R$100,00 cada, realizando,
portanto, um lucro de R$18,00 por agao (lucro de R$20,00 por agdo menos os
R$2,00 correspondentes ao custo do prémio por agdo). Na prética, as opgoes de
compra e venda sao raramente exercidas. Os investidores preferem, ao contrario,
comprar e vender opcoes antes de seus vencimentos, negociando no aumento e
queda dos precos dos prémios. Como o comprador de uma opgao precisa de
apenas uma pequena quantia (prémio) para controlar grandes quantidades de
agoes, as operacoes no mercado de opcoes oferecem um alto nivel de alavancagem
e podem ser altamente rentdveis. Os negociantes de opc¢oes podem lancar opgoes
cobertas, em que detém a propriedade do valor mobilidrio subjacente, ou opcoes
descobertas, muito mais arriscadas, pois nao tém a propriedade do wvalor
mobilidrio subjacente. Geralmente os negociantes de opcoes perdem muitos
prémios em operagoes malsucedidas antes de realizar uma operacdo muito
rentavel. Os negociantes mais sofisticados combinam vérias opgoes de compra e
de venda em posicoes de spread e operacoes casadas. Seus lucros ou prejuizos

resultam da diminui¢ao ou aumento dos spreads entre precos das opcoes.
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Uma opcao de agoes para incentivo é oferecida aos executivos de uma empresa na
hipétese de esta atingir determinadas metas financeiras, como determinado nivel
de vendas ou lucros. Ao executivo é assegurada a opgao de comprar agoes da
empresa a um preco inferior ao do mercado e vendé-las no mercado para realizar

lucros.

Opgao americana é uma opc¢ao que pode ser exercida em qualquer momento até a

data final de exercicio.
Opcgao européia é uma opcao que pode ser exercida s na data de vencimento.
Opcao composta é uma opc¢ao sobre uma opgao.

Opcao de compra (call) € uma opgao de compra de determinado ativo por um
preco de exercicio especificado, na data de vencimento ou até essa data. E o
direito de comprar, por exemplo, 100 acoes de determinada acao ou indice de
acao a um preco pré-determinado, antes de um prazo final pré-estabelecido, em

contrapartida a um prémio (pagamento).

Opgao de venda (put) é uma opgdo de venda de um ativo por um prego de

exercicio especificado até uma data pré-definida ou nessa mesma data.

Opcgoes simples sao opgoes cujos resultados dependem apenas do preco do valor

mobilidrio subjacente.

2

Opcao européia simples ordindria (vanilla option) é uma opgdo cujo valor
intrinseco ¢ max{S, —k.;0} para a opg¢ao de compra e max{k, —S,;0} para a de
venda, sendo S, o preco de mercado do valor mobilidrio e k. o preco de exercicio

na data de vencimento 7.

Opgao fora do prego (out of the money) é uma opcao que nao seria vantajoso

exercer se vencesse imediatamente.

Opgao dentro do prego (in the money) é uma opg¢ao que seria vantajoso exercer se

vencesse imediatamente.

Opc¢ao no prego (at the money) é uma opgao cujo prego de exercicio é igual ao

preco corrente da opgao ou dos contratos futuros subjacentes.
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Valor intrinseco da op¢ao (intrinsic value) é a diferenga entre o prego de exercicio
de uma opgao dentro do preco e o valor de mercado dos ativos-objeto. Por
exemplo, se o preco de exercicio ¢ de R$53,00 numa opcao de compra de acao
cujo preco de mercado ¢ R$55,00, a opcao tem o valor intrinseco de R$2,00. Ou,
no caso de uma opc¢ao de venda, se o preco de exercicio ¢ R$55,00 e o preco de
mercado ¢ R$53,00, o valor instrinseco é também R$2,00. Opgoes no preco e fora

do preco nao tém valor intrinseco ou este pode ser considerado igual a zero.

Valor do tempo (time value) é a parte do prego de uma opgao que reflete o tempo

remanescente de um contrato de opgao até o seu término.

O preco da opcao é composto pelo valor do tempo e o valor intrinseco da opgao.

2.1.1.3.1 Um pouco de histéria

Duas formas de acordo comercial, baseados na expectativa de um cumprimento

futuro, tiveram origem direta na aposta.

Para Huizinga (1980), o final da Idade Média assiste, tanto em Génova como em
Antuérpia, ao surgimento do seguro de vida sob a forma de apostas sobre futuras
eventualidades de cardter nao econdmico. Apostava-se, por exemplo, “sobre a
vida e a morte de pessoas, o nascimento de um menino ou uma menina, o
resultado de viagens e peregrinagoes, a conquista de vérias terras, pracas e fortes
ou cidades”. Este tipo de contrato, embora houvesse ja assumido um cardter
puramente comercial, foi diversas vezes proibido sob a alegacao de tratar-se de
jogo ilegal, entre outros, por Carlos V. Apostava-se sobre a escolha de um novo
Papa tal como hoje se aposta em corridas de cavalo. Ainda no século XVII os

contratos de seguro de vida eram conhecidos pelo nome de “apostas”. &

2.1.1.4 Precos

Conforme Gélédan & Brémond (1988), prego é o nimero de unidades monetérias
necessdrias para poder obter uma mercadoria ou um servigo, em dado momento,

dado local e relativamente a uma quantidade especifica precisa.

Preco spot ou a vista (spot price) é o preco de um ativo para entrega imediata

(em contraste com o preco do termo (forward) ou o prego de um futuro).
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Prego de compra é o prego a que um investidor estd disposto a comprar.
Preco de venda é o preco a que um investidor estd disposto a vender.

Preco de exercicio (strike or exercise price) é o prego a que uma opgao de compra
ou de venda pode ser exercida. Prego pelo qual uma acao ou commodity-objeto de
uma opgao de compra ou de venda pode ser comprada (call) ou vendida (put) ao
longo de determinado periodo. Por exemplo, um contrato de compra pode
permitir ao comprador a aquisicao de 100 acoes de XYZ a qualquer momento nos

proximos trés meses, a um preco de exercicio de R$ 63,00.

Preco ou valor de mercado (market value or price) é o tltimo prego pelo qual um
valor mobilidrio foi vendido em uma bolsa. Para agoes ou obrigacoes vendidas no
mercado de balcao, é o pregco combinado das ofertas de compra e de venda. O
preco de mercado de um valor mobilidrio de negociacao infreqiiente pode ser
determinado por avaliadores ou outros analistas. No mundo dos negdcios, em
geral, o prego de mercado ¢é aquele acordado entre compradores e vendedores por

um produto ou servigo, na forma determinada pela oferta e procura.

Preco por arbitragem é o prego tnico para um ativo financeiro que nao permite

oportunidade de arbitragem.

Preco da incerteza ou "prémio do risco" é o valor esperado do excesso de
rentabilidade de um investimento com incerteza em relagdo a outro certo. Soma
em dinheiro que um individuo avesso a incerteza pagard para evitar assumir uma

situagao de investimento com incerteza.

Preco de uma opgao é o prémio de uma opcao. Cada quantia paga por acgao, pelo
comprador ao vendedor de uma opgao, pelo direito de comprar ou vender o valor
mobilidrio subjacente a preco determinado em data pré-estabelecida. Nos E.U.A.
os pregos dos prémios das opgoes sao cotados em aumentos de 1/8 e 1/16 de 1% e
publicados nas tabelas dos jornais didrios. Um prémio de R$5,00 por acdo
significa que o comprador da opg¢ao pagarda R$500,00 por uma opg¢ao em 100

acoes.

Variagdo minima de preco (tick) é o montante minimo que o preco de um valor

mobilidrio pode variar.
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Preco racional é o preco tnico e livre de arbitragem de um ativo.
Uma forma mais primitiva de definir preco correto é o prego justo.

Conforme Downes & Goodman (1991), o valor justo de mercado (fair market
value) & o pre¢o pelo qual um bem ou servigo é transferido ou fornecido por
alguém que deseja vender a outrem que deseja comprar. Presume-se que tanto o
comprador quanto o vendedor sejam sensatos e dotados de conhecimento razodvel

dos fatos pertinentes.

Conforme Neftci (1996, p. 13), hodiernamente usa-se o conceito de arbitragem
para obter uma definicao operacional de preco justo de um valor mobilidrio. Diz-
se que o preco de um valor mobilidrio estd num nivel justo ou que o valor
mobilidrio estd com seu preco corretamente determinado, se nao ha possibilidade
de qualquer tipo de arbitragem naquele preco. Tal preco livre de arbitragem ird
ser utilizado como benchmark, i.e., um padrao ou referéncia pelo qual outros

podem ser medidos ou avaliados.

2.1.1.4.1 Um pouco de historia

Huizinga (1980) faz a anilise etimoldgica das palavras aposta (vadium=penhor no
sentido de um objeto puramente simbdlico que é atirado dentro do campo de um

jogo a titulo de desafio) e prémio, preco e aprego, todas originadas de pretium.

Pretium surgiu originariamente na esfera da troca e da avaliacao, e pressupoe
valor. O pretium justum medieval corresponde aproximadamente a idéia atual de

“valor de mercado”.

A palavra prego permaneceu limitada a esfera econdémica, prémio passou para a
do jogo e da competicao e aprego passou a significar exclusivamente laus (estima,

louvor)®.

Jé a palavra wage (saldrio) passou de um sentido de aposta (esfera lidica) para o

de prego (esfera economica), tendo o significado de ordenado, aquilo que se

® Nota da Revisora.
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ganha. A palavra ganho, por sua vez, nao tem conexao etimoldgica com as

palavras anteriores e pertence tanto a esfera lidica quanto & econdémica. ¢

Portanto, o objetivo desta tese é desenvolver um método alternativo, robusto e
parcimonioso para a determinacao do preco racional da opcao européia simples

ordindria sobre agao e obrigacao (bond).

2.1.1.5 Mercados

Conforme Baxter & Rennie (1998), mercado é um lugar geralmente situado num

espaco digital para troca de informagoes sobre precos.

Mercado financeiro é o mercado para negociacao de capital e crédito na
Economia. O mercado financeiro é composto por valores mobilidrios (securities)
que representam direitos sobre ativos reais. Instrumento que indica participacao
em uma companhia (agdes), relacionamento de um credor com uma empresa ou
entidade governamental (obrigagdes) ou direitos de propriedade representados por

instrumentos como opcao, direito de subscricao e bonus de subscricao.

Em sentido estrito, o mercado monetdrio (money market) concentra-se em

instrumentos de divida de curto prazo.

O mercado de capitais (capital markets) negocia dividas de longo prazo e valores
mobilidrios. E um mercado em que sdo negociados fundos de capital: mercado de
titulos representativos de divida e mercado aciondrio. Estao ai incluidas as fontes
de levantamento de recursos por acoes ou obrigacoes, por meio de colocagoes
privadas, bem como de mercados e bolsas organizados. Exemplos de mercados
financeiros: mercado de acoes, mercado de commodities e mercado de moeda

estrangeira.

Mercado acionério (stock market) é o termo geral que se refere a negociagao de
valores mobilidrios nas vérias bolsas e no mercado de balcao. Os valores
mobilidrios negociados incluem: agoes ordindrias, acoes preferenciais, obrigacoes,
valores mobilidrios conversiveis, opgoes, direitos e béonus de subscricao. Quando

usado em sentido mais geral, o termo também pode referir-se a commodities, mas
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geralmente os mercados aciondrio e o mercado de commodities (ou mercado

futuro) sao diferenciados.

Mercado a vista (cash market) é um mercado no qual as transagoes sao realizadas
no mercado fisico ou & vista; nele a propriedade da commodity é transferida
imediatamente do vendedor ao comprador e o pagamento é efetuado mediante
entrega. O mercado a vista contrasta com o mercado futuro, em que os contratos

sao para entrega em determinada data futura.

Mercado a futuro (future market) é uma bolsa de commodities na qual se

negociam contratos a futuro.

2.1.2 Os principios fundamentais da Ciéncia do Investimento

"Entao serd semelhante o Reino dos Céus a [...] um homem que ao empreender uma viagem
chamou os servos e lhes entregou 0s proprios bens. A um deu cinco talentos, a outro dois e a
outro um, a cada qual segundo a sua capacidade, e partiv. O que recebera cinco talentos foi logo
negociar com eles e lucrou outros cinco. Do mesmo modo, o que recebera dois lucrou, também ele,
outros dois. Mas o que recebera um sd, foi abrir uma cova na terra e escondeu o dinheiro do seu
senhor. Depois de muito tempo, voltou o senhor daqueles servos e chamou-os a contas. O que
recebera cinco talentos chegou, apresentou outros cinco talentos e disse: "Senhor, cinco talentos
me entregaste, aqui estdo outros cinco que eu ganhei". Respondeu-lhe o senhor: "Muito bem! Servo
bom e fiel! Foste fiel em coisas de pouca monta, dar-te-ei a superintendéncia de coisas grandes.
Entra no gozo do teu Senhor."” Chegou também o que recebera dois talentos e disse: " Senhor dois
talentos me entregaste, aqui estao outros dois que eu ganhei.” Disse-lhe o senhor: "Muito bem!
Servo bom e fiel! Foste fiel em coisas de pouca monta, dar-te-ei a superintendéncia de coisas
grandes. Entra no gozo do teu Senhor.” Chegou também o que tinha recebido um sé talento e
disse: "Senhor, eu sabia que és homem duro, que ceifas onde nao semeaste, e recolhes donde nao
espalhastes. Com medo fui esconder o teu talento na terra. Aqui tens o que é teu”. Respondeu-lhe
o senhor: "Servo mau e preguigoso! Sabias que eu ceifo onde nao semeei e recolho donde nao
espalhei? Por isso mesmo devias dar o meu dinheiro aos banqueiros e eu, quando voltasse,
receberia o que era meu com os juros. Tirai-lhe, pois, o talento e dai-o ao que tem dez talentos.
Porque a todo aquele que tem , dar-se-lhe-d e terd em abunddncia; ao que nao tem, ainda o que
tem lhe serd tirado. Quanto a esse servo indtil, lancai-o nas trevas exteriores. Ai haverd choro e

ranger de dentes".
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Evangelho segundo Mateus’ 25, 1 e 14-30. Pardbola dos talentos. Biblia Sagrada: Santos
FEvangelhos. 1994. Reimpressao corrigida. Braga, Portugal: Edi¢coes Theologica.

Ha, baseado em Luenberger (1998, cap. 1), quatro principios bdsicos que definem

o decisor racional para a construcao de modelos para problemas de investimento:

2.1.2.1 Principio da insaciabilidade
"B) Dos cosas tambiém, segin hemos indicado, acrecientam la caridade una vez obtenida.
La primera consiste en mantener separado el corazén dos bienes terrenos. En efecto, nuestro
corazon no es capaz de darse integramente a amores diversos. Nadie pude amar a Dios y al
mundo. Por consequiente, cuanto mds se aleja nuestro espiritu del amor de lo terreno, tanto mds
sdlidamente se afianza en el amor de Dios. Y asi, Agustin en su libro De diversis quaestionibus
octoginta tribus escribe: 'El veneno de la caridade es el afin de obtener y conservar bienes
temporales; su auge reside en la mengua del ansia; la perfeccion de aquélla, en la ausencia de ésta;
porque la raiz de todos los males es el ansia’. Por tanto, trabaje en cercenar su ansia quien desee

fomentar su caridade. Es el ansia un afdn de alcanzar y poseer bienes temporales."

Santo Tomés de Aquino. Fscritos de Catequesis. 1974. Madri: RIALP. P. 211
O decisor deve preferir mais a menos riqueza.

Quando o valor de um objeto é nao observavel, como a utilidade, por exemplo, é
necessdario exigir que o decisor siga o principio da transitividade para evitar que

ele se torne uma bomba de dinheiro.

No entanto, como no mercado financeiro os valores sao expressos na forma de
precos e os retornos também em valor monetario, torna-se direta a comparacgao.
Isto é, se ha duas alternativas de investimento cujos retornos sao distintos e

certos no mesmo prazo, o decisor deve escolher a de maior retorno ou valor.

" "Levi-Mateus, pela sua condicao de publicano (Mt 9, 9-13), estava a cobrar os
impostos no "telonio" - posto publico para o pagamento de tributos -. Os
publicanos eram cobradores ao servico dos romanos. Por isso era um oficio odiado
e desprezado pelo povo, ainda que, ao mesmo tempo, apetecido pela facilidade de
enriquecimento.”" [Nota explicativa da Biblia Sagrada: Santos Evangelhos (1994, p.
485)]
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Merton (1973, p. 141 e 143) emprega apenas este principio quando define o
investidor racional para demonstrar um conjunto de restricoes sobre as férmulas

da determinacao do preco da opgao.

2.1.2.1.1 Exemplo paradigmdtico de aplicacio do principio da

msaciabilidade

Imagine-se que alguém tenha R$1.000,00 e ndo saiba o que fazer com essa quantia
e que seu tio (uma pessoa honesta) - sabendo disso - oferece-lhe a possibilidade de
dar-lhe R$1.100,00 daqui a um ano se o sobrinho lhe der R$1.000,00 agora.
Considere-se, ainda, que o sobrinho nao tem nenhuma obrigacao de fazer esse
investimento! Imagine-se, também, que sé6 hd um banco no mercado financeiro e
esse banco, por sua vez, tem o pagamento do depdsito garantido pelo Tesouro
Nacional, oferecendo aos clientes a possibilidade de depositar R$1.000,00 e, daqui
a um ano, retirar R$1.090,00. Qual deve ser a decisao: investir no banco ou no

tio? A resposta é investir no tio, pois o retorno é maior. ¢

2.1.2.2 Principio da comparacao

O decisor deve avaliar o investimento comparando-o com os outros investimentos
disponiveis no mercado financeiro, pois o mercado financeiro prové uma base para

a comparacao.

2.1.2.2.1 Ezxzemplo paradigmatico de aplicagao do principio da compara¢ao

Imagine-se a mesma situagao anterior com a diferenca de que o decisor pode
retirar do banco daqui a um ano R$1.000,00%(147). Qual deve ser decisao:

investir no banco ou no tio?

A resposta depende da taxa de retorno r oferecida pelo banco. Se essa taxa for
menor que 0,1, é preferivel investir no tio. Caso seja maior, deve-se investir no
banco. Caso ela seja igual a 0,1, este principio é insuficiente para que o decisor
possa escolher uma alternativa preferivel. No entanto, como serd exposto a seguir,
essa igualdade é importante para o estabelecimento de um outro importante

principio. ¢
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2.1.2.83 Principio de nao-arbitragem
"O melhor negécio do mundo
é comprar um homem por quanto ele pensa que vale

e vendé-lo por quanto ele realmente vale."
Addgio popular
O mercado financeiro deve ser livre de arbitragem.

Quando h& duas alternativas de investimento semelhantes disponiveis no mercado

financeiro, surgem conclusoes mais fortes que o principio da comparagao.

Uma forma bédsica de arbitragem é a possibilidade de obter retorno positivo

(ganhar dinheiro) sem investir nada.

Uma condicao necessdria para haver a possibilidade de arbitragem é a existéncia

de um decisor que use o principio de comparagao e da insaciabilidade.

Arbitragem (arbitrage) ¢ a compra de um valor mobilidrio e a sua venda
simultanea para a obtencao de um lucro sem risco ou a realizacao de lucro

garantido sem incerteza com uma ou uma série de transacoes no mercado.

Arbitragem é a obtencao de lucros com as diferencas de prego quando o mesmo
titulo, moeda ou commodity é negociado em dois ou mais mercados. Por exemplo,
um arbitrador compra simultaneamente um contrato de ouro no mercado de New
York e vende um contrato de ouro no mercado de Chicago, obtendo um lucro
porque, naquele momento, hd um diferencial de prego entre os dois mercados. (O
prego de venda do arbitrador é superior ao de compra.) A arbitragem de indice
(index arbitrage) explora diferencas de prego entre os futuros de indices de agoes
(stock index futures) e as agOes-objeto. Aproveitando-se dos breves diferenciais de
preco entre os mercados, os arbitradores desempenham a fungao econémica de

fazer com que tais mercados operem com maior eficiéncia.

Um mercado livre de arbitragem nao possui oportunidades de lucros certos. Uma
oportunidade de arbitragem poderia ser uma estratégia de negociacao
autofinancidvel que iniciasse com zero e terminasse numa data futura, com um
valor positivo. Um mercado ¢ livre de arbitragem se nao houver, de modo algum,

tais oportunidades de arbitragem [Baxter & Rennie (1998, p. 197)].
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2.1.2.3.1 Ezxzemplo paradigmdtico de aplicagao do principio de nao-

arbitragem

Imagine-se que ha dois bancos ideais que emprestam e aceitam depdsitos a mesma
taxa de juros, independentemente do prazo e do montante, e que também nao
cobram taxas. Imagine-se que o banco A estabeleca a taxa de juros ao ano no
valor de 10% e o B, em 12%. Pelo principio da comparacao e da insaciabilidade, o
decisor deve tomar o maximo que puder de empréstimo do banco A e depositar
todo esse valor em B, uma vez que o ganho de 2% é certo e o decisor nao investiu

nada.

E claro que esta possibilidade é economicamente indesejavel. No entanto, se ela
existir, rapidamente deve desaparecer no mercado. No caso do exemplo anterior,

os dois bancos estabelecerao a mesma taxa de juros.

Quando os bancos, neste exemplo, definem que a taxa de juros anual é de 11%, o
decisor nao consegue mais arbitrar. Isto é, ele terd que ganhar dinheiro de outra

forma que, sem divida, serd mais ardua que esta.

Portanto, admitir-se-4 que no mercado financeiro nao hd a possibilidade de

qualquer tipo de arbitragem. Esta é a hipotese de nao-arbitragem.

Assim, dois valores mobilidrios distintos com idénticas propriedades devem ter o

mesmo preco para que nao haja possibilidade de arbitragem no mercado.

2.1.2.3.2 Exemplo paradigmdtico da aposta entre o circunspeto professor

de Economia e o matuto

Um circunspeto professor de Economia e um matuto estavam esperando um
onibus numa importante cidade. Para passar o tempo, o matuto sugeriu que eles
disputassem um jogo que consistia em cada um fazer uma pergunta ao outro,
comecando pelo matuto. Caso a pergunta nao fosse respondida, um real deveria
ser pago ao inquiridor. O prudente e circunspeto professor de Economia lembrou
ao humilde matuto quem ele era: um douto professor de Economia! O matuto
pensou e resolveu alterar a aposta. Caso ele — o matuto — nao fosse capaz de
responder & pergunta do circunspeto professor, ele pagaria apenas cingiienta

centavos. E, caso o circunspeto professor nao fosse capaz de responder a pergunta
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do matuto, um real seria ainda pago ao humilde matuto. O circunspeto professor
ainda comentou que agora o jogo parecia ser justo. O matuto logo disparou a
primeira pergunta: “O que sobe o morro com sete pernas e desce o morro com
trés pernas?”. O circunspeto professor de Economia meditou profundamente por
uns momentos e finalmente exclamou com um ar de surpresa: “Eu nao sei...”. O
matuto calmamente retrucou: “Bem, eu também nao sei. Mas se o senhor me der
um real, eu lhe darei meus cinqgiienta centavos.” Essa estéria ilustra o conceito de
arbitragem: conseguir uma transacao nao envolvendo dispéndio de dinheiro que

resulta em lucro certo. O texto foi adaptado de Varian (1987, p. 55). ¢

Evidentemente estas oportunidades devem ser raras em mercados bem
constituidos. Conforme Varian (p. 56) e Neftci (1996, p. 12), é geralmente aceito
que parte das condigoes gerais de equilibrio é que nao haja possibilidade de

arbitragem de qualquer tipo.

Ross (1976) apud Yang (1997, p. 5), Luenberger (1998, p. 4-5) e Varian (1987, p.
56) consideram o principio de arbitragem como o mais bdsico principio unificador

no estudo da moderna teoria da Ciéncia do Investimento.

Conforme Neftci (1996, p. 12-13), no seu sentido mais bésico, arbitragem significa
tomar posicoes simultdneas em diferentes ativos de tal forma que se garanta um
lucro sem risco mais alto que o retorno sem risco dado pelas letras do Tesouro
dos E.U.A. Se tais lucros existem, diz-se que hd uma oportunidade de arbitragem.

Os precos de ativos livres de arbitragem sao utilizados como referéncia.

Luenberger (1998, cap. 9) distingue dois tipos de arbitragem: (A) obtengao de
algo do nada agora e (B) obtengdo de uma possibilidade de algo no futuro sem
custo agora. A impossibilidade da arbitragem do tipo A permite a existéncia do
principio da formacao de prego linear. A impossibilidade dos dois tipos de
arbitragem permite determinar, de maneira bem definida a carteira, que

maximiza a utilidade esperada.

A formalizacao do principio de nao-arbitragem deveu-se a S. A. Ross em 1976.
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Conforme Yang (1997, p. 12-3), a hipdtese de nao-arbitragem afirma que, se hd
uma carteira de ativos que replica os resultados de uma opgao, entao a opcao e a

carteira devem ter o mesmo preco.

Conforme Neftci (1996, p. xix-xx), o chamado teorema da arbitragem ou teorema
fundamental de Financas é o maior resultado da teoria de Financas. Este autor
afirma que, mais importante do que fornecer uma estrutura matemadtica, este
teorema justifica a existéncia e a utilizacgao da medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza , pois esta medida de probabilidade torna

possivel evitar consideracoes relativas aos prémios pelo risco do valor mobilidrio.

Este principio, baseado na existéncia de mercados bem desenvolvidos, permeia

uma boa parte da moderna Ciéncia do Investimento.

Conforme Luenberger (1998, cap. 1) o principio de nao-arbitragem implica a
relacdo linear (aditiva) dos pregos dos valores mobilidrios e que os pregos dos

derivativos como futuros e opgoes podem ser determinados analiticamente.

Ross (1997, p. 530-6) exemplifica o apregamento da opgao européia simples
ordindria sobre acao. Ele emprega o exemplo para ilustrar a aplicagao do teorema
fundamental de Financas, isto é, o teorema da arbitragem. A medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza é manifesta de uma maneira

muito elegante.

2.1.2.3.3 Ezxzemplo paradigmdtico de determinac¢ao de preco de opg¢ao e da
aplicagao do teorema da arbitragem

"Muito menos, ninguém de senso se daria ao trabalho de definir a tecelagem sé por amor da
propria arte de tecer. Mas o que a maioria nao percebe, seqgundo penso, é que algumas coisas
apresentam semelhancas naturais, muito faceis de apontar aos que pedem explica¢des de certas
realidades, quando nao queremos ter trabalho de grandes explanagoes; ao passo que para as mais
importantes verdades e da mais alta relevdancia, nao existe imagem capaz de fornecer aos homens
uma idéia clara que, para completa satisfaciao do espirito, bastaria apresentar a quem nos
interroga, com a devida acomodacao a qualquer dos sentidos. Por isso mesmo, precisamos
esforcar-nos para ficar em condigoes de dar ou compreender a razao de cada coisa. As realidades
imateriais, as maiores e as mais belas, sé nos podem ser claramente reveladas por meio da razao,
nada mais, sendo a elas que se refere tudo o que dissemos até agora. Mas, é muito mais facil

tratar das coisas pequenas do que das grandes.”
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Platao. 1980. Didlogos: Politico ou Da Realeza, 285de a 286ab.
Tradugao de Carlos Alberto Nunes. Universidade Federal do Para.

Ross (1997) supoe que hd uma taxa de desconto positiva. Aqui vai-se supor que
esta taxa de desconto ¢ nula. Esta alteracio nao muda o problema

essencialmente.

Imagine-se que uma acgao valha R$100,00 hoje. Daqui a um ano, ela pode valer
R$200,00 ou R3$50 (estes valores podem ser entendidos como valores presentes,
pois a taxa de desconto é nula). O preco de exercicio de uma opgao sobre esta
agao, daqui um ano, ¢ R$150,00. A pergunta é: “Qual o preco racional da opc¢ao

de compra da acao?”.

Suponha-se que seja possivel montar uma carteira de agoes e opgoes sobre estas
agoes. De forma a eliminar completamente o risco (hedging perfeito), deseja-se

montar uma carteira que nao varie de preco no futuro. Portanto:
200z + (200 — 150)y = 50z + Oy

sendo:

x quantidade de acoes adquiridas hoje

Yy quantidade de opgoes de compra adquiridas hoje

4+  comprado

- vendido.

Observe-se que o valor 200-150=50 é ganho por exercer a opcao e 0 (zero) é o

ganho por nao té-la exercido.
Portanto:
y=-—3T.

Isto é, necessita-se comprar x unidades de acoes e vender 3x unidades de opcoes

ou o contréario.
Suponha-se que o prego racional da opcao seja c. Entao o custo da carteira hoje é:
100z + cy = 100z — 3cx .

Logo, o ganho hoje pode ser computado:
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R$50,00
hoje

= 50z — (100z — 3cx)
= 2(3¢ — 50)

ganho = valor da carteira

hoje — custo da carteira, .

10je

Portanto, se ¢* = R$5—?? ~ R$16,67, o ganho é nulo. Logo, nao ha possibilidade de

arbitragem. Caso contrario, hd a possibilidade de ganho certo (sem incerteza) e

sem ter dispéndio de dinheiro, isto é, ha a possibilidade de arbitragem.

A arbitragem ocorre se, por exemplo, o preco em real da opcao for ¢ =20> c*.
Entao, comprando-se uma agdo (z=1) e simultaneamente vendendo-se trés
opgoes (y = —3) custa 100 — 60 = 40 reais. No entanto, no ano seguinte, o valor do
portfélio sera R$50,00 se a acao subir para R$200,00 ou se ela cair para R$50,00.
Entao, obtém-se um lucro garantido de R$10,00.

Similarmente, se o preco em real da opcao for ¢ =15 < ¢*, entao, vendendo-se uma
agdo (z =-1) e comprando trés opgoes (y =3), tem-se um ganho inicial de
100 — 45 = 55 reais. Por outro lado, o valor desta carteira, no ano seguinte, serd de
-50 reais. Obtém-se, entao, um lucro certo de R$5,00.

Um plano de aposta com ganho certo é chamado de uma arbitragem.

O preco da opcao que impossibilita a arbitragem é chamado de prego racional e

utilizado no mercado como benchmark.

Este mesmo resultado pode ser obtido aplicando-se o teorema da arbitragem

[Ross (1997, p. 533-6)].

Suponha-se que haja dois conjuntos:
s = {20050}
Q={¢s1-q}

O primeiro é chamado de dominio (conjunto de apoio) e o segundo, de medida de

probabilidade.

Serao criadas duas apostas: (i) comprar/vender uma agao e (ii) comprar/vender

uma opcao.

(i) Aposta 1: comprar/vender uma agao
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200 — 100 = 100, se agao valer 200
50 — 100 = —50, se agao valer 50
= 100g — 501 —¢) = 0

R é a varidvel aleatéria retorno.

Portanto, existe apenas uma medida de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza e, por conseqiiéncia, nao hd possibilidade de arbitragem. Além disso,

existe e é tinico o preco da opgao que serd determinado a seguir.

(ii) Aposta 2: comprar/vender uma opgao

200 — 150 — ¢, se agao valer 200
‘Rz =

—c, se agao valer 50

Fq(R,) = (50 — C)% - c% —0

o= R$5—30 ~ R$16,67

Observe-se que a medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

independe da probabilidade real ou subjetiva.

O teorema da arbitragem, segundo Ross (1997, p. 533-4), é uma conseqiiéncia do
teorema da separacao de hiperplano, que é freqiientemente utilizado como um

mecanismo para provar o teorema da dualidade da programagao linear. ¢

Portanto, o prego racional de uma opgao existe se e somente se existir uma tinica

medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza Q.

Conforme Yang (1997, p. 7), o principio de arbitragem fornece uma condigao
suficiente para a existéncia de uma medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza. Entretanto, ele nao fornece um meio de determind-la.
Estimacao e especificacao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza tornou-se um tema central em Financas. Tornou-se comum caracterizar
a medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza supondo um

processo estocdstico para o preco do valor mobilidrio subjacente.
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Admitindo-se que nao exista arbitragem no mercado, o preco de um valor
mobilidrio cujos resultados (e.g. retornos) sdo uma combinacdo linear de outros
ativos é exatamente igual & combinacgao linear dos precos dos valores mobilidrios.
Este resultado é conhecido como Teorema da Aditividade de Valor [Varian (1987,
p. 61)]. Quando a hipétese do mundo com prego da incerteza neutralizado for

definida, este teorema serd mais detalhadamente tratado.

2.1.2.4 Principio da aversao a incerteza

O decisor deve preferir menos a mais incerteza.
O investidor racional deve ser avesso & incerteza.

Conforme Bierman Jr. & Smidt (1993, p 365-7), a incerteza surge quando pode
haver mais que um possivel fluxo de caixa que pode ser produzido por um dado

ativo num dado tempo futuro.
O estado de conhecimento certo é o mais confortdvel para o decisor.

Em geral o decisor deve preferir mais incerteza a menos se desejar um nivel de

retorno maior do que o retorno associado ao investimento com menos incerteza.

Moore (1986, cap. 9) imagina que hd dois investimentos com o mesmo custo e que
ambos tenham o mesmo retorno esperado maior que este custo inicial. O termo
esperado é definido probabilisticamente. Considera ainda que o retorno é certo
para um dos investimentos e incerto para o outro. Logo, o decisor que procura

investir, ao invés de especular, deve preferir o investimento sem incerteza.
Ha evidéncias empiricas de que o investidor tipico é avesso a incerteza.

Pindyck & Rubinfeld (1994, p. 191-202) perguntam (i) se os executivos de
empresas seriam mais apreciadores de incerteza do que a maioria das pessoas e
(ii) se, quando em face de diferentes alternativas de estratégia, algumas
envolvendo incerteza, e outras garantidas, quais seriam aquelas que elas

escolheriam.
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Foi realizado um estudo com 464 executivos que responderam a um questionério
com descricoes de situacoes de risco com as quais eles poderiam se defrontar
imaginando serem vice-presidentes de uma empresa hipotética®. O estudo revelou
que aproximadamente 20% foram neutros a incerteza, 40% propensos & incerteza,
20% avessos a incerteza e 20% nao responderam ao questiondrio. O estudo mostra
que os executivos de maneira geral fizeram significativos esforcos para reduzir ou
eliminar as incertezas, geralmente mediante postergacao de decisoes ou coleta de

informacoes adicionais.

Em seguida, Pindyck & Rubinfeld (1994, p. 191-202) afirmam que, diante de uma
ampla variedade de situacoes de risco, os consumidores geralmente mostram-se
avessos a incerteza. H4 normalmente trés maneiras de os consumidores reduzirem
a incerteza: diversificacao, seguros e obtencao de informacoes adicionas a respeito
de opcoes e desfechos. Afirmam ainda que a maioria das pessoas tem aversao a
incerteza. Outras perguntas importantes de Pindyck & Rubinfeld (1994, p. 191-
202) sao: “Por que razao individuos que tém aversdao a incerteza sdo capazes de
fazer investimentos no mercado aciondrio, portanto, arriscando-se a perder parte
ou a totalidade de seus investimentos? Como serd que as pessoas tomam suas
decisoes quanto ao grau de risco que assumirao ao fazer seus investimentos e ao

realizar planos para o futuro?"

Fishburn & Kochenberg (1979)°, apud Poulton (1994, p. 199-208), analisaram as
funcoes utilidade estimadas empiricamente para mudangas na riqueza ou retorno
sobre investimento de trinta decisores em vérias dreas de negécios. Os autores
analisaram quao adequadas sdo as fungdes poténcia de Kahneman & Tversky (as
pessoas subavaliam grandes perdas relativamente a menores ganhos e perdas),

logaritmica de Bernoulli e exponencial para explicar o comportamento de cada

® MacCrimmon, K. R. & Wehrung D. A. 1984. "The risk in-basket" Journal of
Business 57: 367-87.

? Fischburn, P.C. & Kochenberger, G. A. 1979. "T'wo-piece Von Neumann-

Morgenstern utility functions." Decision Sciences 10: 503-18.
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decisor. Concluem que oito dos trinta decisores tém a funcao poténcia de

Kahneman & Tversky e dois tercos tém fungoes logarftmicas ou exponenciais.

No entanto, Metrick" (1995), apud Grosjean (1998), utilizou dados obtidos na
final de um jogo chamado Jeopardy! (quiz show) para analisar questoes

econdmicas e concluiu que os jogadores sao aproximadamente neutros a incerteza.

2.1.2.4.1 Quantificacao da incerteza

"In the Physics, Aristotle s inquiry into randomness and the nature of chance events is conceptual
or ontological and not mathematical. This does not mean, however, that this contributions to
chance studies are worthless. Aristotle presented a careful analysis of the random and intentional
properties of chance events. As a result, we may wonder whether it is necessary or possible to
make a strict dichotomy between statistical and epistemic probability. If so, then epistemic
questions must be given priority, because before calculating, one must determine whether what is

to be measured is a suitable subject for calculation and wich aspects are to be quantified."

Styan (1998, p.15)
A probabilidade normalmente é tida como um quantificador de incerteza.

No entanto, conforme Jaynes (1996, p. 2-18), qualquer distribuicao de
probabilidade é necessariamente subjetiva no sentido de descrever apenas um
estado de conhecimento do decisor, e nao poder de modo algum ser mensurada
por um experimento fisico. Ela pode ser objetiva se independer da personalidade
do usudrio (sentimentos como esperanga, medos, valores de julgamento etc.).
Portanto, a probabilidade denota um estado informacional do investidor sobre um
evento futuro. Logo, a probabilidade nao é a medida da incerteza ou da surpresa
de um evento de um espaco amostral. A Teoria da Informacao estabelece que a
medida da incerteza é o informacional cuja unidade de medida é o bit. O

informacional é uma funcao logarftmica do inverso da probabilidade de ocorréncia

de um evento.

" Metrick, A. 1995. “A natural experiment in Jeopardy!” American Economic

Review 85: 240-253.
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A incerteza tem como sindnimos as palavras, conforme Ebrahimi et al. (1999),

volatilidade, variabilidade, dispersabilidade e variedade.

Uma das mais populares medidas de incerteza é a varincia.

7

Uma medida que concorre com a varidncia é a entropia oriunda da Teoria da

Informacao.
A medida do retorno esperado é a esperanca matematica.

A anélise de média-varidncia é uma das maneiras de formalizar matematicamente
este principio. Essa andlise estabelece que, se vérias oportunidades de
investimento tém a mesma média, mas diferentes varidncias, o decisor deve

preferir aquele com a menor variancia.

Outra forma mais geral de selecionar uma entre vérias oportunidades de
investimento com incerteza é utilizar funcoes de utilidade individual, conforme

Luenberger (1998, cap. 1, 9, 15 e 16).

No entanto, no espirito de Kelly Jr. (1956), quanto menos informagoes subjetivas
(e.g. fungao de utilidade) forem necessérias para a obtengao do prego tnico e livre
de arbitragem, melhor (principio da parcimoénia). Dessa forma, a Teoria da
Informacao é uma terceira maneira alternativa de modelar problemas de

investimento em condicoes de incerteza.

2.1.2.4.2 Incerteza técnica e de mercado

Conforme Luenberger (1998, p. 458-63), ha dois tipos de incerteza: a técnica e a
de mercado. Por exemplo, o fluxo de caixa de uma mina de ouro depende tanto
da incerteza de mercado do pre¢co do ouro quanto da incerteza técnica da
quantidade de ouro que ainda ha para ser extraido. Incerteza técnica inclui
eficiencia de producdo desconhecida (devido a novos processos de produgao),
incerteza sobre recursos, tal como a quantidade de petréleo num campo
petrolifero), incerteza sobre resultado (como numa pesquisa ou projeto de
desenvolvimento) e um componente de incerteza do prego de bens com pouca

liquidez (prego futuro de um terreno isolado). Incertezas de mercado sdo aquelas
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associadas aos precos de commodities e valores mobilidrios negociados e outros

ativos reais.

Em situacoes com os dois tipos de incerteza, isto é, com a presenca de incerteza
técnica e de mercado, a solucao deverd conter as medidas de equivalente
monetdrio deterministico (certainty equivalent) para contemplar a atitude do
investidor diante de risco em condigao de incerteza técnica (private uncertainty) e
da probabilidade neutralizadora do preco da incerteza para contemplar a
condicdo de incerteza de mercado (market uncertainty). O que se observa ¢é o
movimento da Ciéncia do Investimento de um mundo com prémio pela incerteza

para um mundo virtual sem preco da incerteza.

Incerteza de mercado Mundo com
A incerteza

emd e
medida
Mercado de probabilidade
risco-neutro

Mundo
livre de———Decisor——pIncerteza técnica
incerteza

A medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza manifesta-se
tanto em condicao de incerteza técnica quanto em condicao de incerteza de

mercado. A natureza da incerteza acarreta a forma de hedging.

2.1.2.4.3 Um pouco de historia

Para Bernstein (1997, p. 53), o Livro dos Jogos de Azar, iniciado em 1525 e
reescrito em 1565, de Girolamo Cordano (1500-1571), médico e jogador
inveterado, foi o primeiro esfor¢o de por a medicao a servigo do risco. No entanto,
para Stigler (1986, p. 63) o pai da quantificacdo da incerteza é Jacob Bernoulli
(1654-1705), matematico, filésofo e professor da Universidade de Basel a partir de
1687, contemporaneo e rival ocasional de Isaac Newton. Conforme Bernstein

(1997, cap. 7), por meio de sua obra péstuma A Arte da Conjectura, publicada
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em 1713, ocorre o inicio da formalizacao do conceito de probabilidade, evento,
probabilidade prévia (a priori) e posterior (a posteriori) e a lei dos grandes
nuimeros. Esse livro procura demonstrar onde termina a arte de pensar
objetivamente e comeca a arte da conjectura, de modo a entender a conjectura

como o processo de estimar o todo a partir das partes. ¢

2.1.2.4.4 Relagao entre risco financeiro e incerteza

[...] A mulher é um jogo
Dificil de acertar

E 0 homem como um bobo
Nao se cansa de jogar

O que eu posso fazer

E se vocé Jurar,

Arriscar a perder

ou desta vez entdo ganhar [..]

Ismael Silva, Nilton Bastos e Francisco Alves (1931).

1982. Histéria da misica popular brasileira. Sdo Paulo: Abril.
Risco é¢ uma conseqiiéncia da decisao livre e consciente de expor-se a uma
situagao na qual se luta pela realizagao do bem havendo a possibilidade de

ferimento.

Perda ou dano é um ferimento humano fisico ou psicolégico. Conforme Pieper
(1960, p. 173), "entende-se por ferimento toda a violagao da incolumidade natural
contraria & nossa vontade, toda a ofensa ao ser que em si préprio descansa, tido o
que contraria a nossa vontade, tudo o que é de qualquer modo negativo, tudo o
que magoa e prejudica, atemoriza e oprime. O ferimento mais profundo e extremo
é, porém, a morte. E mesmo os ferimentos nao mortais sao imagem da morte".
Portanto, conforme Pieper (1960, p. 179-80), o ser humano que possui a virtude
cardeal da fortaleza expoe-se ao perigo da morte por causa do bem. E s6 quem é
prudente (vé a realidade como ela é, i.e., objetivamente) e justo (dd a cada um o

que lhe é devido) pode ser forte.
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Luenberger (1998, cap. 1), por exemplo, utiliza a palavra risco ao invés de
incerteza. Preferiu-se aqui utilizar o termo incerteza devido & seguinte definicao

para risco financeiro:

Risco financeiro é uma conseqiiéncia da decisao livre e consciente de expor-se a
uma situacao na qual hd a expectativa de ganho sabendo-se que hd a

possibilidade de perda ou dano.

As definigoes de risco e de risco financeiro estao baseadas em Pieper (1960),
Styan (1998), Steiner Neto (1998, p. 50-6), Spradlin (1997), Luenberger (1998),
Moore (1986), Dargahi-Noubary & Growney (1998), The new Merriam- Webster
dictionary (1989), Merriam-Webster “s pocket guide to synonyms (1995) e Ferreira
(1986).

Desta forma, risco financeiro, ao longo da tese, serd chamado apenas de risco.

Logo, a incerteza é um componente necessdrio mas nao suficiente para o conceito

de risco.

Em geral, a palavra risco aparece com o significado de perigo ou chance. No

entanto, nenhum destes constitui seu sentido estrito.

Para March & Shapira (1987, p. 1404), apud Steiner Neto (1998, p. 50), risco é
normalmente definido como reflexo das eventuais variagoes nas distribuicao dos

retornos possiveis, com as suas probabilidades e com os seus valores subjetivos.

Para Maccrimmon & Wehrung (1986, p. 9), apud Steiner Neto (1998, p. 51),
existem trés condigoes para a definicao de risco, que sao denominados

componentes do risco:
e Deve existir a possibilidade de haver perda ou dano (magnitude da perda);
e Deve haver uma possibilidade associada a essa perda (possibilidade de perda);

¢ Deve haver a possibilidade de o decisor agir de forma tal que aumente ou
diminua a magnitude ou a probabilidade dessa perda ou dano (exposigdo a

perda);
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Os mesmos autores também determinam as fontes causadoras do risco, que

seriam:

e Auséncia de controle;

e Auséncia de informagoes;
e Auséncia de tempo.

Conclui Steiner Neto (1998, p. 51) que o conceito de risco implica a possibilidade

de escolha.

Steiner Neto (1998, p. 70) afirma que Maccrimmon & Wehrung (1986, p. 99)
mostram que retornos positivos sao tratados como oportunidades e de maneira

significativa, enquanto o risco é associado apenas aos retornos negativos.

Conforme March & Shapira (1987, p. 1407), apud Steiner Neto (1998, p. 70), a
questao da utilizacao da probabilidade de ocorréncia de um retorno como algo
importante é questionada por eles, que citam as palavras de um executivo
entrevistado: "Eu aceito grandes riscos, independentemente da probabilidade, mas

nao grandes valores".

Conforme Steiner Neto (1998, p. 50), o risco faz parte do dia-a-dia dos gerentes e
executivos de tal forma que, muitas vezes, passa despercebido e a convivéncia

com o risco pode ser definida como algo natural na vida.

A tipica situagao de risco é o jogo de azar. O jogador decide jogar determinado

jogo de azar porque espera ganhar, mesmo sabendo que pode perder.

Uma distingdo entre jogatina (gambling), especulagao e investimento encontra-se

em Moore (1986, cap. 9).
O que hd em comum entre os trés conceitos é a presenca da incerteza.

Além disso, para ser bem-sucedido em qualquer um deles, o conhecimento dos

componentes dos riscos (perdas/ganhos e incertezas) envolvidos é essencial.

Para a jogatina, o ganho esperado é negativo, e a tunica vantagem ocorre se a
utilidade de um alto prémio com baixa probabilidade supera a perda do dinheiro

apostado. Uma empresa normalmente nao ird jogar, ja que no jogo ela nao pode
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controlar os riscos, mas pode especular ou investir em um novo produto,
argumentando que, nessas situacoes, ela pode controlar os resultados no sentido
de que ele é o melhor preditor dos resultados dos outros participantes do

mercado.

Conforme Bernstein (1997, p. 21) o executivo de sucesso é antes de tudo um

previsor; comprar, produzir, vender, fixar precos e organizar vém depois.

Especulacao e investimento diferem principalmente nos niveis de incertezas

envolvidas, mas, na especulacao, a presenca da incerteza é maior.

Portanto, a especulagdo (speculation) é a aceitagdo de risco que prevé ganho mas
reconhece possibilidade de prejuizos maiores que a média. A especulacao é uma
atividade necessdria e produtiva. Pode ser lucrativa a longo prazo, quando
realizada por profissionais que geralmente limitam suas perdas utilizando vérias
técnicas de hedging, inclusive operagoes com opgoes, venda a descoberto, ordens
para prevencao de prejuizos e negociagoes de contratos futuros. O termo
especulacao indica que um negoécio ou investimento de risco pode ser analisado e

avaliado e se diferencia do termo investimento pela graduacao do risco.

Logo, investimento (investment) é o uso de capital para gerar mais recursos, seja
por meio de negdécios geradores de renda ou de empreendimentos mais arriscados
destinados a ganhos de capital. Pode se referir a um investimento financeiro
(quando um investidor poe dinheiro em determinado negécio) ou a um
investimento de esforco e tempo por parte de um individuo que deseja colher
lucros pelo sucesso de seu trabalho. Investimento sugere a idéia de que a

seguranca do valor principal investido é importante.
A especulagao, por outro lado, € bem mais arriscada.

Segundo Sassatani (1999), na Economia, ndo é incomum encontrar o termo risco
como sindonimo de incerteza. De acordo com Machina e Rotstchild (1990, p. 227),
apud Sassatani (1999), risco pode ser utilizado como sinénimo de incerteza ou
informagao incompleta. Um dos tépicos estudados na Microeconomia trata da
escolha na incerteza [Kreps (1990) e Pyndick (1995)]. Contudo, coube ao

economista Frank Knight (1972, p. 249) fazer a distin¢@o entre risco e incerteza:
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"A diferenca pratica entre as duas categorias, risco e incerteza, é que na primeira
a distribui¢do do resultado num grupo de casos é conhecida (quer através do
cdlculo a priori, quer das estatisticas da experiéncia passada), enquanto no caso
da incerteza isso nao ocorre, em geral devido ao fato de que é impossivel formar
um grupo de casos, porque a situacao que se enfrenta é, em alto grau, singular".
Pela definicao de Knight, a diferenca bésica entre risco e incerteza consiste na
presenca ou nao de uma distribuicao de probabilidades sobre um certo evento.
Dessa forma, incerteza se refere a situacoes em que nao se conhece a distribuicao
de probabilidade dos resultados. Risco é a situacao em que se podem estabelecer

os possiveis resultados e suas respectivas probabilidades de ocorréncia.

2.1.2.4.4.1 Gestao do risco

A gestao do risco consiste em obter informacoes adequadas para conhecer melhor
a situagdo de risco e/ou intervir nela, tendo como resultado a melhoria da

qualidade das decisoes nesta situacgao, com possibilidade de perda ou dano.

Os componentes da perda potencial (componente negativa do risco) sao: (i)

magnitude, (ii) chance de ocorréncia e (iii) grau de exposigao.

Os elementos determinantes da perda numa situagao com risco, adaptado de
Steiner Neto (1998, p. 52), s@o: (i) impossibilidade de dominar as forcas da
natureza (condigoes climédticas, leis da natureza etc.), o comportamento humano
(livre arbitrio, acoes e atitudes individuais e coletivas etc.) e os recursos limitados
(tempo, capital etc.) e (ii) informacdo incompleta, podendo ela ser inadequada,

inconfidvel, nao familiar, imprevisivel ou inacessivel.

O exemplo paradigmaético de gestao de risco a seguir foi inspirado no exemplo de

Steiner Neto (1998, p. 50).

2.1.2.4.4.1.1 Exemplo paradigmdtico de gestao de risco
Situacao de risco: dirigir um automével na cidade de Sao Paulo
Ganhos esperados: flexibilidade de locomogao na cidade e visibilidade da

condic¢ao financeira e social
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Perdas e danos potenciais: ferimentos pessoais, parentes, outros motoristas e
transeuntes, ofensas morais, defeitos do carro,
doencas provocadas pela poluicao e estresse, multas,
aumentos de impostos, desvalorizagao, roubo/furto,

atropelamento, batida etc.
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O quadro a seguir foi adaptado de Steiner Neto (1998, p. 52).

Componentes da perda potencial

Determinantes do perda

potencial

Magnitude

Chance

Grau de exposicao

Falta de controle

Como reduzir...?

Fazer seguro do carro,

possuir um carro
barato, locar um carro

etc.

Estacionar sempre em

estacionamento  pago,
evitar caminhos
perigosos, possuir um

carro discreto e nao

muito visado por

ladroes, dirigir com
cuidado e usar cinto de
seguranga, possuir um
carro seguro (ar
condicionado, air bag e

blindado com vidros &

prova de bala; nao
dirigir e utilizar
transporte coletivo;
morar perto do

trabalho e escola etc.

Nao dirigir e utilizar
transporte coletivo ou
particular,

do

motorista
morar perto

trabalho e escola.

Falta de informacao

Qual a sua magnitude?
Acompanhar os precos
de mercado de novos e
usados e os pregos dos
servicos, manutencao e

pecas de reposigao.

Qual é a probabilidade

de sua ocorréncia?
Acompanhar as
Estatisticas de

ocorréncias por tipo de

sinistro.

Quais sao as
alternativas para
compartilhi-la?

Ha vérias empresas

seguradoras, corretores,
tipos de seguro (prazo,

prego, condicoes etc.).

Conforme Steiner Neto (1998, p. 53) a atitude do decisor diante do risco ¢ uma

prerrogativa individual.

A atitude diante do risco supoe a consideragao da atitude diante da incerteza e

da perda potencial e da expectativa de ganho da situacao.
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2.1.2.4.4.2 Um pouco de historia

"[...] Em verdade, os negdécios humanos nao merecem a menor consideragio da nossa parte.
Todavia, somos como que obrigados a considerd-los de perto, o que nao deiza de ser aborrecido.
[...] O que eu digo, é que devemos aplicar-nos seriamente ao que é sério, nio ao que nao for. Por
sua propria natureza, Deus é digno de todo o nosso zelo religioso, ao passo que o homem,
conforme jd o observamos, foi feito para servir de joguete nas maos da divindade, no que, alids,
consiste todo o seu merecimento. Importa, pois, ao homem conformar-se com sua sorte e entreter-
se a vida inteira com belos jogos: eis como os homens e as mulheres precisam viver, em contrdrio,

justamente, & sua atual maneira de pensar.”

Platao. Leis (1980, 803bcd)

Duas formas de acordo comercial, baseados na expectativa de um cumprimento

futuro, tiveram origem direta na aposta.

Para Huizinga (1980), o final da Idade Média assiste, tanto em Génova como em
Antuérpia, ao surgimento do seguro de vida sob a forma de apostas sobre futuras
eventualidades de cardter nao econdémico. Apostava-se, por exemplo, “sobre a
vida e a morte de pessoas, o nascimento de um menino ou uma menina, o
resultado de viagens e peregrinacoes, a conquista de vdrias terras, pracas e fortes
ou cidades”. Este tipo de contrato, embora houvesse j& assumido cardter
puramente comercial, foi diversas vezes proibido sob a alegacao de tratar-se de
jogo ilegal, entre outros por, Carlos V. Apostava-se sobre a escolha de um novo
Papa tal como hoje se aposta em corridas de cavalo. E, ainda no século XVII, os

contratos de seguro de vida eram conhecidos pelo nome de “apostas”.

Huizinga (1980) afirma que a Revolugdo Francesa deflagrou uma onda de
seriedade no Ocidente, que perdura até os nossos dias. O esporte, as artes, os
negocios, a moda, a ciéncia vivem uma crise lddica. Entretanto, no homem, o
desejo de jogar é um traco indelével da sua natureza. Ainda segundo o autor, a
avareza em seu estado puro nao comercia e muito menos joga, i.e., jamais arrisca.
Faz notar que a esséncia do espirito lidico é ser audacioso, correr riscos e
suportar a incerteza e a tensao. A tensao faz com que o jogo adquira mais
importancia, levando o jogador a esquecer que estd jogando. Um jogador de
roleta admite facilmente que estd jogando. No entanto, um corretor de valores

sustentard que a sua atividade de comprar e vender em fung¢ao do comportamento
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da Bolsa fazem parte das coisas sérias da vida ou, pelo menos, da vida dos
negdécios, e constitui uma fungao econémica da sociedade. Nos dois casos o fator
operante é a expectativa de lucro. Mas, enquanto no primeiro caso o carater
puramente fortuito da coisa é geralmente reconhecido, no segundo, o jogador
ilude-se a si mesmo com a idéia de que é capaz de prever a tendéncia futura do
mercado. Seja como for, é infima a diferenca de mentalidade entre ambos os

Casos.

Conforme Epstein (1977, p. 295-305) o mercado aciondrio é um fenémeno de
tomada de decisao gigantesco cujos jogadores sao denominados eufemisticamente
de investidores. O autor compara o mercado aciondrio a aposta em cavalos. Uma
caracteristica peculiar do mercado aciondrio estd na duracao extremamente
varidvel de um jogo completo e na exata determinagao do retorno durante um
longo periodo de jogo, devido & variacao do poder de compra do dinheiro, taxas
de impostos, disponibilidade de mercadorias, invencoes, guerras, mudancas de
governos, reviravoltas politicas, deslocamentos em massa, que influenciam
psicologicamente o comportamento dos investidores. Refletindo um amélgama de
fatores econ6micos, monetarios e psicolégicos, o mercado aciondrio representa o
mais sutilmente intrincado jogo inventado pelo homem. Nas pdginas 287 a 294,
Epstein relata que a mais antiga descricao de uma corrida de cavalos aparece no
livro XXIII da Ilfada de Homero, e que ela parece remontar do povo hitita de
1500 a.C. O autor aborda matematicamente o problema da aposta em corridas de
cavalo e culmina com a aplicacao do principio da maxima entropia da Teoria da

Informacgao.

Baxter & Rennie (1998) iniciam o livro discutindo o problema da aposta em
corrida de cavalos, para discutir os elementos essenciais da formacao de precos
racionais de derivativos. Este exemplo foi adaptado nesta tese, substituindo a
aposta em corrida de cavalos por uma aposta em partida de futebol (final de um

campeonato entre o Corinthians e o Sao Paulo).

Bekman & Costa Neto (1980) também utilizam a partida de futebol (final de

uma copa do mundo entre Brasil e Argentina) como situagao deciséria enfrentada
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por um torcedor brasileiro chamado Joao, para exposicao dos principais conceitos

de andlise da decisao.

Do ponto de vista psicolégico, Zuckerman et al. (1980) relatam que parece haver
basicamente dois tipos de tragos psicolégicos nos seres humanos: buscadores e os
nao-buscadores de sensagao. Esta distincao explicaria uma série de
comportamentos dos individuos. O individuo buscador de sensagao, do tipo que
persegue prazeres hedonisticamente por meio de atividades de extroversao,
incluindo beber socialmente, festas e atividades sexuais, tende a estar mais
interessado em jogar e é mais sensivel as probabilidades e aos valores envolvidos

nos jogos.

Cover & Thomas (1991, p. 131) afirmam que, quando o mercado aciondrio
funciona como o mercado de apostas em corridas de cavalos, entdao hd um
aumento da variacao da taxa de duplicagao que é igual a entropia mitua entre a

informacao privilegiada e a aposta na corrida de cavalos.

Finalmente, Cox & Rubinstein (1985, cap. 8) utilizam quase um capitulo,
mostrando que o mercado de opcoes difere de um simples mercado de apostas em

corridas de cavalos. ¢

A seguir serd exposto um exemplo paradigmético para que o conceito de incerteza

e risco possa ser mais bem distinguido.

2.1.3 Hipdoteses normalmente utilizadas para determinagcao do preco racional
de opcao européia simples ordindria
Serao definidas as hipoteses normalmente utilizadas para a determinacao do preco

racional de opc¢ao européia simples ordindria.

2.1.5.1 Hipdtese de mercado perfeito

"Veja - A ocasiao faz o ladrao?

James Wygand, Presidente da Control Risks - As pessoas tém a nog¢do errada de que um sujeito
que entra para o crime faz isso porque nao teve oportunidades na vida ou ndo achou emprego
honesto. Pode ser que existam alguns criminosos por necessidade, mas esses sao ladroes de
pequenos crimes, que roubam para sobreviver no dia-a-dia. A verdade é que a maioria dos

bandidos perigosos opta pela atividade criminosa porque sabe que ela é muito rentdvel, nao paga
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impostos, tem uma série de vantagens. Ou seja, é uma questdo econdmica em que 0s Tiscos (sic)
do megdcio sao menores que os lucros, em que o criminoso pode ganhar mais do que sendo

honesto."
Entrevista & Revista Veja: Predadores a solta. 17 de novembro de 1999, p. 15.

"Num livro de 1988, o professor Robert Klitgaard, de Harvard, definiu um grande problema em
uma simples equagdo: corrup¢ao = monopdlio + arbitrariedade - transparéncia. [...]. Para
Transparency International, uma ONG dedicada ao assunto, estamos na 45 posicdo entre os 99
paises, com uma pontuagdo de 4,1 (numa escala de 0 a 10), empatados com Zimbabue, Marrocos
e Malaus. [...] Segundo estimativas de Ades e Di Tella, valores entre 16% e 44% dos investimentos
viabilizados por politicas industriais ativas (internacionais) em sua amostra se transformam em

propina: 30% em médial”

Gustavo Franco. Corrupgao e lubrificacao. Veja: Em Foco. 17 de novembro de 1999, p. 224.

Mercado perfeito ¢ um mercado sem custos de transagao e leiloes; nele todos os
acordos sdo cumpridos; hd possibilidade de comprar/vender qualquer montante
de cada valor mobilidrio [Luenberger (1998, cap. 9)]; as transagdes ocorrem
continuamente e ha a possibilidade da venda a descoberto (short-selling) ilimitada
[Yang (1997, p. 12)]; hd auséncia de impostos; a liquidagdo é instanténea, a
transagdo ocorre a vista (sem parcelamento) e existe um banco ideal constante.

No caso das agoes, nao se considera o dividendo e dos bonds, o cupom.

Esta hipétese é andloga & da auséncia de atrito da Mecanica Cldassica. Desta
forma, alguns autores denominam esta hipétese como hipétese da auséncia de

atrito.

Custos de transagao (transaction costs) sao custos da compra ou venda de um
valor mobilidrio, que consistem principalmente na comissao de corretagem,
margem do investidor ou de uma taxa (como seria a cobrada por um banco ou
por uma corretora para negociar titulos do governo), mas inclui também tributos
diretos tais como a comissao da SEC nos E.U.A., quaisquer impostos de

transferéncia determinados pelo governo e outros impostos diretos.

2.1.8.1.1 Banco ideal constante

Num banco ideal, conforme Luenberger (1998, p. 19) e Merton (1973, p. 162), as

taxas juros de depdsito e empréstimo sao iguais e nao ha taxas de servigos e de
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transacoes. As taxas de juros também independem do montante do principal.
Esta definicao nao implica que as taxas de juros para todas as transacoes devam

ser idénticas.

Se um banco ideal tem uma taxa de juros que independe do prazo para o qual ela
se aplica e a taxa de juros é composta de acordo com as regras usuais, diz-se que

ele ¢ um banco ideal constante.
Ao longo do texto, admitir-se-4 que as taxas de juros sao constantes.

Portanto, pode-se supor a existéncia de ativo sem incerteza (obrigagao) b(t) cujos
Pregos seguem um processo
db(t) = b(tyr,dt
db(r)dt

—— =7

b(t) f
b(t) = b(0) exp(rft)

sendo r, a taxa de juros certa nominal (composta continuamente) constante. Sua

unidade é o inverso do perfodo (ano, més, dia ttil etc.).

r

; serd chamada de prego do tempo.

2.1.3.2 Hipdtese de mercado competitivo, livre e aberto como wvdrios

investidores igualmente tmportantes

A partir deste momento, o decisor racional, isto é, o que segue os principios

anteriores, serd chamado de investidor.

No mercado financeiro serd suposta a existéncia de vérios investidores igualmente

importantes.

Para haver a possibilidade de arbitragem no mercado financeiro, é necessiria a
existéncia de pelo menos um decisor que use os principios de comparacao e da
insaciabilidade e pelo menos dois valores mobilidrios de propriedades idénticas
com precos diferentes. Logo, os modelos de determinacao dos precos de valores

mobilidrios e derivativos nao devem possibilitar a arbitragem.

Mercado competitivo é um mercado no qual compradores e vendedores

individualmente tém pouca ou nenhuma condicao de afetar os precos. A moderna
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teoria de Finangas estd baseada no paradigma de mercado competitivo (Duffie
(1992) e Jarrow & Turnbull (1966)). Este paradigma possui duas hipéteses. A
primeira é que os mercados de valores mobilidrios sao perfeitamente eldsticos, isto
é, os investidores atuam como tomadores de pregos. A segunda é que a
compra/venda tem liquidacdo imediata. Ambas as hipdteses sdo aproximagoes
que nao sao satisfeitas mesmo nos mercados com maior liquidez. A auséncia

destas condicoes ¢ algumas vezes chamada de risco de liquidez.

Mercado livre e aberto (free and open market) € um mercado em que o prego é
determinado pela oferta e procura de forma livre e sem regulamentagoes. O
oposto é um mercado controlado, no qual oferta, procura e preco sao

artificialmente estabelecidos, resultando em um mercado ineficiente.

Pindyck & Rubinfeld (1994, cap. 16) mostram que, num mercado competitivo,
livre, aberto e perfeito, com vdrios investidores, os precos dos ativos sao inicos,
pois o mercado encontra-se em equilibrio'' e possui a propriedade de ser Pareto-
eficiente”. No mercado financeiro h4 ainda a facilidade de estes precos serem de
facil acesso. Logo, os precos a vista dos valores mobilidrios sao teoricamente
lnicos e de equilibrio, e o valor observado no mercado é aproximadamente igual a

este valor em mercados liquidos.

"' Um equilibrio é um conjunto de precos pelos quais a quantidade demandada se
torna igual a quantidade ofertada em cada um dos mercados. Isto é também um
equilibrio competitivo, pois todos os vendedores e compradores serao
estabelecedores de preco. A alocacao de valores mobilidrios em equilibrio
competitivo é economicamente eficiente. O equilibrio competitivo &
freqiientemente preferido, pois consegue alocar os recursos com um minimo de

informacao, isto é, com os precos disponiveis no mercado.

" Uma alocacao tem eficiéncia de Pareto quando nao pode ser realocada para
tornar maior o bem-estar de uma pessoa sem que haja diminuicao do bem-estar

de outra.
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Negociabilidade (marketability) é a rapidez e facilidade com que determinado
valor mobilidrio pode ser comprado e vendido. Uma grande quantidade de acgoes
em circulacao, que sejam negociadas ativamente, é um fato que caracteriza a
liquidez de um titulo. Em linguagem corriqueira, o termo negociabilidade pode
ser usado no lugar de liquidez (liquidity), mas liquidez implica a preservagao do

valor quando um valor mobilidrio é comprado ou vendido.

2.1.8.8 Hipdtese do equilibrio competitivo do mercado de capitais

Pindyck & Rubinfeld (1994, cap. 16) afirmam que, num mercado competitivo,
livre, aberto e perfeito com varios investidores, os precos dos ativos sao tnicos,
pois o mercado encontra-se em equilibrio e possui a propriedade de ser Pareto-

eficiente.
No mercado financeiro hd ainda a facilidade de esses precos serem de facil acesso.

Logo, os precos a vista dos valores mobilidrios sao teoricamente tinicos e de
equilibrio e o valor observado no mercado é aproximadamente igual a esse valor

em mercados liquidos.

Lisboa (1999) estuda as relagoes entre equilibrio, arbitragem e mercado completo

e incompleto.

2.1.3.4 Hipdtese de mercado completo

“Significacao das teorias fisicas — Existem muitas pessoas que se espantam ao ver quao efémeras
sao as teorias cientificas. Essas pessoas véem teorias serem sucessivamente abandonadas depois de
alguns anos de prosperidade; véem ruinas se acumulando sobre ruinas; prevéem que teorias hoje
na moda sucumbirdo, por sua vez, dentro em pouco, e concluem que elas sdo interiamente vds. E
o que chamam a faléncia da ciéncia. [...] O objetivo das teorias matemdticas nao é nos revelar a
verdadeira natureza das coisas — o que ndo seria uma pretensao razodvel — e sim coordenar as leis
fisicas que a experiéncia nos revela mas que, sem o auxilio da matemdtica, nao poderiamos sequer
enunciar. Pouco nos importa que o éter exista realmente: é um problema para os metafisicos
(filosofos). O importante para nds é que tudo se passa como se ele existisse, e essa é uma hipdtese
comoda para a explicagdo de fendomenos. Afinal, temos outras razdes para crer na existéncia de
objetos materiais? Essa também é uma hipdtese comoda e que nunca deixard de o ser, ao passo

que um dia, certamente, o éter serd rejeitado, por initil.”

Poincaré (1984, p. 127 e 157)
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Se os valores mobilidrios (ativos financeiros) forem definidos como um conjunto
finito de estados futuros de precos e se houver pelo menos a mesma quantidade
de ativos financeiros linearmente independentes, entao o mercado é denominado

completo uniperiodo (adaptado de Luenberger (1998, cap. 9)).

Conforme Cox & Rubinstein (1985, cap. 19), sempre que o nimero de ativos
financeiros linearmente independentes for igual ao nimero de estados da
natureza, qualquer padrao de retornos pode ser reproduzido e o mercado, nesta
situagao, chama-se completo. Ele é completo porque nenhum outro ativo
financeiro com padrao de retorno diferente, i.e., que nao seja mera combinagao

linear dos retornos dos ativos anteriores, pode ser gerado.

Um mercado é dito dinamicamente completo ou completo multiperiodo se todo
possivel resultado de um derivativo pode ser replicado para cada instante de
tempo seguinte por uma carteira autofinancidvel de valores mobilidrios

negocidveis [Baxter & Rennie (1998, p. 197)].

Um dos objetivos da tese é dispensar o uso desta hipétese para a determinacao do

preco racional da opcao européia simples ordinaria sobre acao e bond.

Gulko (1998), Samperi (1998) e Lisboa (1999) discutem as relagoes entre

eficiéncia, equilibrio e mercado completo e incompleto.

2.1.8.5 Hipdtese de mercado eficiente

Mercado eficiente é um mercado no qual toda a informacao se reflete
instantaneamente nos precos dos valores mobilidrios. E uma hipétese segundo a
qual os precos de mercado refletem o conhecimento e as expectativas de todos os
investidores. Seus adeptos consideram intitil procurar acoes subavaliadas ou fazer
previsoes de movimentos de mercado. Qualquer novo desenvolvimento se reflete
no preco das acoes de uma companhia, afirmam, tornando impossivel vencer o
mercado. KEssa mesma teoria, objeto de ruidosas disputas, afirma que um
investidor que arremessasse dardos na lista de agoes de um jornal teria as mesmas

chances de desempenho no mercado que qualquer investidor profissional.
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Uma questao importante em Finangas é se o mercado de agoes é eficiente.
Conforme Brealey & Myers (1998, p. 324-6), “como muitas vezes acontece com
idéias importantes, o conceito de mercado eficiente foi conseqiiéncia de uma
descoberta fortuita. Em 1953, a Royal Statistical Society reuniu-se em Londres
para discutir um documento bastante original®. Seu autor, Maurice Kendall, era
um estatistico distinto, e o tema era o comportamento dos precos das accoes e
das mercadorias. Kendall tinha procurado identificar ciclos regulares de precos,
mas, para sua surpresa, nao os encontrou. Cada série parecia ser “errdtica, quase
como se, uma vez por semana, o Démonio do Azar (Demon of Chance) tirasse um
nimero aleatdrio...e o acrescentasse ao preco corrente para determinar o prego da
semana seguinte”. Por outras palavras, os pregos pareciam seguir um passeio
aleatdrio. [...] Quando Maurice Kendall sugeriu que os pregos das acgdes seguem
um passeio aleatério, estava a admitir que as variagoes dos precos sao tao
independentes umas das outras como os ganhos e as perdas do nosso jogo'. Para
a maioria dos economistas, esta idéia era bizarra e alarmante. Na realidade, a
idéia nao era completamente nova. Ja tinha sido proposta numa tese de
doutoramento quase esquecida, escrita 53 anos antes por um francés, Louis
Bachelier”®. A sugestao de Bachelier era suficientemente original, mas a teoria
matemadtica dos processos aleatdrios que a acompanhava antecipou-se em cerca de
5 anos ao famoso trabalho de Einstein sobre o movimento browniano aleatério

das moléculas de gds em colisao. O trabalho de Kendall nao caiu no esquecimento

como o de Bachelier. Com a generalizagao do uso dos computadores e o aumento

" Kendall, M.G. 1953. "The analysis of economic time series, part I. Prices."

Journal of Royal Statistical Society, 96:11-25.

" Jogo definido anteriormente cujos resultados estavam baseados em lancamentos

independentes de uma moeda.

" Bachelier, L. 1990. Théorie de la speculation. Gautheir-Villars, Paris. Reeditada
em inglés (A. J. Bones, trad.) in P.H. Cootner (ed.), Random character of stock
market prices, M.I.'T. Press. Cambridge, Mass., 1964, p. 17-78.
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dos bancos de dados, os economistas e os estatisticos conseguiram acumular

rapidamente uma grande quantidade de informagoes comprovativas”.

Nos anos 30, o economista especializado no setor alimenticio Holbrook Working
também reparou no comportamento aleatério dos precos das mercadorias

(commodities)®.

O mercado é eficiente se o conhecimento das mudancas passadas do preco da
a¢ao nao informa nada sobre as futuras mudangas no prego desta agao [Winston
(1998, p. 73-78)]. Se os precos sempre refletem a informacao total relevante para
os investidores, entao eles irao mudar apenas quando surge informacao nova. Mas
informacao nova, por definicao, nao pode ser predita, caso contrédrio ela nao seria
nova. De outra maneira, se o preco da acao reflete tudo o que é previsivel, entao
a variacao de preco da acao deve refletir apenas o que é imprevisivel. Portanto, a
série de variagbes de pregos deve ser aleatéria [Brealey & Myers (1998, p. 323-
347)].

A versao continua do passeio aleatério (random walk) é o movimento browniano.
Adota-se, normalmente, que o preco do valor mobilidrio subjacente segue um

movimento browniano geométrico:
dS(t) = S(t)[ pdt + 0dZ(1)]
sendo dZ(t) possui distribuigao normal com média zero e varidncia dt, u € o sao

constantes positivas.

Note-se que a hipétese de mercado eficiente conduz a idéia de passeio aleatdrio.
Esta, por sua vez, leva ao movimento browniano. Isto é, hd uma formalizacao
deste principio por meio de uma equacao diferencial estocdstica. Evidentemente,

héa outras equagoes que modelam situacoes mais especificas.

H& pelo menos duas teorias reaciondrias. Uma delas é totalmente deterministica e

¢ conhecida pelo nome de Flliott Wave Principle de Prechter & Frost (1995).

' Veja H. Working. 1934. "A random difference series for use in the analysis of

time series" Journal of American Statistical Association, 29:11-24.
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Esta teoria baseia-se fundamentalmente na segdo durea [Ricieri (1994)]. A outra
¢ uma combinagdo ou meio termo entre a abordagem estocdstica (passeio
aleatério) e a deterministica. Ela é chamada de hipétese de mercado fractal e estd
relacionada com a teoria do caos (Peters (1994), Brown (1995), Gleiser (1994),
Ricieri (1990) e Trippi (1995)). Em Peters (1994) hé o relato de uma férmula de
formagao do preco da opcao européia simples ordindria utilizando a hipétese de

mercado fractal.

Essa hipotese é normalmente usada para que se possa utilizar o modelo do
movimento browniano geométrico para descrever o comportamento do preco da
agao. Como a abordagem entrépica nao necessita da informagao sobre a
distribuicao real ou subjetiva do preco da agao para a determinacao do preco
racional da opcao européia simples ordindria, entao esta hipdtese nao serd

necessaria.

2.1.3.6 Hipdtese da atitude do decisor diante da incerteza

Rubinstein (1976), apud Trigeorgis (1998, cap. 1), e Luenberger (1998) derivam
as férmulas tradicionais de formacao de preco de opgoes na condicao de aversao a

incerteza.

Luenberger (1998, cap. 9) afirma que utilizou a condi¢ao de aversdo a incerteza
por esta abordagem “parecer ser a mais 1itil” mas o preco racional independe da
escolha da funcao de utilidade do investidor racional. O fato de Luenberger
escolher uma abordagem que é 1til mas desnecessédria contraria o principio da

parcimonia.

Para Jaynes (1996, p. 19-22) a utilidade do dinheiro permanece mal definida.
Smidts (1997) discute as diferencas e semelhangas entre os modelos de utilidade

de Bernoulli (1738) e de von Neumann & Morgenstern (1947).

No entanto, com ativos em condicao de incerteza técnica, a consideragao da
atitude do decisor diante da incerteza pode ser relevante (Herath (1998)). Logo, a
Teoria Estatistica Bayesiana da Decisao torna-se adequada para determinar o
preco racional da opgao. Contudo, para a aplicacao desta abordagem, o decisor

necessita ter coeréncia ou racionalidade no sentido de que os axiomas sejam
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respeitados [Bekman & Costa Neto (1980, p. 56-7), Lee (1996, p. 13-4), Howard
(1996) e Bierman et al. (1991)].

Pela construcao do mundo com prego da incerteza neutralizado a seguir elimina-
se matematicamente o preco da incerteza dos valores mobilidrios do mercado
financeiro. Neste mundo virtual, os investidores sao considerados
contingencialmente como neutros ao preco da incerteza. Porém, no mundo real
eles tém alguma atitude diante da incerteza. Desta forma, com a consideracao
deste mundo hipotético, a atitude diante da incerteza de cada individuo é
irrelevante para a determinagao do preco racional dos valores mobilidrios do

mercado financeiro.

2.1.3.7 Hipdtese do mundo com preco da incerteza neutralizado

"You really know where you are.
For the first time in history.

He quoted the planetary motto.
'Community, Identity, Stability.’

Grand words."

Aldous Huxley. 1989. Brave New World. New York: HarperPerennial.

Inicialmente temos que o mercado de capitais ¢ um mundo no qual os valores
mobilidrios possuem prego da incerteza positivo para os investidores racionais que
sao considerados avessos a incerteza. Isto é, no mercado financeiro real, os
investidores sao avessos a incerteza e, portanto, hd preco da incerteza positivo

para os valores mobilidrios.

A cada um dos ativos estd associado um prego da incerteza positivo. Quanto mais

incerto for um valor mobilidrio, maior devera ser esse preco.

Para um valor mobilidrio sem incerteza o preco devera ser nulo. Este ativo serd

denominado valor mobilidrio livre de incerteza.

2

Em termos tedricos, este valor mobilidrio é contrato de empréstimo ou depésito

num banco ideal constante.

Conforme Luenberger (1998, p. 40), a taxa de juros livre de incerteza ou taxa de

juros certa é o preco ou valor da locacao da commodity mais popular: o dinheiro.
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Um exemplo concreto ¢ o retorno das letras do tesouro norte-americano (U.S.
Treasury bills). E o rendimento (yield) sobre um investimento sem risco. As letras
do Tesouro americano com vencimento em 3 meses sao consideradas investimento
sem incerteza, uma vez que sao obrigagoes diretas do governo norte-americano e o
prazo é suficientemente curto para minimizar os riscos de inflacao e alteracoes nas

taxas de juros.

O modelo de determinagao do preco dos ativos (capital asset pricing model-
CAPM) apresenta a premissa de que o retorno sobre um valor mobilidrio é igual
ao retorno sobre um investimento certo (prego do tempo), acrescido de um prego

da incerteza.

Taxa de capitalizagdo ou de desconto (capitalization or discount rate) é a taxa
utilizada para comparar o valor, numa moeda, que serd recebido no futuro, com o
valor na mesma moeda recebido hoje. E a taxa de juros usada para converter
uma série de fluxos de pagamentos futuros em um sé valor presente. E também a
taxa de juros que a Reserva Federal (E.U.A.) exige dos bancos membros para
empréstimos, utilizando-se como garantia, em tais empréstimos, titulos do
governo ou titulos aceitdveis para redesconto (eligible paper). Configura um
referencial minimo, uma vez que os bancos estabelecem suas taxas de

empréstimos em percentuais sempre acima da taxa de desconto.

Taxa de desconto ajustada a incerteza (risk-adjusted discount rate) é a taxa
necessaria para determinar o valor presente de um fluxo de renda incerto; é a
taxa certa (geralmente o retorno sobre titulos do Tesouro dos E.U.A.), acrescida
de um preco da incerteza, que se baseia em uma andlise das caracteristicas de

risco de um determinado investimento ou projeto.

Pode-se pensar que By, [S.(T)] > (1 + rf)Si(()), pois, caso contrdrio, nao haveria
motivo para ter o valor mobilidrio com fluxos de caixa incertos [Neftci (1996, p.

280)].

Entao, uma forma de expressar o preco de valor mobilidrio em funcao do preco da

incerteza é a seguinte:
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Isto ¢, o prego s,(0) de um valor mobilidrio i hoje (data 0) ¢ o valor presente
vp, da esperanca matemadtica do prego numa data futura By [S,(7)], na medida de
probabilidade real ou subjetiva P,. Note-se que a taxa de desconto ajustada a
incerteza r, do valor mobilidrio i pode ser decomposta na taxa de desconto certa
r (pela hipétese de mercado perfeito e mais especificamente pela suposicao da
existéncia do banco ideal constante) (preco do tempo) e no preco da incerteza

especifico do ativo i.

Outra forma de expressar o mundo com preco da incerteza é em termos do

retorno que um valor mobilidrio produz.

Retorno é o fluxo monetdrio total que um ativo produz, como fracao de seu
preco.

5;(7)
Si(O)

P

=1+ Ty,

By 1+ R(1)] =1+ +m,
EIP’] [R7(T)] =1+,

5(0)

subjetiva P, ¢ um mais a taxa de desconto ajustada a incerteza do valor

Portanto, a esperanca do retorno na medida de probabilidade real ou

mobilidrio i.
Observa-se também que a esperanca, nesta mesma medida de probabilidade da

taxa de retorno, é igual & soma do preco do tempo com o preco da incerteza

especifico.
Sob a hip6tese de mercado perfeito, a taxa certa r, € tinica e observével.

Sob a hipdtese de mercado competitivo, livre e aberto com vérios investidores
(mercado em equilibrio competitivo), o preco de um valor mobilidrio s,(0) é dnico

e observével.
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No entanto, o preco da incerteza e a medida de probabilidade do prego do valor

mobilidrio sao nao observaveis e nao necessariamente inicos.

Além disso, se for exigido que o mercado seja livre de arbitragem, a linearidade
dos pregos é obrigatéria e vice-versa [Luenberger (1998, p. 188-90)]. Em outras
palavras, conforme Luenberger (1998, p. 189), o preco da soma de dois ativos é a
soma de seus precos, e o preco de um muiiltiplo do ativo é o miltiplo do preco.
Desta forma, sendo a esperanca matemadtica um operador linear, ela torna-se séria
candidata a determinador de prego. Portanto, o valor presente da esperanca de
uma combinacao linear dos pregos futuros dos valores mobilidrios deve ser igual a

combinacao linear dos precgos atuais dos respectivos valores mobilidrios.

A linearidade dos precos também implica necessariamente, conforme Luenberger
(1998, p. 190), a lei do prego unico. Isto é, no mercado livre de arbitragem o

preco de um valor mobilidrio deve ser tinico.

Imagine-se que haja dois ativos nao idénticos com risco no mercado de capitais

perfeito e em equilibrio competitivo.

Portanto, o preco de cada um deles é:

1

5(0) = H,,f—Jr%Epl[ /(7]
5(0) = H,}%%Eg[ ,(7)]
O preco da soma dos dois ativos é:
5,.5(0) = Hn%n% [5,(7) + 8,()]
- #{E [S,()] + By [8,(7)]}
- B, [S()]+ ﬁff 15,(7)]

P ..
1+ Ty + Tp, 12

Observe-se que, mesmo que as varidveis aleatdrias sejam dependentes, as

equagoes anteriores valem.

Note-se que seria interessante obter o seguinte resultado para que o mercado

também fosse livre de arbitragem:
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51.5(0) = 5,(0) + 5,(0)

= s S
L+ + 1, Pl[ (7)) L+ +m, Pz[ 2(7)]
Portanto, temos que:

1 1 1 1
—— F S ——F S. =—F |S D —
1_’_7} +7np . P1+2[ 1(7)]+1+’f’f +rp ‘ Pl+2[ 2(7)] 1_’_7} _i_,},,p Pl[ 1(7)]+1+rf +7”p. ,

1+2 1+2 1 2

Percebe-se que o problema fica cada vez mais complicado, pois novas grandezas

nao observaveis e nao tnicas (subjetivas) sao introduzidas.

Uma forma de resolver este problema é supor a validade do modelo de
determinacao do prego de valores mobilidrios, isto é, do CAPM. Este modelo foi

desenvolvido entre 1964 e 1968 [Sharpe & Alexander (1990, p. 194)].

O CAPM (capital asset pricing model) € um modelo de determinagao de prego de
valores mobilidrios que relaciona o risco esperado com o retorno esperado. Baseia-
se na teoria de que os investidores exigem maiores retornos para maiores riscos e
estabelece que o retorno de um ativo ou de um valor mobilidrio é igual ao dos
investimentos livres de risco - como, por exemplo, o retorno de uma obrigagao de

Tesouro de curto prazo -, acrescido de um preco da incerteza.

Conforme Sharpe & Alexander (1990, p. 195-6), o CAPM estd apoiado em
algumas hipdteses, como mercado perfeito, decisor insacidvel e avesso & incerteza,
todos os investidores possuem o mesmo horizonte de investimento de um periodo,
a taxa certa é a mesma para todos os investidores, informacgao é disponibilizada
gratuitamente e instantaneamente para todos os investidores, investidores tém
expectativas homogéneas (eles tém as mesmas percepgoes dos retornos esperados,

das variancias e das covariancias entre os retornos dos valores mobilidrios).

Supondo a validade do CAPM, conforme Luenberger (1998, p. 187), o preco dos
dois valores mobilidrios pode ser escrito da seguinte maneira:
1
= E
1+’f’f +ﬁ1(rm _'rf) !

1
- 1+’f’f +ﬂ2(rm 7Tf) 2

5,(0)

5,(0)
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Si(T) - Si(O)_
Cov 7% 0) iR,

Var[ Ry, |

mercado e 7, = E,[R,].

sendo g, = , R, a taxa de retorno da carteira eficiente de

No entanto, hd uma forma alternativa mais interessante, denominada forma do

equivalente certo:

B 1 000[51(7)7%}(70771 _rf)
40 = 37| B S0 - Var[R, ]
1 Cov| S (T);Rm (Tm - ’f’)
5,(0) = 1+ EPz [5,(m)] - | 2Va7’[RjL] : ]
1 Cov|S,(T) + S, (7); Ry | (1 — 1)
$15(0) = T EPM[Sl(T)wLSQ(T)]* 1% Vaj“[Rm] | ! }

Como Cov[X +Y;Z]= Cov|X;Z]+ Cov[Y;Z] para quaisquer varidveis aleatorias,

entao:
OUS()+S()7RrrL (rmir)
sm(o)zﬁ[E% 18.(r) + §,(r)] - 225 Vai[TR | ) f}
. 1 COU[Sl(T)7R1n](nn _rf) 1 CO/U[SQ(T)?RM](TM _rf)
- 1+,}nf [EIP’1 [SI(T ]7 Var[Rm] + 1+ rf EIP’2 [SZ(T)]i V(I’I“[Rm]

= 5,(0) + 5,(0)
Logo, o CAPM respeita a condicao de linearidade dos pregos no mercado de
capitais. No entanto, ele depende ainda de grandezas nao observdveis (mas

estimdveis) e nao tnicas, como as medidas de probabilidade dos pregos e dos

betas dos valores mobilidrios.

Esta forma do equivalente certo nos fornece uma expressao importante do retorno

dos ativos:
Cou[$,(7): B ) — 1)
P50 Var[R, | =1+
5,(0) - Ty
E]Pl [Sl(T)] - ﬁlsl(o)(rm - Tf) —1
5,(0) =i+
Sy (7)
EIP’1 811(0) - 61(7% Tf) =1+ Ty
Sy ()
By si(()) =147+ B,(ry —1y)
S ()
E]Pl 511(()) =1+ T
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Seria, entdo, muito bom, conforme Neftci (1996, p. 22-6 e cap. 14), se fosse

possivel expressar os retornos dos ativos com incerteza da seguinte forma:

Si (7')
Y|S0

1=12,...,a

:1+7’f

Se isso pudesse ser feito, haveria linearidade dos precos, portanto, um mercado
livre de arbitragem e preco uinico para os valores mobilidrios e suas combinagoes

lineares.

Dessa forma, a existéncia e unicidade de uma medida de probabilidade Q origina
o que se chamard de mundo com preco da incerteza neutralizado, pois todos os
valores mobilidrios possuem, como retorno, o retorno certo. A medida de
probabilidade Q é chamada de medida de probabilidade neutralizadora do prego

da incerteza.

Desta forma, o preco de um valor mobilidrio possui a seguinte expressao no

mundo com preco da incerteza neutralizado:

Note-se que, se ela existir e for unica, entao uma combinacao linear de valores
mobilidrios tem seu preco determinado da seguinte maneira:

Z aLSL

1 a
15 fZ L‘EQ[Si(T)]

1+7’

3

= Zlazsz(o)

Logo, o problema de determinacao de preco de valores mobilidrios reduz-se a
determinacao de uma tnica medida de probabilidade neutralizadora do preco da

incerteza.

Desta maneira, conforme Neftci (1996, cap. 14), a medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza é chamada de medida de probabilidade
equivalente e nao depende da medida de probabilidade real ou subjetiva P,. Esta

transformagdo permite, conforme Neftci (1996, p. 276-7), tratar um valor
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mobilidrio que carrega um preco da incerteza positivo como se ele fosse um valor

mobilidrio sem incerteza.

2.1.3.7.1 Mudanca de medida de probabilidade

"- Adeus, disse a raposa. Eis o meu segredo.
E muito simples: s se vé bem com o corag¢ao.

O essencial ¢ invisivel para os olhos.

-0 essencial é invisivel para os olhos,

repetiu o principezinho, a fim de se lembrar.”

Antoine de Saint-Exupéry. O Pequeno Principe. 1999. 47" ed. 3" reimpressdo, p. 72

Traducgao de Dom Marcos Barbosa. R.J.: Agir.

Conforme Neftci (1996, p. 283), duas medidas de probabilidade sdo equivalentes
se elas sdo atribuidas ao mesmo dominio (conjunto de apoio). Em Financas, a
transformacao para uma medida equivalente permite tratar um ativo que carrega

um prego da incerteza positivo como se fosse um ativo sem incerteza [Neftci

(1996, p. 276-7)].

2.1.8.7.1.1 Exemplo de mudan¢a de medida de probabilidade de wvaridvel

aleatoria discreta

O exemplo a seguir encontra-se em Neftci (1996, p. 278 e 282-3).

Seja Z uma varidvel aleatéria discreta uniforme, definida sobre o experimento de

lancamento de um dado de seis faces.

Evento Probabilidade (P) Valor
w, =face 1 ou 2 Pr(w,) = % ~ 0,33 z =10
w, =face 3 ou 4 Pr(w,) = % ~ 0,33 zy = —3
w, =face 5 ou 6 Pr(w,) = % ~ 0,33 zy =—1

Tem-se que a esperanca e a varidncia valem:
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= l[10 —2F +1[—3 —2F +1[—1 — 2P
3 3

_%

3

Imagine-se que se deseja transformar esta varidvel aleatéria de tal modo que:
» o dominio seja mantido;

» a variancia seja mantida;

» e a esperanca passe a valer 1, isto é, Ej[Z] =1.

Qual medida de probabilidade equivalente S satisfaz as restrigoes anteriores?

FEvento Probabilidade (S) Valor
_ 122 _
w, =face 1 ou 2 Pr(w,) = 10~ 0,28 z, =10
w, =face 3 ou 4 Pr(w,) = % ~ 0,56 zy = —3
w, =face 5ou 6 | Pr(uw,) = % ~ 0,15 | 23 =-1
Portanto:
122 22 5
EglZ] = 5 10] + 55 [=3] + 55 [=1]
=1
Vary|Z) = Eg {[Z — E[Z]}*}
122 22 )
=0 —-1P +=5[-3 1P + —=[-1—1P
429[0 ] +39[ 3—1] +33[ ]
_ 9
3

Note-se que a nova medida de probabilidade independe da original.

Outro resultado interessante derivado do mundo com prego da incerteza

neutralizado é o seguinte:
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Isto é, a expectativa na medida de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza do prego futuro de um valor mobilidrio é o valor futuro do prego a vista

do valor mobilidrio, utilizando-se a taxa certa do seu prego atual.

Se o conjunto de valores possiveis do prego futuro do valor mobilidrio (dominio)

for enumerdvel (quantidade contavel de estados da natureza), entao:

Como neste mercado existe um valor mobilidrio certo, entao a soma da

probabilidades é igual a um:

S](T) _ = 511(7—)
o 50|~ 2950
= ;qj(l*rlj)
= ;97(1*7})
= 1+7’f

qu =1
j=1

Portanto, a existéncia de um valor mobilidrio sem incerteza equivale a condicao

de a soma das probabilidades ser igual a um.

Outra forma muito utilizada é a que evidencia os pregos de ativos Arrow-Debreu:
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Portanto, os ativos Arrow-Debreu sao os valores

mobilidrios elementares

associados a cada estado da natureza. Isto é, ¢; = (1+7)r; € o preco de ativo

Arrow-Debreu que paga uma unidade monetédria se o estado da natureza j

ocorrer, e zero, caso contrario. Pelas equacoes anteriores verifica-se que este valor

¢ maior que zero, menor que um e sua soma ¢ um mais a taxa de juros certa, isto

é:

0<7rj<1

d =g 1
m. = =

;7 ;(lJrrf) 1+rf

Entao o mercado ¢ livre de arbitragem se e somente se existirem os precos dos

ativos Arrow-Debreu [Luenberger (1998, p. 249)].

Se o dominio ¢ ¢ RY do prego futuro for nao enumerdvel, entao:

SZ(T) . Si(T)
ol 0)] [si(o)q[sz(ﬂ]dsi(r)
= [T+ n()]als(7)]ds, ()
¢
=147
i=12..,a

5.(0) = lef By [8,(7)]
1
=13, { 5,(7)a[s,(m)]ds,(7)
1=12,...,a

O preco racional de um ativo Arrow-Debreu é:
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2.1.8.7.2 Processo estocdstico martingale
Suponha-se que hoje seja ¢, e a data futura seja ¢ . Entao o prazo serd

L —t,=r7.

Desta forma, tem-se que:

5.(t) = Eg [S.(t,)]

K3

Isto é, o processo estocdstico S, (t) = exp(—rft)Si (t) ¢é chamado martingale
[Luenberger (1998, p. 373)]. Este processo estocdstico ndo apresenta tendéncia ou

periodicidade.

Conforme Neftci (1996, p. 101), martingale é um instrumento central na moderna

teoria de Finangas.
Portanto, S,(t) é um martingale no mundo com prego da incerteza neutralizada.

Neste mundo virtual, conforme Neftci (1996, p. 103), a melhor estimativa do

preco futuro é a ultima observacao de S,(t).

Neftci (1996, p. 103-4) expOe que martingales sao varidveis aleatdrias cujas
variacoes futuras sao completamente imprevisiveis mesmo que a série histéria do
preco seja dada. Isto é, ¢ impossivel prever a direcao do movimento futuro do

preco num processo martingale.

No entanto, no mundo real com prego da incerteza, conforme Neftci (1996, p.
104-6), sabe-se que o preco da acdo e do bond nao sdo completamente
imprevisiveis. Espera-se que o preco do bond descontado cresca com o passar do

tempo. Em geral, o mesmo ocorre com o preco da acao. Espera-se que seus pregos

79



crescam em média com o passar do tempo. Portanto, estes processos estocdsticos

sao chamados de submartigales.

Algo similar ocorre com os derivativos. Por exemplo, a opc¢ao tem o preco do
tempo (valor do tempo) e, com o passar do tempo, o preco de uma opgao
européia declina, considerando-se todos os outros parametros fixos. Portanto,

estes processos sao chamados de supermartingales.

No mercado financeiro, conforme Neftci (1996, p. 115), ndo se pode esperar que o
preco observado no mercado de um valor mobilidrio com incerteza seja igual ao
seu preco esperado, trazido a valor presente pela taxa de juros certa. H4 um
preco da incerteza. Portanto, qualquer preco de um ativo com incerteza, quando

descontado pela taxa de juros certa, nao serd um martingale.

Entao os precos dos valores mobilidrios sao mais provavelmente sub ou

supermartingales.

Como foi visto anteriormente, a consideragao da hipétese do mundo com preco da
incerteza neutralizada transforma processos nao-martingale em martingale por

meio de uma substituicao matemética da medida de probabilidade. Isto é:

Conforme Neftci (1996, p. 122), é mais conveniente e significativamente mais facil
converter o preco do ativo em martingale, nao pela subtragao de seu drift, mas

pela mudanga da medida de probabilidade.

Neftci (1996, p. 107-8) expde que um processo estocdstico com variancia finita é
chamado de martingale integravel quadratico continuo. Isto significa que se pode
representar todos esses martingales pelo movimento browniano [Karatzas &
Shreve (1991)]. Isto sugere que mudancas imprevisiveis e auséncia de saltos sao

duas propriedades do movimento browniano no tempo continuo.

Além disso, no mundo com preco da incerteza neutralizado, o processo do preco
de um derivativo linear, F,(¢t)=aS/(t)—b, ou parcialmente linear,

F (t) = max[0;aS,(t) —b] ou F,(t) = max[0;b —aS;(t)], € que nao gera fluxos de caixa
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intermedidrios, sendo a >0 e b > 0 constantes, deve também ser um martingale

sob a mesma estrutura de probabilidade. Isto é:

Tz(to) = E& [FL(tT)]
£t) = exp[—rf(tT —ty )| EG [Fi(t.)]
2.1.3.7.3 Integral de Lebesgue: esperanca e varidncia

Da integral de Lebesgue f g(z)dP(r) deriva-se o valor esperado, varidncia etc.

tanto de varidveis aleatdrias discretas como de continuas.

Para esperanca de uma varidvel aleatoéria discreta, g(z) =z, dP(z) = Pr(X =2) e a

integral transforma-se num somatdério.

Para uma continua, g(z) = z e dP(z) = f(z)dz .
Para variancia g(z) = [z — E(X)].

2.1.3.7.4 Esperanca parcial

O dominio da integracao é particionado no ponto k.

Portanto, para g(z) = z:

k

E©)(k) = f 2dP(z)

EW (k) = f 2dP(z)
k

E(X), se X for continua

Tem-se ainda que: E©(k D (k) =
E EER) + EO(R) E(X) + kf(k), se X for discreta

2.1.3.7.5 Funcgao de perda linear

A funcao de perda é medida do custo de oportunidade de uma decisao, com
informacao adicional perfeita ou imperfeita, em relacao a melhor decisao sem a
informacao adicional. Ela avalia o quanto deixamos de perder quando informacao
adicional torna-se disponivel. Conforme Pratt et al. (1996), normalmente, em
problemas econémicos, a funcao de perda é linear. Desta forma, o seu valor estd

em valor monetdrio (real, ddlar etc.).
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Considere-se g¢,(z) = max{z — k;0} e g,(z) = max{k — z;0}.
Assim g (z) — g,(z) =k —z.
Portanto:

L) = E{max(k — X;0)}

k
= [ (k= 2)P()

LW = E{max (X — k;0)}

~ [(a=hpe)

Integrando os dois lados:

LOk) = L'(k) + k — E(X)
Finalmente, tem-se que:
LY)(k) = kF (k) — B (k)
LW (k) = B (k) — kG (k)
Esta duas ultimas equagoes sao muito uteis na pratica, e as férmulas para E© (k)

para as principais distribuicoes estao desenvolvidas no capitulo 9 de Pratt et al.

(1996).
2.1.4 Problemas de investimento tipicos

2.1.4.1 Determinacao de preco

Conforme Luenberger (1998, p. 7), o problema da determinagao de prego é um

dos problemas bésicos da moderna Ciéncia do Investimento.

Conforme Sharpe & Alexander (1990, p. 195-6), a determinagao do prego racional
de um ativo necessita da construgao de um modelo, isto é, da construcao de uma
teoria. Isso exige simplificacao das situacoes complexas por um processo de
abstracao dos seus elementos essenciais. Essa simplificacao é atingida por meio de
hipéteses sobre o ambiente. Essas hipoteses necessitam ser simples, de modo que

fornecam um grau de abstracao que permita o sucesso na construg¢ao do modelo.
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Por outro lado, o teste de um modelo estd em sua capacidade de auxiliar no

entendimento e na predicao do processo que estd sendo modelado.

2.1.4.1.1 Ezxzemplo paradigmdtico de determinacao de preco em condi¢cao

de certeza

Suponha-se uma situagao deterministica de determinagao de prego. Imagine-se
que ha uma oportunidade de investimento que paga R$110,00 ao final de um ano.
Qual o prego desse investimento hoje, dado o ambiente financeiro completo? Se
h4 uma taxa de juros para um investimento de um ano de 10%, entdo (pelo
principio da comparagio) este investimento tem o prego exato de R$100,00. Se a
taxa atual de juros para este prazo de investimento é menor que 10%, entao (pelo
principio da comparagdo) o prego do investimento deve ser maior que R$100,00.
Em geral, se a taxa de juros corrente para este tipo de investimento for r, entao
o preco do investimento para 2 apdés um ano deve ser, pelo principio da

~ a . . .
comparagao, o Este investimento pode ser diretamente comparado com um
T

investimento de capital de um ano em certificado de depdsito (ou divida do

Tesouro de um ano). Ele deve gerar a mesma taxa efetiva de juros. ¢

Este exemplo paradigmatico de determinagao de preco em condicao
deterministica ¢ um exemplo simples do problema de determinacao de preco
geral. Dado um investimento com caracteristicas conhecidas de retorno (que
podem ser aleatérias), qual é o prego razoavel? Ou equivalentemente, qual é o

preco consistente com outros valores mobilidrios que estao disponiveis?

No entanto, nem sempre a aplicacao do principio da comparagao é tao simples

como a do exemplo anterior.

2.1.4.1.2 Ezxzemplos paradigmaticos de determinagao de prego em condi¢cao

de incerteza de mercado

2.1.4.1.2.1 Contrato a termo (forward )

Imagine-se um contrato chamado a termo (forward) F cujos investidores

envolvidos (um comprador e um vendedor) combinam hoje ¢, = 0 um preco certo
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k(ty;t;) = k(t,) para um valor mobilidrio com risco S numa data futura ¢ . Note-se
que os dois investidores tém respectivamente a obrigacao de comprar e vender o

ativo na data futura, ao preco futuro que foi pré-estabelecido hoje.

Portanto, o preco deste contrato com obrigagao bilateral tem hoje o prego nulo,

isto & f(t,)=0.
O retorno deste contrato é:
F(t,)=58)— k().

Portanto, o preco racional do contrato a termo é:

I (ty) = exp[=r (t; — ] EqF (1))
= exp(—rt, | Eg [F(t,)]
= exp(—ryt, | Eq [S (1) — k(1,)]
= oxp(—rt, ) By [S(t:)] — exp(—ryt, k(1)

0= s(to)— exp(—rftT)k(tT)
k(t,) = exp(rftT)s(tO)

Logo, o preco futuro do contrato a termo racional é o preco atual do valor

mobilidrio levado a valor futuro pela taxa certa nominal.

Imagine-se que em instantes de tempo seguintes ¢ >t >{ mnovos contratos a
termo tenham pregos k(tt, )= exp[ (t, — )]s(t). Qual o prego racional f(¢t) do

contrato a termo original?

ft)=EL[F(t,)]
exp( )f(t)—exp( rftT) t.)]
f(t)—exp[ Ty ] [F ()]
-

= exp — O] By [S (1)) = exp[—r; (1, — )]k (1)

Observe-se que um outro contrato a termo qualquer na data ¢ possui preco nulo

também, isto é, f*(t) = 0.
Portanto:

0 = exp[—r; (t, — )| EY[S (t-) — k(t:t,)]
B[S (t)] = k(tt,)

Desta forma, o preco do contrato a termo original na data ¢ é:
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f(t) = exp|—r; (t, — )] k(t;1, exp[fr (t, — )]k (t)
= exp|—r, (t — )| [k(t:t,) — k(t.)]
= exp|—7 t)]{exp (t, — t)]s(t) —exp|r; (t — 1, )]s(t)}
:exp[ t)]{exp[ ]s(t)—exp( )5(0)}
= (t)—exp( t)s(0)
¢
2.1.4.1.2.2 Contrato de op¢cao européia simples ordindria sobre a¢ao

Imagine-se que um investidor tenha o direito de comprar uma agao S numa data
futura de exercicio ¢, por um preco certo pré-definido no mercado k(¢ ).
Suponha-se que este direito tenha hoje (¢, =0) o preco c(#,)>0. O investidor
que vendeu esta opcao de compra tem a obrigacao de vender a agao caso o
primeiro investidor exerca a opcao de compra dela na data de exercicio. A acao

hoje vale s(t,).
O retorno deste contrato é:
C(tT) = maX[O;S(tT ) - k(tT )} .

O preco racional da opgao por martingale em ¢, <t <¢ é:

)

t) = E&[exp(—rftT)C(tT)
) = exp[ 7y (1, — )| B {max[0:5 (£,) — k(1,)]}
)

= exp(—r,7 ) Eh {max[0;5 (£, ) — k(t.)]}

Fazendo ¢ =1, = 0 tem-se:

c(0) = exp(—nt, | B {max[S (t, ) — k(t.)]}

max[§ () = k(t,)]
E@{ (0) }

Bo{ S} = exn(yt )

Pela relacao de paridade opgao de compra e opgao de venda (paridade call-put)

= exp(—rftT )

tem-se:

S(tr) = k(t;) + max[0:k (¢, ) — 5(t )] = max[0;5 (L) — k(1 )].
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Logo:

¢(0) = exp(—ryte ) By {8 (1) = k(1) + max [0:k (t) = S (£,)]}
c(0) = 5(0) = exp(—rt. | k(L) + exp(—ryt, ) By {max [0k (L, ) — S (t.)]}

2.1.4.2 Estratégia de protecao contra flutuagoes do preco do wvalor
mobilidrio (hedging)

O hedging objetiva eliminar ou diminuir a variagdo dos resultados futuros por

meio da transferéncia da incerteza por meio de seguro, replicacao dos resultados

futuros por meio de estratégia de carteira replicante dindmica de valores

mobilidrios, imunizacao ou diversificacao das posicoes financeiras.

O hedging perfeito reduz a taxa de desconto ajustada ao risco & taxa de juros
certa. Ele também reduz a taxa de retorno esperada ou média a taxa de juros

certa.

E uma estratégia usada para compensar investimentos com incerteza. Um hedging
perfeito é aquele que elimina totalmente a possibilidade de flutuacoes do preco

futuro do valor mobiliario.

2.1.4.2.1 Exemplo paradigmdtico de hedging

Conforme Downes & Goodman (1991), um acionista preocupado com a queda dos
precos das agoes, por exemplo, pode fazer um hedging de seus titulos por meio da
compra de uma opcao de venda de agoes ou de venda de uma opcao de compra.
Alguém com 100 agoes de XYZ que estao sendo vendidas a R$ 70,00 a acao pode
fazer hedging de sua posicao mediante a compra de uma opcao de venda que lhe
assegure o direito de vender 100 agoes a R$ 70,00 por acdo, a qualquer momento,
nos meses seguintes. Esse investidor deve pagar uma determinada quantia,
denominada prémio (premium) por esses direitos. Se a acdo XYZ cair durante
esse periodo, ele pode exercer a opgao — isto é, vender as agoes a R$ 70,00 -,
preservando desse modo o valor de R$ 70,00 de suas acgoes XYZ. O mesmo
acionista de XYZ pode fazer hedging de sua posicao por meio da venda de uma
opgao de compra. Nessa operagao, o investidor vende o direito de compra de XYZ

a R$ 70,00 por acao durante alguns meses. Em contrapartida, recebe um prémio.
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Se o preco da acao XYZ cair, o prémio recebido compensard em certa medida a
queda do valor da agdo. A venda a descoberto (short selling) é outra técnica de
hedging amplamente utilizada. Os investidores freqiientemente tentam realizar
hedging contra a inflagao, com a aquisicao de ativos cujos valores subirao mais
rapidamente que a inflacao. Grandes sociedades comerciais que desejam assegurar
o preco que serd recebido ou pago por uma commodity farao hedging de suas
posicoes via compra e venda simultdneas no mercado futuro. Por exemplo, uma
companhia de chocolate fard hedging de seu fornecimento de cacau no mercado

futuro para limitar o risco de um aumento nos precos do produto.

2.1.4.3 Investimento puro

Investimento puro é aquele que objetiva obter aumento de retorno futuro por
meio da alocagao de capital corrente. Esta é a motivagao subjacente da maioria
dos investimentos mno mercado aciondrio, por exemplo. O problema de
investimento que surge a partir desta motivacao é referido como problema da
selecao de portfélio, ji que a questao é determinar onde alocar o capital
disponivel. A maioria das abordagens para problemas de investimento puro
baseiam-se no principio de aversao a incerteza. Segundo Luenberger (1998, p. 8),

nao hé solucao tnica para este tipo de problema de investimento.

2.1.4.4 Outros problemas

Os problemas de investimento podem combinar determinacao de preco, hedging e

investimento puro.

2.1.5 Relacao entre o mundo com preco da incerteza neutralizado e a atitude

do decisor diante da incerteza

Conforme Hull (1998, p. 260) a determinac¢ao do preco de derivativos pode ser
feita neste mundo virtual, pois "qualquer valor mobilidrio sobre outros valores
mobilidrios negociados pode ser avaliado sob a hipétese de que os decisores sao
neutros ao risco." Ele observa ainda que a determinacao de preco racional, no
mundo com preco da incerteza neutralizado, nao exige que os investidores sejam

neutros ao risco. O que ele estabelece é que os derivativos, tais como opgoes,
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podem ter seus precos racionais determinados sob a hipétese de que os
investidores sao neutros ao risco. Isto significa que as preferéncias dos
investidores nao tém efeito sobre o valor da opgao quando ela é expressa como
uma funcao do preco de um valor mobilidrio subjacente, como a acao. A
determinacao de preco racional, no mundo com preco da incerteza neutralizado, é
um poderoso instrumento porque, neste mundo sintético, funcionam dois
resultados particularmente simples: (i) a taxa de retorno esperada de todos os
valores mobilidrios é a taxa de juros certa e (ii) a taxa certa é a taxa de desconto
apropriada para ser aplicada a qualquer fluxo de caixa futuro. Opgoes e
derivativos que produzem um retorno num tempo especifico podem ter preco
determinado neste mundo livre de preco da incerteza. Este procedimento segue as
etapas para a opgao européia: (i) admitir que a taxa de retorno esperada do valor
mobilidrio subjacente é a taxa certa, (ii) calcular o retorno esperado da opgao na
sua data de exercicio e (iii) calcular o valor presente, usando a taxa certa do

valor esperado do retorno da opcao na data de exercicio.

Conforme Yang (1997, p. 4), no mundo com preco da incerteza neutralizado, na
realidade, o investidor tipico tem aversao & incerteza, isto é, é avesso & incerteza
na terminologia usual da Teoria da Decisao. Felizmente, dado um universo
econdmico avesso a incerteza (com preco da incerteza positivo), é possivel
construir um outro universo econdémico com preco da incerteza neutralizado
equivalente. Dessa forma, a hipétese de mundo com preco da incerteza
neutralizado simplifica a determinacao do preco racional, eliminando a
necessidade de conhecer os detalhes das preferéncias e funcoes de utilidade de

cada investidor. Estes investidores virtuais demandam apenas a taxa certa como

expectativa de taxa de retorno de um investimento.

Yang (1997, p. 4) se pergunta: "O que determina o preco de um ativo?" Ela

responde: volatilidade.
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2.1.6 Relagcao entre a hipdtese de mercado completo, opgoes e a hipdtese do

mundo com preco da incerteza neutralizado

H& dois tipos de mercado completo. Um uniperiodo e outro multiperiodo. A
existéncia do mercado completo garante a existéncia, unicidade e determinacao

da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza.

2.1.6.1 Mercado completo uniperiodo

Se os valores mobilidrios (ativos financeiros) forem definidos como um conjunto
finito de estados futuros de precos e se houver pelo menos a mesma quantidade
de ativos financeiros linearmente independentes, entao o mercado é denominado

completo uniperiodo [adaptado de Luenberger (1998, cap. 9)].

2.1.6.1.1 Existéncia e  unicidade da medida de  probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza em mercado completo uniperiodo

“[...] a parcela inesperada da taza de retorno, aquela que decorre de surpresas, é o risco auténtico

de qualquer investimento. Afinal de contas, se tivéssemos conseguido o que esperdvamos, nao

poderia haver qualquer Tisco ou incerteza.”

Ross, Westerfield & Jaffe (1995, p. 233)

Imagine-se que um individuo esteja preocupado em investir hoje (t) e receber um
retorno numa data futura (7). No futuro (7) hd apenas trés estados da natureza
que poderao ocorrer: depressao (w,), normalidade (w,), prosperidade (wy).
Imagine-se ainda que o mercado de valores mobilidrios tem disponivel apenas um
ativo financeiro com risco, i.e., a acdo 1 que retorna R$ 1,00 se ocorrer depressao,
R$ 2,00 se ocorrer normalidade e R$ 3,00 se ocorrer prosperidade.

Matricialmente, tem-se:

No instante t (agora) a acao vale s (¢) e é um escalar.

Ao comprar z agoes estd-se comprando o seguinte padrao de retornos:
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1z
rxn(r) =22z

3z

Imagine-se que o investidor deseja o padrao de retorno [0 1 Z]T (matriz

0
transposta de [1]). Este padrao é impossivel de ser criado pela agdo 1, pois nao
2

existe um valor de z que reproduza o padrao desejado pelo investidor.

Entretanto, se o mercado disponibilizar um ativo financeiro sem incerteza 2,
entao o padrao de retornos desejado podera ser reproduzido. Um ativo financeiro

sem incerteza possui o mesmo retorno para todos os estados da natureza.
11
[7“1(7') 7“2(7')]: 21
3 1

Portanto, o padrao de retorno que os dois ativos financeiros podem gerar é:

Tty
X (1) +yxn(r) =2z +y
3z +y
Logo,se z =1 e y = -1, o padrao de retorno desejado é reproduzido.

Imagine-se agora que o padrao de retorno desejado é [0 0 1]T. Nao existem

valores de x e y que possam gerar tal padrao de retornos. Isto ocorre pois um

sistema com trés equacgoes e duas incognitas geralmente nao possui solugao.

A inclusao de um terceiro ativo financeiro que seja apenas uma combinacao linear
da acao e do ativo sem incerteza nao altera a situagao anterior. Mas a inclusao de
um terceiro ativo financeiro com incerteza, que tenha um padrao de retorno que
nao pode ser gerado pelos dois ativos anteriores, é capaz de resolver o problema

da reproducao do padrao de retornos desejado.
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em que ¢ representa um estado da natureza e j representa um valor mobilidrio.
Entao:

T+Y+z
X (1) Fyxn(r)+exn(r)=] 2z+y
3z + vy

Logo, (z;y;2) = (1,—2;1) reproduz o padrao de retornos desejado.

Note-se agora que os trés vetores de preco sao linearmente independentes. O
posto da matriz r(r) é trés. Se z=-1, y=3 e z=-2, entao o padrao de
retornos [0 1 O}T pode ser gerado também. Isto implica que qualquer padrao

pode ser gerado com trés padroes linearmente independentes. Entao, pode-se

utilizar a seguinte matriz de padroes de retornos no lugar da anterior:

o O =
o = O
= o O

Desta forma torna-se evidente que qualquer padrao de retorno pode ser

reproduzido, pois basta comprar x do primeiro ativo, y do segundo e z do terceiro.

Sempre que o nimero de ativos financeiros linearmente independentes for igual ao
nuimero de estados da natureza, qualquer padrao de retornos pode ser reproduzido
e o mercado nesta situacao chama-se completo. Ele é completo porque nenhum
outro ativo financeiro com padrao de retorno diferente, i.e., que nao é mera

combinacao linear dos retornos dos ativos anteriores, pode ser gerado.

Criar-se-4 agora um valor mobilidrio especial que retorna R$ 1,00 se um estado
da natureza ocorrer. Ele serd chamado de direito contingencial do estado (state-
contingent claim) ou valores mobilidrios Arrow-Debreu [Varian (1987, p. 58)].

Logo, se o mercado for completo, o espaco de retornos gerado pelos ativos reais
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também pode ser gerado pelos direitos contingenciais =, (), m,(7) € m,(r), um para

cada estado da natureza:

1, se ocorrer w,
m,(1) = |0, caso contrério

0, caso contrario

0, caso contrario
7,y (T) = | 1, se ocorrer w,

0, caso contréario

0, caso contrario

7,(7) = | 0, caso contrario

1, se ocorrer w,

Logo:

Se o mercado for completo e for utilizado o principio da nao-arbitragem, é
possivel inferir os precos dos direitos contingenciais a partir dos precos dos ativos
reais. Em termos de Algebra Linear, deseja-se formar os pregos da base ortogonal

de vetores unitdrios do espago de retornos.

Juntando os resultados anteriores e utilizando o principio de nao-arbitragem (dois
ativos com o mesmo padrao de retorno devem ter o mesmo prego) o prego no
instante t do ativo Arrow-Debreu, que ocorre no estado da natureza 1, deve ter o
mesmo valor do prego do ativo 3, pois eles tém o mesmo padrao de retornos em =
(futuro). Logo:

m ()= 0xs()+0xs,(¢)+1xs5(¢)

772(t):—1><51(t)+3><52(t)—2><s3(t)
T (1) = 1xs (¢) —2xs,(¢) +1xs85(%)

Portanto:
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sl(t):1><ﬂ'1(t)+2><772(t)+3><7r3(t)
sz(t):1><7rl(t)+1><772(t)+1><773(t)
s, (1) =1xm () +0xmy () +0xmy (L)

Generalizando:

s(t) = [m ()] r(7)
(=) = sHlr()]”
em que AT = matriz transposta

A= matriz inversa
Se um ativo tiver a estrutura de retornos [1 2 1]T, seu preco racional serd dado
por m (t) + 2m (t) + m,(t) .
Observe-se ainda que o pre¢co de um valor mobilidrio Arrow-Debreu é
necessariamente menor que um, i.e.:

0<m(t)<1

i=123

Como

)
S
S~—
I
B
A
—
S
S~—

i=1
i.e., a soma dos retornos dos valores mobilidrios Arrow-Debreu reproduz um ativo
sem incerteza, entao, por arbitragem, o preco do ativo sem incerteza deve ser

igual & soma dos pregos dos valores mobilidrios Arrow-Debreu:

3
s, (1) =Y (1)
i=1

Como o prego do ativo sem incerteza é o inverso de 1 mais a taxa certa ao

periodo, entao:
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3
NAOEDIAO!

i=1
1

1+7’f

Note-se ainda que multiplicando os dois lados por 1+, tem-se:
3
(1+7, );wi(t) =1
0(7) + 0,(r) + () = 1
sendo ¢;(T) = (1 + 7y )771' (1)

= vf'r'f [m(8)]
q, (T)
Chamar-se-4 Q(7) = |¢,(7)| de medida de probabilidade sintética ou neutralizadora
ds (7-)

do preco da incerteza.

Logo, uma nova maneira de determinar o preco racional e tinico de um ativo

surge:

3
5; (1) = ;wi(t)r’ij(r)

3

= Z qi(T) )’7;]'(7')

i:1(1+’f’f

1

3
:“+w§¥wmm

- WE@<T> [ j ]

=y { By [R,()]}
Portanto, o preco racional de um valor mobilidrio, num mercado completo, é o

valor presente do valor esperado do retorno na medida de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza Q(r).

A existéncia da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

garante a condi¢ao de nao-arbitragem.

Note-se que a medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza
independe das probabilidades de ocorréncia dos estados da natureza. Ela depende

apenas das informagoes sobre os ativos bédsicos linearmente independentes.
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Qual deveria ser a taxa de desconto se as probabilidades dos estados da natureza

fossem utilizadas?

Como a taxa de desconto r deve ser maior que a taxa certa r,, entao o valor

;
esperado do retorno, na medida de probabilidade real ou subjetiva, deve ser
maior que o valor esperado do retorno, na medida de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza , i.e.,

Além disso, r; € chamado de taxa de desconto ajustada ao risco do valor
mobilidrio j e pode ser expresso como

=T

j preco da incerteza do valor mobiliario j

:rf+7"[~,7

Uma discussao mais detalhada sobre esta decomposicao da taxa de desconto

encontra-se em Neftci (1996, cap. 2 e 14).

Por arbitragem, a segunda igualdade deve funcionar:

(1irf) o [ B,(7)]
(1'&7}-) IP’(T)[ J }

5; (1) =

Note-se que a parcela da taxa de desconto referente ao preco da incerteza foi

incorporada pela medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

Q!

2.1.6.2 Utilidade do mercado completo

Por que, desconsiderando custos de transacao, os mercados completos sao

desejdveis?

Primeiramente, sao desejdveis porque possibilitam a médxima flexibilidade aos
investidores. Mas, mesmo num mercado incompleto, os investidores poderiam
estar satisfeitos com os padroes de retorno existentes. A resposta mais precisa é a

seguinte: um mercado completo é sempre Pareto-eficiente, independentemente da
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natureza dos investidores, enquanto o mercado incompleto pode ser Pareto-
ineficiente em algumas circunstancias. Isto é, num mercado financeiro Pareto-
eficiente, nenhuma mudanca no mercado poderia ter aprovacao unadnime dos

investidores.

E impossivel, na prédtica, a existéncia de mercado completo devido aos custos de
transacao, regulamentacao governamental etc. Poder-se-iam criar outros ativos
financeiros que tornassem o mercado financeiro menos incompleto com nao

excessivos custos de transagao? A resposta é sim, e estes ativos sao as opgoes.

2.1.6.2.1 A contribuicao das opgoes

N

Jogar geralmente refere-se a atividade de comprar uma recompensa monetaria

futura que pode:

1. Ser improdutiva do ponto de vista social;
2. Ter um valor futuro esperado negativo;
3. Ser altamente incerto;

4. Ter um curto tempo antes do resultado;

5. Surgir de diferencas de opiniao entre véarios participantes que apostam uns

contra os outros.

Estas cinco caracteristicas definem a aposta em corrida de cavalos. O mercado de
opgoes, segundo Cox & Rubinstein (1985, p. 436), além de ter todas as
caracterfsticas de jogo, possui também as caracteristicas de investimentos tteis:
obtencao de novos padroes de retorno, reducao dos custos de obtencao dos
padroes de retornos existentes e disseminagao de informagoes tteis, como a

volatilidade.

Suponha-se que exista apenas o ativo 1 no mercado. Imagine-se agora que duas
opgoes de compra (call) sejam criadas sobre este unico ativo, com pregos de
exercicio k. =1 e k. =2. Portanto, lembrando que o resultado da opcao de
compra é o maximo entre zero e a diferenca entre o preco do valor mobilidrio e o

preco de exercicio, isto é, S (1) —k, :
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Logo, o mercado agora tem trés ativos: um ativo base com risco e duas opgoes de
compra.
1 00
510 C(s,():1) C(S(n:2)]=]2 1 0
3 2 1
Note-se que o posto da matriz acima é trés. Portanto, o mercado foi completado

pelas duas opcoes de compra sobre um inico ativo. Note-se ainda que o ativo 1 é

equivalente a uma opcao de compra com valor de exercicio igual a zero:

Suponha-se, no entanto, que o tnico ativo do mercado tenha o seguinte padrao de

retornos:
2
S(1) =12
3

As opgoes ordindrias sao insuficientes para completar o mercado.

Serd que outras opgoes simples, i.e., com resultados nao simplesmente lineares
C(8,(7);k, ) = maz{0;S,(r) -k, }, que dependem apenas do ativo base como
C(8,(r)ik, ) = de{SIQ(T);(SI(T)*kT )2}, por exemplo, completariam o mercado? A
resposta é nao. Isto é, as opgdes de compra e venda ordindrias (vanilla), conforme
Ross (1976)", apud Cox & Rubinstein (1985), para um dado conjunto de ativos

financeiros bésicos, geram o mesmo espaco que todas as opcoes simples geram.

" Ross, S. 1976. "Options and efficiency." Quarterly Journal of Economics 90:75-
89.
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Existe algum outro tipo de opcao que pudesse completar o mercado? Sim.
Existem as opgoes complexas definidas sobre carteiras de ativos. Ross (1976)
demonstra que as opcoes complexas completarao o mercado sempre que nao

houver duas linhas iguais de retornos dos ativos bésicos.

2.1.7 Relagcao entre hedging perfeito e a hipdtese do mundo com prego da

incerteza neutralizado

Os exemplos paradigmdticos a seguir manifestam a existéncia da medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza e sua independéncia da
medida de probabilidade real ou subjetiva. Observe-se ainda que ela surge devido

a operacao contra perdas (hedging).

Este resultado é sintetizado por Baxter & Rennie (1998, p. 199-200) da seguinte
maneira: hedging perfeito significa preco unico, pois hd apenas uma medida de

probabilidade neutralizadora do preco da incerteza.

Além disso, conforme Baxter & Rennie (1998, p. 198-9), a medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza significa impossibilidade de
arbitragem, pois esta medida é realmente a esséncia da auséncia de arbitragem,

isto é, de um jogo justo.

Samperi (1998, p. 170-1) demonstra que o modelo de mercado é completo se e
somente se hd uma tnica medida de probabilidade neutralizadora do prego da
incerteza. Neste caso todo derivativo possui um precgo unico e livre de arbitragem
(racional), dado pela esperanca matemédtica do valor intrinseco do derivativo, na

medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza.

A medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza manifesta-se
tanto em condicao de incerteza técnica quanto em condi¢ao de incerteza de
mercado. Condigoes diferentes de incerteza acarretam apenas formas distintas de
hedging, i.e., seguro governamental, rateios em apostas ou carteira replicante. Os
dois primeiros exemplos paradigméticos (aposta em partidas de futebol e o da
opgdo de abandono) referem-se a decises de investimento em condigdes de
incerteza técnica. O terceiro exemplo paradigmaético refere-se & determinacao do

preco de uma aposta digital em condicao de incerteza de mercado.
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2.1.7.1 Determinagao de rateios (odds) por um bookmaker para hedgear

uma aposta (estratégia de sequro dos resultados)

Baxter & Rennie (1998), no inicio do livro, resolvem o problema do bookmaker.
Ele estd aceitando apostas para uma corrida de dois cavalos. Analisando os
cavalos ele consegue determinar as probabilidades subjetivas de vitoria deles. Em
seguida, os autores analisam estratégias para administracao do risco. Resolveu-se,
no entanto, adaptar o problema substituindo a corrida de cavalos por uma

partida de futebol de final de campeonato.

Uma casa de apostas estd aceitando apostas em uma partida de futebol entre o
Sao Paulo e o Corinthians. De acordo com o desempenho das equipes, o Sao
Paulo tem 75% de vitéria contra 25% do Corinthians. Respeitando-se as

probabilidades, os rateios (odds) para cada time sao:

Sao Paulo Corinthians
Pr(vitéria) 0,75=3/4 0,25=1/4
Vantagem 1-3 3-1

Rateio é uma maneira de expressar as apostas no formato n-m, sendo:
n: prémio pago pela aposta;
m: valor apostado.

Suponha-se que a casa de apostas tenha recebido um volume nos valores de R$10
mil para o Sao Paulo e R$5 mil para o Corinthians. O lucro ou prejuizo da casa

estao condicionados ao resultado da partida, podendo assumir os valores:

Sao Paulo

15.000-10.000-10.000/3 =1.667
EMV=0

Resultado do
jogo

Corinthians
15.000-5.000+5.000/3=-5.000

1-p=0,25
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Os rateios derivaram das probabilidades subjetivas.
As caracteristicas da situacao sao:
e A casa de apostas possui possibilidade de perda ao estabelecer tais apostas;
e O valor esperado deste resultado parte de algumas premissas:
® as probabilidades subjetivas ou reais sao vélidas;
¢ 1o longo prazo seu lucro médio serd nulo;
® a casa de apostas é neutra a incerteza.

Haveria alguma forma de evitar a completamente a possibilidade de perda da

casa de apostas, para qualquer resultado da partida?

Suponha-se que a casa de apostas pudesse modificar os rateios de n-m para o Sao

Paulo e m-n para o Corinthians, e as apostas continuassem nos mesmos valores:

Sao Paulo Corinthians
Pr(vitéria) 0,75 0,25
Rateio n-m m-n

Qualquer que seja o resultado da partida, o lucro/prejuizo da casa de apostas

pode ser representado pela drvore abaixo:

Sao Paulo

5.000—(n/m)10.000
p =0,75

Resultado Corinthians
Jogo

10.000 - (M/n)5.000

1-p=0,25

Observe-se que, se m =2 e n =1, o valor esperado é zero, quaisquer que sejam as
probabilidades subjetivas. A possibilidade de perda foi totalmente eliminada, e a
possibilidade de ganho também. Note-se que as probabilidades subjetivas nao sao

mais necessarias.
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Como estes valores foram obtidos?

Basta fazer cada resultado ser igual a zero. Portanto, os resultados devem ser
iguais, independentemente do resultado, i.e.,

5000 — 210000 = 0
m

e

10000 — %5000 -0

1
Logo, ™ — 2.
g0, =3

Portanto, as probabilidades derivadas do rateio sao:

Pr(Sao Paulo vencer) = m
+m
_2
-3
~ 0,67
e
o n
Pr(Corinthians vencer) =
n—+m
_1
-3
~ 0,33
Entao:

Pr(Sao Paulo vencer) + Pr(Corinthians vencer) = 1

Se o bookmaker quiser ter um ganho certo de mil reais por aposta, entao basta
fazer:

5000 — —-10000 = 1000
m

e

m

10000 — E5OOO = 1000

.. ~ n 2
Da primeira equacao, tem-se que =z e
5
Pr(Sao Paulo vencer) = 7
~ 0,71
n 5
e da segunda tem-se que =3¢
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Pr(Corinthains vencer) = 1

~ 0,36

Observe-se agora que a soma das probabilidades derivadas dos rateios é maior
que um, i.e.,
15

14
~ 1,07

Pr(Sao Paulo vencer) 4+ Pr(Corinthians vencer) =

O bookmaker, além de eliminar a possibilidade de perda, operando os rateios,
consegue ainda ter um ganho certo de mil reais liquidos por aposta,

independentemente do resultado da partida!
Este ¢ um exemplo simples de arbitragem.

Sassatani (1999) estende este exemplo para dois bookmakers e relaciona os ativos

Arrow-Debreu com as probabilidades sintéticas.

2.1.7.2 Cdlculo do preco de uma op¢ao de abandono de projeto com

cobertura completa de risco por meio de sequro governamental

O problema a seguir encontra-se em Trigeorgis (1998, p. 4-7).

Uma empresa deseja avaliar uma oportunidade de investir num projeto (por
exemplo, num esfor¢co de pesquisa e desenvolvimento para descobrir uma nova
droga) que, em um ano, ird gerar 180 milhdes de délares se as condigdes forem
boas (v" =180) e 60 milhoes de ddlares se as condigdes forem ruins (v~ =60). Os
dois resultados tém a mesma probabilidade de ocorréncia (p =0,5). O governo,
querendo apoiar este projeto, oferece uma garantia (seguro) de comprar a
producao inteira por 180 milhoes de ddlares se a situagao ruim ocorrer. Sem a
garantia do governo, o fluxo de caixa do projeto possui uma taxa de retorno
esperada (ou taxa de retorno ajustada ao risco) de r = 0,20 ao ano, e uma taxa de
Juros certa r, = 0,08 ao ano. Qual é o valor deste projeto (v) e o valor da opgao

de abandono do projeto proporcionada pela garantia do governo (g)?
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Nao seguro

0,5
ruim

180+0

exerce

®

boa []
0,5
nao exerce ‘
Faz seguro f)
exerce ‘
]
ruim
nao exerce ‘

A garantia (seguro) oferecida pelo governo funciona como uma opgao de venda

“vender” o valor do

(put) européia ordindria, dando & empresa o direito de
projeto e receber o valor da garantia (ou o prego de exercicio) de 180 milhoes de
ddlares. Sob a condigao favordvel, o valor da garantia serd nulo (¢g" =0). Sob a
condicao desfavordvel, o valor da garantia serd de 120 milhoes de délares

(g~ =180 — 60 = 120).

Utilizando a técnica tradicional de fluxo de caixa descontado (FCD), o valor

presente do projeto sem a garantia governamental (seguro) é:
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Ep[Cy]

1+r

_pxvt +(1—p)xv

B I+r

0,5 % 180 + 0,5 x 60
1+ 0,20

= 100
J& o valor do projeto com a garantia é:

N EP[C*I]
v 1+
px (v +gt)+A-—p)x(v +g)
1+r
0,5 x 180 + 0,5 x (60 4 120)
140,20
0,5 x 180 + 0,5 x 180
1,20

=150
O valor da garantia (seguro) governamental (op¢ao de venda de abandono) é:
g = v o—w
= 150 — 100
=50
A avaliacao, por este método, supoe que os resultados da opcao de venda
(garantia) possuem o mesmo risco e podem ser descontados pela mesma taxa de

desconto utilizada no projeto sem a garantia, isto é:

_ B [G]
1+r
pxg- +(1—p)xg
1+7r
0,5x 0 + 0,5 x 120
1+ 0,20

=50
No entanto, a aplicagdo deste método (FCD) estd claramente errada, pois a
possibilidade de abandonar o projeto, daqui a um ano, por um preco garantido,
altera o risco do projeto e, consequentemente, a taxa de desconto. De fato, neste
caso, com preco de exercicio (k =180) igual ao resultado do projeto na situagao
favoravel (v* =180), a garantia do governo elimina totalmente o risco do projeto,
ja que a empresa ird receber 180 milhoes, independentemente da situacao ser

favoravel ou desfavordvel! Ja que o risco foi totalmente eliminado do projeto, ha
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um fluxo de caixa deterministico de 180 daqui um ano, que deverd ser descontado
apenas pela taxa certa de 8% ao ano. Portanto, fazendo corretamente o cédlculo, o
valor do projeto com a garantia é:

180
T 140,08
= 166,7

Logo, o valor da opcao de venda de abandono é:

g=v —v
= 166,7 — 100
= 66,7

Note-se que este valor é consistente com um valor negativo ad hoc da taxa de
desconto para a opcao de compra de r, = —0,10 ao ano (ja que a garantia funciona

como um hedging). Isto se confirma pela seguinte equagao:

23Nl

1+

pxvt +(1—p)xov”
- 1+m

0,5% 0+ 0,5 x 120
T 1+ (=0,10)
— 66,7

O método FCD subestima o valor da opcao de venda de abandono do projeto.

Mesmo neste exemplo canénico, se o valor do preco de exercicio fosse diferente do
valor do resultado do projeto em condigao favoravel (v" =180), por exemplo
k =100, a taxa de desconto correta nao poderia ser prontamente determinada. O
emprego da taxa certa r poderia ser inconsistente com o uso das probabilidades
reais ou subjetivas (p =0,5) se o risco ndo fosse completamente eliminado. No
entanto, como se verd adiante, pode-se ainda aplicar a taxa certa se a medida de
probabilidade for alterada. Esta medida chamar-se-4 medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza ou equivalente certo (Q). Utilizando
q¢ = 0,4 mneste caso, obtém-se que o valor correto tanto do projeto sem garantia

quanto do projeto com garantia é:
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Ey[C]
1+7"f

v =

gxvt +(1—q)xv
1+7"f

0,4 x 180 + 0,6 x 60
140,08

100

0 (G ]
1—|—rf

g:

_axg +(0-gxg
1+7"f
0,4 % 0 + 0,6 x 120
1+ 0,08
= 66,7

Portanto,

v =U+g
=100 + 66,7
— 166,7
Mesmo se a garantia tiver um prego de exercicio (k) diferente de 180 milhdes de
doélares (portanto, ha risco no projeto), o valor da opgdo de abandono pode ser
calculada prontamente por meio do valor presente, descontado pela taxa certa do
valor esperado, na medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza,

isto é (para k = 100):

9 1+7"f
_axg +(1-qgxg
1+7“f
0,4 x 0 + 0,6 x (100 — 60)
1+ 0,08
~0,4x04 0,6 x40
N 1,08

=222
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2.1.7.3 Ezxzemplo paradigmdtico do aprecamento racional de uma aposta
digital
O exemplo paradigmdtico a seguir do aprecamento de uma aposta digital foi

adaptado de Baxter & Rennie (1998, p. 15).

No mercado hd um ativo de renda fixa (bond) com taxa de juros nula (r, =0), e
uma acao cujos valores hoje sao iguais a um, isto é, b=1 e s=1. Ao final do
periodo (na data 7), a acdo pode valer R$2,00 ou R$0,50, isto &, s(r)=2 e
s,(T) = % Qual é o valor de uma aposta f, que paga R$1,00, se a acado subir, e
nada (R$0,00), se ela cair, isto é, f(r)=1 e f(r) =07

Tem-se inicialmente a possibilidade construir uma carteira no instante inicial, que
permite a reproducao exata dos valores da aposta:

T=axs+ Bxb
=ax1l+8x1

em que 7 é o valor da carteira no instante inicial, o é a quantidade de agoes e 8

¢ a quantidade de bonds na carteira replicante.

Os valores de alfa e beta devem satisfazer as seguintes equacoes para replicar os
resultados da aposta:
II(r) = ax S(t)+ B xb= F(r)

(1) = axs/(r)+ B xb = f(1)
Ty (T) = a x 5,(7) + B x b = f,(7)
l=ax2+4+Fx1

OZQX%+ﬂX1

Portanto:

Deve-se comprar 2/3 de uma agao e tomar empréstimo de 1/3 de um bond. O

custo desta carteira replicante é:
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_2.1
3 3
1
:R —_
$3

Como esta carteira replica exatamente os resultados da aposta, o preco da aposta

deve ser igual ao custo da carteira, pelo principio da nao-arbitragem. Isto é:

Logo, o prego desta aposta ¢ R$1/3.

Note-se novamente que as probabilidades reais ou subjetivas da opcao subir ou

cair sao irrelevantes para o cdlculo do preco da aposta.

Intuitivamente, se fossem conhecidas as probabilidades reais ou subjetivas de
subida e de descida do preco da agao (medida de probabilidade P ), seria possivel
imaginar que o pre¢o da aposta deveria ser calculado pelo valor esperado dos
resultados da aposta:
f=Ep[F(7)]
= Pabir X 1+ Pyescer X 0
=RS$p

subir

No entanto, no mercado haveria possibilidade de arbitragem.

Seria interessante calcular o preco da aposta utilizando também a idéia de valor

esperado (operador esperanga matematica).

Como serd mostrado mais adiante, é possivel calcular o preco da aposta desta
forma, porém ¢é preciso construir uma nova medida de probabilidade denominada

medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza Q .

Para o cdlculo da probabilidade neutralizadora do preco da incerteza de subida

da agao, basta utilizar os valores (informagoes disponiveis da ac¢ao) da agao:

5= 8(7)
%mr—ggrjag
_1-0,5
S 2-0,5
1
3
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Portanto, o prego tinico e livre de arbitragem da aposta é:

f=Ey[F(7)]
= Ysubir X fl(T) + Qdescer X fZ(T)
= qsubir x 1+ qdcsccr x0

= qsubir

1
—R$§

Note-se que s é o preco spot e os valores s,(r) e s,(r) correspondem a informagao
sobre o dominio do preco da acao, isto é, informacao de onde o preco variara.
Estas duas informagoes constituem o conjunto informacional do preco da acao no
instante zero. A medida de probabilidade P, medida de probabilidade subjetiva

ou real, é uma informacao especulativa sobre como o prego variara.

De modo mais geral, tem-se que (rf > 0 e constante no periodo considerado):

™ (1) = s, (1) + Bbexp(ry7) = fi(7)
7Ty (T) = as,(7) + Bbexp(ryT) = f,(7)

Logo, o custo da carteira replicante é:

h(1)8,(T) = f(7T)s,(7)

51 (7—) - 52 (T)

B =bt exp(frfr)
™ = a’s + 3%b
Portanto, o preco do derivativo é o valor presente pela taxa de desconto certa da

esperanca do resultado (payoff) do derivativo, na medida de probabilidade Q.

f —
. sexp( T 752( T) _ B SGXP(T’fT)Sz(T)] - }
swlorn)| A e+ - [ s
= exp(—1;7)[ ¢ (7) +(1—Q)fg( 7)]
= wpy, {EQ[F(T }
em que:
.- SeXp(TfT) — 5,(7)

8 (T) ) (7—)
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Outra forma de definir mercado completo é: um mercado é completo se e somente
se existe apenas uma medida de probabilidade neutralizadora do preco da

incerteza para valor mobilidrio subjacente [Samperi (1998)].

2.2 Modelo de Black-Scholes-Merton para determinacao do preco
racional da opcao européia simples ordindria sobre acao

“Os derivativos nao sao transagoes envolvendo agoes ou taxas de juros, vidas humanas, casas
vulnerdveis a incéndios ou hipotecas imobilidrias.

O produto das transagoes com derivativos é a propria incerteza’.

Bernstein (1997, p. 315)

2.2.1 A opcao e suas propriedades

As opcgoes, contratos futuros e outros tipos de derivativos existem em virtude da
imprevisibilidade dos precos dos ativos em uma economia. Se estes fossem
previsiveis, nao haveria risco, nao seria possivel especular sobre os pregos futuros

e nao haveria necessidade de protegao contra perdas (hedging).

Um contrato de opgao pode ser definido como um direito de comprar (ou vender)
um determinado ativo por um prego prefixado k. até (ou na) data de exercicio .
Participam deste contrato duas partes que se denominam titular e langador. O
detentor deste direito, chamado titular da opg¢ao, paga um prémio ao langador da
opcao que passa a ter uma obrigacao. A avaliacdo de um contrato de opcao

significa determinacao de um preco justo para o prémio.

As opgoes podem ser classificadas quanto ao tipo em:

e opgao de compra (call option);

® opcao de venda (put option).

Quanto ao momento do exercicio, as opgoes se classificam em:

e curopéias: o titular da opgdo pode exercer seu direito de compra (ou venda)

somente na data de vencimento;

e americanas: o titular da opgao pode exercer seu direito de compra (ou venda) a

qualquer momento entre a data da operagao e o dia do vencimento.
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A avaliacao das opgoOes americanas é mais complexa, pois a cada instante é
preciso determinar se o exercicio antecipado produz beneficios ao titular da
opgao. Os valores intrinsecos de uma opgao de compra (call) e uma opgao de

venda (put) no vencimento devem ser representados por:

C, = max(0;S, —k,)
P. = max(0;k, — S,)

C.: prego da call no instante 7 (vencimento);
P,: preco da put no instante 7 ;

S.: valor do ativo em 7;

k.: prego de exercicio em 7.

Observe-se que as expressoes acima mostram o valor terminal das opgoes no
instante 7. O problema reside na avaliagao do preco em momentos anteriores ao
vencimento (¢, para t<r7). t=0 serd considerado como o momento do
fechamento do contrato da opcao e o seu preco serd ¢,. Neste caso, S, passa a ser
uma varidvel aleatdria, e é mnecessirio considerar uma hipétese sobre a
distribui¢ao de probabilidade dos pregos (S,) ou taxas de retorno futuros do valor
mobilidrio subjacente. Além disso, é preciso determinar uma taxa de desconto

apropriada para antecipar os resultados financeiros da opgao (valor intrinseco).

2.2.1.1 Condigao de contorno

Um elemento fundamental na avaliagao dos contratos de opgoes é a chamada
condigao de contorno (boundary condition) ou valor intrinseco. Pode-se dizer que
a condicao de contorno é o nicleo da expressao matemdtica que define uma
opgao. Merton (1973) definiu algumas relagdes importantes envolvendo a

precificacao de opcoes para o investidor racional, entre as quais:
a) c(S,;t;k) > 0: uma opcao de compra européia tem sempre valor positivo;

b) ¢(S,;t;k) < S,: uma opcao de compra européia ndo pode custar mais que o prego

do valor mobilidrio subjacente;
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) o(S,;tiky) > (S,:t:k,): uma opgdo de compra com prego de exercicio menor (k)
deve ter um valor igual ou superior a outra com menor prego de exercicio (k, ),

isto &, k >k, ;

d) o(S,;t;k,) > max{0;S, — k. exp[~r(r —t)]}: o prego de uma opcao de compra

européia deve ser igual ou superior ao seu valor intrinseco;

e) c(S,;t = ook = 0) = S,: 0 prego do valor mobilidrio subjacente corresponde a uma

opcao de compra perpétua com preco de exercicio igual a zero.

Cada espécie de opcao possui uma condicao de contorno caracteristica baseada no
resultado financeiro final proporcionado pelo direito de exercicio. A opgao de
compra européia simples ordindria possui como condicao de contorno, o valor

max{0;S. — k. }. A opcao de venda, por sua vez, tem seu valor como max{0;k — S,}.

2.2.2 Historia das formulas de determinacao do prego racional da opg¢ao
européia simples ordindria sobre acao
A histéria do desenvolvimento das férmulas de formacao do prego da opcao

européia simples ordindria foi adaptada de Yang (1997).

2.2.2.1 Modelos pré-Black-Scholes-Merton (1900-1964)

2.2.2.1.1 Modelo de Bachelier (1900)

Conforme Yang (1997, p. 8), o modelo de formagao do prego da opgao mais
antigo de que se tem conhecimento é o de Louis Bachelier de 1900. Ao adotar um
movimento browniano com u =0 (drift) e variancia a termo (o¢?) constante para
o processo do preco da acao, ele obteve a seguinte férmula para determinar o

valor esperado da opcao de compra européia simples ordindria:

sy — k-
o~NT

s, — k-
CO = (SO — kT)(I)[—OU\/F

+ oTP

em que s,, k. e 7 representam o preco do valor mobilidrio subjacente, o preco de
exercicio e o prazo, respectivamente, ®«> é a funcao de distribuicao da normal
padronizada e ¢ é a funcao de densidade de probabilidade da normal

padronizada.
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As objecoes ao modelo de formagao do preco da opgao de Bachelier sao:
1. Claramente o valor esperado da opc¢ao nao foi trazido a valor presente.

2. A hipétese de movimento browniano aritmético, como um descritor do
movimento do preco do valor mobilidrio subjacente, permite que haja uma
probabilidade de ocorrerem precos negativos e precos de opgoes maiores que
seus respectivos precos dos valores mobilidrios subjacentes para um periodo

grande (r grande).

3. A hipdtese de que a variacao esperada de preco do valor mobilidrio subjacente
¢ zero sugere taxas de juros nulas, portanto, ignora o valor positivo do

dinheiro no tempo e aversao a incerteza.

Apesar dessas objecoes, a férmula funciona bem para formar o prego de opgao

com prazo curto e taxa de desconto pequena.

2.2.2.1.2 Modelo de Sprenkle (1961)

Sprenkel assumiu a distribuicao lognormal para o prego do valor mobilidrio
subjacente com média e varidncia constantes. Portanto, as duas tltimas objecoes
ao modelo de Bachelier sao eliminadas. O valor esperado da opgao de compra

européia ordindria na data de exercicio é:

So 1, So ( 1 2)
ln[kT]+(a+20 T ln[kT]—i— « 20 T

o~NT

—k (1—m)®

= o
¢, = 8, exp(ar) e

em que a é a taxa de retorno esperada da acao e = é um ajuste devido ao preco
de alavancagem do mercado. Note-se novamente que o valor da opgao nao foi

trazido a valor presente.

2.2.2.1.3 Modelo de Boness (1964)

Esta abordagem utiliza uma medida de probabilidade subjetiva e uma taxa de

desconto ajustada ao risco também subjetiva.

Conforme Lee (1997, p. 31), Boness em 1964 assumiu também uma distribuigao

lognormal como sendo a distribuicao do pre¢o da acao e que a taxa de desconto

113



esperada para a opgao de compra pode ser aproximada pela taxa de desconto
esperada da acao. A férmula do preco da opcao é:

1n[5—0)+(a+102)7

S 1 2)
k. 5 ln[kT]—i—(a 20 T

o~JT

Cy = 50<I>

= — k. exp(—at)®

Note-se que esta férmula torna-se a de Black-Scholes-Merton se a = r,, isto é, se

f Y
a taxa de desconto for a taxa certa.

Esta férmula fornece o preco da opcao de clarividéncia (valor esperado da
informacao perfeita) do prego futuro da agdo para um decisor neutro a incerteza.
Como a clarividéncia s6 antecipa a resolucao da incerteza, a taxa de desconto

esperada continua sendo a da acao.

Este prego da agao é chamado também de preco da opcao pelo método do fluxo
de caixa descontado modificado (modified discount cash flow — MDFC) (Lee
(1997, p. 30-3)). Este preco serd denominado ¢, -

Conforme Merton (1973), apud Lee (1997, p. 43), quanto maior a taxa de
desconto, maior o preco da opcao. Portanto, o ¢,,,,, ¢ o limite superior do prego
da opcao para um decisor neutro a incerteza. E, quando h& possibilidade de
hedging, o prego da opcao atinge seu valor minimo, fazendo o = r, que coincide

com o valor dado pela férmula de Black-Scholes-Merton.

Esta abordagem foi utilizada por Lee (1997, p. 1-3) para introduzir a formagao de
precos de opgoes nao-hedgedveis, pois, quando as opgoes nao sao hedgedveis, elas

nao podem ter seus precos formados pelas técnicas convencionais.

2.2.2.2 Modelo de Black-Scholes-Merton (1973)

"Black later said: 'A key part of the option paper I wrote with Myron Scholes was the arbitrage
argument for deriving the formula. Bob [Merton] gave us that argument. It should probably be
called the Black-Merton-Scholes paper.”

Amram & Kulatilaka (1999, p. 32)

Conforme Rubinstein (1994, p. 772), o modelo para formagao do prego da opgao
européia simples ordindria de Black-Scholes-Merton, publicado em 1973, é visto

como um dos modelos que obtiveram maior sucesso nas Ciéncias Sociais e talvez
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a sua férmula de aprecamento da opcao européia tenha sido a mais amplamente

utilizada na histéria da humanidade.

Ao acrescentar a estratégia da carteira replicante (hedging perfeito dindmico) as

hipéteses de Boness, tem-se a férmula de Black-Scholes-Merton:

5o L 5
111[E]+(rf 750 )7’
o~NT

k 2

T

111[8—0] + (rf +10'2)7'

Cy = 50<I>

7 —k, eXp(foT)(I)

Surge, em substituicao & medida de probabilidade subjetiva ou real, a medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza, que é tnica em mercado

completo.

Esta férmula funciona razoavelmente bem para determinar pregos de opgoes do
tipo européias simples ordindrias sobre agoes, por exemplo. No entanto, ela

apresenta varios problemas para formar preco de opgao sobre taxa de juros.

Para ilustrar estas dificuldades serd proposto o seguinte problema: uma opg¢ao de
compra européia ordindria de trés meses sobre um ativo de renda fixa (bond), sem
cupom de trés anos. O valor na maturidade do ativo de renda fixa ¢ R$100,00 e o
preco atual do ativo-base (bond) é R$75,13; a taxa certa ao ano ¢ de 10% no
periodo de trés anos e a volatilidade esperada do preco é 4%. Suponha-se que o

preco de exercicio ¢ R$120,00. Qual o valor da opcao sobre a taxa de juros?

Claramente, nao é necessiario nenhum modelo de formagao do prego da opgao
para obter a resposta certa. Este ativo de renda fixa jamais atingird um valor
superior a R$100,00, pois este ¢ o seu valor na maturidade. Como o preco de
exercicio é R$120,00, entao a opcao nunca serd exercida, e seu valor é zero. No
entanto, se um comprador de opcao estiver armado com a férmula de Black-

Scholes-Merton, ele ird obter o prego de R$5,16!

Considerando as hipéteses do modelo de Black-Scholes-Merton, esse erro nao deve
causar surpresa. Ha trés hipdéteses subjacentes ao modelo de Black-Scholes-
Merton, que limitam seu uso na formacao do preco de opgOes sobre taxas de

juros.

1. A medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza do preco do

valor mobilidrio subjacente é lognormal, permitindo, assim, que o preco tenha
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alguma probabilidade de assumir qualquer valor positivo. A tdnica maneira de
permitir que o preco do bond seja maior que seu valor na maturidade é
permitir valores negativos para a taxa de juros. Como isso nao é possivel, na

préatica, precos sem sentido de opgoes podem surgir.

A segunda hipétese do modelo de Black-Scholes-Merton, normalmente
utilizada, é que a taxa de juros de curto prazo é constante durante a vida da
opgao (existéncia do banco ideal constante). No entanto, o prego de uma
opcao sobre taxa de juros muda quando a taxa de juros muda. Logo, tratar a
taxa de juros como constante e simultaneamente admitir que o preco do ativo

de renda fixa é uma varidvel aleatéria ocasiona uma inconsisténcia légica.

A terceira hipétese é que a variancia dos precos é constante durante a vida da
opcdo. E bem conhecido o fato de que a volatilidade do preco de ativo de
renda fixa (bond) diminui com o decorrer do tempo porque o prego do bond
deve ser igual ao seu valor de face na data de sua maturidade. A volatilidade
do preco do ativo de renda fixa tende a zero quando a data se aproxima da de

maturidade.

O resultado mostra basicamente que o prémio tnico e livre de arbitragem da

opgao européia simples ordindria é composto por valor tempo e valor intrinseco.

O valor tempo é resultante da preferéncia temporal, considerando a possibilidade

de hedging perfeito do valor intrinseco que implica o uso da taxa de juros certa

para o cdlculo do valor presente.

2.2.2.8 Modelos pés-Black-Scholes-Merton (até 1998)

Segue abaixo uma relagao de teses de doutorado recentes sobre determinacao de

preco de opgoes com abordagens mais gerais e alternativas:

Gulko (1998) — Yale University e Yang (1997) — The Florida State University

Os autores aplicam a Teoria da Informagao de C. E. Shannon e o principio da

maxima entropia de E. T. Jaynes na formacao do preco de opcoes.
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Gulko (1998) e Buchen & Kelly (1996) utilizam o principio da méxima
entropia da Teoria da Informacgao para obter a medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza. A diferenca entre os dois trabalhos reside
no fato de Gulko (1998) impor como conhecidos os dois primeiros momentos
do preco do ativo-base como restrigcoes, enquanto o outro impoe como
conhecidos os pregos das opgoes de compra como restrigoes. Gulko (1998) exibe
um modelo com expressoes exatas para as opgoes européias simples ordindrias
sobre ativos de renda varidvel (acao) e fixa (bond) e introduz um método
alternativo de extracao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da

incerteza.

Yang (1997) obtém expressdes quase exatas cujas aproximagoes sao as
férmulas encontradas por Gulko (1998). Yang (1997) elimina completamente a
necessidade do cdlculo estocdstico para a obtencgao de férmulas (quase) exatas

de formacao de precos de opcoes dos tipos européia e americana.
Cheung (1997) — Stanford University

O seu modelo macroscépico substitui a estimagao da volatilidade pelo volume
negociado para captar a componente subjetiva do mercado e mostra, em sua
tese, que os resultados sao melhores que os obtidos pelo modelo baseado

apenas no componente objetivo do mercado.

O modelo macroscépico de Cheung mostra como as naturezas objetivas e
subjetivas da tomada de decisao humana afetam a formacao do preco de
valores mobilidrios. Desta forma o autor cria uma caracterizacao mais precisa
do processo de formacao do preco da agao para desenvolver um modelo de
formagao de prego de opgoes mais robusto e melhor que o de Black-Scholes-
Merton. O autor decompoe o retorno do ativo num componente objetivo e
subjetivo derivado da distincao dos conceitos de risco e incerteza de Knight
(1964) e da hipétese de ruido de transagdo (trading noise hypothesis) de
French & Roll (1986). O modelo incorpora o volume transacionado,
relacionando-o com o componente subjetivo do retorno. O volume

transacionado possui o mesmo papel da volatilidade no modelo tradicional,
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com a vantagem de aquele ser observdvel. O modelo suporta nao-normalidade
dos retornos, autocorrelagao dos retornos, persisténcia da volatilidade dos
retornos, relacao contempordnea positiva entre volume negociado e
volatilidade, e relagdo contempordnea inversa entre volume negociado e
correlacao serial dos retornos, e retornos negativos na segunda-feira. Portanto,
o modelo, segundo o autor, é t1til para a gestao do risco e previsao de
volatilidade, e uma alternativa metodolégica em Financas. O modelo necessita

da hipétese de mercado completo.

O modelo continua necessitando da abordagem de processo estocdstico e da

hip6tese de mercado completo.

Além disso, para calcular o preco da opcgao européia, sao necessdrias duas
etapas. A primeira utiliza programacao matemdtica para estimar a
volatilidade. Na segunda etapa, é necessario utilizar o método de simulagao de

Monte Carlo.
Lee (1997) — Stanford University

O autor apresenta o conceito de opcao de novo negécio (joint ventures, fusoes,
aquisi¢oes etc.) como um tipo especial de opc¢ao de crescimento. A tese
apresenta uma teoria de formacao de preco destas opcgoes reais e analisa as
decisoes estratégicas de escolhé-las. Com algumas modificagoes, a teoria de

opgoes compostas é utilizada para esta andlise estratégica.
Herath (1998) — Auburn University

A autora segue a abordagem bayesiana de formacao do preco da opcao
européia simples ordindria sem levar em conta a condicao de nao-arbitragem.
Por outro lado, ela enfatiza a aplicagdo do conceito de clarividéncia (valor
esperado da informacao perfeita) e do valor esperado da informagao imperfeita
na formagao do preco do que ela designa de quase-opgao ou de opgao real. Os
conceitos de oportunidade de replicagao e de revisao seqiiencial junto ao valor
da informacao proporcionam a criagao de uma abordagem bayesiana de
formacao do prego da opgao real. A derivagao da férmula de Black-Scholes-

Merton, a partir desta abordagem, encontra-se em sua tese. A tese desta
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autora estd grandemente baseada nas obras de H. Bierman Jr., R. Schlaifer e

L. Trigeorgis.
e Samperi (1998) — New York University

O autor formaliza o conceito de mercado completo, medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza , utilidade, risco etc. a partir da Teoria
da Informacao. O conceito de divergéncia tem um papel central em sua teoria

e dele praticamente todos os resultados sao derivados.
® Yu (1998) — Princeton University

O autor mostra como obter o prego livre de arbitragem de um ativo, mesmo
quando o mercado nao é perfeito, isto é, quando se considera que hé custos de

transacao.

Escolheu-se analisar nesta tese os resultados de Gulko (1998 e 1998a) e Yang
(1997) devido a conexdo, neles presentes, entre a Teoria da Informacao e a

Ciéncia do Investimento.

2.2.8 Demonstracao da férmula de Black-Scholes-Merton

As hipéteses normalmente utilizadas para a formacao do preco de derivativos sao:
mercado perfeito, mercado eficiente (movimento browniano geométrico do prego
da ac@o), mercado completo e investidores racionais. A condigdo da auséncia de
arbitragem deriva diretamente da condicao de mercado completo. H4&
classicamente dois tipos de mercado completo. Um uniperfodo e outro
multiperiodo. A demonstracao da férmula de Black-Scholes-Merton depende da
existéncia de uma estratégia replicante dindmica e autofinancidvel de todos os
possiveis valores intrinsecos do derivativo. Esta carteira replicante completa o
mercado de forma dindmica. Por isso, o mercado é chamado de dinamicamente
completo ou completo multiperiodo. No entanto, para a determinacao da medida
de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza é necessédrio a introduzir a
hipétese da eficiéncia de mercado, que acrescenta uma medida de probabilidade
real ou subjetiva. Isso claramente viola o principio da parcimonia, pois, ao longo

da tese, foi mostrado que a medida de probabilidade neutralizadora do preco da
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incerteza independe da distribuicao de probabilidade real ou subjetiva do valor
mobilidrio subjacente na data de exercicio. A suposicao de que o preco do valor
mobilidrio subjacente tem o comportamento regido pelo passeio aleatério (versao
discreta) ou movimento browniano geométrico (versdo continua) introduz
indevidamente a medida de probabilidade real ou subjetiva na solucao do
problema. Quando essa suposicao é introduzida, a medida de probabilidade real
ou subjetiva do preco do valor mobilidrio acao é a lognormal. Por meio de uma
mudanca da medida de probabilidade, a medida equivalente também é lognormal.
Apesar da demonstragao conter estes dois artificios matemdticos para a
determinacao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza,
sua demonstracao tradicional completa serd feita para que sejam entendidos
exatamente todos os passos e, desta forma, torne-se possivel uma critica

fundamentada do modelo de B-S-M.

2.2.8.1.1 Mercado completo multiperiodo ou dinamicamente completo

A possibilidade de negociacao seqiiencial dos ativos da carteira replicante
(abordagem multiperiodo com possibilidade de reestruturagdo da carteira a cada
periodo) para realizagdo do hedging perfeito dos valores intrinsecos da opgao
pode, em alguma medida, servir como substituto para um conjunto completo de

ativos de Arrow-Debreu, conforme Cox & Rubinstein (1985, cap. 8).

O livro intitulado Financial Calculus, de Baxter & Rennie (1998), possui uma
notagao matemadtica inconsistente para determinar o preco dos derivativos a
partir de uma estrutura bindria. Para facilitar a compreensao do texto, preferiu-se
mudar alguns elementos. Hd agora uma distingao clara entre valor numérico,
varidvel aleatéria e processo estocdstico. Melhorou-se a identificacao do
. . , . . . 18
posicionamento na d&rvore. Eliminou-se a abordagem de martingale” para a

demonstracao do teorema da representacao bindria e carteira replicante.

'® Martingale ¢ o nome genérico de qualquer sistema para ganhar na roleta. O
termo provém do nome de uma rédea (gamarra, em portugués) usada para

impedir o cavalo de virar a cabeca. Assim, o martingale evitaria o desastre, ao
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Seja um intervalo de tempo &t, formado pelo instante 0, em que surge o
derivativo e o instante 7, que é sua data de vencimento. Dividindo-se este
intervalo em n subintervalos de &t duragao, tem-se n segmentos 6t. O final de
cada intervalo serd um instante de tempo 4, em que 7 varia de 0 a n, segundo uma

outra escala de tempo:

Em cada instante 7, ocorrem 2' estados da natureza representando o nimero de

estados possiveis de pregos do ativo objeto. Cada estado da natureza é descrito
oy 499 s osos . . . .

por um ‘“né” na estrutura bindria, que terd como indicador a letra ;. Portanto,

s(j) serd o preco do ativo no né j:

reparar as perdas [Seabra (1992, p. 35-9)]. Esta idéia foi formalizada
matematicamente por J. Doob no seu livro Stochastic Processes, publicado pela
John Wiley & Sons (New York), em 1953. Uma formalizacdo atualizada encontra-
se em Ross (1996). Baxter & Rennie (1998) aplicam martingale na formalizagao

da formacao do prego de derivativos.
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Portanto, de acordo com a arvore acima, observa-se:

S,: varidvel aleatéria prego do ativo no instante i;

() : prego do ativo objeto no né j.
E para cada instante i e em cada né j, tém-se os precos dos derivativos
associados:

F, : varidvel aleatdria prego do derivativo no instante i;

f(j): preco do derivativo no né ;.

O conjunto de todas as varidveis aleatérias indexadas no instante ¢ ¢ denominado
processo estocdstico. Para um intervalo de tempo entre 0 e n, verificam-se todas
as trajetorias possiveis de pregos do ativo s(j) e do derivativo f(j). O processo

descrito pela varidvel preco pode ser representado por:
{8;i=0,12,..,n}
Dado um né j qualquer, é possivel descobrir o instante de tempo em que se

encontra, pois j varia de acordo com o intervalo:

je[2h..27t —1]

2.2.8.1.1.1 Ramo bindrio em um processo discreto

Parte-se do pressuposto que os precos dos ativos apresentam dois valores
somente. O preco pode subir para s(3) ou cair para s(2), decorrido um intervalo

de tempo &t .

i @ s(3) > s(1)

s(1) >s(2)

122



Existe um titulo sem incerteza b,, remunerado a uma taxa r; €m um processo

continuo de capitalizacao.

2.2.8.1.1.2 Construgao de derivativos para um periodo a partir de uma

carteira formada por acdes e bonds

De acordo com Baxter & Rennie (1998), é possivel encontrar o preco unico e livre
da arbitragem de um derivativo a partir de uma carteira formada pelo ativo-
objeto e bonds que repliquem o valor deste derivativo na data de vencimento.
Seja uma carteira m, composta por ¢(1) ativos e (1) bonds no né j=1, de que
resulte um valor exatamente igual ao do derivativo f(j) nos nés j =2 ou j = 3:
f2) = ¢(V)s(2) + v(1)b
f(3) = o(1)s(3) + (1)b,
Sabe-se, também, que o valor da carteira replicante é expressa pela seguinte

féormula:

vy(my) = o(1)s(1) + (1)b,

A simples existéncia da carteira replicante de um derivativo em cada né do
processo permite inferir, pelo principio da nao-arbitragem, que o preco do
derivativo, na data de lancamento, é tnico e deve ser o préprio valor da carteira

replicante nessa data. Logo, esse é o preco racional do derivativo.

Pelo principio da arbitragem, o valor inicial v, desta carteira deve ser exatamente

igual ao preco do derivativo f(1):

OES vo(ﬂo) .

Resolvendo o sistema de equacoes dos precos f(2) e f(3), podemos encontrar as
quantidades ¢(1) e (1) que representam as quantidades de agoes e bonds da

carteira m, que sintetizam o valor do derivativo:
s(3)| (exp. 1)

Portanto, ao adquirir ¢(1) acoes e (1) bonds, quaisquer que sejam os precos finais
do ativo-objeto §,, a carteira reproduzird o valor do derivativo para cada estado

da natureza.
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2.2.83.1.1.3 A medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza
Q

A partir da férmula do preco do derivativo v,, pode-se substituir os termos ¢(1)
e, (1) pelos resultados encontrados:
fQ) = o(1)sy + ¥(1)h,

CES(C

3) = s2) + exp(—r6t)| f(3) —

Seria interessante se houvesse uma maneira de escrever esta expressao de uma
maneira simplificada. Escrevendo todos os termos sobre um mesmo denominador,
tem-se:

s(1)exp(r;6t)[ f(3) — f(2)] = s(3)[f(3) — f(2)] + f(3)[5(3) — s(2)]
exp(r;0t)[s(3) — s(2)

f) =

Na expressao anterior, serd acrescido e subtraido um termo com valor igual a
s(2)[f(3) — f2)]:

[s(1) exp(r,6t) — s(2)|[£(3) — F2)] + [5(2) — s(3)][£(3) — F2)] + f(3)[5(3) — 5(2)]
exp(rfét) [s(3) — s(2)]

f) =

Para simplificar a expressao acima, serd criada uma varidvel ¢ descrita por:

B s(1) exp(r;6t) — s(2)
1= 753 - 52

Substituindo, na expressao anterior, e simplificando os demais termos, tem-se:

70) = exp(-r8t)al £(3) — J(2)] + exp(—r,60)f(2)
= exp(—r;01)[(1 — ¢)f(2) + ¢f(3)]

Observe-se que o valor do derivativo passou a ser representado como uma

esperanca dos possiveis pregos do derivativo, ponderado por uma probabilidade ¢,

trazidos a valor presente por uma taxa certa. A esperanca com as probabilidades

q € 1—q pode ser representada pelo operador esperanca na medida de

probabilidade Q. Logo, o valor do derivativo na data 0 nada mais é do que o

valor presente pela taxa certa da esperanca da varidvel F, na medida Q:

fQQ) = exp(-r;6t)E [F].
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Note-se que este ¢ o mesmo resultado do prego racional quando se impoe a

existéncia do mundo com preco da incerteza neutralizado.

2.2.8.1.1.4 Propriedades da medida de probabilidade neutralizadora do
pre¢o da incerteza Q
Existe alguma razao para acreditar que ¢ possa ter as caracteristicas de uma

probabilidade? Se o valor de ¢ estiver entre o intervalo 0 e 1, é possivel imagin&-

lo como uma probabilidade.

Partindo da expressao de ¢ anterior e sabendo que s(3) > s(2), por definicao,

devem-se considerar as seguintes hipéteses:

a) ¢<0.Se ¢<0= s(l)exp(r6t) < s(2). Se o menor dos pregos € superior ao custo
do financiamento, é possivel ter um lucro certo. Portanto, os investidores vao

se endividar cada vez mais para adquirir o ativo s. Logo, ¢ > 0.

b) ¢>1. Se ¢>1= 51 exp(r,6t) > 5(3) > s(2) . Se qualquer um dos pregos € inferior
ao preco da acao corrigido, é possivel vender o ativo a descoberto e aplicar os
recursos em bonds. Qualquer que seja o preco final, o investidor terd um ganho

certo. Portanto, ¢ <1.

Como resultado final, sabe-se que ¢ é um nimero que se encontra no intervalo

compreendido entre 0 e 1.

2.2.8.1.1.5 A drvore bindria

A representacao de um derivativo requer mais de um estédgio ou periodo de tempo
se se quiser generalizar o modelo de formacao de preco para um intervalo de
tempo qualquer. Uma maneira de expandir o ramo bindrio é acrescentar ramos

aos novos valores que surgem a cada etapa:
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Figura 1: Arvore bindria

Na arvore bindria acima, podem ser observadas as seguintes caracteristicas:
® preco inicial s(1);

¢ a cada perfodo surgem dois novos valores em cada né j;

2' estados da natureza para cada instante i;

p;: probabilidade do prego subir associada ao né ;.

Embora a estrutura da arvore pareca simples, a medida que 6t tende a zero, o

modelo vai se aproximando de um modelo mais preciso.

Cada n6 j representa um estado da natureza diferente para o ativo §;. E, para

cada prego s(j), existe um preco do derivativo representado por f(5).

2.2.8.1.1.6 A drvore bindria recombinante

Uma forma de simplificar a &rvore bindria é utilizar o conceito de &rvore
recombinante. Neste tipo de modelo, a quantidade de nés que surgem sao
exatamente iguais aos da arvore bindria. Contudo, como particularidade, o valor

do né inferior, que se ramifica de um né j + 1 coincide com o valor do né superior
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proveniente do né j. Portanto, a quantidade de ndés com valores diferentes em

cada etapa i € inferior ao de uma drvore binomial comum.

Na drvore recombinante, os nés crescem em progressao aritmética, conforme visto

na figura abaixo:

Figura 2: Arvore bindria recombinante

Existe uma relagao entre o nimero do né do ativo s(j) e sua posicao na arvore

recombinante. O valor de j varia de acordo com i, conforme a expressao:

. i(i+1) (G+1)(E+2)
jEel+ 5 5

2.2.8.1.1.7 Inducao de trds para diante

No exemplo anterior, o valor do derivativo foi calculado a partir dos seus precos
finais f(2) e f(3) e da medida Q. Expandindo este resultado para mais de um
perfodo, pode-se chegar no valor inicial do derivativo por meio de um processo

denominado inducao de tras para diante:
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Generalizando o resultado, o valor do derivativo em cada né j pode ser escrito

como:
() = exp(=r,6t)[ ¢, (25 + 1) + (1 — ¢,)/(2))]
Em cada né j existe uma probabilidade ¢; especifica:

s(j) exp(r,8t) — s(2])
s@3 + 1)~ 5(2))

q]':

Observe-se que pela figura anterior e pelas expressoes, é preciso conhecer a
distribuigao dos pregos ao longo do tempo. Sem o valor dos ativos s(j) em cada

né j, nao se calculam os valores ¢; e, por conseqiiéncia, f(j).

E possivel obter o valor do derivativo no né inicial em funcéo dos precos finais do
derivativo. A légica é a mesma que a empregada para se calcular o derivativo em
um ramo. O valor do derivativo é a esperanca dos precos finais na medida Q,
trazida a valor presente por uma taxa certa:

f(Q) = exp(—r;26t) (4,4, /(7) + 0,3,/ (6) + 0,0,/ (5) + 0/ (4)]

= eXP(_er&)EQ(g&t) [F2 ]

2.2.3.1.1.8 Carteira replicante auto-financidvel

Seja uma carteira replicante formada pela composicao de um ativo sem incerteza
e bonds. No periodo posterior, o valor da carteira replicante assume a seguinte

expressao:
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B =V(m) = ()8, + &)
Substituindo as quantidades ¢ e ¢ determinadas anteriormente, ter-se-a:

_ o /B -f@) 1 AC)
Mim) =5 g = T Y e m )

Simplificando a expressao, o valor da carteira pode ser expresso como:

S, —s(1 3)— f(2
I MLELUILE I

Observe-se que o valor do ativo S pode assumir dois valores na data i=1.

Quando o ativo § for igual a s(3) e v(r,) = /(3):
v (7o) = [s3) — s()]o(1) + f(1) = f(3) — f(1) = [s(3) — s(1)]¢(1)
E, quando o ativo § for igual a s(2) e v,(r,) = f(2):
v (7o) = [5(2) = s(D]o(1) + (1) = f(2) — £(1) = [5(2) — s(1)]6(1)
Portanto:
AF, = ®.AS,

Desenvolvendo a expressao acima para diversos periodos de tempo, pode-se
expressar a variacdo do valor do derivativo como (Teorema da Representacao

Bindria):
o= F + Z¢kASk
k=1

No instante i =1, a carteira precisa ser modificada para replicar o valor do
derivativo no instante posterior. Logo, é preciso alterar as quantidades ¢ e v
para que a carteira replique o valor do derivativo:

V,(I1) = ©,8, + L.b (exp. 2)

Utilizando a expressao 1 para determinar as quantidades ¢ e ¢ no instante

i =1, vé-se que:

FE — F 1 F, — F
o, =2—Levw, =—|F-2—1
? 52_516 ? blll 52_51S1]

Substituindo as quantidades acima na expressao 2, tem-se:
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(1) = 2 151_|_[F1_ggll

Note-se que o resultado acima é surpreendente. A carteira replicante formada no
instante i =1 possui o mesmo valor da carteira replicante formada em i =0,

ajustada pela valorizacao de seus ativos, isto é:

V1(7T0) = V1(H1) .

2.2.83.1.1.9 Comportamento do prego do ativo em uma drvore recombinante:

a abertura para modelos continuos

Seja uma 4arvore recombinante formada pelas trajetérias dos precos do ativo-
objeto em quatro estdgios do tempo. A adogao deste tipo de arvore bindria deve-

se a suas vantagens com computacionais [Dos Anjos & Paiva (1998, p. 34-5)].
ou

em que:
u > exp(r6t) > d > 0

Os valores de u e d nao sdo unicos mesmo na auséncia de arbitragem [Dos Anjos
& Paiva (1998, p. 30)].

Conforme Avellaneda (1995-6), apud Dos Anjos e Paiva (1998, p. 30), tem-se que

os valores permitidos para u e d sao:
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exp(k~/6t + rfét)

* T ) exp(—al) + gexp(rVoD)
exp(—k~/ot + r;6t)

(1 — q)exp(—r~/6t) + gexp(k~/6t)

onde

Estes valores de u» e d fazem com que o valor assintético de E

l/+£
2

2

se o preco da acao

T

s(1)

possui a distribuicao lognormal com parametros v e o

2
(drift) seja r, f%. Lembrar que Ej|In = exp T

na data de exercicio e

&

S

E

an

:exp(rfT) sob a hipétese de mundo com prego da incerteza

neutralizado.

Supondo que o precgo inicial seja s(1) e, no instante seguinte, o preco do ativo

assuma dois possiveis valores, conforme Baxter & Rennie (1998):

5(3) = s(1) exp(uét + a~/6t)

ou
5(2) = s(1) exp(uét — o/6t)
sendo
Sy

[ 5]

u==E 75_ (drift ou esperanca da taxa de retorno ao periodo) e
S;

var ln[ ( 1)]
o= + (volatilidade a termo ou desvio-padrao da taxa de retorno ao
periodo).

Note-se que a exponenciacao evita que haja valor do prego negativo ou nulo e
representa melhor a forma de crescimento real do preco. Além disso, observe-se

que o6t € muito maior que pét. Por isso alguns autores utilizam o fator de
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subida u = exp(c+/8t) e de descida d = exp(—o/ét) [Luenberger (1998, p. 298)]. Isso
equivale a fazer ud = 1.

Para simular um passeio aleatério dos pregos do ativo, a probabilidade de subida
serd igual a %.

Estas probabilidades reais ou subjetivas do comportamento do preco da acao

derivam da hipétese de mercado eficiente.

Dessa forma, a arvore recombinante pode ser ilustrada como:

...
1]
()
-
1]
—_
—-
1l
)
—-
1l
(O8]
—-
1l
N
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Os pregos do ativo 5, na data final, isto é, i =4, podem assumir os seguintes

valores:
Precos (615 = %) Probabilidade
s(15) = s(1)exp(ut + 20vT) (1/2)*. 1
s(14) = s(1) exp(pur + ov/T) (1/2)* . 4
s(13) = s(1) exp(pr) (1/2)* .6
5(12) = s(1) exp(ur — o~/T) (1/2)* . 4
5(11) = s(1)exp(ut — 20/T) (1/2)*. 1

Observe-se que S, ¢ uma varidvel aleatéria que possui cinco valores distintos e

com probabilidades definidas por uma distribui¢ao binomial:

|

Na expressao acima X, ¢ o nimero de vezes que o preco subird. Podendo ser

2X, — 4
J4

S, = s(l)exp

,uTcR/?[

definido como uma soma de varidveis aleatérias independentes com distribuicao

de Bernoulli (p = %)

Y, =1, se o preco subir;

Y, =0, se o preco descer.

Portanto, a varidvel X, serd escrita como:

4
Xy = Z;YL
Logo, X, tem uma distribuicao binomial com os seguintes parametros:
nn
X, ~ binomi 1(—;—)
1mnomia. 974

Padronizando a varidvel X, , tem-se:

X, — %
Z, =202 N(0:1
T (0;1)

A expressao acima é valida quando n tende ao infinito. Para » > 30, Z, &

assintoticamente normal.

Logo, In(S,) tem distribuicao normal com os seguintes pardmetros:
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In(S,) ~ normal[ln(g(l)) + pr 027]

Seja uma nova varidvel W, igual ao logaritmo natural do preco S,. Portanto, a

distribuicao de S, pode ser definida como:
S, = e ~ lognormal | E[e" |;Var[e"" |]
Lembrando que:
Elexp(aW,)] = exp(aB[W, ]+ a’Var[W,]/2),
tem-se:

S, = exp(W,) ~ lognormal[s(1)exp((n + o* /2)7);s* (1) exp((2p + 02)7)(exp(o?7) — 1)]

2.2.3.1.1.10 Criando a medida de probabilidade neutralizadora do preco da
ncerteza Q

De acordo com Baxter & Rennie (1998), a probabilidade neutralizadora do prego

da incerteza ¢ anteriormente definida pode ser expressa como:

B s(1) exp(r;6t) — s(2)
1= 753 - 52

Substituindo os valores dos precos do ativo por valores genéricos em qualquer né
da drvore bindria recombinante, tem-se:

s(7) exp(r6t) — s(j) exp(uét — a/6t)
() exp(udt + o~/6t) — s(j) exp(ust — o~/6t)

q(j) =

E importante ressaltar que embora a medida ¢(j) seja expressa como uma
probabilidade de subida no né j, ela é Unica em toda a arvore. Portanto, g¢(y)
serd representado somente por q.

_ s(j)exp(ry6t) — s(j)exp(ubt — o/81)
~ s(j) exp(ust + oNot) — s(j) exp(ust — o~/ 1)

Utilizando a aproximacao de Taylor, obtém-se um valor aproximado de g

definido como:

2
1
[1\/&[u+%rf]—

g

q=

N | —
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Conforme Dos Anjos e Paiva (1998, p. 35-6) e Luenberger (1998, p. 376-7), se
forem utilizados os fatores de subida e de descida simplificados (sem o drift)

[implementacao de Cox, Ross & Rubinstein (1979)]:

B exp(r6t) — exp(—a~/6t)
 exp(oVét) — exp(—o~/bt)

~

1—«/6_(;02—7})1]

1
2 o

Observe-se que a probabilidade de subida ¢ é diferente de % nos dois casos.

1 . - ~ FPULT
Quando 6t — 0, ¢ — =P Note-se ainda que esta iltima equagao sé ¢ vélida

(1>¢>0) se o > rV/ot, isto €, & nao deve ser muito grande. Além disso, a

volatilidade local nao é constante, isto é, depende de &t .

2.2.8.1.1.11 Formula do movimento do prego do ativo-base

X, continua sendo binomialmente distribuido com média nq e variancia nq(1 — q).

E importante calcular agora a esperanca e a varidncia de Z, na medida Q. De

acordo com os resultados obtidos:
olZu) = —~7(u+Y%o* =1, )]0

Quando &t tende a zero ou n tende ao infinito, observa-se que a varidncia de Z,

na medida Q tende a 1.

Vary[Z,] = Ey | Z}] -
2
1pm <u+/a ~5)o]
B E} (2, ]
n
Desta forma:
ZﬁLQ - EQ [Zn]
Zy = ———normal(0;1).
JVary(Z,]
Também tem-se que:
7y =7y — EylZ,].

Cumpre lembrar que as distribuigoes de W, (logaritmo natural de S.) e de S,

sao, respectivamente:
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W, ~ normal[ln(s(l)) + (ry — %02)7';027']

S, ~ lognormal[s(l) exp(rfT);52 (1) exp(2rf7)[exp(027) - 1” .

Entao:
S2 = s(l)exp[pr — ovTZ2 |
= s(l)exp| ur — o7 (Zg + Eq (2, )]
= s()exp|ur — oV (Zg + V7 (1 + Yoo? =1, )/ )]
= s(exp|(r, — Bo* )7 — 0vTZ, |

A partir do desenvolvimento das expressoes do preco do ativo, é possivel

determinar o modelo de prego do ativo para qualquer momento do tempo.

2.2.8.1.1.12 Formula de Black-Scholes-Merton de determinacdo do preco

racional da op¢ao de compra européia simples ordindria

Uma vez definida a férmula do preco do ativo na data futura, é possivel
determinar o pre¢o de uma opcao européia na data inicial:
fFQ) = 0By [F, ]
= exp(—1,7 ) Eg [max {0;S, — k, }]
= exp( 1) By [max {Oss(1) exp| (1, — 0?7 — ovrz] — Iy }
= By {max(0;s(l)exp (077 — Y0°7) — ky exp(—r,7)]}

E.: preco terminal do derivativo ou condi¢ao de contorno max{S. — k}.

O resultado desta integracao é a tradicional férmula de Black-Scholes-Merton,

obtida em 1973, para opcao de compra européia ordindria.
(1) = s(Q(d,) — exp(—r,7 )k, Qd, — o~T)
= s()Q(d,) — exp(—r,7 )k, Pr(S2 > k)
sendo:
e 7 com dimensao igual ao tempo

e r

» com dimensao igual ao inverso do tempo

Var

In = o7 € o desvio-padrao ou a volatilidade da taxa de retorno

S.
s(1)

composta continuamente (adimensional); portanto, conforme Wilmott et al.
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(1997), ¢ tem dimensao igual ao inverso da raiz quadrada do tempo (t’%) eé
chamada de volatilidade instantanea ou a termo [Baxter & Rennie (1998)]

o)

[ ] =
@ o~NT

o2
Ty +

D) T

(adimensional)

e Q) é a funcao de distribuicao acumulada de Z, na medida Q, isto é,

Q(z) = Pr(Z, < z) (adimensional)

* Pr(S2 >k ) éa probabilidade de exercicio da op¢do na medida Q

preco da opgédo de compra européia = f(S(t),t)

prego

Conforme Pauli et al. (1980, cap. 21) o principio da homogeneidade dimensional
estabelece que toda equacao que traduz um fendémeno fisico ou econdmico
verdadeiro é, necessariamente, homogénea do ponto de vista dimensional. Uma
equacao que traduz uma lei fisica ou econdmica é dita homogénea se as parcelas
que constituem os dois membros da igualdade apresentam os mesmos simbolos
dimensionais tendo, respectivamente, os mesmos expoentes. O principio exprime
uma condicao necessdria, porém nao suficiente. Com efeito, uma equacgao pode ser
dimensionalmente homogénea e, apesar disso, nao traduzir um fenémeno fisico ou

econdmico verdadeiro.
A equacao de B-S-M ¢, portanto, dimensionalmente homogénea.

O resultado final obtido por Black & Scholes (1973) e Merton (1973) demonstra

que é possivel avaliar uma opcao de compra a partir de alguns parametros
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deterministicos, como prego a vista do ativo, volatilidade (desvio-padrao da taxa

de retorno), prazo, taxa de juros certa e preco de exercicio.

Gulko (1998, p. 1-38:39) afirma que o tnico parametro livre do modelo é a
volatilidade. Afirma ainda que a volatilidade é mensurdvel, enquanto os outros
pardmetros sao observédveis. Ele observa ainda que o modelo de Black-Scholes-
Merton possui apenas uma fonte de incerteza (o preco do valor mobilidrio
subjacente) e que, portanto, para permitir o hedging perfeito (ou
equivalentemente compor um mercado dinamicamente completo por meio de uma
estratégia replicante) sdo necessdrios dois valores mobilidrios linearmente

independentes.

E preciso enfatizar que a medida de probabilidade real ou subjetiva do preco do
valor mobilidrio subjacente é irrelevante para a determinagao do prego tnico e
livre de arbitragem da opgao. Isto é, a medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza independe da medida de probabilidade real ou subjetiva. Note-
se que S. (prego da agao) possui distribuicdo lognormal na medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza. Outro resultado importante é
a irrelevancia da consideracao da atitude do decisor diante da incerteza, isto é,

este resultado é livre de preferéncia.

2.2.83.1.1.13 Simplificacao do cdlculo do preco da opgao
Conforme Cox & Rubinstein (1985, p. 157-8) a férmula de Black-Scholes-Merton
para opcao de tipo européia ordindria possui a seguinte propriedade:
c(As;;7 — Gk, ) = (s — k)
em que X\ é uma constante positiva.

Portanto, pode-se escrever a férmula de Black-Scholes-Merton da seguinte
maneira:

c(opl — ;1) = vplQ(d, ) — Q(d,)

5

k. exp[—rf(r - t)]

upl =

Q(d,)
Q(d, )

>1
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Note-se que, quanto maior o vpl (acima de 1) e a volatilidade acumulada no

periodo ov7—1 (o que implica no aumento do valor da razao das distribuigdes

Q(4,)
Q(d,)

A vantagem desta representacao € a possibilidade do uso de tabela cujas entradas

acumuladas ), mais atraente é o projeto (opgao).

sao vple ovT —1t, e o resultado é um valor percentual que deve ser multiplicado
por k. exp[—rf(r - t)] (valor presente do prego de exercicio ou custo de
implementacao da opgao). No entanto, Brealey & Myers (desde a quarta edigao
de 1991), Luehrman (nos seus dois artigos da HBR de 1998 e um caso de 1995
pela HBS) e Edleson (caso publicado em 1994 pela HBS) ensinam que o valor
percentual deve ser multiplicado por s, (valor do ativo-base na data t). A origem
do erro deve-se ao livro de Brealey & Myers que se equivocaram nesta passagem
do texto de Cox & Rubinstein (1985). Luehrman faz referéncia a quarta edigio de
Brealey & Myers de 1991. Em Brealey & Myers (2000) esse erro de célculo foi

eliminado.

2.2.8.1.2 Abordagem continua para o cdlculo do preco de opgoes européias

2.2.8.1.2.1 Introducao

Uma maneira de representar matematicamente a dindmica do retorno do ativo,
que é encontrada em Merton (1973), Neftci (1996), Hull (1997), Wilmott et al.

(1997), pode ser descrita pelo modelo abaixo':

Y Num intervalo de tempo dt podem ser definidas duas maneiras de cdlculo da
taxa de retorno. Na verdade, ndo importa se a taxa de retorno (variagao
percentual do prego) é definida com capitalizagdo discreta ou continua, pois a
solucao das equacoes diferenciais estocdsticas abaixo sao idénticas.

o? N dz,
2 dt

dln(St):

Taxa de retorno composta continuamente em dt: 0

ds,
dz,

Taxa de retorno composta discretamente em dt:% =pto—_-.
t
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ds
—+ = pdt + 0dZ, , sendo

St
ds, . .
< taxa de retorno discreto do ativo
t
dt intervalo de tempo infinitesimal
e valor esperado instantdneo da taxa de retorno composta discretamente
do ativo®™
o volatilidade a termo
dz,: varidvel aleatéria com distribuicao normal N(0;dt)
Funcao de densidade de probabilidade de dz(t)
20 . , o’ . 1 S,
A taxa de retorno composta continuamente é p — 5 PoIs 1= tln —1.
T — S,
0
S, e o _
Como In|—t| tem distribuigao normal com esperanca |u — - (r—t), entao n tem
%

2
distribuigao normal com esperanga p — % [Hull (1997, p.230-2)].
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Funcao de densidade de probabilidade de dz(t)/dt

dz(t)/dt

A equagao acima também ¢é usualmente conhecida como equacao diferencial

L. as . . ,
estocdstica. Ela mostra que o retorno ?t do ativo, no intervalo dt, é composto

t
por um termo determinfstico udt e por uma varidvel aleatéria odZ,, que segue

2dt . Portanto, a taxa de

uma distribuicao normal com média 0 e varidncia o
retorno do ativo segue um processo de Wiener generalizado com distribuicao

normal N(udt;o?dt).

Um aspecto interessante da equacao diferencial estocdstica diz respeito a

. - ce . . . ds ~ .
dimensao das varidveis envolvidas. A taxa de retorno do ativo ?t nao possui

t

unidade, ou seja, é adimensional. Isso decorre do fato da taxa de retorno esperada
do ativo p e do desvio-padrao da taxa de retorno o terem como dimensoes ¢! e
= | respectivamente [Wilmott et al. (1997, p. 81)]. Como o intervalo de tempo
tem unidade ¢ e a varidvel aleatdria possui dimensao ¢, o produto das varidveis

gera uma varidavel adimensional.

2.2.3.1.2.2 Processo de Wiener

Os modelos de retornos de acoes sao expressos em termos do que se conhece como
processo de Wiener. Conforme afirma Hull (1997), este tipo de processo é
utilizado na fisica para descrever o movimento de uma particula sujeita a choques
com outras particulas, fato também denominado movimento browniano. Na
férmula anterior, o termo dZ, representa a componente estocdstica, responsavel

pela producao de variagoes inesperadas. A construcdo dos modelos de
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determinacao do preco de derivativos baseados em processos estocdsticos exige

que sejam conhecidas as propriedades da varidvel aleatéria.

Diz-se que uma varidvel Z, segue um processo de Wiener padrao ou movimento

browniano se seu diferencial dZ, possuir duas propriedades:

a) dZ, pode ser expresso pela equacdo dZ, = E,dt, sendo E, uma varidvel
aleatéria obtida com distribuicdo normal padronizada N(0;1). Logo, a varidvel
dZ, também apresenta uma distribuicao normal com os pardmetros de média e

variancia iguais a 0 e dt, respectivamente;
b) as varidveis dZ, para dois intervalos de tempo (dt) distintos sd@o independentes.

Ross™ (1997, p. 524) ainda complementa que a varidvel Z, segue movimento

browniano padrao se:
a) o processo iniciar do 0: z, = 0;

b) o conjunto dos possiveis valores de Z,, para ¢>0, possuem incrementos

independentes e estaciondrios;

c) para cada instante tempo ¢ >0, Z, tem distribuicdo normal com média 0 e

variancia t.

A figura a seguir ilustra uma possivel trajetéria das varidveis Z, no tempo, que

segue um processo de Wiener padrao:

' O texto original de Ross (1997) utiliza a expressao X(t) para representar a
varidvel que compoe o movimento browniano. Para uniformizar a notacao e dar

continuidade as demonstracoes, foi feita a substituigao por Z, .

142



Figura 3: Simulagao de uma trajetéria do movimento browniano

tempo

Observando-se o comportamento do processo estocdstico {Z, ;¢ > 0} pelo gréfico
anterior, nota-se uma série de “bicos” produzidos pelo processo aleatério. Uma
funcao desse tipo nao pode ser integrada ou derivada por métodos convencionais

do célculo newtoniano.

Um processo estocdstico seria o conjunto de todas as trajetérias percorridas pelas

varidveis Z, como ilustra a figura a seguir:

Figura 4: Processo estocastico { Z, ;¢ > 0}

VAW
Riod
AR

tempo

A seguinte figura representa a funcao de densidade de probabilidade da varidvel
Z, em fungao do tempo. Observa-se que, & medida que o tempo passa, a variancia
de Z, aumenta e passa a ter valores mais extremos, diminuindo a concentracao

em torno de sua média.
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Figura 5: Fungoes densidade de probabilidade do processo estocastico {7, ;t >0}

Funcées de densidade de probabilidade lognormal

Iy gssnnscon e
.’.!’!Il"nn., 'n..,':...,.,.. %
1L

O resultado obtido no gréfico anterior também foi demonstrado por Hull (1997,
p. 211). Analisando o comportamento de Z, durante um periodo relativamente
longo de tempo 7, pode-se descrever a variagao como sendo Z, —z,. A variacao
de Z, é a somatéria dos incrementos de Z, em n intervalos pequenos de tempo
6t , sendo:

.
Y

Logo, a variacao de Z, pode ser escrita como:
Ly — 2y = ZEim
=1

E,: sdo varidveis aleatérias com N(0;1) e sdo independentes entre si.

144



Uma trajetoria do passeio aleatério com At fixo

7.0000

6.0000 +

5.0000 T

4.0000 +

3.0000 +

2.0000 +

Z(t)

1.0000 +

0.0000 + + + +
10.00 12.00 14.00 16.00 18,00

-1.0000 +

-2.0000 T

-3.0000

tempo

Uma trajetéria do processo estocastico
At—0
35.00

30.00 +

25.00 +

20.00 1

15.00

Z(t)

10.00 +

5.00 +

0.00

-5.00 +

-10.00

Tempo
Note-se que, a partir da equagao anterior, pode-se inferir que Z, —z, também
tem distribuigdo normal com parametros N(0;7). A soma de diversas varidveis
aleatérias normais independentes é uma varidvel aleatéria com distribuicao

normal.

Observe-se que, para um dado instante de tempo 7, a varidvel Z. também possui

uma distribuicao normal com média 0 e variancia r:
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n

Z, E~6t, pois z, = 0.

i=1

Comportamento do desvio-padrao e variancia de z(t)

2.00 -

o S S N N AN S Q N N o S S N ] ] N Q N N o S S N
SPFPERLFPELELL,LL PP LSS PP S

Tempo

Portanto, em qualquer intervalo de tempo 7, o incremento no valor de uma
varidvel que segue o processo de Wiener segue uma distribuicao normal com

», . . ~ 1
média 0 e desvio-padrao 7:.

2.2.83.1.2.3 Formula do prego do ativo
No item anterior, a taxa de retorno do ativo foi representada por uma equacao
diferencial estocédstica do tipo:

d?sft = pdt + odZ,, em que dZ,~N(0;dt) {eq. 1}

Se a expressao acima fosse uma equacao diferencial ordinéria (com o =0 ), seria
facil encontrar uma solucao pela integragao. Dessa forma, seria possivel isolar a

varidvel S, e obter uma funcao deterministica S(y;t), como a deducao a seguir:

tds, ot
Jog= Sy
In|S,[) = ut = S, = s, exp(ut)
Analogamente, incluindo a componente estocdstica na equacgao diferencial e

integrando, ter-se-ia:

j:% = j:udu +j:adZu

Contudo, a integracao de uma equacgao diferencial estocdstica é bastante

complexa e nao segue as regras bdsicas do cdlculo newtoniano. Para efetuar esta
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2.

operagao, seria necessdrio aplicar a integral de Ito, que é um instrumento
matemadtico util para lidar com varidveis aleatérias. Neftci (1996, p. 172) afirma
que a “integral de Ito é uma maneira de somar os inimeros e imprevisiveis

incrementos aleatérios durante o tempo”.
O resultado final desta integracao segue a férmula abaixo:

S, = s, exp[(u — o /2)t + 0Z,] {eq. 2}
A expressao acima é a férmula para o preco do ativo, cujas taxas de retorno
instantaneas possuem uma distribuicao normal. Ela é fundamental para modelar
o comportamento do ativo no cédlculo das opgoes. A varidvel aleatéria S, segue
uma distribuicao lognormal, pois o seu logaritmo é uma varidvel aleatéria com
distribui¢ao normal. De acordo com Luenberger (1998, p. 301), dada uma varidvel
U(t) = exp(W,), se W, for uma normal, entao diz-se que U(t) segue uma distribuigao

lognormal.

Figura 6: Lognormal (u = 0,0009;0 = 0,025 3s, = 147 ;¢3Z,)

0.12
0.10
00.10-0.12
0.08
0.08-0.10
00.06-0.08
00.04-0.06 0.06 f-d.p.
80.02-0.04 ’
[0.00-0.02
0.04
0.02
1 0.00
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Na expressao 2, a varidvel S, segue um movimento browniano geométrico e
possui os seguintes pardmetros, supondo que o processo inicie em t =0 e s, seja

conhecido:
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E[S,] = s, exp(ut)

Var|[S,] = s; exp(2ut)[exp(o?t) — 1]

2.2.8.1.2.4 Lema de Ito e sua aplicagao sobre o diferencial total estocdstico

do ativo

Uma maneira de descobrir se a equacao 2 é a solucao da integracao da equacao
diferencial 1 consiste em aplicar o Lema de Ito. O Lema de Ito estabelece uma
expressao matemadtica que possibilita a obtencao do diferencial total de uma
funcao cujas varidveis seguem um processo de Wiener. Suponha-se o diferencial
de uma varidvel S, que varia em fungdo do tempo (dt) e de um fator aleatério

(dz,):
S, = A(S,;t)dt + B(S,;t)dZ, {eq. 3}

De acordo com este lema, se houver uma fun¢ao G que varia em funcao de S, e

t,isto & G(S,;t), seu diferencial dG pode ser expresso da seguinte forma:

oG oG 109G oG
=|—A(S,,t) + — +=— B(S,,t) |dt + — B(S,,t)dZ .4

A expressao acima nada mais é do que a expansao de Taylor para uma funcao

que possui varidveis independentes deterministicas e aleatérias. A demonstracao

deste resultado pode ser obtida em Hull (1997, p. 225).

O Lema de Ito sera aplicado sobre a expressao 2 para provar que se trata de um
resultado possivel do diferencial do preco do ativo. A férmula do preco do ativo
obtida anteriormente pode ser considerada uma fungao das varidveis Z, e ¢, logo:
S, = G(z;t)
= s, exp[(p — o /2t + oZ,]
O diferencial da fun¢ao G serd expresso em relagao a Z, e t. Efetuando a devida

substituicao no Lema de Ito descrito na equacao 4, tem-se:

oG oG  19*G G
=|=—A4Z,t)+ —+=-—B(Z,,t)|dt + — B(Z,,t)dZ .
Para simplificar as expressoes das derivadas parciais de G em relacao a 2, e t a

. . . O'2
seguir, substituiu-se o termo p — 5 por «a:
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96 = as, exp(at + oZ,)

ot
= ad,
e
g—g = o5, exp(at + 0Z,)
=05,
e
2
0 C; = 02Sf .
0Z; ’

Substituindo as derivadas parciais na expressao 5 e admitindo que A(Z;;t)=0 e

B(Z,;t) =1, pois dS, = dZ, conforme equagao 3, tem-se:

dG(Z,,t) = (UStO + oS, + %Uzstl)dt +08,1dZ, =

ds, =5, [(a +%O’2)dt + GdZt} =

-t (a +%02)dt + odZ,

2

(o
Como a = u— - » segue-se que:

s,
?t = pdt + 0dZ, ~ N(udt;o*dt)

t

Outra aplicacao do Lema de Ito é a resolucao do diferencial do logaritmo dos
pregos (dInS,). A vantagem de se utilizar o logaritmo dos pregos é que os termos
multiplicativos passam a funcionar como uma simples soma. Seja uma funcao
F(Z;t)=InS,. Pode-se escrever a partir da expressao 2 que:

InS, = F(Z,,1)
o2
=Ins, + b= t+oZ,

As derivadas parciais de F(Z,;t) em t e Z, sao:

oF o?

ot P

oF
0Z
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I*F
072

Considerando que A4(Z,;;t) =0 e B(Z;t)=1 e substituindo no Lema de Ito:

dt;o?dt

0'2 O'2
dlnS, = (u—7)dt+adzt ~ N[[u—7 {eq. 6}

~ . , N . [ as
Observa-se que a expressao anterior é semelhante & obtida pelo cdlculo —L,

St
2
exceto pelo fator de ajuste % Segundo Luenberger (1998, p. 310), este fator de

ajuste decorre da transformacao da varidvel S, para InS, e é igual ao ajuste
necessario quando se calcula a esperanca de uma varidvel aleatéria com
distribuicao lognormal. Existe uma relacao entre os diferenciais de precos e do

logaritmo dos precos dada pela expressao:

s, o’
?t = dln St + 7
Observe-se que $, dado pela equagao 2 também ¢é solugao da equacao diferencial
estocdstica 6. Se S, fosse uma varidvel deterministica, pela regra da cadeia, ter-se-
ia:

1d s,
%111(&) = S_tasf = dhl(Sf) = Tt

Em um instante de tempo ¢, tal que ¢ < 7, segundo Ross (1997, p.538), Hunter e
Stowe (1992, p. 32), Hull (1997, p. 241) e Luenberger (1998, p. 357), o prego de
uma opg¢ao de compra européia simples ordindria pode ser descrito como o valor
esperado do valor intrinseco, na medida de probabilidade subjetiva ou real de S.:

p  Ep{max[0;5. —k]}
i explul(t — )]

Substituindo o termo S, pelo modelo do preco do valor mobilidrio subjacente,
dado que o processo se inicie a partir da data t = 0 e considerando uma avaliacao
num mundo com preco da incerteza neutralizado, pode-se substituir u pela taxa
certa r,, pois o excesso de retorno esperado do valor mobilidrio subjacente j —r,
deve ser subtraido de u devido a eliminagao do risco (hedging perfeito devido a

estratégia replicante), isto é, u — (u — ) =1y
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_ Ep {max[0;s, exp[(u — 0* /2)7 + 0Z,] — k. |}
exp(ur)
E, {max[O;SO expl(r; — o |2y +0Z.)— k. }
exp(r;7)

P
CU;T

Q —

0;7

O teorema de Cameron-Martin-Girsanov (Baxter & Rennie (1998, p. 98) e Neftci
(1996, cap. 14)) fundamentalmente estabelece que apenas o drift da equagdo
diferencial estocdstica deve ser corrigido pela eliminacao do excesso de retorno
esperado devido ao preco da incerteza para a obtencao da medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza equivalente” a medida de
probabilidade real ou subjetiva para “compensar” esta transformacao. Em Neftci
(1996, cap. 6, 14 e 15), encontram-se também excelentes explicagbes sobre estas

transformacoes e suas aplicacoes na formacao de preco de derivativos.

Este é o modelo para formacao do preco de opcoes de compra européias em um
contexto sem incerteza, para ativos cujos precos seguem um movimento
browniano geométrico. Ross (1997, p. 538) provou (sem o devido cuidado de
mostrar que a taxa de desconto deve ser a taxa certa) que, a partir da equagao

anterior, o preco racional da opgao pode ser expresso da seguinte forma:
o0 1
Q _ . 2 2 2
¢ = exp(—r,7) max{0;s, exp(y) — k; } ——=exp{-{y — (r, —0° /2)7] /270" }dy
o f f*x 0 N 2nro? !

em que cl : preco racional da opgao de compra européia simples ordindria no

2

. . o
Instante ¢ = 0 com exercicloem 7 e y = [rf -

> T+0Z,.

Resolvendo a equacao, chega-se & mesma equacgao obtida por Black & Scholes

(1973):
CQ?) = 5Q(d,) - s Qd, — o)

sendo

Q(): funcao de probabilidade acumulada de uma normal padronizada.

22

Conforme Neftci (1996, p. 283), a expressao medidas de probabilidade
equivalentes significa apenas que elas sao atribuidas ao mesmo dominio (conjunto

de apoio) da varidvel aleatoria.
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In(sy / k) + (r, + 0 /2)7
4= o~

Observe-se que, substituindo o instante inicial t =0 por t<7 e 7 por -+t ,

obtém-se:
k
Q _ v _ —
¢ = 5 Q) exp|r, (1 — t)](@(d1 VT =)
0 In(s, / k,) + (Tf +0%/2) (1 —t)
1 oNT —t

2.3 Elementos da Teoria da Informacao

"Quando Deus criou o mundo e as pessoas para viver nele - obra que seqgundo a ciéncia moderna,
levou muito tempo - eu poderia muito bem imaginar que raciocinou da sequinte forma: "Se faco
tudo previsivel, estes seres humanos os quais eu dotei de cérebros bastante bons, sem duvida
aprenderdo a prever tudo, e em conseqiiéncia nao terao estimulo para fazer nada, porque
reconhecerao que o futuro estd totalmente determinado e nele nenhuma ac¢do humana poderia
influenciar. Por outro lado, se fagco tudo imprevisivel, gradualmente descobrirdo que nao hd base
racional para nenhuma decisio e em conseqiiéncia, como no primeiro caso, ndo terao motivos
para fazer nada. Nenhum destes projetos tem sentido. Criarei, em conseqiiéncia, uma mistura dos
dois. Algumas coisas previsiveis e outras imprevisiveis. Terao entao, entre muitas outras coisas, a

importante tarefa de saber qual é qual.”

Schumacher, E. F. 1977. O negdcio é ser pequeno: um estudo de economia que leva em conta as
pessoas. R.J.: Zahar.
A Teoria da Informagao baseia-se em dois conceitos matemédticos: probabilidade e

logaritmo.

Serao formalizados matematicamente quantificadores do conceito de surpresa ou
incerteza. Estes quantificadores formam a base da Teoria da Informacao. Esta
teoria permite uma abordagem alternativa que unifica e expande a capacidade de
formulacao e resolugao de problemas de natureza estocdstica. Os dois
quantificadores fundamentais da Teoria da Informacao sao o informacional e a
entropia. As unidades de medida destes quantificadores também sao aqui

definidas. A entropia concorre com a variancia para medir variabilidade.

Os conceitos e modelos de independéncia Estatistica, cadeia de Markov, funcao
utilidade, andlise de componentes principais e distincao entre processos cadticos e

aleatérios desempenham um importante papel na modelagem de problemas das
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Ciéncias Sociais. Neste capitulo serao formulados matematicamente estes
conceitos e modelos utilizando a Teoria da Informacao. Esta abordagem
possibilita a unificacao e a expansao da capacidade de lidar com problemas de

natureza estocédstica.

2.3.1 Um pouco de histdria

Conforme Lima (1985, p. 2), o logaritmo foi inventado simultaneamente por Jost
Biirgi (1552-1632), suigo, relojoeiro, matematico e inventor, e por John Napier
(1550-1617), um nobre escocés, tedlogo e matemdtico. Os dois inventores
desconheciam inteiramente o trabalho um do outro. Ainda conforme Lima (1985,
p. 3), esta invengdo tornou-se decisiva para a ciéncia e a tecnologia, e estd
estreitamente ligada & diversas leis matemadticas e véarios fendmenos naturais e

mesmo sociais.

Para Bernstein (1997, p. 53), o Livro dos Jogos de Azar, iniciado em 1525 e
reescrito em 1565, de Girolamo Cordano (1500-1571), médico e jogador
inveterado, foi o primeiro esfor¢o de por a medigao a servico do risco. No entanto,
para Stigler (1986, p. 63), o pai da quantificagdo da incerteza é Jacob Bernoulli
(1654-1705), matematico, filésofo e professor da Universidade de Basel a partir de
1687, contemporaneo e rival ocasional de Isaac Newton. Conforme Bernstein
(1997, cap. 7), por meio de sua obra péstuma A Arte da Conjectura, publicada
em 1713, ocorre o inicio da formalizacao do conceito de probabilidade, evento,
probabilidade prévia (a priori) e posterior (a posteriori) e a lei dos grandes
nidmeros. Seu livro procura demonstrar onde termina a arte de pensar
objetivamente e comeca a arte da conjectura, considerando que a conjectura é o

processo de estimar o todo a partir das partes. ¢

2.3.2 O conceito fisico de entropia discreta de Boltzmann

A entropia, na Mecanica Estatistica, é definida como o grau de desordem de um
sistema (Yang (1997, p. 27)). Quanto maior a desordem de um sistema, maior a

entropia [Sears (1955, p. 286)].
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O desenvolvimento a seguir foi baseado em Golan et al. (1996, p. 6-11), Sears

(1955, p. 277-90) e Wolf (1996).

O sistema mais simples que se pode considerar, de um ponto de vista estatistico,
é um gds monoatomico contido num sistema fechado. Uma especificagao completa
do estado do gds, a partir de um ponto de vista molecular, reclama a definicao da
posicao e da velocidade de cada uma das moléculas. Isto é, seis quantidades

devem ser especificadas para cada molécula: z,y,2,9,,v, e v, .

Y

Este hiperespacgo de dimensao seis é chamado de espacgo de fase.

Este espaco de fase é dividido em pequenos elementos de volume, chamados
células, cujos lados possuem comprimento dz,dy,dz,dv,,dv, e dv,. Estes diferenciais
sao pequenos quando comparados com as dimensoes do espago de fase (sistema) e
a faixa de velocidades das moléculas, porém grande o suficiente para que cada
célula contenha um grande nimero de moléculas (pontos). O volume desta célula
ou o produto das seis quantidades acima serd representado por v. Cada molécula
de gds tem sua representacao na forma de um ponto com seis coordenadas e, por
comodidade, serd chamado de ponto de fase. Imaginem-se as células 1, 2, ..., i, ...

e com n,n,,...,n,... pontos de fase, respectivamente.

Uma especificagao completa das seis coordenadas de cada molécula de um
sistema, com os limites das dimensoes da célula onde seus pontos jazem, é dito
um microestado do sistema. Tal especificacao determina onde cada molécula estd,
dentro dos limites de dz,dy e dz e quao riapida e em que direcao ela estd se
movendo, dentro dos limites dos diferenciais de velocidade. Esta descri¢ao
detalhada é desnecessdria para determinar as propriedades observiaveis do gés.
Por exemplo, a densidade (no conceito simples de massa por unidade de volume)
¢ a mesma se hd o mesmo nimero de moléculas por elemento de volume do
espaco, desconsiderando quais moléculas jazem nos elementos de volume. De
forma semelhante, a pressao exercida depende apenas da quantidade de moléculas
com determinadas velocidades, sendo irrelevante o conhecimento de quais
moléculas possuem aquelas velocidades. Em outras palavras, as propriedades

observiaveis dependem apenas de quantos pontos de fase estao em cada célula do
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espago de fase. A especificacao do nimero de pontos de fase em cada célula do

espacgo de fase (n ) define um macroestado do sistema.

7
Uma das hipoteses fundamentais da mecénica Estatistica é que todos os

microestados sao igualmente provaveis. Isto é, durante um longo perfodo de

tempo, qualquer microestado ocorre tao freqiientemente quanto qualquer outro.

O nimero de microestados correspondendo a qualquer dado macroestado é
chamado de probabilidade termodinamica relativa do macroestado [Golan et al.

(1996, p. 23)] e é representado por w. Em geral, w ¢ um nimero muito grande.

Pu, = ,,LL é a probabilidade termodindmica absoluta do macroestado (Golan et

sz
i=0
al. (1996, p. 23)).

Suponha-se que hd apenas duas células no espaco de fase, i e j, e quatro pontos
de fase, a, b, ¢ e d. Sejam n, e n, as quantidades de pontos de fase das

respectivas células. Os possiveis macroestados sao

n. |413]2]1]0

K3

n. |0 1]23|4

J

Isto é, ha cinco macroestados. Para cada um dos macroestados hd, em geral, um
nimero diferente de microestados. Sao quatro os microestados correspondentes ao

particular macroestado n, =3 e n; =1.

Célulai | bcd | cda | dab | abec
Célula j a b ¢ d

Portanto, o nimero de microestados de um dado macroestado é:

n!
W=7
nl.n2.
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No caso geral de haver n pontos de fase e com mais de duas células, o nimero de
microestados relativos a um macroestado ou a probabilidade termodindmica

relativa do macroestado é:

n!
w=—
ntnyIng !
n!
Hni!
Retornando ao exemplo canonico:
4!
3!
w(ni =3,nj:1):m—4
* 2!
w (n7 :2;n]. :2)_ﬁ_6
1!
w(ni =Ln, :3):T3!:4
0!

Logo, as probabilidades termodindmicas absolutas dos macroestados sao:

w(ni :4;nj :0) 1
pw4 = A :E
Zw(ni =4 —k;nj = k:)
k=0
4
pw3 :E
6 *
Py, :E: p
4
Py, :E
1
Dy, :E

H& ao todo 16 microestados possiveis gerados pelos cinco macroestados. Sob a
hipétese de que todos os microestados sao igualmente provédveis, o primeiro e o
quinto macroestados ocorrerdo, no longo prazo, 1/16 das vezes, o segundo e
quarto macroestados ocorrerao % das vezes e o terceiro, 3/8 das vezes. Note-se
que o terceiro macroestado é o mais provavel. Além disso, note-se que este
macroestado é o mais equilibrado de todos em termos de quantidade de pontos de
fase por célula, isto é, os pontos de fase distribuem-se uniformemente entre as

células do sistema fechado. Este macroestado especial pode ser chamado, desta
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forma, de estado de equilibrio ou de méaxima probabilidade termodinédmica. Se o
sistema nao estd em equilibrio, mudancas ocorrerao nos sistema, até que o estado
de equilibrio tenha sido atingido. Portanto, a Mecanica Estatistica interpreta o
aumento da entropia num sistema fechado como conseqiiéncia natural de um
sistema tender de um estado menos provavel para um mais provavel. Quanto
maior a desordem de um sistema, maior a sua probabilidade termodindmica e
maior a entropia. O mais alto grau de ordem de um sistema é ter todos os pontos
de fase concentrados numa tnica célula. Neste estado, a probabilidade
termodinamica relativa (w) ¢ 1 e a entropia é nula. O estado de méxima entropia
ou de equilibrio ndao é um estado estdtico, pois os pontos de fase estao em
permanente movimento no sistema. Logo, ocasionalmente o sistema diferird do
estado de equilibrio e, consequentemente, a entropia deixard de ser médxima.
Pequenas mudancas sao mais provaveis do que as grandes, mas estas nao sao
impossiveis, apenas altamente improvaveis. Este fenémeno é estudado na Teoria

das Flutuagoes [Sears (1955, cap. 15)]. 4

E preciso retornar ao problema de determinar o w do sistema de gés
monoatdomico, em que o nimero n e todos os n,, k=12..m sao grandes. O
fatorial de um nimero grande pode ser obtido com boa precisao pela aproximacao

assintotica de Stirling:
log(n!) =Y Ink
k=1
=> Ink
k=2

~ }ln zdz
1

=nlnn—-—n+1

~nlnn—n

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equacao e a aproximacao de

Stirling:
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obtém-se:

m

Inw=Inn!- Zlnnk!
k=1

m m
~nlnn —n— an lnnk + an
k=1 k=1
m

=nlnn — Enk lnnk
k=1

n
Fazendo p, = % quando n — oo tem-se:
n

b Inw
n
= _Z P Inp,
k=1
em que 0ln0=0.
Note-se também que:
w = exp(nh).

Em termos matriciais:

m

h(p) = *Z by, In YU
k=1
=—p'Inp

em que p’l=1.
Esta iltima equacao é a famosa medida de entropia de Shannon.

A maéxima entropia (h°) ocorre quando o sistema estd no estado de equilibrio

(w") e vale m (nimero de células).

B Inw
n
m 1
= —2:—111l
=m m
=m

Outra forma interessante de derivar a férmula da entropia discreta é apresentada

por Wolf (1996, notel2.html).

Conforme Wolf (1996), a entropia de algo é a média assintética do logaritmo do
nimero de modo que este algo acontece. Entao, se hd dois geradores de eventos

independentes
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m = {m, = cara;m, = coroa}

d = {d, = face 1;d, = face 2;...;d, = face 6})

As medidas de probabilidade sao uniformes, isto &,

H4 n, =2 e n, =6 eventos em cada espaco amostral. Portanto, pelo principio
fundamental da contagem, hd n,n, =2%6=12 combinagées de eventos

equiprovaveis dos dois geradores.

Isto é, hd a criacao de um novo espago amostral equiprovavel s resultante do
produto cartesiano dos dois espagos amostrais:

s=mxd
{mydiy {mpzdy} Amysdy} {mysd} {mysds} {m;:dg}
{myidi} {myidy} {myidy} {myid,} {myidsy {myids}

1 1 1
Pri{mid}) =55 =1

Considere-se que sao produzidos n eventos de s. Portanto, ha (n,, xn,)" modos
dos  eventos de s ocorrerem. Imagine-se  que n=2. Logo,

(g #ny)" = (n,,)" (n,)" =12* = 144 . Um novo espaco amostral é criado s* = sxs.
A entropia de m" = [[m ¢ dada por:
i=1

n

1
h =—1 :
(m) n 08y Ty,

= log, N,y

A entropia de d" = Hd ¢é dada por:
i=1

1
hd) = —1 jh
(@) = ~log, ]

= log, n,

I
»
>

A entropia discreta deste processo conjunto ou do espaco amostral s"

Il
—
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1 n
h(m,d) = Elog2 ()
= log, n,,n,
= log, n,, + log, n,

= h(m) + h(d)

Portanto, a entropia conjunta do espaco amostral com base em dois geradores

independentes é a soma das entropias dos espagos amostrais de cada gerador

(propriedade aditiva da entropia).
No entanto, quando os geradores nao sao independentes, dé-se que:

h(m,d) < h(m) + h(d).

2.3.3 O conceito ldgico de entropia discreta de Shannon

"Os dois aspectos da matéria comica e as duas impressoes que dela recebemos devem ser
irreconcilidveis, e quanto mais dispares forem entre si, maior serd a comicidade da situa¢io. A

surpresa é o resultado da aceita¢do simultdnea dos dois aspectos irreconcilidveis da situagdo."

Elie Auborim. 1948. Técnica e psicologia do comico.

(citado por Lujén, N. 1979. O humorismo. Rio de Janeiro: Salvat, p. 19)

2.3.8.1 Quantificacao da surpresa no exemplo da elei¢cao para governador

do Distrito Federal

Nas ultimas eleigdes (do segundo turno) estaduais e do Distrito Federal, uma das
surpresas observadas foi a vitéria do atual Governador do Distrito Federal, Sr.
Joaquim Roriz, posto que as pesquisas eleitorais apontavam como vencedor o seu
oponente, o Prof. Buarque. Tais pesquisas eleitorais apresentavam
aproximadamente os seguintes resultados em termos de porcentagem de intencao
de voto (aproximacao da probabilidade de vitéria) destes candidatos: Roriz com
45% e Buarque, 55%. A surpresa, ao ter conhecimento do resultado, de acordo
com a Teoria da Informagdo de Shannon (TI), pode ser quantificada antes da
ocorréncia de um evento, isto é, pode ser medida tomando-se o logaritmo na base
dois do inverso da probabilidade de vitéria de cada candidato. A unidade deste
resultado é bit. Se a base do logaritmo for e, isto é, In(z) (logaritmo natural), a

unidade serd nit. No presente exemplo seriam:

Surpresa(Roriz vencer)=log,(1/0,45)=-log,(0,45)=1,15 bit
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Surpresa(Buarque vencer)=log,(1/0,55)=-log,(0,55)=0,86 bit.

Ao ter conhecimento dos resultados de opiniao eleitorais, a surpresa associada ao
candidato Roriz é maior do que a surpresa associada ao seu oponente. Portanto,
h4 aproximadamente 34% (1,15/0,86) a mais de surpresa de Roriz vencer a

eleicao em relagao a vitéria de Buarque.

Estatisticamente, neste caso, temos uma varidvel aleatéria chamada Vitéria
Eleitoral (V), que estd associada a dois eventos exaustivos e mutuamente
excludentes: w, =vitéria de Roriz e w,=vitéria de Buarque com probabilidades
Pr(w) =p, = 0,45 e Pr(w,) = p, = 0,55, respectivamente. Note-se que a soma das
probabilidades é um, isto é, p, + p, =1, e que elas sao estritamente positivas, isto

é, p >0 e p, > 0. Este espaco amostral pode ser representado de forma tabular:

Evento Probabilidade
w; Pr(w;) = p,
w, =vitéria de Roriz Pr(w,) = 0,45
w, =Vitéria de Buarque Pr(w,) = 0,55
2.3.8.2 Auto-informagao ou informacional de um evento

Desta forma, a surpresa provocada pela vitéria de Roriz pode ser formalizada da

seguinte maneira:

A medida da surpresa s(p,) € também chamada de auto-informacao do evento w,

ou informacional de w,.
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Evento Probabilidade Valor
w, Pr(w,) = p, (bit)
z; = —log, p;
w, =vitéria de Roriz Pr(w,) = 0,45 z, = —log, p, = 1,15
w, =Vitéria de Buarque Pr(w,) = 0,55 z, = —log, p, = 0,86

Seria possivel tomar os logaritmos em qualquer base, mas é conveniente utilizar a
base dois (da mesma forma que se utiliza o metro para medir comprimento), pois
é freqiiente medir a quantidade de surpresa, incerteza ou informacgao de um

evento em bit.

O informacional é usado como medida da surpresa de um evento por varias
razoes. A primeira delas é que a probabilidade é um numero que varia no
intervalo (0;1] e pode ser considerado como uma medida que quantifica o grau de
expectativa de ocorréncia de um evento. Logo, o logaritmo do inverso da
probabilidade é decrescente quando a probabilidade cresce. Este resultado esta de
acordo com o conceito de surpresa estabelecido. Num extremo, o informacional de
um evento certo (p=1) é nulo, ou seja, ndo hd nenhuma surpresa com o
resultado de um evento certo. Isto é, p — 1 < s(p) — 0. Noutro extremo, quando a
probabilidade de um evento tende para zero, o informacional tende para o
infinito, isto é, p — 0 < s(p) — +oo. Logo, é incomensuravel a surpresa provocada

pelo evento com probabilidade infima de ocorréncia.
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7,00

6,00 -

5,00 -

4,00 -

s(p)

(bit)

3,00 ~
2,00 A

1,00 -

0,00 \ \ \ \ \

Logo, o informacional varia entre zero e o infinito positivo.

Se for considerado o informacional associado a dois eventos simultadneos e
independentes w, e w,, isto é, s(pp,) é de esperar que essa quantidade de

surpresa seja igual & soma das quantidades de surpresa s(p,) e s(p,), isto é:

s(pypy) = —log,(ppy)
= —(log, p, + log, p, )
= —log, p, — log, p,
= S(pl) + 5(]72)
2.3.83.83 Deducgao axiomdatica do informacional

"O Héspede - Na dire¢ao da parte a que tende nossa investiga¢ao, patenteiam-se-nos dois
caminhos: um mais rdpido, no caso de contrapormos uma pequena por¢ao ao conjunto maior; o
outro, de acordo, com o principio adotado, de, sempre que possivel, dividir pelo meio, é , de fato,
mais longo. Depende de nds decidirmo-nos por um deles. [...] Mas esses pequeninos cortes, meu
caro, nao inspiram confianca; é de muito maior proveito seccionar firme pelo meio. Sé assim

chegaremos as idéias, que é o que importa na presente investiga¢ao."

Platao. 1980. Didlogos: Politico ou Da Realeza, 262bc e 265a.
Tradugao de Carlos Alberto Nunes. Universidade Federal do Par4.

A demonstracao de que a funcao logaritmica é a tnica que se adapta ao conceito

de informacional estd em Ross (1998, p. 436-9).

O que representa afinal o informacional s(p) = —log, p ?
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Para uma explicacdo mais simplificada, convém lembrar inicialmente que a TI
baseia-se também em algumas observacoes simples para, em seguida, transformé-

las em axiomas bédsicos, como se verd adiante.

Seja um evento w,, que pode ocorrer quando um experimento é executado. Quao
surpresos se estaria ao ouvir que w, ocorreu ? Parece razodvel supor que a
quantidade de surpresa gerada pela informacao que w, ocorreu depende da
probabilidade de w,. Qual dos dois eventos resultantes do lancamento de dois
dados canonicos causa maior surpresa ao ocorrer? w, representa o evento "a soma
dos pontos dos dados é par", cuja probabilidade é 1/2, e w, representa o evento
"a soma dos pontos dos dados é 12", cuja probabilidade é 1/36. Certamente a

resposta ¢ w,, pois sua chance de ocorrer ¢ menor.
E possivel quantificar o conceito de surpresa?

Para responder a esta pergunta impoe-se primeiramente admitir que a surpresa
que se sente, ao saber que um evento w; tenha ocorrido, depende somente da
probabilidade de w,, isto ¢, P(w,) = p,. Indica-se esse fato com s(p,), a surpresa

evocada pela ocorréncia de um evento que tenha probabilidade p;.

Determinou-se a forma funcional de s(p,) primeiramente concordando sobre uma
série de condicoes razodveis (axiomas) que s(p,) deve satisfazer e, entao, provando
que estes axiomas requerem que s(p,)tenha uma forma especificada. Admite que
s(p;) seja definida para todo 0 < p, <1, mas nao para eventos impossiveis de

ocorrer (p, =0).

A primeira condicao consiste no estabelecimento de que nao haverd nenhuma

surpresa ao saber que um evento certo de fato tenha ocorrido, portanto:
» Axioma 1: 5(1) =0

A segunda condicao estabelece que quanto mais improvavel é a ocorréncia de um

dado evento, tanto maior é a surpresa evocada pela sua ocorréncia.

> Axioma 2 : s(p,) ¢ uma funcao estritamente decrescente, isto ¢, se

D, <¢q = 5(pi) > S(qi) .
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A condigao seguinte estabelece que, se p, varia um pouco, isso corresponde a uma

pequena variacao de s(p,).
> Axioma 3: s(p,) ¢ uma funcao continua de p,.

Sejam dois eventos independentes w, e w, com probabilidades p, e p,
respectivamente. Como P(w, Nw;) = P(w;)P(w;) = p;p;, a surpresa evocada pela
informagao que w; e w, tenham ocorrido & s[P(w, Nw;)| = s(p,p,). Suponha-se que
inicialmente se receba a informagao de que w, tenha ocorrido e, em seguida, que
w; também tenha ocorrido. Como s(p,) é a surpresa evocada quando se é
informado da ocorréncia de w,, entdo segue-se que s(p,p;)—s(p,) representa a
surpresa adicional evocada quando se ¢ informado de que w, também ocorreu.
Como w; ¢ independente de w,, o conhecimento que w; tenha ocorrido nao altera

a probabilidade w;, logo a surpresa adicional ¢ exatamente s(p,).
Esta condicao dé origem ao tltimo axioma.

» Axioma 4: S(pipj) =s(p)+ 5(?7‘)'

2

Prova-se que a unica fungao s(p,) que satisfaz os quatro postulados é, conforme

Ross (1998, p. 438):

5(pi) == 10g2 p;-

¢ € um numero inteiro positivo qualquer. Conforme Ross (1998, p. 438), é usual

adotar o valor 1 para esta constante arbitraria.

A base do logaritmo pode ser qualquer como, por exemplo, a base 2. Quando isso
é feito diz-se que a surpresa associada a p, ¢ medida em bit. Esta é a unidade de
surpresa mais comumente usada, da mesma forma que o metro o é para medidas

de comprimento. A razao disso serd vista em seguida.

Estabeleca-se a suposicao de que se possui um conjunto de simbolos de 1 até 8 e
que se escolhe um deles, por exemplo o 4. Admita-se que uma outra pessoa utilize
a estratégia de selegdo seletiva (a mais eficiente), em vez de uma técnica de
selecao aleatdria, para adivinhar qual o simbolo que foi selecionado pelo outro. A
técnica consiste, portanto, em dividir ao meio o conjunto ordenado de sfmbolos

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} indagando "o simbolo estd antes do 57". Se a resposta for
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"sim", continuard procedendo da mesma forma , isto é, dividindo ao meio o
restante dos simbolos do subconjunto {1, 2, 3, 4} e indagara "o simbolo estd antes

do 37" e assim por diante.

O quadro abaixo mostra uma das possiveis seqiiéncias de perguntas e respostas.

Pergunta Divisao Resposta
1. Antes do 57 | {1, 2, 3,4} - {5,6 7, 8} Sim
2. Antes do 37 {1, 2} - {3, 4} Nao
3. Antes do 47 {3} - {4} Nao

Solucao: 4

Observe-se que trés perguntas do tipo sim-ndo (binérias) seriam suficientes para a
pessoa saber qual o simbolo selecionado pelo outro. Aqui, portanto, foi
determinado o niimero de respostas bindrias para adivinhar um sfmbolo dentro de
um conjunto ordenado {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} cujos elementos possuem a mesma

probabilidade igual a 1/8, isto é, s@o eqiiiprovéveis.

Se existir um conjunto com apenas quatro simbolos {1, 2, 3, 4}, adivinhar-se-ia o

sfmbolo selecionado com apenas duas respostas bindrias.

Suponha-se agora esse tltimo conjunto de simbolos, mas seus elementos ocorrem
na proporc¢ao 4:2:1:1. Em outras palavras, com probabilidades: p,=1/2, p,=1/4,
p,=1/8, p,=1/8. Continuando a manter igual nimero de simbolos em torno do

ponto central, a primeira pergunta seria:

Pergunta Divisao Resposta

1. Antes do 3?7 | {1, 2} - {3, 4} Sim

Em termos de probabilidades, a escolha seria entre 1/2+1/4=3/4 e
1/84+1/8=1/4. Isso evidentemente ndo descreve um estado de iguais
probabilidades como anteriormente. Para manter um estado de equilibrio das
probabilidades dos simbolos deve-se considerar uma lista em que cada simbolo

apareca proporcionalmente a sua probabilidade, como por exemplo, o conjunto

{1,1,1,1,2,2,3, 4}.
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Agora serd possivel agir de acordo com a técnica da selecao seletiva. Se for

escolhido, por exemplo, o simbolo 1, a primeira pergunta poderd ser:

Pergunta Divisao Resposta

1. Antes do 27 | {1, 1,1, 1} -{2, 2, 3, 4} Sim

Solucao: 1
Agora uma tnica resposta foi suficiente para adivinhar o simbolo escolhido.

Verifica-se que, se o simbolo escolhido fosse 2, bastariam duas perguntas e, se o
simbolo escolhido fosse o 3 ou 4, bastariam trés perguntas para a pessoa
adivinhar qual sfmbolo foi o escolhido. Agora é fécil compreender que o fato de
restabelecer o equilibrio das probabilidades é notério quando se pretende manter
o interesse em tornar o nimero médio de perguntas tao reduzido quanto possivel.
Assim, em se colocando pura e simplesmente igual nimero de simbolos de cada
lado do ponto central, o nimero médio de perguntas para adivinhar o sfmbolo
escolhido ¢ dois. Por outro lado, caso se restabeleca o equilibrio das

probabilidades pode-se calcular o nimero médio de respostas como segue:

Solucao | Nimero de respostas | Fator de ponderacao
1 1 1/2
2 2 1/4
3 3 1/8
4 3 1/8

A média ponderada de respostas ou o valor esperado do nimero de respostas

bindrias serd 1,75 bit/simbolo selecionado:
Existe, portanto, uma redugao de 1/4 em relagao a situagao de eqiiiprobabilidade.

Observe-se no célculo acima que o nimero de respostas bindrias nada mais é do
que os informacionais das probabilidades, isto é, o ntmero de respostas para

descobrir o simbolo selecionado.
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Numa situacao de eqiiiprobabilidade, o ntimero médio seria:

Solucao | Nidmero de respostas | Fator de ponderagao
1 2 = s(p,) = -log,p, p,=1/4
2 2 1/4
3 2 1/4
4 2 1/4

Neste caso, o valor da média do niimero de respostas coincide com o valor dos

informacionais, isto é, 2.

O numero coincide, mas as unidades sao diferentes, pois os informacionais sao
medidos em bit e a média ou valor esperado do niimero de respostas ou entropia

deve ser medido em bit/evento; no caso presente, o evento é o simbolo solugao.

Portanto, generalizando em termos mais formais, a entropia de um espaco

amostral é:

E]p(X]P) = h'[pv(X]p)

= —Z p; log, p, bit/evento
i=1
Conforme Edwards (1971, p. 58), fixou-se uma medida de incerteza com base no
indice de dificuldade existente para identificar um dos elementos de certo
conjunto. O método empregado, o de reduzir ao meio as probabilidades,

corresponde, em esséncia, ao apresentado por Fano® (1949 e 1950).

2.3.83.4 Entropia

Generalizando, existe uma varidvel aleatéria discreta X associada a n eventos
mutuamente excludentes e coletivamente exaustivos Q= {w;i=12..,n}, que
adquirem valores ¢ = {z, € R;i =1,2,..n} do dominio ou conjunto de apoio e que

ocorrem com probabilidades P = {p;;i = 1,2,...n}, respectivamente. P serd chamada

* Fano, R. M. 1949 (1950). "The transmition of information I (II)" M.LT.
Technical Report, 65 (149). Cambridge: Research Lab. of Electronics.
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de medida de probabilidade. A varidvel aleatdria discreta X pode ser representada

de forma tabular:

FEvento Probabilidade Valor
w, Pr(w;,) = p, z,
) Pr(w,) = p, )
w, Pr(w,) = p, x,
Wy, PI‘(UJ”) = DPn Ty

Graficamente:

Espago X AGP}— ¢

amostral

{&P}

As quantidades de surpresa correspondentes a cada um dos eventos sao dadas
pelos informacionais f(P) = {s(p,) = —log, p;;i = 1,2,..n} . Considerar-se-4 a existéncia
de uma autovaridvel aleatdria discreta X, cujo dominio é constituido pelos
informacionais. Esta nova varidvel aleatéria serd chamada de autovaridvel
aleatdria, pois seus valores sao resultantes de uma funcao nao-linear das préprias

probabilidades. De forma tabular, tem-se:

FEvento Probabilidade Valor=Informacional
w, Pr(w,) = p, (bit)
z; = s(p;) = —log, p;
Wy Pr(w)) = p, z, = s(p) = —log, p,
Wy Pr(w,) = p, z, = s(p,) = —log, p,
Wy Pr(w,) = p, T, = s(p,) = —log, p,

Graficamente:
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Espaco amostral Xp : {QP} — f(P) = —log, P

e dominio

{P; f(P)}

Desta forma, pode-se calcular o informacional esperado (médio) de uma varidvel
aleatéria. Matematicamente, tem-se o valor esperado do informacional na medida

de probabilidade P é:

n

> (—log,p,)

i=1

Ey(Xp)

n
= —Z p, log, p, bit/evento
i=1

em que 0Olog, 0 = 0, por definicao.

E,(s) € o operador linear, chamado esperanca matemadtica, que executa o produto

escalar entre as probabilidades e os valores da varidvel aleatéria.

Entropia de um evento i

0,6

05t —————— == T N C—mmm——

o
>

p(i)loglp(i)]
(bit/evento i)
o

o
>

0,1

p(i)

O valor esperado do informacional na medida de probabilidade P é também

chamado de entropia de Shannon e é simbolizada por h;(). Portanto:

hIP’(XIP’) = EIP’(XIP’) :
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hy(X;) representa a média das quantidades de surpresa ponderadas pelas
respectivas probabilidades que se recebe ao saber da ocorréncia de um evento
qualquer do espaco amostral. A entropia pode também ser interpretada como a
quantidade média de informacao a ser recebida quando ocorre um evento

qualquer do espaco amostral.

Para o caso de um experimento de Bernoulli, a entropia da varidvel aleatéria com

probabilidade p de sucesso (X ~ Bernoulli(p)) é:
hp(Xp) = —plog, p — (1 — p)log,(1 — p).

Pelo gréfico a seguir, observa-se que a entropia da varidvel aleatéria de Bernoulli
apresenta o valor méximo de entropia 1 para a probabilidade de sucesso igual a

Y.

Entropia

08t —————————m (- ----------—1

h(X)
(bit/evento)
o
o

04t ———f oo m e mm e m o m - -N\--—1

[ e

O exemplo a seguir serd 1til para estabelecer as unidades de medida do

informacional e da entropia.

2.3.3.5 Ezxzemplo paradigmdtico do jogo de adivinhar o nimero pensado por
outra pessoa

Edwards (1971, p. 44) propde a seguinte pergunta para definir a unidade do

informacional: “Que grau de dificuldade existe para a identificacgado de um
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2

elemento particular de certo conjunto?” Portanto, é necessdria a definicao do

conjunto, alfabeto ou espaco amostral.

Lauand (1986, p. 111-7) relata um problema proposto na Idade Média. O
problema consiste em adivinhar o nimero pensado por outra pessoa. Edwards
(1971, p. 44) propde um jogo disputado entre duas pessoas no qual cada uma
escolhe uma letra do alfabeto, e ganha o jogo quem descobrir primeiro a letra
escolhida pelo outro. O novo jogo a ser proposto é uma combinacao dos dois
anteriores. Imagine-se um jogo no qual cada um dos jogadores (honestos)
seleciona um nimero do conjunto de nimeros naturais de 1 a 8. O jogo serd
jogado vérias vezes. Os jogadores revezam-se nas perguntas cujas respostas sao
necessariamente sim ou nao. O jogo termina quando um dos jogadores acerta o

ntimero escolhido pelo outro jogador.

O estado informacional inicial de cada um deles, em relacgao ao nimero escolhido
pelo outro jogador, é o de médxima ignorancia, isto é, todos os niimeros possuem a

mesma chance de terem sido escolhidos (1/8).

O jogador A armou a estratégia de perguntar se o outro jogador escolheu o
nimero 1. Caso nao tenha sido este o nimero escolhido, a préxima pergunta sera
se o numero escolhido foi o 2 e assim por diante. Evidentemente, se o outro
jogador escolheu o niimero 1, o jogo termina na primeira pergunta deste jogador.
No entanto, se o nimero escolhido foi o 7 ou o 8, sete perguntas tém que ser
feitas, uma vez que o nimero médio de perguntas/respostas bindrias a fazer para
identificar o nimero selecionado pelo oponente é 4. Isto é, se o conjunto de
numeros naturais tiver n elementos distintos e eqiiiprovédveis, haverd n/2
respostas bindrias, em média, para identificar o nimero selecionado pelo
adversario. No caso de o conjunto conter os nimeros de 1 a 1.024, o nimero
médio de respostas bindrias serd 512. Esta estratégia equivale a perguntar
aleatoriamente, com a agravante de o jogador A ter que manter o controle dos

nimeros perguntados para nao correr o risco de repeti-los.

O jogador B, tendo feito recentemente um curso de Teoria da Informagao,
planejou perguntar inicialmente se o nimero selecionado pelo seu contendedor é

menor ou igual a 4. Caso a resposta seja afirmativa, ele ird perguntar se o nimero
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é menor ou igual a 2 e assim por diante. Como pode ser percebido, a quantidade
de perguntas/respostas bindrias necessdrias para que o numero selecionado pelo
rival seja identificado é sempre 3, isto é, log,8 = log,2° = 3. Portanto, o nimero
médio de respostas bindrias também serd 3. Isto é, se o conjunto de nimeros
naturais tiver n elementos distintos e equiprovéveis, log, n respostas bindrias tém
que ser feitas, em média (neste caso exatamente), para identificar o nimero
selecionado pelo competidor. No caso de o conjunto conter os nimeros de 1 a
1.024, o nimero de respostas bindrias serd 10. Note que esta é a melhor estratégia

possivel [Edward (1971, p. 46)].

Parece razodvel estabelecer a unidade do grau de dificuldade para identificar um
evento do espago amostral, selecionado pela natureza, com base no nimero de

respostas sim-nao que se tornem necessirias quando o processo Gtimo é
. 1 . ~ .
empregado. Esta quantidade log,n = —log,— respostas sim-nao é a unidade do
n

informacional. Portanto, diz-se, no jogo com oito nimeros, que a informacao “o
nimero que o jogador selecionou foi o 2”7, contém 3 unidades de informagao ou de
incerteza. Note-se que a quantidade de incerteza é o niimero minimo de perguntas
necessdarias e suficientes para sair de um estado de completa incerteza para um

estado de completa certeza.

Uma resposta sim-nao serd chamada de bit (binary digit). A palavra bit foi criada
por J. W. Tukey. Portanto, um evento equiprovdvel de um espaco amostral de

. 1 5. . ~ . . .
tamanho n possui log, n = —log,— bit de informacao que serd simbolizado por s.
n

Como a quantidade de informacao relaciona-se diretamente com o tamanho do
conjunto, pode-se aplicar a medida a ele mesmo. No caso do jogo com oito
numeros equiprovaveis, o conjunto possui 3 bit/nimero. Esta quantidade de

informacao ¢ chamada de entropia e serd simbolizada por A*.

** Conforme Cagliari (1998, p. 24-5), H ¢ a letra maitiscula eta do alfabeto grego.
n € a letra miniscula eta do alfabeto grego. Esta tltima corresponde & letra h do

alfabeto romano. A letra h vem da letra semitica heth. O grego usou essa letra

173



n 1
h = Z;Elogz n
n 1

1 L
n 82

i=1
= —log, —
Eo n
= log, n bit/numero
Continuando o jogo, imagine-se que o jogador B (que parece ser mais inteligente
que o A) descobre que, a partir deste momento, o seu rival selecionard nimeros

com as seguintes probabilidades:

Pr(l) =

e

Pr(2) =

Pr(3)=Pr(4) =
Pr(5) =Pr(6) =Pr(7)=Pr(8)=0

|

Este conjunto pode ser visto da seguinte maneira: 11112234.

Portanto, os informacionais dos niimeros do novo conjunto sao:

Niumero | Informacional (bit)
1
1 —log, 5= 1
1
2 —log, i 2
3ed flogzé =3

A entropia desse conjunto ¢ 1,75 bit/nimero:

1 1 1 1
h—§*1+z*2+§*3+§*3
1.1 3 3
EEAERERE
= 1,75 bit/numero

para representar a vogal longa eta. A origem egipcia dessa letra é o hieréglifo que

significa 'cerca' ou 'corda trancada'.
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Isto é, o nimero médio minimo de respostas bindrias necessdrias para identificar

o nuimero escolhido pelo contendor é 1,75 por nimero.

Por exemplo, imagine-se que o nimero escolhido pelo jogador A tenha sido o 1.
Como a primeira pergunta do jogador B é “O nimero é menor que 27”7 ou,
equivalentemente, “O nimero é o 17”7, ele pode acertar o nimero selecionado com
apenas um pergunta com a probabilidade de ', isto é, em metade das partidas

disputadas. ¢

2.3.3.6 Entropia de algumas varidveis aleatorias discretas

Ebrahimi et al. (1999) apresentam uma tabela com a entropia de algumas das

principais varidveis aleatérias discretas: binomial, geométrica, Poisson e uniforme.

Quadro 2: Variancia e entropia de algumas distribuigoes discretas

Fungao de massa de | Varidancia Entropia Relagao
probabilidade Vary (X) (nit/evento)
P hy (Xp)
. 2 J—
X ~ umforme(n) n D 1 Inn T n[T Varg (X);1 }LP(XP)]
1
P ==
o |n) ==
r=12..n
X ~ tri 1-— — —
geome rlCa((])T 2(] “Ing _W 1 all Vary(X): | by(X,)]
Pr(z | q) = q1 = ¢)" q q
z = 0,1,...
X ~ binomiall(n;Q) ngl — g) jj 1;;3:)(1 “ (- g) 10> 2L Var (X); L Ao (X,)]
X ~ Bernoulli(1;¢) 1
n +an [(InT(k + 1) + InT(n — k + 1] p(k | n;q) Fo <ol et )
Pr(z [ n;q) = x]qj(l -7 =0 ’
z=01..,n
X ~ Poisson()) | \ A—Aln ) FAT Vary (X1 1 (X,)]
Pr(a | 3) = SPCIA -
M ==5 +> [Tk + 1)]p(k | A)
z=0,1.. k=0

Observe-se que a entropia acompanha o sentido de aumento/diminuigdo da

varidncia quando os pardmetros das distribuigoes variam. Tanto a varidncia
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quanto a entropia dependem apenas dos pardmetros da distribuicao. Conforme
Ebrahimi et al. (1999, p. 318), a entropia é também uma medida de dispersao,
incerteza, avaliagao de ajuste etc. Portanto, ela concorre com a varidncia. Ambas
as medidas medem a idéia de concentracao, mas, enquanto a variancia mede
concentracdo em torno da medida de posicdo central chamada média (valor
esperado da distribuigdo), a entropia mede dispersabilidade da distribuigao

independentemente de uma medida de posigao [Ebrahimi et al. (1999, p. 320)].

No caso discreto a variancia é estritamente positiva enquanto a entropia é nao

negativa.

No caso discreto a entropia é invariante com relagao a uma transformacgao um a
um dos valores do dominio. A varidncia nao é invariante com relagao a este tipo
de transformacao. Por exemplo, imagine-se uma varidvel aleatéria X que tenha

distribuicao de Bernoulli com parametro ¢ (probabilidade de sucesso).

Evento Probabilidade Valor
Yi Pr(w;) = p, i
w; =SUCESSOo Pr(w) = ¢ 1
w, =fracasso Pr(w,) =1—¢ 0

Observa-se que a esperanga é ¢ e a variancia é ¢(1-q).
A entropia vale —glog, ¢ — (1 — ¢)log,(1— q) .

Imagine-se agora que fagamos a seguinte transformacgao 2X .

Evento Probabilidade Valor
Wi Pr(w;) = p, L
w; =SuCcesso Pr(w) =g¢ 2
w, =fracasso Pr(w,) =1—¢ 0

A entropia certamente nao muda, pois ela s6 depende da medida de

probabilidade.

No entanto, a esperanga muda para 2¢, e a varidncia, para 4q(1 — q).
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2.8.4 Divergéncia de Kullback-Leibler

"O executivo de sucesso é antes de tudo um previsor;

comprar, produzir, vender, fivar precos e organizar vém depois.”

Bernstein (1997, p. 21)

Uma outra grandeza definida pela TI é a divergéncia de Kullback-Leibler. Ela
também ¢é conhecida como entropia relativa ou cross-entropy. O exemplo
paradigmdtico a seguir contribui para o exato entendimento e formalizagao

matemadtica deste importante conceito.

2.83.4.1 Mensurag¢ao do ganho informacional da previsao e da eficiéncia
informacional relativa da previsao usando o conceito de divergéncia: uma

extensao do andlise bayesiana

O Teorema de Bayes gera a distribuicao de probabilidade posterior a partir das
probabilidades prévias e das caracteristicas do previsor (sensibilidade e
especificidade). No entanto, a teoria Estatistica Bayesiana da decisdo nao permite
responder as questoes de quanto de informacao é ganha com o servico do
previsor, e qual e quao melhor é o previsor. Serd mostrado como a Teoria da
Informacao usa os resultados da Teoria da Decisao para responder a estas
perguntas: “Qual o ganho informacional proporcionado por uma previsao para o
decisor responsavel?”, “Quao 1til é um previsor para um decisor?” e “Quao

melhor um previsor é em relagao a outro?”.

2.8.4.1.1 Exemplo paradigmdtico da compra de um carro usado

Imagine-se que uma pessoa esteja pensando em adquirir um carro do tipo C da
ED's Honesto. A fim de tomar uma decisao informada, observam-se os dados
disponiveis referentes aos carros C numa revista especializada de automoéveis e
encontra-se que, infelizmente, 30% tém defeito de transmissdo. Para ter mais
informacao sobre o carro C da ED's, contrata-se um mecanico que possa fazer um
julgamento técnico depois de uma rapida volta de quarteirao na direcao do carro.
Evidentemente, o mecdnico embora nao diagnostique sempre corretamente,
possui uma excelente folha de servico: de todos os carros defeituosos que ele

examinou no passado, diagnosticou corretamente 90% das vezes (afirmou que o
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carro do tipo C era "defeituoso" quando de fato ele era defeituoso). Em outras
palavras, ele diagnosticou incorretamente somente 10% (afirmou que o carro do
tipo C era "ok" quando de fato era defeituoso). Ele tem também uma boa folha de
servigo de carros em bom estado (sem defeito de transmissdo): pronunciou 80%

de "ok" quando o carro era de fato ok.

A expressao "defeituoso", entre aspas, descreve a previsao (opinido) do mecanico e
defeituoso, sem aspas, descreve o estado real do carro C, analogamente para "ok"

e ok.

2.8.4.2 Estados informacionais do decisor

H& quatro estados informacionais do comprador do carro C:

» Estado informacional 1: apds o conhecimento sobre o defeito de transmissao

no carro C e antes da contratacao do mecéanico;

» Estado informacional 2: apds a contratacao do mecénico e antes de seu

diagndstico;

» Estado informacional 3: apds o diagndstico do mecénico e antes da revelacao

do estado real do carro C;
» Estado informacional 4: revelacao do estado real do carro C.

Os trés primeiros estados informacionais sao estados de incerteza ou de
informagao incompleta sobre o estado do carro C. O estado informacional 4 é o
estado informacional de interesse do comprador do carro C, i.e., é o estado de
certeza. Quanto menor a incerteza sobre o real estado do carro C, melhor para o

decisor (comprador do carro C) pelo principio da aversao a incerteza.

1) Estado informacional 1: apés o conhecimento sobre o defeito de transmissao no

carro C e antes da contratagao do mecénico

Qual a chance de que o carro C, que se estd querendo comprar de ED's, tenha

defeito de transmissao?

7

A resposta a esta pergunta é a seguinte: do universo de carros C, a chance de

selecionar ao acaso um carro defeituoso é de 0,30. O carro C da ED's é um carro
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selecionado ao acaso dentro do universo de carros C, portanto hd 30% de chance
desse carro ser defeituoso. Essa é a 1inica informagao que se tem sobre o estado do

carro C.

Logo, pode-se definir um espaco amostral com dois estados da natureza: ok e

defeituoso, com as seguintes probabilidades:

Evento Probabilidade

Ok P(ok) = 0,70

Defeituoso | p(defeituoso) = 0,30

2) Estado informacional 2: ap6s a contratacao do mecinico e antes de seu

diagnéstico

Neste estado informacional, o comprador (decisor responsdavel) conta com as
informagdes sobre as caracteristicas do mecanico (sensibilidade=0,90 e
especificidade=0,80 do previsor imperfeito), além das informagoes sobre o carro C

do estado informacional 1 (probabilidades prévias).

Neste novo estado informacional serao determinadas as probabilidades posteriores

utilizando o teorema de Bayes.

Neste estado informacional, deseja-se saber qual a chance de que o carro C que se
estd querendo comprar tenha defeito de transmissao se o mecanico pronunciar:

(1) "defeituoso" ou (2) "ok".

Para responder a estas perguntas e a outras, deve-se empregar o Teorema de

Bayes.

Kinney (1997, p. 22-6) e Wonnacott & Wonnacott (1990, cap. 19) representam
graficamente, de forma visual, o Teorema de Bayes. Fica, desta forma, evidente
que a férmula de inversao da probabilidade condicional é a razao das dreas de
dois retangulos cujos lados sao menores ou iguais a um. Em primeiro lugar, ja é
dificil estimar a drea de um retdngulo com lados, em geral, menores que um. Em
segundo lugar, ¢ também dificil estimar a razao de duas dreas originadas pelo

célculo anterior. A interacao das dificuldades dos dois cdlculos anteriores torna a
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estimacao da probabilidade posterior um exercicio de dificil solugao mental. Entra
em cena de forma determinante o teorema desenvolvido pelo pastor inglés
Thomas Bayes (1701-1761) no Ensaio sobre a solugdo de um problema da

doutrina das chances [Bernstein (1997, p. 128)].

O Teorema de Bayes pode ser entendido como uma forma de obter a arvore de
probabilidades do interessado, invertendo a arvore de probabilidade da natureza

[Bekman & Costa Neto (1980, 15-6)].

Para isso constréi-se a arvore de probabilidades da natureza:

o —
0,90

"defeituoso”|defeituoso

"ok"|defeituoso
0,30
defeituoso

"defeituoso”|ok

Figura 1: 4rvore de probabilidades da natureza

Pelo Teorema de Bayes, uma vez que a probabilidade posterior ou revisada do
carro C ser defeituoso, dado que o mecéanico diagnosticou que ele é “defeituoso”,
é:

P ("defeituoso" | defeituoso) * P (defeituoso)
P ("defeituoso™")
B P ("defeituoso" | defeituoso) * P (defeituoso)
" P("defeituoso" | defeituoso) * P (defeituoso) 4+ P ("defeituoso" | ok) * P (ok)
= 0,66

P (defeituoso | "defeituoso") =
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Logo, uma vez o carro tenha sido diagnosticado pelo mecanico como "defeituoso",
a chance de que ele seja realmente defeituoso aumenta dos originais 30% para

66%.

Pode-se concluir também que:
P (ok | "defeituoso") = 1 — P (defeituoso | "defeituoso")
=1-0,66
= 0,34
Caso o mecéanico diagnostique como “ok”, as seguintes probabilidades posteriores
sao calculadas:
P (defeituoso | "ok") = 0,05
P(ok | "ok") = 1 — P (defeituoso | "ok")
—=1-0,05
= 0,95
Os resultados da figura 1 podem ser sumariados em uma outra drvore, a arvore
reversa ou do interessado, que é a drvore das probabilidades posteriores. Em
outras palavras, trata-se da drvore que exprime o ponto de vista do interessado
sobre a compra do carro C, dado o julgamento do mecénico. Isso nao envolve
novos cdlculos, mas apenas trata-se uma nova forma de dispor os cdlculos ja

feitos.

o

0,66

defeituoso|"defeituoso”

ok|"defeituoso"
0,41

034
"defeituoso”

S
0,05

defeituoso|"ok"
"ok

0,59

ok|"ok"

095 ——
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Figura 2: arvore de probabilidades do interessado

Por exemplo, a &rvore do interessado dd a resposta a pergunta 1, isto é,
P(defeituoso|"defeituoso")=0,66. Uma vez que o carro C de ED's tenha sido
julgado pelo mecanico como '"defeituoso", a chance de que ele seja

verdadeiramente defeituoso torna-se 66%.

No terceiro ramo a partir do topo temos a resposta a pergunta 2, isto é,
P(defeituoso|"ok")=0,05. Uma vez o carro C seja julgado "ok", a chance que ele

seja defeituoso ¢ de apenas 5%.

As probabilidades prévias, a caracteristica do previsor imperfeito e as

probabilidades posteriores relacionam-se pela seguinte expressao:

P(defeituoso | "defeituoso™)  P("defeituoso” | defeituoso) y P(defeituoso)
P(ok | "defeituoso") P("defeituoso"| ok) P(ok)
A razao das probabilidades prévias P(defeituoso)/P(ok) é chamada de vantagem

prévia em favor de defeituoso.

A razao das probabilidades posteriores
P(defeituoso|"defeituoso") /P(ok|"defeituoso") é chamada de vantagem posterior a

favor de defeituoso.

Finalmente, a razao entre as probabilidades
P("defeituoso"|defeituoso) /P("defeituoso"|ok) é chamada de fator de Bayes ou

verossimilhanca.

Outra forma de representar a reversao das probabilidades (apresentagao das
probabilidades posteriores) ¢ a de inicialmente apresentar em forma tabular as

probabilidades conjuntas, como se segue:
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Estado real do carro C Probabilidade
Diagnéstico do defeituoso ok marginal
mecanico
"defeituoso" P P12 P
"ok" Doy D2 Dy,
Probabilidade P Po 1
marginal
No exemplo dado temos:
Estado real do carro C Probabilidade
Diagnéstico do defeituoso ok marginal
mecanico
"defeituoso" 0,27 0,14 0,41
"ok" 0,03 0,56 0,59
Probabilidade 0,30 0,70 1
marginal

Agora é possivel apresentar a tabela das probabilidades posteriores:

Estado real do carro C
Diagnéstico do defeituoso ok Probabilidades
mecanico marginais
"defeituoso" (T4 ) | 0,27/0,41=0,66 | 0,14/0,41=0,34 1
"ok" (']I‘"Ok" ) 0,03/0,59=0,05 | 0,56/0,59=0,95 1

A razao g"=P(defeituoso|"defeituoso")/P(defeituoso)=0,66/0,30=2,20 indica que,
quando o julgamento do mecénico é "defeituoso", a probabilidade de o carro ser

defeituoso aumenta 2,20 vezes em relacao a probabilidade prévia.
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Analogamente, a razdo g=P(defeituoso|"ok")/P(defeituoso)=0,05/0,30=0,17
indica que, quando o julgamento do mecanico é "ok", a probabilidade de o carro

ser defeituoso diminui para 17% da probabilidade prévia.

2.83.4.8 Andlise informacional da decisao em condigcao de incerteza

Para analisar um problema qualquer, a TI se vale de trés principios, a saber:

1. Principio do uso da maxima informagao disponivel: um decisor racional deve

usar adequadamente toda a informacao disponivel;

2. Principio da comparacao de esperancas ou entropias: duas esperancas ou

entropias sao compardveis se elas estao definidas na mesma medida de
probabilidade;

3.  Principio de aversao a incerteza.

Por outro lado, é importante considerar o que se entende por "estado do
conhecimento ou estado informacional de uma pessoa interessada ou decisor na
solucao de um problema em condicao de incerteza". Trata-se do conhecimento
que o decisor responsavel possui do conjunto de todas as distribuicoes de

probabilidades disponiveis num dado instante do tempo.

Considera-se o espago amostral chamado "estado do carro C", que apresenta dois
eventos: carro C com defeito de transmissao, associado & probabilidade

P(defeituoso)=0,30 e carro C ok (sem defeito de transmissdo), associado &
probabilidade P(ok)=0,70.

Nesse espago amostral, define-se uma varidvel aleatéria associada aos dois
eventos, que adquire os seguintes valores:

= s(P(defeituoso))

=-log, [P (defeituoso)]

= s(P(ok))

=-log, [P(ok)]

a:dcfcituoso

xok

Chama-se s(p) o informacional do evento associado & probabilidade p. Sua

unidade é o bit.
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O vetor de probabilidades P={P(defeituoso); P(ok)} estd associado ao dominio

constituido por informacionais ¢ = {s[P(ok)]; s[P(defeituoso)]}.
Indica-se a varidvel aleatéria acima mencionada por X, : P +— ¢.

O valor médio ou esperado da varidvel aleatéria X, ¢ o que chamamos de
entropia, isto é:
EIP’(XIP’):h[P’(XIP)
= —P(defeituoso) * log, P(defeituoso) — P(ok) * log, P(ok)
O indice P indica que o valor esperado é calculado nesta distribuicao de

probabilidade. A unidade da entropia é bit/estado do carro C.

A entropia mede a quantidade de incerteza ou de surpresa esperada que o decisor
teria ao vir a conhecer o verdadeiro estado do carro C, isto é, ela mede a
quantidade de surpresa entre um determinado estado de conhecimento com

incerteza e o de certeza.

No exemplo considerado, este é o primeiro estado de conhecimento por parte do
decisor na compra do carro C, pois as unicas probabilidade disponiveis sao as
prévias, fornecidas pela revista especializada. Tem-se, assim:
hp (XP) = —0,3 % log,0,3 — 0,70 * log, 0,70
= 0,88 bit/estado do carro C
3) Estado informacional 3: apds o diagnéstico do mecanico e antes da revelagao

do estado real do carro C

Veja-se agora o terceiro estado de conhecimento quando se dispoe das
informagoes da revista (probabilidades prévias) e da disponibilidade das
qualidades do mecanico (probabilidades posteriores), e o resultado apresentado

pelo teste do mecanico.

Como se viu anteriormente, conhecidas as probabilidades prévias e as
qualificacoes do mecénico, com auxilio do Teorema de Bayes é possivel também
conhecer as probabilidades posteriores. Este é o estado de méximo conhecimento

do comprador do carro C.
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Para este estado de conhecimento quais probabilidades e informacionais devem

ser utilizados para calculo da entropia?

Evidentemente, aquelas de mé&ximo conhecimento, isto é, as probabilidades

posteriores, de acordo com o principio 1.

Deve-se, aqui, considerar as duas possiveis respostas do mecénico apés o seu

julgamento, a saber, "defeituoso" ou "ok".

Se a opiniao do mecénico for "defeituoso", a entropia seré:

hoae (X

e | X paer ) = —P(def | "def") * log, P(def | "def") — P(ok | "def") * log, P(ok | "def")

0,92 bit/estado do carro C

A entropia h ., (er"def‘)

entre o estado de conhecimento 3, quando o mecénico diagnostica o carro C como

mede a quantidade média de surpresa ou de incerteza

“defeituoso”, e o estado 4 de certeza.

Se a opiniao do mecénico for "ok", a entropia sera:

he (X

o | Koo ) = —P(def | "ok") * log, P(def | "ok") — P(ok | "ok") * log, P(ok | "ok")

0,29 bit/estado do carro C

A entropia /. (XT.O,K.,)

entre o estado de conhecimento 3, quando o mecénico diagnostica o carro C como

mede a quantidade média de surpresa ou de incerteza

“ok”, e o0 estado 4 de certeza.

E importante observar que nao se podem comparar estas duas tltimas entropias
com a do primeiro estado de conhecimento, posto que elas sao distribuigoes de

probabilidades diferentes (de acordo com o principio 2).

Considere-se, finalmente, um estado de conhecimento intermedidrio 2, aquele em
que se conhecem as probabilidades prévias fornecidas pela revista, as qualificacoes

das opinioes do mecénico, porém nao se conhece o resultado do seu diagnéstico.

Numa situacdo como esta, podem-se usar as probabilidades posteriores das
qualificacoes do mecanico, mas nao se podem usar seus informacionais, pois estes

nao estao disponiveis ainda.

Quais informacionais podem ser usadas? Aqueles da pessoa interessada, que ainda

sao os do estado informacional 1 (inicial).
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Também neste estado do conhecimento 2 devem-se considerar as probabilidades

relativas as duas possiveis previsoes do mecanico.

Tem-se, portanto:

h

e (Xp ) = —P(def | "def") * log, P(def) — P(ok | "def") * log, P(ok)

= 1,32 bit/estado do carro C

- (Xp) = —P(def | "ok") * log, P(def) — P(ok | "ok") x log, P(ok)
= 0,58 bit/estado do carro C

E importante observar que se podem comparar heaer (XT.,M.) € hu.o(Xp), pois as

T"def"
duas entropias estao definidas na mesma distribuigdo de probabilidade (principio

2). O mesmo ocorre com as duas outras entropias.
Verifica-se também que:

h

et (X P ) > h,

T"def" ( X

T"def‘ )

hT"Ok" (X’]l‘"l)k" ) > h']r"ok" (XT"OI(” ) .
Por que essas desigualdades ocorrem?

Basta notar que, ao tomar conhecimento da opinidao do mecanico (informagao
adicional) elimina-se uma certa quantidade de surpresa ou de incerteza, ou

melhor, ganha-se mais informacao sobre o verdadeiro estado do carro C.

O que faz as inequagOes anteriores transformarem-se em equacoes sao as
divergéncias (valores positivos) que s@o subtraidas do lado esquerdo das

desigualdades.

Assim as divergéncias sao:

hier (X ) = Brar (X ) = 1,32 = 0,92
= 0,40 bit/estado do carro C
€
B (Xp ) = P (X e ) = 0,58 — 0,29

= 0,29 bit/estado do carro C
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Essa diferenga é chamada de entropia relativa ou divergéncia de Kullback-
Leibler. A divergéncia também pode ser formalizada matematicamente, tanto

para o resultado “defeituoso” quanto para o resultado “ok”, como sendo a

([N}

esperanga de X . Ty = log2 T na distribuicao de probabilidade T

nen

d( " def” || X ) ET"def" [XT”defy]
P
= ET"der" (X[p ) - ET"der" (XT”del'" )
= hT”def' ( ) hT " def " ( ' def " )
P (def | "def")
P (def)
= 0,40 bit/estado do carro C

P (ok | "def")

— P(def | "def")1
(def | "def")log, B (ok)

+ P(ok | "def")log,

d(X o || Xp ) = Ey

’JI‘ ok" [X’JI‘”()I(%P ]

- E’]I‘”Uk” (XP ) - E’]I‘”Uk” (XT”Ok” )
e (%) ()

= 0,29 bit/estado do carro C

Observe-se que a divergéncia para o resultado “defeituoso” é maior que a do

“Ok” .

Isto significa que o resultado do teste defeituoso é mais informativo (reduz mais a

incerteza) que o do “ok” aproximadamente (0,40/0,29)=1,38 vezes.

A divergeéncia é a diferenca média de incerteza entre os estados informacionais 2 e

3.

No presente exemplo, o resultado “defeituoso” proporciona uma economia de
aproximadamente 0,4 bit/estado do carro C em média para determinar a
verdadeira condi¢ao do carro C. J4 o resultado “ok” economiza 0,29 bit/estado do

carro C em média.

Observe-se ainda que as entropias do estado informacional 3 nao sao comparaveis
com a entropia do estado de conhecimento 1. Um simples cdlculo mostra esta
condicdo. E de se esperar que o estado de conhecimento 3 contenha mais
informacao (menos incerteza) sobre o estado do carro C. Portanto, a entropia do

estado 1 deveria ser maior que a do 3. No entanto, sendo
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hy (Xp ) &~ 0,88 bit/estado do carro C ek

(X

et )

diferenca é negativa! Este resultado configura uma situacao absurda.

= 0,92 bit/estado do carro C, a

Portanto, os estados informacionais 1 e 3 nao sao comparaveis:

hp (Xp ) = v (Xppar ) = 0,88 = 0,92
= —0,04 bit/estado do carro C
Este resultado ocorre porque apenas os estados de conhecimento 2 e 3 sao
comparéveis. Note-se que, nestes estados de conhecimento (2 e 3) as entropias

(esperangas) estao definidas na mesma medida de probabilidade T"%" e T"°k".

Pode-se agora definir o ganho informacional total da previsao vy como sendo a

divergéncia total da seguinte forma:

Y = d(Xpeuwr | Xp ) + (X || Xp )
= 0,40 + 0,29

= 0,69 bit/estado do carro C

Duas outras grandezas tteis sao os ganhos relativos de informacao ou

"def "

divergéncias relativas v e v'°¢", que serao definidas como:

arr _ (X pue | Xp)
A Xparr || Xp )+ d (X [| X )
A Xpus || Xp)
- y
_ 040
0,69
= 0,58

,-Y“Ok " _ 1 o ,_}/“def"
=1-0,58
— 0,42
Como mostram as equagoes anteriores, estas grandezas medem as proporgoes dos
ganhos informacionais da previsao em relagao ao ganho total de informacao

absoluto do teste.

O ganho informacional relativo da previsao do carro C ser "defeituoso" é maior

que ganho informacional relativo se a previsao é "ok".
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A entropia mede a quantidade média de bit/estado do carro C necesséria para
realizar o diagndstico correto. Isto é, ela mede a quantidade média de surpresa
(informacional) entre um estado informacional com incerteza (1, 2 e 3) e o estado
de conhecimento certo (estado informacional 4). Portanto, é necessério ter em
mente que o foco do cdlculo da entropia é o evento selecionado pela natureza -
que no presente exemplo é ser ou nao defeituoso - tendo como ponto de partida
um determinado estado de conhecimento com incerteza. A divergéncia é a
economia média em bit/estado do carro C para descobrir a verdadeira condigao

do carro C de ED's. Esquematizando:

Figura 7: Relagoes entre as entropias e divergéncias dos estados informacionais

h

e (X2)

Tn def "

def ou ok

Tu ok"

Teorema de Bayes

(X puee || X )

Considerando agora duas autovaridveis aleatdérias discretas bindrias X, e X,
entao a divergéncia é:

d(X. || X,) = tlog z+(1—t)1og 1zt
T P 2 P 2 1— P .

A divergeéncia é positiva e é minima (zero) quando p = ¢.

1 ~
Note-se que, se p = 7 entao:
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Quando X, possui distribuicao uniforme discreta, a medida de probabilidade T,
inferida pela maximizacao da entropia sujeita a restricoes, equivale & minimizacao

da divergéncia.
O gréfico de superficie da divergéncia é:

Figura 8: Gréfico da superficie da divergéncia

Entropia relativa

d(X(M)IIX(P))
(bit/evento)

e,

Rl
S o R
S

O gréfico das curvas de nivel da superficie da divergéncia é:

Figura 9: Grafico de curvas de nivel da divergéncia

Entropia relativa

068

m24
mo-2

Devido & assimetria apresentada nos graficos anteriores, a divergéncia nao é uma

distancia euclidiana, isto €, d(X; || X;) nao é necessariamente igual a d(X; || X;).
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Kullback (1997, p. 6-7) denomina d(X; | X;) e d(X; || X,;) de divergéncias
direcionadas. A soma delas origina o que ele denomina propriamente de
divergéncia. A divergéncia resultante desta soma possui todas as propriedades de
distancia (ou métrica) como definida pela topologia, com excegao da desigualdade

triangular. Desta forma, ela nao pode ser chamada de distancia.

Em Wolf (1996, node96.html), hd dois importantes teoremas decorrentes do

conceito de divergéncia em conjuncao com o teorema de Bayes:

e Teorema 1 (a informacao aumenta em média): embora um conjunto particular
de novos dados possa diminuir a informacao sobre os parametros, em média a

informagao sobre os parametros aumenta.

e Teorema 2 (0 aumento médio de informagao é a divergéncia): o aumento médio
da informacao sobre os pardmetros é a média da divergéncia entre a
distribuicao dos pardmetros condicionada aos dados apds e antes da nova

amostra ter sido observada.

2.8.4.4 Eficiéncia informacional relativa da previsao

Outra medida importante que resta determinar é a de eficiéncia informacional da
previsao. Para isto é necessdrio determinar o limite superior da divergéncia total
para este problema. Dessa forma sao calculadas as divergéncias, considerando um

previsor perfeito (clarividente).

O clarividente possui as seguintes caracteristicas: P("ok"|ok)=1 e P("def"|def)=1.
Isto implica que P(ok)=P("ok"), P(def)=P("def"), P(ok|"ok")=1 e P(def]"def")=1.

" = ~log, P(def

—log, 0,30

1,74 bit/estado do carro C
22 = ~log, P(ok)

—log, 0,70

= 0,51 bit/estado do carro C

"def" "ok
Vmax - max + max

= —log, P(def) P(ok)
= 2,25 bit/estado do carro C
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Como o limite inferior da divergéncia total é zero, a razao entre a divergéncia
observada e a total fornece um indice de eficiéncia informacional relativa da

previsao:

n=_——

’Yma.x
0,69
T 2,25
= 0,31

Portanto, este previsor (mecénico) - para este decisor responsédvel (comprador do
carro C) - atinge 31% da divergéncia total em relagdo a um mecénico

clarividente.

O valor minimo da divergéncia total méxima é 2 bit/estado do carro C e ocorre

quando P(ok)=1/2=P(def).

A divergéncia total atinge o valor zero quando a sensibilidade e a especificidade
sao iguais a 1/2. Desta forma, a eficiéncia relativa do previsor é nula, qualquer

que seja a probabilidade prévia.

Esta medida de eficiéncia relativa pode ser utilizada para comparar a eficiéncia de

previsores.
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Quadro 3: Eficiéncia informacional relativa da previsao

Caracteristica do carro C e do previsor

a b c d e f g h i j k 1 m

P(+)| 0,50| 0,30 0,30| 0,40 0,40 0,30 0,30 0,40| 0,40| 0,001| 0,001| 0,001| 0,999

Sensibilidade =| 0,50 0,90| 0,80| 0,80 0,90| 0,80 0,90 0,80| 0,90| 0,999 0,99| 0,9 0,9

P(II+|||+)
Especificidade =| 0,50] 0,80| 0,90| 0,90] 0,80] 0,80| 0,90| 0,80 0,90 0,999| 0,998 09| 09
P(n_ll|_)

Divergencia("+")| 0,00] 0,39 0,69] 0,60] 0,36] 0,34 0,75 0,32 0,65] 3,98 2,39 0,02] 0,00
(bit/estado do

carro C)

Divergencia(™")| 0,00 0,29 0,19 0,26 0,39] 0,17] 0,30] 0,23] 0,42] 0,00 0,00] 0,00 0,02
(bit/estado do

carro C)

Divergéncia total| 0,00] 0,68 0,88| 0,86| 0,76| 0,51| 1,06| 0,55/ 1,06| 3,99 2,39 0,02] 0,02
(bit /estado do

carro C)

Divergéncia total| 2,00 2,25 2,25 2,06 2,06 2,25 2,25 2,06 2,06] 9,97| 997 9,97 997
maxima
(bit/estado do

carro C)

Eficiéncia 0| 30| 39| 42 37 23| 47| 27| 52 40 24 0,2/ 0,0018
informacional
relativa da

previsao (%)

+ significa ter defeito de transmissao no carro C ou sucesso.

Sendo p a probabilidade de sucesso, a a sensibilidade e 3 a especificidade, entao

as divergéncias sao:

_ pa ) a C-p0-p -3
I ) R Bty G Sy g s B v s [ gy

IR ) B 1-a i-ns 8
2y s R ey Sy s - s S BV e B ey oy s

Fazendo o = g tem-se:
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_ pa o ! 1-p)(1-a) o 1-«a
M ) = T T @ B r AP —a) 20 1 (-0 @ B pat 0 p) o)

p(l—a) 1-«o 1-pa @
Pt 0—pa 2y —a) 0 _pa  pl-a) 0 pa 2yl —a) + (e

Xy || X) =

Figura 10: Gréfico de superficie da divergéncia("+") quando

sensibilidade=especificidade

Figura 11: Gréfico de densidade da divergéncia("+") quando

sensibilidade=especificidade
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As divergéncias parciais méximas que ocorrem na situagao de clarividéncia, isto é,

com especificidade e sensibilidade iguais a um (a=p=1) e definindo que

0log, 0 = 0, sao:

dmax(XT"+" || X[[D) = —10g2 p
dmax(XT”—” H X[P) = —10g2(1 - p)
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A divergéncia total méxima é:

Ymax = dmaX(XT”+” || X]P’) + dmaX(XT”—” || X]P’)
= —log, p — log,(1 — p)
= —log, p(1 — p)

Figura 12: Gréfico da divergéncia total maxima quando

sensibilidade=especificidade=1
dtm

0.2

0.4 0.6

p
0.8 1

Figura 13: Gréfico de superficie da divergéncia total quando

sensibilidade=especificidade
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Figura 14: Gréfico de densidade da divergéncia total quando

sensibilidade=especificidade

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Pode-se ainda definir a eficiéncia informacional relativa da previsao da seguinte

forma:

n=—.

’Yma.x

Quao util ¢ um previsor especifico ou uma determinada previsao? A resposta é:

depende das probabilidades prévias.

Note-se que numa situacao na qual a probabilidade prévia de sucesso é 0,5,
qualquer previsor com sensibilidade e especificidade diferentes de 0,5 proporciona
ganho de informacao. Esta situacao com probabilidade de sucesso igual a 0,5 é a
de méxima entropia (estado de conhecimento 1 de mdxima ignorancia ou
incerteza), isto é, hd muita quantidade de incerteza para ser eliminada por um

previsor.

J4 quando a probabilidade de sucesso encontra-se perto dos extremos (0 ou 1), o
previsor necessita ser praticamente um clarividente para proporcionar ganho
substancial de informacao. Esta situagao é a de baixa entropia, isto é, ha pouca

quantidade de incerteza para ser eliminada por um previsor.
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Quadro 4: Eficiéncia informacional relativa da previsao - I1

P(+)| 0550] 0,50 0,50| 0,001| 0,001| 0,001 0,001] 0,001 0,001

Sensibilidade = P("+"|+)| 0,50 0,60 0,40/ 0,80 0,90 0,99 0,999| 0,9999| 0,99999

Especificidade = P("-"]-)| 0,50| 0,50 0,50| 0,80 0,90 0,99 0,999| 0,9999| 0,99999

Divergéncia("+") (bit/estado do| 0,00 0,01| 0,01] 0,00] 002 046/ 3,98 862 9,79

carro C)

Divergencia("-") (bit /estado do| 0,00| 0,01| 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

carro C)

Divergéncia total (bit/estado do| 0,00/ 0,01] 0,01| 0,00] 0,02| 046 3,99 862 9,79

carro C)

Divergéncia total maxima| 2,000 2,00] 2,00] 997 9.97] 997 9097 997 997
(bit/estado do carro C)

Eficiéncia informacional relativa| 0,0 0,7 0,7 0,0 0,2 4,71 40,0 86,5 98,2

da previsao (%)

+ significa ter defeito de transmissao no carro C ou sucesso.

2.3.4.5 Medida entrdpica de ganho de informacao aplicada em Economia

Theil (1967, cap. 1) foi o precursor da idéia de mensurar o ganho informacional
da previsao, utilizando a Teoria da Informacao em Economia. No entanto, ele a
definiu de maneira imprecisa. Definiu o ganho de informacao da previsao de
aumento de preco como uma diferenca entre informacionais de uma maneira

inadequada.

O exemplo a seguir refere-se ao novo enfoque de ganho de informacao
proporcionado por uma nova evidéncia, pela Teoria da Informagao, com base no
conceito de divergéncia anteriormente abordado. Agora serd ele aplicado a uma

varidvel economica de variacao de preco de um bem.

Para isso considera-se um exemplo com dados reais, exposto em Theil (1967, cap.
1). Este autor foi um dos pioneiros da aplicagao da TI a problemas de previsoes
do sentido de variagao de varidveis econémicas. Assim, de acordo com esse autor,
suponhamos que sejam obtidas as previsoes e correspondentes realizagoes de
variagao do preco de um bem num mercado, pela aplicacao de questiondrios

enviados por um instituto de pesquisas econdémicas a um certo nitmero de
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2

empresas. O mercado é o interessado no resultado da pesquisa. O instituto de
pesquisas econdmicas prevé a cada més ou trimestre a direcao da variacao de
prego do bem. Aos participantes é inquirido predizer (manifestar a expectativa

sobre) a variacao do prego de um bem no més seguinte (resultado do teste). Os

tipos de variagao (eventos deste espago amostral) sdo: “1” = "aumento do prego
do bem no préximo meés", “2” = "permanéncia do preco do bem no préximo més"
e “3” = "diminuicao do preco do bem no préximo meés".

Aos participantes também ¢é inquirido relatar a variacao do preco de um bem
percebida como ocorrida no iltimo més. Os tipos de variacao de preco sao: 1 =
aumento do preco no tltimo més, 2 = permanéncia do preco no tultimo més, e 3

= diminuigao do preco no iltimo més.
Conforme Theil (1967, p. 11) os dados sao reais.

Representa-se p,; como a freqiiéncia relativa (estimativa da probabilidade) de
todos os casos nos quais algum participante prediz uma variagao i ="1","2","3" e
reporta uma variacao j = 1,2,3 ocorrida. Assim por exemplo, p,, é a freqiiéncia
relativa de todos os casos nos quais o aumento (“1”) foi previsto e no qual foi

relatado que o prego se manteve (2) no ultimo més.
p; € a estimativa da probabilidade conjunta de ocorrer i e j, isto é:
151‘3' = 13\1‘(@]) .
Com estes dados observados, pode-se formar a seguinte matriz de estimativas das

probabilidades conjuntas:

Realizagao Probabili-
dade
marginal
1 2 3
“ 1 7 ~ ~ ~ A~
P P12 P13 Dy
lax won ~ ~ ~ A~
Previsao 2 Doy Doo Do3 Po.
“377 ~ ~ ~ ~
D3 P3o P33 Ps.
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Probabi- Dy Do P3
lidade

marginal

As freqiiéncias relativas marginais sao aqui:

3
P — po o Nqpmnnomnnagn
pi-_zpijyl_ 1a2a3
j=1

3
i=1

Elas representam a freqiiéncia relativa total das previsoes e das

respectivamente.

realizagoes,
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Considere-se que os valores das estimativas das probabilidades conjuntas sao os

da tabela a seguir.

Realizagao
1 2 3 Probabili-
dade
marginal
“17 0,111 0,043 0,003 0,157
Previsao “27 0,039 0,523 0,089 0,651
“3” 0,004 0,069 0,119 0,192
Marginal 0,154 0,635 0,211 1,000
(P)

Pode-se verificar que as probabilidades prévias sao dadas pelas probabilidades
marginais de realizacao. Isto é, a probabilidade prévia de o preco do bem no
mercado permanecer o mesmo, de um més para o outro, é 0,635. A probabilidade
de a expectativa de mercado ser de permanéncia do prego é 0,651. A soma da
diagonal principal é 753. Este valor é a probabilidade de permanéncia da direcao

da variacao do preco no mercado.

A pesquisa permite estimar tanto a medida de probabilidade prévia quanto as

posteriores.

As probabilidades posteriores estao calculadas na tabela a seguir da seguinte

maneira:

Pr(j;i)
Pr(i)
_ by

pi

Pr(j|i)=
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Realizagao
1 2 3 Proba-| Medida de
bilida | probabili-
de dade
margi- | posterior
nal T
“17 0,707 0,263 0,019 1 '
Previsao “2” 0,060 0,803 0,137 1 T'2"
“3” 0,021 0,359 0,620 1 T'3"

A probabilidade de o preco do bem aumentar no préximo més, dado que o
mercado tem a expectativa de que o preco ird aumentar no préximo meés, é 0,707.
A probabilidade de o pre¢co do bem nao variar no préximo més, dado que o

mercado tem a expectativa de que o prego ird aumentar no préoximo mes, é 0,263.

Theil (1967, cap. 1) havia definido o ganho de informagao da previsao de variagao

de preco como:

,yi‘}leil = S(i)'j ) B 8[&]

bip.;
para ¢ = "1""2" n3"

et =]
Portanto, a medida de ganho de informacao de Theil possui véarias deficiéncias:

e Nao exige que o instituto tenha que anunciar ao mercado sua previsao da
direcao da variacao do preco. Sendo assim, nao fica caracterizado o estado

informacional 3.

e Nao aproveita toda a informacgao das medidas de probabilidade disponiveis,

isto, o conhecimento disponivel.
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e E um informacional, portanto, sua unidade é bit. Assim, a definicio de Theil

nem chegou a utilizar o conceito de entropia (bit/evento).
e Nao respeita o principio de utilizacao méxima do conhecimento disponivel.
e Nao respeita o principio de comparacao entre estados de conhecimento.

Para sanar todos os problemas anteriores, propoe-se aqui a divergéncia como
medida de ganho informacional da previsao. Pode-se calcular os ganhos
informacionais relativos da previsao do instituto, isto é, as divergéncias para cada

expectativa de mercado sobre a variacao do preco do bem.
A férmula para o estimador das divergéncias é:
d( Xy || Xp) = Er X%]
= Eri (X ) — Eri (XT" )
= hr (X )_BT%XT")

T P
=25 o8 [p b

i-P.j

para Z — |1 ! ll2ll ll3||

Previsao | Divergéncia
(bit/tipo de
variagao)
“17 1,154
“2” 0,105
“3” 0,608
Total 1,867

A férmula para o estimador das divergéncias relativas é:

d(X,. |l X;)
Z v 1 Xp)

— g nonmnan
para ¢ = "1""2""3

w
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Previsao | Divergéncia relativa
“1” 0,618
“2” 0,056
“3” 0,326
Total 1,000

Convém lembrar que a divergéncia é a redugao da quantidade média de bit por
tipo de variagao de preco do bem necessaria, para descobrir a variacao de preco
do bem (acertar o progndstico econémico) que ocorrerd no préximo mes,

proporcionada pela informacao da expectativa do tipo de variacao pelo mercado.

O resultado da pesquisa de opinido (expectativa de mercado anunciada pelo
instituto para o préximo més) reduz em média aproximadamente 1,9 bit/tipo de
variacao de pre¢co do bem para o mercado identificar a préxima variagao de
preco.

O resultado da pesquisa, anunciado pelo instituto, de que o mercado tem a
expectativa de aumento do prego para o préximo meés (“1”), proporciona uma
redugdo média de aproximadamente 1,2 bit/tipo de variagao, que corresponde a

62% do ganho de informacao total.

A divergéncia relativa da previsao de permanéncia do preco pelo mercado indica
para o mercado que este tipo de expectativa de variacao é muito pouco

informativa em relacao aos outros dois resultados apontados pela pesquisa.

As divergéncias relativas do exemplo indicam que a informacao sobre
permanéncia do preco no préximo més reduz relativamente muito pouco a
incerteza, isto ¢, o ganho relativo de informacao ¢ de aproximadamente 5% sobre
a real variacao do prego do préximo més. No entanto, a informacao sobre a
diminuicdo do preco do bem no proximo més representa uma considerdvel
reducao relativa da incerteza, isto é, o ganho relativo de informagao é de
aproximadamente 33%, sobre a real variacao do preco do bem no préximo més.
Ja a expectativa de mercado de aumento do preco do bem no préximo més

representa uma expressiva redugao relativa da incerteza, isto é, o ganho relativo
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de informacao é de aproximadamente 62%), sobre a determinacao da real variagao

do preco do bem no préximo meés.

Desta forma, pode-se ordenar informacionalmente estes resultados em termos de
sua divergéncia relativa. Quanto mais alta a divergéncia relativa de uma
expectativa do mercado sobre a variacao do preco, mais relevante é a expectativa

para determinar a real variagao do preco do bem no préximo més.

Esta medida é 1til também para avaliar o estado informacional do mercado com
relacao a proxima variacao de preco de um bem. Isto é, pode-se avaliar se o
mercado é informacionalmente eficiente ou se estd em equilibrio entrépico [Gulko

(1998)].

Suponha-se que as divergéncias relativas fossem:

Previsao | Divergéncia relativa
(bit/tipo de
variagao)
“17 0,5
“27 0,0
“3” 0,5
Total 1,0

As divergéncias relativas hipotéticas indicam que o mercado considera irrelevante
relativamente a informagao sobre a expectativa do mercado de permanéncia do
preco no préoximo més, como redutora da incerteza sobre a real variagao do preco
do préximo més. No entanto, as informacgoes sobre as expectativas do mercado
sobre a varia¢do (aumento ou diminui¢ao) do prego do bem no préximo més sao
igualmente relevantes relativamente, como redutoras da incerteza sobre a real
variacao do preco do bem no préximo més. Este resultado corrobora o fato de
que, na definicao de mercado informacionalmente eficiente, apenas a expectativa

de aumento e de diminuicao do preco no préximo instante sao consideradas e que
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estas expectativas estdo em equilibrio informacional a cada instante (Gulko

(1998)).

2.8.5 Entropia diferencial

Quando o niimero de células de um sistema fechado tende para o infinito, isto é,
m — +oo, tem-se o surgimento da entropia diferencial de Boltzmann. A entropia
diferencial ¢ a vers@o continua da entropia discreta de Shannon (Golan et al.

(1996, p. 40)).

A entropia diferencial é a entropia de uma varidvel aleatéria continua (Cover &

Thomas (1991, p. 224)).

A principio seria razodvel supor que a entropia de uma varidvel aleatdria
continua fosse infinita positivamente [Haykin (1999, p. 485)]. No entanto serd

definida uma medida derivada da entropia chamada entropia diferencial.

Seja X uma varidvel aleatéria continua com distribuicao de probabilidade

acumulada:

f(z) é a funcao de densidade de probabilidade da varidvel aleatéria continua X e

estd relacionada com a func¢ao de distribuicao da seguinte forma:

d _ dF(x)
S F@)]=—
= f(2)

dF(z) = f(z)dz

+00
f f(z)dz =1 é a condicao andloga & soma das probabilidades igual a 1.

O conjunto de valores do dominio para os quais f(z) >0 é chamado de conjunto

de apoio da varidvel aleatéria X e é representado por ¢.

Uma definicao mais geral da entropia é:
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Note-se que o termo f(z)dz (fung@o densidade de probabilidade multiplicada pelo

diferencial de ) é o correspondente da Pr(z) (massa de probabilidade de z).

2.3.5.1 Entropia de uma varidvel aleatéria uniforme continua
Imagine-se X ~ %:uniforme(O; a), a>0. Logo, a fungdao de densidade de

probabilidade é f(z) = %. O conjunto de apoio ¢é o intervalo 0-a, isto é, ¢ = [0;a].

A entropia diferencial de X é:

a

1,1
%AX@)_L[EngEdI
= log, a

Note-se que se a <1 = log,a <0.
Portanto, a entropia diferencial pode ser negativa.

O volume do conjunto de apoio é, neste caso unidimensional, o comprimento do

conjunto apoio (segmento de reta), isto é, a.

H4, no entanto, uma maneira analitica de calcular o volume do conjunto de
apoio:
vol(€&) = 2=(Xe)
_ 2log2a
=a
Note-se que a descricao exata dos valores do dominio passa a ser uma informacao
necessdria para o cdlculo da entropia diferencial. O mesmo nao ocorre com a

entropia discreta para varidvel aleatoéria discreta.
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2.3.5.2 Entropia de uma varidvel aleatdria normal continua

Imagine-se que X ~ Z—Pznormal(u;UQ). Entao:
i

xe€R
Note-se que o conjunto de apoio tem volume infinito (reta real). No entanto,
como serd mostrado a seguir, a entropia diferencial é finita. Logo, o volume do

conjunto de apoio também é finito.

A entropia diferencial de uma varidvel aleatéria normal continua é:

by (Xp) = % log, (2mec?) bit/evento

Portanto, o volume do conjunto de apoio é:
vol(§) = 9hy (Xp)
— 2%1032(2m¢72)

1,
logy (2eo” )A

= \2meq?

No caso especifico de X ~ P = normal(0;1) = normal padronizada tem-se:
h (Xp) & 2,065 bit/evento
vol(§) ~ 4,13
O volume do conjunto de apoio significa que o intervalo de —2,065 a 2,065
centrado na média (zero) contém a maior parte da probabilidade [Cover &

Thomas (1991, p. 227)]. De fato, este intervalo contém aproximadamente 0,96 de

probabilidade.

Como o conjunto de apoio de uma varidvel aleatéria discreta é enumerdvel, entao
seu volume é nulo. A férmula para o cdlculo de volume de um conjunto de apoio
reforca esta idéia:
vol(€) = 2h=(Xe)
=9
=0
Desta forma, a entropia diferencial de uma varidvel aleatéria discreta é

negativamente infinita [Cover & Thomas (1991, p. 229)].
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2.3.6 Entropia diferencial como limitante da entropia discreta

Lembre-se que a entropia discreta de uma variavel aleatéria discreta com dominio
finito ¢ médxima quando a distribuicao discreta é uniforme. O mesmo nao ocorre

com a entropia diferencial.

A entropia discreta nao depende dos descritores da varidvel aleatéria (medidas de
posicao, variabilidade etc.), pois ela depende apenas das probabilidades, e nao dos
valores. O mesmo nao ocorre com a entropia diferencial que, no caso da normal,
depende da varidncia e da uniforme dos limites do intervalo, portanto, em certa

medida, ela depende do conjunto de apoio.

A distribuicao normal é a que possui a méxima entropia de todas as distribuigoes
continuas com a mesma varidncia [Cover & Thomas (1991, p. 234-6)]. Entao,
além da informacao do conjunto de apoio, é necessdria a informacao da variancia

para a determinacgao da distribuicao de méxima entropia.

A entropia de uma varidvel aleatoéria discreta X com medida de probabilidade P

possui um limite superior que é dado pela seguinte expressao:

1
hy(Xp) < §log2

27re(VarP(Y) —|—%”,

sendo Y uma varidvel aleatéria com medida de probabilidade P no dominio

€ =1,2.].

2.3.7 Entropia mitua ou informacao mitua
Imagine-se que dois espacos amostrais Q, = {w;;;w,} € @, = {w,;w,, } tenham as
seguintes medidas de probabilidade associadas P, ={Pr(w;);Pr(w,)} e

P, = {Pr(wy, );Pr(w,, )}, respectivamente.

Produto cartesiano dos espagos amostrais Q = Q, ® Q, w w

11 12

Waq (“’115“’21 ) (%25“’21 )

Wao (wn;w22 ) (%2?“’22 )

A medida de probabilidade associada ao espago amostral resultante do produto

7

cartesiano dos espagos amostrais Q = Q, ® Q, é:
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P = {Pr(wll;w21 );Pr(ww;wﬂ )3Pr(w11?w22 );Pr(ww;w% )} .

Evento do Probabilidade conjunta da medida de probabilidade conjunta
espaco amostral P
Q
(wrpiwy) Pr (w5 )
(wigiwy ) Pr(wyp;wy )
(w1130 Pr(wyjjey, )
(@piwy ) Pr(wyyiwy, )

As medidas P, e P, sao conhecidas como medidas de probabilidade marginais de

P. Esta tultima, por sua vez, é conhecida por medida de probabilidade conjunta.

Por exemplo, considerando que a probabilidade marginal é a soma de duas

probabilidades conjuntas:
Pr(w;, ) = Pr(wjwy ) + Pr(wiw,, ).

Se os espacos amostrais sao independentes, entao:
P =P %P,
= {Pr(w;; ) * Pr(wy );Pr(wy ) * Prwy, );Pr(w, ) * Pr(wy );Pr(w, ) = Pr(wy,)} .
No caso mais geral, quando a independéncia entre os espagos amostrais ocorre,
tem-se que as probabilidades conjuntas podem ser escritas como probabilidades
condicionais:
P=(P |P,)*P,

= {Pr(wy |wy ) * Pr(wy );Pr(wy [ wy ) * Pr(wy )iPr(wy [wy,)* Prwy, );Pr(wy, [wyy)* Prwy, )}
= (P2 | Pl)* Pl

Como a quantidade média de surpresa da medida de probabilidade conjunta P
pode ser medida? Isto é, qual a entropia desta medida em funcao das medidas

marginais? A resposta é a expressao a seguir:
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= hipp, e, (X(R'P’z)wl )

= hpp, (XPI\PQ ) + g, (X, )

Portanto, a entropia conjunta é a soma da entropia condicional com a entropia

marginal.
Como a expressao pode ser interpretada?

A quantidade média de surpresa por evento do espago amostral conjunto é a
soma das surpresas médias por evento do espago 1 condicionado ao 2 e do espago
2. Isto é, quando um evento do espago amostral 2 é conhecido, ele elimina uma
parte da surpresa do espaco amostral 1. O que sobra de surpresa esperada do
espaco amostral 1 apds a ocorréncia de um evento do espago amostral 2 é somado
a surpresa esperada do espaco amostral 2. Note-se que a interseccao entre as duas
surpresas esperadas é contada uma vez apenas. Esta interseccao é chamada de
entropia mitua ou informagao mitua. Conforme MacKay (1995, p. 1), a entropia
condicional mede a incerteza (surpresa) média por evento do espago amostra 1,

que permanece quando o evento do espaco amostral 2 é conhecido.

Portanto, conforme MacKay (1995, p. 1), dados sado titeis, pois eles nao

aumentam a surpresa ou incerteza em média.

Se os espagos amostrais sao independentes, entao:
E]P’(XIP’) = %(X]P)
- hIP’l*IP’Z (XIP’I*IP’Z )
= %1 (XIP’I ) + %2 (XIP’Z )
O resultado anterior indica que a entropia conjunta é a soma das entropias das
varidveis aleatdrias informacionais. Note-se que a entropia mitua é nula. Isto é, o

conhecimento da ocorréncia de um evento de um espaco amostral nao diminui a

surpresa esperada do outro.

A partir deste momento, serd criada uma nova notacao para entropia conjunta:

hIP’l;IP’Z (Xpl;u’; ) = hnmlm:; (XIPl\IPz ) + ’HP; (XIP’Z )
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A expressao anterior é conhecida na Teoria da Informagao como regra da cadeia.

A entropia conjunta é igual a soma de uma entropia condicional e de uma

entropia.

Se P, = P, entao significa que a entropia condicional é nula, pois o conhecimento
do evento do espago amostral elimina completamente a incerteza sobre o préprio
espago amostral. Desta forma, a entropia conjunta é a entropia. Note-se que a

entropia mitua é igual & entropia também. Matematicamente:
h[pl;[pl (XPNPl ) - hPllpl (XPHR ) + hPl (XP1 )
~0i 1,

=l (X,

E possivel definir agora definir mais formalmente a informacao mitua da varidvel

aleatdria informacional conjunta X:
hpl,mz (XIP’I,IP’Z ) = hpl (Xpl ) - hplmz (XIP’l\IP’z )
= hIP’l (XIPI ) + hIP’.Z (XIP’.Z ) - h’[P’l;IP’Q (XIPI;IP’.Z )

ou, equivalentemente:
th;,Pl (XIP’Z,IP’l ) = h[P; (XIP; ) - hn:azm»l (XIP’ZlIP’l ) :
(XPuPz )

provocada pelo conhecimento de um evento do espago amostral 2.

mede a redugao média de surpresa por evento do espaco amostral 1

hp, g
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Observe-se que, se os espacos amostrais sao independentes, o conhecimento de
evento de um espago amostral nao ensina nada sobre o outro espaco amostral.

Desta forma a entropia mitua é nula, isto é:

Xe,) = by, (X,
X )= tgp, (Yo, )
X,

)

)
0 h(
(Xeg, ) = s

O resultado anterior era o esperado.

%I,IPQ (XIP’I,IP’Q = hIFH (
IPl
h, P,

P, |E,

J4 se os espagos amostrais sao idénticos (totalmente dependentes), o

conhecimento sobre um evento de um espago amostral ensina tudo sobre o outro
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espago amostral. Desta forma, a entropia mitua é a prépria entropia de um

espaco amostral. Matematicamente:

h’[P’l.,IP’z (XIP’I.,IP’Z ) = hg
Tty (Xﬂ% ) =y, (Xﬂ’a ) ~ iy, (XPI\IP; )

1

e, (Xeps,) = 0

O resultado anterior também era o esperado.

Reza (1961, cap. 3) faz a analogia destas medidas da Teoria da Informagao com a

teoria dos conjuntos.

2.3.8 Interpretacao grafica das medidas de entropia

MacKay (1999, p. 53) fornece uma interpretacdo mais precisa sobre as relagoes

entre estas medidas.

Figura 15: Representacao grifica em forma de barras das entropias entre duas

varidveis aleatérias dependentes

hIF’I;IF’.Z (XIF’I;IF’.Z )
e, (X,
I, (X,
%1“?2 (XIF’llIF’Z ) hIF’l-,IF’g (XIFEJF’-Z ) hn:;m (XIF’Z\R )
2.3.9 Versoes continuas das medidas de entropia

As versoes continuas destas medidas sao:

¢ Entropia marginal diferencial: by, (XIP,l ) f fP )log, fP

e Entropia conjunta diferencial: he 5, (XR;PZ ) =— f f Jo(z3y)log, fi(z;y)dady

* Entropia condicional diferencial: &, P, ( B, ) f f Jo(23)log, [fp )] zdy

7, (0)
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* Entropia mitua: h, , ( ) fff]p z3y) 10g2[ (()fpz )]dfdy

2.3.10 Relagao entre entropia mitua e divergéncia
A entropia mitua é a seguinte divergéncia de Kullback-Leibler:
hPl'Pz (XPMPZ ) - d(XP || Xpl*Pz )
- d(X<P1‘Pz>*Pz || Xpl*Pz )

Ao contririo da divergéncia, a entropia mitua goza da seguinte propriedade:

hy p, (XIP’“IP’Z ) = hpp (XPZ'PI )

Como a entropia mitua é positiva e simétrica, ela possui propriedades que a

tornam candidata a ser uma medida de distancia.

A entropia mutua goza de importantes propriedades conforme Reza (1961, p. 275-
8). Ela é a tnica medida que independe do fato de a varidvel aleatéria ser

continua ou discreta em termos de interpretagao.

2.3.11 Entropia mitua da normal bivariada e sua relagao com o coeficiente de
correlagao e a independéncia Estatistica

Conforme Haykin (1999, 507-8) e Reza (1961, 282-3), no caso de duas varidveis

aleatérias terem uma distribuicao normal conjunta, a entropia mitua adquire um

novo e importante significado.

2
aP UX XX

(X3 X,) ~ =norma1M200;02: 1 1%y

1 2 dIldIZ [ ] GX2§X1 O-iz
T, = xn, = B (X~ By (1), - B, 1]
O’2 =0x.x —E[p Xl EIP’ [Xl])Q}

1 1 1

2 2
Ty = Ty, = B (X? ~ By, [X2]) }

O coeficiente de correlacao é definido como:
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Portanto, conforme Reza (1961, p. 283), a entropia conjunta é:

hIPl?IP2 (Xpﬂpz ) - 1Og2 27T0X10X2 1= le?Xz ’

A entropia mitua é:

1 2
hpl'rpz (XPMPZ ) - _510g2 (1 - pXﬁXz )
Note-se que a entropia mitua depende apenas do coeficiente de correlagao.

Um teorema da Estatistica estabelece que se a distribui¢ao conjunta é normal e o
coeficiente de correlagao é nulo, entao as duas varidveis aleatérias sao
estatisticamente independentes. Por outro lado, quando as duas varidveis
aleatdrias sao estatisticamente independentes, entao o coeficiente de correlacao é

nulo.

Desta forma, quando duas varidveis aleatérias sao estatisticamente

independentes, a entropia miitua é nula.

Conforme Haykin (1999, p. 514), quando a entropia mitua é nula, as duas

varidveis aleatodrias sao estatisticamente independentes.

Black & Weigend (1998), apud Haykin (1999, p. 513), aplicaram a medida de
entropia mutua na andlise de dados do mercado financeiro com o intuito de
extrair dos dados de agoes o conjunto de componentes latentes independentes.
Trata-se de uma generalizagao da andlise de componentes principais, que extrai

componentes nao correlacionadas.

2.3.12 Entropia de um processo estocdstico markoviano ou taxa de entropia

Quando duas varidveis aleatdrias sao independentes, graficamente temos as

seguintes relagoes:
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Figura 16: Representacgao grifica em forma de barras das entropias entre duas

variaveis aleatorias independentes

hIP’l;IP’2 (XIP’l:IP’2 )

I, (X, )

e, (X, )

A primeira medida de probabilidade pode ser imagina como associada a um dado

canonico e a Segunda, a uma moeda canonica.

Portanto, a entropia conjunta é:

hy,

1

h]P’l;]P’2 (XIP’I;IF’2 ) - (X]P’l ) + hIF’2 (XIF’2 )
= log, 6 + log, 2

Note-se que a entropia mitua é nula.

Caso elas sejam independentes e nao identicamente distribuidas, entao:

h]P’I;]P’Z;...;]P’,, (X]P’I;PZ;...;P,, ) = éhﬂ» (XR )

Portanto, a entropia de n varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas é:

hJP:]P‘;...:]P (X]P’;]P’:...:]P’ ) = nhy (X]P ) .

Qual o valor da entropia de um conjunto de varidveis aleatérias dependentes?

Inicialmente serd estudado o processo estocdstico mais simples, isto é, a cadeia de
Markov. Considere-se um processo estocdstico {X,;n = 0,1,2,...}. Se X, =i, entao
o processo é dito estar no estado ¢ no estdgio ou instante de tempo n. Seja

Pr(X

we1 = J | Xy =i)=p; >0 a mesma probabilidade de transicio do estado i
para o j qualquer que seja n. Isto é, suponha-se que:

Pr(X7L+1 = -7 | X’" = Z';anl = Z

n—17""

sXp =0, X, =14 = p;
para todos os estados iy,i,...,3, ;,i,j € todo n >0.
A cadeia de Markov pode ser representada da seguinte maneira, pela Teoria da

Informacao:
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Figura 17: Representacao grifica em forma de barras das entropias de um

processo estocastico markoviano

Xp o)
hPNPz;P;s( Py 5By Py

e, (X )
he, (X, )
e, (X, )
e s, ( Xo 5, ) e p (X | oo (X )
o, (X, 5, (X5, ) o s, (X,

Woem, (Xievon )

Note-se que hlw,2 (Xxm ) = hw;m (XP2|P1 )

A entropia conjunta pode ser expressa em termos das condicionais de forma

andloga a cadeia de Markov:
h[F’I:IF’Z:IF’S (XIP’l;IP’Z;IP’3 ) = hIF’l (XIP’l ) + hIF’2|IP’l (XIP’2|IP’1 ) + hIF’g\IF’2 (‘XIF’EHP’2 ) .
= b, (Xp, ) 2y p (X )
Generalizando:
he p..p, (XR;PZ;...;M ) = hyp (XIP’l ) + nhp (XIP’Z\IP’I )

A entropia do terceiro estdgio da cadeia de Markov dados os dois primeiros é:

he p..p, (XR;PZ;...;M ) = hyp (XIP’l ) + nhp (XIP’Z\IP’I )

A entropia do terceiro estdgio condicionada aos dois primeiros é a entropia do
segundo estdgio condicionado ao primeiro. Este resultado vale para qualquer

nimero de estdgios consecutivos.
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Note-se que este resultado pode ser generalizado, conforme Cover & Thomas

(1991, p. 66), da seguinte maneira:

hIF’n\(IF’l;IP’Z;...;IP )(XPH(PI;PZ;.,.;PH)) = hPle (Xugml ) .

n—1

Conforme Cover & Thomas (1991, p. 66), {X;;i=12..n,..} é uma cadeia de
Markov estacionaria com distribuicao estaciondria P{* e matriz de transicao P®
Entao a taxa de entropia ou entropia do processo estocdstico markoviano é dada
pela equagao seguinte:
E]piao ( P ) h’[P’ Py ( PiBy; i, )
1
- E[hpl (XPI ) + nhPZ‘Pl (XP2|P1 )]

= %h@,l (Xpl ) + h[p;ml (XIP;IIPE )

— thl]Pl (Xﬂ”zm ) quando n — oo

onde

Xy {0 PYi= 12 m}} - ¢ = { Yog, PV = o (X]le)}

m = quantidade de estados

A unidade desta medida é bit/estado/estdgio e representa a quantidade média de

surpresa por evento por estdgio do processo markoviano estaciondrio.

Para o caso particular de uma cadeia de Markov de dois estados, as matrizes de

transicao e a distribuicao estaciondria sao, respectivamente:

p®
pm — | !
1
P
11—« «
|8 1-p
-l 1
¥ a+B a+p

7z

A entropia da varidvel aleatéria X, . é:

hﬂk(XIP’OC):_aiﬁlo&[aiﬁ]_aiﬁlog{‘)[aiﬁ]’

A taxa de entropia do processo markoviano estaciondrio é:
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b (X ) = (55 e [0 )+ (55 [

hplm (prm ) = —(1 - a)log,(1 — a) — alog, a

h[pnz(l) (szm ) = —(1 - B)log,(1 — B) — Blog, B

A superficie da taxa de entropia deste processo markoviano estd representada no

gréifico a seguir:

Figura 18: Gréfico de superficie da taxa de entropia de um processo markoviano

estaciondrio de dois estados

As curvas de nivel da taxa de entropia deste processo markoviano estao

representadas no grifico a seguir:
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Figura 19: Gréfico de curvas de nivel da taxa de entropia de um processo

markoviano estaciondario de dois estados

2.3.13 Entropia mitua total

A entropia mutua dos dois primeiros estdgios da cadeia de Markov é:
h(IPz'rP;s)lPl (X(IPZ’IP;& )|IF’1 ) - hIPl’IPZ (XIPNIPZ ) a hP2|P3 (XP2|P3 )
- hPZ’]PB (XPQ’]PB ) B h/]P’Zl]Pl (X]P’Z‘]pl )

Poder-se-ia considerar esta tltima entropia como uma entropia mitua conjunta

ou total dos trés primeiros estdgios consecutivos de uma cadeia de Markov, isto é:

h(IPWIPii)‘IPl (X(IPWIP:j )‘Pl ) - %I’IPZ’IPZ% (XIPI’IPWIPB )'

Desta forma, temos que a entropia mitua conjunta (dependéncia) dos n

primeiros estdgios da cadeia de Markov decresce, tendendo para zero, isto é:
%ppzv“wpn (XIF’NIF’WWIF’,,, ) — 0 quando n — .

Observe-se que, na expressao a seguir, a medida de probabilidade conjunta entre
dois estdgios consecutivos da cadeia de Markov aproxima-se cada vez mais do

produto das medidas de probabilidade, pois a dependéncia a cada passo diminui.
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Desta forma, a divergéncia tende para zero também. Isto significa que o ganho de

informacao sucessivo é decrescente.

%WJPHJA (XIP7Y7IP71+1 ) - d(XIP || XP71*P71+1 )

- d(X<Pn|P7,,+1>*Pn+1 || XIP"*IPnﬂ)
~ d(XP”*PnJrl || XP”*PHJA )
=0
2.8.14 Relagao entre a entropia de Shannon e a de Boltzmann

"A modern definition of entropy is a quantitative measure of the uncertainty associated with

probability distribution, or the amount of missing information."

Yang (1997, p. xi)

Tendo por base Cover & Thomas (1991, p. 33-6) pode-se afirma que o conceito de

entropia de Shannon contém o de Boltzmann, pois daquele pode-se derivar este.

O conceito de entropia termodindmica de Boltzmann baseia-se na hipétese de que
o comportamento das particulas é aleatério. Desta forma, o préximo estado do
sistema fechado apenas depende do estado atual. Este sistema pode ser modelado

pela cadeia de Markov.

O macroestado mais equilibrado de todos em termos de quantidade de pontos de
fase por célula é aquele em que os pontos de fase distribuem-se uniformemente
entre as células do sistema fechado. Este macroestado especial pode ser chamado,
desta forma, de estado de equilibrio ou de maxima probabilidade termodinidmica.
Se o sistema nao estd em equilibrio, mudangas ocorrerao no sistema até que o
estado de equilibrio tenha sido atingido. Portanto, a mecénica Estatistica
interpreta o aumento da entropia num sistema fechado como uma conseqiiéncia
natural de um sistema tender de um estado menos provavel para um mais
provavel. Quanto maior a desordem de um sistema, maior a sua probabilidade
termodindmica e maior a entropia. O mais alto grau de ordem de um sistema é
ter todos os pontos de fase concentrados numa tnica célula. Neste estado a
probabilidade termodinamica relativa (w) é 1 e a entropia é nula. O estado de
maxima entropia ou de equilibrio nao é um estado estdtico, pois os pontos de fase

estao em permanente movimento no sistema. Logo, ocasionalmente o sistema
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diferird do estado de equilibrio e, consequentemente, a entropia deixard de ser
maxima. Pequenas mudangas sao mais provaveis do que as grandes, mas estas
nao sao impossiveis, apenas altamente improvéveis. Este fen6meno é estudado na

Teoria das Flutuagoes [Sears (1955, cap. 15)].

Do ponto de vista markoviano, quando o sistema entra em regime estaciondrio
(equilibrio) significa que a medida de probabilidade associada ao numero de

microestados do sistema fechado torna-se fixa.

No sentido termodindmico esta medida de probabilidade estaciondria deve ser

uniforme para que a entropia do sistema fechado aumente.

No entanto, a medida de probabilidade estaciondria uniforme ocorre se e somente
se a matriz de transicao da cadeia de Markov for duplamente estocdstica, isto é,
se a soma de cada linha e de cada coluna das probabilidades de transicao somar
um. Evidentemente, no caso mais geral da cadeia de Markov, apenas a soma de
cada linha das probabilidades de transi¢ao (condicionais) deve somar um. Trata-

se, portanto, de uma cadeia de Markov muito particular.

Entropia de Shannon

Entropia de
Boltzmann

2.3.15 Entropia de ordem o e a distingao entre processos cadticos e aleatorios
Schiitzenberger (1954), Rényi (1961) e Pompe (1994), apud Golan et al. (1996, p.
36-7), apresentam o conceito de entropia generalizada. A expressao da entropia

discreta generalizada é:

1 n
hp (Xpia) = 1 10g22p}€’
- i=1

a€eR

A entropia discreta de Shannon é um caso particular da medida anterior quando

a—1.
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Conforme Pompe (1994), apud Golan et al. (1996, p. 37), o parametro alfa é

utilizado para distinguir processos cadticos dos aleatdrios.

2.3.16  Divergéncia de Amari e a func¢ao utilidade HARA

Samperi (1998, p. 144) relata que a divergéncia de Kullback-Leibler generalizada
de Rényi é:
1
d.[Xp; Xpsa] = _alogZIf];*(:r) 1 (2)da
Quando a — 1, hd a divergéncia de Kullback-Leibler:
Jr(2)
d[Xp; Xpia — 1] = ffT(x)log2[%]dx
= d(X'Jl‘ | XIP’)

Amari (1996), apud Samperi (1998, p. 144), define outra medida de divergéncia

generalizada:

X
X[pvx']yaa ff[p) ga {_$]

_ fr(@)
fp()
1+«
i) e
9o (y) = ylog,y, a =1

—log,y, a = -1

Para alfa igual a 1, -1 e 0 tém-se as duas divergéncias de Kullback-Leibler e a

distancia de Hellinger [Samperi (1998, p. 145)].

dy [ Xp; Xpso = 1] = d (X || Xp)
da[XIP?XT?O‘ = _1] = d(XIP’ I X’]I‘)

d, [ Xp; Xpia = 0] = 2f(«/fﬂ,,(x) — JfT(I))ZdI

Samperi (1998, p. 147) apresenta uma tabela reproduzida a seguir, na qual
relaciona a funcdo utilidade HARA (hyperbolic absolute risk aversion) [Pratt et

al. (1996, apéndice 3) e Luenberger (1998, p. 256)] com a o-divergéncia de Amari.

A funcao utilidade HARA é:
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axr
1—7

-
+b] ,b>0.

O coeficiente de aversao & incerteza de Arrow-Pratt é:

1
T a+d
o v Fungao utilidade HARA
oo | 1 Linear (neutro a
incerteza)
-3 1/2 Quadratica
-1 0t Logaritmica
0 -1 Inversa (competitiva)
1 too Exponencial
3 2 Quadratica
too | o1t Linear (neutro a
incerteza)

Como pode ser observado, hd uma estreita conexao entre funcao utilidade e
divergéncia. Neste momento, tem-se definido o caminho da integracao entre
Teoria da Informacao e Teoria Estatistica Bayesiana da Decisao. A tese de

Samperi (1998) abre este possivel unificacao de abordagens.

2.3.17  Processamento otimo de informagao incompleta ou estimagao robusta
com dados limitados utilizando o principio da mdxima entropia ou da
minima divergéncia

Conforme Jaynes (1996, p. ix) e Samperi (1998, p. 4; 215-8), a resolugao do

problema de formacao de preco de opgao pode ser entendido como um problema

de processamento 6timo de informacao incompleta. Este processamento utiliza o

principio de méxima entropia (=minimo risco) ou de minima divergéncia

(=méxima utilidade). Samperi (1998, p. 118) afirma que a maximizacdo da

entropia é claramente equivalente & minimizacao da divergéncia com relacao a

distribuigdo prévia uniforme [Benish (1999) e Lence & Miller (1998)]. No entanto,

a entropia relativa ¢ invariante a mudancga de coordenada, enquanto a entropia
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nao goza desta propriedade (Haykin (1999, p. 496)). Desta forma, é preferivel
utilizar o principio de minima entropia relativa. Em Samperi (1998, p.125) h4
uma interpretacao geométrica deste principio numa situagao discreta. Samperi
(1998, p. 221) afirma que a entropia relativa pode ser entendida como um

automomento.

A aplicagdo destes principios permite obter a maioria das distribuicoes de
probabilidade [Kapur & Kesavan (1992), apud Samperi (1998, p. 11)]. Além disso,
a entropia relativa estd intimamente relacionada com o conceito de suficiéncia da

Estatistica e energia livre de um sistema.

O principio de minima entropia relativa (cross-entropy) generalizada é uma
expansao do principio de maxima entropia, pois considera também a distribuicao

prévia [Lence & Miller (1998, p. 854-5)].

Samperi (1998, p. 32; 187-9) demonstra que o problema de obter a medida de
probabilidade neutralizadora do prego da incerteza pelo principio de méxima
entropia ¢ o dual do problema de maximizar a utilidade esperada da riqueza
terminal cuja fungao utilidade é exponencial (critério de Kelly Jr.). Este tltimo

problema é tratado por Luenberger (1998, cap. 9 e 15) e Cover & Thomas (1991).

Samperi (1998, cap. 4) estuda a relagdo da classe de fungdes utilidade chamada
HARA (hyperbolic absolute risk aversion) [Pratt et al. (1996, apéndice 3)] com

divergéncia.

Jaynes (1998, p. 104) afirma que a analogia com teorias fisicas é muito mais
profunda que uma mera analogia de método [Haykin (1999, p. 586-92) e
Batschelet (1978, p. 361-5)]. Na p. xii, afirma que a maximizagdo da entropia cria
um modelo a partir dos dados disponiveis. Na p. 3-29, afirma que, enquanto a
Estatistica Clédssica e Bayesiana sao especulativas, a de mdxima entropia é nao
especulativa, isto é, (i) o modelo criado ¢ o mais simples para capturar toda
informacao das restrigdes e (ii) é o tnico modelo para o qual as restrigdoes sao
Estatisticas suficientes. Portanto, evita-se a consideracao de informacoes que nao
se tém e aproveita-se ao médximo as que se tém. Na p. xiii, afirma que o principio

de mdxima entropia é a ferramenta apropriada (a mais segura) quando se tem
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muito pouco conhecimento além dos dados brutos; ele protege o estudioso contra
tirar conclusoes nao garantidas pelos dados disponiveis. Entretanto, quando a
informacao é extremamente vaga, pode ser dificil definir qualquer espago amostral
e poder-se-ia causar surpresa se ainda um principio mais primitivo que este se
encontrasse. H4 espaco para muito mais pensamento criativo aqui. Na p. 2-18,
afirma que qualquer distribuicao de probabilidade é necessariamente subjetiva no
sentido de descrever apenas um estado de conhecimento, e nao pode de modo
algum ser mensurada por um experimento fisico. Ela pode ser objetiva se
independer da personalidade do usudrio (sentimentos como esperanga, medos,
valores de julgamento etc.). Na p. 3-29, afirma que, praticamente em todos os
problemas reais de inferéncia cientifica, os dados sao conhecidos, mas a hipétese
correta nao o é. Entao, o problema enfrentado pelo cientista é de natureza inversa
ao imposto pela regra dominante da pedagogia convencional (teoria da
amostragem). Fornecidos os dados, qual é a probabilidade de alguma hipétese
especificada ser verdadeira? De fato, a motivacao do cientista para coletar dados
é geralmente possibilitar que ele aprenda algo sobre o fenémeno. O objetivo do

cientista é estabelecer uma conexao légica entre os dados e as hipoteses.

2.3.17.1 Exemplo paradigmdtico do principio de mdxima entropia aplicado a

um problema com indeterminac¢ao
Desta forma, Jaynes estabelece que, mesmo os problemas com indeterminacao

(ill-posed), podem e devem ser resolvidos.

Jaynes, apud Golan et al. (1996, p. 12-4), apresenta um problema sobre um
experimento com o langamento de um dado de seis faces. Seja X a varidvel

aleatéria associada ao lancamento do dado.
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FEvento Probabilidade Valor
w, =face 1 » z, =1
w, =face 2 Dy T, =2
w, =face 3 Dy T, =3
w, =face 4 P, z, =4
w, =face 5 Dy T, =5
w, =face 6 Do z, =6

Observe-se que:

»3&-
= 1=
(VAR
o
I
—_

O problema consiste em estimar as probabilidades (incégnitas nao observéveis)

dos eventos do experimento.

Imagine-se que é sabido que o resultado médio de um grande ntimero de

langcamentos independentes deste dado é 1.

Mesmo com esta informacao, nao é possivel utilizar o estimador de mé&xima

verossimilhanca de uma distribuicao multinomial.

Este problema é claramente indeterminado (ill-posed) porque ha seis incégnitas
(probabilidades) e apenas duas fontes de informagao, isto é, a soma das

probabilidades é um e a média é .

A formulacao a seguir é a de um problema de programacgao nao-linear.

6
max h = —Zpi In p,
i=1
restricoes:

pi:1

- 1=
I

p,T, = U
1

i=
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A medida de probabilidade de médxima entropia segue abaixo para alguns valores

da média.

K b D2 b3 Py D5 Pg max h
2 0,478 | 0,255 0,136 0,072 0,038 0,021 1,367

3 0,247 | 0,207 | 0,174 | 0,146 | 0,123 | 0,103 1,748
3,5 | 0,167 | 0,167 | 0,167 | 0,167 | 0,167 | 0,167 1,792
4 10,103 | 0,123 | 0,146 | 0,174 | 0,207 | 0,247 1,748
5 0,021 | 0,038 | 0,072 | 0,136 | 0,255 | 0,478 1,367

Note-se que, como era de esperar, quando p = 3,5, a distribuicao de médxima

entropia é a uniforme discreta.

Como os dados econoémicos (de modo particular) e das ciéncias sociais costumam
ser de natureza nao experimental, isto é, observacionais, muitos dos modelos
estatistico-economicos que constituem a base da estimacao e inferéncia sao

indeterminados [Golan et al. (1996, p. 1)]. e

Conforme Yang (1997) o principio da méxima entropia (PME) foi estabelecido
primeiramente por E. T. Jaynes, em 1957. O PME tem sido amplamente aplicado
em termodindmica e mecanica Estatistica, andlise de séries temporais,
reconstrucao de imagens, teoria das filas, teoria dos jogos e teoria da decisao,
Economia, andlise de carteira etc. O PME pode ser descrito como: quando ¢é feita
a inferéncia baseada em informacgao incompleta, deve-se fazé-la a partir da
distribuicao de probabilidade que possui a médxima entropia permitida pela
informacao disponivel. Portanto, o PME fornece uma regra de processamento
6timo de informacao. A entropia mede a quantidade de informacao faltante, e a
distribuicao de entropia maxima ¢é a distribuicao menos subjetiva compativel com
as restricoes dadas, ou melhor, é a menos comprometida com as informacgoes
faltantes. Estatisticamente, isto implica que nao héa razao para preferir qualquer
outra distribuicao. O principio geral da maxima entropia é aplicavel a qualquer

problema com espago de hipéteses bem definido e informacao incompleta.
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Conforme Reza (1961, p. 278), a maxima entropia no caso discreto, com dominio
finito, ocorre quando os eventos sao igualmente provéaveis. Ja4 no caso continuo ou
com dominio infinito este resultado nao se aplica. No caso continuo a entropia

diferencial pode ser negativa ou infinita também.

No entanto, estas situacoes ocorrem porque, na pratica, faltam restricoes que

tornem a entropia relativa bem-comportada, isto é, limitada e positiva.

Cabe lembrar que, no caso discreto, a entropia tinha as restricoes de nao-
negatividade das probabilidades e da soma destas ser igual a 1. Os valores da
varidvel aleatéria (se o conjunto de apoio ou dominio for finito), porém nao

interferem no cédlculo da entropia discreta.

J& no caso continuo (conjunto de apoio ndo enumerdvel) ou discreto infinito
(conjunto de apoio enumerével), as restrigdes sobre o conjunto de apoio afetam a
entropia diferencial e a entropia, respectivamente. Lembre-se que, no caso da
medida de probabilidade normal, a entropia diferencial é funcao da varidncia dos

valores da varidvel aleatéria. Esta, por sua vez, é fungao do conjunto de apoio!

Desta forma, pode-se inverter o problema. Isto é, pode-se perguntar qual a
medida de probabilidade que maximiza a entropia discreta ou diferencial sujeita

as restricoes plausiveis sobre a varidvel aleatéria de interesse.

O problema invertido pode ser resolvido por métodos de otimizacao nao-linear,

como o dos multiplicadores de Lagrange.

Os trés casos seguintes continuos encontram-se em Reza (1961, p. 278-82) e

Golan et al. (1996, p. 34-6).

2.83.17.1.1 Qual a funcao densidade de probabilidade que maximiza a

entropia quando o dominio da varidvel aleatoria é finito?

A distribuigao uniforme continua no intervalo dado é a resposta a esta pergunta.
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1};{&))( -[fp(x)ln[fp(fv)}dm

restricoes:

1) fp(z) > 0, = € & = [a;0]

As duas restricoes garantem que a funcgao procurada seja uma densidade de

probabilidade.

Conforme Golan et al. (1996, cap. 3), Gulko (1998, cap. 1) e Reza (1967, cap. 8),
pela equacao de Euler tem-se que a funcao de densidade de probabilidade que

maximiza a entropia diferencial é a uniforme continua no conjunto de apoio dado:
Infi(z) +1+ X =0
(@) =exp(—=1—X\;)
_ 1
exp(1+ X))
A =Inb—a)—1

fiw) =

Note-se que este resultado confere com a intuicao de que a distribuicao mais
honesta (a mais objetiva) da varidvel aleatéria, quando apenas o dominio finito é
fornecido, ¢ a uniforme continua. O X é o multiplicador de Lagrange associado a

restricao zero.

Se o dominio for discreto, a fungao densidade de méxima entropia serd a uniforme

discreta. ¢

2.83.17.1.2 Qual a funcao densidade de probabilidade que maximiza a
entropia quando o dominio da wvaridvel aleatéria é positivo e sua
esperanca é conhecida?

A distribuicao exponencial, tendo como parametro a esperanca dada, é a resposta

a esta pergunta.
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1};{&))( -[fp(x)ln[fp(fv)}dm
restricoes:

ONFAOUES
¢
(1) f of, (2)dz = 0,

¢
2) fo(z) > 0, z € & = [0;400)
As restrigdes (0) e (2) garantem que a fungao procurada seja uma densidade de

probabilidade.

A restrigdo (1) exige que a esperanga (primeiro momento) seja igual a uma certa

constante (média).

Conforme Golan et al. (1996, cap. 3), Gulko (1998, cap. 1) e Reza (1967, cap. 8),
pela equacao de Euler tem-se que a funcao de densidade de probabilidade que
maximiza a entropia diferencial é a exponencial no conjunto de apoio dado:
Infp(z)+1+ N +a\ =0
fp(z) = exp(—1= X5 —zA])

B exp(kaf)
Cexp(L4+ )
A =-—1+1n6,
1
o=
1 91
L1 1
o () a exp 9133

Note-se que este resultado confere com a intuicao de que a distribuicao
exponencial é a mais honesta (a mais objetiva) quando o dominio na forma de
uma semi-reta e a média da varidvel aleatéria sao fornecidos. Os X\ e A" sao os

multiplicadores de Lagrange, associados as restricoes zero e um, respectivamente.

Se o dominio for discreto, a funcao densidade de médxima entropia serd a

geométrica [Johnson et al. (1992, cap. 5) e Kemp (1997)].
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2.3.17.1.3 Qual a funcdo densidade de probabilidade que maximiza a

entropia quando o dominio da wvaridvel aleatdria € infinito e sua

varidncia é conhecida?

A distribuicao normal com esperanca nula e a variancia dada é a resposta a esta

pergunta.

%g}){ —[fp(x)ln[fp(x)]dx
restricoes:

O [ fo)dz =1
§

(1) fa:fp(a:)dm =0, =0=p
£

@) [(2=6,) ke = [eh(x)dz = 6, = o*
¢ 3
(3)fp(x)>0, reé=R

As restrigoes (0) e (3) garantem que a funcdo procurada seja uma densidade de

probabilidade.

A restrigao (1) exige que a esperanga (primeiro momento) seja igual a uma certa

constante (média).

A restrigao (2) exige que a varidncia (segundo momento centrado na média) seja

igual a uma certa constante (variancia).

Conforme Golan et al. (1996, cap. 3), Gulko (1998, cap. 1) e Reza (1967, cap. 8),
pela equacao de Euler tem-se que a funcao de densidade de probabilidade que
maximiza a entropia diferencial é a normal no conjunto de apoio dado:
Infi(z)+ 14N +z\ +2°N =0
Fi(z) = exp(—1— N\ —a\ —22X))

exp(—zA" — 22X\})
exp(1+ Ao )

N = %111(27702) -1

A =0
X =30
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Note-se que este resultado confere com a intuicao de que a distribuicdo normal é
a mais honesta (a mais objetiva) quando o dominio na forma de uma reta, a
média e a varidncia da varidvel aleatéria sao fornecidos. Os X, A’ e A} sao os
multiplicadores de Lagrange, associados as restricoes zero, um e dois,

respectivamente.

Se o dominio for discreto, a funcao densidade de méxima entropia serd a normal

discreta [Kemp (1997)].#

As fungoes de densidade de probabilidade encontradas anteriormente sao

chamadas de fun¢oes de densidade de probabilidade de maxima entropia.

Se outros momentos forem considerados na determinagao da fungao densidade de

probabilidade, uma expressao generalizada encontra-se em Golan et al. (1996, p.

36).

2.3.17.2 Principio de minima divergéncia

Conforme foi mostrado anteriormente e em Samperi (1998, p. 118) maximizar a
entropia é claramente equivalente a minimizar a divergéncia com relacao a
medida de probabilidade prévia uniforme. No entanto, como a divergéncia é

invariante com relagao & mudanca de coordenada, ela é preferivel.

Portanto, a minimizacao da divergéncia é uma generalizacao da maximizagao da

entropia.

Samperi (1998, p. 119) sugere trabalhar com a seguinte medida, chamada de

divergéncia simétrica, que possui as caracteristicas de distancia:
d(Xps Xy ) = d(X; || Xp )+ d(Xp [| Xy ).

Esta divergéncia foi proposta por Kullback (1997, p. 6) e, segundo este autor,
possui todas as propriedades de uma distancia (métrica), como definida na
topologia, com excecao da propriedade da desigualdade triangular, e, por isso, ela

nao pode ser chamada de distancia.

O principio de minima divergéncia tem a seguinte formulacao:
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Max f (o
restrlcoes.

(0) [ fol@)dz =1
3

I

®) [ g,@)fp(@)de = 0, k =1,2...
¢
(n+1) folz) >0, z€¢

Note-se que, se as informagoes disponiveis sobre a varidvel aleatéria sao os

momentos, entao g, (z) = z*.

A funcao de densidade de probabilidade de minima divergéncia é dada pela

seguinte expressao:

e ]
o Ein )

¢
Note-se que, quando f(z) =c¢ conveniente, isto ¢, a funcao de densidade de
probabilidade é uniforme, obtém-se a funcao de densidade de probabilidade de

mé&xima, entropia.

2.8.17.8 Aziomas de consisténcia

Shore & Johnson (1980), apud Haykin (1999, p. 535), provaram que o principio
de méaxima entropia estd correto no sentido de que, dado o conhecimento prévio
na forma de restrigoes, hd apenas uma distribuicao que as satisfaz e que pode ser
escolhida por um procedimento que satisfaz os axiomas de consisténcia. Esta
distribuigao é obtida pela maximizacao da entropia. Os axiomas de consisténcia

Sa0:
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a) Unicidade: o resultado deve ser unico.
b) Invariancia: a escolha de coordenadas nao deve afetar o resultado.

c¢) Independéncia de sistema: nao deve importar se informacao independente sobre
sistemas independentes é explicada separadamente, em termos de diferentes

densidades, ou juntas, em termos de uma densidade conjunta.

d) Independéncia de subconjunto: nao deve importar se um subconjunto
independente de estados do sistema é tratado em termos de uma densidade

condicional separada ou em termos da densidade do sistema completo.

Eles também mostraram que a divergéncia de Kullback-Leibler também satisfaz

estes axiomas.
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3 Determinacao entrépica do preco racional da opcao européia

simples ordindria sobre acao e bond

3.1 Introducao

Estimagao e especificacao da medida de probabilidade neutralizadora do prego da

incerteza tornou-se um tema central em Finangas.

Conforme Yang (1997, p. 7), o principio de nao-arbitragem fornece uma condigao
suficiente para a existéncia de uma medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza necessdrio para a formacao de preco livre de arbitragem.

Entretanto, ele nao fornece um meio de determiné-la.

Ross (1976), apud Yang (1997, p. 5), considerou o conceito de arbitragem como o

conceito unificador em Financas.

Tornou-se comum caracterizar a medida de probabilidade neutralizadora do preco
da incerteza, supondo um processo estocdstico para o preco do valor mobilidrio

subjacente.

Conforme Harrison & Pliska (1981), apud Baxter & Rennie (1998, p. 197-8), (i)
um mercado é livre de arbitragem se e somente se hd pelo menos uma medida de
probabilidade neutralizadora do prego da incerteza; (ii) e, neste caso, o mercado é
completo se e somente se existe exatamente uma medida de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza e mais nenhuma.

hedge perfeito
e

)

mercado completo

)

existencia e unicidade da medida de probabilidade risco-neutro

)

preco unico e livre de arbitragem

Conforme Yang (1997, p. 12-3), o principio de nao-arbitragem estabelece que, se
ha uma carteira de valores mobilidrios que replica o valor intrinseco de uma

op¢ao, entao a opgao e a carteira replicante devem ter o mesmo preco.
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Ross (1976), apud Gulko (1998, p. 1-1), e Varian (1987) demonstram que nao
ocorrerd oportunidade de arbitragem se e somente se existir um vetor de precos
estritamente positivos de ativos Arrow-Debreu na condicao de mercado completo

uniperfodo.

Conforme Ross (1976), apud Gulko (1998, p. 1-1), ndo ocorrerd oportunidade de
arbitragem se e somente se existir um vetor de precos estritamente positivos de

ativos Arrow-Debreu tal que:

b(®)[ g, (] [1,(7)]
= b(t)Ey,, {70}

em que ¢ = estado da natureza

7 = valor mobiliario

) = 1@}

b(r)y=1
Um mercado financeiro é dito completo uniperfodo se o posto da matriz de
retornos r(r) da data 7 ¢é igual ao nimero de estados da natureza m, i. e., se ha
m valores mobilidrios linearmente independentes. A matriz r(r) é uma matriz
quadrada nao-singular. Portanto, ela é inversivel. Logo, o vetor de probabilidades

risco-neutro é unico:

Se o posto de retornos for menor que m, entao o mercado é dito ser incompleto
uniperfodo e o vetor de probabilidades neutralizadora do preco da incerteza nao é

tnico. Portanto, o preco de um ativo nao é tnico.

Conforme Cox & Rubinstein (1985) e Baxter & Rennie (1998), a condigdo de
mercado completo multiperfodo pode ser obtida pela estratégia de carteira
replicante, quando este mercado passa a se chamar mercado dinamicamente

completo ou completo multiperiodo.

A abordagem econométrica e entrépica possibilita obter a medida tnica de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza em condicao de incerteza de

mercado, sob as hipéteses de mercado perfeito, mercado em equilibrio competitivo
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e mundo com preco da incerteza neutralizado. Desta forma, com esta medida
linica de probabilidade, o preco racional da opgao pode ser prontamente
determinado. Além disso, este método entrépico nao necessita das hipdoteses
normalmente utilizadas nos métodos tradicionais: mercado dinamicamente
completo (hipdtese esta equivalente & estratégia de hedging perfeito com a
carteira replicante e autofinancidvel dinamica de valores mobilidrios negocidveis)
e processo estocdstico markoviano especifico associado ao movimento do prego do
valor mobilidrio subjacente (e.g. movimento browniano geométrico para o
comportamento do prego da agdo). Isto é, as hipéteses de mercado completo,
eficiente e a medida de probabilidade real ou subjetiva (lognormal) nao séao
necessarias. Conforme Baxter & Rennie (1998, p. 41), esta tltima condigao, na
verdade, sempre foi desnecessiria, porém ela tem sido utilizada e a medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza independe dela! Portanto, seu

uso fere o principio da parcimonia.

No espirito de Kelly Jr. (1956), quanto menos informagdes subjetivas (e.g. fungao
de utilidade e probabilidade subjetiva) forem necessdrias para a obtencao do

preco racional, melhor (principio da parcimoénia).

O principio da méxima entropia fornece um método préatico, robusto e simples de
determinar a medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza,
mesmo em condicao de mercado incompleto e sem a especificagao de um processo

estocdstico para o comportamento do preco do valor mobilidrio subjacente.

3.2 O mundo informacionalmente eficiente é entropico

A seguir serd feita uma importante e nova conexao entre o mundo com preco da
incerteza neutralizado de Yang (1997) e de Neftci (1996) e a hipétese de mercado
informacionalmente eficiente de Gulko (1998). Serd mostrado que esta tltima
hipétese € um resultado deste mundo virtual. Logo, pelo principio da parcimoénia,
ela é dispensavel como hipotese para a determinacao do preco da opcao européia

simples ordindria sobre agao e bond.

Lembrando que S,(t) = exp(—rft)si(t) ¢ um martingale no mundo com preco da

incerteza neutralizada e que martingales sao varidveis aleatdrias cujas variagoes
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futuras sao completamente imprevisiveis dada a histéria do prego. Isto é, a
direcao do movimento futuro do preco, num processo martingale, é impossivel de

ser prevista.

Entao, o mundo com preco da incerteza neutralizada é informacionalmente
eficiente, pois o investidor virtual é completamente ignorante a respeito da
préxima mudanca de prego. O preco corrente de valor mobilidrio com incerteza
reflete a expectativa de mercado (a média aritmética das expectativas subjetivas)
sobre o desempenho do preco futuro. Um mercado competitivo equilibra
multiformes expectativas subjetivas de tal modo que, a cada momento, metade
dos investidores hipotéticos imagina que o preco de um valor mobilidrio ird subir
enquanto a outra metade acredita que o preco ird descer, isto é, os precgos, neste
mundo virtual, mantém os investidores hipotéticos num estado de madxima

incerteza com relagao aos seus préximos movimentos de preco.

3.3 FExpectativa de mercado

Conforme Gulko (1998) apud Yang (1997), expectativa de mercado ¢ definida

como a média aritmética de todas as expectativas dos investidores.

Note-se que estes investidores sao os hipotéticos neutros a incerteza do mundo

com preco da incerteza neutralizado.

Para construir o relacionamento entre o conceito de entropia e o de expectativas
de mercado, associado com pregos de ativos ou taxas de retorno em Financas em

condicao de incerteza, assume-se que hé n investidores no mercado.

O principio de nao-arbitragem assume que todos os investidores preferem mais a
menos. Em acréscimo, admite-se que cada expectativa do investidor é igualmente
provavel se nao se tem informacao para atribuir um peso mais alto para algum
particular ponto de vista do investidor. A suposicao anterior é consistente com o
principio da razao insuficiente de Laplace que afirma que, a menos que haja
informacao em contrdrio, todos os resultados devem ser considerados como

igualmente provaveis.
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Suponha-se que ha m estados associados com o preco futuro de um ativo §,. Ha
n investidores no mercado. O investidor k¢ tem expectativa de que o estado j

ocorra com probabilidade Py s sendo k=12,..,n e j=12..m.

Considerando que as expectativas dos investidores tém o mesmo peso, entao a
expectativa de mercado para o estado j é simplesmente a média aritmética das

expectativas individuais:

n
Zpkj
k=

n

b;

Entao a entropia da distribuicao de probabilidade P = {p;j=12..,m} ou da
expectativa de mercado é:

m

hp (Xp ) = _ij Inp,.

J=1

¢

Desta forma, o mundo informacionalmente eficiente é entrépico.

Portanto, a partir deste momento, este mundo sintético serd denominado mundo

entropico.

Convém lembrar que o mundo entrépico originou-se de um mundo sem
arbitragem, com linearidade de pregos, com preco da incerteza neutralizado,

martingale e, finalmente, de um mundo informacionalmente eficiente.

O exemplo a seguir mostrard uma maneira alternativa de obter a medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza no mundo entrépico. Desta
forma, evidencia-se o fato da nao necessidade da hipétese de mercado completo e
eficiente e da medida de probabilidade real ou subjetiva do valor mobilidrio

subjacente da data de exercicio para a determinagao do preco racional da opgao.
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3.4 Exemplo paradigmdtico da determinacao do preco racional de

uma opc¢ao racitonal pelo principio da marima entropia

No exemplo, conforme Gulko (1998, p. 1-4), as opgoes e os contratos futuros de
euroddlar  expiram em 16/09/1996=t¢ . Considere-se que hoje seja
t, = 0=01/07/1996 (data zero). Portanto, o prazo é 7 =t —t, =t . Estas opcoes
serao tratadas como européias. Na data de exercicio 7, as opgoes pagam
max{F. —k,;0} em que k. é o prego de exercicio (prego contratual futuro) e
max{F. —k.;0} é o preco futuro estocdstico na data 7. O pregco futuro do
euroddlar é determinado pela subtracao da taxa de juros sobre os depdsitos de
euroddlar de trés meses (©) de 100. Por exemplo, uma taxa de juros de 5,00%
gera um preco futuro de 95. Em particular, na data de expiragao os precos
futuros convergem para 100 menos a taxa de juros spot. Considerar-se-ao cinco

opcoes de compra de eurodélar que diferem apenas pelo preco de exercicio®:

Opcao A B C D E
Preco de exercicio 93,75 94,00 | 94,25 | 94,50 | 94,75

Preco da opgao de compra européia 0,52 0,30 0,12 0,03 0,01

O preco de um ativo sem incerteza (titulo do Tesouro americano) que paga $1 em

16/09/1996 ¢é b = H;r =0,98912. Logo, a taxa certa neste periodo (de 01/07/96
f

até 16/09/96) é de 1,1%.

Um espaco de estados do preco do futuro na data de exercicio, para que a matriz
de retornos seja inversivel, é:

93,75
94,00
94,25
™~ 194,50
94,75
95,00

* Wall Street Journal (02/07/1996), apud Gulko (1998, p. 1-4).
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Portanto, a matriz de valores intrinsecos r., nos diferentes estados da natureza, é:

1 0 0 0 0 0
102 0 0 0 0
105 025 0 0 0
1 075 0,50 0,25 0 0
1 1,00 0,75 0,50 0,25 0
1 1,25 1,00 0,75 0,50 0,25

O vetor de precos observados s das opgoes e do ativo sem incerteza é:

s =[0,98912 0,52 0,30 0,12 0,03 0,01

Como a matriz de valores intrinsecos possui posto seis, ela é posto completo. Isto
implica que o mercado é completo. Logo, existe uma tnica medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza Q, dada pela expressao:

1.1

=0,1103 0,1617 0,3640 0,2831 0,0404 0,0404

3.4.1 Propriedades empiricas da medida de probabilidade neutralizadora do

pre¢o da incerteza

3.4.1.1 Propriedade empirica 1: a distribuicao da medida de probabilidade
neutralizadora do prego da incerteza é em forma de sino (unimodal)

A forma de sino da distribuicao da medida de probabilidade neutralizadora do

preco da incerteza sugere que esta medida reflete as expectativas de precos dos

ativos-base dos investidores, apesar de Q ser uma medida de probabilidade

abstrata sobre um espago de estados da natureza ¢.
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Distribuicao de F(T)

0,4000

0,3500 1

0,3000 4

0,2500 4

< 0,2000 -

0,0404

93,6 93,8 94 94,2 94,4 94,6 94,8 95 95,2
F(T)

Qualquer conjunto de opcoes contempordneas gera uma distribuicao de
probabilidade neutralizadora do prego da incerteza com forma de sino [Gulko

(1998, p. 1-6)].

3.4.1.2 Propriedade empirica 2: o desvio-padrao na medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza de F. é praticamente igual a

volatilidade real de F,

O valor esperado e desvio-padrao de F. na medida Q. sao:

1y = By [F]
= 94,2757
op = lVarQ [F.]
= 0,2959

Como F. =100 - ©, o desvio-padrao de F. é igual a volatilidade implicita da taxa

de juros © de trés meses, no periodo de dois meses e meio (de 01/07/96 a

16/09/96):
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no(F) = Eg [E, |
= Ey [100 - ©]
=100 — £, [©]
= 94,2757

O] = 100 — 94,2757
= 5,7243

oo (Fr) = JVarg [F]
= /VarQ [100 — ©]
= Va,rQ (O]
= UQ(@)

(©) = 0,2959

Eyl

E comum, para uma taxa de juros de curto prazo, que sua volatilidade varie
entre 0,20 e 0,40 num periodo de dois meses e meio. O valor de 0,30 para a

volatilidade é uma razodvel estimativa para a taxa do euroddlar de trés meses.

As volatilidades obtidas por meio dos precos das opgoes sao sempre similares as

reais do mercado (Gulko (1998, p. 1-6)).

Enquanto a teoria de arbitragem apresenta a medida de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza como uma medida de probabilidade positiva
sobre um espaco de estados da natureza ¢, as propriedades 1 e 2 sugerem que
esta medida nao é completamente abstrata. Além disso, a forma de sino desta
medida sugere que a medida de probabilidade neutralizadora do pregco da
incerteza estd sujeita a outras restricoes que devem ser acrescidas a de

positividade.

3.4.1.8 Propriedade empirica 3: nenhuma variagao unilateral de um preco
de opgao por um tick (0,01) aumenta a entropia acima de hy (F,) dada a

restri¢ao de nao poder aumentar o desvio-padrao acima de o, (F;).

Para incluir novas restricoes, serao examinados os efeitos das variagoes dos precos

das opc¢oes na forma da medida Q.

Duas medidas serao utilizadas para descrever a forma da distribuicao: desvio-

padrao e entropia.

A entropia de F,, na medida Q, é dada por:
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6
h@(FT) = _Z;qi lnqi

= 1,522
Quanto mais uniforme for a distribuicao de F,, maior serd o valor da entropia.

Quando o desvio padrao é zero, a entropia vale zero (valor minimo). Por outro

lado, quando a distribuicao é uniforme, a entropia atinge o seu valor méximo.

Portanto, neste caso particular, a medida de probabilidade neutralizadora do

preco da incerteza Q serd caracterizada por (JQ (E, );hQ (E; )) = (0,2959;1,522) .

Suponha-se agora que os precos das opgoes variem continuamente para baixo e
para cima o valor de 0,01 (um tick). Como as medidas de desvio-padrao e

entropia variam?

Formalmente, para qualquer variacao de preco unilateral da opc¢ao s —s menor
ou igual a um tick (0,01), isto &, 0 <s* < s+ 0,01, verifica-se:

max hg (F.)

sujeita as restrigoes:

g="b"tsr !

og (F7) < 0q (F)
Nestas condigoes, quando os pregos das opgoes tém um aumento de até 0,01, a
entropia pode chegar a aumentar, porém, ao final da variacao do tick, ela sempre

acaba menor que hy(F,)=1522 . Portanto, a medida de probabilidade que

maximiza a entropia de F. é Q.

Figura 20: Entropia versus volatilidade [Gulko (1998, p. 1-8)]
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A propriedade empirica 3 sugere a caracteristica de médxima entropia dos precos

das opgoes e da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza.

Seja I o conjunto das restrigdes denominado informagao contida no conjunto de
restricoes. Entao a propriedade de méaxima entropia da medida de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza Q" pode ser formulada como:

Q = argmgth(FT 1)
=Q
A medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza maximiza a
entropia condicional de F,, isto é, a entropia condicional sobre o conjunto de

informagoes T.

A medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza Q° é geralmente
Unica em aplicagoes de interesse pratico devido ao fato de hg (F,) ser uma fungao

concava sobre um conjunto convexo de medidas de probabilidade G .

O conjunto I de informagoes determina completamente a medida Q. No exemplo
das opcoes de euroddlar, se os precos das cinco opcoes forem utilizados, basta
inverter a matriz de resultados para determinar a unica medida Q. Se [ inclui
apenas quatro dos precos das opgoes e um limite superior para a varidncia, pode-
se ainda determinar de maneira unica a medida Q" pela maximizacao da entropia

de FE, e, em seguida, formar o preco da opg¢ao omitida.

Qual é o menor conjunto informacional I necessdrio para construir a medida de
probabilidade risco neutro? Dentro do espirito de Black-Scholes-Merton supoe-se
que as medidas de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza sao
completamente determinadas pelas informagoes fornecidas pelos ativos primérios,
tais como acgoes e bonds. Os ativos financeiros derivados, tais como opgoes, nao

oferecem informacao adicional para a formacao de precos.
Entao o conjunto I contém apenas as informagoes dos ativos primdrios.

Por exemplo, pode-se reduzir este conjunto de informagoes ao preco atual do

ativo-base e de sua volatilidade.

Para ilustrar os mecanismos e as implicacgoes, considere-se o exemplo do mercado

de opgoes de euroddlar. Primeiramente, serd construida a medida Q" sobre o
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dominio ¢ ={f;i=12,..6} = {93,75;94,00;94,25;94,50,94,75;95,00} , condicionada sobre
o conjunto informacional I = {¢f;0} que contém o preco do futuro livre de

arbitragem f=ng(F)=Ey(F)=942757 e a variancia de F na medida Z

o
(observar Figura 20 em que Z é a medida com o mais alto valor de entropia),
ie., o} (F)="Var,(F)=02925 ao invés de of (F,)= Var, (F,)=0,2959". Sendo
assim, o valor do desvio-padrao de F., quando a entropia é m&axima, é a melhor

estimativa de o consistente com a hipdtese de médxima entropia.

Em seguida, serao formados os precos das opgoes na medida Q° e comparados
com os valores cotados. Um mau ajuste rejeitaria a escolha de I e/ou a hipdtese

de mercado entrépico, enquanto um bom ajuste seria um sinal encorajador.

Dadas as estimativas de f e o, a medida Q" é dada pela resolu¢ao do seguinte

programa de méxima entropia:

6
_ Ina.
max ; g;Ing,
sujeita as restricoes:
EG (F)=1Ff
B (F2)= o +

6
Zgi =1

i=1

g, >0, parat=12,..,6

Mais detalhadamente:

6

max — Z 9;1ng;
i=1

sujeita as restricoes:

gjf;j:f

- 114
I

297]‘;2 _ 0_2 + f2
i=1
6

9, = 1
i=1

g, >0, parat=12,...,6

Numericamente:
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6

max — Z g;Ing,
¢ i=1

sujeita as restricoes:

6

> 9 =1

i=1

9,93,75 + 9,94,00 + ¢.94,25 + .94,50 + ¢.94,75 + ¢.95,00 = 94,2757

9,93,75% + ¢,94,00* + g,94,25* + ¢,94,50% + ¢,94,75* + ¢,95,00* = 0,2925% + 94,2757

g, >0, parat=12,..,6
A primeira (restrigdo da média) e a ultima restricdo (restrigdo de positividade)
garantem a que a solugao é uma medida de probabilidade neutralizadora do preco
da incerteza. A segunda restricao garante a condicao de nao-arbitragem ou a
hipétese de mundo com preco da incerteza neutralizado. A terceira restricao
garante a forma de sino da medida de probabilidade. A solucao é tnica, pois a

fungao objetivo (entropia) é concava e estd definida sobre um conjunto convexo.

A solucao analitica deste problema de otimizacao é determinada pelo método dos
multiplicadores de Lagrange. A solu¢ao é uma medida de probabilidade discreta

simétrica em forma de sino sobre Q%:

o e M)

6
Yoexp(Nf + M)
=1

para i = 1,2,....6

i

em que os multiplicadores de Lagrange )\ e ), sao determinados numericamente
de tal modo que as restricoes da média e da varidncia sao satisfeitas. A

distribuigdo encontrada é a normal discreta [Kemp (1997)].

Os valores numéricos da medida de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza de médxima entropia Q" sao mostrados e plotados abaixo com a medida
de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza Q extraida diretamente a
partir dos precos das opgoes. As duas distribuicbes sao substancialmente
similares. Em particular, a medida Q" assemelha-se mais a um sino (mais

simétrica e lisa), sendo assim consistente com a propriedade empirica 1, um

** A demonstragao deste solugao encontra-se em Gulko (1998, apéndice 1.1).

248



realistico desvio-padrao consistente com a propriedade empirica 2 e a propriedade

de maxima entropia consistente com a propriedade empirica 3.

0,4000

Figura 21: Distribuicao de F,

Distribuicao de F(T)

0,3500 -

0,3000

0,2500 +

0,2000

QeQ*

0,1500

0,1000 4

0,0500 -

0,0000

93,6 93,8 94

94,2

94,4
F(T)

94,6

95 95,2

Quadro 5: Estimativas das probabilidades neutralizadoras do preco da incerteza

no mercado completo e entrépico

F 93,75 94,00 94.25| 94,50| 94,75 95,00
Q (mercado completo) | 0,1103| 0,1617 0,3640| 0,2831 0,0404| 0,0404
Q" (mercado entrépico) | 0,0840| 0,2280| 0,3260| 0,2810| 0,0970| 0,0200

Quando

os precos das opcoes

calculados

na medida de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza sao arredondados para o tick mais préximo,

quase todos eles coincidem com os precos cotados.

Quadro 6: Preco racional da opgao no mercado completo e no entrépico

Prego de exercicio (k)

93,75

| o100 | 9425 | 9450 | o475
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Precos das opgoes de compra | 0,5199 0,2934 0,1235 0,0340 0,0050
calculados na medida, Q"

(s =bg'r)

Preco arredondado para o tick mais | 0,52 0,29 0,12 0,03 0,01
proximo

Precos das opgoes de compra cotados 0,52 0,30 0,12 0,03 0,01

Este exemplo candnico fornece trés resultados adicionais:

(i)

(i)

(iii)

Um resultado positivo do teste — como deste do exemplo canénico — sustenta

a propriedade de méxima entropia e a escolha do conjunto informacional I.

O conjunto informacional I deve incluir conhecimento disponivel relevante
sobre o preco do valor mobilidrio subjacente. Este conjunto pode ser tao
parcimonioso quanto o do exemplo candénico no qual o preco e sua
volatilidade foram suficientes para a formagao do prego da opgao. No
entanto, o conjunto informacional pode ser bem rico e incluir quaisquer
dados relevantes adicionais na forma de restrigoes adicionais. Por exemplo,
os dados adicionais poderiam ser os momentos de mais alta ordem da

varidvel aleatodria prego do ativo-base ou precos disponiveis das opcoes.

O mundo informacionalmente eficiente permite a formagao de pregos de
opcoes na condicao de mercado incompleto. Nao foram necessdrias seis
equagoes para a obtencao da medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza sobre um espaco de seis estados da natureza. Esta
medida foi extraida de um conjunto parcimonioso de informagoes I,
contendo apenas o dominio, o valor futuro do prego a vista pela taxa de
juros certa e a variancia do preco do ativo-base. Esta capacidade de
formagao de preco em mercado incompleto é um desvio da tecnologia de
formagao de preco vigente que se baseia na condi¢ao de mercado completo,

mesmo sabendo-se que os mercados de capitais sao incompletos.

Propriedade de geragao (property spanning) dos pregos das opgoes: diz-se que

uma opg¢ao é gerada por ativos primérios se o seu prego pode ser expresso como

uma funcao apenas dos descritores dos ativos primérios. Por exemplo, no modelo
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de Black-Scholes-Merton, uma opg¢ao de acao é gerada por dois ativos primarios:
a agdo subjacente e o ativo sem incerteza (bond) cujos descritores relevantes
incluem o preco do bond, o preco da agao e a volatilidade do retorno da acao.
Além disso, na economia de Black-Scholes-Merton, a geracao de opcao é
equivalente & condicao de mercado completo. Esta equivaléncia foi demonstrada,

por exemplo, por Cox, Ross e Rubinstein em 1979%.

A formacao entrépica de preco goza da propriedade de geracdao se o conjunto
informacional I, contendo apenas os descritores dos ativos primadrios, é suficiente
para determinar pregos mais realisticos de opcoes. Entao um preco de opgao pode
ser expresso como uma funcao apenas dos ativos descritores dos ativos primadrios.
O exemplo canoénico apresentado exibe esta propriedade. Como a formacgao
entrépica do preco da opcao goza desta propriedade, entao a geracao de opcao
ocorre em mercado incompleto. Em tais casos, geracao e condicao de mercado
completo sao claramente nao equivalentes quando comparados com os resultados

cléssicos de Black-Scholes (1973) e Merton (1973).

O que causa a divergéncia entre a abordagem entrépica e de Black-Scholes-

Merton?

Na abordagem entrépica, a nocao de geracao reflete o montante de informacao
necessaria para determinar um preco de opgao, i.e., o montante de informacao
contido no conjunto informacional I. Este é a geracao de opcao informacional. A
nocao de geragao de Black-Scholes-Merton, porém, baseia-se num conjunto de
regras algébricas que sao necessdria para replicar fisicamente os valores
intrinsecos (payoffs) da opcao por uma carteira administrada, dinamicamente
composta por ativo sem incerteza (bond) e ativo-base (agao) (carteira replicante).
Isto ¢ uma geracao algébrica de preco da opcao. A geracao algébrica implica
geragao informacional. No argumento de Black-Scholes-Merton (argumento de
replicagao da opgao), a informagao fornecida pelos ativos primérios determina os

precos das opgoes. A geracao informacional, por outro lado, nao implica geracao

" Cox, J.C.; Ross, S.A. & Rubinstein, M. 1979. "Option pricing: a simplified

approach." Journal of Financial Economics 7:145-66
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algébrica. Por exemplo, neste exemplo canénico os precos das opgoes, obtidos
num mercado simples de euroddlar, utilizando a hipétese de mercado entrépico,
nao necessitaram de qualquer regra de replicagao de opgao. Portanto, a
abordagem entrépica é menos restritiva que a abordagem de Black-Scholes-
Merton. Em particular, a abordagem entrépica nao se apdia na condicao de

mercado completo.

3.6 Determinacao da medida de probabilidade mneutralizadora do

preco da incerteza de maxima entropia

Conforme Gulko (1999, p. 1-29:1-31), dado o conjunto informacional
I = {5; T’f;SU;O'Z}, a funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do preco
da incerteza de méaxima entropia ¢(s,) da varidvel aleatéria S, (preco do valor
mobilidrio na data de exercicio 7=t sendo t, =0) é a solucdo do seguinte

programas:

als;) = argmax - [ f(s.)In[ f(s,))ds,
f6)
restricoes:

© [ fts:)ds, =1
€

0 oo = ool
3

(2) stf(sT)dsT =0’ + [80 eXp(rfT)]2
19
(3) f(s;) >0, s, €&

Note-se que as restri¢oes (0) e (3) garantem que a fungio seja uma densidade de

probabilidade.

A restrigdo (1) garante que a medida de probabilidade seja neutralizadora do
preco da incerteza. Ela expressa a hipotese de mundo com preco da incerteza

neutralizado.

*® Berger, J. 1985. Statistical decision theory and bayesian analysis. New York:

Springer-Verlag.
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A restrigdo (2) implementa a evidéncia empirica 1 (forma de sino) e pode ser
relaxada para:

(2) fszf(sT)dsT <o’ + [80 exp(rfr)r.
§

Conforme Gulko (1998, p. 1-28) a igualdade da restricdo (2) significa que os
investidores procuram um consenso sobre a volatilidade de S.. J& a desigualdade
significa que os investidores procuram um consenso apenas sobre o limite superior
da volatilidade. Matematicamente, ambas as restricoes conduzem & mesma
solucao. Economicamente, a volatilidade pode ser considerada como um limite de

volatilidade ao invés da volatilidade.

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de

maxima entropia q(s,) é:

e Normal se ¢ =R = (—o0;+00), isto €, quando o preco pode assumir qualquer

valor real.

e Normal truncada se ¢ =R" =][0;+cc), isto é, quando o preco pode assumir

valores positivos. Este é o dominio de variacao do prego da agao.

¢ Normal duplamente truncada se ¢ = [0;1], isto é, quando o preco pode assumir
valores num intervalo fechado. Este é o dominio de variagdo do bond [Gulko

(1998, p. 4-8)].

Gulko (1998, p. 1-30) chama a varidvel aleatéria para a qual a funcdo de
densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de méxima
entropia de varidvel de estado. Portanto, a varidvel de estado anterior é o preco

da acao ou do bond.

Este autor considera a varidvel aleatéria retorno total da acao como:

&

S

RT:ln[

0

O dominio da taxa de retorno da acgao é a reta real.

Para o bond o dominio é (—oc;—1Ins,].
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Desta forma, a funcao de densidade de probabilidade de méxima entropia do

retorno total da agao é:

e Normal: este resultado é exatamente igual a hipétese assumida, em Financas,
de que a taxa de retorno da acao tem distribuicao normal. No mercado
entrépico, as distribuicoes normais sao solucoes para os problemas de
inferéncia do investidor quando o conjunto de apoio é a reta real e a variancia

(volatilidade) é limitada superiormente.

e A funcado de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza

de médxima entropia do retorno total é obtida se seu valor esperado for

Se a varidvel de estado - retorno total - possui distribuicao normal, o preco da
acao possui distribuicao lognormal. Portanto, a funcao de densidade de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza de méxima entropia do preco
¢é a distribuicao lognormal. Esta costuma ser outra hipétese utilizada em Finangas

sobre a distribuicao do preco da agao.

Conforme Gulko (1998, p. 1-30), se o desempenho do ativo é visto pelo investidor
em termos espaco de preco ou do retorno total, trata-se de uma questao empirica.
Note-se que esta escolha, por parte do investidor, determina se a medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza é normal truncada ou

lognormal.

Portanto, conforme Gulko (1998, p. 1-38), a vers@o entrépica generaliza o modelo
de B-S-M. O modelo original de B-S-M admite que o preco do valor da agao
obedece ao movimento browniano geométrico, a taxa de juros de curto prazo
instantdnea é constante e, também, que a volatilidade instantdnea da taxa de
retorno da acao é constante. A derivacao entrépica relaxa estas restrigoes e,
entao, sugere que a férmula de B-S-M pode ser muito mais geral e robusta do que

usualmente se acredita.

Conforme Yang (1997, p. 35-6), Gulko (1995 e 1996) foi contraditério, pois,
mesmo insistindo no fato de que o processo de difusao é irrelevante para a

determinacao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza de
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maxima entropia, ele os utiliza na determinacao das medidas de probabilidade

neutralizadora do preco da incerteza gama e beta.

Yang (1997, p. 36-44) utiliza o Sistema de Distribui¢oes de Pearson [Johnson et
al. (1994, p. 15-25)] e o relaciona com o principio de mdxima entropia para a

obtencao das medidas de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza.

Yang (1997, p. 34) e Gulko (1998, p. 3-10) ressaltam que, no caso da medida de
probabilidade neutralizadora do preco da incerteza normal truncada no zero, a
densidade nao é zero, embora ela possa ser pequena. Isto implica que o preco
pode ser nulo. Este resultado contradiz a restricao de que o preco deve ser

estritamente positivo.

O resultado anterior sugere que as restrigoes sobre o conjunto de apoio devem ser
mais bem definidas. Mesmo que o conjunto de apoio fosse definido como

¢ = (0;4+00) = RI, a solucao continuaria sendo a normal truncada.

A autora argumenta que incorporando restrigoes com g, (z) = Inz, a medida de

probabilidade neutralizadora do preco da incerteza correta é obtida.

3.6.1 Sistema de Distribuicoes de Pearson

Conforme Johnson et al. (1994, p. 15-6), entre 1890 e 1895 Pearson estabeleceu
uma equacao diferencial para geracao de funcoes de densidade de probabilidade
f(z):

1 df(z) o+

fle) dz ¢, textem’

Esta equacao diferencial gera funcgoes de densidade de probabilidade que

dependem dos parametros a, ¢,, ¢, € c,.

Se —a nao é raiz da equagao ¢, + ¢z + ¢,z = 0, entao f(z) ¢ finita quando z = —a.
Além disso, % = 0. Este resultado indica que o ponto —a é de médximo ou

T=—a

moda.
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d@|

Outro resultado evidente ocorre:
4@ -0

. Isto é, quando a funcao de

densidade de probabilidade tem o valor nulo, isso significa que a curva tangencia

a abscissa no ponto zero e/ou no infinito.

df ()
“dr =0.

Se = —a e f(r) = 0, entao
A equacao diferencial possui duas restrigoes:
W) [ f@r =1
(2) Jf(fﬂ) >0, z€¢

A maioria das distribuicoes possui uma forma semelhante a um sino, isto é, elas
geralmente iniciam no zero, crescem até atingirem um valor mdaximo e,

finalmente, decrescem até atingirem o zero. Isto é, elas costumam ser unimodais.

Se a taxa com a qual elas crescem é igual a taxa com a qual elas decrescem, a

distribuigao é simétrica. Se as taxas sao diferentes, elas sao assimétricas.

Pelo menos num dos extremos da distribuicao hd o contato com a abscissa.

Geralmente, hd o contato nos dois extremos.

Supondo que a varidvel aleatéria é centrada no zero e que z, e z, sao as raizes
reais da equacao ¢, + ¢,z + ¢,z = 0, as principais distribuigoes geradas pela equagao
diferencial de Pearson sao [Yang (1997, p. 39-40) e Johnson et al. (1994, p. 15-
25)] sao:

e Tipolell (z <0<u,): beta

e TipoIll (¢, =0 e ¢, =0): gama

3.6.2 Relacao entre o Sistema de Distribuicoes de Pearson e o principio da

mdxima entropia

Conforme Yang (1997, p. 40-44) h& uma estreita relacdo entre o sistema de

Pearson e o principio da méxima entropia.

Para Kapur (1989), apud Yang (1997, p. 40), as distribuigbes de Pearson sao

apenas casos particulares do resultado derivado a partir do principio da méaxima
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entropia quando sao necessdrios os quatro primeiros momentos para determinar

os quatro parametros que ocorrem na equacao diferencial.

Nesta situagao, terfamos a seguinte expressao derivada do principio da méxima

entropia:
Inf*(z) = =1 =N — 2\ — 2\ — :1:3)\§ — 'L

Os lambdas sao os multiplicadores de Lagrange.

Portanto:
d * _ d * * 2y * 3y 4y
E[lnf (m)]_a(_l_/\o — N — 2\ — 2N — )
1 d.,. . « # x
Fayal @1= A =20k = 30°X — da®X]

Esta equacao diferencial fornece distribuigoes trimodais sem restricao sobre o

dominio.

Note-se que esta ultima equacao é bem diferente da equagao diferencial de

Pearson.

Portanto, torna-se ficil perceber que o principio de maxima entropia nao reflete
as restrigdes sobre o dominio (conjunto de apoio) da varidvel aleatéria X. J4 a
equacao diferencial é sensivel as restricoes sobre o dominio, incluindo as restrigoes

sobre as suas extremidades.

Se a extremidade inferior da distribuicdo unimodal é conhecida, isto é,
¢ = (0;+0) , entao:

1 df(x) a-+z

fl@) dv —  z(b +bx)

Desta forma, a equacao diferencial gera apenas as distribuigdes do tipo I (beta) e

1T (gama).

Se ¢, =0 e ¢, =0, entdo:

1 df(z) a+x

f@) de ¢+’
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Desta forma, a equagao diferencial gera apenas a distribuigao do tipo III (gama).

Note-se que o denominador é linear.

Se ¢, =¢, =0, entao:

1L df(z)  a+w

flz) dz <

Desta forma, a equacao diferencial gera apenas a distribuicao normal. A normal
nao possui classificagao no sistema de Pearson. O mesmo ocorre com a lognormal.

Elas sao casos limites de outras distribui¢oes de Pearson.

Portanto, informacoes sobre o dominio contribuem para determinar os

parametros da equacao diferencial de Pearson.

3.6.3 Incorporagao do sistema de Pearson no principio de mdzxima entropia

A incorporacgao do sistema de Pearson no principio de méxima entropia dé-se por
meio de restricoes que contenham informagoes sobre o dominio de varidvel

aleatdria.

Por exemplo, se é sabido que z >0, pode-se utilizar E,(InX), pois InX estd

definido para este dominio.
Se z <1, Ey[In(l — X)] pode ser utilizada.

Note-se que, se os dois primeiros momentos da varidvel aleatéria sao conhecidos,
entdo Ey(lnX) e Ep[ln(l- X)] (médias geométricas) também s@o, pois, conforme
Park & Sharp-Bette (1990, p. 398):

1 Var, (X)

By(InX) % In By ()] - 550
P

Var, (X)

V(];TIP(th) %%

Ep(In[l1— X)) ~ In[1 - B, (X)] %%
2

Var, (X)
Var, (In[1 - X)) ¥ —————
[1—EP(X)}
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3.7 Determinacao da medida de probabilidade neutralizadora do

preco da incerteza de mdaxima entropia do preco do bond

Portanto, para o prego do bond, tem-se o seguinte programa:

q(s;) = argmax f f(s:
restricoes:

0) [ fls)ds, =1
3

() [ 5 f(s.)ds, = Ey(S.) = sy exp(ry7)

3

) f st f(s;)ds. = EQ(S?') =0+ [80 exp(rfT)]

2

fln 5. )ds, = Eg [In(S,)]

fml—@ f(s,)ds, = Eg [In(1 - S,)]
(5) fg(ST) >0
Note-se que as restrigoes (3) e (4) representam, em forma de restricdo, a
informacao sobre o dominio s, € ¢ = (0;1). Nos outros programas, esta informacao
foi ignorada pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Agora, como ela foi
explicitamente incorporada na forma de restrigoes, o dominio é considerado na
obtencao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza de

méxima, entropia.

Nesta situacao, ter-se-ia a seguinte expressao derivada do principio da méxima

entropia:
Ing(s,) = =1 =X — s, A" —s2A; —In(s, )N —In(1—s,)A}.
Os lambdas sao os multiplicadores de Lagrange.

Portanto:

1
1—s,

—_
I
)
—~
w
~—

1
=N — 25X - N A

Esta equacao diferencial fornece distribuigoes trimodais sem restricao sobre o

dominio.
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As restrigdes (1) e (2) sdo eliminadas para a determinacgido de uma distribuigao

unimodal, fazendo seus respectivos multiplicadores de Lagrange iguais a zero.

1 odg(s) A — (A +A)s
q(s‘r) dST B s‘r(l_sr)

Ao derivar o lagrangiano em relagao ao preco e exigir que a distribuicao seja
unimodal obtém-se a equacao diferencial de Pearson. Portanto, existe uma

relacao direta entre o Sistema de Pearson e o principio de méxima entropia.

Conforme Yang (1997, p. 43) a funcdo de densidade de probabilidade
neutralizadora do preco da incerteza de méxima entropia do preco do bond é uma
beta cujos pardmetros dependem apenas dos multiplicadores de Lagrange,

associados as restrigoes (3) e (4):

a(sr | B3p) = B(ﬁll;BQ)'Sfll (1—s )%
B, >0
B, >0

1
B(6,;8,) = fsffl (1—s.)%"1ds, é a funcao beta.
0

Novamente, Yang (1997, p. 44) relata que Gulko (1995 e 1996) assume processos
de difusao tanto para o preco da acao quanto para o bond e que estas hipéteses
tornam a obtencao da medida de probabilidade neutralizadora do prego da

incerteza de méxima entropia uma tarefa dificil.

Apesar da aparente contradi¢cdo metodolégica apontada por Yang (1997) sobre o
trabalho de Gulko até 1996, Gulko (1998, p. 4-17) afirma que, apesar de impor
um processo de difusao para a varidvel de estado, a densidade de méxima
entropia possui a propriedade 1til de ser relativamente robusta com relagao a

escolha do processo de difusao da varidvel de estado.

Gulko (1998, p. 4-16) encontra uma medida de probabilidade neutralizadora do

preco da incerteza de méxima entropia do preco do bond sem cupom.

Gulko (1998, p. 4-12) considera a existéncia de dois ativos num mercado perfeito
e eficiente no intervalo de tempo [0;7]: um bond sem risco e outro com risco e sem

cupom. O bond sem risco paga 1 na data de maturidade 7. O bond com risco
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promete pagar 1 na data de maturidade ¢t > 7. O preco do bond com risco S, é

uma varidvel aleatéria cujo dominio é ¢ = [0;1].

Na data 0 os pregos dos bonds e a varidncia do preco do bond com risco sao

conhecidos. Portanto, o conjunto informacional & I = {¢ = (0;1],7;,5,,0? }.

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de
maxima entropia é:

1 8,-1

1—s )2t
BGG) T (T

Q(ST | ﬂl;ﬂg) =
1

B(3;:6,) = [s7 7 (1=s.)" " ds,, B, >0 f, >0
0

8, = w[w(l;w) _ 1]

(o2

w =35 exp(rfr)

Note-se que:

by

B+ By VarQ(ST)

Eqy(5;) = 8,6,

T (B 4B (8, + B, +1)
:g2

=w e
=5 exp(rfr)
Para simplificar este processo de obtencao, utilizar-se-4 a idéia do Sistema de

Pearson incorporando-a na forma de restrigoes.

3.8 Determinacao do preco unico é livre de arbitragem da opcao de
compra européia simples ordindria sobre um bond

Apesar de Yang (1997, p. 44) ter facilitado o processo de obtengao da medida de

probabilidade neutralizadora do preco da incerteza , na pédgina 52, a autora

atinge uma férmula aprorimada do preco da opgao européia simples ordindria de

um bond sem cupom com risco.

Em seguida, Yang (1997, p. 53-4) conclui que uma segunda aproximacao gera a

mesma férmula exata encontrada por Gulko (1998, p. 4-18:4-19):
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% = % ( Sr |ﬁl + 1 ﬁZ’ ) kT eXp(—’l”fT)@(ST |ﬁl;ﬁ2§k‘r)
@(ST |61;ﬂ2;k‘f):17 (ST |61;ﬂ2§ ‘r)

k-
Qs | B33k ) = [a(s: | B, )ds
0

Se o bond com risco promete pagar ¢ na data de maturidade ¢ > 7, conforme

Gulko (1998, p. 4-19) tem-se:

& = Q|| B+ 18, |~ ke exp (=17 ) B[ 1 iy )

3.9 Determinacao da medida de probabilidade neutralizadora do

preco da incerteza de maxima entropia do preco de acao
Portanto, para o preco da agao como varidvel de estado, tem-se o seguinte
programa
q(s;) = argmax f f(s:
restricoes:

0) [ f(s:)ds. =1
13

(1) [ 5. f(s.)ds, = Eo(S.) = sy exp(ry7)

13
2
(2) f $2f(s,)ds, = EQ(SE) =0’ + [50 exp(rff)]
fln s, = Eg[In(S,)]
(4) f(ST) >0
Note-se que a restri¢ao (3) representa, em forma de restrigdo, a informagao sobre
o dominio s, € ¢ = (0;+00). Nos outros programas, esta informacao foi ignorada
pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Agora, como ela foi explicitamente
incorporada na forma de restricoes, o dominio é considerado na obtencao da

medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza de méxima

entropia.

Nesta situacao, ter-se-ia a seguinte expressao derivada do principio da méxima

entropia:

Ing(s,) = =1 =\ — s, A — s2A; — A
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Os lambdas sao os multiplicadores de Lagrange.

Portanto:

1 dg(s,) 1
_ —A* —9 * —A*
q(s;) ds, b s, 0

Esta equagao diferencial fornece distribui¢coes bimodais sem restricao sobre o

dominio.

A restrigdo (2) é eliminada para a determinagdo de uma distribuigdo unimodal,

fazendo seu respectivo multiplicador de Lagrange igual a zero.

1 dQ(ST) _ 7)‘;: — )‘1*87'

q(s;) ds, 57

Note-se que a solugao da equacao diferencial de Pearson é a distribuicao gama,
pois o denominador ¢ linear. Gulko (1998) também atinge esta distribuigdo para o

preco da acao.
Yang (1997, p. 56-9), contraditoriamente ao que vinha desenvolvendo, nao utiliza
o preco da agao como varidvel de estado.

Nesta tese, continua-se admitindo que a varidvel de estado é o preco da agao.

Gulko (1998, p. 3-12:3-13) também utiliza o preco da acgdo como varidvel de
estado. A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da
incerteza de méaxima entropia do preco da agao obtida por ele é a gama cujos
pardmetros dependem apenas dos multiplicadores de Lagrange associados as

restrigoes (1) e (3).

Na data 0 os precos da acao e do bond e a varidncia do preco do acao sao

conhecidos. Portanto, o conjunto informacional é | = {§ = (0;+00),7;,8),0” }

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de

maxima entropia é:
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e /6;1 6,1
Q(ST | ﬂlvﬂg)—m&- exp(fﬂQST)

1B = [sh exp(s,)ds,, 6 >0
0

I'(3,) ¢ a funcao gama.

Note-se que:

EQ(ST):% ﬂl

2 = —

_ o Vary, (8.)= 5,
:0‘2

= syexp(ry7)
Conforme Gulko (1998, p. 3-13:3-14) a distribui¢do gama é mais flexivel que a
lognormal empregada no modelo de Black-Scholes-Merton. A gama é capaz de
descrever a participacao aciondria nos vérios estdgios do ciclo de vida da
corporagao (semelhantemente a uma progressdo biolégica): (i) oferta piblica
inicial da agao (a distribuicdo exponencial expressa valor baixo da a¢do com alta
volatilidade), (ii) maturidade e nome estdvel da agdo (a distribuigdo gama
assemelha-se a lognormal e reflete que o retorno esperado é maior que a

volatilidade) e (iii) decadéncia da agao [distribui¢do semelhante ao estdgio (i)].

A densidade q(s, =0|8;8,) =0 se 8, >1. Neste caso, a gama e a lognormal sao
qualitativamente similares: ambas tém origem no zero e tém a forma de sino. A
forma de sino descreve adequadamente, conforme Gulko (1998, p. 3-13), os
valores aleatérios dos indices de agoes (e.g. Dow Jones Industrial e S&P 500) e
empresas estdveis e maduras (e.g. General Electric Co. e Wells Fargo Bank). O

valor esperado do prego da agdo E;(S.) destas acoes excede a sua volatilidade

[Vary (S: ), isto é, Eq (8;) > \[Vary (S;).
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O gréfico a seguir representa uma funcao de densidade gama ¢(s, | 8, = 10;8, = 6).

10

Desta forma, a esperanca do preco & E, (S;) = 5 1,67 e a volatilidade do prego

, [10
é lVarQ(ST) =36 ~ 0,53 .

Figura 22: Gréfico da funcao de densidade de probabilidade gama(10;6)
fdp

0.8¢

0.6¢

0.4r

0.2r

st
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

A densidade ¢(s, =0 8;;3,) >0 se 0< 3, <1. Neste caso, a gama e a exponencial
sao qualitativamente similares: ambas possuem a massa de probabilidade
concentrada proxima do zero e a esperanca do preco é aproximadamente igual &

volatilidade do preco. De fato quando a gama q(s, | 3, = 1;8, = 2) coincide com a
exponencial, Ey(S;) = /VarQ (S,) = % Esta funcao de densidade descreve

adequadamente, conforme Gulko (1998, p. 3-14), agbes de baixo valor e alta
volatilidade. Estas sao freqiientemente as agoes de empresas no inicio ou no final

de seu ciclo de vida.

Figura 23: Gréfico da fungao de densidade de probabilidade gama(1;2)
fdp
2 L

1.5¢

0.5¢

st
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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3.10 Determinacao do preco unico é livre de arbitragem da opcao de

compra européia simples ordindria sobre uma acao

A férmula exata encontrada por Gulko (1998, p. 4-18:4-19) para a determinagao
do preco tunico e livre de arbitragem para a opcao européia simples ordindria

sobre a acao é:

‘% = SOQ(ST |61 +1§ﬂ2;k})*k7 exp(—rlﬂ-)@(ST |ﬁ1§62§kT)
@(ST | ﬁl;ﬁz;kf) =1- Q(ST | ﬁl;ﬁZ;kT)

kT

Q(ST |ﬁl;ﬁ2§k7—) = fq(sT |ﬁl;ﬁ2)d57

0

Note-se que Q(s, | B,:6,:k, ) € a probabilidade de resultar em exercicio a opgao de

compra.
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4 Estimacao da volatilidade implicita

"A world is risk-neutral when the expected return on all assets is the risk-free rate of interest.
What makes the risk-neutral world unique is that it places all assets on a level playing field. The

question that arises then is: what determines the price of an asset? The answer is volatility."

Yang (1997, p. 4)

4.1 Introducao

Conforme Mendes & Duarte Jr. (1998, p. 63) volatilidade é hoje um dos conceitos
mais importantes em Financas. Na pdgina 82, afirmam que, em termos de
desenvolvimento em modelagem matematica, as instituicoes financeiras brasileiras
estao em um estdgio muito abaixo das européias, japonesas e norte-americanas,
como presenciou um dos autores ao trabalhar nestes mercados mais
desenvolvidos. Entender e melhorar os estimadores e modelos estatisticos usados
para estimacao da volatilidade de ativos e indices ¢ uma necessidade para o
desenvolvimento do mercado de acoes brasileiro, da drea de controle de mercado

de carteiras de investimentos etc.

A volatilidade implicita difere da volatilidade de preco, conforme Mendes &
Duarte Jr. (1998, p. 66). A volatilidade de prego usa essencialmente estimadores
estatisticos diretamente sobre os precos observados do valor mobilidrio
subjacente. A volatilidade implicita usa os precos da opcoes sobre os valores

mobilidrios subjacentes e o modelo de determinacao de preco da opcao.

Conforme Mendes & Duarte Jr. (1998, p. 74) o problema da estimagao da
volatilidade é basicamente o de prevé-la na data de exercicio da opgao. Portanto,
a volatilidade implicita pode ser entendida como uma previsao para a volatilidade
de ativos e indices de mercado, de acordo com as expectativas do mercado de
opcoes. Na pdgina 70, afirma que um problema sério é o de combinar diferentes

volatilidades implicitas em um tnico valor. Este é um problema em aberto.

Pela segunda propriedade empirica de Gulko (1998) e considerando a hipétese do

mundo com preco da incerteza neutralizado, a volatilidade do preco do valor
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mobilidrio subjacente no mundo com risco é aproximadamente igual a do mundo

com preco da incerteza neutralizado.

No entanto, a volatilidade do modelo é desvio-padrao do pregco do valor
mobilidrio subjacente na data de exercicio. Logo, ela é o tnico parametro nao

observével no mercado do modelo.

Uma das formas de estimar a volatilidade é utilizar a férmula de determinacao do
preco da opgao, considerando conhecido o prego da opgao (por meio do prego de

mercado) e considerar a volatilidade como incégnita da equagao.

4.2 Ezxzemplo paradigmdatico da estimacao da wvolatilidade implicita do

preco da acao Rctb RPN

Por exemplo, para uma opg¢ao de compra do mercado brasileiro RTCBJ12 sobre a
acao Rctb RPN - uma das agoes mais negociadas no mercado de capitais - de um

determinado dia e hordrio de outubro 1999 tem-se:
Preco a vista da acao: R$ 150,20;
Preco de exercicio: R$ 140,00;

Taxa certa efetiva anual (SELIC/outubro de 1999): 0,195;

YV V V VY

Prego da opgao de compra: R$ 12,80;
» Prazo: 21 dias titeis que corresponde a 1/12 do ano (periodo).

A taxa certa nominal anual obtém-se pela expressao, conforme Lemgruber (1992)

e Luenberger (1998):

= In(1 4+ r]?fEt‘i"a)
— In(1,195)
= 0,1781

Para a agao com o preco como varidvel de estado o modelo entrépico é o gama,

isto é:
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12,80 = 150,2 x Q(s, | B, Jr1;ﬂ2;140)714O*exp(—0,1781*%)@(ST | B,38,:140)

2
w

ﬁ =

Lo (S)
w

ﬁ =

205 (8:)

w = 150,2 x exp(0,1781 *%)

Figura 24: Preco racional da opgao de compra versus a volatilidade implicita
entropica do preco da agao

call

13.2

12.8

12.6

12.4

I

7z

Portanto, a volatilidade implicita entrépica é aproximadamente igual a 10,48

reais no prazo de 21 dias 1teis para esta acao.

No entanto, o efeito chamado "sorriso da volatilidade" também ocorre. Isto é, ao
variar apenas o preco de exercicio, a volatilidade implicita varia, assemelhando-se

a um sorriso.
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Figura 25: Volatilidade implicita entrépica do prego da agao versus o prego de

exercicio

Volatilidade implicita entrépica versus Preco de exercicio

12,5

Volatilidade implicita entrépica (R$)

9,5

140 150 160 170 180
Preco de exercicio (R$)

Quadro 7: Volatilidade implicita entrépica do prego da acao Rctb RPN para 21

dias tteis

Nome da 5 k, Ty . Periodo | Prego de | g (57)
opgao (R9) (R$) | (taxa de | (prazo (ano) mercado
juros em ano) da opgao | Volatili-
nominal = ¢ dade
composta (R$) implicita
continua entrépica
mente ao (R$)
ano)
RTCBJ12 150,20 140 0,1781 1/12 1 12,80 10,48
RTCBJ14 150,20 150 0,1781 1/12 1 5,45 10,58
RTCBJ16 150,20 160 0,1781 1/12 1 1,50 10,56
RTCBJ18 150,20 170 0,1781 1/12 1 0,29 10,91
RTCBJ20 150,20 180 0,1781 1/12 1 0,08 12,33

Pela segunda propriedade empirica de Gulko (1998) tem-se ainda que:

VarQ(ST) ~ varg (57 ).
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Desta forma, o valor da volatilidade do prego é aproximadamente igual a

volatilidade implicita entrépica do prego do valor mobilidrio subjacente.

No modelo de Black-Scholes-Merton, pode-se obter diretamente a volatilidade
(desvio-padrao da varidvel de estado na data de exercicio do pre¢o) do agao por

meio da seguinte férmula [Luenberger (1998, p. 310)]:
0 (57) = (varg (5:)
= sy exp(r,7)/[exp(ogr) — 1]
~ 5y exp(n,T )ogVT
sendo ¢ a volatilidade a termo.

A volatilidade a termo estd relacionada com a volatilidade da taxa de retorno

composta continuamente da seguinte maneira [Baxter & Rennie (1998)]:

vary In

og = =

In { & ]
S

Note-se que a volatilidade da taxa de retorno é adimensional. A unidade da

= 0T

varQ = O'Q

volatilidade a termo, porém, é o inverso da raiz quadrada do periodo, conforme

Wilmott et al. (1997).

Se o0 modelo de Black-Scholes-Merton é utilizado, as volatilidades implicitas sao:
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Quadro 8: Volatilidade de Black-Scholes-Merton do preco da acao Rctb RPN

para 21 dias tteis

Nome da 5 k, Ty . Periodo | Prego de | g (57)
opgao (R9) (R$) | (taxa de | (prazo (ano) mercado | Volatili-
juros em ano) da opgao dade
nominal = ¢ implicita
composta (R$) por B-S-M
continua (R$)
mente ao
ano)
RTCBJ12 150,20 40| 01781 1/12 1 12,80 10,64
RTCBJ14 150,20 150 0,1781 1/12 1 5,45 10,62
RTCBJ16 150,20 160 0,1781 1/12 1 1,50 10,49
RTCBJ18 150,20 170 0,781  1/12 1 0,29 10,72
RTCBJ20 150,20 180 0,1781 1/12 1 0,08 12,01

Figura 26: Volatilidade implicita entrépica e de B-S-M do preco da agao versus

o prec¢o de exercicio

Volatilidade implicita entropica e de B-S-M versus Preco de exercicio

12,5

—e— Volatilidade implicita entrépica
- - & - -Volatilidade implicita de B-S-M

Volatilidade implicita (R$)

9,5

140 150 160 170 180
Preco de exercicio (R$)

A partir dos resultados anteriores, pode-se concluir que as volatilidades implicitas

da varidvel de estado preco da acao sao aproximadamente iguais.
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E importante lembrar que o modelo de B-S-M ou lognormal é também
equivalente a um modelo entrépico cuja varidvel de estado é a taxa de retorno

composta continuamente.

Desta forma, este é um forte indicio da irrelevancia da escolha da varidvel de
estado (prego ou taxa de retorno) para a determinagdo da volatilidade implicita

do preco.

Sugere-se que seja utilizado um bom software que realize cédlculo simbdlico, como

o Mathematica 3.0 ou superior.

Gulko (1998 e 1998a) testa o modelo beta para opgao sobre bond e conclui que é

superior a outros dois modelos concorrentes, baseados na normal e na lognormal.

4.3 Valor em risco entropico

Conforme Duarte Jr. (1998, p. 10) o valor em risco ¢ hoje a medida de risco de
mercado absoluta mais usada nos mercados financeiros internacionais. O valor em
risco de uma certa quantidade n € RY de valores mobilidrios cujo preco unitério

hoje é s(t,) ¢ uma medida de quanto esta riqueza ns(t,) poderd depreciar durante

um certo horizonte de tempo 7 =1t —t,, com certa probabilidade o ¢ }0;%{. Uma

0
definigao formal (do ponto de vista probabilistico) de valor em risco é: se S(t.) é
uma varidvel aleatéria usada para representar o preco de um valor mobilidrio
com incerteza num periodo de tempo 7 e o é uma probabilidade associada a
valores baixos incomuns ou raros de prego do ativo [Berkeley (1965, p. 105)],

entao o valor absoluto da solucao v para a equagao seguinte:

Pr(S(tT) < 2) =«

n

é o valor em risco do valor mobilidrio com incerteza, segundo Duarte Jr. (1998, p.

10).

4.4 Preco minimo atual
O valor presente pela taxa de juros certa de v, isto é, exp(—rjﬂ')g, é o valor que
n

aqui se chamard de prego minimo atual (pma) do valor mobilidrio com

probabilidade o no horizonte 7 a taxa de juros certa r,, isto é:
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v
Sin (ozﬂ',r/,,n) = vp(ﬁ | r ,7')

v
= exp(frfT)E

4.5 Preco minimo atual entropico

O prego minimo atual entrépico (pmae), portanto, consiste no prego minimo atual

na medida de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza:

Pr(SQ(tT) < %) =«

4.6 Perda maxima atual entropica

Outro valor de interesse é a diferenca entre o preco & vista e o pmae do valor

mobilidrio, que serd chamado de perda maxima atual entrépica (pmaxe):
Vs = s(ty) — 5, (om’;r/,;n)
v
= s(t,) — exp(—rlﬂ')g
>0

Normalmente usam-se os quantis de a = 0,05, 0,03 e 0,01.

Retomando o exemplo anterior e definindo a volatilidade do preco de uma acao
(n=1) em 11 reais, tem-se que os pmae de 0,05, 0,03 e 0,01 no horizonte de 21
dias sao R$132,83, R$130,49 e R$126,14. Isto é, as respectivas pmaze nestes
niveis de probabilidade sao de R$17,37, R$19,71 e R$24,06.

4.7 Perda maxima atual entropica padronizada

O pmaze pode ser padronizado pela volatilidade implicita entrépica, originando a

pmazxe padronizada:

Vs
Vot [54)]
B s(ty) — exp(—rfr)%
vatg [5(6,)]

Para Hull (1998, p. 338-9), o valor em risco ( VaR) responde & seguinte pergunta:
"Qual o maximo valor v que pode ser perdido com p% de chance nos préximos n

dias?”" Este conceito de VaR corresponde mais propriamente ao de pmaxe.
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4.8 Comparacao da medida de probabilidade neutralizadora do preco
da incerteza da taxa de retorno (modelo entrdépico lognormal)

com a do precgo da acao (modelo entrépico gama)

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza

T

%

entropica da varidvel de estado taxa de retorno R, =In da acao ou do

modelo de Black-Scholes-Merton é normal com parametros:

0.2

R, ~ normal|In(s;) + U 7';0(2@7'

sendo a volatilidade a termo igual a:

In|exp ( —2rf7)

exp(—rfT)aQ(ST)
S~T
exp(—0,1781 % (1/12)) = 11
B 150,2 * /(1/12)

%

=025

Fazendo S, = s,exp(R,), tem-se que a varidvel aleatéria preco da acao na data de

exercicio possui distribuicao lognormal com os seguintes parametros:
S, ~ lognormal[s0 exp(rfr);sg exp(?rfT)[exp(o?@T) — 1” .

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de

méxima entropia lognormal é:

o2 ¥
ln[sT]— Ty -2
PP S, | OV
2 STU(Q@VQWT P 2 géﬁ
9 2
o5 (57)
In exp(f2rf7) o 7 +1
Sy 50
In|—=|—|rT—
1 1 (s f 2
B 2 (5, e 2 (5,
o o
ST\/IH exp(—QrfT) Q 3 R N \/ln exp(—QTfT) Q 3 11
% o

A funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza de

maxima entropia gama é:
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ST - gama[ﬂl;ﬂgl}

8
e

Q(ST | ﬂl;ﬂg):#ﬁl)g‘r exp(*ﬂQST)

r(8) = [ exp(s,)ds, B >0
0

b op(8)

5 exp(rff)

TS

Isto é:
s%exp(?rfT)
ST
wooler)HE
(5.) aé(ST) A(5) *‘ soexp(rfT)
s ) = ‘ —_
a5 sﬁcxp(Zrﬂ')il T Ué_)(ST) T
2 S-r
[ =5 Lexp(s s,

0

Note-se que as esperancas da varidvel aleatéria preco da acao na data de exercicio

sao exatamente iguais para nas duas distribuigoes, isto é:
EQ[S’T] =3, exp(rfr).

No entanto, as volatilidades da varidvel aleatéria preco da acao na data de
exercicio sao aproximadamente iguais para nas duas distribuicoes e sao

dependentes do modelo do preco da opcao.

Conhecidas as fungoes de densidade de probabilidade pode calcular os quantis de

0,01, 0,03 e 0,05.

Perda méxima atual entrépica (pmaxe)
(R3)
Modelo entrépico do 1% 3% 5%
preco da a¢ao
Gama 24,06 19,71 17,37
Lognormal 23,51 19,38 17,13
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Portanto, nao h& indicios, neste caso, de discrepancias entre as pmaze dos
modelos, pois as funcoes de densidade sao aproximadamente iguais. Esse fato

pode ser observado no grafico a seguir.

Figura 27: Funcao de densidade de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza entrépica do prego da acao para a varidvel de estado taxa de retorno
(lognormal - representada pela linha continua) versus a da varidvel de estado

prego da acao (gama - representada pela linha tracejada) com volatilidade

implicita entrépica igual a 11 reais
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Figura 28: Caudas ampliadas da funcao de densidade de probabilidade

neutralizadora do

preco da incerteza entrépica do preco da agao para a varidvel

de estado taxa de retorno (lognormal - representada pela linha continua) e da

varidvel de estado

preco da acao (gama - representada pela linha tracejada) com

volatilidade implicita entrépica igual a 11 reais
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5 Conclusoes, limitagoes, recomendacoes e temas para pesquisas

"E preciso coragem, Teeteto, sempre que se pode avancar, ainda que seja wm pouquinho de cada
vez. Quem desanimasse num caso desses, ante a escassez de resultados, como se comportaria em
conjunturas mais sérias, em que ndo assinalasse nenhum avango ou mesmo fosse obrigado a
recuar? Nesse passo, conforme diz o provérbio, um tipo assim nunca tomard cidade alguma.
Porém, agora, amigo, como superamos a dificuldade que formulaste, caiu em nosso poder a

principal trincheira; tudo o mais serd facil e carece de importancia.”

Platao. 1980. Didlogos: Sofista ou Do Ser, 261bc.
Tradugao de Carlos Alberto Nunes. Universidade Federal do Para.

5.1 Conclusao da tese

A medida tnica de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza ¢(s.) é
obtida por meio da maximizacao da entropia diferencial da expectativa de

mercado no mundo entrépico hy (Xg) = - f f(s;)In[f(s;)]ds, , perfeito (esta condigao
¢

garante a existéncia e a unicidade da taxa de juros certa rf) e em equilibrio
competitivo (esta condigdo garante a existéncia e a unicidade prego a vista do
valor mobilidrio subjacente s,) da varidvel aleatéria preco S, do valor mobilidrio
subjacente na data de exercicio 7 sob o conjunto informacional
I={&Var, (S,) = Var, (8, );E5 (S, ) = exp(r,7)s,} no qual ¢=(0;1) ¢ o domfnio do
bond, ¢ = (0;00) ¢ o dominio da acao e P é a medida de probabilidade real ou

subjetiva do prego do valor mobilidrio, isto é, q(s,) = argrfr(la))(hE (Xg [1 ).

Como na condicao de arbitragem o mundo com prego da incerteza neutralizado

&

possui a propriedade da linearidade de pregos, entao E

= exp(r,7) sendo

C, = max(0;S, — k.). Desta forma, o preco racional da op¢ao de compra européia

simples ordindria é ¢, = exp(—r,7) By [max (0;S, — k. )]. Portanto, existe e ¢ tnico o
preco da opgao de compra européia simples ordindria.

O mundo entrépico originou-se de um mundo sem arbitragem, com linearidade de
precos, com preco da incerteza neutralizado, martingale e, finalmente, de um

mundo informacionalmente eficiente. A aplicagado do Principio de Madxima

Entropia em combinagao com o Sistema de Distribuicoes de Pearson constitui
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uma maneira alternativa de obter a medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza no mundo entrépico. Desta forma, evidencia-se o fato da nao
necessidade da hipdtese de mercado completo e eficiente e da medida de
probabilidade real ou subjetiva do valor mobilidrio subjacente da data de

exercicio para a determinacao do preco racional da opcao.

Quadro 9: Resumo das condigoes para necessarias para a obtencao dos modelos

de Black-Scholes-Merton e entrépico

Modelo Black-Scholes- Modelo entrépico
Merton para acao
para acao
Varidvel de estado Taxa de retorno da acdo | Taxa de retorno ou preco da
acao

Hipétese de mercado Necessérias Necessdrias
perfeito e do banco ideal
constante
Hipétese de mercado em Necesséria Necesséria
equilibrio competitivo
Hipétese de mercado Necessédria Desnecesséria
completo
Hipétese de mercado Necesséria Desnecesséria
eficiente
Hipétese do processo Necessdria: movimento Desnecesséria
estocdstico que governa o browniano geométrico
movimento do preco do
valor mobilidrio subjacente
Hipétese de mundo com Desnecesséria Necessédria
preco da incerteza
neutralizado
Hipétese da atitude do Desnecessadria Desnecesséria
investidor em relacao a
incerteza
Método de estimagao da Teorema de Cameron- Principio de Mdxima
medida de probabilidade Martin-Girsanov Entropia ou de Minima
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Modelo Black-Scholes- Modelo entrépico

Merton para acao
para acao
neutralizadora do preco da Divergéncia de Kullback-
incerteza Leibler e Sistema de

Distribuicoes de Pearson

5.2 Teste do modelo entrépico

O modelo entrépico para bonds tem sido testado por Gulko (1998 e 1998a) e tem

se mostrado superior ao de Black-Scholes-Merton.

O modelo entrépico para acoes é qualitativamente superior ao cldssico modelo de
Black-Scholes-Merton, no entanto ele necessita ser mais testado, apesar das fortes

evidéncias tedricas a seu favor.

5.2.1 Os prés e contras da modelagem Black-Scholes-Merton wversus a
entrépica para acao
Os prés e contras da modelagem Black-Scholes-Merton versus a entrépica para

acao sao:

5.2.1.1 Prés da modelagem de Black-Scholes-Merton para o objeto

subjacente agao:

1. A férmula final é de fécil implementagao computacional.

2. Todos os seus parametros ou sao estimdveis (volatilidade) ou sao
observaveis (taxa de juros certa, preco a vista do ativo subjacente, prego

de exercicio e prazo).

3. O modelo é comunicdvel ao mercado (aos praticos) de maneira simples e
pratica por meio, principalmente da modelagem de &rvore bindria
recombinante. Esta abordagem evita o uso de cdlculo estocdstico para
determinar o preco de derivativos e ainda permite a implementacao

computacional com relativa facilidade.
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4. Historicamente ela foi a primeira férmula a considerar a existéncia da
medida de probabilidade neutralizadora do prego da incerteza em vez da

distribuicao de probabilidade real ou subjetiva do ativo subjacente.

5. A analise da anatomia da férmula de B-S-M permite o entendimento mais
preciso da formagao do prego racional de uma opgao européia simples

ordindria sobre uma agao.

5.2.1.2 Contras da modelagem de Black-Scholes-Merton para o objeto

subjacente acao:

1. Esta modelagem parte da suposicao de que o mercado é eficiente. Logo, o
processo estocdstico que descreve o movimento do prego da acao é o
browniano geométrico. Esta modelagem culmina com a distribuicao
lognormal para o preco do valor mobilidrio subjacente na data de
exercicio. No entanto, esta suposicao de certa forma impoe uma medida de
probabilidade real ou subjetiva & varidvel aleatéria terminal do processo.
Desta distribuicao do preco na data de exercicio é extraida a medida de
probabilidade neutralizadora do prego da incerteza por meio de uma
mudanca de medida para transformar o processo estocdstico num
martingale. Esta medida é também uma lognormal com o outros
parametros. Ora, sabe-se que a medida de probabilidade neutralizadora do
preco da incerteza independe da medida de probabilidade real ou subjetiva

do preco do ativo objeto. Logo, o principio da parcimoénia foi violado.

2. A lognormal segundo no modelo entrépico de Gulko (1998) é aplicavel ao
preco de acoes de organizacoes estabelecidas e maduras no mercado. A
gama é uma distribuicao que modelo melhor as fases do ciclo de vida de
uma acdo. E possivel construir uma gama cuja esperanca seja um

martingale.

3. O modelo de Black-Scholes-Merton parte da hipétese de que o hedging
perfeito uniperiodo ou multiperiodo (estratégia de carteira replicante e
autofinancidvel) é possivel. Isto implica a existéncia e unicidade da medida

de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza que, por sua vez,
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implica existéncia de mercado completo e livre de arbitragem. Como
conseqiiéncia, obtém-se o preco unico do derivativo. Conforme Cox &
Rubinstein (1985), a existéncia de mercado completo é uma hipétese nao
realista. Do ponto de vista de Gulko (1998), a estratégia de hedging deve
ser conseqiiéncia do modelo para determinacao do preco de derivativo, e

nao hipétese para sua obtencao.

4. Para obtencao da férmula de B-S-M, ha a suposicao de que a taxa de juros
de curto prazo certa durante a vida da opcao e a volatilidade instantanea
sao constantes. Estas também sao suposicoes fortes sobre os processos

estocdsticos que governam os movimentos destas potenciais fontes de risco.

5. A hipétese de haver um determinado processo estocdstico do preco do
ativo subjacente introduz a necessidade do entendimento de processos
estocdsticos (martingale etc.) e do célculo estocdstico (Lema de Ito etc.).
Estas teorias sao muito complicadas para um problema tao simples de

formacao de preco num mercado perfeito e em equilibrio competitivo.

6. Outra complicacao desta modelagem ¢ iniciar este processo com a equacao
diferencial estocastica da taxa de retorno instantdnea do valor mobilidrio
subjacente. Isto inicia uma dificuldade que é o entendimento da unidade
de medida da volatilidade da taxa de retorno da acdo (volatilidade a
termo), que é o tempo elevado a menos meio, i.e., ¢z, conforme Wilmott

et al. (1987).

5.2.1.3 Pros da modelagem entrdpico para o objeto subjacente agao:

1. A abordagem entrépica utiliza o principio de maéxima entropia ou de
minima divergéncia de Kullback-Leibler da Teoria da Informacao para
determinar a distribuicao de probabilidade que melhor aproveita todas as
informacoes disponiveis e apenas elas. Esta é uma forma nao viesada e
honesta de estimar a distribuicao de probabilidade. Este método ¢é ttil
para a resolucdo de problemas com indeterminagdo (ill-posed). Estes
problemas nao sao soluciondveis, geralmente, pelo principio de méxima

verossimilhanca.
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2. O principio de maxima entropia resolve diretamente o problema central da
existéncia e a unidade da medida de probabilidade neutralizadora do preco
da incerteza a partir do conjunto informacional (informagoes disponiveis
dos ativos bésicos contidas nas restrigoes), como o dominio do ativo objeto
(zero a mais infinito), condi¢do de nao-arbitragem (a expectativa do prego
do ativo subjacente na data de exercicio é o valor futuro pela taxa certa do
preco a vista da agado) e volatilidade (que faz com que a distribuigao tenha

a forma de sino).

3. Esta abordagem adota o preco como varidvel de estado do sistema em vez
da taxa de retorno do prego do ativo objeto. O foco é o prego do ativo

subjacente.

4. Esta abordagem também gera uma férmula anatomicamente similar & de

B-S-M. Portanto, o resultado é computacionalmente pratico.

5. A hipétese de mercado eficiente nao é necessdria, pois, apenas com a
suposicao de que o mercado estd em equilibrio competitivo e é perfeito,
pode-se supor a existéncia e unicidade dos pregos de equilibrio dos ativos

deste mercado.

6. Nao hd mais a necessidade de supor a possibilidade de hedging perfeito.
Logo, nao héd a necessidade de o mercado ser completo para a existéncia e
unicidade da medida de probabilidade neutralizadora do preco da

incerteza.

7. O método de maxima entropia garante a existéncia e unicidade da medida
de probabilidade neutralizadora do preco da incerteza, pois a funcao de
entropia é coOncava e as restrigcoes, que sao basicamente os dois primeiros

momentos, formam uma regiao convexa.

8. O método de mdxima entropia permite a facil extensao para a
determinagdo do prego racional de portfélio de agbes e bonds (modelo

multivariado).
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9. O método de méaxima entropia nao necessita do conhecimento da
distribuicao de probabilidade real ou subjetiva do preco do ativo

subjacente na data de vencimento.

10. Com a eliminacao da possibilidade do preco do ativo objeto na data de
exercicio ser nulo, obtém-se a distribuicao gama. Esta distribuicao é
flexivel. Ela pode gerar a exponencial (diretamente) e a lognormal

(assintoticamente).

11. A explicagdo do modelo é simples, pois s6 é necessdrio o conhecimento de
Teoria da Informagao (principio de méxima entropia), otimizagdo nao-
linear (método dos multiplicadores de Lagrange) e algumas nogoes de
Microeconomia (formagao de pregos em mercados competitivos). Isto é,

nao é mais necessario utilizar processos estocasticos e cdlculo estocdstico.

12. H4 a necessidade de definir com rigor o que é um mundo com preco da
incerteza neutralizado (risk-neutral world). No mundo com prego da
incerteza neutralizado hd incerteza que pode ser maximizada pelo principio
de méxima entropia e também ha volatilidade do prego do valor mobilidrio
subjacente que é praticamente, segundo Gulko (1998), igual & do mundo

com real.

5.2.1.4 Contras da modelagem entrépica para o objeto subjacente agao:

1. H& relativamente poucos estudos sobre Teoria da Informacao aplicada em
Economia. Excegoes sao os trabalhos de Theil (1967 e 71), Golan et al. (1996),
Yang (1997) e Gulko (1998 e 1998a). No entanto, Yang (1997) critica e faz
avancos sobre os resultados de Gulko (1995-6).

2. Parece haver divergéncias com relagao & interpretagao das hipdteses que
justificam o emprego da fungao objetivo entropia discreta ou diferencial para a
determinacao da medida de probabilidade neutralizadora do preco da
incerteza pelo método da méxima entropia. Gulko (1998) argumenta que o
principio deriva da hipétese de mercado informacionalmente eficiente, isto &,
metade dos investidores a cada instante acham que o preco do ativo base ird

subir e metade que ird descer no préximo instante. Yang (1997) evita este
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argumento e afirma que apenas a existéncia do mundo com preco da incerteza
neutralizado é suficiente para o emprego do método de méxima entropia.

Nesta tese hda uma tentativa de integrar essas duas hipdteses.

5.3 Limatacoes

A extensao da abordagem entrépica para a determinagao de preco de opgao

americana [Yang (1997)], opgdo path-dependent (incluindo as exdticas) e de

carteiras de valores mobilidrios (modelo multivariado). Observe-se que em

nenhum modelo foi considerado o dividendo nao-constante da acao ou cupom

para o bond.

5.4 Pesquisas futuras

A seguir sao propostas algumas questoes e conjecturas para promover futuras

pesquisas:

>

Até que ponto a hipétese de mercado perfeito pode ser relaxada de modo que
ainda continue sendo possivel estimar a medida tnica de probabilidade
neutralizadora do prego da incerteza? Conjectura: a resposta deve estar em

Yu (1998).

Qual o processo estocdstico browniano que gera uma gama ou uma beta?
Conjectura: ele é um tipo especial de movimento browniano diferente do

geométrico.

Qual é a distribuicao que maximiza a taxa de entropia de um processo
estocdstico markoviano sujeito a um conjunto informacional? Conjectura: a

resposta a esta pergunta deve estar relacionada com a resposta da anterior.

Por que a varidncia na medida de probabilidade neutralizadora do prego da
incerteza é aproximadamente igual a da medida de probabilidade real ou
subjetiva do preco do valor mobilidrio subjacente? Conjectura: o mundo com
preco da incerteza neutralizado ou entrépico é um mundo com a mesma
quantidade de incerteza que o mundo real com preco da incerteza, i.e., eles
tém a mesma entropia. Entao as varidncias do preco futuro devem ser

aproximadamente iguais nas duas medidas de probabilidade (real ou subjetiva
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e a neutralizadora do prego da incerteza). No caso da distribui¢do normal,

esta conjectura funciona perfeitamente.

Por que ha o sorriso da volatilidade? Conjectura: se a conjectura anterior for
verdadeira, deve ser encontrada uma faixa de valores vidveis de volatilidade

do preco.

Qual a diferenca entre a determinacao do preco racional da opgao financeira e
da opcao real? Conjectura: se o principio de nao-arbitragem for mantido, a
diferenca nao estd no método proposto na tese; ela estd na nao-unicidade do
preco a vista do valor ativo subjacente que pode ser causada pela nao-

existéncia de equilibrio competitivo ou simplesmente por ser nao observavel.

Até que ponto ha a necessidade de exigir a aplicacao do principio de nao-
arbitragem para a determinagao do prego racional da opgao real? Conjectura:
parece ser necessaria a aplicacao deste principio para que o preco possa

denominar-se racional.

Qual a relagao entre o ganho informacional relativo da previsao da direcao do
preco no mundo real com preco da incerteza e o mundo entrépico?
Conjectura: em mercados competitivos, os ganhos informacionais relativos da

previsao tendem aos do mundo entrépico.

Como integrar a teoria da decisao com a Teoria da Informacao? Conjectura:
hé uma estreita conexao entre a funcao de utilidade e a divergéncia. Portanto,
descortina-se um caminho de integracao entre Teoria da Informagao e teoria
Estatistica bayesiana da decisdo. A tese de Samperi (1998) abre esta possivel

unificacao de abordagens.

Quais os critérios para a escolha da medida de probabilidade prévia para a
aplicagao do principio de minima divergéncia? Conjectura: no caso da opgao
sobre acao uma candidata seria a lognormal e no caso do bond, a uniforme.

Consultar Newman (1999).

Conjectura: Se dois valores mobilidrios sao dependentes, entao o conjunto

informacional do valor mobilidrio subjacente deve ser
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I =1&Eg(S,) = exp(r,7)s:p(S:S, ) = \/VMC(EQ;(?;:;)(S ) sendo o coeficiente de
E T ]E' T

correlacdo linear de Pearson p(S,;S, )= 0, isto é, a informacao mitua entre as

duas varigveis aleatdrias é diferente de zero.

288



6 Apéndice

6.1 Programacao do modelo de Black-Scholes-Merton e entrépico em

Visual Basic

Este programa em Visual Basic para o Excel que calcula o preco da opcao
européia simples ordindria sobre acao pelo modelo de B-S-M e entrépico foi
escrito por Fernando Hideki Kato. O modelo entrépico teve que ser programado
porque a funcao de distribuicao gama do Excel apresentou problemas.

Option Explicit
Public Function BSEuro (ByVal op As String, _
ByVal callPut As String, _
ByVal S As Double, _
ByVal X As Double, _
ByVal t As Double, _
ByVal sigma As Double, _
ByVal r As Double, _
ByVal Period As Double _
) As Double
If UCase(op) <> "PRICE" Or _

(UCase (callPut) <> "C" And UCase(callPut) <> "P") Or _

S <= 0 Or _

X <= 0 Or _

t <= 0 Or _

sigma <= 0 Or _

r < 0 Or _

Period <= 0 Then

BSEuro = CVErr (xlErrValue)

Exit Function

End If

On Error GoTo Error0

Dim tt As Double
tt = CDbl(t) / Period

Dim dl As Double

dl = (Log(S / X) + (r + 0.5 * sigma ~ 2) * tt) / (sigma * Sqgr(tt))
Dim d2 As Double

d2 = dl - sigma * Sqgr(tt)

Dim Ndl As Double

'Ndl = Application.NormDist (dl, 0, 1, True)
Ndl = ALNORM(dl, False)

Dim Nd2 As Double

'Nd2 = Application.NormDist (d2, 0, 1, True)
Nd2 = ALNORM(d2, False)

If UCase(callbPut) = "C" Then

BSEuro = S * Ndl - X * Exp(-r * tt) * Nd2
Else

BSEuro = X * Exp(-r * tt) * (1 - Nd2) - S * (1 - Nd1)
End If

Exit Function
Error0:

MsgBox "Error in BSEuro." & Err
End Function

Public Function GMEuro (ByVal op As String, _
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ByVal callPut As String,
ByVal S As Double,
ByVal X As Double,
ByvVal t As Double, _
ByVal sigma As Double,
ByVal r As Double, _
ByVal Period As Double _
) As Double
If UCase(op) <> "PRICE" Or _
(UCase (callPut) <> "C" And UCase(callPut) <> "p") Or _
S <= 0 Or _
X <= 0 Or _
t < 0 Or _
sigma <= 0 Or _
r < 0 Or _
Period <= 0 Then
GMEuro = CVErr (xlErrValue)
Exit Function
End If

On Error GoTo ErrorO

Dim tt As Double
tt = CDbl(t) / Period

'Dim lambda As Double

'lambda = X / sigma / sigma * Sqr(S / X / Exp(-r * tt))
'S = S * lambda

'X = X * lambda

'sigma = sigma * lambda

Dim As Double

/ Exp(-r * tt) / (sigma * sigma)
As Double

* u * sigma * sigma

u =
Dim
v =

&< g

Dim gammaDistAlfa As Double
gammaDistAlfa = v

Dim gammaDistBeta As Double
gammaDistBeta = 1 / u

Dim Gdl As Double

'Gdl = Application.GammaDist (X, gammaDistAlfa, gammaDistBeta, True)

'Gdl = Application.GammaDist (X / gammaDistBeta, gammaDistAlfa, 1, True)

Gdl = GammaDistAc (X, gammaDistAlfa, gammaDistBeta)

Dim Gd2 As Double

'Gd2 = Application.GammaDist (X, gammaDistAlfa + 1, gammaDistBeta, True)
'Gd2 = Application.GammaDist (X / gammaDistBeta, gammaDistAlfa + 1, 1, True)
Gd2 = GammaDistAc (X, gammaDistAlfa + 1, gammaDistBeta)

If UCase(callPut) = "C" Then

GMEuro = S * (1 - Gd2) - X * Exp(-r * tt) * (1 - Gdl)
Else

GMEuro = X * Exp(-r * tt) * Gdl - S * Gd2
End If

'GMEuro = GMEuro * lambda

Exit Function
Error0:

MsgBox "Error in GMEuro." & Err
End Function

Option Explicit

This file includes the Applied Statistics algorithm AS 66 for calculating
the tail area under the normal curve, and two alternative routines which
give higher accuracy. The latter have been contributed by Alan Miller of
' CSIRO Division of Mathematics & Statistics, Clayton, Victoria. Notice
that each function or routine has different call arguments.
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' Algorithm AS66 Applied Statistics (1973) vol22 no.3

Evaluates the tail area of the standardised normal curve
from x to infinity if upper is .true. or
from minus infinity to x if upper is false

Public Function ALNORM(ByVal X As Double, ByVal upper As Boolean) As Double
Const ZERO = 0#
Const ONE = 1#
Const half = 0.5
Const ltone = 7#
Const utzero = 18.66
Const con = 1.28
Const P = 0.398942280444
Const g = 0.39990348504
Const r = 0.398942280385
Const al = 5.75885480458
Const a2 = 2.62433121679
Const a3 = 5.92885724438

Const bl = -29.8213557807
Const b2 = 48.6959930692
Const cl = -0.000000038052
Const c2 = 0.000398064794
Const ¢3 = -0.151679116635
Const c4 = 4.8385912808
Const ¢c5 = 0.742380924027
Const c6 = 3.99019417011
Const dl = 1.00000615302
Const d2 = 1.98615381364
Const d3 = 5.29330324926
Const d4 = -15.1508972451

Const d5 = 30.789933034
Dim z, y As Double

z = X

If z < ZERO Then
upper = Not upper
z = -z

End If

If Not (z <= ltone Or upper And z <= utzero) Then
ALNORM = ZERO
If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM
Exit Function

End If

y = half * z * z

If z > con Then
ALNORM = r * Exp(-y) / (z + cl +dl / (z + c2 +d2 / (z + c3 +d3 / (z + c4 + dbd /
(z + c5 +d5 / (z + ¢c6))))))
If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM
Exit Function
End If

ALNORM = half - z * (P - g *vy / (y +al + bl / (y + a2 + b2 / (y + a3))))
If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM

End Function

Public Function ALoGam(ByVal X As Double, IFAULT As Integer) As Double
ALoGam = Application.GammaLn (X)
End Function

' ALGORITHM AS239 APPL. STATIST. (1988) VOL. 37, NO. 3

' Computation of the Incomplete Gamma Integral
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' Auxiliary functions required: ALOGAM =
' function, and ALNORM = algorithm AS66
Public Function GammaD (ByVal X As Double,

Const ZERO = 0#

Const ONE = 1#

Const TWO = 2#

Const OFLO = 1E+37

Const THREE = 3#

Const NINE = 9#

Const TOL = 0.00000000000001

Const XBIG = 100000000#

Const PLIMIT = 1000#

Const ELIMIT = -88#

Dim PN1, PN2, PN3, PN4, PN5, PN6, ARG,

GammaD = ZERO

logarithm of the gamma

ByVal P As Double,

IFAULT As Integer) As Double

C, RN, A, B, AN As Double

'  Check that we have valid values for X and P

If (P <= ZERO Or X < ZERO) Then
IFAULT = 1
Exit Function

End If

IFAULT = 0

If (X = ZERO) Then Exit Function

' Use a normal approximation if P > PLIMIT

If (P > PLIMIT) Then

PN1 = THREE * Sqgr(P) * ((X / P) ~ (ONE / THREE)

GammaD = ALNORM (PN1, False)
Exit Function
End If

' If X is extremely large compared to P then set GAMMAD = 1

If (X > XBIG) Then
GammaD = ONE
Exit Function

End If

If X <= ONE Or X < P Then
' Use Pearson's series expansion.

+ ONE /

(NINE * P) - ONE)

' (Note that P is not large enough to force overflow in ALOGAM) .
' No need to test IFAULT on exit since P > 0.

ARG = P * Log(X) - X - ALoGam(P + ONE, IFAULT)
C = ONE

GammaD = ONE

A =P

Do

A = A + ONE

cC=C*X /A

GammaD = GammaD + C
Loop While (C > TOL)
ARG = ARG + Log(GammaD)
GammaD = ZERO

If ARG >= ELIMIT Then GammaD = Exp (ARG)

Else

' Use a continued fraction expansion
ARG = P * Log(X) - X - ALoGam(P, IFAULT)

A = ONE - P
B=A+ X + ONE

C = ZERO
PN1 = ONE
PN2 = X

PN3 = X + ONE
PN4 = X * B
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GammaD = PN3 / PN4
Do
A = A + ONE
B =B + TWO
C = C + ONE
AN = A * C
PN5 = B * PN3 - AN * PN1
PN6 = B * PN4 - AN * PN2
If (Abs (PN6) > ZERO) Then
RN = PN5 / PN6
If (Abs(GammaD - RN) <= Application.Min(TOL, TOL * RN)) Then
ARG = ARG + Log(GammaD)
GammaD = ONE
If (ARG >= ELIMIT) Then GammaD = ONE - Exp (ARG)
Exit Function
End If
GammaD = RN
End If
PN1 = PN3
PN2 = PN4
PN3 = PN5
PN4 = PN6
If (Abs(PN5) >= OFLO) Then
' Re-scale terms in continued fraction if terms are large
PN1 = PN1 / OFLO

PN2 = PN2 / OFLO
PN3 = PN3 / OFLO
PN4 = PN4 / OFLO
End If
Loop
End If

End Function

Public Function GammaDistAc (ByVal X As Double, ByVal alpha As Double, ByVal beta As
Double) As Double
Dim ok As Integer
If X = 0 Then
GammaDistAc = 0
Else
GammaDistAc = GammaD (X / beta, alpha, ok)
End If
If ok <> 0 Then
GammaDistAc = CVErr (x1ErrNum)
End If
End Function

6.2 Programacao do modelo de Black-Scholes-Merton e entrdpico de
determinacao do preco racional da opcao de compra européia

sitmples ordindaria sobre uma acao no Mathematica 3.0

0.2.1 Formula do preco racional da opg¢ao de compra européia simples

ordindria sobre uma agdo (modelo de Black-Scholes-Merton):
Norm[x_] := 1/2*(1 + Erf[x/Sqrt[2]1])

done[s_, k_, o_, r_,t_]1 := (r*t + Logl[s/k])/(o*Sqgrt[t]) +
(o *Sqgrt[t])/2

dtwo([s_, k_, o_, r_,t_]1 := donels, k, o, r, t] - o*Sqgrt[t]

BlackScholesCall(s_, k_, o_, r_,t_] :=
s*Norm[done[s, k, o, r, t]] - k*Exp[-r*t]*Norm[dtwo[s, k, o, r, t]]
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0.2.2 Formula do preco racional da opg¢ao de compra européia simples

ordindria sobre uma a¢do (modelo de entrépico):
<<Statistics ContinuousDistributions"
wls_,r_,t_l:=s*Exp[r*t]
bliw_,v_]:=(w/v)"2
b2[w_,v_]:=w/(v"2)
gama [x_,y_]:=GammaDistribution([x,1/y]
call[s_,k_,v_,r_,t_1:=
s* (1-CDF [gama [bl[w[s,r,t],v]+1l,b2[w[s,r,t],v]], k])~-
k*Exp[-r*t]* (1-CDF[gama[bl[w[s,r,t],v],b2[w[s,r,t],v]], k])
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