
���������	
��
�������������

���	���������������

��	
��
��������������������������������

�	
�����������

����������	
�����

������������� ����	
�����

!����	����

���"����	
������������#��
�

���������	
��
�
��
���
�
�

�

�

����� 
�������
�
� 
�� ���
��
������ ���

���
�
���
���� �
� �
��	�
��� ��� ������

��

���
�
���
���� �� ����
�
	
�
��� �
� �
����
�
���

��� ���� !
�	�� ����� ����
�
��� �
��

	� �
�
�

�������������"��	������������������
�
���
����

�

#��
������������
���$� %�������&�
��
�
�
����

��
���
���$� !��'(���(����
)
���
���
)�*��

�

����!
�	��

+,,,�



$
$%�������"�$���&��'()*������������
!
�������
�
�

�

����	
����
���	����
���


����!+���+��%��,�$���-���,�.(�

�,���
)�����-!����(-�/
����.�

�

�������
��������
�
�����
�
�

�
������	��
�
�	�	�������
�


������	�	
�
�

�
���
���������


���!+���+�$�0�,
-��1(
�$�",����"�����

�,���
)�����-!����(-�/
����.�

���!
��������(-�/
������
�
����(�)��
�"�$��-���2(-�"�$�3�

���!+���",����������

�,���
)�����-!����(-�/
����.�

���!
��������
�"�)���
���$�-�����4&���
�
$��
�����
��&����()��5�

!(-��4&��*
�6)���/��*���2
�
��5!*/3�

�

�������
	�������


���!+���+�'��7���%
�����
"(�����

��(�����
)��!
�5(���

���!+���+�'�
��8����.��,�-��

�,���
)��(-�/
����.��!�",�"�*���



�

� 



�

�

�

�

�
��������(-�/
������
��
��&����()��

!��'(���(��
������%
����
��)�

�

�

���
�������!�"()���
��
�
"�-�$��9���$�-�����4&��
�"�-��%�)����
�

!��'(���(��	
����%
��
���

�

�

",
!
�����
�����$
-����
���$�-�����4&��

!��'(���(��	-��
����	
���
������.�	��

�

�

"����
-�����������*��$���
��:�5*���(�4&��
$���$�-�����4&��

!��'(���(�/��
	���01
�2���



�

� 




!��;��"�����<�� ����

�

�������� ���������	
��
�
��
���
�
�

�=������� ������
�
���� ����3�
�
� ��� ������ �
�
��
	� �
� ������

������

� �
��	��� ���
�-�

� ������ 
���� �� ����$� ��
�


�	
�
���� �
� ����

� �
� 4�'���
���� ��� �
�
��
�� ���

����
�������
������5
�

������� +67+87+,,,�

(��������� ���7 �!�

�������������� ���
�
���
����

%�����<�� ����� 9�
���
��:�;�

��<���	
��� �<<=��(�

����������������	
��� ���������������
���

����������

+(� ������
�
���� ����3�
�
� ��� ������ �
�
��
	� �
� ������ ������

� �
��	���

���
�-�

�������
�����������

8(� ���
��
.���� ����
��� ����	����� ������ ���� ������ �
� 
������5
�

�����
	
5
���� 	
��
�
�
��� ��� �������� ���
�
� ��� ����
�
	
�
���

�����
	
5
���
� ��� ������ �
� 
������5
�� ������ �
��
�.
	��� ���
������

���1�

����������
�'���
�
��
	�������'
�
�����������������3�
����

<(� ����

� �
� 4�'���
���� 9
������5
�� �������
�� 
�'���
�
��
	�� ������

��

��
��"�
�� ��� �-:
�
� ������

� �� ��� �"�
�
� �
���.>��

�� �
���.>��

� ���

?�		�
�2@A�
�	����.
�)��
�'���
�
��
	��
�����
������
:
����������

����(;���

�
����
�����
���
��
�B������!�
�����

=(� �
�
��
�� ��� ����
���� ��� 
������5
�� �
����� ���
�
�
��� �� �
	��� ��� �
����

9���;�



�

� 
�

�

�

�

�

��>��������������<�?��

��� �+�%�/4��C�4/�%�/�4/��/�D�A��

�

�

�����������������@���

%�@E����,6��
�
�E
���1����
	
5
����
�'��������	
��+8����%
�)�F���=(G�

�

����������������@�����A���������������

%
�)�F���=(G��
�
�E
���1����
	
5
����
�'������� �A��2(���� (�

�

�����������������������2���������9������������<�� ���3�

%
�)��
�
�
�<(G��
�
�E
���1����%�@�:��	�,6��
�
�E
���1��



�

� �

�
��"��:����

������(�

���
����
��������
������
���
�������
�$�

�

• !��'(� ��(� H�	
�� �
������ �)
.
��� ���� ������� ���� ����� �
��� ��

��
�
	�.
���
�����
�>��

��
-�

�'���
	�������
������)���
���	����
	�

�������"�
�
��	��.����������������������

�������	�������	���
����
	�

��� ���� �
���� ��� ����'
�
�
� �� ���� �����
�� ���� ���� �:���	�� ��

����
��
����
.�
'
�
���������
��
������
	�������
��(�

�

• ���	
� �(� I���
	���� ��� �	
��
�
� �
���
�
�� �
�)
� �����
�� ���� ����


��
��� ��
�
������ ���� �� ������ ��
	� �
�
� ���� ��� ��������

��
�
	)
������������
��
��

�(��



�

� �


�*���
"�$
-����

��������
.�
���
�����������

	�J����.�
����������
�������
�
���$�

• !��'(���(����
)
���
���
)�*��9��
���
���;$���������
��
�����
���
����
������

����
�
�� ��	
� 
�
5
���� ��	�� �����

���� ��� �
'���
��
���-	
��� �
����
���� ���

����
�������
������5
��
����
�
���
�������������
��
�
���
�	�
���
�������������

��
���
	
�
�������	������K�����.��
�����)��
������L�
	�J����
�
���
���M�

• !��'(� ��(� C
��	
�� /�
�)
��$� ��	��� �����	)��� ����������� ��	�� 
��
�� ���

��
��
�
	���������	
����'

��
������
�
�
M�

• !��'(���(����	�)��E
	����!
�
5��
��
����$���	
��
�L���
����5��������
�
�����

�� 
����
��
������ �
�
�
�� �
�)
�� �L�
�
�� ���
�"��
�
�� �� ��� �����5
�� 
��

������
��������������
��	���������
�"��
�����!����
�
����������
��
������

������
�
���
�����
��
��	�
������������

�����
�
���
����������
�
	
�
���

�
� �!M�

• !��'(���(�����
�����
��
	)������	��
�
$���	
�
�
5
������������
��
	)
���
�

����
� ������
����� ��� ������� 
��

�� ��� �
�
� �� ��	�� ���"��	�� J� ��-�
�
�

)
����
��
��
�
�
�
�
���
�
�>�
�
�����������	���

7���
�
�����M�

• !��'(���(������/������������
��$���	
��
�L���
���������
�
�����������
��
�
��

�
� -��
� ��� �
�
��
�� �� ��	�� �:���	�� ��� ���
�

�� �
���
�
���� �� �����

����


�
�>�
��M�

• !��'(���(�H�	
���
�������)
.
���/
�
�����
��
�
�
�9%�����;�������
����H
��2
�

?
���9�����
���;$���	
���@
����

�����
����
��
��

������
�
���
��������
����

�

����
����������������
��
.������
�����B�������������

���
�

�������
��	
.
����


��
�
��
������
�"��
�
�������

��
�4�'���
���M�

• !��'(���(������2
�
�*��)
�����!��'(���(�!
�	��!
��)���
$����������
����
�����

����:
��������
	
'
�
������	
����"�
�
������.���B��M�

• !��'(� ��(� /��
	��� 01
�2��$� ���� ��
� 
��
���� �'��
�
� �
� ��

���� ��� ��
�


��>��
�
� 
�
�
�
��� 
�
�>�
�
� ��� ��
� 
��
���� �
� ���@ �!� �� ��	�� 
��
��

'
�
���
����
�
�
�����������������
����
���������:���	
�������
�
�
����
����

�
�����M�



�

� �



• %
���	�� I�����
�$� ��	
� ��-�
�
� �
� 
��>��
�
� 
�
5
��� �� ��	
�� �����
�����

�
�����B������������������
���
�
��
�M�

• !��'(� ��(�A�
5������ ����
�� �� !��'(� ��(�I��
	��� D
��
��
$� ��	�� �����)���
�


�	
�
���� ���� �������� ��
��
�
�
���� �
�� �
>��

�� ����-��
�� �� ��	
��

�������
�
�����������
��
�
��������������
�
��:����
���M�

• ������ ��� ���'��������� �����

	������
��� �
�-��
����%�������&�
��
�
�
���� ��

4�'���-�
�
�������
�
��
��������
��
������������
�
���
�����
����@ �!$�

���������
��"�
���
�
��
�)
�'���
�������
�
�������������������
�
	)�M�

• !��'�������� ��� 4���
����� ��� %
���-�
�
� �� ���
�"��
�
� �
�  �!� 94%�@ �!;��

�����

	������
�������
�)
��	
���������
�"��
�
$���	
����
�
�����������)�����

�������
��
����
��:��	�����'���
�����
���-�
�
�����
�"��
�
���������
�
��
	M�

• ��	�.
�� ��� �3�@.�
��
���� ������ A�
5� ��
� �� I���
��� �	�
:�� ��	��

����
��
	)
�������������������������������
������
�
��
�M�

• !��'
(���
(���	�
�����	
��
�
�/
��
������(��������
�
	�
��
�/��)
�%
��
�����

�
��	���������9������;���	
��
����

���������������
�
��
�M�

• N��
� AL�

� H��
2�� �
2
����� ��
�
� �� A"�

� %����2�� ���$� ��	�� 
��
�� ��

���
�
���������
����M��

• ����
��-�
��� �
����� @� �����

	������ 
��� �
� ������ ��� !3�@.�
��
���� ���� ��

����������� ���
���� ���N
	��

�A��������� �� 
��� ��� ����
��� ��� D
�	
����
� ��

��������
���� �� �
� ������ ��� �����
������ 
���  ��-�
��� �
� ���� ���� 
�

������������
�����������	�
��

��
	�
��
���
�
�@��
�����
�����
�
��������
���

���D
�	
����
��
����@ �!M�

• ����
��-�
����������
������D
�	
����
��
��
�	
����
�!��'(��
�	���D��K
�
�����

AF�
����4%�@ �!���	
��'
�
>��

���
������M�

• ����
��-�
��� �
� A
��
�

� ��	
��� �����

	������ 
�� H�������� �
��

�� A
�
��

��	��� �:��	������ 	
����� 
��
�
���� ��� ���
�"��
�
�� %
���-�
�
�� 4�'���-�
�
� ��

%�������&�
��
�
�
����
�	
�
��������
�
��
����������

�����
��
	
5
�
�@���


���	����
	������'
��
��
	����������	������
���������
	
5
������'
�
����M�



�

� �




• ����� ��
$� ��	
� �:��	����� '���
���� �����
�
	� �� 
����
�
� �
�3	
�
�� ���	3.
�
� ��

'
	��3'
�
� 
��� ����� �������� �� ������
������ �� ��	
� �
��
�
��� ���� ����

� ��

��	�
�
���������������
�
	)�M�

• ��)
��� ���
��

�� D
�)� 9+OPQ@+6QG;$� ��	
� ��
� �L�
�
�� ���
� ��� ��
� �
�
�

���
�
�
�
��������J�����
��
����'�
���������'�
�������'�
.��
���
��	��.
��)��
��

���-�����������M�

• �.�
������ '
�
	������� 
� ������ 
���	��� ����� �
���
� ��� 
��
���
�������

��	
���
�
���
�
�������������������
�
	)�(�



�

� 
:

"����������>�����

111('�
(���(��7���'�������7�
���
�
()���

�
���
�
R���(���

G::++@P+PQPO+�

�

!��'�����������.
���������
�
���� 
���.�
	�J������
�
���J����>��

�9/�4!�;��
�

-��
����%�������&�
��
�
�
������4�'���-�
�
�������
��
������������
�
���
����

�
��
��	�
��� ���������

�����
�
���
���� ������
�
	
�
��� �
� �
����
�
��� ���

����!
�	��9���@ �!;�9+,,G@;(�

�:@.�
��
���� ��� ������ ��� ��.��)
�

� �	���
�
� �
� ����	
� !�	
����
�
� �
�

 �
����
�
����������!
�	��9+,P=@6;(�

D
�)
��	� ��� ���
�"��
�
� ��	�� 4���
����� ��� %
���-�
�
� �� ���
�"��
�
� �
�

 �
����
�
����������!
�	��94%�@ �!;�9+,PQ@,;(�

%������ ��� ���
�
���
���� ��	
� �
��	�
��� ��� ������

�� ���
�
���
���� ��

����
�
	
�
����
� �
����
�
����������!
�	��9���@ �!;��������������	�
�����
�

�
�����
����������
�	
�
����������	�
���
�����
���
�-��
����%
�2��
�.�9+,,G@Q;(�

������� ��� ���
�
���
���� ��	
� �
��	�
��� ��� ������

�� ���
�
���
���� ��

����
�
	
�
����
� �
����
�
����������!
�	��9���@ �!;��������������	�
�����
�

����� ������ 
�	
�
���� �
� ����

� �
� 4�'���
���� ��� �
�
��
�� ��� ����
���� ���


������5
�9+,,O@,;(�

����	
�.
��:���
>��

�����'���
����
������
�����

����������.�
�
������
���
�
�

�
�
� ��K���� ��� �SS�� ������ 	
����� ���	
�
���� �
� -��
� ��� 
�'���-�
�
� ��	
��

��
���
����	
����!
���
�
(�

%������������.�
����������	)�����
����

�B��$�

�������

����D�
�
	�
�
�������
�"��
�
�9�D�;�

��/�.
���D�
�
	�
�
��
����
��
���4�����
�
��
	����D
�����

�9/D/��;�

�����
��
���D�
�
	�
�
��
�
���!��.�������
��
>��

�9�D!�;�

�����
��
���D�
�
	�
�
����%
���-�
�
�9�D%;�



�

� :

�����
��
���D�
�
	�
�
�������������

�9�D�;�

�������	)��/�.
��
	�������
�"��
�
�9��C/��T�<U�/�.
��;�

�������	)���
���������4�'���-�
�
��
�A
��
�

�!
���
�
���
���
�

����������
�
���J������
�
��������
�
�������
�
��������
�-	
�������
����� ����

�
����
�����	
�
�B�������
�-��
(��

!����
�.�
�������)��
������������
�'
�"	

������'�1
�������
�"��
�����
��!��(�

��
��������
�������'
��
��
	�����������
�
������
���
�����:�	��
��'���
����
�����


�-	
�������
���������������
��
�����
����������
�'���
������������)��
������

������
����
��
��
���
��:�	��
��������
��������
���(�

������
�
	)������	
�
�������
�	
�
�B���������
�"��
�
����%
�2��
�.(�

�������	������
�
	)������
�
	

��������
�
��������������
������������
�������

�A��/�!� A��9+,,=@,Q;�������9+,,O@,6;(�

C�� D
���� 4��V� �
��
�
���� ��� ��� ���K���� ��� ��
��'��>��

� ��� �����	�.

� ���

����
�
�� �������� �
�
��� 9-������ ��� �	
��
'
�
���� �� ��.������� �� ������ ����

�;�

K���
������ ���� ��� !��'�(� ��(�����
���� �
��
	)�� ��� �	��
�
� �� ��(�H�	
�� �(�

�)
.
�����+,,P(��

��� +,,P@,,� �
�
������ ������� ��� ����
�
�� ����.������ ��� ����� �
�
��� �
�
� ���

���
�"��
������
�
	
��
����� C4D�C������
����� C4D�C���K���
�������������

!��'�(���(�����
�����
��
	)������	��
�
�����(�H�	
���(��)
.
�(�

�����:�	��
���
�
�
	

��������
�����������
���
��
�����������
�
�����
�"��
�
�������

����������

������������	
�
�����
�
	)���
�����������
������D�
�
	�������:���
��(�

�������	������
�
�	
�
�������������	�����
�"��
������!���������@���!�@��
�-��
�

��� /�������� H��
���� �
� ���5
� ���5� �
�
� ���
���
5
���� �
�� '������ ���

�
.
������
���'���
��-�
���9+,,P@,,;( 



�

� :


W�� ���� 
���� ���� ���� �������������� 

���� ���� �����
�������� ���

������	����� ������  ����� �����
��!� ������ 
����
��� ����"�#��� ��� �
��

����� �
��� 
� ������ ��������� ��
����$��!� ������%���� �� �
��
��!� ����

�������
����&� ��� ����� ��� ��'�
�� 
���������&"���� (������ ����

�
�����������
�����������")��!������
����������������")����(�
�����

��
�����������")��������������
������������������")���������������W�

!
�	������
����9����!
�	�;(���.���
���"���	
�
������"��
�����
�(�=������"��	���

+O@P(�*+��
��,������(�++OU���(���
������������
.
�

�����

����
������������

%��.���%
��������9D�	.
�
;���	���������D"�	
����
�3	
��(�����!
�	�$����@%
�

(�

�

�

�

W-������
"���
������'���������������.��
"���
����.�����������������

��������
��!���
�$��������� ��
�������/������"��)��&�����!����0����

�����
�����!� ����� ������ ���� �
��������� ���� ��� �����!� ���� ���� 0�

�����
�������(����������������0������
������"�
�������������� �
"����

���
������� �� ���� ��
!� �� �� �����
������ �&� ��� ��
������� ���
���!�

��&��
���!�������������������
��!����������������������
����������

��"�(W�

�����A�
���A�����9+,+P@;�

�������
��
����������������+,,,��
�
�
��

/��
��
��� �!����	
�
�
�����L�����+P�9�������;(��



�

� :



�

�

�

�

�

�
����<������;��?����������������



�

� :




�������

���
����������������
� 
���.�
�����������
�
��
��������

����4�'���
�����
�
�

��

���� ������ 
��
����� 
	����
�
��� �
�
� 
� ������
�
���� ��� �������
�
��
	� �
�

������������

� �
��	��� ���
�-�

� ������
������ 
�
����������
� '
:
� 9����;(� �
�

�
�� �
�
����"��
�
�� ������ ����� 
��
����� ��� ������
�
���� ��� ������ �
�
��
	� ��

����������
��
����
	
5
�������-	��	����1���

��������5���������-��
��(���

���
�

���
�����
���-�
�
�����
�
�������	��
��
�
�
�����

��
�4�'���
������
�
���.�
�

���� 
� ����

� ��� �
�
��
�� ��� ����
�B��� ��� 
������5
(� 4���.�
� 
�� 
����
.����

����3�
�
�����������
�
��������������
�
��
	��
�������������

��
��	������
�-�

�

���I�	2��9+,,P���+,,P
;������*
�.�9+,,6;(�

��'
�������
�
�������������� �����������
� 
������5
������
	
5
��� 9�
�1#��������

2����;�� ���������
��
�.
	��� �������� 
�'���
�
��
	������ �'
�
����� �� ��������

����3�
��� �� ��
�� 
��	
�
�B��� �
�
� 
� �
>��

� ��� 4�����
������ ��� �

��

�����
'
�
������� �
�
� 
� ������
�
���� ��� ������ �
�
��
	� ��� 
�
���� �-�
���� ��

���
�
�
���(�

��������
� ���
	)
�
������ 
� '3���	
� ��� ������ �
�
��
	� �
� ������ ������

�

�
��	��� ���
�-�

� ��� D	
�2@��)�	��@%������� ��	)��
���� 
����
���� �
���-�
�
��

�
��	
'
�
���� 9�	
�
�
���� 
� 
����
.��� �
��
�.
	�;� �� ����	�����
���� 
�

��������
����'�
�
�����D
:����X�/���
��9+,,P;(�

4������������
���������������
�
	)����������
��	�������
�'���
����
���
�
����

�
	��	
�����������
�������������

��
��	������
�-�

(������������������
���
.����

��
��� ����
��	����������
� ��
���� ��� D��
	�F�X�%F��������� ���
���
�
������

��
	
5����������	�
��� ��� ��:�X� /��
����
�� 9+,PQ;M� ����� ����	�
��� '
�
	
�
�
� ��

�-	��	������������
�
��
	��
�������������

� �
��	������
�-�

�������
�������
�

�
��	
����� ��
�
� ������ �
����� �
� '3���	
� ��� D	
�2@��)�	��@%�����(� D��
	�F�X�

%F����9������
���
��
���
�������+,,+;��A��)��
��9�����������
��
��
.����
�HD/�

���+,,P�������
������+,,Q���	
�HD�;�����	�����9�
������	
�
������+,,=���	
�

HD�;� ���
�
�� ���� �� �
	��� ��������
	� �������
��� ����
� �
��	
� ����� ����

��	�
�	
�
�����	������������
	������
	
-�
�����
���������

�������	�
�	
�
�����	��

�
	�������������������������:���"�
�(�



�

� :
�

�������	�
�����

��
�����
���������
�������
�
��
�
��
�����$�9
;��������	�
������

��� ��� ������� 
	����
�
���� �������� �� �
��
���
����� �
��
��� ��� ��
��"�
�� �
�

�-:
�
� ������

� �
� ����

� �
� 4�'���
���� �� ��� �
����
� ��� �
���
��
�B��� ���

!�
������
�
���������������
�L�
�
����
�
��������
�
	
�
��������
	
5
���
����

�������
�
������5
�9�
�1#��������������
�
��;��9

;�������������'3���	
���-�
�
��
�
�


�������
�
��������������
�
��
	��
�������������

��
��	������
�-�

��
�
�
�����

9


;� �
	
�
�����
� '3���	
����D	
�2@��)�	��@%�������
�
� 
����� 9
�;� ������������

��
�'3���	
�
����
�
��
�
�
�������
�
��������������
�
��
	��
�������������

�

�
��	��� ���
�-�

� ������ ��� �"��	�� ��� ����
� '
:
� 9����;�� 9�;� ���
�
���� �
�

��	
�
	
�
��� 
��	"�
�
� ����3�
�
� ��� ������ ��� �
	������
	
-�
�� �� 9�
;� ��'
�
���� ��

���
�
��������
	�������
����9"���������
�1;�����3�
��(�

H-�

��
���
������	�
���� 
�����
������
�
�
�����

��
�4�'���
������������

$�

9
;��
��
������

������
�
�������
������5
����
������9

;��������	�
�������
����
�
�

��� .
�)�� 
�'���
�
��
	� �
� ����
���� 
��
���
���� ������	�
�������)�
	� 9+,O6;� ��

D��
�)�9+,,,;���	
���
	
5
������������
�������
���.>��

����?�		�
�2@A�
�	��(��



�

� :�

Abstract 
�)
�� �)��
�� 
���.�
���� �
�
���� 
��� 4�'���
�
��� �)���F� 
�� ������ ��� ���
��� 
��


	����
�
��� ���
����������� �)�� �
	��	
�
��� �'� �)�� �
�
��
	� ��
��� �'� �)�� �
��	��

���
�
�F�������
�����
������������2��
��������(������'��)��'�
�������'��)
����1�

���
��������
�����
		�1�����������
������
�.��)��C�1���

���
	��	��� 
����
���'�

�)�� ����)
��
�����(�4�����
����
�����
���
�������	�����
�)��
�
�
	����
�
���'���

�)�� 4�'���
�
��� �)���F� 
��� 
���.�
���� 
�� 1
�)� �)�� �
�
���� �)���F� ������

������

��F�����
�
���(�4��
���.�
����I�	2�Y��9+,,P�
���+,,P
;�
���*
�.Y��9+,,6;�

������
��
����
�)�������)���
	��	
�
����'��)���
�
��
	���
����'��)���
��	�����
�
�F�

������
�����
��(�

4������
��	F���'
�����)��������

��F@��
��@�����
	�1��	�� 9�
�2@�����
	�1��	�;���)��

�
��
�.
	��1��	����)��
�'���
�
��
		F��''
�
����1��	��
����)��������
��1��	��
���

�)�
�� 
��	
�
�
���� ��� �)�� 4���������� ��
����� 
���� ����� ����
'
�
		F�� ��� �)��

�
	��	
�
����'��)���
�
��
	���
����'����
�
�F�
������
������
�
�
���(�

4�� ��������
����1
�)� ���

	�� �)�� D	
�2@��)�	��@%������ '����	
� �'� �)���
�
��
	�

��
��� �'� �)�� �
��	�� ���
�
�F� ������
�� ���
���� 
�������� �)�� �
�)��
�
�
	�

���
�
���� �
��	
'
��� 
�� 9�F� �	
�
�
�
�.��)���
��
�.
	�� 
����
�);� 
��� ����	�����

�)����������
�
���������F�D
:����X�/���
��9+,,P;(�

4�����
2��
��������
����'�1��2���)
�����
�	
�)���
��
��
2���1
F�����
	��	
����)��

��
����'��)���
��	�����
�
�F�������
�����
��(��)
���
��
2��)
��
�����
.
������)�

����
�	F��
��
����
�
����'�D��
	�F�X�%F�����1)�����������	F������
�����	��'����

��:�X�/��
����
�� 9+,PQ;(��)
������	�� '
�
	
�
�����)�� �
	��	
�
��� �'��)���
�
��
	�

��
��� �'��)�� �
��	�� ���
�
�F�������
�����
����F���
�.� 
��
�	���)
��
��
����)��

�
�������
.�� �'��)�� D	
�2@��)�	��@%������ '����	
(� D��
	�F�X�%F���� 9�
�����)��

+,,+�'����)���
�
��;��A��)��
��9
��)
���1��+,,P�
��
�	��� 
��HD/�
���
��
�+,,Q�

�
��� 
�� HD�;� 
��� ��	����� 9+,,=� �
��� ���	
�)��� 
�� HD�;� ��
�)� �)
�� �)��

�������
.���
	���'�����
���)
���
�	������������	�
�	
����F��)����
����'��)��
������

1)���
����
	
�F�
���)��	��)
����������	�
�	
����F��)�����������
	����'��)�����
2��

��
��(�



�

� :�


�)������� 
�����
�������	����'��)
���)��
�� '����
�
����
��$� 9
;�����	��������'�
�

������� 
��� ������
�� 
	����
�
��� ���)���� �
���� ��� �)�� �
:
���@������F�

��
��
�	���'��)��4�'���
�
����)���F�
������!�
����Y���
���
���
����F����������)��

�
	��	
�
����'�
���
����������

��F@��
��@�����
	�����
�
	
�F���
�����9�
�2@�����
	�

����
�
	
�F;�� 9

;� 
�)
�������� �'� 
� ��
��
�
	� '����	
� ��� �)�� �
	��	
�
��� �'� �)��

�
�
��
	���
����'��)���
��	�����
�
�F�������
�����
����������2���9


;��
	
�
�
����'�

�)�� D	
�2@��)�	��@%������ '����	
� ��� ����2��� 9
�;� 
�)
�������� �'� 
�� 
����
���

'����	
�����)���
	��	
�
����'��)���
�
��
	���
����'��)���
��	�����
�
�F�������
��

���
�������������9�;����
�
�
����'��)��
��	
���������
����	
�
	
�F��'��)����
����'�


��
�����
���9�
;���'
�
�
���
������
�
�
����'��)��������
���
	��@
�@�
�2(�

�)���� 
��� ��
		� �1�� 
�����
��� ����	��� ��� �)�� 4�'���
�
��� �)���F� 
��� ���

������
��$� 9
;� 
����������
����
��
���
������1����������

��F�
����
�2�
���9

;�

����	��������'��)��'����
���
�'���
�
��
	�.

���
����)
���������'��)������	���'�

�)�
	�9+,O6;�
���D��
�)�9+,,,;��F���
�.��)��?�		�
�2@A�
�	����
���.������������(�



�

� :�



1�������
QUADRO 1: EXEMPLOS DE OPÇÕES...................................................................................................................7 
QUADRO 2: VARIÂNCIA E ENTROPIA DE ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES DISCRETAS ............................................175 
QUADRO 3: EFICIÊNCIA INFORMACIONAL RELATIVA DA PREVISÃO ..............................................................194 
QUADRO 4: EFICIÊNCIA INFORMACIONAL RELATIVA DA PREVISÃO - II ........................................................198 
QUADRO 5: ESTIMATIVAS DAS PROBABILIDADES NEUTRALIZADORAS DO PREÇO DA INCERTEZA NO MERCADO 

COMPLETO E ENTRÓPICO .....................................................................................................................249 
QUADRO 6: PREÇO RACIONAL DA OPÇÃO NO MERCADO COMPLETO E NO ENTRÓPICO ..................................249 
QUADRO 7: VOLATILIDADE IMPLÍCITA ENTRÓPICA DO PREÇO DA AÇÃO RCTB RPN PARA 21 DIAS ÚTEIS ....270 
QUADRO 8: VOLATILIDADE DE BLACK-SCHOLES-MERTON DO PREÇO DA AÇÃO RCTB RPN PARA 21 DIAS 

ÚTEIS ..................................................................................................................................................272 
QUADRO 9: RESUMO DAS CONDIÇÕES PARA NECESSÁRIAS PARA A OBTENÇÃO DOS MODELOS DE BLACK-

SCHOLES-MERTON E ENTRÓPICO ........................................................................................................280 



�

� :�




!�<�����
FIGURA 1: ÁRVORE BINÁRIA ........................................................................................................................126 
FIGURA 2: ÁRVORE BINÁRIA RECOMBINANTE ..............................................................................................127 
FIGURA 3: SIMULAÇÃO DE UMA TRAJETÓRIA DO MOVIMENTO BROWNIANO.................................................143 
FIGURA 4: PROCESSO ESTOCÁSTICO { �3 ; G� � } .......................................................................................143 
FIGURA 5: FUNÇÕES DENSIDADE DE PROBABILIDADE DO PROCESSO ESTOCÁSTICO { �3 ; G� � } ................144 
FIGURA 6: LOGNORMAL ( G� GGG,� � ; G� G8Q� � ; G +=6� � ; � ; �3 ) ......................................................147 
FIGURA 7: RELAÇÕES ENTRE AS ENTROPIAS E DIVERGÊNCIAS DOS ESTADOS INFORMACIONAIS ...................190 
FIGURA 8: GRÁFICO DA SUPERFÍCIE DA DIVERGÊNCIA .................................................................................191 
FIGURA 9: GRÁFICO DE CURVAS DE NÍVEL DA DIVERGÊNCIA .......................................................................191 
FIGURA 10: GRÁFICO DE SUPERFÍCIE DA DIVERGÊNCIA("+") QUANDO SENSIBILIDADE=ESPECIFICIDADE.....195 
FIGURA 11: GRÁFICO DE DENSIDADE DA DIVERGÊNCIA("+") QUANDO SENSIBILIDADE=ESPECIFICIDADE ....195 
FIGURA 12: GRÁFICO DA DIVERGÊNCIA TOTAL MÁXIMA QUANDO SENSIBILIDADE=ESPECIFICIDADE=1.......196 
FIGURA 13: GRÁFICO DE SUPERFÍCIE DA DIVERGÊNCIA TOTAL QUANDO SENSIBILIDADE=ESPECIFICIDADE..196 
FIGURA 14: GRÁFICO DE DENSIDADE DA DIVERGÊNCIA TOTAL QUANDO SENSIBILIDADE=ESPECIFICIDADE .197 
FIGURA 15: REPRESENTAÇÃO GRÁFICA EM FORMA DE BARRAS DAS ENTROPIAS ENTRE DUAS VARIÁVEIS 

ALEATÓRIAS DEPENDENTES ................................................................................................................213 
FIGURA 16: REPRESENTAÇÃO GRÁFICA EM FORMA DE BARRAS DAS ENTROPIAS ENTRE DUAS VARIÁVEIS 

ALEATÓRIAS INDEPENDENTES .............................................................................................................216 
FIGURA 17: REPRESENTAÇÃO GRÁFICA EM FORMA DE BARRAS DAS ENTROPIAS DE UM PROCESSO 

ESTOCÁSTICO MARKOVIANO ...............................................................................................................217 
FIGURA 18: GRÁFICO DE SUPERFÍCIE DA TAXA DE ENTROPIA DE UM PROCESSO MARKOVIANO ESTACIONÁRIO 

DE DOIS ESTADOS ................................................................................................................................219 
FIGURA 19: GRÁFICO DE CURVAS DE NÍVEL DA TAXA DE ENTROPIA DE UM PROCESSO MARKOVIANO 

ESTACIONÁRIO DE DOIS ESTADOS........................................................................................................220 
FIGURA 20: ENTROPIA VERSUS VOLATILIDADE [GULKO (1998, P. 1-8)]........................................................245 
FIGURA 21: DISTRIBUIÇÃO DE 4� ................................................................................................................249 
FIGURA 22: GRÁFICO DA FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE GAMA(10;6) ....................................265 
FIGURA 23: GRÁFICO DA FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE GAMA(1;2) ......................................265 
FIGURA 24: PREÇO RACIONAL DA OPÇÃO DE COMPRA VERSUS A VOLATILIDADE IMPLÍCITA ENTRÓPICA DO 

PREÇO DA AÇÃO ..................................................................................................................................269 
FIGURA 25: VOLATILIDADE IMPLÍCITA ENTRÓPICA DO PREÇO DA AÇÃO VERSUS O PREÇO DE EXERCÍCIO......270 
FIGURA 26: VOLATILIDADE IMPLÍCITA ENTRÓPICA E DE B-S-M DO PREÇO DA AÇÃO VERSUS O PREÇO DE 

EXERCÍCIO ..........................................................................................................................................272 
FIGURA 27: FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO PREÇO DA INCERTEZA 

ENTRÓPICA DO PREÇO DA AÇÃO PARA A VARIÁVEL DE ESTADO TAXA DE RETORNO (LOGNORMAL - 
REPRESENTADA PELA LINHA CONTÍNUA) VERSUS A DA VARIÁVEL DE ESTADO PREÇO DA AÇÃO (GAMA - 
REPRESENTADA PELA LINHA TRACEJADA) COM VOLATILIDADE IMPLÍCITA ENTRÓPICA IGUAL A 11 REAIS
...........................................................................................................................................................277 

FIGURA 28: CAUDAS AMPLIADAS DA FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO 
PREÇO DA INCERTEZA ENTRÓPICA DO PREÇO DA AÇÃO PARA A VARIÁVEL DE ESTADO TAXA DE 
RETORNO (LOGNORMAL - REPRESENTADA PELA LINHA CONTÍNUA) E DA VARIÁVEL DE ESTADO PREÇO 
DA AÇÃO (GAMA - REPRESENTADA PELA LINHA TRACEJADA) COM VOLATILIDADE IMPLÍCITA 
ENTRÓPICA IGUAL A 11 REAIS .............................................................................................................278 



�

� :
:

�($B����

1 INTRODUÇÃO....................................................................................................................................1 
1.1 JUSTIFICATIVA DO TEMA E MOTIVAÇÃO ........................................................................................2 

1.1.1 A importância e o preço da incerteza na Economia................................................................2 
1.1.2 O conceito geral de opção.......................................................................................................3 
1.1.3 Mundo com o preço da incerteza neutralizado e a medida de probabilidade neutralizadora 
do preço da incerteza.............................................................................................................................8 
1.1.4 Teoria da Informação: uma abordagem alternativa para quantificar a incerteza e 
determinar preço....................................................................................................................................9 

1.2 FORMULAÇÃO DA QUESTÃO DE PESQUISA ...................................................................................10 
1.3 OBJETIVO DA TESE ......................................................................................................................10 
1.4 METODOLOGIA............................................................................................................................11 
1.5 CONTRIBUIÇÕES ORIGINAIS E RESULTADOS PRINCIPAIS DA TESE .................................................15 
1.6 ESCOPO DA TESE .........................................................................................................................18 
1.7 ESTRUTURA DA TESE ...................................................................................................................20 
1.8 NOTAÇÃO MATEMÁTICA UTILIZADA NA TESE E TERMOS TÉCNICOS .............................................20 

2 FUNDAMENTAÇÃO TÉORICA ....................................................................................................23 
2.1 A CIÊNCIA DO INVESTIMENTO ....................................................................................................23 

2.1.1 Entes do mercado financeiro .................................................................................................24 
2.1.1.1 Pessoas ....................................................................................................................................... 24 
2.1.1.2 Ativos e instrumentos................................................................................................................. 25 
2.1.1.3 Opções ....................................................................................................................................... 28 

2.1.1.3.1 Um pouco de história............................................................................................................ 31 
2.1.1.4 Preços......................................................................................................................................... 31 

2.1.1.4.1 Um pouco de história............................................................................................................ 33 
2.1.1.5 Mercados.................................................................................................................................... 34 

2.1.2 Os princípios fundamentais da Ciência do Investimento.......................................................35 
2.1.2.1 Princípio da insaciabilidade ....................................................................................................... 36 

2.1.2.1.1 Exemplo paradigmático de aplicação do princípio da insaciabilidade .................................. 37 
2.1.2.2 Princípio da comparação ............................................................................................................ 37 

2.1.2.2.1 Exemplo paradigmático de aplicação do princípio da comparação....................................... 37 
2.1.2.3 Princípio de não-arbitragem....................................................................................................... 38 

2.1.2.3.1 Exemplo paradigmático de aplicação do princípio de não-arbitragem.................................. 39 
2.1.2.3.2 Exemplo paradigmático da aposta entre o circunspeto professor de Economia e o matuto .. 39 
2.1.2.3.3 Exemplo paradigmático de determinação de preço de opção e da aplicação do teorema da 
arbitragem 41 

2.1.2.4 Princípio da aversão à incerteza ................................................................................................. 45 
2.1.2.4.1 Quantificação da incerteza .................................................................................................... 47 
2.1.2.4.2 Incerteza técnica e de mercado ............................................................................................. 48 
2.1.2.4.3 Um pouco de história............................................................................................................ 49 
2.1.2.4.4 Relação entre risco financeiro e incerteza............................................................................. 50 

2.1.2.4.4.1 Gestão do risco ............................................................................................................... 54 
2.1.2.4.4.1.1 Exemplo paradigmático de gestão de risco............................................................. 54 

2.1.2.4.4.2 Um pouco de história...................................................................................................... 57 
2.1.3 Hipóteses normalmente utilizadas para determinação do preço racional de opção européia 
simples ordinária .................................................................................................................................59 

2.1.3.1 Hipótese de mercado perfeito..................................................................................................... 59 
2.1.3.1.1 Banco ideal constante ........................................................................................................... 60 

2.1.3.2 Hipótese de mercado competitivo, livre e aberto como vários investidores igualmente 
importantes 61 
2.1.3.3 Hipótese do equilíbrio competitivo do mercado de capitais....................................................... 63 
2.1.3.4 Hipótese de mercado completo .................................................................................................. 63 
2.1.3.5 Hipótese de mercado eficiente ................................................................................................... 64 
2.1.3.6 Hipótese da atitude do decisor diante da incerteza..................................................................... 67 
2.1.3.7 Hipótese do mundo com preço da incerteza neutralizado .......................................................... 68 



�

� ::

2.1.3.7.1 Mudança de medida de probabilidade................................................................................... 75 
2.1.3.7.1.1 Exemplo de mudança de medida de probabilidade de variável aleatória discreta........... 75 

2.1.3.7.2 Processo estocástico martingale............................................................................................ 79 
2.1.3.7.3 Integral de Lebesgue: esperança e variância ......................................................................... 81 
2.1.3.7.4 Esperança parcial .................................................................................................................. 81 
2.1.3.7.5 Função de perda linear.......................................................................................................... 81 

2.1.4 Problemas de investimento típicos.........................................................................................82 
2.1.4.1 Determinação de preço............................................................................................................... 82 

2.1.4.1.1 Exemplo paradigmático de determinação de preço em condição de certeza......................... 83 
2.1.4.1.2 Exemplos paradigmáticos de determinação de preço em condição de incerteza de mercado 83 

2.1.4.1.2.1 Contrato a termo (forward)............................................................................................. 83 
2.1.4.1.2.2 Contrato de opção européia simples ordinária sobre ação .............................................. 85 

2.1.4.2 Estratégia de proteção contra flutuações do preço do valor mobiliário (hedging)...................... 86 
2.1.4.2.1 Exemplo paradigmático de hedging...................................................................................... 86 

2.1.4.3 Investimento puro ...................................................................................................................... 87 
2.1.4.4 Outros problemas ....................................................................................................................... 87 

2.1.5 Relação entre o mundo com preço da incerteza neutralizado e a atitude do decisor diante da 
incerteza...............................................................................................................................................87 
2.1.6 Relação entre a hipótese de mercado completo, opções e a hipótese do mundo com preço da 
incerteza neutralizado..........................................................................................................................89 

2.1.6.1 Mercado completo uniperíodo ................................................................................................... 89 
2.1.6.1.1 Existência e unicidade da medida de probabilidade neutralizadora do preço da incerteza em 
mercado completo uniperíodo.................................................................................................................... 89 

2.1.6.2 Utilidade do mercado completo ................................................................................................. 95 
2.1.6.2.1 A contribuição das opções .................................................................................................... 96 

2.1.7 Relação entre hedging perfeito e a hipótese do mundo com preço da incerteza neutralizado
 98 

2.1.7.1 Determinação de rateios (odds) por um bookmaker para hedgear uma aposta (estratégia de 
seguro dos resultados) ..................................................................................................................................... 99 
2.1.7.2 Cálculo do preço de uma opção de abandono de projeto com cobertura completa de risco por 
meio de seguro governamental...................................................................................................................... 102 
2.1.7.3 Exemplo paradigmático do apreçamento racional de uma aposta digital ................................. 107 

2.2 MODELO DE BLACK-SCHOLES-MERTON PARA DETERMINAÇÃO DO PREÇO RACIONAL DA OPÇÃO 
EUROPÉIA SIMPLES ORDINÁRIA SOBRE AÇÃO ...........................................................................................110 

2.2.1 A opção e suas propriedades ...............................................................................................110 
2.2.1.1 Condição de contorno .............................................................................................................. 111 

2.2.2 História das fórmulas de determinação do preço racional da opção européia simples 
ordinária sobre ação..........................................................................................................................112 

2.2.2.1 Modelos pré-Black-Scholes-Merton (1900-1964).................................................................... 112 
2.2.2.1.1 Modelo de Bachelier (1900) ............................................................................................... 112 
2.2.2.1.2 Modelo de Sprenkle (1961) ................................................................................................ 113 
2.2.2.1.3 Modelo de Boness (1964) ................................................................................................... 113 

2.2.2.2 Modelo de Black-Scholes-Merton (1973) ................................................................................ 114 
2.2.2.3 Modelos pós-Black-Scholes-Merton (até 1998)....................................................................... 116 

2.2.3 Demonstração da fórmula de Black-Scholes-Merton ..........................................................119 
2.2.3.1.1 Mercado completo multiperíodo ou dinamicamente completo ........................................... 120 

2.2.3.1.1.1 Ramo binário em um processo discreto ........................................................................ 122 
2.2.3.1.1.2 Construção de derivativos para um período a partir de uma carteira formada por ações e 
bonds 123 
2.2.3.1.1.3 A medida de probabilidade neutralizadora do preço da incerteza � .......................... 124 
2.2.3.1.1.4 Propriedades da medida de probabilidade neutralizadora do preço da incerteza � .... 125 
2.2.3.1.1.5 A árvore binária............................................................................................................ 125 
2.2.3.1.1.6 A árvore binária recombinante ..................................................................................... 126 
2.2.3.1.1.7 Indução de trás para diante ........................................................................................... 127 
2.2.3.1.1.8 Carteira replicante auto-financiável.............................................................................. 128 
2.2.3.1.1.9 Comportamento do preço do ativo em uma árvore recombinante: a abertura para modelos 
contínuos 130 
2.2.3.1.1.10 Criando a medida de probabilidade neutralizadora do preço da incerteza � ............ 134 
2.2.3.1.1.11 Fórmula do movimento do preço do ativo-base.......................................................... 135 



�

� ::


2.2.3.1.1.12 Fórmula de Black-Scholes-Merton de determinação do preço racional da opção de 
compra européia simples ordinária ..................................................................................................... 136 
2.2.3.1.1.13 Simplificação do cálculo do preço da opção............................................................... 138 

2.2.3.1.2 Abordagem contínua para o cálculo do preço de opções européias .................................... 139 
2.2.3.1.2.1 Introdução..................................................................................................................... 139 
2.2.3.1.2.2 Processo de Wiener ...................................................................................................... 141 
2.2.3.1.2.3 Fórmula do preço do ativo............................................................................................ 146 
2.2.3.1.2.4 Lema de Ito e sua aplicação sobre o diferencial total estocástico do ativo ................... 148 

2.3 ELEMENTOS DA TEORIA DA INFORMAÇÃO ................................................................................152 
2.3.1 Um pouco de história...........................................................................................................153 
2.3.2 O conceito físico de entropia discreta de Boltzmann...........................................................153 
2.3.3 O conceito lógico de entropia discreta de Shannon ............................................................160 

2.3.3.1 Quantificação da surpresa no exemplo da eleição para governador do Distrito Federal .......... 160 
2.3.3.2 Auto-informação ou informacional de um evento.................................................................... 161 
2.3.3.3 Dedução axiomática do informacional..................................................................................... 163 
2.3.3.4 Entropia.................................................................................................................................... 168 
2.3.3.5 Exemplo paradigmático do jogo de adivinhar o número pensado por outra pessoa ................. 171 
2.3.3.6 Entropia de algumas variáveis aleatórias discretas................................................................... 175 

2.3.4 Divergência de Kullback-Leibler.........................................................................................177 
2.3.4.1 Mensuração do ganho informacional da previsão e da eficiência informacional relativa da 
previsão usando o conceito de divergência: uma extensão do análise bayesiana .......................................... 177 

2.3.4.1.1 Exemplo paradigmático da compra de um carro usado....................................................... 177 
2.3.4.2 Estados informacionais do decisor ........................................................................................... 178 
2.3.4.3 Análise informacional da decisão em condição de incerteza.................................................... 184 
2.3.4.4 Eficiência informacional relativa da previsão .......................................................................... 192 
2.3.4.5 Medida entrópica de ganho de informação aplicada em Economia.......................................... 198 

2.3.5 Entropia diferencial.............................................................................................................206 
2.3.5.1 Entropia de uma variável aleatória uniforme contínua............................................................. 207 
2.3.5.2 Entropia de uma variável aleatória normal contínua ................................................................ 208 

2.3.6 Entropia diferencial como limitante da entropia discreta...................................................209 
2.3.7 Entropia mútua ou informação mútua.................................................................................209 
2.3.8 Interpretação gráfica das medidas de entropia...................................................................213 
2.3.9 Versões contínuas das medidas de entropia ........................................................................213 
2.3.10 Relação entre entropia mútua e divergência ..................................................................214 
2.3.11 Entropia mútua da normal bivariada e sua relação com o coeficiente de correlação e a 
independência Estatística ..................................................................................................................214 
2.3.12 Entropia de um processo estocástico markoviano ou taxa de entropia ..........................215 
2.3.13 Entropia mútua total .......................................................................................................220 
2.3.14 Relação entre a entropia de Shannon e a de Boltzmann.................................................221 
2.3.15 Entropia de ordem �  e a distinção entre processos caóticos e aleatórios ....................222 
2.3.16 Divergência de Amari e a função utilidade HARA .........................................................223 
2.3.17 Processamento ótimo de informação incompleta ou estimação robusta com dados 
limitados utilizando o princípio da máxima entropia ou da mínima divergência..............................224 

2.3.17.1 Exemplo paradigmático do princípio de máxima entropia aplicado a um problema com 
indeterminação .............................................................................................................................................. 226 

2.3.17.1.1 Qual a função densidade de probabilidade que maximiza a entropia quando o domínio da 
variável aleatória é finito?........................................................................................................................ 229 
2.3.17.1.2 Qual a função densidade de probabilidade que maximiza a entropia quando o domínio da 
variável aleatória é positivo e sua esperança é conhecida? ...................................................................... 230 
2.3.17.1.3 Qual a função densidade de probabilidade que maximiza a entropia quando o domínio da 
variável aleatória é infinito e sua variância é conhecida? ........................................................................ 232 

2.3.17.2 Princípio de mínima divergência.............................................................................................. 233 
2.3.17.3 Axiomas de consistência .......................................................................................................... 234 

3 DETERMINAÇÃO ENTRÓPICA DO PREÇO RACIONAL DA OPÇÃO EUROPÉIA 
SIMPLES ORDINÁRIA SOBRE AÇÃO E BOND ................................................................................236 

3.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................................................236 
3.2 O MUNDO INFORMACIONALMENTE EFICIENTE É ENTRÓPICO .....................................................238 
3.3 EXPECTATIVA DE MERCADO......................................................................................................239 



�

� ::



3.4 EXEMPLO PARADIGMÁTICO DA DETERMINAÇÃO DO PREÇO RACIONAL DE UMA OPÇÃO RACIONAL 
PELO PRINCÍPIO DA MÁXIMA ENTROPIA....................................................................................................241 

3.4.1 Propriedades empíricas da medida de probabilidade neutralizadora do preço da incerteza
 242 

3.4.1.1 Propriedade empírica 1: a distribuição da medida de probabilidade neutralizadora do preço da 
incerteza é em forma de sino (unimodal) ...................................................................................................... 242 
3.4.1.2 Propriedade empírica 2: o desvio-padrão na medida de probabilidade neutralizadora do preço da 
incerteza de 4�  é praticamente igual à volatilidade real de 4� ................................................................... 243 
3.4.1.3 Propriedade empírica 3: nenhuma variação unilateral de um preço de opção por um tick (0,01) 
aumenta a entropia acima de � � 4��  dada a restrição de não poder aumentar o desvio-padrão acima de 

� �4��� . 244 
3.6 DETERMINAÇÃO DA MEDIDA DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO PREÇO DA INCERTEZA DE 
MÁXIMA ENTROPIA ..................................................................................................................................252 

3.6.1 Sistema de Distribuições de Pearson...................................................................................255 
3.6.2 Relação entre o Sistema de Distribuições de Pearson e o princípio da máxima entropia ..256 
3.6.3 Incorporação do sistema de Pearson no princípio de máxima entropia .............................258 

3.7 DETERMINAÇÃO DA MEDIDA DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO PREÇO DA INCERTEZA DE 
MÁXIMA ENTROPIA DO PREÇO DO BOND ..................................................................................................259 
3.8 DETERMINAÇÃO DO PREÇO ÚNICO É LIVRE DE ARBITRAGEM DA OPÇÃO DE COMPRA EUROPÉIA 
SIMPLES ORDINÁRIA SOBRE UM BOND......................................................................................................261 
3.9 DETERMINAÇÃO DA MEDIDA DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO PREÇO DA INCERTEZA DE 
MÁXIMA ENTROPIA DO PREÇO DE AÇÃO ...................................................................................................262 
3.10 DETERMINAÇÃO DO PREÇO ÚNICO É LIVRE DE ARBITRAGEM DA OPÇÃO DE COMPRA EUROPÉIA 
SIMPLES ORDINÁRIA SOBRE UMA AÇÃO ...................................................................................................266 

4 ESTIMAÇÃO DA VOLATILIDADE IMPLÍCITA .....................................................................267 
4.1 INTRODUÇÃO.............................................................................................................................267 
4.2 EXEMPLO PARADIGMÁTICO DA ESTIMAÇÃO DA VOLATILIDADE IMPLÍCITA DO PREÇO DA AÇÃO 
RCTB RPN...............................................................................................................................................268 
4.3 VALOR EM RISCO ENTRÓPICO ....................................................................................................273 
4.4 PREÇO MÍNIMO ATUAL ..............................................................................................................273 
4.5 PREÇO MÍNIMO ATUAL ENTRÓPICO ............................................................................................274 
4.6 PERDA MÁXIMA ATUAL ENTRÓPICA ..........................................................................................274 
4.7 PERDA MÁXIMA ATUAL ENTRÓPICA PADRONIZADA...................................................................274 
4.8 COMPARAÇÃO DA MEDIDA DE PROBABILIDADE NEUTRALIZADORA DO PREÇO DA INCERTEZA DA 
TAXA DE RETORNO (MODELO ENTRÓPICO LOGNORMAL) COM A DO PREÇO DA AÇÃO (MODELO ENTRÓPICO 
GAMA) 275 

5 CONCLUSÕES, LIMITAÇÕES, RECOMENDAÇÕES E TEMAS PARA PESQUISAS .......279 
5.1 CONCLUSÃO DA TESE ................................................................................................................279 
5.2 TESTE DO MODELO ENTRÓPICO .................................................................................................281 

5.2.1 Os prós e contras da modelagem Black-Scholes-Merton versus a entrópica para ação.....281 
5.2.1.1 Prós da modelagem de Black-Scholes-Merton para o objeto subjacente ação: ........................ 281 
5.2.1.2 Contras da modelagem de Black-Scholes-Merton para o objeto subjacente ação: ................... 282 
5.2.1.3 Prós da modelagem entrópico para o objeto subjacente ação:.................................................. 283 
5.2.1.4 Contras da modelagem entrópica para o objeto subjacente ação:............................................. 285 

5.3 LIMITAÇÕES ..............................................................................................................................286 
5.4 PESQUISAS FUTURAS .................................................................................................................286 

6 APÊNDICE.......................................................................................................................................289 
6.1 PROGRAMAÇÃO DO MODELO DE BLACK-SCHOLES-MERTON E ENTRÓPICO EM VISUAL BASIC ..289 
6.2 PROGRAMAÇÃO DO MODELO DE BLACK-SCHOLES-MERTON E ENTRÓPICO DE DETERMINAÇÃO DO 
PREÇO RACIONAL DA OPÇÃO DE COMPRA EUROPÉIA SIMPLES ORDINÁRIA SOBRE UMA AÇÃO NO 
MATHEMATICA 3.0..................................................................................................................................293 

6.2.1 Fórmula do preço racional da opção de compra européia simples ordinária sobre uma ação 
(modelo de Black-Scholes-Merton): ..................................................................................................293 



�

� ::




6.2.2 Fórmula do preço racional da opção de compra européia simples ordinária sobre uma ação 
(modelo de entrópico):.......................................................................................................................294 

7 BIBLIOGRAFIA..............................................................................................................................295 



�

� +

C� �������	
��

56��� ���������*
�����
�����!������������������������2
� ���������������������
"�����������������

������
������ ��������"���
����
�1����	������6��� �
�����
�
���������
��������!����������������������

���
�
���������������
�
���� ����������������� ������ 
�1����"������
����������������������
�
�������

�����
�������
"��������6��� �
���
������������!�� ���������������� ���
����������� ����2�����������

�������� ������ 
�1����"������
�����������������������"�����������������
������
������������

������
���� ���
�1����� �����	�����6�������"�������
������������!�� ����
� �����������������
���

��
�
������ ��������������� ������ 
�1�������	����������
��������������������������������
���������

����1��- ����������������� 
�����
�
���
�������������2 �������������������� ���� ���������
�����

������
����� �������
��� 
������2����� �������� �
�������
"��������� ������2��1��������
��
�
����

�������2����� �����
�
���� ����������
�������
��
��
������
����
��� ��������
���
�������������

�������
����������
���5�

��
�)�X�C
��9+,,Q���(�6,Q;�

���
������ 
�������
���
� 
����
.��� 
	����
�
�
� �
�
� 
� ������
�
���� ��� ������

L�
�����	
�������
��
��
.�������
�
��
	��
�������������

��
��	������
�-�

�������


���� �� ����� ��� ����
�B��� �

�� .��

�� ���� 
�� ��
�
�
��
	������ ��
	
5
�
�� ���

����	�����D	
�2@��)�	��@%�����(�

�� ����	�� ��� D	
�2@��)�	��@%������ �
�
�
����������
	
5
��� �
�
� ������
�
�� ��

�������
�
��
	��
�������������

��
��	������
�-�

�������
���(��

������������
	����
�
��� ����
�����
�
�	
�
���������
��"�
������-:
�
� ������

�


����

���
���
����
�����
���
��
�B������!�
������
�
�
����
�
�����
����
�
����

����
�
	
�
��������
	
5
���
�����������
�
������5
(����
����
�
��������
�
	
�
���

����
	
5
�
��
�������
�
��������������
�
��
	��
�������������

��
��	������
�-�

�

�������
	��������
	
-�
����������(�

���
����
�
����
.�������
�
�
���������
�'������
��
����
.����
�������
�
�����

*
�.� 9+,,6;�� I�	2�� 9+,,P� �� +,,P
;�� ������X� �)��
�� 9+,,+;�� /�5
� 9+,,O;� ��

I�	
�������(�9+,,O;(�



�

� 8

���
 � !"#$#%&"#'&
��
"()&
(
)�"#'&*+�


7�7�7� 
�
�����%��
���������$�����
������8�����9�����
��

���'������
��
�
�
�9+,,,;���������
��������'���
����

����������������
�
��
��

����������	��
�����
��
��
�
� ����� ���
� �
>��

��������
�
� �� ���������
�
����

����������������
�
������5
��������-���	
�
��
�
��������
���(����'������:�	
�
�

������ 9+,6G�� �(� +;�� Z�� �
��	� �
� 
������5
� �
� ���
�
� ��� ���
�B��� ���� �
��� 
�

�������
���� ������
�
���� �
� ����

� ��� �
�
��
�� ���������[��
\(� C��� ���

�

���)����:
.�����
5�������
�����

�����
�
��
��������
��
���������
�������
�

�������
���� ���� 
�
�>�
���� ��� ����
�� ��
� ��������
� �����
��
	� �� 	3.
�
� ����


�:
	

���� 
� ���
�
� ��� ���
�B��� ��� ����
���� ��� 
������5
� �� ��� �
���(� C�����

����
����
�����

��������'3	
�����%
�2�1
�5��������
�
	)������%��
.	

�
���%
		���

�
����
�
����QG������!%�����)
��������F�����A
���������
�
��
����
�
�OG����

�!�����/������������	�����������
�
��������������
�
��
	�������B������D	
�2���

��)�	�����%�������
����
�
����6G���
��������	�.

�����
�
	

��������
���������

�
	��� ����
���� ���� ����
���
�
�� �����
��
�B��� 
�����
����� �� �:�����
�
�� �
�
� ��

�������
���
�
��
�(�

���'������
��
�
�
�9+,,,;��
�
������5
������

�����
�
.
�
�
����������	�������

���� 
�'	����

� 
� 
�
����� ���� 
.������ ����]�
���(� ����
� '���
�� �	
� �:�����
�

�

�������
������������
�������������
	
�
������
��
������	
�
������5
������
����

��� ��
�
� ��� 
�
	
�
�� �� �������
������ ���� 
.������ ����]�
���� ���� 
������� J�


������5
��
�'���
������������������
�
��������.��
�����������������
�
������5
(�

C
�����	
�
�B����
�-��
����������

���
�
��
��������

����
�"��
�
��
����
�������

�������
�
������5
������)��
���������>�
������
���(�

A������.��� 9+,,P;�� ����� �
��
�
�
� 9+,,,;�� 
'
��
�������
� '������ �����
	
�
���

�]��
�
� ���������
� ��� 
��
�"���� ���� 
������� J� 
������5
(� �� ���
�
	�����

�����-�
��������
�"��
���9���;�������
�
	����������������������"�
�����	����
	�

������
�������
�

��
�������
����������
��
��
��������
������5
������	�������"�
(�

!
�
���
������
�����
�������J�
������5
�����������������������
	��������-�
��

�����
��(����
'�����
������������������
	��������
��������
��
�
-��	�
	�
�3�

�


����

�
�
���
��
��
��������
������5
����)
�
�
����	����� �������#�(���������



�

� <

�
� 
������5
���
�
���
������
� 
� �	
� 
����
�� 
����������
	�����
	� ����
�
������

���
�
��(� �	�� ���

� ������ �� �
	��� �-:
��� 
� ���� ��� 
��
�"���� ���� 
������� J�


������5
����
�

��
�������
�������

��
��
��
������
	��������-�
�������
����
�
�

������'
5����
�	����

������"�
(�

���'����� A������.��� 9+,,P�� �(� 888� �� =8,;�� 
������5
� �� �������
�
��(�

�������
�
��������
	������
�
����
�
���
�����
���(���������-��
�����

��
�

�����

����������������������������
�
������5
������
	
5
���)-�
������5
��������
�����

��	
�
	
�
��� ��� ������

(� �� 
�-	
��� ��� 
�����
��������	�
���"���� ��
����

� �����

'
��(�A�.�����
�����
�����
�
��
	�����������
���
�
������5
^�

7�7�:� ;������
��������������$���

W- ����������
����������� �
����2������� 
�1
���W�

���
�X�?�	
�
	
2
�9+,,,���(�Q;��

D������
��9+,,6;����
�
����
�"��	��+P�J�)
��3�

��
�������'
�
���
�
�9���
�
�
��;(�

��.������	��9�(�<+Q;�W������
�
�
��������������
��
�B�������	������
�B�������
:
��

���K�������
�
��)��
�
����
�
����	���-��
��
�
��>��
������)
�����
��
���
	
-�

�(�

��������������������$<����������
"��
"���0�����'��
��
������8�\(�

�� �����
��� ��� ������ �� ��	
�
�
������ ���)��
��� �� 
�	
�
��� ��� �
�
��
�(� ��

�������	�
��������������
����'
�
���
�����
���'
��
�
������������������
��
'�����

������.3�
��������	�
������
	���������
���������
�
�>�
����
����������
�
�
	

����

����
�
��
�����B���������������.�
�������
��(����������������
�����
���
>��

��

�
����
���������������
���
����������
��������

��.����
������
�������
��
�����

�
.�
'
�
����

��
��
�.�����������.���
��	�
��
����'
�
�B�����
	
5
�
������
�
��
��

��������

(�

�	����
��������'�����C
�)�	��9+,,=���(�,+;���
�
����F�A�1����������
�%���2�X�

��(������������
����������
�B��������.3�
����������B��(�

����������	
�����-��
���
������	
.
���J����������
	����
�
�
�������
����������

��K
������
.�
'
�
����

������
��(�

H�1
���9+,,O;�������%
	
�
2�9+,,O���(�++;���'
��������������Z��
�
	����
�
�
�

��������
�����
����
����'����
�������
�
���	
�����	
�������
�'���
���\(��



�

� =

C���@�������
���������������'
5�����
�������
�������
�
������5
�����
�'
	�
����


�'���
�������� 
��
�"����(������� '��]������
�
	
�
������	
���
>��

���
����
����

����
�
��
��'������������
�"��
�����������
.��������
�
��

���
�����'��>��

������


��
�"�����������.
�

���
�
�
�
	����
�
�
���������:������

����
�
�'
����� 	�����

�����
5��(�C���
�����
�������
	������
�����������������������

�������
���(�

��-������������
��������
�:
	

����������
����������
����	
�B�����
���.�
���$�

Decisão DecisãoIncer
teza Retornoopção

�

!���@���������
���������
���������
����
�3�

��
'�����
��������������
�������	��
�

�����	�����3�
�
�����
���
�
$�

Decisão
Incer
teza

Retorno

�

����
@��������
������
���
	�����
�������
	
5
���������
�������
	����
�
�'���
����

���'�
�
� 9�
	�������	
�
�
�>��

;� ���
� 
����'�
�
����� ��������� 
��	�����
�����
�

���
�����
�
�������K
����
��	��
������
	����-:
����
����
��������������
��
������

���
�
������
���
�����	������
�
������5
�9H�1
���9+,,O;;(�

H�1
���9+,PP;�������%
	
�
2�9+,,O���(�8;����'
���
�-	
����
����
���������Z���

������
������ �
����-�
��� �
�
� ��
��'���
�� ����	��
�� ���
�3�
��� ��
���� ���

����	��
�� ���
�3�
��� ��
���
������� ���� ��
�� ��� ��
� ���_>��

� ��� �
�����

��
���
������(���-	
����
����
��������
��
��
�	
�
�����
�
�
���

�
��
�
�
K��
��


�� �����
�� 
����
������	)����� ���
�B��\(� !
�
�H�1
��� 9+,,O;�� ����� %
	
�
2�

9+,,O;�� ��� �	�������� �-�
���� �
� ���
���� ���$� 
	����
�
�
��� 
�'���
���� ��

���'��>��

(�

���
���
���3��

����
�������'
5���
�
�-	
����
����
��������
������(�������	��
���

����
����5
������������9������
�
;(�



�

� Q

������

��
��������
�����������
�
	����
�
�
���
���������
�
	����
�
�
�����
�

�����(�

Alternativa

Opção

�

����
�
��

�
�����
������	
�
��
�
�J�����������	
����
��"��
�(�

����
�
��
���
������������������'
�
�
����������
��
��(����'������:�	
�
�H�		�

9+,,6���(�Q;��
���������
	.���������'����
�������
��	
�����
��
������'
5���
	.����
��

�����
�� �:�������� ����� �
��
��� ��� 
�� �
������[��

�� '����� �
��
K��
�(� H�1
���

9+,,O�� �(P+;� 

��
�����
	�
����� 
� ������ ���-�
����

�
� 
�� �:���"�
�� �
� ����
���

)��
�
������
����
����'����
(�

�� 
������� �

�� 
�������
���� ������ 
� ������ �� ���� �����
��
� ��� �	������� ����


.��.
� �
	��� J� ���
���� ���� 
��
�"����(� ��� ��
� ���
���� �
�
����
5
�
� ��	
�


������5
����
	�����
�'���
������������
������5
������K�
���
����
����
����
����

9
���;��
'������������
��
	��� �̀	�����9+,,O���(�=<P;a(�

������ ����� 
��������H�1
��� 9+,,O�� �(� P8;� �:�B�� �� �����
��� ��� �	
�
�
�>��

� ���

�
�
�
�
��� ��� 
����
�
�� ���
�� 
�� 
������5
�� ��'����
�
�� ���� ��� ���
���(� ��

�:
��>��

� ��� 
�'���
�B��� ����� �
�
��
�� 
�� 
������5
��� 
	���
�� �� ������ �����
�


���� �� ��
5��� �

�� �
�
�'
���� 
�� 
��
�"���(� !���
����� �� 
�������
���� �
����


����
'
�
���
��
�B��������������������������
�����B��(����������
��:���
>��

����

H�1
���9+,,O���(�P8;�
��
�
�����
���
�
�
�
������������)������������

�����B���

���� ����	��
�� ��� ���
���� ���� '���_���������� ��.	
.���

�
�� �
�� ��
�
�� ���


����
'
�
����9����
��;�����������
���(�

��� 
������ ����H�1
��� 9+,,O�� �(� P<;�� 
� �
�������� ������ ���B�����
� 
�-	
��� �
�

���
����� ���
�	
�
�
� 
��
�"�����������.����
	.��
����.�
���
��
�
���
� 
��

����

����C���
��@%��.�������(�D
���
����(������(�9+,,+;��!�
��������(�9+,,O;���/

''
�

9+,66;��:�B������
	)
�
���������
����.�
�(�



�

� O

��.�����H�1
��� 9+,,O�� �(� P=;�� �� �
	��������
� �������������� �
� 
�
������ ���

��	
����J�
������5
����������
��	
�����	
��
���(�

�������������
�������
��J�
������5
����������������
�
���	
�����
���
��
�'������

��� ��
	
�
��(� !
�
� 
��
�"����� ���� 
������� J� 
������5
� 9������ �
� 
������5
�

���
�
��;�����@���
��
��
����
�'�����������
	
�
����:������

	����	�.
�"��
�
(��

�� �
��
�� �
� '������ �����
	
�
��� ��� �
�
� 
��
�"���� ����@��� ������ �� ���
�
	�����

�����-�
��������
�"��
���9���;������
��
�
�
	����
�
�
�������
������������	�
�


������5
(�

�������
������������
���������������J�
������5
�9���
������������
���
�
���
��
�

�:����
�
�
�����������������
������
�
��	�����������
�
������5
�����	�;����������
�

'��������
	
�
����:������

	�9���
����
������J�
������5
�@���������
���
�����������

�
� 
������5
� ���
�
��� @� �� ���� ���� ����
���
� �� �
	��� ��� ��
� �
���5
� 
�
�

	;�

�
��	
'
�
� �
��
���� ��� �-	��	��� ��� ���
�
	����� �����-�
�� ������
�"��
��� 9���;��

��
��'���
��
�
������
��
����)
�
�
������$�

9 ; 9 ;��� = ��� =� �� � � (�

4������� �� ���
�
	����������-�
��������
�"��
��� �����
� 	����

� = � 9�
��
���� ����


������5
;� �

�� ��
� �����
���� ��	�
� �� 
.�
	� 
�� ���
�
	����� �����-�
��

������
�"��
��� �
� 	����

� �

�� �� �
	��� �
� �����
���� ��	�
(� ��� .��
	�� 
�

�������
�������-����������
�
�������	�
�
.�
	�
���������
������(��	����
�����

���
����������
�����	�
�.�5
���
������
��
��������������������
��
�	����

�����


.�
	� 
�� ������ ��� ����
� �
� ����
� 	����

(� !���
����� �
�
� �	��� �� ������� ����

����
��� �����
	����L�
��(� !
�
� ��� ���
������ ���� '��������
	
�
��� �:������

	�� ��

������ �
� 	����

� �
�

� ��� '������ ��� ���'
�
����� �����	��[��

� 
���
���� � �� �����

�
��
�
�
��
��
�������
�3�

���������
�����
�
��
�
����
������
��������
�

�����

���
���� �
�
� ���
���(� ����
�� ��� ���
�������������� 
���
���� 9'������ �����
	
�
���

	
��
�;����
�������
���
��������'�����������
	
�
����:������

	���������
�����	�
(�

!
�
�������
���� 
��
'�������J� 
������5
��� 9 ;��� = ������
	��������
����
� 	����

(�

!����:���	����
�
������
�����:������

	��� 9 ;��� = ��$��

� �
8

8b�c�����
	 M 9 ;
8

��� =
�

� � �
�

� � � �



�

� 6

���� ���� �:���	��� �� ���
���� '��� 
������ J� 
������5
� ���� '������ ��
	
�
���

	�.
�"��
�
���	���������-�����
�����	�
(��	����
�����
���
	
�
������������
��
���5
�


�
�

	�������
����9� ;������������������
��
�	����

����������������������������
�

�
� ����
� 	����

� �� �� ���'
�
����� ��� 
������� J� 
������5
� �
�

� ��� '������ ����

�
	������
�	����

����
��
���5
�
�
�

	�� 
������������������
���� D̀�2�
��X�����
�

C����9+,,<���(�6,@PG;a(�&�
�������
	����
��
���5
� 
�
�

	�����
����

����������

�
	����� ��� K�.�� �
� 	����

�� 
� '������ ��
	
�
��� ��� ���
���� �� 
���:
�
�
������

�:������

	(��

��	
��
�����������
������������
��	
�
�����
.
�������������
	��������
�
���

��>�
�� ��� ������ �
� �����(� ��
�
@��� ��� ������ ��� 
��
�
���� ����
� ������� ����

���'���� 
�� �����
��	
����� ������
�
��� �
��
��(� �� ������ ����
� ������ ����� ����


�
	

������������������������
������
����
��
'���������������
�
��
�
����������(�

���.��
	������>�
��������
������������
����������
�
������5
����������L��������


	����
�
�
�(� �	��� �
����� ���'����� H�1
��� 9+,,O�� �(� P=;�� 
� ����	)
� ��� ��
�


	����
�
�
��'����
�
���	
�������������:
.
�����
.
�������������
	���
�
�
��
	�

�����
�
������	������@���=���(�

�����
� ��� 	
����� ��������� 
����

�� 
�� ���B��� 
���
����
	
�
��� ��� ����
����

'
�
���
�
����
���
����������
�
�-	
����
����
�����
�������
��������
�������
��

�������������B�������
����
���
��
�B���������
�

��(�

1������C��
@������������	A���


@������ ��?���� ���	������@���=����

�����
��������
	)�������	����

� ����������
	)���� 
�������

��.��������
���������
��
�
������� ��>�
�������.���� '�
���

�

!	
�������
L��� �������������
	
�
��� �
��	
��
��%D�

�

�
���
�
� X� �
��
�
�
� 9+,,,;� �����
�� ����� '���
	
5
�� �
���
�
�
������ ��

�����
���������������
	
5
����
�����

����
�"��
�
�D
F��

�
��
����
���(�

?
���
���� ��(� 9+,,,;������
������)-���
���������������
�
�
��

���������
���

'
�
���
��� @� �������
��� ���� .
�
��

�� ��.������ ���>������� �� �)����� �����

	� @�

��������
	.����
�������������������
�
	
�
��������������
����������B��(�



�

� P

H��
�)�9+,,P;������
��������K��������
�����
����������
������5
��������
�����

����
�
	
�
������������B������
	
5
����
�����

����
�"��
�
�D
F��

�
��
����
���(�

7�7�>� ������ ���� �� ���$�� ��� 
������8�� �������
8���� �� �� ���
��� ���

������
�
������������
8������������$�����
������8��

C�����
��������

�L�
	������
	
5
�����������
�
������5
��
�
�����'�����������-�

�
�

����
���
���� ��� '���B��� ��� ��
	
�
��� ��� ���
�����
� ������
�
���� ��� ������ �
�

�����(�4����������"��	���	
� 
����������������������
���-�
����)
�
����������

�������������������������#������������	����� �������#�� 9�
�1#��������������
�
��;��

���� ����
��� 
� ��

���� ������������ �
���
	� �)
�
��������� ���� �� ���	�� ���

�������#����������#����9�
�1#��������2����;(�

���
� ���
�
� ��� ����
�
	
�
��� �	
�
�
� 
�������
�
��� ��� ����
���
�� �� ������ �
�


������5
�����
�
��
	������
	
-�
�(�����
�'���
��������������
��������������
�
��

��� 
�
���� ���� ������ �
� 
������5
� ����� ��� '������ 
�
���� 	
����� ��� ������ �
�


������5
(�A�.���
��
:
�������������������������	
��������������
�
������5
��
��
�


� ���� 
� �
:
� ��� K����� ����
(� ����
�� �
��
.���� ������ ������ �
���
	� ���� 9
;� 
�


��>��

� ��� 
��
��
.���� 
����������� �:
���� 
� ����
�
	
�
��� ��� .
�)�� ������ ����


�����
������� 9

;� 
� 	
��
�
�
������� ��������� 
��������������������
�����
�
����

	
��
�� ��� 
�
���� �� 
.�
	� J� ����
�
���� 	
��
�� ���� ������� ��� �
�
� 
�
��� �� 9


;�

��
�
�
���������������
���������������������
�
�����L�
��(��	����
��������������

)-� ������ �
� 
������5
� ������ ������ �
����
���� 
� �����
��
� �
���-�
�
� �� ��

����
����	
��
��
����
����
�
�
�������
�
��������������
�
��
	(�

�����
�
��������
�
	
�
��������
	
5
���
�����������
� 
������5
�������	�������

'���
����
	��
�
�
�������
�
��������������
�������'
�
���
�
�������
����
�
���

���� ������-��	� �������� �������� �
� �
���
��
���� ��� ������ ��� �
	��� ���
	
-�
��

���K
�����(�

���'�����H�		� 9+,,P�� �(� 8OG;� 
�������
�
������� ��������� ���
�
�
���� ����� ����

'�
�
������� ������ �
���
	�� ��
�� W��
	����� �
	������
	
-�
�� ������ ������� �
	�����

���
	
-�
�����.��

��������� ����
�
	

��� ����
�)
�3������������������
������ ����


��
'��������J�
������5
W��	��������
�

��
�����
�������
�
��������������
�
��
	�

��� ������ ���� ������ �
� 
������5
� �����
	
5
��� ���� �:
.�� ���� ��� 
�����
������



�

� ,

��K
����������J�
������5
(���������	�����
��	����������������
�
�
������

�������

���B���������������������������
�
��

��������
�
���� ���� 
�)
�3���������������


�����
������ ���� �������� J� 
������5
(� 4���� �
.�
'
�
� ���� 
�� ���'��>��

�� ����


�����
�����������>���'�
������������
	����
���������
�����	
����:�����
� �����

��
� '������ ��� ������ ��� ��� �
	��� ���
	
-�
�� ���K
������� ����� 
� 
���(� ��

������
�
��������������
�
��
	���������������������
�
������5
������
	
5
�����

��� ��������� 
����������� �������� ������ ������ �
����
���� '���
��
�� ��
��

����	�
���� �
��
��	
������� �
��	��$� 9
;� 
��
:
� ����������� �����
�
� ��������� ���

�
	��������
	
-�
�����
��
:
����K���������
�����
	������
	
-�
������'	�:������

:
�

������ 9

;� 
� �
:
� ����
� �� 
� �
:
� ��� ��������� 
�����

�
� �
�
� ���� 
�	
�
�
� 
�

��
	����� '	�:����� �

:
� '�����(����B��� �����
�
�
�������������5��������������

���������������"'
�������������������������
�
������������������
������������

�
� 
������5
(� ����� ������
������ ��.��� 
�� ��
�
�� �
�
� 
� ������ ������

$� 9
;�


����
������
��
:
�����������������
�
�����
	������
	
-�
�����K
��������
��
:
�

����
�� 9

;� �
	��	
�����������������
����
� �������
� ��
��
�
���� �:���"�
�� �� 9


;�

�
	��	
�� �� �
	��������������
���� 
��
:
� ����
���� �
	��� �����
���������������
�

�������
��
�
�����:���"�
�(�

���'����� *
�.� 9+,,6�� �(� 6;�� 
� ���
�
���� �� �����
'
�
���� �
� ���
�
� ���

����
�
	
�
��������
	
5
���
�����������
�
������5
�������@���������
������
	����

�
�
��
�(� �
��
�� ��� 
������ ���� ���
� 
����
�� �� ��
��"�
�� ��� ���@
��
��
.���

'������� ��
� ����
���� ��'
�
����� �
�
� 
� �:
��>��

� ��� ��
� ���
�
� ���

����
�
	
�
��������
	
5
���
�����������
�
������5
�������-�
���
�
�
�'���
�������

������ 	
���� ��� 
��
��
.��(� ������
����� ����� ��
��"�
������ '������� ��� ��
�� ���

������
�
�����
����
�
��������
�
	
�
��(��

/����9+,6O;�������*
�.�9+,,6���(�Q;������
�������������
������
��
��
.����������

�����
�����
'
�
��������
�
��
�(��

7�7�?� -���
�� ��� 6������$��@����� ���������� ��������
"�� ����� �����
�
���� ��


������8����������
�������$��

��������:�����
�������	��
��
�������
�
��������������
�
��
	����������������

�

�
��	������
�-�

�������
���
�����

��
�4�'���
��������)
����(�



�

� +G

�� ����

� �
� 4�'���
���� ��� �)
����� �� �
����� ���)��
�
� ����� ����

� �
�

4�'���
���(��	
���
��
'
�
��� �����
������ �������
���� 
������5
������
��
��
�
�

����
	���
�������������������
�
��������������
�
��
	��
������(�

������

��
�4�'���
��������
���
����
���������	��
�������	���������
���
�
�	�.@

3�
�
� �̀����� X� �)��
�� 9+,,+;�� ?�		F� ��(� 9+,QO;� �� N
���� 9+,,,;a� �� 
�

������
�
��������������
�
��
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� �:�9 ;� �� �� � � À������.���9+,,P���(�8,P;a(�4����

���
�
	��
�'
5��� +�� � (��

!
�
��
��	
������
���
��
	�
�3�
����������������
�
����
�����
�
	
�
���������
�
�

���-�
.�
	�
�o(�

���
�� ����
�
	
�
���� ��

�� ��� ���K��
�
�� ��� �������
������ ��� ������ �
� 
����

���
�
���
�)
�3������������
����'
�
����(�

����
�'���
��
�-������������
�
�������������
	����
�
�����$�

s(6)

i = 0 i = 1

s(9)

i = 2

s(10
)

s(5)

s(8)

i = 3

s(14

s(15

s(12

s(13

s(3)

s(4)

s(7)

s(11
)

s(2)

s(1)

i = 4

�

�



�

� +<<

��� ������� ��� 
�
��� =, ��
��
�
� '
�
	�� 
������� =
 � �� ������
����
����� ��.�
�����

�
	����$�

���	��� � �=�
�

� � � ��������������

9+Q; 9+;�:�9 8 ;� � �� � �� � � 9+78;=�(�+�

9+=; 9+;�:�9 ;� � �� � �� � � 9+78;=�(�=�

9+<; 9+;�:�9 ;� � ��� � 9+78;=�(�O�

9+8; 9+;�:�9 ;� � �� � �� � � 9+78;=�(�=�

9++; 9+;�:�9 8 ;� � �� � �� � � 9+78;=�(�+�

�

�������@������� =, �����
��
�
-��	�
	�
�3�

����������
��
�����
	������
��
�������

��������
�
	
�
������'
�
�
��������
��
���
��
�����
���

	$�

=
=

8 =
9+;�:�

=

=
, � �� � �

�� ' (�)*� �� �)* )*+ ,� �� �
�

C
� �:�������� 
�
�
� == ��� ���L����� ��� ��5������� �� ������ ���
�-(� !������� ����

��'
�
����������
����
�����
�
-��
��
	�
�3�

�� 
������������������
���
��
����

���D�����		
�9 +
8

� � ;$�

+
R � ����������������
�M�

G
R � �������������������(�

!���
�����
��
�
-��	� == ����-�����
�
�����$�

=

=
+






= R
�

� 
 �

A�.��� �= �������
��
���
��
�����
���

	����������.�
������
�[������$�

� �c�
���

	 M
8 =�
� �

= �

!
����
5
����
��
�
-��	� �= ������@��$�

8

=
c 9GM+;

�
�

� �

=
3 I

�
� �

�� �:�������� 
�
�
� �� �-	
�
� ��
���� � � ������ 
�� 
�'
�
��(� !
�
� <G� � �� �3 � ��


��
����
�
����������
	(��

A�.��� � �	� �, ������
���
��
��������
	����������.�
������
�[������$�



�

� +<=

� �8	�9 ; c����
	 	�9 9+;; M, �� �� � �� �

��K
���
����
��
�
-��	�E� � 
.�
	�
��	�.
�
�����
���
	���������� ,� (�!���
�����
�

�
���
��
�������,� ������������'
�
�
�����$�

c	�.����
	 ME E E, � 9 � ��� �� � �
�

�� � � ��� �� � � ���

A����
�������$�

� � � � � �8�:�9 ; �:�9 78;9 �E �9 E � ��� E� � �� � ��

���@��$�

� �� �8 8 8 8�:�9 ; c	�.����
	 9+;�:�99 78; ;M 9+;�:�998 ; ; �:�9 ; +, E � �� � � � � � � � � �� � � � �

:�:�>�7�7�7]� ��
����� �����
��� ��� ������
�
����� �������
8������ ��� ���$�� ���


������8��� ��

���
����������D
:����X�/���
��9+,,P;��
�����
�
	
�
��������
	
5
���
����������

�
�
������5
�� �
����
����������'
�
�
�����������:�����
�����$�

9+;�:�9 ; 98;

9<; 98;
�� � � �

�
� �

� �
�

�
�

�����
��
��������
	�������������������
�
��������
	�����.����
���������
	������3�

�
�-�������
�-�

�������
�
��������@��$�

9 ;�:�9 ; 9 ;�:�9 ;
9 ;

9 ;�:�9 ; 9 ;�:�9 ;
�� 	 � � � 	 � �

� 	
� 	 � � � 	 � �

� �� � �

�� � � �� � �

� �
�

� � �
�

g� 
�����
���� ����
	�
�� ���� �����
� 
� ���
�
� 9 ;� 	 � ��K
� �:�����
� ����� ��
�

����
�
	
�
��� ��� ���
�
�����3� 	 �� �	
���L�
�
� ������
� 
�-�����(�!���
����� 9 ;� 	 �

���-����������
���������������� (�

9 ;�:�9 ; 9 ;�:�9 ;
9 ;

9 ;�:�9 ; 9 ;�:�9 ;
�� 	 � � � 	 � �

� 	
� 	 � � � 	 � �

� �� � �

�� � � �� � �

� �
�

� � �
�

 �
	
5
���� 
� 
���:
�
���� ��� �
F	���� �����@��� ��� �
	��� 
���:
�
��� ��� � �

��'
�
�������$��

8+ +
+
8 8 �� � �

�
� �

�

� ' ( �)*� �	 � � � )* ))**� �+ ,� �
�



�

� +<Q

���'�����������K��� ��!

�
� 9+,,P�� �(� <Q@O;� ��A������.��� 9+,,P�� �(� <6O@6;�� ���

'����� ��
	
5
���� ��� '
������ ��� ���
�
� �� ��� ����
�
� �
��	
'
�
���� 9���� �� ��
��;�


̀��	�����
���������:��/����X�/��
����
��9+,6,;a$�

�:�9 ; �:�9 ;

�:�9 ; �:�9 ;
�� � �

�
� �

� � �

� � � �

� �
�

� �
�

� �8+ + +
+
8 8 �� � �� �

�

� �	 � �� �
� �

�

�������@��� ���� 
� ����
�
	
�
��� ��� ���
�
� � � �� �
'������� ��� +
8
� ���� ��
�� �
���(�

&�
���� G�� 3 �� +
8

� �3 � (� C���@��� 

��
����� ���
�L	�
�
� ���
���� �3��� �-	
�
�

9+ G�� � ;� ��� �� �� �� �� 
���� ��� �� � ���� ����� ���� ��
��� .�
���(� �	��� �
����� 
�

��	
�
	
�
���	��
	������������
�����
������������������ �� (�

:�:�>�7�7�77� 4'�����������"
������������$�������
"�#������

�= �����
��
��������
���

	�������
���
��"����������

��� ����
�
[��

� 9+ ;�� �� ��

g�
�����
�����
	��	
��
.��
�
������
��
���
��
�
[��

���� �3 ��
����
�
� � (����


�����������������	�
�������
���$�

� � � �8+
8 7� �9 3 �� � � �� � � �� �

&�
���� �� �������
�5���������������
��
�'
�
����������
@�������
��
�
[��

���� �3 �

�
����
�
�� �������
�+(�

� � � � � �

� �
� �

8 8

88+
8

8

+ 7

+

� � �

�

�

��� 3 9 3 9 3

� �

9 3

�

� � � �

� �

� �� � � �� �� �

� �

� � �

�

�

����
�'���
$�

� �

� �
����
	9GM+;

� �

�
�

3 9 3
3

��� 3 3�

�
� 44443

�
�

�
�

(�

�
��������@������$�

� �� �3 3 9 3� ��
� �

(�

������� 	����
������
�� �
���
��
�B��� ���E� � 9	�.
�
�����
���
	���� ,� ;� �� ��� ,� �

������������
�
�����$�



�

� +<O

8 8+
8c����
	 	�9 9+;; 9 ; M�E � �� � � � �� �� �� �� ��

� �8 8c	�.����
	 9+;�:�9 ;M 9+;�:�98 ; �:�9 ; +� �, � � � �� � � � �� ��� �� �(�

�����$�

� �� �
� �� �

� �

8+
8

8+
8

9+;�:�

9+;�:�

9+;�:� 7

9+;�:�

�

�

�

�

, � 3

� 3 9 3

� 3 �

� � 3

� �� � �

�� � �

�� � � � � � �

� � � �

� �� �� �
� �� � �� �� �
� �� � � � �� �� �
� �� � �� �� �

� �

� �

�

�

�

�� �
��
�� ��� �������	�
������ �
�� �:�����B��� ��� ������ ��� 
�
���� �� ����"��	�

������
�
��������	��������������
�
����
�
���
	���������������������(�

:�:�>�7�7�7:� 4'������ ��� *���1#,� ����#������� ��� ������
��$��� ��� ���$��

���
����������$������������������0
���
���������
�&�
��

 �
� ��5� ��'
�
�
� 
� '3���	
� ��� ������ ��� 
�
��� �
� �
�
� '����
�� �� ����"��	�

������
�
���������������
�������������

��
��
�
�
�
�

	$�

� � � �

� � � �� �

� � � �� �
� �

+

8+
8

8+
8

+

�:� �
: GM

�:� �
: GM 9+;�:�

i�
: G̀M 9+;�:� �:�9 ;aj

�

� �

�

� � 9 4

� 9 , 1

� 9 � � 3 1

9 � 3 1 �

� �

� �

�

�

�

� � � � �

� � � � �

��

� � �

� � � �� � � � �� � � �� � � �
� � � �

�

�

�

�

�

4� $�����������
�
	�������
�
�
����������
�����������������
:i j, 1� � (�

������	�
��� ����
� 
���.�
������ 
���
�
�
��
	� '3���	
� ��� D	
�2@��)�	��@%�������

���
�
����+,6<���
�
���������������
�������

����
�-�

(�

� �
� � � �

+ +

+

9+; 9+; 9 ; �:� 9 ;

9+; 9 ; �:� !�

�

�

� � � � 1 �

� � � 1 , 1

�

� � �

� � �

�

� � � �

� � � ��

� �

�
�

������$�

• � ������
�������
.�
	�
��������

• �� ������
�������
.�
	�
��
����������������

• 	�
9+;
,

���
�
� � �

�' (�)* �� �)* ))*+ ,� �� ��
���������
�@�
��������
���	
�
	
�
����
��
:
������������

�������
� ����
��
������ 9
�
����
��
	;M� ����
����� ���'�����E
	����� ��� ��(�



�

� +<6

9+,,6;�� � ������
�������
.�
	�
��
��������
��

5���
��
�
����������9
+
8�� ;�����

�)
�
�
������	
�
	
�
���
���
��[��
����
������� D̀
:����X�/���
��9+,,P;a�

• 

8

+

9+;
	�

8�
�

�
1

� �

�
�

� �

' (' ( )*)* � � )) ** ) )* )*+ , + ,
� �9
�
����
��
	;�

• 9 ;�� � �� 
� '������ ��� �
���
��
���� 
����	
�
� ��� 3� � �
� ���
�
� � �� 
���� ���

9 ; !�9 ;� 3 �� $
�

�  9
�
����
��
	;�

• � �!�, 1� ��� ���
�����
�
	
�
�������:���"�
���
��������
����
�
�� �

13
0

13
2

13
4

13
6

13
8

14
0

14
2

14
4

14
6

14
8

15
0

15
2

15
4

15
6

15
8

16
0

16
2

16
4

16
6

16
8

17
0

25242322212019181716151413121110987654321

0.00

5.00

10.00

15.00

20.00

25.00

30.00

35.00

pr
eç

o

S

t

preço da opção de compra européia = f(S(t),t)

�

���'�����!
�	
������(�9+,PG���
�(�8+;�����
��"�
���
�)���.���
�
����
����
��
	�

���
��	���� ���� ���
� ���
���� ���� ��
��5� ��� '��]����� '"�
��� ��� ����]�
���

����
��
������������
�

������� )���.>��
� ��� ��������� �
��
� �
����
��
	(� �
�

���
����������
��5���
�	�
�'"�
�
��������]�
�
����
�
�)���.>��
����
���
���	
��

���� �����
����� ��� ��
���������� �
� 
.�
	�
��� 
�������
�� ���������� �"���	���

�
����
��

����������������
�
������������������:�������(�����
��"�
���:��
���

��
�����
����������-�

��������������'
�
����(������'�
������
����
�������������

�
����
��
	������)���.>��
����
���
���
�����������
��5
�����'��]�����'"�
������

����]�
�������
��
��(�

�����
�������D@�@%��������
������
����
��
	������)���.>��
(�

������	�
���'
�
	����
�������D	
�2�X���)�	���9+,6<;���%������9+,6<;���������
�

���� �� ����"��	� 
�
	

�� ��
� ������ ��� �����
� 
� �
��
�� ��� 
	.���� �
�[�������



�

� +<P

������
�"��
����������������J��
��
����
�
������	
�
	
�
���9����
�@�
������
��
:
�

����������;����
5����
:
����K���������
�������������:���"�
�(�

I�	2�� 9+,,P�� �(� +@<P$<,;� 
'
��
� ���� �� L�
��� �
�[������ 	
���� ��� ����	�� �� 
�

��	
�
	
�
��(��'
��
� 

��
�����
� ��	
�
	
�
�����������-��	�� ����
������� �������

�
�[������� ���� ������-��
�(� �	�� ������
� 

��
����� ������	�� ���D	
�2@��)�	��@

%������ �����
� 
���
�� ��
� '����� ��� 
������5
� 9�� ������ ��� �
	��� ���
	
-�
��

���K
�����;� �� ����� ����
����� �
�
� ����
�
�� ��  ���
��� ���'�
��� 9���

���
�
	������������������������
����
�
�
�
����������	����������
�������
�

����
��.

� ���	
�
���;� ���� ������-�
��� ��
�� �
	����� ���
	
-�
��� 	
��
�������


������������(�

g�����
�����'
�
5
������
����
�
��������
�
	
�
�����
	�������K��
�
�������������

�
	������
	
-�
�� ���K
�������� 
���	��
�����
�
� 
� ������
�
������� ������L�
��� ��

	
�������
��
��
.����
������(�4�������
����
�
��������
�
	
�
��������
	
5
���
����

�������
�
������5
�
����������
����
�
��������
�
	
�
�����
	�������K��
�
(�C���@

��� ���� ,� � 9������ �
� 
���;� �����
� �
���
��
���� 	�.����
	� �
� ���
�
� ���

����
�
	
�
��������
	
5
���
�����������
�
������5
(�����������	�
���
�����
������


� 
���	��[��

��
�����
���
�����
�
�
�����������
�����

�����
� 
������5
�� 
�������

���������	�
�����	
����������'��>��

(�

:�:�>�7�7�7>� ,
���
�
��$�������&������������$�������$���

���'�������:�X�/��
����
��9+,PQ���(�+Q6@P;�
�'3���	
����D	
�2@��)�	��@%������

�
�
�����������
���������

����
�-�

������
�
���.�
���������
��
��$�

� � � �M M M M� �� � � 1 � � � 1� �� � � � �� � � �

�������� �����
������
�������
�
�
(�

!���
����� ����@��� ��������� 
� '3���	
� ��� D	
�2@��)�	��@%������ �
� ��.�
����

�
��
�
$��

� � � �

� �
� �

+ 8

+

8

9 M M+;

�:� 9 ;

+

�

�

� "�� � "�� � �

�
"��

1 � �

�

�

�

�

�

� � �

�
� �� �� �� �

�

� �

�

�

�



�

� +<,

C���@��� ����� ��
���� �

��� �� "��� 9
�
�
� ��� +;� �� 
� ��	
�
	
�
��� 
����	
�
����

���"���� �� � � � 9������ 
��	
�
����
�����������
	����
��
5����
���
���
��
�B���


����	
�
��
� �
� �
+

8

�

�

�

�
;���

��
��
������������K����9�����;(�

���
��
.�������
����������
������
�����
�
	
�
��������������
��	
���K
������
�
��

����"����� �� � � ����������	�
���������
	�����������
	����������������	�
�	
�
���

���� �:� 9 ;�1 � �� �� �� �� �� �� 9�
	��� ��������� ��� ������ ��� �:���"�
�� ��� ������ ���


��	�����
�����
������;(�C�����
�����D��
	�F�X�%F����9������
���
��
���
����

���+,,+;��A��)��
��9�����������
��
��
.����
�HD/����+,,P�������
������+,,Q�

��	
�HD�;� ����	����� 9�
��� ���	
�
��� ��� +,,=� ��	
�HD�;� ���
�
������ �� �
	���

��������
	������������	�
�	
�
������� �� �9�
	������
�
��@�
����
��
�
� � ;(�����
.���

������������@���
��	
�������D��
	�F�X�%F��������������
���
�
������
��
��
.���

�����:��������:�X�/��
����
��9+,PQ;(�A��)��
��'
5���'��>��

�J���
��
���
�������

D��
	�F�X�%F�������+,,+(����D��
	�F�X�%F����98GGG;� ����� ���������-	��	�� '�
�

�	
�
�
��(�

:�:�>�7�:� 
�������������+������������&������������$�������$<��������0
���

:�:�>�7�:�7� 6������$���

 �
��
��
�
�������������
���
���
�
�
������
��
�[�
�
���������������
�
����

�������������
�
� ���%������9+,6<;��C�'��
� 9+,,O;��H�		� 9+,,6;��E
	�������� ��(�

9+,,6;����������������
�
���	������	��
�

:�+,$�

��������������������������������������

+,�C���
�����
	����������� �� �������������'
�
�
����
���
��
�
������-	��	���
�

�
:
� ��� �������(� C
� ����
���� ���� 
�����
� ��� 
� �
:
� ��� �������� 9�
�

����

��������
	� ��� �����;��� ��'
�
�
� ���� �
�
�
	
5
���� �
�����
� ��� ����"��
�� ��
�� 
�

��	������
�����
�B����
'�����


�������-��
�
��
�

:������
�>��
�
�(�

�
:
�������������������
�����
��
�����������$� � � 8	�
8

� �� , �8
�� ��

�
�
' ()*� � �)* ))**+ ,

�

�
:
�������������������
��
�����
�����������$
�

�

�

�,
�8��

, ��
� �� � (�



�

� +=G

�
�

�

�,
�� �3

,
� �� � 9�������

�

�

�,
,
$�� �
:
�������������
����������
�
���

�� $� 
�����
	�����������
�'
�
���
�
	�

� $�� �
	��������
���
���
��[�����
��
:
�������������������
��
�����
������

���
�
��8G�

� $�� ��	
�
	
�
���
��������

��3 $�� �
�
-��	�
	�
�3�

������
���
��
��������
	� � �C GM�� �

-0
.0

30

-0
.0

27

-0
.0

24

-0
.0

21

-0
.0

18

-0
.0

15

-0
.0

12

-0
.0

09

-0
.0

06

-0
.0

03

0.
00

0

0.
00

3

0.
00

6

0.
00

9

0.
01

2

0.
01

5

0.
01

8

0.
02

1

0.
02

4

0.
02

7

0.
03

0

1

5

9

13

17
21

25

0.000

5.000

10.000

15.000

20.000

25.000

30.000

35.000

40.000

fr
eq

üê
nc

ia

dz(t)

t

Função de densidade de probabilidade de dz(t)

�

��������������������������������������

8G� �� �
:
� ��� �������� �������
� ����
��
������ ��
8

8
�

� � �� ��
��
G

+
	� �,

� �
�

�

' ()*� )* ))**� + ,
(�

�����
G

	� �,
�

' ()* )* ))**+ ,
������
���
��
��������
	����������
��
�

8

9 ;
8

�
�

� �
' ()* � �)* ))**+ ,

�������� � �����

�
���
��
��������
	����������
��
�
8

8
�

� � � H̀�		�9+,,6���(8<G@8;a(�



�

� +=+

-3
00

-2
70

-2
40

-2
10

-1
80

-1
50

-1
20 -9

0

-6
0

-3
0 0 30 60 90 12

0

15
0

18
0

21
0

24
0

27
0

30
0

1

6

11

16

21

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0.045

0.050

f.d
.p

.

dz(t)/dt

t

Função de densidade de probabilidade de dz(t)/dt

�

�� ���
���� 
�
�
� �
����� �� ���
	������ ���)��
�
� ����� ����$��� �
������
���

�����&��
��(��	
������
��������������� �

�

�,
, ����
�
�������
�����
	�� �� �������������

������������� ������
�"��
��� ���  �� ������
� �
�
-��	� 
	�
�3�

� ��3� ������ ��.���

��
� �
���
��
���� ����
	� ���� ���

� G� �� �
�
[��

� 8��� (� !���
����� 
� �
:
� ���

�������� ��� 
�
��� ��.��� ��� ��������� ��� E
����� .����
	
5
��� ���� �
���
��
����

����
	� � �8C M�� ��� � (�

 �� 
������� 
�������
���� �
� ���
���� �
'�����

	� �����-��
�
� �
5� �����
��� J�

�
������� �
�� �
�
-��
�� ����	�
�
�(� ���
:
� ����������� ��� 
�
��� �

�

�,
,

����� �����
�

��
�
���������K
����
�
����
��
	(�4���������������'
����
��
:
�����������������
�
�

���
�
��� � ����������
�@�
������
��
:
������������ � �������������
����B��� +�� ���
+
8�� ���������
�
������ È
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Uma trajetória do passeio aleatório com ∆∆∆∆t fixo
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Comportamento do desvio-padrão e variância de z(t)
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Option Explicit 
Public Function BSEuro(ByVal op As String, _ 
                       ByVal callPut As String, _ 
                       ByVal S As Double, _ 
                       ByVal X As Double, _ 
                       ByVal t As Double, _ 
                       ByVal sigma As Double, _ 
                       ByVal r As Double, _ 
                       ByVal Period As Double _ 
                      ) As Double 
   If UCase(op) <> "PRICE" Or _ 
      (UCase(callPut) <> "C" And UCase(callPut) <> "P") Or _ 
      S <= 0 Or _ 
      X <= 0 Or _ 
      t <= 0 Or _ 
      sigma <= 0 Or _ 
      r < 0 Or _ 
      Period <= 0 Then 
      BSEuro = CVErr(xlErrValue) 
      Exit Function 
   End If 
    
   On Error GoTo Error0 
    
   Dim tt As Double 
   tt = CDbl(t) / Period 
                                 
   Dim d1 As Double 
   d1 = (Log(S / X) + (r + 0.5 * sigma ^ 2) * tt) / (sigma * Sqr(tt)) 
   Dim d2 As Double 
   d2 = d1 - sigma * Sqr(tt) 
    
   Dim Nd1 As Double 
   'Nd1 = Application.NormDist(d1, 0, 1, True) 
   Nd1 = ALNORM(d1, False) 
   Dim Nd2 As Double 
   'Nd2 = Application.NormDist(d2, 0, 1, True) 
   Nd2 = ALNORM(d2, False) 
    
   If UCase(callPut) = "C" Then 
      BSEuro = S * Nd1 - X * Exp(-r * tt) * Nd2 
   Else 
      BSEuro = X * Exp(-r * tt) * (1 - Nd2) - S * (1 - Nd1) 
   End If 
 
   Exit Function 
Error0: 
   MsgBox "Error in BSEuro." & Err 
End Function 
 
Public Function GMEuro(ByVal op As String, _ 



�

� 8,G

                       ByVal callPut As String, _ 
                       ByVal S As Double, _ 
                       ByVal X As Double, _ 
                       ByVal t As Double, _ 
                       ByVal sigma As Double, _ 
                       ByVal r As Double, _ 
                       ByVal Period As Double _ 
                      ) As Double 
   If UCase(op) <> "PRICE" Or _ 
      (UCase(callPut) <> "C" And UCase(callPut) <> "P") Or _ 
      S <= 0 Or _ 
      X <= 0 Or _ 
      t < 0 Or _ 
      sigma <= 0 Or _ 
      r < 0 Or _ 
      Period <= 0 Then 
      GMEuro = CVErr(xlErrValue) 
      Exit Function 
   End If 
    
   On Error GoTo Error0 
    
   Dim tt As Double 
   tt = CDbl(t) / Period 
                                 
   'Dim lambda As Double 
   'lambda = X / sigma / sigma * Sqr(S / X / Exp(-r * tt)) 
   'S = S * lambda 
   'X = X * lambda 
   'sigma = sigma * lambda 
    
   Dim u As Double 
   u = S / Exp(-r * tt) / (sigma * sigma) 
   Dim v As Double 
   v = u * u * sigma * sigma 
    
   Dim gammaDistAlfa As Double 
   gammaDistAlfa = v 
   Dim gammaDistBeta As Double 
   gammaDistBeta = 1 / u 
    
   Dim Gd1 As Double 
   'Gd1 = Application.GammaDist(X, gammaDistAlfa, gammaDistBeta, True) 
   'Gd1 = Application.GammaDist(X / gammaDistBeta, gammaDistAlfa, 1, True) 
   Gd1 = GammaDistAc(X, gammaDistAlfa, gammaDistBeta) 
   Dim Gd2 As Double 
   'Gd2 = Application.GammaDist(X, gammaDistAlfa + 1, gammaDistBeta, True) 
   'Gd2 = Application.GammaDist(X / gammaDistBeta, gammaDistAlfa + 1, 1, True) 
   Gd2 = GammaDistAc(X, gammaDistAlfa + 1, gammaDistBeta) 
    
   If UCase(callPut) = "C" Then 
      GMEuro = S * (1 - Gd2) - X * Exp(-r * tt) * (1 - Gd1) 
   Else 
      GMEuro = X * Exp(-r * tt) * Gd1 - S * Gd2 
   End If 
    
   'GMEuro = GMEuro * lambda 
 
   Exit Function 
Error0: 
   MsgBox "Error in GMEuro." & Err 
End Function 
 
Option Explicit 
 
' This file includes the Applied Statistics algorithm AS 66 for calculating 
' the tail area under the normal curve, and two alternative routines which 
' give higher accuracy.   The latter have been contributed by Alan Miller of 
' CSIRO Division of Mathematics & Statistics, Clayton, Victoria.   Notice 
' that each function or routine has different call arguments. 
' 
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'         Algorithm AS66 Applied Statistics (1973) vol22 no.3 
' 
'       Evaluates the tail area of the standardised normal curve 
'       from x to infinity if upper is .true. or 
'       from minus infinity to x if upper is false 
' 
Public Function ALNORM(ByVal X As Double, ByVal upper As Boolean) As Double 
   Const ZERO = 0# 
   Const ONE = 1# 
   Const half = 0.5 
   Const ltone = 7# 
   Const utzero = 18.66 
   Const con = 1.28 
   Const P = 0.398942280444 
   Const q = 0.39990348504 
   Const r = 0.398942280385 
   Const a1 = 5.75885480458 
   Const a2 = 2.62433121679 
   Const a3 = 5.92885724438 
   Const b1 = -29.8213557807 
   Const b2 = 48.6959930692 
   Const c1 = -0.000000038052 
   Const c2 = 0.000398064794 
   Const c3 = -0.151679116635 
   Const c4 = 4.8385912808 
   Const c5 = 0.742380924027 
   Const c6 = 3.99019417011 
   Const d1 = 1.00000615302 
   Const d2 = 1.98615381364 
   Const d3 = 5.29330324926 
   Const d4 = -15.1508972451 
   Const d5 = 30.789933034 
       
   Dim z, y As Double 
    
   z = X 
   If z < ZERO Then 
      upper = Not upper 
      z = -z 
   End If 
   If Not (z <= ltone Or upper And z <= utzero) Then 
      ALNORM = ZERO 
      If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM 
      Exit Function 
   End If 
   y = half * z * z 
       
   If z > con Then 
      ALNORM = r * Exp(-y) / (z + c1 + d1 / (z + c2 + d2 / (z + c3 + d3 / (z + c4 + d4 / 
(z + c5 + d5 / (z + c6)))))) 
      If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM 
      Exit Function 
   End If 
 
   ALNORM = half - z * (P - q * y / (y + a1 + b1 / (y + a2 + b2 / (y + a3)))) 
    
   If Not upper Then ALNORM = ONE - ALNORM 
End Function 
 
 
Public Function ALoGam(ByVal X As Double, IFAULT As Integer) As Double 
   ALoGam = Application.GammaLn(X) 
End Function 
 
 
 
 
' 
'  ALGORITHM AS239  APPL. STATIST. (1988) VOL. 37, NO. 3 
' 
'  Computation of the Incomplete Gamma Integral 
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' 
'  Auxiliary functions required: ALOGAM = logarithm of the gamma 
'  function, and ALNORM = algorithm AS66 
' 
Public Function GammaD(ByVal X As Double, ByVal P As Double, IFAULT As Integer) As Double 
   Const ZERO = 0# 
   Const ONE = 1# 
   Const TWO = 2# 
   Const OFLO = 1E+37 
   Const THREE = 3# 
   Const NINE = 9# 
   Const TOL = 0.00000000000001 
   Const XBIG = 100000000# 
   Const PLIMIT = 1000# 
   Const ELIMIT = -88# 
    
   Dim PN1, PN2, PN3, PN4, PN5, PN6, ARG, C, RN, A, B, AN As Double 
    
   GammaD = ZERO 
 
'  Check that we have valid values for X and P 
 
   If (P <= ZERO Or X < ZERO) Then 
     IFAULT = 1 
     Exit Function 
   End If 
   IFAULT = 0 
   If (X = ZERO) Then Exit Function 
 
'  Use a normal approximation if P > PLIMIT 
 
   If (P > PLIMIT) Then 
      PN1 = THREE * Sqr(P) * ((X / P) ^ (ONE / THREE) + ONE / (NINE * P) - ONE) 
      GammaD = ALNORM(PN1, False) 
      Exit Function 
   End If 
 
'  If X is extremely large compared to P then set GAMMAD = 1 
 
   If (X > XBIG) Then 
      GammaD = ONE 
      Exit Function 
   End If 
 
   If X <= ONE Or X < P Then 
      '  Use Pearson's series expansion. 
      '  (Note that P is not large enough to force overflow in ALOGAM). 
      '  No need to test IFAULT on exit since P > 0. 
      ARG = P * Log(X) - X - ALoGam(P + ONE, IFAULT) 
      C = ONE 
      GammaD = ONE 
      A = P 
      Do 
         A = A + ONE 
         C = C * X / A 
         GammaD = GammaD + C 
      Loop While (C > TOL) 
      ARG = ARG + Log(GammaD) 
      GammaD = ZERO 
       
      If ARG >= ELIMIT Then GammaD = Exp(ARG) 
   Else 
      '  Use a continued fraction expansion 
      ARG = P * Log(X) - X - ALoGam(P, IFAULT) 
      A = ONE - P 
      B = A + X + ONE 
      C = ZERO 
      PN1 = ONE 
      PN2 = X 
      PN3 = X + ONE 
      PN4 = X * B 
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      GammaD = PN3 / PN4 
      Do 
         A = A + ONE 
         B = B + TWO 
         C = C + ONE 
         AN = A * C 
         PN5 = B * PN3 - AN * PN1 
         PN6 = B * PN4 - AN * PN2 
         If (Abs(PN6) > ZERO) Then 
            RN = PN5 / PN6 
            If (Abs(GammaD - RN) <= Application.Min(TOL, TOL * RN)) Then 
               ARG = ARG + Log(GammaD) 
               GammaD = ONE 
               If (ARG >= ELIMIT) Then GammaD = ONE - Exp(ARG) 
               Exit Function 
            End If 
            GammaD = RN 
         End If 
         PN1 = PN3 
         PN2 = PN4 
         PN3 = PN5 
         PN4 = PN6 
         If (Abs(PN5) >= OFLO) Then 
            '  Re-scale terms in continued fraction if terms are large 
            PN1 = PN1 / OFLO 
            PN2 = PN2 / OFLO 
            PN3 = PN3 / OFLO 
            PN4 = PN4 / OFLO 
         End If 
      Loop 
   End If 
End Function 
 
Public Function GammaDistAc(ByVal X As Double, ByVal alpha As Double, ByVal beta As 
Double) As Double 
   Dim ok As Integer 
   If X = 0 Then 
      GammaDistAc = 0 
   Else 
      GammaDistAc = GammaD(X / beta, alpha, ok) 
   End If 
   If ok <> 0 Then 
      GammaDistAc = CVErr(xlErrNum) 
   End If 
End Function 

8�,
 �-�5-&)&*+�
��
)��(.�
�(
�.&%?��%@�.(!��(-"��
(
(�"-A0#%�
�(


�("(-)#�&*+�
 ��
 0-(*�
 -&%#��&.
 �&
 �0*+�
 �(
 %�)0-&
 ( -�0=#&


!#)0.(!
�-�#�;-#&
!�2-(
 )&
&*+�
��
�&"@()&"#%&
1�F


C�:�7� 4'������ ��� ���$�� ���
����� ��� ��$��� ��� ������� �����0
�� �
������

���
�&�
�������������$���A����������*���1#,� ����#������D@�

Norm[x_] := 1/2*(1 + Erf[x/Sqrt[2]]) 

done[s_, k_, � _, r_,t_] := (r*t + Log[s/k])/(� *Sqrt[t]) + 
(� *Sqrt[t])/2  

dtwo[s_, k_, � _, r_,t_] := done[s, k, � ,  r, t] - � *Sqrt[t]  

BlackScholesCall[s_, k_, � _, r_,t_] := 
   s*Norm[done[s, k, � , r, t]] - k*Exp[-r*t]*Norm[dtwo[s, k, � , r, t]]  
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<<Statistics`ContinuousDistributions` 

w[s_,r_,t_]:=s*Exp[r*t] 

b1[w_,v_]:=(w/v)^2 

b2[w_,v_]:=w/(v^2) 

gama[x_,y_]:=GammaDistribution[x,1/y] 

call[s_,k_,v_,r_,t_]:= 

    s*(1-CDF[gama[b1[w[s,r,t],v]+1,b2[w[s,r,t],v]],k])- 

    k*Exp[-r*t]*(1-CDF[gama[b1[w[s,r,t],v],b2[w[s,r,t],v]],k]) 
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