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Resumo

Calliero, Tafs Ruoso (2005). Um Principio de Inveriincia para Sistemas Dindmicos
Discretos. Dissertacao (Mestrado) - FEscola de Engenharia de Sao Carlos, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2005.

Muitos sistemas fisicos sao modelados por sistemas dinamicos discretos. Com o
advento da tecnologia digital os sistemas discretos tornaram-se ainda mais im-
portantes, sendo assim, o desenvolvimento de ferramentas analiticas para este
tipo de sistema ¢é de grande importancia. Neste trabalho, estudam-se alguns dos
principais resultados relacionados a estabilidade de sistemas dindmicos discretos,
e alguns novos sao propostos.  bem conhecido na literatura que a estabilidade
de um ponto de equilibrio pode ser caracterizada pelo Método Direto de Lya-
punov, via uma funcio auxiliar denominada funcio de Lyapunov. LaSalle, ao
estudar a teoria de Lyapunov, estabeleceu uma importante relagao entre fungao
de Lyapunov e conjuntos limites de Birkhoff, que deu origem ao Principio de
Invaridncia de LaSalle. Este, entre outras coisas, permite a andlise de estabi-
lidade assintética. Tanto o Método Direto de Lyapunov quanto o Principio de
Invaridncia requerem que a variacido da funcao de Lyapunov seja nfo positiva ao
longo das trajetorias do sistema. FEm sistemas com comportamentos mais comple-
xos, dificilmente encontra-se uma funcio com esta propriedade. Neste trabalho,
propoe-se uma versdo mais geral do Principio de Invaridncia para sistemas dis-
cretos, a qual nao exige que a variacao da fungao de Lyapunov seja sempre nao
positiva. Com isto, a obtencio de funcoes deste tipo torna-se mais simples e mui-
tos problemas, que antes ndo poderiam ser tratados com a teoria convencional,
passam a ser tratados através deste novo resultado. Os resultados desenvolvi-

dos, neste trabalho, so titeis para encontrar estimativas de atratores de sistemas



o

nao-lineares discretos.
Palavras-Chave: Estabilidade, Sistemas Dinamicos Discretos, Principio de In-

variancia de LaSalle, Conjuntos limites



Abstract

Calliero, Tafs Ruoso (2005).An Invariance Principle for Discrete Dynamic Sys-
tems. Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos, 2005.

Many physical systems are modeled by discrete dynamic systems. With the evo-
lution digital technology, the discrete systems became still more important, so
the development of analytic tools for this type of system has high importance
nowadays. In this work, some of the main results in stability of discrete dyna-
mic systems are studied and some new ones are proposed. It is well known in
the literature that the stability of an equilibrium point may be characterized by
the Lyapunov’s Direct Method, with a function known as Lyapunov auxiliary
function. LaSalle, when studying the Lyapunov theory, established an important
relationship between Lyapunov function and Birkhoff limit sets. Then, he cre-
ated the Lasalle’s Invariance Principle. This, among other features, allows the
analysis of asymptotically stability. Both the Lyapunov’s Direct Method and the
Invariance Principle request the variation of the Lyapunov function to be negative
semidefinite along the system trajectory. In systems with more complex behavi-
ors, a function is hardly found with this property. This work developed a more
general version of the Invariance Principle for discrete systems, which does not
require the variation of the Lyapunov function to be always negative semidefinite.
This new theory enables to find these functions easily and many insoluble pro-
blems, which could not be treated with the conventional theory before, become
treatable by this new result. The results of this work are useful to find estimates
of discrete nonlinear systems atractors.

Key-words: Stability, Discrete Dynamic Systems, Lasalle’s Invariance Principle,

Limit Sets.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

A teoria de estabilidade possui um papel central em diversas dreas da enge-
nharia e est4 fortemente presente na teoria de controle com aplicacoes em biologia,
engenharia quimica, economia, sistemas elétricos de poténcia entre outros.

Um dos resultados mais importantes e conhecidos na teoria geral de estabili-
dade é devido a A.M. Lyapunov, que no final do século XIX, concebeu o chamado
Método Direto de Lyapunov.

O Método Direto de Lyapunov fornece uma condicao suficiente para a estabi-
lidade de um ponto de equilibrio, Hahn (1963). Para isto supde a existéncia de
uma funcdo escalar auxiliar denominada Fungdo de Lyapunov. Com o auxilio
desta funciio, é possivel concluir sobre a estabilidade sem calcular as solugoes
analiticamente.

Em 1959, J.P. LaSalle estabelecen uma importante relacao entre fungoes de
Lyapunov e conjuntos limites de Birkhoff. Baseado nesta relacdo LaSalle publicou
o Principio de Invaridncia de LaSalle, que, entre outras coisas, permite determinar
uma estimativa da regido de atracao.

Rodrigues, Alberto e Bretas(2000) apresentaram uma Extensao do Principio
de Tnvariancia de LaSalle que possui o original como caso particular. Nesta
extensdio, exigem-se condigbes menos restritivas sobre a Funcido auxiliar que o

Principio de Invaridncia original. Desta forma, problemas que do ponto de vista



pratico sio dificeis de serem analisados pelo Principio de Invaridncia, agora po-
dem ser tratados com esta nova teoria.

Algumas aplicagdes da Extensdo do Principio de Invaridncia de LaSalle ja
foram relatadas na literatura, por exemplo, sincronizagio de sistemas cadticos
(Rodrigues et al., 2001), estabilidade de atratores cadtico (Alberto, 2000), aplica-
coes em sistemas de poténcia (Bretas e Alberto, 2003). Um procedimento sis-
tematico para encontrar uma fungdo de Lyapunov Estendida para uma determi-
nada classe de sistemas dindmicos foi apresentada em (Bretas et al., 2004).

Bons resultados na aplicagio da Extensdo do Principio de Invaridncia em sis-
temas dindmicos continuos motivaram o estudo do mesmo em sistemas dindmicos
discretos.

A histéria da engenharia sempre foi marcada pelo paradigma dos sistemas
continuos. Contudo, as equagoes diferenciais se mostraram insuficientes para a
modelagem de certos problemas, por exemplo, sistemas mecanicos com controle de
impulso e sistemas que contém dispositivos digitais. Tradicionalmente estes pro-
blemas foram tratados através de heuristicas e simulacdes. Nas dltimas décadas,
a importancia destes problemas aumentou devido ao progresso tecnoldgico, exi-
gindo assim, um maior esfor¢o para o desenvolvimento de ferramentas formais
adequadas a este tipo de sistema.

As equagdes de diferencas, siio tteis no estudo de sistemas continuos, ja que
sistemas continuos podem ser convertidos em sistemas discretos, usando-se um
artificio elaborado por Poincaré (Monteiro, 2002). Além disso, a integracao
numérica de equagoes diferenciais envolve a transformagao dessas em equagoes
de diferencas, procedimento largamente utilizado nas simulacoes por computado-
res digitais.

Sistemas discretos podem exibir uma diversidade de comportamentos dindmi-
cos, como oscilagoes periddicas e caos, mesmo quando sdo constituidos por apenas
uma tinica equacdo de diferenga auténoma de primeira ordem, nao-linear. Em
sistemas auténomos continuos, movimentos oscilatérios s6 poderao ocorrer se

houver pelo menos um par de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem,



e movimento cadtico sé aparece se houverem pelo menos trés equagoes desse tipo.
Sistemas discretos sdo mais complexos, pois apresentam maior riqueza de
comportamentos. Por esta razdo torna-se importante o estudo da teoria de esta-
bilidade para sistemas discretos.
O objetivo deste trabalho é investigar o Principio de Invariancia para sistemas

discretos.

1.2 Organizacgao do Trabalho

O Capitulo 2 apresenta o Teorema de Lyapunov, o Principio de Invariéncia
de T.aSalle e a Extensdao do Principio de Invaridncia, para sistemas dindimicos
continuos.

Definigoes bésicas para o estudo de estabilidade de sistemas discretos sdo apre-
sentadas no Capitulo 3, juntamente com a caracterizagao de conjuntos limites.

O Capitulo 4 apresenta o Método Direto de Lyapunov, Principio de Invariancia
de LaSalle e uma Extensdo do Principio de Invaridncia, para sistemas dindmicos
discretos.

O Capitulo 5 traz as conclusoes.



Capitulo 2

Método Direto de Lyapunov para

Sistemas Dinamicos Continuos

2.1 Introducao

O Principio de Invariéincia de LaSalle é uma das ferramentas mais importantes
para estudar o comportamento assintético de solugoes de equacoes diferenciais.
O primeiro resultado foi provado para equagoes diferenciais autonomas defini-
das em espacos de dimensdio finita por LaSalle (1960a; 1960b). Depois disto,
foi estendido para equacdes diferenciais definidas em espagos de dimens@o infi-
nita por Hale (1969), Slemrod (1970) incluindo equagdes funcionais, Hale e Lunel
(1993). Também foi estendido para equagocs nao auténomas periédicas por La-
Salle (1962), quase-periédicas por Miller (1965) e para equagoes diferenciais or-
dindrias mais gerais por Sell (1967). Rodrigues (1970) obteve uma extensao para
equacdes nao auténomas retardadas e LaSalle (1977) para equagoes de diferencas.

A grande vantagem do Principio de Invarifincia € permitir o estudo de estabi-
lidade de um sistema sem o conhecimento das soluges das equagdes diferenciais.
Para isto, utiliza uma fungao auxiliar denominada Fun¢do de Lyapunov. Ape-
sar de estar sendo utilizado com sucesso em intimeras aplicacdes, o Principio de
Invaridncia de LaSalle apresenta algumas dificuldades, a maior delas é que nao
fornece nenhuma maneira sistematica de encontrar a Funcdo de Lyapunov. A

principal condicdo que restringe a busca por tal funcdo é que se exige que a



derivada da Fungéo de Lyapunov, ao longo das trajetérias do sistema, seja semi-
definida negativa. Em sistemas complexos, como por exemplo sistemas cadticos,
dificilmente encontram-se Funcgdes de Lyapunov satisfazendo estas condigoes. A
Extensiio do Principio da Invaridncia de LaSalle provado por Rodrigues, Alberto
e Bretas (2000) requer condigdes menos restritivas sobre a derivada da Fungdo de
Lyapunov, desta forma encontrar uma Funcéo de Lyapunov pode ser uma tarefa
um pouco mais facil.

Este capitulo tem por objetivo apresentar o Principio de Invariancia de LaSalle
(1960a; 1960b) e a Extensdo do Principio de Invariancia de LaSalle, Rodrigues,
Alberto e Bretas (2000). Ambos provados para aplicacdo em sistemas dindmicos

continuos.

2.2 Principio de Invaridncia de LaSalle
Considere a seguinte equagio diferencial autonoma:

b= f(2) (2.1)

onde z € R" ¢ f : R* — R™ de classe C'. Um ponto y € R" é um ponto
de equilibrio de (2.1) se f(y) = 0. Denota-se por ¢(t,zo) a solugao de (2.1) com

condigéo inicial em o, ou seja, ¢(to, z) = To-

Defini¢io 2.1: Um ponto de equilibrio xs € um ponto de equilibrio estdvel no
sentido de Lyapunov se dado € > 0 (suficientemente pequeno), existir & > 0 tal

que ||@(t, o) — &s|| < € parat > 0 sempre que |zo — zs|| < 6.

Definicao 2.2 Um ponto de equilibrio x5 é assintoticamente estdvel se for estdvel

e p(t, o) — 5 quando t — oo sempre que |zo — 25|l < 4.

Definicio 2.3 Um conjunto B C R" é invariante com relagdo a (2.1) se, para

todo zo € B, p(t,0) € B para todo t € R.

Um ponto de equilibrio é um conjunto invariante, érbitas periédicas também

séo exemplos de conjuntos invariantes.



Utilizando o Método Direto de Lyapunov pode-se determinar a estabilidade
de um ponto de equilibrio sem conhecer a solugao do sistema, através da andlise

de uma funcéio escalar auxiliar e de sua variagdo ao longo do tempo.

Teorema 2.4 Seja x = 0 um ponto de equilibrio de (2.1 ) e D C R" um dominio

contendo © = 0. Seja uma fungio V : D — R continua e diferencidvel, tal que

V(0)=0 e V(z) >0 emn D—{0} (2.2)
V(z) <0 em D (2.3)

entio, © = 0 € estdvel. Além disso, se
V(z) <0 em D— {0} (2.4)
o ponto x = 0 € assintoticamente estdvel.

A funcéo continua e diferencidvel V(z) satisfazendo (2.2) e (2.3) é conhe-
cida como funcdo de Lyapunov. A demonstragao deste Teorema encontra-se
em (Khalil,1996).

Em determinados sistemas, uma funciio candidata a fungéo de Lyapunov pode
falhar na analise de estabilidade assintética conforme o Teorema (2.4) por nao
atender a condigdo (2.4). Entretanto, essa fungfo ainda pode ser usada para
determinar a estabilidade assintética, utilizando a relagéo entre esta funcdo e os

conjuntos limites de Birkhoff, estabelecida por LaSalle (1959).

Teorema 2.5 (Principio de Invariancia de LaSalle): Sejam V : R" — R
e f: R* - R" funcoes CY. Seja L uma constante real tal que o conjunto
Qp = {z € R" : V(z) < L} seja limitado. Admita que V(z) < 0 para todo
z €y, e defina E = {z € Qy: V(z) = 0}. Seja B o maior conjunto invariante
contido em E. Enlio, toda solucdo de (2.1) iniciando em §)y, converge para B

quando t — co.

A demonstracio do Teorema (2.5) pode ser encontrada em LaSalle (1960D).
E interessante interpretar geometricamente este teorema. Para isto sera utili-

zada a Figura (2.1) na qual se apresenta um caso simples da aplicagao do Teorema



de LaSalle em dimensdo 2. Como exigido pelo Teorema (2.5), £, € um conjunto
limitado. Suponha que o maior conjunto invariante contido em F seja composto
apenas pelo ponto de equilibrio estével z,. Sabe-se que dentro de Qy, a derivada

de V' é menor ou igual a zero.

Figura 2.1: Interpretagéio geométrica do Principio de Invaridncia de LaSalle

Desenvolvendo V pela regra da cadeia obtém-se:

dv  aV dz
= —_——= —_— = 5] _.‘ — (1 <
= = R < grad(V), > = < grad(V),f > < 0

Desta desigualdade verifica-se que o produto escalar do vetor gradiente V com
o vetor do campo vetorial deve ser menor ou igual a zero. Isto significa que o
angulo entre estes vetores deve ser maior ou igual a 90°, como mostra a Figura
2.1. Esta relacfio entre estes vetores se mantém para todos os pontos da curva
de nivel € da funcao V, logo as solugbes entram na regiao delimitada pela curva
de nivel €, ou ficam sobre a curva de nivel. Além disto, s¢ o conjunto & nao
contiver nenhum outro conjunto invariante além do equilibrio zs, isto implica que
nenhuma curva de nivel de V pode estar contida inteiramente em . Isto vale
para todas as curvas de niveis internas & (1, logo toda solucdo iniciando em €2y,
devera convergir para o ponto de equilibrio z;. Esta observacio geométrica do
Principio de Invariancia de LaSalle dé origem aos métodos de estimativa da area

de atracao de pontos de equilibrio estiveis de sistemas nao-lineares.

Apresenta-se agora a Extensiio do Principio da Invariancia provada por Ro-

drigues, Alberto e Bretas (2000). Este teorema permite que a derivada temporal



de V scja positiva em algumas regices, possibilitando o tratamento de problemas
mais gerais e facilitando a tarefa de encontrar uma funcao de Lyapunov, agora

chamada de Funcio de Lyapunov Estendida.

Teorema 2.6 (Extensdo do Principio de Invariancia de LaSalle) : Sejam
V:R" > Ref:R"— R* fungées C'. Seja L € R uma constante tal que o
conjunto Uy, = {x € R* : V(z) < L} seja imitado. Seja C:={z € {1y, :V(z)>0},
e admite que sup,.cV(z) = 1 < L. Defina Y ={zeqQ:VE<l}e
E:={zeQ:V()=0}U See B o maior conjunto invariante de (2.1)
contido em E. Entdo, toda solucio de (2.1) iniciando em (1, converge para o
conjunto invariante B quando t — oo.

Além disto, se T € 4, entdo p(t, ) € O, Vt>0 etz tende para o

maior conjunto invariante de (2.1) contido em €Y.

A demonstracio pode ser encontrada em Alberto (2000).

Figura 2.2: Interpretaciio geométrica da Extensdo do Principio de Invariancia

Para um melhor entendimento do Teorema acima utiliza-se a interpretagao
geométrica ilustrada pela Figura 2.2. Conforme a hipétese do Teorema 2.6 o
conjunto €, é limitado. Dentro de €, a derivada de V, ao longo das solugoes,
é ndo positiva, exceto dentro do conjunto C' onde ela € positiva. Por hipdtese
o conjunto C nunca atinge a fronteira de ), uma vez que Il < L. O Teorema
2.6 garante que todas as solugoes de (2.1) iniciando dentro de §2;, convergem
para o maior conjunto invariante contido em E. Se, em particular, o maior

conjunto invariante contido em [ estiver contido em £}, entao todas as solugoes



com condicdo inicial em §);, tendem para o maior conjunto invariante contido
em . Uma vez dentro de ), as solugoes ndo saem deste conjunto o qual é
uma estimativa do atrator. Dentro de €, duas coisas podem acontecer, ou as
solucdes tendem para o conjunto {z € € : V(z) = 0}, ou as solugdes permanecem

entrando e saindo do conjunto C' indefinidamente.

Observaciao 2.7 O Teorema (2.5) é um caso particular do Teorema (2.6).



Capitulo 3

Equacoes de Diferencas €

Sistemas Dinamicos Discretos

O presente Capitulo apresenta as condigdes de estabilidade das solucoes de
equilibrio para sistemas discretos, que podem ser pontos fixos ou drbitas periddicas.
Apresenta-se a versio discreta do Teorema de Hartmann-Grobman. Defini¢oes
clementares de equacdes de diferengas sdo apresentadas, juntamente com algu-
mas propriedades de interesse para o trabalho como propriedades de conjuntos

limites, LaSalle (1976).

3.1 Introducao

Suponha que em qualquer tempo, um sistema possa ser caracterizado por um
vetor finito dimensional z € R™ onde z é o vetor de espago de estados e R™ ¢ o

espaco Buclidiano real m-dimensional, entao

€
= | & e R™
:EJH
As componentes 1, . . ., Ty, S30 as varidveis de estado do sistema.

A diferenca de primeira ordem Az de uma fungdo x : Z, — R™, onde Z, éo
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conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, ¢ definida por
Az(n) = z(n+ 1) — z(n)

Suponha que o sistema a ser estudado seja representado por uma equagéo de

diferenca. Isto é, existe uma aplicagao 7" : R™ — R™ continua tal que
z(nt1)=T(z(n) Vn € Zy (3.1)

A soluciio para o problema de valor inicial

z(n+1) =T (z(n)
z (0) =&
¢ z(n) = T" (o), onde T™ & a n-ésima iteragdo de 7', e 7% = I, é a funcao
identidade. A solucio esté definida em Z. A equagdo (3.1) ¢ uma lei(algoritmo)
para definir a funcéo z.
Em sistemas discretos, diferentemente de sistemas continuos, nao h4 problema
quanto a existéncia e unicidade das solugtes de equagoes de diferengas, pois para

tempo futuro a aplicagio 7" estd bem definida.

3.9 Estabilidade de Sistemas Nao-Lineares
Discretos

Definicio 3.1 : Uma drbita (ou trajetdria) de (3.1) consiste na sequéncia de
pontos gerada pelas sucessivas aplicagées de T, a partir de wma condigdo inicial

Zp.

3

Definicio 3.2 : Um ponto fizo z* de (3.1) é um ponto tal que =) = &,

também. conhecido como estado de equilibrio do sistema (3.1).

Estuda-se a estabilidade do ponto fixo z* através da andlise do comportamento
das sucessivas iteracoes que partem de um ponto (n) nas vizinhancas de z*.

O ponto fixo z* pode ser assintoticamente estavel ou instavel, dependendo da
seqiiéncia z(n+ 1),z(n +2),z(n+3). ... Se essa seqiiéncia aproxima-se de z*, 0

ponto fixo serd estdvel, caso contrario serd instavel.
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Seja & > 0, 7y € R™ entdo Bs(zo) = {x € R™: |z — |l < 6} é a bola de

centro zq € raio 9.

Definicio 3.3 : Diz-se que x* ¢ uma solugao de equilibrio estdvel ou ponto
fizo estdvel, se para todo € > 0 (arbitrariamente pequeno) eviste um 6 > 0 tal
que T™ (Bs (z*)) C Be(a*) para todo n € Zy 1isto é, ||z —z*|| < & implica em
|T™ () — a*|| < &, para todo n € Z,.. Se & ndo é estdvel, entdo é chamada de

instdvel.

Seja z* um ponto fixo de um sistema nao-linear e A a matriz jacobiana, do
sistema linear associado, calculada em z*. Se os autovalores de A tém modulo
diferente de 1, entéio o ponto de equilibrio z* é um ponto de equilibrio hiperbdlico.

O teorema de Hartman-Grobman (versdo discreta) garante que a estabilidade
de um ponto fixo z* hiperbdlico pode ser determinada analisando-se a versao
linearizada do sistema. (Pugh, 1969).

Se [A| = 1, os autovalores de A néo fornecem informacao sobre a estabilidade
do sistema. Neste caso, pode se tentar determinar a estabilidade através da Teoria
de Lyapunov e do Teorema Proposto neste trabalho que serdo apresentados no
Capitulo 4.

Para estudar melhor o significado e a aplicagio do Teorema de Hartman-

Grobman, considere o sistema unidimensional
a(n+1) = T(z(n))

Para determinar a estabilidade de z*, analisa-se o sistema linear associado.

Para isto, considere uma érbita na vizinhanga de *
z(n) = «* +n(n), entdo (3.2)

L dr
Pt ) =z @4 1) = T +nm) 2T @) +o| _ 1@)+0 @ @)’
Lembrando que 7' (z*) = z* e desconsiderando os termos de ordem maior que
2, o sistema linearizado é dado por

dar
n(n+1)= oo E:Itn(n), (3.3)
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Seja A o antovalor do sistema linearizado, isto é,
AT _dT(z*)
a z=%* B dz

(3.4)

dx

Portanto, a solugao do sistema (3.3) é: m = Mo, M2 = A = A%y, logo

T = A"1). Se |Al = % < 1 entdo n, — 0 quando n — co e o ponto fixo z* é

d7T (=)
dz

estavel, caso contrario, se > 1, o ponto fixo ¢* é instéavel.

No caso estdvel, se 0 < A < 1, a distancia entre as sucessivas iteracgoes
(z(n+1),z(n+2),z(n+3),...) e =z7 diminui monotonicamente, Figura
(3.1)(a). Por outro lado, se —1 < A < 0, essa distdncia diminui de maneira

oscilatéria, Figura (3.1) (b).

o)

(b2
Figura 3.1: Estabilidade assintética do sistema (3.3):(a) 0 ¢+ L;(b)—1e =+ D

Obs.: Para o caso n-dimensional o procedimento consiste em analisar os
autovalores da matriz jacobiana. (Strogatz, 1994)
Definiciio 3.4 : Um movimento T" (x) € dito periddico (ou ciclico) se para al-
gum k>0, T%(z) = z. O menor valor de k em que isto acontece é chamado de

periodo do movimento ou a ordem do ciclo.

Matematicamente, os pontos que formam um movimento periédico (ou érbita
periédica) obedecem a:
z(2) = T'(z(1)
z(3) = T@(@)=T(T (1)) ="T"((1)

s(k) = T@k-1)=T@CEE-2))=...=T"" (@)
s(ktl) = TEE)=TT@Ek-1))=...=T 1) ==@)
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Exemplo 3.5 :Considere o sistema unidimensional

z(n+1) =4z (n) (1 -2z (n)

Pela definicao de ponto fixo tem-se que:

z = 4z(1 — z) = 4z — 42* entdo

40?2 — 3z =0 < sz —3)=0sz=00uz=3.

Logo, 0 e 3/4 sdo os tnicos pontos fixos. A imagem inversa do ponto fixo
06 {zeR:T(z) =0} entdo 0 = 4z(1 —z) = x=0ex=1. Logo, a solucao
iniciando em (0) = 1 implica z(1) = 0 e, portanto, z(n) = 0V n > 1, ou seja,
o ponto fixo é atingido em tempo finito. Este tipo de comportamento pode ser
muito comum em equacdes de diferengas, mas nio pode ocorrer em equagoes

diferenciais ordindrias.

Para equagdes unidimensionais, que é o caso do exemplo (3.5), pode-se de-
terminar as sucessivas iteracoes de uma equagao de diferenca e determinar seus
pontos fixos graficamente, através do seguinte procedimento:

Traca-se a diagonal  (n + 1) = z (n). Dado 2o = 0,1, a partir da intersecgao
de o com T, traga-se uma linha horizontal até encontrar a diagonal. A abscissa e
a ordenada desse ponto valem z; = 4z — 4% = 0,36. A partir daf traga-se uma
linha vertical até interceptar a funcdo T. Esse ponto de interseccio possul Zp
como abscissa e z2 = 4z, — 42? = 0,92 como ordenada. Repetindo esse processo,
geram-se as n-primeiras iteragoes.

A figura (3.2) mostra como esse procedimento, chamado de teia de aranha
(cobweb), é realizado. Pode ser observado que os tnicos pontos fixos da funcao
sdo 0 e 3/4, que sdo resultantes da intersecgao entre a funciio T e a linha diagonal,
pois esses pontos satisfazem, simultancamente, as relagdes = (n+1)=1 (z(n)) e

z(nt+l)=z@).
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| Ao |

Nl 1)=T(x(n),

P : 35 B T I ¢
-1 -05 001 0.36 05 075 0921 15
x(n)

Figura 3.2: Diagrama teia de aranha

Exemplo 3.6 : Considere a versio discreta do modelo populacional de Verhulst,

(Kocak e Hale, (1991)), dado por:

t(n+1) =T (2 () = pe () (1 -z (1)) (3.5)

it é o pardmelro de controle

1

e T T S L e s s

Tix(n))

-

7RG L SR SRR SR SURS S — Lpmaeslummioss ]

e

SN W 1
O =

s ____ A -
DN 45 WU WO W V. 9 ..

0 O . S

Gl U T R T S .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.3: Funcfio caracteristica do sistema (3.5)

Se o pardmetro g estiver no intervalo 0 < p < 4 e zp € [0,1], entdo z(n) €
[0,1] para n=1,2,3... assim qualquer ponto (n) contido neste intervalo gera,
ap6s uma iteracfio, o ponto x (n + 1) que pertence a esse mesmo intervalo. Por-

tanto, o intervalo [0, 1] é invariante.
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O intervalo 0 < g < 4 é onde comportamentos interessantes ocorrem, pois
para g > 4, em alguma iteragio, obtem-se um valor negativo de & e a partir dai
x(n) — — oo quando n — co.

Os pontos fixos do sistema (3.5) sdo:

1
=0 e :1:2:1—(;)

Para analisar a estabilidade dos pontos fixos calcula-se,

iT
s n(—2x+1)
dx

Assim, os autovalores associados a ;1 € @2 so Ay = g e Ay = 2—p. Portanto,
a origem (x;) é assintoticamente estdvel para 0 < p < 1 e instavel para > 1, e
o outro ponto fixo é instdvel para 1 > p ou g > 3 e assintoticamente estavel para
1< p<3.

Os pontos fixos x; € 22 trocam de estabilidade em g = 1.

Para p > 3, surgem érbitas de perfodo 2 formada por dois pontos, &3 e x4 tais

que:

zg = T(e) _ | TT(s) = T® (z3)
zy = T(xs) T (T (x4)) = T® (za)

Os pontos 3 e 4 sio pontos fixos de T®  entdo sdo raizes do polindémio:
o =T®(z") = pT(1-T) = p?2" (1 — z*) [1 — p™ (1 — 27)]

As raizes deste polinémio sao:

=0, y=1-— (—1") e Tzq= ([LJrl):l:ﬂﬁ__W

7 2u

(3-6)

Observe que as raizes (reais) x3 e 4 existem para g > 3. Na Figura (3.4)
mostram-se as raizes para p — 3, 2.

Em g = 3, Ay = —1, entdo @ sofre uma bifurcacao de duplicagao de periodo.

O estudo da estabilidade da 6rbita de perfodo 2 reduz-se ao estudo da estabi-
lidade dos pontos fixos de T®), essa orbita é assintoticamente estivel se x3 e x4

sdo pontos fixos assintoticamente estaveis de 7@,
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x(n+1)=x(n)

/|

] 1 I 1 1 1 1

02 0.3 04 05 06 07 08 0.9 1

X
% X5 4

% x(n)
Figura 3.4: Funcio * 2(+) e suas raizes para * = 3°2

Através da regra da cadeia, calcula-se:

ii'f)(i(_;(”‘)) p(-2T@E)| pd-20m)|
MO _ (1 22) (1 - 200 @

Substituindo os pontos fixos x3 e x4 em (3.7), obtém-se o seguinte autovalor

associado a 3:
Ag=—p2 +2u+4 (3.8)

O autovalor \s associado ao ponto fixo x4 ¢ obtido através desta mesma
expressdo. Portanto, a érbita de perfodo 2 é assintoticamente estdvel quando
—1 < |—p2+2p+4| < 1, ou seja, para 3 < p < 1+ 6. Para p =1+ /6,
tém-se que A3 = Ay = —1. E a érbita de periodo 2 sofre uma bifurcagdo de
duplicacao de perfodo. Para p > 1+ V6 os pontos fixos de T® tornam-se
inst4veis e se bifurcam, gerando 6rbitas de periodo 4 assintoticamente estaveis,
cujos pontos fixos siio obtidos a partir de z* = 7@ (z*). Conforme aumenta o
valor do pardmetro de controle i, ocorrem sucessivas bifurcacdes, gerando érbitas

de periodo 8, 16, 32, 64, etc.
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3.3 Sistemas Dinamicos Discretos

Definicdo 3.7 : Um sistema dinamico discreto em R™ ¢é uma aplicagio

I1:7, x R" > R™, queVn,k € Zy e Yz € R™ satisfaz:

i)I1(0,z) ==
i) 1(n, T (k, z)) = (n + k, )

ii) Il é continua

Observe que estamos considerando o caso mais geral de sistemas dindmicos
discretos, no qual a aplicagdo II ndo necessariamente possui inversa, ou seja, as
trajetérias estdo definidas de maneira {inica para tempo futuro. Alguns auto-
res, (LaSalle, 1977),(Kogak e Hale, 1991), denominam esta classe mais geral, de
sistemas semi dindmicos discretos.

Toda equaciio de diferenca x(n+1) = T'(z(n)) define um sistema semi dindmico
e reciprocamente, todo sistema semi dindmico discreto possui uma equagao de di-
ferenca associada.

Ao analisar a estabilidade de um ponto de equilibrio (z*) , o interesse € estu-
dar se as solugdes iniciando préximas a este ponto, aproximam-se de (z*), para

12 No caso de

isto & usual definir distincia pela norma, [|lz|| = (23 + ...+ 27,
comportamentos mais complexos, onde o atrator é um conjunto, por exemplo
ciclos limites e atratores estranhos, torna-se necessério definir a distancia de um

ponto ao conjunto.

Definicao 3.8 : Seja z € R™ e S um conjunto qualquer ndo vazio em R™, a

distancia de T a S é p(z,S) = in£{||y — ||}
ye

Utilizando a definicio de distancia (3.8) pode-se definir o fecho de um con-

junto.
Definicio 3.9 : O fecho de S é S = {z; p(z, S) = 0}.

Quando se diz que T™(z) — S quando n — oo significa que p(T™(x),8) —=0

quando n — co.
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Nos estudos de estabilidade, geralmente, tem-se interesse em estudar o com--
portamento das solugdes de (3.1) quando o tempo cresce, neste sentido os concei-

tos de ponto limite e conjunto limite séo importantes.

Definicdo 3.10 : Um pontoy é um ponto limite de’T’ "(x) se existe uma sequéncia
de inteiros n; tal que T™ (z) — ye n; — oo quando i — oo. O conjunto Qz)

limite do movimento T"(x) de & é o conjunto de todos os pontos limiles de T™(x)-

Teorema 3.11 : Uma definicdo alternativa para Q(x) é Q(z) = N7ZoUpZ;T" (z).

Demonstracao: Seja y € Q(z), entdo existe uma sequéncia de inteiros n;
tal que T™ (x) —yen; — oo quando i — co. Para cada j € Z,, existe k tal que
T (z) € U T™(x), Vi > k. Como T™(z) —y e n; — 0o quando ¢ — 0o entao
T4 (z) — Y, Ny — 00 quando j — oo. Portanto, y € W Como j é
arbitrario entao y € ﬂﬁgm.

Reciprocamente, seja y € ﬂﬁom. Para cada j € Zy,
y € B; = u_g';—JTT(J Suponha que y é um ponto de acumulagao de B;, logo
existe ; € Z, tal que p(T'J' (z) ,y) < 1/j. Sem perda de generalidade, pode-
se escolher a sequéncia I; estritamente crescente em Ry, tal que Th(z) — ye
l; — oo quando j — oo. Portanto y € Q(z).Suponha que y ¢ um ponto isolado
de B;, entdo existe i > j tal que T%(z) = y. Escolha T%(x) crescente tal que

Tli(z) =y V5. Portanto y € Q(). |

Definicio 3.12 : Um conjunto H é dito positivamente invariante em relagao a

(3.1), oua T, se T(H) C H. H é dito invariante se T(H)=H.

Para sistemas dinamicos continuos, todo conjunto €2 limite invariante e limi-
tado é conexo, o que nao ocorre no caso de sistemas dinamicos discretos. Entre-

tanto, pode-se definir um conceito diferente de conexidade via invaridncia.

Definicao 3.13 : Um conjunto fechado inveriante H, é dito coneramente inva-
riante se ele nio é a unido de 2 conjuntos invariantes fechados disjuntos e nao

Vazi08.



20

Definicio 3.14 : T,(x) (definido para todo n € Z) é chamado de extensdo do
movimento T"(z) se To(z) =z e T'(Tn(2)) = Tny1(z) para todon € 7.

Observacao 3.15 : Tem-se que Tn(x) = 1™(x) para lodon € Z, e sex € H
invariante, o movimento T"(x) sempre lem uma extensao, que pode ou ndo ser

inica.

Teorema 3.16 Um conjunto H é invariante,se e somente se, todo mowvimento

iniciando em H tem uma catensdo em H para todo n.

Demonstragio: Se H éinvariante, entdo T'(H) = H. Sejaxo € H e T™(z0) 0
correspondente movimento. Como T" (H)=H, existe z_, € H tal que T(z_1) = o-
Por indugao, dado z_, € H, existe £_n_1 € H tal que T(z_n—1) =2y € portanto
tem-se que {..., Ton—1, Tny ++ry L1, T0; L1, -5 £,} é uma extensdo em H para todo
n €.

Reciprocamente, se todo movimento iniciando em H possui uma extensao em
H para todo n. Entao, para cada z € H, existe y € H tal que T'(y) = « e além
disso 1'(z) € H. Logo T'(H) = H. |

Teorema 3.17 O fecho de wm conjunto H positivamente invariante ¢é positiva-

mente invariante.

Demonstracio: H é positivamente invariante, ou seja, T(H) C H. Seja
p € H, entdo existe p; — p quando ¢ — oo com p; € HVYi. Comop; € He H
é positivamente invariante T(p;) € H. Da continuidade do operador T temos
que T(p;) — T(p). Logo, T(p) € H e, como p foi escolhido arbitrariamente
T(H) c H. [

Teorema 3.18 O fecho de um conjunto H limitado invariante é invariante.

Demonstracgio: Pelo Teorema (3.17) tem-se que T(H) C H. Falta provar
que HcC T @ Seja p € H. Existe p; — p quando i — co com p; € HVYi. H
é invariante, logo existe ¢; € H tal que T'¢; = p;, mas p; — p, entao T'q; — p.

Como q; C H e H é compacto, entao existe subsequéncia convergente ¢, — ¢

Blblisteca

2
3
%
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com q € H.Como o operador T' é contimuo, tem-se T'q;, — T(q), mas T'q;, — p.
Logo, existe ¢ € H tal que T'(¢) = p. Portanto, HcT(H)eT(H)= H. E|

No decorrer do estudo de invaridncia, LaSalle (1976) sugere que em geral, o
fecho de um conjunto invariante néo é invariante.

Nao conseguimos encontrar um contra-exemplo.

3.4 Propriedades Basicas de Conjuntos Limites

Teorema 3.19 : Todo conjunto limite Q(z) é fechado e positivamente invari-

ante.

Demonstragio: Pelo Teorema (3.11) tem-se que Q(z) = ﬂ;‘iom.
Como a intersecciio infinita de conjuntos fechados é um conjunto fechado (Lima,
1977, pagina 76), entdo segue que Q(z) é fechado.

Suponhamos que y € §2(z). Entio existe uma sequéncia de inteiros n; tal que
n; — oo e T"(z) — y quando i — oo. Pela continuidade da 7', T(T(z)) =

Tritl(z) — T(y) logo T(y) € Q(z). Portanto T'((z)) C Q(z). |

Teorema 3.20 Se T™(x) é limitada para n € Z,., entdo (z) é nao vazio, com-
pacto, invariante, conezamente invariante, e é 0 menor conjunto fechado do qual

T"(x) se aprozima quando n — oo.

Demonstracio: Da limitacio de 7" (z) tem-se que §)(x) é ndo vazio e limi-
tado. Pelo Teorema (3.19) tem-sc que §2(z) é fechado, logo §2(z) € compacto.

Seja y € Q(z). Entdo existe uma sequéncia de inteiros n; tal que n; — oo
e T"(z) — y quando i — oco. Pela limitacdo de T"(z) podemos assumir que
mi~1(z) & convergente. Caso néo seja, basta escolher uma subsequéncia T (z)
convergente. Suponha T™ ' (z) — 2, entdo z € £(z). Resta mostrar que T'(z) =
y, como a aplicacdo T" é continua e (T (x)) = T"(x), entdo T(z) = y.
Portanto Q(z) C T(S(z)) e pelo Teorema (3.19) tem-se que T(Q(z)) C (=),
logo (z) é invariante.

Mostremos que T"(z) — (z) quando n — oo. Suponha, por contradicao,

que isto nio é verdade. Entdo existe € > 0 tal que, para qualquer N > 0,
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existe n > N tal que p(T"(z),(z)) > . Considere uma sequéncia N; € Z, com
N; — oo quando i — co. Entéo existe sequéncia n;, com n; — 00 quando ¢ — co,
n; > N;, tal que p(T™ (z), Q(z)) > &, Vi.

Como T™(x) é uma sequéncia limitada, possui subsequéncia convergente
T™i(z) — y. Por definicdo, y € Q(z), logo, p(1™% (=), (z)) = 0 quando i; — o,
o que nos leva a uma contradigao.

Seja E um conjunto fechado tal que 7"(z) — E quando n — co. Suponha,
por contradigio que 2(z) néo esta contido em E. Seja y € Qz), y ¢ E, entdo
y € E°. Como E° é um conjunto aberto. Existe uma bola aberta de raio € > 0
e centro y B.(y) C E° Portanto p(y,E) > ¢ > 0. Como y € Q(z), existe
uma sequéneia n; tal que n; — oo e T (z) — y quando ¢ — co. Além disso,
existe N > 0, tal que n; > N implica p(T™(z),y) < €/2. Da desigualdade
triangular, p(y, E) < p(T"(z),y) + p(I"(x), E), o que implica em p(y, E) —
p (T (2),y) < p(T™(z), E). Portanto p(I™(z), E) > g/2 paran; > N, o que é
uma contradic@o, portanto Q(z) C E. Logo £(x) é o menor conjunto fechado do
qual 7™(z) se aproxima quando 7 — o0.

Mostremos que §(z) é conexamente invariante. Suponha, por contradicgio,
que €)(z) é a unido de 2 conjuntos invariantes, disjuntos, fechados e néo vazios,
; e §. Como §(z) é compacto, £ e (1o também sdo compactos. Existem
entdo, 2 conjuntos abertos e disjuntos Uy e Us tais que Q c U el C U,
T é continua, entdo é uniformemente continua em Ui, logo existe um conjunto
aberto V4 tal que @ € V3 e T(V4) € Uy. Como T z) —» Uz) = WU
e 0, Uy C ViU U, entdo existe ng tal que T"(z) € ViU Uy, V. 1 2 ny.
Repartindo a sequéncia (1™(x0))nsn, €m duas: () C Vi € (Tm;) C Us, temos
{ng,np +1,...} = {n1,n2,...} U {m1,ma,.. .}. Tomando o menor dos indices
n1, M4, digamos, sem perda de generalidade, que seja 14, entdo n; = ng. Lntao,
x(n;) € V4. Por construgio TmH(g) € Uy, com ny + 1 > ng > ng tem-se que
T™H(z) € V. Por indugdo Yn > n;, tem-se T"(a0) € V4. Portanto §3 = 0, o

que é uma contradiciio. Portanto, {(z) é conexamente invariante. |



Capitulo 4

Uma extensao do Método Direto
de Lyapunov para Sistemas

Dinamicos Discretos

4.1 Introdugao

A teoria de estabilidade é um assunto importante em diversas areas. Assunto
este, bem explorado e com ampla literatura para estudos de sistemas dinamicos
continuos.

Os sistemas discretos também tém a sua importancia, e tém sido aplicados em
diversas areas, por exemplo, para modelar o processo de dindmica de populagao,
macroeconomia, dindmica cadtica de sistemas econdmicos, para modelagem de
redes neurais, na investigacio da dinimica de processos discretos de Markov,
para projetar controladores digitais. Enfim, existe uma vasta drea de aplicacao
para sistemas discretos.

Sistemas discretos podem exibir uma diversidade de comportamentos dina-
micos, como oscilagoes periddicas e caos, mesmo quando sdo constituidos por
apenas uma tnica equagdo de diferenca auténoma de primeira ordem néo linear.

O Principio de Invariancia de LaSalle proposto em 1960, é uma ferramenta

bésica para o estudo de estabilidade assint6tica para sistemas dinamicos continuos.
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No ambito de sistemas dindmicos discretos seu uso é mais recente. Além do
Principio de Invaridncia proposto pelo préprio LaSalle (1976), podemos destacar
o estudo feito por Bensoubaya e Iggidr (1998) o qual propGe que a Fungao de
Lyapunov seja semi-definida positiva, e com essa nova condicao reescreve o Teo-
rema de Lyapunov e o Principio de Invariéncia de LaSalle para sistema discretos.
T.Nesemann (2001) propds uma Generalizagdo do Principio de Invariancia de
LaSalle para sistemas discretos, que na verdade nao chega a ser um Principio
de Invariancia, embora seja ttil para delimitar a localizacao do conjunto limite;
tem-se também uma versio do Principio de Invaridncia discreto especializado
para sistemas de controle discreto proposta por V. Sundarapandian (2003).
Neste capitulo, apresenta-se a caracterizacdo de estabilidade no sentido de
Lyapunov e o Principio de Invariéincia de LaSalle para sistemas dinamicos discre-
tos. Propde-se uma versao mais geral do Principio de Invaridncia e uma versao da

Extensdo do Principio de Invaridncia, ambos para sistemas dinamicos discretos.

4.2 Método Direto de Lyapunov

Nesta secdo introduz-se o conceito de funcdo de Lyapunov para equacao de
diferenca e apresenta-se o Teorema de Lyapunov.

Considere a equacao de diferenga
z(n+1) = T(z(n)) e z(0) = o (4.1)

onde T : BR™ — R™ & continua.

Seja V : R™ — R. Com relacdo a (4.1), ou a 7', defina:
AV(z) =V(T'(z)) —V(z) (4.2)
Se x(n) é uma solugao de (4.1), entao
AV (a(n)) = V(a(n+ 1)) — V(e(n)

e AV(z) <0, significa que V néio é crescente, em 7, a0 longo das solugdes.



Definicdo 4.1 : Seja G um conjunto qualquer em R™. Dizemos que V € uma

fungio de Lyapunov de (4.1) em G se satisfaz:

i) V é continua em R™.

i) AV (z) <0 para todo z € G.

Observacao 4.2 : Ndo ezige-se que V > 0 para que sejo uma func¢éio de Lyapu-

nov.

Embora na definicio (4.1) ndo se exija que V seja definida positiva. O Teorema
seguinte (4.3), faz-se essa exigéncia. Na realidade nao é necessario que V' > 0,
desde que se tenha garantia que V forneca curvas de niveis em forma de bacia
em torno de z*. Nos resultados propostos neste trabalho garante-se isso exigindo

que o conjunto £, seja limitado.

Teorema 4.3 Seja V uma funcdo de Lyapunov para T em alguma vizinhanga de
x* tal que

V(z*) =0 e existe 6 >0 tal que

V(z) > V(z*) para qualquer z € Bs(z%), © # «*
entdo, ©* é um equilibrio estdvel. Além disso, se

AV (z) < 0 para qualquer x € Bs(z*), = # @
a solucdo de equilibrio =* é assintoticamente estdvel.

Este teorema é conhecido como Método Direto de Lyapunov, pois permite
caracterizar a estabilidade dos pontos de equilibrio sem o conhecimento das
solucdes do sistema. A demonstragéo do Teorema (4.3) pode ser encontrada

em LaSalle (1986).

Definiciio 4.4 : Para V uma funcio de Lyapunov de (4.1) em G, define-se
E = {z € G;AV(z) = 0}.
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Observagio 4.5 : E ¢ fechado. De fato, como as fungoes V:R* - R
eT : R™ — R™, sdo continuas e estdo bem definidas em R™  enido AV é
continua e estd bem definida para todo R™. Como {0} C R € fechado e AV é
continua, entio a imagem inversa de AV, ou seja AV~ ({0}), € fechado. Logo

E =GnAV~({0}) ¢é fechado.

Definiciio 4.6 : Seja uma curve de nivel da fungao V' o conjunto Vi) ={z €

R™ V(z) = c}.

4.3 Principio de Invariancia

O Teorema que serd apresentado a seguir, juntamente com a demonstragao, foi

retirado de LaSalle (1976).

Teorema 4.7 (Principio de Invariancia de LaSalle): Seja V uma fungdo
de Lyapunov de (4.1) em G e x(n) uma solucdo de (4.1) limitada em G para
todo n > 0. Seja M o maior conjunto invariante contido em Iv. Iintdo existe um

nitmero ¢ tal que z(n) — M NV ~}(c) quando n — oo.

Demonstracao: Seja o = x(0) e z(n) = T™(zo) a solugio com condigdo
inicial z9. As hip6teses do teorema implicam que V(z(n)) é ndo crescente quando
n — oco. Por hipétese, V é continua e z(n) é limitada, entdo V' (z(n)) é limitada,
em particular, V (z(n)) é limitada inferiormente, logo V' (z(n)) — ¢ quando n —
co. Pelo Teorema (3.20) tem-sc que §2(z) é ndo vazio. Seja y € §2(xp) um ponto
arbitrdrio. Entdo existe uma sequéncia n; tal que n; — oo e z(n;) — y. Entao
V(x(n;)) — c. Mas z(n;) — y entdo, como V é uma fungao continua, V(z(n;)) —
V(y) = ¢, isto é y € V71(c), logo () C V*(c). Como Q(wo) é invariante,
T(y) € (zo) o que implica V(T'(y)) = ¢, portanto AV (y) = V(T(y)) -V (y) = 0,
logo Q(ze) C ENV~1(c). Como Q(zo) ¢ invariante e estd contido em I, conclui-se
que (o) € M NV~(¢), portanto z(n) —» M NV (c). 0

Neste trabalho propde-se uma alternativa para o Teorema acima apresentado.
A qual consiste em escolher o conjunto G positivamente invariante e limitado ao

invés de impor limitacdo & solugao em G.
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Lema 4.8 : Sejam T : R™ - R™ ¢ V : R™ — R continues. Seja I € R tal que
U, = {x e R™: V(z) < L}. Suponha que AV (z) <0 para todo = € Q. Entao

Q5 € positivamente invariante.

Demonstracao: Por definicao, basta mostrar que T (S2,) C . Seja g €
Qy, entio AV(z) = V (T(z)) — V(z) <0, logo V (T'(z)) < V(z) < L. Portanto,
T(:L) € Q. " |

Corolério 4.9 : Sejam T : R™ — R™ e V : R™ — R continuas. Seja L € R
tal que U, == {z € R™: V(z) < L} € limitado. Suponha que AV(z) < 0 para
todo © € Q. Defina E = {z € Qp: AV(z) =0}. Seja M o maior conjunto
invariante contido em E. Entio toda solugdo iniciando em S converge para M

quando n — 0.

Demonstragio: Seja zp € Q, zo = z(0) e x, = T"(z).Pelo lema (4.8),
tem-se que z(n) € Q. Como £y, € limitado, tem-se que z(n) é limitada. Por
hipétese, V' é uma fungio de Lyapunov em §y. Logo do Teorema (4.7) tem-se

que toda solugdo z(n) iniciando em {1, converge para M quando n — oo. [

Exemplo 4.10 : Considere o sistemae unidimensional nao-linear descrito pela

seguinte equagdo de diferenca:
w(n 1 1) = a(n)(e(n) +1/4) (4.3)
Neste caso, como o sistema ¢ unidimensional, pode-se determinar os pontos

fixos através da andlise da Figura (4.1).

Os tinicos pontos fixos do sistema (4.3) sdo 0 e 3/4.

L]

as)

5 ED = X ° o5 a4 1 15

Figura 4.1: Pontos fixos do sistema (4.3)



28

Seja
V(a(n) = *(n) (1.4
uma candidata a fungdo de Lyapunov associada ao sistema (4.3). Desejamos

provar estabilidade assintética da origem utilizando esta fungao. Calculando a

variaciio de (4.4) ao longo das solugoes do sistema tem-se que:

AV (z () = 2*(n) + %:83(?1) - %52 (n) (4.5)

Observe na Figura (4.2) (b) que na regidgo —5/4 < x < 3/4 temos AV < 0,
portanto (4.4) é decrescente ao longo das solugoes dentro deste intervalo, exceto

na origem, a qual é um ponto de equilibrio do sistema.

i Nl H - M ;
-2 -1 0 1 2 -2 -5/41 0
(@) (b)

2
Figura 4.2: (a)Funcéio de Lyapunov do sistema (4.3) (b) Fungao (4.5)

Seja L um nivel da funciio V, tal que AV em § = {z eR:V(z) < L}
seja sempre menor e igual a zero. Seja L = 19—6, entao ), = {z e R: —0.75 <
x < 0.75} é o conjunto dos pontos com cota menor que L, conforme mostra a
Figura (4.3). Pelo Teorema (4.9) conclui-se que todas as solugoes iniciando em
{1, convergem para o maior conjunto invariante contido em E, quando n — 00.
Neste caso, tem-se que E = {z € §, : AV(z) = 0} = {0}, portanto o maior
conjunto invariante contido em E ¢é o préprio ponto fixo z = 0, além disso, pelo

teorema de Lyapunov conclui-se que a origem ¢ assintoticamente estavel.
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I\ S T T /e X))

x(n+1)

-2 -1-0.75 0 075 1 2
x(n)

Figura 4.3: Estimativa da drea de atracao do sistema (4.3)
Outro resultado proposto neste trabalho é o teorema abaixo.

Teorema 4.11 (Extensiio do Principio de Invariancia de LaSalle) : Sejam
T-R™ — R™ e V:R™ — R funcdes continuas. Seja L € R uma constante tal que
Q= {x € R™: V(z) < L} seja limitado. Sejo C := {z € Qp : AV(z) > 0},
e admita que sup,ec V(z) < 1 e sup,ec AV(z) < s . Suponha que L+ s < L.
Defina §1+s ={zecQ: V(@) <l+s} ek = {z € Qy:AV(z) =0} U ﬁ;.ks.
Seja M o maior conjunto invariante de (4.1 ) contido em E.
Entao:
i) Toda solugdo de (4.1) iniciando em 1y, converge para o conjunto inva-
riante M quando n — ©o.
it) As solucoes que entram em ﬁ;ﬂ convergem pera o maior conjunto

invariante contido em Sliys.

Demonstragao:

ii) Primeiramente, mostremos que Q45 6 positivamente invariante.
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Seja z € (Qpys — C) um ponto arbitrério, entio V() < [+ s e AV (z) <0,
logo V(T(x)) = V(z) + AV (z) <1+ s, assim T'(z) € Q5. Como z é arbitrario
em (45 — C) tem-se que PO — ) Qrss:

Seja x € C um ponto arbitrario, entio V(z) <le AV (z) < s, logo V (T'(z)) =
V(z)+ AV (z) <l+s, assim T'(z) € §1+3 . Como z ¢é arbitrario em C, segue que
T(C) € yys. Portanto T(Qprs) = T((Qys — C)UC) C Uiy

Seja 2o € Quts, 2o = 2(0) e z, = T"(x) a solugiio de (4.1) com condigdo inicial
Tp -

Tem-se que ﬁl-{-s ¢ positivamente invariante. Entdo T™(zq) permanece em
ﬁ]+s, e é limitada, logo §2(z) é nao vazio.

Como §2(zg) é invariante e Q(zp) C ﬁH_s, entdo as solugoes iniciando em ﬁgﬂ
convergem para o maior conjunto invariante contido em QHS, quando . — co.

i) Mostremos que £2;, ¢ positivamente invariante.

Seja z € (2, — C) um ponto arbitrério, entdao, V(z) < L e AV(z) <0, logo
V(T(z)=V()+AV(z) <V(z) < L.

Portanto, T'(z) € Q, como  é um ponto arbitrario em (2, — C), temos que
Ty — C) C Qy.-

Seja z € C' um ponto arbitrario, entdo, V(I'(z)) = V(z)+AV(z) <l+s < L,
assim T'(z) € Q. Portanto, T'(C) C ..

Conclui-se que 7°(§2;,) = T'((Q, — C)UC) C £, ou seja, as solugdes iniciando
em {17, nao saem de €, e, portanto, sdo limitadas.

Seja x9 € Oy, 19 = x(0) e z,, = T™(xy) a solugdo de (4.1) com condigéo inicial
Tg.

Da analise anterior a solucao z,, é limitada.

Suponhamos ainda, que z, ¢ CVn € Z,. Entao AV(z,) < 0Vn € Z,, logo
a sequéncia de miimeros reais V(z,) é ndo crescente (monétona). Observe que
V é uma funcéo continua e §;, é limitado, entdo a sequéncia V(z,) é limitada
inferiormente, logo V(z,) — p quando n — co.

Como a solucio z, é limitada, Q(z) é ndo vazio.
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Seja y € Q(zp), entdo 3 subsequéncia w,; tal que z, — y,n; — 0 quando
4 — oo0. Como, em particular, V' (zy,;) — p, entao da continuidade da V, V (y) = p.
Como §(z0) é um conjunto invariante, 7'(y) € Q(z).

Portanto V(T(y)) = p . Entdo AV (y) =0, Vy € Q(zo).

Assim Q(zq) C {z € Qr : AV(z) =0} C E. Como §(zo) ¢ invariante, temos
Q(zy) C M . Portanto z, — M quando n — oo .

Suponhamos agora que z = T%(z) € C' C ﬁus, para algum k£ > 0 .

Como z; € C para algum k > 0, entdo como foi visto na pégina anterior,
2n € Oiys para todon > k. Segue da demonstragao do item it) que (zo) C Qps-

Portanto 2(zy) C M, entdo z, — M quando n — o0. =

Exemplo 4.12 : Considere o sistema unidimensional ndo-linear descrito pela
sequinte equagdo de diferenca:
3
s(n+1) = ”‘—g”’—) — 2z(n) (4.6)

O sistema possui 3 pontos fixos, sdo eles: -3, 0 e 3 conforme a Figura (4.4).

*(n+1)

Figura 4.4: Pontos fixos do sistema (4.6)
Seja
V(z(n)) = 22%(n) (4.7)

uma funcao de Lyapunov para este sistema, Figura 4.5 (a). A variagdo de V' ¢é

dada por:

AV (z(n)) = 22°%(n) (}% — %12(71) + 3) (4.8)
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Figura 4.5: Funcio de Lyapunov do sistema (4.6)

Observe por intermédio da Figura 4.5 (b) que AV (z(n)) ndo é mais sempre
decrescente. Nos intervalos (—v/3,0) e (0,/3) tem-se que AV > 0. Portanto,
esta nao é uma funcao de Lyapunov no sentido usual e o Principio de Invariancia
de LaSalle nio pode ser utilizado para estudar a estabilidade deste sistema com
esta funcao auxiliar V (z).

Embora esta funcio niio seja uma funcio de Lyapunov para este sistema,
pode-se utilizar a extensiio do Principio de Invaridncia, proposta neste trabalho,
para extrair alguma informacio a respeito da estabilidade do sistema (4.6).

Seja 2y, ;= {z € R: —3 < z < 3} limitado.

O conjunto C, onde AV é maior que zero, é dado por:

C ;;{:s € 8y, 2:1:2(% - §-$2—|—3) > 0} = {z € —V3<z<0el< m<\/§}

Calculando-se o sup de V e o sup de AV em C, obtém-se:
Il=supV(z)=V (:I:\/g) =6 e s=3.78 > sup AV(x)
zeC zeC

l+5=978<L =18

Seja o conjunto s = {& € Oy, : —2.21 < 2.21}. O conjunto de pontos onde
AV (z) = 06 {—/3,0,v/3}, entiio E = {—V/3,0, v3}UQys. Pelo Teorema (4.11),
conclui-se que toda solucdo de (4.6) converge para o maior conjunto invariante

contido em F, quando 7 — oo, logo obtém-se uma estimativa do atrator que ¢ o



33

intervalo [—2.21, 2.21]. Observe que, neste caso, o maior conjunto invariante nao
é formado somente pela origem, pois a trajetéria 2-periddica {_\/5, \/5} também
& um conjunto invariante contido em F, e nao temos garantia de que nao existam

outros conjuntos invariantes.

Exemplo 4.13 : Considere a versdo discreta do modelo populacional de Verhulst,

dado por:

z(n+1) =T (z(n) = pz (n) (1 - (n)) (4.9)

it é o pardmetro de controle

No exemplo (3.6) fez-se a analise da estabilidade do sistema (3.5) através
do estudo da estabilidade dos pontos fixos do sistema utilizando o Teorema de
Hartman-Grobman, conforme variou-se o parametro de controle. Agora, faz-se
a andlise da estabilidade do sistema através do Teorema (4.11) proposto neste
trabalho, escolhendo p = 3, 6.

Seja
V (z (n)) = (z (n) — 0.5)° (4.10)

uma candidata a funciio de Lyapunov, Figura 4.6 (a).

A variagio de V ¢ dada por:

AV (z (n)) = (pz (n) — pa®(n) — 0.5)2 — (% (n) — 0.5) (4.11)

-0.5 0 0.5 1 1.5
x(n)

(a) (b)

Figura 4.6: Funciio de Lyapunov do sistema (4.9)
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Observe através da Figura 4.6 (b) que AV possui regides nas quais
AV (z (n)) > 0, portanto V néo é uma Fungao de Lyapunov no sentido usual.

Seja L = 0,25 um nivel da funcdo V(z), entdo Qp == {z € R:0 <z < 1} é
limitado.

O conjunto no qual a variaciio de V' é maior que zero, ¢ dado por:
C:={z€,:0,2778 < x < 0,7222}

Calculando-se o sup de V e o sup de AV em C, obtém-se:

4
l=supV (z(n)) =V (0,2778) = 0,056 ¢ s=sup AV (z(n)) =
zeC zeC 25

I+s5<1L=0,25
Seja o conjunto ﬁ;+s = {2 €§;,:0,04 <z <0,96}. Pelo Teorema (4.11),
conclui-se que toda solugdo iniciando em )z, converge para o maior conjunto in-
variante contido em E := {z € Qy: AV (z(n)) >0} U Qs quando n — 00,
portanto uma estimativa do atrator é o intervalo [0,04;0,96]). Através das si-
mulacdes e dos célculos, observou-se que uma orbita de periodo 2, possui um dos

pontos no conjunto C' e o outro ponto nao.

x(n+1)

Figura 4.7: Estimativa da drea de atracio do sistema (4.9)

Exemplo 4.14 :Considere o seguinte sistema discreto:

1
st =a(1- )V
()

ylo-k 1) == 1_$2(n)+y2(n)+b v
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no quala:% e b:%
Seja
V(z(n),y(n) =a* (n) +y* (n) (4.12)

uma candidata a fungiio de Lyapunov associada ao sistema. A variacdo de V' é

dada por:
2
AVEm),y @)= (4 (- e v@]

2
-4 (1 - srmbemon) e )] —o* () -4 ®)

A regiio onde a variacio de V ¢é positiva, é definida pelo conjunto
¢ = {(z,y) € O : AV (z,y) > 0}. Para calcular o sup de V' no conjunto C,
resolve-se o seguinte problema de maximizagao:

maz V (z,y)
sa. AV (z,y)=>0

Como V (z,y) ¢ uma fungio convexa, o sup de V ocorre na fronteira de C

(Luenberger), entdo o problema de maximizacao a ser resolvido é equivalente a:

maz 'V (z,y)
s.a. AV (z,y)=0
A técnica de multiplicadores de Lagrange serd utilizada para resolver este
problema. A fungio AV (z,y) é a equacao de restricao, e a fungiio Lagrangiana
é dada por:

L(z,y) =V (z,y) — AAV (2,7)

As condicgoes de extremo sao:

9L __o.. o 22+y%-09 ? 2 1 1 -
a == 2:L (]. + A) - /\ﬂr ($2+32|_0‘1) [(32'{—;‘2“"01)2 + ($2+y2+0.1)2 + (5 - 2(I2+y2+0_1))] *0
ac z2 14209 2 & 1 1 _
£ 2y(1+2) =y ($2+g2-|—0.1) |:(:J:2+y1;+0.1)2 * (m2+yﬂ;+0.1)2 * (5 - 2(3,-2+y?+0.1))] =4

2 2
oL __ 1 1 . i _
% = [~4 (1 - o) ¥ @] +[3 (1 - =) @ (m)] +a* +y?=0
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Resolvendo o sistema anterior obtém-se infinitos pontos de maximos dados por
& —=0,483cosp e y = 0,483 senp, com @ € [0,21I]. Substituindo estes valores
na funcédo V (z,y), tem-se que:

l= sup V (z,y)=0,233
(z.m)eC

Para calcular o sup de AV (z,y) em C, basta encontrar os pontos onde

grad (AV (z,y)) = 0.

anv _ 243209 v? o 11 )=

o — 2T tT (m2+y2-|—0.1 (zZ+y?+0.1) + (=2 +y2+0.1)* {2 semron )| 0
AV x249y*—0.9 y* a? i O S —
dy 2y+y (I2+y2-l-0-1 (2+y2+0.1)° T (@2+y?+0.1)° 2 T x@weron )| T

Resolvendo o sistema acima obtém-se infinitos pontos de méximo dados por
z=0,239cosp e y=0,239senp, com p € [0, 211]. Substituindo estes valores
em AV (z (n),y (n)), tem-se que:

s= sup AV =0,354
(a:,y)EC

O conjunto £, é dado por {(z,y) € Q, : V (z,9) : 2 +y?<1+s=0,58T7}

Seja o conjunto E = {(z,y) € Qr: AV (z,y)=0}U Qps.

Como V (z,y) ¢ uma funcdo radialmente ilimitada, isto é, V(z,y) = o©
quando ||(z,y)]| — oo, qualquer nivel L define uma regido limitada, entao
Q= {(z,y) € R? : V (z,y) < L} satisfaz as hipéteses do Teorema (4.11) para
qualquer L > [ + s. Pelo Teorema (4.11), conclui-se que todas as solugoes com
condicao inicial em R? convergem para o maior conjunto invariante contido em
E, quando n — oo, conforme observa-se nas Figuras (4.8) ¢ (4.9). Neste caso, é

possivel obter mais informagoes a respeito do atrator.

A origem estd contida em E, e além disso é ponto fixo, entdo esta contida
em M, para obter maior informacéo sobre a estabilidade deste ponto, utiliza-se

a técnica de linearizacao.
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Figura 4.9: Estimativa do Atrator para condigao inicial fora da 4rea da atracio
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Calcula-se a matriz Jacobiana do sistema,

dx(n+1) dz(n+1)

J Oz dy
dy(n+1) dy(n+1)
dx dy
Ty y? = 1 -+ 1
(z2+1240.1)% (z21y2+0.1)7 20 Hy240.1) T 2
z? _ 1 1 zy
@E*2100)? 27 Hy?40.0) +3 (z2+y2+0.1) (0,0)
i 9
0 ey
_ 2
9
L 2
O polindémio caracteristico de J 00) é
0
81
det (sI —J) = 5"+ 1 (4.13)
As raizes do polinémio (4.13) sdo A = § e Ao = —3, portanto a origem é um

ponto fixo instdvel do sistema.
Observa-se, através das simulagdes que existem orbitas peridicas estdveis na
regido de atracdo, conforme Figura (4.10).

i

osf ) Qs
osf
z/ \
04t / L
/ N
/ \
02t / \
{ \
— | |
c -
= 0 { J
o\ /
\ /
-04f P4
N /’
-08
-08
k| R
44 08 06 04 02 0 0z 04 08 08 ]

Figura 4.10: Orbita estével
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Exemplo 4.15 :Considere o sistema de Lorenz continuo:

T =—0%+ oy
§y=—Yy—TZ+T1T
2= —bzt+axy

no qual, c =10, r=28e b= %. Estes valores foram escolhidos de forma que
o sistema possua um atrator estranho.

Para obter o sistema de Lorenz discretizado, utiliza-se o Método de Inte-
graciio de Euler, o qual é um método iterativo, de primeira ordem, que gera uma
seqiiéneia de pontos a partir da condico inicial, que se aproxima da solugao do
sistema, isto &, z (n + 1) & @ (nAt, 2p), no qual, © (n + 1) = z (n) + AtT (z (n)).

Discretizando o sistema de Lorenz, através do Método de Euler, obtém-se:
z(n+1) = z(n)+ At(—oz(n)+oy(n))
y(n+1) = y(@)+At(-y(n) —z®)z(@n)+rz(n)
(1) = 2(n)+At(—bz (n) +2(m)y(n)

no qual A¢, é o passo de integracdo. A Figura (4.11) mostra uma trajetoria

do sistema discretizado com condicéo inicial (z,y, z) = (30, 0, 80).

Seja

B2
V(z,y,2) =ra’ + doy® + 4o (z - z) (4.14)

uma candidata a funcdo de Lyapunov do sistema de Lorenz. Esta fungéo
foi proposta pelo autor do trabalho Alberto(2000), neste trabalho esta funcao
mostrou-se satisfatéria para estimar o atrator do sistema de Lorenz continuo.

A variacio de V é dada por:

AV (z,y,2) =V (z(n+1)) — V (z(n)) (4.15)

AV (z,y,z) = r(z—ochr+ ohy)? — ra* + do(y — hy — haz + rhz)? — doy®

5\ 5\
(z — hbz + hzy — ar) - (z = ZT) ] (4.16)

+ 40
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z(n+1)
F
(=]
£

y(n+1) -80 " _gg

x(n#1)

Figura 4.11: Sistema de Lorenz discretizado

Pelo fato do sistema ser discretizado, a variagio de V resulta em uma equagao
complexa (4.16) que depende do passo de integragio At = h, encontrou-se dificul-
dade em obter a estimativa do conjunto ﬁHs analiticamente, entretanto, através
de simulacio obtém-se a estimativa do atrator (regido verde), Figura (4.12), para
um passo de integracio pequeno h = 0,001. A regido em vermelho é a regido na

qual AV (z,y,z) > 0.

X

Figura 4.12: Estimativa do atrator
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Observa-se que para um passo de integragio maior h = 0,01 Figura (4.13),
a regio C torna-se ilimitada, de modo que ndo é possivel utilizar essa fungao V

para estimar o atrator.

Figura 4.13: Estimativa do atrator para * = 001

4.4 Principio de Invaridncia Uniforme

Nesta seciio apresenta-se um resultado mais geral do que aquele da secao an-
terior. Propde-se uma Extensdo do Principio de Invaridncia na qual consideram-
se incertezas na determinacdo dos parametros do sistema. Ista Extensao sera
denominada Principio de Invaridncia Uniforme, pois é til para a obtencao de es-
timativas uniformes, com relagio aos pardmetros, do atrator e da 4rea de atracao
de sistemas dinamicos discretos.

Considere a seguinte equacéo de diferenga:
z(n+1) =T (z(n),A) (4.17)

onde A € A C RP é um vetor de pardmetros da equagio ¢ z € R™. Para um A

fixo, defina:
z(n+ 1) = Th(z(n)) (4.18)
Teorema 4.16 (Principio de Invaridncia Uniforme) : Suponha que

T-R™ x A — R™ e V: R™ x A — R sejam funcoes continuas. Admita exis-
tirem fungées continuas a,b,c: R™ — R tal que para qualquer (z,A) €e R™ x A,

tem-se que:
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a(z) < V(z,A) <b(z) , ~AV(x,A) 2 c()

Para I > 0 seja Ay, := {z € R™: a(z) < L}. Admita que Ay, seja ndo vazio
e limitado._

Considere 0s conjuntos

Bp:={zeR™:b(z) <L} , C:={z€AL:c(x) <0}
E;, = {z € AL : c(z) =0}

Suponha agora que sup,ecb(z) <1, infzec c(z) > —s e l+s < L e defina

0s conjuntos
Aps = {z € R™ :a(z) <145} e Bysi={r e R™: b(z) <1+ s}

Se \ é um pardmetro fizo em A e todas as condi¢des anteriores sa0 satisfeitas,

entdo para Ty € By, as sequintes conclusoes sao obtidas:

i) Se g € By entao T, = T (zo) € Aiys, para todon 2> 0 e zy tende para

o maior conjunto invariante de (4.17) contido em '141+D quando n — oo.

i) Se o € (Br, — Buys), enldo x,, tende para o maior conjunto invariente

de (4.17) contido em AjsU Ep.

Demonstracao:

i) Para A € A, um pardmetro fixo, defina &y, == {zeR™:V(z,X) <I1+s}.
Entéo, Byys C ys C Apps.

Seja x € (S4s — C) um ponto qualquer, entdo V(z,A) <l+s ¢ AV (z,A) <
—e(z) <0 pois ¢(z) >0, logo V(Tx(2), A)=V(z,\)+AV(z,A) <l+s. Portanto,
T(gs— C) COQuys-

Seja £ € C' um ponto qualquer, entdo V(z, ) < b(z) < sup,ec bz) <l e
AV (z,)) € —c(z) < sup(—c(z)) < s logo V(Ta(z,X) = V(z,A) + AV(z,A) <
I+s. Logo, T(C) C s Como T'(s) = T((S4ys —C)UC) entéo T(Suys) C
s C Apys, ou seja s ¢ positivamente invariante para cada A fixo. Seja
%0 € Biys, o = z(0) e z, = T3 (o) a solugdo de (4.17) com condigao inicial .
Esta solucio ndo sai de Ay, pois %o € Biy.s C Qs C Apys € Qs € positivamente

invariante.
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O conjunto Aj, ; estd estritamente contido em Aj, e portanto é limitado, logo
a soluciio ,, é limitada e assim §(xy) é ndo vazio, conforme Teorema (3.20).

O conjunto (o) é invariante e Q(zo) C Ay Logo §(wo) estd contido no
maior conjunto invariante contido em A, e, portanto z, tende para o maior
conjunto invariante de (4.17) contido em Ay, quando 7 — 00,

ii) Para A € A fixo, defina Q,:={z € R™:V(z,)\) < L}. Entéo By, CSy, C
Ar.

Seja © € (2 — C) um ponto qualquer, entao V(z,A) < L e AV(z,A) <
—¢(x) < 0 pois ¢(z) > 0, logo V(Ta(x), ) =V (z,X) + AV(z,A) <V(z,A) < L.
Assim, Ty (z) € Q. Como z € (8, — C) é arbitrério, tem-se que T(Qr,—C) C
Qp C Ag.

Seja € C' um ponto qualquer, entdo V(z,A) < b(z) < sup,c b(z) < le
AV (z,A) < —c(z) < supgec —c(z) < s, logo V(Ta(z),A) =V (z,\) + AV (z,N) <
|+ s < L. Portanto T)(z) € S, como z é um ponto arbitrdrio em C, T(C) C
Qp C Ar.

Conclui-se que T((, — C) U (C)) = T(Qy) C O C Ar. Seja xp € (Br, —
Biys),zo = z(0) e x, = TP(zo, A) a solugiio de (4.17) com condigao inicial 2, a
solugéio z, nao sai de Q, logo a solugao é limitada em Aj,. Portanto §)(zg) é nao
vazio.

Suponhamos que z, ¢ CVn € Z;. Entdo AV (z,,A) < —c(z) <0Vn e
Z.., logo a sequéncia de niimeros reais V(z,,A) é ndo crescente (mondtona).
Observe que V' é uma fungéo continua e Ay, é limitado, entao V(z,, A) é limitada
inferiormente em Ay, logo V(z,, A) — p quando n — co.

Seja y € Q(zp), entdo I subsequéncia z,, tal que zn; — ¥y, — 0 quando j —
0. Como, em particular, V() — p, entéo da continuidade da V, V(y,A) = p.

Da invaridncia de Q) temos que 1'(y) € Qfxo) e portanto I &y, = T (n;)
tal que @y, — T(y) , nj41 — 0o quando j — oo.

Portanto V(T(y),\) = p. Entdao AV (y,A) =0,Vy € (xg). Como y ¢ C,
entdo —AV (y, A) > c(y) > 0. Logo c(y) = 0 Vy € Q(z0). Entao Q(zo) C L.

Se, para algum & > 0, ¢, = T * (o) € C C Byys, a demonstracao segue do item
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i). Portanto x, tende para o maior conjunto invariante contido em Ay U £y, B

Exemplo 4.17 : Considere o sequinte sistema discreto

T (z (n)) = ji)@ — 2z (n) (4.19)

O valor nominal do pardmetro é A = 3. Admite-se que existe uma incerteza
de 7% na determinacio do pardmetro. Seja Apin = 2,79 € Aoz = 3, 21. Portanto

) pertence ao seguinte subconjunto de R:

A= {A ceR: Muin < A< )\m(u:}-

Os pontos fixos do sistema variam conforme o pardmetro, com excecio da

origem, Figura (4.14).

Blxn))

0
x(n)

Figura 4.14: Trajetérias do sistema (4.19)
Seja
V (z(n),X) = Az® (n) (4.20)

uma candidata a funciio de Lyapunov para o sistema (4.19). Neste caso ¢ simples

escolher funcées a e b, independente do pardmetro tal que

a(z(n) <V (z(n),) <b(z(n)
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Figura 4.15: Fungdes a(z (n)), V(z (n), A), bz (n)).
]Sa:llsﬁt)a tomar a(z (1)) = Anin2? (n) € b(z (1)) = Amac® (n), conforme a Figura
Falta encontrar uma funcao ¢ independente do pardmetro tal que
AV (z(n),N) < —c(z(n)). (4.21)
A variaciio da funciio V ao longo das solugdes do sistema (4.19) é dada por:
a® (n) 4 2
AV (z(n),A) =V (Tx(z)) -V (z(n),A) = > — 4z (n)+3M2* (n) (4.22)

Para construirmos a funcéo c tal que satisfaca a desigualdade (4.21), partimos
da fungio AV ja conhecida. Entdo, —c (z (n)) = ﬂé"—) — 4z (n) + 3az? (n), resta

determinar os coeficientes « e 3 tais que, V X € [Aminy Amaz), —AV < C:

%n_) —4at (n)+3x2? (n) < :Gs—ﬁ(n—) — 42 (n) + 3aa? (n)

20y sxarin) < T 4 s0a? ()
22 (3:4[?)—:34)(\”)4—3&'—3/\) > 0

Portanto, —c(z (n)) = ﬁg—') — 4z (n) + 3az? (n), na qual 0 < B < Apin ©
@ > Amaz, Deste caso, foi escolhido 8 = A\ € @ = A

Observe que V (2, ), a(z) e b(z) sdo fungdes quadraticas, entao qualquer
nivel I > 0 define uma regido limitada Aj. Além disto, é necessério atender as

seguintes hipdteses:
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sup,ec 0(®) <1 sup,eq—c(z) < 3

l+s< L

no qual ¢ := {'L c Ay — Af:“ Az — 3\ aet? < 0}. Portanto o maior nivel L
possivel é L = 21, 3326.

A regifo determinada pelo conjunto C, neste exemplo, é um intervalo. A
funcéo b(z) é uma funcdo convexa. Entdo, para calcular o sup,cc b(x), basta

identificar os vértices do conjunto C, que sdo os pontos nos quais —c(z) =0,

as raizes de —ec(z) sio {—2,7652; —1,8745; 0; 1,8745; 2,7652}, portanto,

sup, . b(z) = 3,21(1.8745)* = 11, 2797.

Para o caleulo de sup,.o—c(z), temos que —c(z) é uma fungdo analitica,

os pontos de maximo desta fungao ocorrem quando j{g—x) = 0. A derivada
de —c(z) é ﬂffx(wl = ﬁz;(") — 162® (n) + 6az (n), calculando as rafzes temos

{—2,4351; —1,2290;0; 1,2290; 2, 4351}, substituindo a raiz que pertence ao con-
j-unto C na funcao —c(z) conclui-se que
sup,ec —¢(x) = 6,6549.

Portanto I + s < L.

Os demais conjuntos sao:
Ap = {z € R: a(z(n)) = Auina? (n) < 21,33} ={z€R : —2,7652< & <2,7652}
Br:={z €R:-2,5779 < © < 2,5779}, Apys:= {xreR:—2,5353 <z <2,5353}
e B = {—1,8745,0,1,8745}. Conforme a Figura (4.16).

Pelo Teorema do Principio de Invaridncia Uniforme, conclui-se que toda solugao
de (4.19) com condicdo inicial pertencente ao conjunto By, converge para o maior
conjunto invariante contido em Ay U Iy, quando n — oo, portanto o conjunto

A é uma estimativa do atrator para a equacao (4.19).
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Figura 4.16: Estimativa da 4rea de atragiio do sistema (4.19)



Capitulo 5

Conclusoes

Os resultados tedricos propostos neste trabalho sao importantes no estudo de
estabilidade de sistemas dindmicos discretos, pois na literatura existem somente
estudos de estabilidade utilizando o Método Direto de Lyapunov e o Principio
de Invaridncia de LaSalle. A desvantagem destes métodos é a dificuldade de
encontrar uma, fungio de Lyapunov tal que sua derivada seja menor ou igual a
zero ao longo das solugoes do sistema.

A Extensdo do Principio de Invaridncia proposta neste trabalho, permite en-
contrar uma funcdo de Lyapunov tal que sua variagio seja positiva em regioes
limitadas no espago de estados, assim, construir tal funcfio pode ser mais facil,
possibilitando a anélise de uma classe maior de sistemas.

Fm sistemas dinamicos discretos comportamentos complicados, como drbitas
periddicas e caos, ocorrem com maior frequéncia do que em sistemas dindmicos
continuos. Nestes casos, uma estimativa da regido de atracio e até mesmo do

atrator, podera ser feita utilizando a Extensao do Principio de Invaridncia.
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