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RESUMO

BAPTISTA, E.C. (2001). Método da fungdo Lagrangiana aumentada-barreira
logaritmica para a solugdo do problema de fluxo de poténcia otimo. S#o Carlos,

2001. 175p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de S#o Carlos,
Universidade de Séo Paulo.

Neste trabalho propomos uma abordagem para a resolugéo do problema de
fluxo de poténcia 6timo. Para isso, foram obtidos dados teoricos, a partir de um
levantamento bibliografico, que explicitaram os métodos de penalidade, de barreira,
de Newton-Lagrangiano, da fun¢do Lagrangiana aumentada e dual-La.grangiano.
Nesta abordagem, as restrigdes de igualdade sio tratadas pelo método de Newton, as
restrigdes canalizadas, de tens#o e tap, pelo método da fungdo barreira logaritmica, €
as restri¢des de desigualdade e demais restrigdes canalizadas, pelo método da fungdo
Lagrangiana aumentada. A motivagio para este estudo foi a necessidade de manter as
varidveis — tensdo e fap — dentro de seus limites. Os resultados numéricos
apresentados evidenciam o potencial desta metodologia para a resolugfio de

problemas de programagdo ndo-linear e, em particular, do problema de fluxo de

poténcia étimo.

Palavras-chave: Programacio Néo-Linear; Fungdio Lagrangiana Aumentada; Fluxo

de Poténcia Otimo.
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ABSTRACT

BAPTISTA, E.C. (2001). Method of logarithmic barrier-augmented Lagrangian
function for solution of the optimal power flow problem. S&o Carlos, 2001. 175p.

Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Séo
Paulo.

A new approach to solving the optimal power flow problem is proposed in
this study. The first step in developing this method was to obtain theoretical material
from bibliographic survey, which described in detail the penalty method, the barrier
method, Newton’s method, the augmented Lagrangian method endA the dual-
Lagrangian method. In the new approach, equality constraints are handled by
Newton’s method, the voltage end tap box inequality constraints by the logarithmic
barrier method and the inequality constraints and the other box inequality constraints
by the augmented Lagrangian method. The motivation for this research was the
necessity to keep the voltage and tap variables within their limits. The numerical
results demonstrate the potential of this methodology for the solution of nonlinear

problems and, in particular, of the optimal power flow problem.

Keywords: Nonlinear Programming; Augmented Lagrangian Function; Optimal

Power Flow.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

As aplicagdes da otimizagdo estendem-se a problemas de previsdo e
planejamento, programagdo de produgio e estoque, automagio, otimizagiio de
processos, entre outros, Antes de 1940, relativamente, muito pouco tinha sido
desenvolvido sobre métodos para otimizagio numérica de funges de muitas
varidveis. Vérios métodos de otimizagdo foram desenvolvidos apds o surgimento do
computador. Em  programagfo linear (PL) destacamos o método .simplex,
desenvolvido na década de 40, por Dantzig, com o objetivo de alocar recursos
durante a Segunda Grande Guerra Mundial. Em programagio nfio-linear (PNL), os
primeiros métodos eram bastante restritos. Tornatam-se significativos no final da
década de 50 com a introdugdio dos métodos de métrica variavel, por Davidon,

capazes de solucionar problemas de muitas varidveis.

A PNL nfio possui um método geral de resolugio dos seus problemas. Suas
técnicas, para resolver um problema restrito podem ser classificadas, basicamente,

pelo tipo de problema que sera abordado:
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a) fungio objetivo ndo-linear ¢ restrigdes lineares;
b) fung#o objetivo linear e restriges n#o-lineares;

¢) fungio objetivo ndo-linear e restrigdes ndo-lineares.

Os problemas do tipo “a” sdo freqiientemente resolvidos pela aproximagiio da
fungiio objetivo nio-linear, Se a fungdo objetivo nio-linear ¢ de uma forma definida,
entdio, técnicas especializadas podem ser utilizadas. Para a fungiio objetivo
quadrética, a programagiio quadrética ¢ apropriada, Para a fung#o objetivo linear por
partes, uma fun¢iio separdvel ¢ indicada. Caracteristicas de convexidade podem
simplificar a técnica e acelerar o processo de convergéncia para uma solugfio 6tima.

O método do gradiente reduzido tem um bom desempenho para.problemas desse

tipo.

Nos problemas do tipo “b”, uma técnica possivel de ser utilizada ¢ a
linearizagiio das restrigdes. Porém, também o método simplex convexo ¢ eficiente

para esse tipo de problema.

Os problemas do tipo “c” so os mais dificeis de serem resolvidos. A menos
que a fungdio objetivo demonstre caracteristicas de simplicidade, estes sfo
aproximados por uma seqiiéncia de problemas e, entdo, resolvidos. Assume-se que 08
problemas aproximados possuam a mesma solugio do problema original. A
programagiio quadratica sucessiva pode ser aplicada nesses casos. Podemos utilizar,
também, os métodos de penalidade, os Lagrangianos e os de barreira. Esses métodos

apresentam algumas vantagens ¢ desvantagens. Em geral, os métodos de penalidade
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trabalham muito bem com problemas n#io convexos quando ha ocorréncia de gap na
solugiio, porém, apresentam problemas de mal condicionamento, em razdo do
crescimento excessivo do fator de penalidade. Os métodos Lagrangianos determinam
a solugdo de problemas convexos de modo efetivo, mas podemos citar como algumas
de suas dificuldades: a ocorréncia do gap de dualidade, no caso ndo conveko; 0
aumento do ntmero de varidveis; ¢ a necessidade da garantia da existéncia do
multiplicador, Para os de barreira, temos sempre disponivel uma solugdo factivel
para o problema, no entanto, o processo de otimizag#o pode ser comprometido pela
escolha do ponto inicial; pelo mal condicionamento quando solugfo aproxima-se do
timo em virtude de o fator barreira estar muito proximo de zero; pelo uso de um

algoritmo de busca linear; e pela escolha do pardmetro de barreira.

No final da década de 60, pesquisadores preocupados em solucionar
problemas do tipo “c”, evitando algumas das dificuldades citadas, apresentaram um
novo grupo de fungdes auxiliares denominado, a principio, de fungdo penalidade
aumentada e, mais tarde, de fun¢fo Lagrangiana aumentada. Introduzida por
HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969), ela € uma combinagio dos métodos de
penalidade e dual-Lagrangianos. Desde a apresentagio dessa fungfio, muitos

trabalhos foram desenvolvidos com o objetivo de methorar o desempenho do

método.

Nosso objetivo, neste trabalho, ¢ propor uma solugdo para o problema de
fluxo de potdncia 6timo (FPO) por meio do desenvolvimento de uma nova

abordagem da fungfio Lagrangiana aumentada, denominada método da fungdo
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Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica. Nesse método, adicionamos i fungio
Lagrangiana aumentada um termo de barreira, com a finalidade de melhorar seu

desempenho em relagio a convergéncia.
O FPO ¢ um problema nio-linear, restrito, no convexo € de grande porte. B
utilizado como ferramenta para determinar o melhor ponto de operagio de um

sistema elétrico de poténcia (SEP), contribuindo para um melhor desempenho deste.

O modelo geral para o problema de FPO foi proposto por Carpentier, em
1962, baseado no problema de despacho econémico (DE) e foi resolvido utilizando o
teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Apés essa modelagem, vérias técnicas de
otimizagdo passaram a ser estudadas para resolvé-lo. Foram utilizados os métodos do
Gradiente, de penalidade, das restrigdes ativas, de barreira, da funciio Lagrangiana
aumentada e dual-Newton. O problema de FPO foi apresentado por STOTT et al.

(1980) como um desafio matemético.

O método proposto neste frabalho trata as restri¢des de igualdade pelo método
de Newton, as restrigdes canalizadas da tensfio e do fap dos transformadores pelo
método de barreira logaritmica, e as demais restrigdes — canalizadas e desigualdade —
pelo método da fungio Lagrangiana aumentada. Lssa abordagem explora algumas

pesquisas recentes, -particularmente na irea de métodos primal-dual para

programag¢io convexa.
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O problema de FPO possui varidveis de controle, tensdo ¢ tap, extremamente
sensiveis a grandes ajustes. Caso essas variaveis violem seus limites, normalmente, o
problema diverge, pois no conseguimos fazé-las retornar ao interior de seus limites.
Nossa experiéncia tem mostrado que, enquanto essas varidveis permanecem dentro
de seus limites, o processo de otimizagéo tem bom desempenho. Desse fato, surgiu a
idéia de trata-las através da fungdo barreira logaritmica, Ao associarmos, a fungdo
barreira 4 fungfo Lagrangiana aumentada, amenizamos as dificuldades na
determinagéio da solugiio do problema de FPO, que podem ser encontradas nos

trabalhos de SANTOS et al. (1988) ¢ COSTA et al. (1996).

Este trabalho € dividido em 7 capitulos.

No capitulo !, apresentamos a motivagfio para o trabalho, definimos o

objetivo dele e sua organizago.

No capitulo 2, com o objetivo de posicionar o trabalho cronologicamente,
apresentamos um histérico do método de barreira, do método da fungdo Lagrangiana

aumentada e do problema de fluxo de poténcia Gtimo.

No capitulo 3, apresentamos uma revisdo dos métodos — dual-Lagrangiano,
de penalidade, de barreira, da fungfio Lagrangiana aumentada e Newton-Lagrangiano

— a fim de fornecer suporte tedrico para o desenvolvimento do novo método.

f3)



CAPITULO 1 - INTRODUGAQ 6

No capitulo 4, construimos a fungdo Lagrangiana aumentada-barreira
logaritmica e estabelecemos as regras para atualizagiio das varidveis e o algoritmo do

novo método.

No capitulo 5, apresentamos a formulagdo dos problemas de fluxo de
poténcia (FP) e FPO, aplicamos o método da funglio Lagrangiana aumentada-barreira

logaritmica ao problema de FPO e discutimos a implementagio computacional do

método.

No capitulo 6, apresentamos 0s resultados numéricos do método para um

problema matematico, ¢ para os sisternas elétricos TESTE, AEP 14, AEP 30, AEP 57

¢ IEEE 118.

Finalmente, no capitulo 7, apresentamos as conclusdes do nosso trabalho ¢ as

perspectivas de continuidade deste.



CAPITULO 2

HISTORICO

Neste capitulo apresentamos um levantamento bibliografico sobre 0s métodos de
barreira e da fungiio Lagrangiana aumentada e sobre o problema de fluxo de poténcia
timo. Fornecemos, desse modo, uma ampla visdo do desenvolvimento tedrico e um
posicionamento histérico para a apresentagdo da abordagem proposta neste trabalho,
pois, essa abordagem ¢ uma forma mista desses dois métodos e serd utilizada na

resolugfo do problema de fluxo de poténcia dtimo,

2.1 Apresentaciio do problema

Este trabatho tem por interesse a resolugdio de problemas de programago

nio-linear restritos, da forma:

Minimizar {(x)
sujeito a: g(x)=0 (2.1)
h(x) <0
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onde: x € R", g(x) € R™ , h(x) e R ¢ as fungdes sdo de classe C,.

Uma das estratégias utilizadas na resolugéo de (2.1) € ade transformé-lo em
um problema irrestrito equivalente (ou uma seqiiéncia de problemas irrestritos

equivalentes) em que utilizamos uma fungfo objetivo auxiliar.

Pelo fato de a nossa abordagem seguir essa estratégia, utilizar de forma mista
o método de barreita e o da fungfio Lagrangiana aumcntada ¢ ser aplicada na
resolugio do problema de fluxo de poténcia otimo (FPO), apresentaremos o

desenvolvimento histérico de ambos os métodos ¢ do problema citado.

2.2 Histérico do método da funcio barreira

O método da fungdo barreira, ou método de barreira, ¢ utilizado para a
resolucdio de problemas com restrigbes de desigualdade, cujo interior € ndo vazio.
Pode ser visto como um caso particular do método das penalidades, mas diferencia-
se deste por exigir uma penalizag@o interna, ou seja, por trabathar no interior da
regifio factivel, utilizando uma funggo auxiliar que cresce indefinidamente proxima a

fronteira e uma seqiiéncia decrescente de fatores de barreira.

A fungio barreira logaritmica, foi estudada por FRISCH (1955) para
problemas de programagio convexa. Outra fungdo barreira, denominada fungfo

barreira inversa foi proposta por CARROL (1961}, sob o nome de Created Response

w
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Surface Technigue. O método de barreira foi realmente popularizado por FIACCO &
McCORMICK (1968), que realizaram um estudo tedrico mais detalhado do método e
desenvolveram um novo: “misturando” a fungfio barreira e a fungfio penalidade em
uma mesma fungéio auxiliar, Uma verséio revisada desse trabalho pode ser encontrada

em FIACCO & McCORMICK (1990).

MURRAY (1971) apresentou um estudo sobre expressdes analfticas pata
autovetores e autovalores de fungdes barreira em um minimo intermediario;
justificou que o objetivo desse desenvolvimento € a analise do comportamento da
fungfio na “vizinhanga” do ponto 6timo. Também citou que, na resolugdo de métodos
da fungiio barreira, os de Newton e quase-Newton sio os mais utilizados -

necessitam de uma estimativa da inversa da Hessiana, a qual pode ser determinada

analiticamente por esse estudo.

No trabalho apresentado em 1979, por Fiacco, podemos encontrar uma breve
descri¢do de um algoritmo que utiliza fungdes auxiliares, ou seja, a fungdo barreira e
a fungdio penalidade. Para o método da fungfio barreira foram apresentados teoremas
basicos de convergéncia, tipo de fungdes barreira, condigdes de otimalidade, analise
de perturbagiio, métodos de barreira para programagéo convexa, algoritmos bésicos
da fun¢fio barreira com consideragdes computacionais e, finalmente, algumas

extensdes do método.

Muitos outros autores que trabalharam com o método da fungdo barreira

perceberam que ele apresenta alguns problemas, tais como; o mal condicionamento
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da matriz Hessiana quando seu fator de barreira tende a zero; a dificuldade na
escolha do fator de barreira e na escotha de uma solugfo inicial; a nio-existéncia da
derivada na solugio e o aumento ilimitado da fungdo barreira na vizinhanga da
fronteira, Em virtude desses problemas, na década de 70, o entusiasmo no uso da

fungiio barreira diminuiu sensivelmente.

O interesse pelo método da fungfio barreira reapareceu somente apos a
apresentaglo feita por Karmarkar, em 1984, de seu método projetivo para
programagdo linear, cujo maior mérito, como o citado em GONZAGA (1989), foi 0
de ter mostrado que o problema de programag#o linear é, de fato, um caso particular
da programagdo ndo-linear ¢ ¢ tratdvel por técnicas da mesma area. Seu método
dependia da utilizagdo de uma transformacio ndo-linear conhecida como
Transformacdo Projetiva, e seu objetivo era “caminhar” pelo interior da regido
factivel, O sucesso de tal método deu-se por dois motivos: & sua complexidade
polinomial (em comparagio com a complexidade exponencial do método simplex) e,
ao seu sucesso computacional para problemas de grande porte. Esse método também

ficou conhecido como método de pontos interiores.

Muito se fez apés a introdugdio, por Karmarkar, dos métodos de pontos
interiores. Ao seguir essa linha, os pesquisadores observaram que tal método era
complexo e apresentaram maneiras mais simples de enuncid-lo. Como pode ser visto
em BOUKARI (1995), vérios algoritmos de ponto interior sfo propostos ¢
classificados em quatro categorias: os projetivos, 0$ afins-escala , os de trajetoria

central ¢ os primais-duais. Os algoritmos afins-escala sdo vistos como uma

B
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simplificagdio do algoritmo de Karmarkar, mas ja haviam sido estudados por DIKIN

(1967).

Tanto nos algoritmos afins-escala quanto nos algoritmos de trajetoria central
utiliza-se a fungio barreira logaritmica, como pode ser visto em FANG &

PUTHENPURA (1993) ¢ BOUKARI (1995).

GILL et al, (1986) utilizaram o método de Karmarkar para desenvolver o
método de barreira projetada de Newion; apresentaram uma descrigéo completa do
novo método; mostraram que, para determinados tipos de problemas de programagio
linear e para uma dada escolha do fator de barreira e do tamanho do passo, 0 método
apresentado por eles e o de Karmarkar possuem a mesma trajetéria de otimalidade
quando partem do mesmo ponto inicial. De acordo com os autores, 0s resultados

computacionais apresentados mostram a eficiéncia desse método.

GONZAGA (1989,1991,1992,entre  outros trabathos), KARMARKAR
(1984), KARMARKAR et al. (1991), MONTEIRO & ADLER (1989ab),
MONTEIRO (1992) e outros autores, que podem ser encontrados no trabalho de
BOUKARI (1995) ¢ GONZAGA (1989) ¢ no liviro FANG & PUTHENPURA
(1993), foram os grandes responsaveis pelo desenvolvimento, na década de 80 ¢

inicio da década de 90, dos métodos de pontos interiores.

Em virtude do interesse despertado por Karmarkar e seus seguidores na

década de 80, a fungfo barreira logaritmica passou novamente a ser usada como uma
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ferramenta alternativa de trabalho, surgindo novos tipos de fungfo barreira.

POLYAK (1992) desenvolven uma teoria de métodos da fungdo barreira
modificada para resolver problemas de otimizago restrita. Tais métodos combinam
as melhores propriedades da fungdo Lagrangiana cldssica e da fungdo barreira
clssica, evitando os problemas que ambas enfrentam. Por exemplo, em contraste
com a fungfio barreira cldssica, as fungdes barreira modificadas sfo definidas na
solugfio; estas s3o suaves na vizinhanga do 6timo e néio véo para infinito quando o
6timo se aproxima. J4 em contraste com a Lagrangiana cldssica, ¢ fortemente
convexa na vizinhanga da solugfio para problemas de programagéo ndo convexos, se
as condigdes de segunda ordem sdo satisfeitas. As fungdes duais, nas guais sdo
baseadas as funcdes barreira modificadas, sdo tdo suaves quanto as fungdes do
problema primal. O problema dual ¢ sempre convexo, independentemente de o
problema primal ser ou ndo convexo, e tem importantes propriedades locais

proximas  solugio.

Segundo Polyak, a finalidade que o método da fungfio barreira modificada
tem para os métodos de pontos interiores ¢ a mesma que o método da fungdo
Lagrangiana aumentada tem para os métodos de penalidade: ajuda-los a “driblar”
suas dificuldades. Por esse motivo, o autor considera a fungfo barreira modificada
como uma Lagrangiana aumentada interior. Apresenta duas fungGes barreiras
modificadas: uma para a fungdo de FRISCH (1955) e outra para a fungdo de
CARROL (1961), além de diferentes versdes do método para o problema de

programagdo convexa e ndo convexa. Tais versoes consistem no trabalho com um

et
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fator de penalidade fixo, na alteragiio desse fator de penalidade em um determinado

nivel e na alteragiio continua, fornecendo convergéncia lincar e superlinear.

WRIGHT (1994), em seu trabalho, cita MURRAY (1971), 0 qual afirma que
as matrizes Hessianas da fungdio barreira logaritmica ficam mal condicionadas nos
pontos sobre a trajetdria de convergéncia quando o processo se aproxima da solugéo.
Wright dedicou seu trabalho a exploragio do comportamento da matriz Hessiana
associada ao problema de barreira, Mostrou o fato de a Hessiana da fungfio barreira
ser mal condicionada na regifio préxima a solugio, a ndo ser no ¢aso de o nimero de
restri¢des ativas ser nulo ou igual ao nimero de varidveis. Também discutiu uma

fatorizagdo de Cholesky para a matriz com posto deficiente.

Em BOUKARI (1995), encontramos um levantamento cronoldgico, para o
periodo de 1969 a 1993, de trabalhos que tém por objetivo evitar problemas com o
método da fungio barreira. Uma parte de seu trabalho € dedicada também ao

aparecimento e desenvolvimento dos métodos de pontos interiores.

WRIGHT (1995) estudou a aplicagio do método de Newton ao método da
fungfio barreira, ressaltando o fato de esta ser problematica em razdo do mal
condicionamento da matriz Hessiana; classificou como passo puro de Newton, o
passo igual a 1, Definiu métodos de passo curto, nos quais sfio exigidas poucas
minimizages (ou apenas uma) do fator de barreira, ¢ métodos de passo longo, nos
quais sio exigidas vérias minimizagdes do fator de barreira. O principal resultado

desse estudo de Wright foi a demonstragdo de que um passo puro de Newton, em um
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método de passo longo, pode ndo ter sucesso.

EL-BARKY et al. (1996) tiveram como objetivo principal apresentar uma
formulagdo vidvel de métodos de pontos interiores para problemas de programagio
ndo-linear, a partir da formulagfio j4 existente para programacgdo linear; iniciaram o
trabalho caracterizando, para o caso linear, condicbes de KKT perturbadas.
Mostraram que a trajetoria do método de Newton, ao serem resolvidas as condigdes
de KKT perturbadas associadas a um problema de programagdo linear, ¢ a trajetoria
do mesmo método, ao serem resolvidas as condigdes de KKT para o problema da
fungdo barreira logaritmica, ndo coincidem, mas determinam a mesma solugfo para o
probiema de programagcio linear, concluindo que condigdes perturbadas de KKT ndo
siio as condicdes de KKT para o problema da fungdo barreira logaritmica. Os autores
compararam o uso das condi¢des de KKT perturbadas no método da fungdo barreira
logaritmica ao uso do método dos multiplicadores no método da fungio penglidade -
tanto as condicdes de KKT perturbadas quanto o método dos multiplicadores sdo
utilizados para methorar o condicionamento da matriz Hessiana; apresentaram uma
formulagdo para programagio ndo-linear denominada método de ponto interior
primal-dual Newton, propriedades de convergéncia local e global e alguns

experimentos computacionais.

BREITFELD & SHANNO (1996), baseados no trabalho de POLYAK (1992),
apresentaram o método de barreira-penalidade para problemas de programagdo ndo-
finear. Tiveram como objetivo o desenvolvimento, a partir dos métodos da fungio

barreira logaritmica modificada, de um novo método, no qual os termos logaritmicos
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sio extrapolados por aproximagdes quadriticas. Também foi apresentada, por eles,
uma implementag#io detalhada desse método, incluindo a formulaciio da nova fungéo,
a inicializagdio das varidveis ¢ o critério de convergéncia. Para a otimizagdo irrestrita,
os autores apresentaram um método de Newton modificado, em que ¢ usada uma
Hessiana modificada, para uma busca linear, e critérios de convergéncia. Breitfeld &

Shanno, nesse estudo, destacam que os resultados computacionais sdo promissores.

SHANNO et al. (1996) iniciaram seu trabalho revisando o método de barreira
cldssica de FRISCH (1955) e apresentaram scus principais problemas no processo de
otimizag#io, tais como a escotha do fator inicial e o mal condicionamento da
Hessiana. Os autores também revisaram os métodos de barreira modificados vistos
em POLYAK (1992), ressaltando que alguns dos problemas desses métodos sdo o
ajuste dos fatores de barreira ¢ o uso do algoritmo de busca linear; apresentaram, a
fun¢do barreira-penalidade vista em BRIETFELD & SHANNO (1996), destacando a
ndo-necessidade de um ponto inicial factivel — porém, ainda podem ocorrer mal
condicionamento no problema e dificuldades no uso do algoritmo de busca linear.
Shanno et al. sugeriram a utilizagio de um método misto — encontrado no trabalho
dos mesmos autores, no ano de 1995, sobre fungfio Lagrangiana aumentada — na
presenga de resirigdes de igualdade. Nesse método, as restrigdes de igualdade séo
tratadas pela fungfio Lagrangiana aumentada e as restri¢des de desigualdade, através
da fungdio barreira-penalidade. Apresentaram o método da varidvel de folga
alternativa, no qual as restri¢des de desigualdade séo transformadas em de igualdade
com a utilizagio de uma variavel de folga. Como visto em EL-BARKY (1996), essa

variavel folga ¢ controlada pela fungdo barreira, por meio de um método de ponto
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interior. Afirmaram que hé ainda muito a ser feito com relagéo ao estudo de métodos

de barreira para programagéo ndo-linear.

MELMAN (1996) propds um procedimento de busca linear em métodos da
fungdio barreira para problemas de programagéo quadratica, com restrigdes
quadraticas e convexas. Apresentou a aplicagéio desse procedimento de busca linear
aos seguintes métodos de pontos interiores: método de trajetoria central, método da
fungfo barreira de CARROL (1961) e método da fungdo barreira modificada, vista

em POLYAK (1992).

WRIGHT & JARRE (1999) apresentaram o método de barreira logaritmica-
Newton para a resolugéo de problemas ndo-lineares com restrigdes de desiguaidade.
O objetivo dos autores foi mostrar que, para a fungéo objetivo linear, um passo
efetivo pode ser tomado na diregdio de Newton, depois de cada reducéio no fator de
barreira, obtendo um bom comportamento do método proximo & solugho. Isso
contrasta com o caso da fungfio objetivo ndo-linear, em que o método de Newton
pode falhar quando o fator de barreira vai para zero. Forneceram o algoritmo em que
o método da funcio barreira logaritmica utiliza o método de Newton classico,
empregando a regra de Armijo de busca linear. Por fim, aplicaram esse algoritmo a

um exemplo numérico para verificar seu comportamento.

Finalmente, QUINTANA et al. (2000) contribuiram com uma revisiio e
classificagio de publicages sobre a teoria de métodos de pontos interiores, a

implementagfio desses métodos ¢ as aplicagdes desses métodos a problemas de

i
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otimizagdo em sistemas de energia eléirica. Os autores apresentaram uma lista com

varios softwares de pontos interiores ¢ alguns enderegos na infernet para pesquisa

sobre 0 assunto.

2.3 Historico do método da funciio Lagrangiana aumentada

O método da funcio Lagrangiana aumentada pode ser visto como uma
combinagio dos métodos da fungdo penalidade e o Lagrangiano, sendo aproveitadas

as melhores qualidades de ambos.

O método Lagrangiano, foi proposto, em 1760, pelo matemdtico Francés
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), e consiste em uma técnica de solucgéio para
problemas de otimizag3o com restrigdes de igualdade. O autor ponderou o efeito das
restricdes na fungdo objetivo; para tanto, utilizou uma fungdo auxiliar denominada
fungfio Lagrangiana, tornando o problema itrestrito. A idéia de transformar o
problema restrito em irrestrito deve-se & existéncia de técnicas muito eficientes, na
época, para resolver problemas irrestritos. Essa técnica ficou conhecida como
método da fungdo Lagrangiana ou método dos multiplicadores de Lagrange. Os
métodos que utilizam a mesma “filosofia” de Lagrange foram denominados métodos
Lagrangianos. S#o usados até hoje e podem ser encontrados em BAZARAA ct al.

(1993), LUENBERGER (1984), FLETCHER (1985), entre outros.

COURANT (1943) usou pela primeira vez uma fungdo penalidade para

resolver problemas restritos de igualdade; essa fungdo penalizava a soma dos

%!
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quadrados das restrigdes violadas, com o uso de um fator de penalidade. No entanto,
o método popularizou-se pelo trabatho classico de FIACCO & McCORMICK (1968)
— publicado com o titulo de Sequential Unconstrained Minimization Technique
(SUMT) - que era voltado para a resolugfio de problemas praticos por meio da
utilizagio de fungdes penalidades. Podemos citar também ZANGWILL (1967),
HIMENBLAU (1972), BAZARAA et al. (1993), FLETCHER (1985) e

LUENBREGER (1984), para um estudo mais detathado de tal funggo.

Os métodos Lagrangianos e o método de penalidade apresentam alguns
problemas. Nos métodos Lagrangianos, 0 processo de otimizagdo pode ser
comprometido: pela ocorréncia do gap de dualidade na solugiio, no caso ndo
convexo; pelo aumento do numero de varidveis; e pelia exigéncia de garantia da
existéncia do multiplicador. Nos métodos de penalidade, normalmente, ocorrem
problemas de mal condicionamento da matriz Hessiana em razdo do crescimento

excessivo do fator de penalidade.

Com o objetivo de solucionar tais problemas, iniciou-se, no final da década
de 60, o estudo de um novo grupo de fungdes auxiliares denominadas, em principio,
de fungdo penalidade aumentada e, mais tarde, de fungdo Lagrangiana aumentada on
de método dos multiplicadores. Neste trabalho adotaremos as terminologias fungio

Lagrangiana aumentada e método dos multiplicadores.

Em 1969, Hestenes apresentou um novo método para a resolugfo do

problema (2.1), considerando uma dnica restrido de igualdade. Verificou que o
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método de penalidade apresentava problemas numéricos, como, por exemplo, o mal
condicionamento da matriz Hessiana, quando o fator de penalidade tendia a infinito,
e sugeriu uma mudanga no método da fungéo penalidade, o qual denominou método
dos multiplicadores. Em seu método dos multiplicadores, Hestencs utilizon uma
nova fungio auxiliar, denominada fungio Lagrangiana aumentada, a qual

“incorpora” a fungfio Lagrangiana classica e um termo de penalidade quadrética, isto

&
L)) =109+ A g0+ 5 0200 2.2)

onde ¢ > 0 é o fator de penalidade que assume valores suficientemente grandes, ¢ A €
o multiplicador de Lagrange. Para garantir o uso de sua fun¢do Lagrangiana
aumentada, Hestenes fez uma relagdo enfre o minimo restrito e o irrestrito,

mostrando a validade do seguinte resultado:

“Se xp é um ponto de minimo ndo singular de f sujeito a g = 0, existe um
multiplicador X e wma constante ¢ tal que x é um minimo local irrestrito para a

fungdo:
1 2
La=f+ig+ Sc8

Reciprocamente, se g(xg)=0 e Xo é um minino para fungdo La, entdo xo € um minimo

para f, sujeitoag =0.”

Ao minimizar (2.2) em relagio a x, para A e ¢ dados, Hestenes verificou que
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a seguinte condigfio necessaria deveria ser valida:

V,La(x, M) =V, fx)+ 2 V,g()+c V,g(x) s()=0, (23)

a qual é equivalente a:

V,La(x, A)= V,Kx) + V, g A+cg@]=0. (24

Sugeriu que o novo multiplicador fosse atualizado por meio da seguinte regra:

AR =k R gk, (2.5)

onde 0 < ¢ < c¢. Existem virias regras para selecionar ¢, como:

*=vyc,onde0 < y < I; (2.6)
ou
¢, tal que g(x*).g(x**") >0. Q.7

A proposta de Hestenes pode ser apresentada pelo seguinte algoritmo:

P1) Considere o problema (2.1), com uma fnica restricio de igualdade, e
transforme-o em uma seqiléncia de problemas irrestritos, cuja fungdo objetivo

é dada por (2.2), a qual deve ser minimizada em relagdo a X, para A e c fixos,

P2)  Selecione um fator c, suficientemente grande, e uma estimativa inicial para o

multiplicador A.
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P3) Minimize (2.2) em x, usando um método irrestrito, e verifique se a “condigdo

de 4timo” ¢ satisfeita, Caso afirmativo, PARE. Caso contrario va para P4).

P4)  Atualize o multiplicador de Lagrange, utilizando (2.5) e vé para P3).

Ressaltamos que Hestenes se preocupou em apresentar a “idéia” da fungio
Lagrangiana aumentada e da atualizagiio dos multiplicadores, porém, niio forneceu

um algoritmo para o método.

Uma das grandes vantagens desse método, quando comparado ao da fungdo
penalidade, é a que o fator de penalidade em (2.2) ndlo precisa ser muito grande, pois
o método converge para valores moderados de c. Uma das dificuldades encontradas €
a necessidade de uma estimativa inicial do multiplicador A . Hestenes sugere uma
combinagio entre 0 método das penalidades ¢ o método dos multiplicadores para
determinar uma estimativa inicial de A. Fazendo A= 0 na primeira iteragdo,
trabalhamos com o método de penalidade e determinamos uma estimativa inicial

para A e, a partir da segunda iteragio, passamos a aplicar o método dos

multiplicadores.

Durante o mesmo periodo, POWELL (1969) trabalhou com o problema (2.1),
considerando apenas as restrigdes de igualdade e apresentou uma forma equivalente
do método dos multiplicadores, independentemente de HESTENES (1969). A

seguinte fungio Lagrangiana aumentada foi utilizada:
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LaeA) = 0+ S cilei (A 12, 2.8)

i=l

onde ¢ > 0 é um vetor constante de fatores de penalidade, que assume valores
suficientemente grandes, A ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange, ¢ a regra de

atualizagfio para os multiplicadores de Lagrange em relagdio & fungdo (2.8) ¢ dada

por:
A=k + g (xN),i=1,..,m, (2.9)

O autor forneceu um algoritmo detalhado para seu método, que funciona nos
moldes do apresentado anteriormente. Utilizou (2.8) ¢ (2.9) no lugar de (2.2) ¢ (2.3),
diferenciando-se por adotar uma regra para aumentar o valor de ¢, com o objetivo de
melhorar a convergéncia e garantir sempre que o residuo méaximo das equagGes de

igualdade diminua a cada iterago. Impds:

P = max “gi(xk)n, (2.10)
1
onde:

P 5 0,k 0. (2.11)

Powell preocupou-se em apresentar alguns teoremas € provas, os quais
garantem que o algoritmo apresentado ¢ finito ¢ converge para a solugdo Gtima do
problema, justificam a utilizagio da atualizagfio (2.9) ¢ mostram que a taxa de

convergéncia do método, quando este utiliza (2.9) € linear se as coordenadas de ¢ séo

e
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escolhidas suficientemente grandes. Ao final de seu artigo, citou a possibilidade de

aplicar seu método a probiemas com restrigdes de desigualdade.

Ao compararmos os dois trabalhos anteriores percebemos que HESTENES
(1969) propbs somente a fungéo Lagrangiana aumentada e uma técnica de
atualizagdo dos multiplicadores; ja o trabalho de POWELL (1969) é muito mais
completo. Este autor, apresenfou um algoritmo que utilizava uma regra para
aumentar o fator de penalidade, permitindo fatores de penalidade separados para
cada restrigio, e demonstrou que, se as condiges suficientes de segunda ordem para
a otimalidade sdo satisfeitas, o algoritmo converge localmente com uma taxa linear,

sem que o fator de penalidade precise tender ao infinito.

Apés a apresentagio da fungdo Lagrangiana aumentada por Hestenes ¢
Powell, que demonstrou ser mais eficiente que os método de penalidade ¢

Lagrangianos usados separadamente, muitos pesquisadores passaram a trabalhar

nessa 4rea, a fim de aprimora-la.

MIELE et al. (1972), com o objetivo de acelerar a convergéncia do método
dos multiplicadores proposto por HESTENES (1969), apresentaram 0 método dos
multiplicadores modificado em duas versoes e utilizaram os seguintes algoritmos de
primeira ordem: algoritmo do gradiente ordinario, algoritmo da quase-linearizagdo
modificado e algoritmo do gradiente conjugado; trabatharam com o problema (2.1)

considerando apenas as restrigSes de igualdade. Usaram como critério de parada:
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Rx,A)=PX)+Q(x, A) < &, (2.12)

onde & > 0 ¢ suficientemente pequeno, P(x) = g'(x) g(x) é denominado erro nas

restrigdes, ¢ Q(x, A) = ViLa(x,A) V,La(x, A ) é denominado erro na condigo de

4timo, com La(x, A) dada por (2.2).

As modificagdes feitas por Micle et el, no método apresentado em

HESTENES (1969) foram:

(M

(ii)

diminuicdo do nimero de iteragfes: ao s¢ resoiver cada subproblema
irrestrito, isto &, para cada A e ¢ constantes, determina-se X que minimiza
La(x, A) — o método proposto em HESTENES (1969) requer um numero
grande de iteragdes. MIELE et al. (1972) propdem que esse numero de
iteragdes seja considerado igual a um, quando utilizamos o algoritmo do
gradiente ordindrio e o algoritmo da quase-linearizagdo modificado, e igual a

n (nimero predeterminado), quando utilizamos o algoritmo do gradiente

conjugado;

mudanga na regra de atualizagdo dos multiplicadores (2.5): com a finalidade
de diminuir o erro na condi¢do de Gtimo, foram sugeridas trés novas regras
interligadas para a atualizagdo dos multiplicadores. Na primeira, os autores
sugerem que seja feita a atualizagiio do multiplicador de Lagrange, usando
(2.5) somente quando o erro na condigéo de otimo da iteragdo atual seja

menor que o erro na condigo de otimo da iteragdo anterior; caso contrario,
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ndo se atualiza o multiplicador. Na segunda, com o objetivo de melhorar
ainda mais a primeira atualizagio, ¢ sugerida, ao atualizarmos 0s
multiplicadores usando (2.5), a substituigdo do fator de penalidade ¢ por um

parametro escalar B, o qual fornece o menor valor para o erro na condigio de

6timo Q(x, A) para x e A fixos. Finalmente, na terceira, com O IMESMO
objetivo das atualizagdes anteriores, sugere-se, ao utilizar a regra (2.5), a

minimizagdo do erro na condigiio de 6timo Q(x,2) com relagdio a A, para X

fixo.

Os autores denominaram o método dos multiplicadores com as modificagles
(i) e (ii) de método dos multiplicadores modificado 2 (MM-2). Nesse método, o valor
do fator de penalidade ndio ¢ alterado durante todo o processo. Comparando as
estimativas dos multiplicadores, percebemos que a methor ¢ a terceira, pois minimiza
o proprio muitiplicador, Contudo, a escolha da atualizagiio deve ser baseada na
particularidade de cada algoritmo. Por meio de exemplos numéricos, concluiram que
o método apresentado converge mais rapido, isto ¢, em um mimero menor de
iteragdes, que o método de Hestenes, Tanto no método de Hestenes quanto no

método de Miele et al., o nimero de iteragdes minimo estd diretamente ligado 2

escolha do fator de penalidade c.

Para acelerar a convergéncia do método MM-2, Miele et al. sugeriram a
inclusio de mais uma modificacio e denominaram o novo método de método dos

multiplicadores modificado 3 (MM-3). A modificagdo consiste:

it
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(iii) na selegdo de um fator de penalidade de modo apropriado: sdo apresentados
dois tipos de selegio. A primeira, para o método do gradiente ordinario, no
qual, aproveitando a caracteristica de descida no erro das restrigdes P(x), €
estabelecida uma regra de atualizagiio para o fator de penalidade de modo que
ele varie suavemente ¢ tenha convergéncia finita. A segunda, para o algoritmo
do gradiente conjugado e algoritmo da quase-linearizagiio modificado, prevé
que o valor do fator de penalidade deve ser suficientemente grande; mas ndo
tio grande quanto o requerido pela fungdo penalidade. Para tanto,
determinam-se regras de atualizaglio para o fator de penalidade, de modo que
seja suficientemente grande, a fim de atingir a solugio 6tima e, ainda, tenta
reduzir-se o erro nas restrigdes € na condigdo de dtimo com a mesma faxa.
Aumenta-se, entiio, o fator de penalidade se o erro na restri¢do ¢ diminuido, e

diminui-se o fator se o erro na restrigio é relativamente grande.

Observando as duas versdes apresentadas do método dos multiplicadores
modificado, os autores destacam que o método MM-3 mostrou-se mais eficiente em
termos de convergéncia que o MM-2, sendo ambos mais rapidos do que o

apresentado em HESTENES (1969).

ROCKAFELLAR (1973a) desenvolveu seu trabalho a partir do trabalho de
HESTENES (1969), apresentando uma fungdo Lagrangiana aumentada para
problemas convexos com restricdes de desigualdade e a relagdo dessa fungfo com a
teoria da dualidade. Considerou o problema (2.1) apenas com restrigdes de
desigualdade, transformou-as em de igualdade, incluindo uma varidvel de folga

positiva, e construiu a Lagrangiana aumentada vista em HESTENES (1969)
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associada ao novo problema; minimizou-a em fungdo da variavel de folga positiva,

obtendo, entfio, a nova fungdo Lagrangiana aumentada:

o GO+, seh (02 - 2
La(x, k) = f0) + 2, @)

2
i=i B se hi(x < B
4c’ ()< 2¢

onde ¢ > 0 é o fator de penalidade, € (é o vetor dos muitiplicadores de Lagrange.

O autor ndo se preocupou, nesse (rabalho, em fornecer um algoritmo
particular, mas sim em dar uma forma geral de funcionamento do método. Definiu o
problema dual usando a Lagrangiana aumentada (2.13) e demonstrou que, para o
problema somente com restrigdes de desigualdade, substituido pela seqiiéncia de
problemas irrestritos cuja fungdo objetivo ¢ a nova Lagrangiana aumentada (2.13), ¢
gerada uma seqiiéncia de minimizagiio assintotica, com propriedades de
convergéncia razodveis para ¢ fixo; a nova Lagrangiana aumentada é convexa; 0
problema dual que utiliza a fungdo Lagrangiana cldssica e o problema dual que
utiliza a funcdio Lagrangiana aumentada (2.13) t€m a mesma solugfio, Ressaltou,
ainda, que a fungfo (2.13) tem um niimero de propriedades fortes néio possuidas pela

Lagrangiana cléssica e caracterizou o ponto de sela para 0 novo problema.

A contribuicio de ARROW et al. (1973) foi a apresentagdo de uma teoria de
ponto de sela para problemas nio convexos. Essa nova teoria é aplicada a uma classe
de fungdes denominadas fungGes Lagrangianas modificadas, em que se inclui a

fungdio Lagrangiana aumentada apresentada em HESTENES (1969) ¢ a proposta por
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ROCKAFELLAR (1973a). Anteriormente a contribuigéo de ARROW et al.(1973),
somente caracterizava-se ponto de sela para problemas convexos € fungdo

Lagrangiana cldssica.

Dando continuidade ao seu trabalho, ROCKAFELLAR (1973b), para o caso
de restricbes de desigualdade e problema convexo, forneceu a generalizagiio do
algoritmo apresentado simuitaneamente por HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969)
usando a Lagrangiana aumentada (2.13). Garantiu, também, a convergéncia global de
seu algoritmo para c fixo, ressaitando o fato de que a minimizagfo ¢ aproximada, a
menos que a condigiio Slater seja satisfeita. Também observou que a seqiiéncia de
multiplicadores converge, mas pode existir mais de um limite, dependendo da
escolha inicial do multiplicador, e deduziu algumas consegiiéncias das propriedades

vistas em seu trabalho anterior para o método dos multiplicadores de Hestenes e

Powell,

Seguindo a mesma linha, em 1974, Rockafellar preocupou-se com problemas
nio convexos. Chamou a atengio para o caso do gap de dualidade que normalmente
ocorre em problemas ndo convexos quando utilizamos a fungfio Lagrangiana
classica. Trabalhando com o probiema (2.1), somente com restrigfes de
desigualdade, ele usou a sua fungdo Lagrangiana aumentada (2,13) para remover o
gap. Cenfrou-se no desenvolvimento de propriedades gerais da nova fungéo
Lagrangiana aumentada para o caso ndo cOnvexo, especialmente em relagio a
dualidade. Baseando-se nos resultados dc ARROW et al. (1973) sobre ponto de sela

para problemas néo convexos, estendeu esses resultados e, introduzindo perturbagdes
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ao problema original, forneceu condigdes necessarias e suficientes (em termos da

estabilidade) para a existéncia de um ponto de sela global da Lagrangiana aumentada

2.13).

FLETCHER (1975) retomou o trabatho de POWELL (1969) e apresentou
uma fungfio Lagrangiana aumentada para o problema (2.1), considerando somente as

restrigdes de desigualdade da seguinte forma:

La(x,p) = () + % oG], (214
i=1

onde [ I'= max { hix) + u,, 0}, ci ¢ o fator de penalidade, e p; ¢ o multiplicador de

Lagrange,i= 1!, .., I.

Provou que, na auséncia da condigdo de complementaridade estrita, o

algoritmo converge para um otimo, quando ¢ ¢ suficientemente grande € apresentou

varios testes numéricos,

BERTSEKAS (1976a) optou por fazer uma interpretagéo do método dos
multiplicadores para a resolugdo de problemas nio-lineares e ndo convexos usando o
ponto de vista da fungo penalidade, a0 invés de encard-lo como um método primal-
dual. Ele desenvolveu o que denominou de algoritmo da fungdo penalidade
generalizado, no qual englobou o método da fungio penalidade e o método dos
multiplicadores. Em seu algoritmo, a Lagrangiana aumentada fornecida em

HESTENES (1969) ¢ minimizada para uma seqiiéncia de escalares {c*} e vetores

&
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{AY}, com a imposigio de que a seqiiéncia {A¥} deva permanecer dentro de um
conjunto arbitrario S limitado; caso ndo permanega, % ndo ¢ atualizado. Os
resultados de convergéncia com relagiio ao método dos multiplicadores séo globais ¢
significam uma melhoria substancial para os resultados locais existentes, ressaltando-
se o fato de que o método dos multiplicadores converge mais rapidamente que o
método das penalidades. Construiu uma teoria de dualidade muito parecida com a
proposta em ROCKAFELLAR (1974), diferenciando-a, entretanto, pela construgéio
da funciio objetivo dual, a qual é definida a partir de um problema primal perturbado.
A funcdo dual é continuamente diferenciavel, e o gradiente pode ser calculado por
minimizagio irrestrita da fungéo Lagrangiana aumentada, do mesmo modo como ¢
feito para problemas de programagdo convexa. A construgio dessa teoria é adequada
para analise de algoritmo, em .virtude da diferenciabilidade da fungfio dual.
Estabeleceu um indice k, para ¢* (fator de penalidade), suficientemente grande (sem
precisar ser infinito), a partir do qual garantiu a convergéncia do método dos
multiplicadores. No caso de restrigdes de desigualdade, cle trabalhou com a mesma
fungdo Lagrangiana aumentada vista em ROCKAFELLAR (1974) e mostrou que o
procedimento ¢ similar ao desenvolvido para igualdade. Ressaltou que 0 processo de

otimizagdo ndo ¢ exato e forneceu alguns critérios de parada.

No mesmo ano, BERTSEKAS (1976b) apresentou um estudo sobre as
propricdades de convergéncia do método dos multiplicadores cujo objetivo foi de
demonstrar a superioridade  deste sobre os métodos de penalidade cldssicos.
Citou trabalhos de vérios autores, enfocando os seguintes topicos: a visdo do

método dos multiplicadores como um método de penalidade generalizado; a
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atualizago dos multiplicadores de Lagrange como uma iteragio do método do
gradiente para resolver um problema dual; a forma do método dos multiplicadores
para resolver problemas com restrigdes de desigualdade, dando destaque ao
problema com restri¢des canalizadas e apresentando um método préprio, em que
associa apenas um multiplicador a cada restri¢io canalizada; a andlise da
convergéncia e da taxa de convergéncia para programagdo convexa; a verificagio de
que a escolha da fungio penalidade pode afetar significativamente o desempenho do
método dos multiplicadores; as modificagdes no método dos multiplicadores; a
apresentagio de um novo resultado de convergéncia global utilizando o método de
Newton; a citagio de métodos relacionados com métodos de Lagrangiana aumentada
e, finalmente, um levantamento a respeito da aplicagdo do método dos
multiplicadores em problemas com dimenséo infinita. Apresentou alguns exemplos

para comprovar a superioridade do método dos multiplicadores sobre os métodos de

penalidade cldssicos.

GLAD (1979) forneceu um algoritmo para a minimizagdo de uma fungdo
Lagrangiana aumentada usando o método quase-Newton Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS). Examinou as propriedades de convergéncia do seu
método dos multiplicadores para trés técnicas distintas de atualizagdo dos

multiplicadores de Lagrange, utilizando a seguinte fungdo Lagrangiana aumentada

associada ao problema (2.1):

Lax, M B )=+ M g(x)+-§g(x)‘g(x)+% {feh(x) + 11} [eho) + ur—g-é— u e, (2.15)
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onde A e sio os vetores dos multiplicadores de Lagrange para as restrigies de
igualdade ¢ desigualdade, respectivamente, ¢ > 0 ¢ o fator de penalidade, ¢

[]+=m;c1x {chi(x)+p;,0}, i = 1, .., r. Essa fungdo ¢ analoga 4 apresentada por

ROCKAFELLAR (1973a),

Apresentou propriedades e teoremas de convergéncia local para o problema
(2.1), somente com restrigdes de igualdade. Estendeu essas propriedades e teoremas
para problemas com restri¢des de desigualdade. Garantiu para os métodos de

atualizag8o dos multiplicadores:

W = [V (k%) Vg8 V,e(x) VL), (2.16)

¢ os utilizados por HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969) a convergéncia linear; e

para;

[vixLa(x",w‘) vxg(x“)'} {x —x“] _ [v,uxk,x“)‘

2.17
V,8(x") 0 A - g(x") } @1

a convergéncia superlinear,

Forneceu, também, um algoritmo para garantir a convergéncia global.
Observou que a técnica de fungdo penalidade € usada como um ultimo recurso para
garantir a convergéneia, isto é, a atualizagdo do fator de penalidade so ¢ feita para

garantir a convergéncia. Apresentou a aplicagio das modificacdes a alguns exemplos

numericos.
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HAN (1979) estudou o método dos multiplicadores baseando-se nos trabalhos
de HESTENES (1969), POWELL (1969) e ROCKAFELLAR (1973a) e utilizou uma
fungfio Lagrangiana aumentada semelhante & apresentada por GLAD (1979).
Verificou que, quando o fator de penalidade tende ao infinito, 0 método dos
multiplicadores tem uma taxa de convergéncia superlinear, mas podem ocorrer
instabilidades numéricas, Com o objetivo de evitar tal dificuidade e, ao mesmo
tempo, encontrar uma taxa supetlinear de convergéncia, propds a determinagéio dos
multiplicadores por meio da solugdio de subproblemas de programacdo quadratica
restrita nio-negativa e utilizou para atualizagdio dos fatores de penalidade a estratégia
desenvolvida por POWELL (1969) e FLETCHER (1975). Para garantir a
convergéncia rapida, utilizou o método quase-Newton BFGS, para aproximar a
inversa da Hessiana. Provou que o método possui propriedades de convergéncia
superlinear e local, ¢ que o fator de penalidade permanece limitado. Mostrou que os
resultados valem quando a minimizagio da fungéio Lagrangiana aumentada ¢ inexata,

isto ¢, ndio estdo garantidas as condigdes de KKT.

DI PILLO & GRIPPO (1979) introduziram uma nova classe de fungdo
Lagrangiana aumentada para a resolugio do problema (2.1) somente com restricdes
de igualdade. A nova classe ¢ obtida ao adicionar-se a funcfio Lagrangiana
aumentada proposta por HESTENES (1969) um fator de penalidade sobre a condigdo

necessaria de primeira ordem aplicada a fungfio Lagrangiana classica. da seguinte

forma:

M)V f(x) + (%) L)

2

La (x,2) = f(x) + A g(x) + ¢ JleCof + . (218

ox
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onde ¢ > 0 ¢ o fator de penalidade, A é o vetor dos multiplicadores de Lagrange, €

M(x) é uma matriz “peso” com elementos duas vezes continuamente diferenciveis.

Motivados pelo método dos multiplicadores, que resolve uma seqiiéncia de
problemas de minimizago irrestrita, os autores mostraram que, usando a sua
Lagrangiana aumentada e hipoteses adequadas, uma solugdo local do problema
restrito e os valores correspondentes dos multiplicadores de Lagrange podem ser
encontrados, fazendo-se uma tinica minimizagio local irrestrita de (2.18) em relagio
3s varidveis X ¢ A, para valores finitos do fator de penalidade, nio sendo utilizada a
inversio de matrizes. Usaram uma fungfio penalidade exata. Forneceram algumas
escolhas para a matriz M(x). Verificaram que, para o caso quadrético linear, existe
um valor de ¢ para o qual (2.18) é uma fungéo quadrética definida positivade x e A,
e .que a solugiio do problema de programacio quadratica com restrigdes de igualdade
pode ser obtida em um ndimero finito de iteragdes do algoritmo de diregGes
conjugadas. Aplicaram o seu método aos exemplos de MIELE et al. (1972).
Ressaltaram algumas desvantagens, como o aumento da dimensdo do problema ¢ a

presenga de derivadas de primeira ordem na fungéio Lagrangiana aumentada (2.18).

BOGGS & TOLLE (1980) introduziram uma nova classe de funcio
Lagrangiana aumentada — relacionada a proposta por DI PILLO & GRIPPO (1979} -
para o problema (2.1) somente com restricdes de igualdade. O objetivo dos autores
era evitar as deficiéncias que ocorrem na fungfo Lagrangiana classica e nas fungdes
Lagrangianas aumentadas at¢ entdo estudadas. A nova fungio Lagrangiana

aumentada incorpora as propriedades da fungdo estudada por HESTENES (1969),
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tem um comportamento melhor com respeito ao vetor multiplicador e ¢ dada por:

La(x, A )=f(x)+ A 'g(x)+ % cg(x)'g(x)- —1?: d(V, L(x,A)' W)V, L{x,A) ), (2.19)

onde ) & o vetor dos multiplicadores de Lagrange, ¢ 2 0 ¢ o fator de penalidade, d>0
é um pardmetro que assume valores suficientemente pequenos, L(x, ) ¢ a fungiio

Lagrangiana cléssica ¢ W(x) € uma matriz simétrica, semidefinida positiva € duas

vezes continuamente diferenciavel.

Boggs & Tolle ressaltaram que, em alguns resultados apresentados, o valor de
¢ & imelevante, ¢ o pardmetro d assume valores suficientemente pequenos;
desenvolveram uma teoria de dualidade que utilizava a nova fungdo Lagrangiana
aumentada (2.19); estabeleceram relagdio entre 0s passos de Newton para a

Lagrangiana classica e para a nova Lagrangiana aumentada e forneceram algumas

escolhas para W(x).

DI PILLO & GRIPPO (1982) apresentaram uma nova fun¢dio Lagrangiana
aumentada, desenvolvida de maneira analoga a apresentada em seu trabatho de 1979,

considerando o problema (2.1) apenas com restrigdes de desigualdade, da seguinte

forma:

~ i 2. . o & [ [ming0, wi G 3)F
La(x, p)=f()+ - |t +ut h(xX)+ IV ROOVLE, )|+ - ‘ 2 (2,20
a(x, =f(x) 5 “‘(X)H ut h(x)+ v h()VL(x W g,{ [8(1 " 1681];.1? )l } ( )

onde %é o fator de penalidade para 8> 0, 1 > 0, p ¢ o vetor dos multiplicadores de
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Lagrange, L(x, ) = ) + pth(x), & wilx, s, 8 )= iR 0 *8“2““‘“""7*”’"“’ ,

parai= 1, .., 1, sendo a a i-ésima linha de V., h(x). As restri¢des de desigualdade

foram convertidas em de igualdade pela introdugio de varidveis de folga quadraticas.

Os autores ressaltaram a possibilidade de se construir a fungio Lagrangiana

aumentada (2.20) continuamente diferencidvel e de seu minimo irrestrito, para um
. . 1 . . .
valor finito do fator de penalidade 3 produzir a solugdio para o problema restrito, e

os multiplicadores associados de KKT. A partir disso, podem ser usadas técnicas de
minimizagdo irrestrita cldssica, ¢ o minimo ¢ encontrado por meio de uma Unica
minimizagfio irrestrita, Dedicaram seu frabalho a resultados teéricos sobre as
propriedades da fungio Lagrangiana aumentada (2.20), fazendo uma pequena
discussio de alguns aspectos computacionais da sua resolugdo, ressaltando que:

existe dificuldade na escolha dos parimetros Se1; a fungdo Lagrangiana aumentada

pode ser ilimitada com respeito a A; e € dificil a escolha de um algoritmo de

minimizag#o irrestrita para resolugéo do problema.

LUCIDI (1988) introduziu uma nova classe de fungdes Lagrangianas
aumentadas exatas e continuamente diferencidveis para o problema (2.1), em que
considerou apenas as restrigdes de desigualdade, inspirando-se nos trabathos de DI

PILLO & GRIPPO (1979,1982). Essa nova classe de fungSes pode ser representada

por:

| _ c 1{ b} () ko 2 2
La(x, A )={6+ 2, { Hihi(x)'*‘g[bi(x)}‘[m}[mm(osdi(x))] Jenlz221)
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onde bix) = g - h(x), &=20, dx) = hi(x)+8bi(x)%i—, i=1 .,

Z-—'(?%%ZJV{‘ (x)+M(x)A, % > 0 é o fator de penalidade, p > 0 é o vetor dos

multiplicadores de Lagrange e n> 0 ¢ uma constante.

Estabeleceu a equivaléncia entre o problema restrito ¢ a forma irrestrita de
(2.21), fornecendo equivaléncia entre 0s minimos locais e globais de ambos os
problemas. Apresentou um algoritmo com convergéncia global ¢ determinou que o
objetivo de seu trabalho era o de estabelecer resultados similares entre a fungdo

Lagrangiana aumentada (2.21) e a sua fungdo penalidade exata.

CONN et al. (1991), preocupados com a resolugdo de problemas de grande
porte ¢ em sanar as dificuldades encontradas nesta drea, deram continuidade ao
trabalho, no qual desenvolveram um algoritmo de programagio restrita para
problemas de grande porte, utilizando uma fungdio Lagrangiana classica. Foi
utilizado o algoritmo dentro de uma estrutura de Lagrangiana aumentada a fim de

encontrar uma aproximagfo para minimizar a fungao Lagrangiana aumentada:

La(x,A) = ) + SA,g () + ~2-1—€sﬁgi2(x), (2.22)
i=1

onde % é o vetor dos multiplicadores de Lagrange, s; > 0 sdo escalares positivos da

diagonal de uma matriz diagonal S, ¢ ¢ ¢ um fator de penalidade.
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Esses autores afirmam que a fungdio Lagrangiana aumentada ¢ atrativa para
problemas de grande porte, para os quais as estratégias do conjunto ativo ndo sdo
apropriadas. Trabatharam, inicialmente, com uma funcdo Lagrangiana aumentada
associada ao problema (2.1) somente com restrigSes de ignaldade; a seguir,
estenderam o resultado para o caso de varidveis canalizadas. Apresentaram dois

algoritmos para resolver o problema (2.1). Utilizaram, no primeiro, a seguinte

atualizagfio dos multiplicadores:

k
;\.H! — ?\’k +8 g(’i ) (223)
c

e no segundo, a (2.5), ou qualquer outra forma de atualizagdo, desde que o numero
de calculos ndo fosse muito grande, pois o problema ¢ de grande porte. Por uitimo,

estabeleceram a convergéncia global para seu algoritmo.

HAGER (1993) trabalhou com o problema (2.1) apenas com restﬁgées de
igualdade. Apresentou um algoritmo de otimizagdo irrestrita, que combina, em um
esquema de otimizagdo irmrestrita, o método do gradiente conjugado, a fungdo
Lagrangiana aumentada vista em HESTENES (1969) ¢ uma atualizagiio do
multiplicador para obter convergéncia quadratica global. Definiu o erro nas
restri¢des ¢ o erro nas condi¢des de KKT, tentando “balancear” esses erros durante o
processo, regulando o aumento ou néo do fator de penalidade e nZo os utilizando
como um critério de praracla. Tal algoritmo é baseado em uma técnica de Lagrangiana
aumentada e ¢ composto por trés passos. No primeiro passo, aplica-se um método

iterativo para a equagdo de igualdade, que ¢ interrompido quando o erro na restri¢éio
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é menor que o etro na condigiio de KKT. No segundo passo, aplica-se um método
iterativo para minimizar o erro na condi¢gdo de KKT, até que esse erro seja
suficientemente menor que o erro na restrigdo. Caso nos dois primeiros passos o ero
total (a soma do erro nas restrigdes ¢ o erro nas condi¢des de KKT) ndo diminua,
executa-se o terceiro passo. Neste, aumenta-se o fator de penalidade ¢ aplica-se uma
técnica iterativa pré-condicionada ao problema de minimizar a Lagrangiana
aumentada em x, finalizando o processo quando o erro de KKT ¢ menor que o erro
na restri¢io. O pré-condicionador tem como objetivo reduzir o mal condicionamento
causado pelo fator de penalidade. Apresenta propriedades de convergéncia global,

uma sub-rotina para os passos do algoritmo ¢ exemplos numMEricos.

ROCKAFELLAR (1993) apresentou uma teoria sobre muftiplicadores de
Lagrange, dedicando uma parte de seu artigo a funciio Lagrangiana aumentada, Essa
fungiio Lagrangiana aumentada tem como base a apresentada pelo autor em 1973 ¢ €

estendida para problemas com restrigdes de igualdade e desigualdade, como segue:

, i(hi(x»z+ughi(x),seh;(x)a—%‘-

La(x, &, 1)=00% 3 (hyg () + 83 )+ ) ,(2.24)
j= i=1

2
—E—i—, se hi(x)ﬁ—E‘-
2 c

onde X epsdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange associados com as

restri¢des de igualdades e de desigualdade, respectivamente, ¢ ¢ > 0 ¢é o fator de

penalidade.

Rockafellar definiu e demonstrou um teorema de ponto de sela para (2.24), o

o



CAPITULO 2 - HISTORICO 40

qual ¢ muito mais poderoso que o definido para a Lagrangiana cldssica, devido a0
fato de ser vélido na auséncia de convexidade no problema original, O valor ¢ > 0
controla a curvatura da superficie parabdlica que representa La, possibilitando a
“sntrada” desta em alguma concavidade da fungiio objetivo. Definiu o problema dual
¢ demonstrou vrios teoremas em relagio & convexidade de (2.24), a concavidade da
funglio objetivo dual e &s propriedades de diferenciabilidade e apresentou uma
condigio suficiente para a otimalidade de (2.1), que néio requer convexidade para

x € X, onde X é um conjunto poliedral. Ressaltou, ainda, que, apesar de todas as

vantagens da Lagrangiana aumentada, cla ndo possui a separabilidade da

Lagrangiana cléssica com respeito a X, a qual ¢ extremamente importante na

resolugiio de problemas de grande porte.

BERTSEKAS & TSENG (1993) analisaram o método dos multiplicadores
exponencial para problemas de minimizagio restrita convexa, 0s quais trabalham
com o método da Lagrangiana aumentada, utilizando uma fungio penalidade
exponencial. A fungdio Lagrangiana aumentada empregada por eles para a resolugio

de (2.1) somente com restri¢des de desigualdade é dada por:

La(,A)= 60 + —l:—j‘{’(c 0,65 (2.25)

=g

onde ¢; > 0 ¢ o fator de penalidade, i€ o multiplicador de Lagrange associado a

restri¢io j, j= L, .., r e W(t)= e' —1 é a funglio penalidade exponencial. A regra de

atualizagio dos multiplicadores ¢ dada por:

&
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it = ik T ) = = L (226)

A principal motivag#o para se usar a Lagrangiana aumentada dada por (2.25)
& o fato de ela ser duas vezes diferencidvel se as fungdes f e h também o sdo,
podendo ser utilizado o método de Newton de modo mais eficiente e com garantia de
convergéncia superlinear, O método de Bertsekas & Tseng também tem sido usado
para resolver muitos problemas de programagéo linear encontrados na programagio
da produgdio de energia em sistemas de poténcia; um exemplo dessa utilizagdo é
encontrado em BERTSEKAS et al. (1982) ¢ LAUER et al. (1981). Uma das

contribuices desse método ¢ que a seqiiéncia {u*} converge para a solug#io otima

do problema dual sem assumir a suposigio de convexidade de acordo com uma regra
de selegdio de ci.‘, j=1, .. 1. Bertsekas & Tseng forneceram também uma analise da

taxa de convergéncia do método quando ¢le € aplicado a problemas lineares.

BOUKARI & FIACCO (1995) apresentaram um levantamento historico dos
métodos de programagiio nio-linear (métodos de penalidade, métodos de pontos
interiores e métodos da fungdio Lagrangiana aumentada) ¢ uma lista de programas
existentes que utilizam tais métodos. O objetivo desses autores foi, somente, o de
relatar, de maneira sucinta, o que cada um dos autores citados por eles fez no perfodo
de 1968 a 1993. Boukari & Fiacco citam, em seu estudo, muitos artigos que tratam
do assunto fungdio Lagrangiana aumentada — alguns ja vistos em nosso trabalho;
logo, esse estudo pode servir como uma fonte de consulta sobre o assunto no periodo
mencionado. Ressaltamos uma consideragio feita pelos autores, na qual dizem ter

sido feito muito pouco na 4rea de fungdo Lagrangiana aumentada, no periodo de
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1988 a 1993, em virtude da atengiio despertada pelos métodos de pontos interiores.

PSIAKI (1995), com a finalidade de obter uma convergéncia global robusta e
uma convergéncia local rapida, propds um novo algoritmo para programagdo nio-
linear, utilizando a fung#o Lagrangiana aumentada, proposta por POWELL (1969)
para problemas com restrigdes de ignaldade, e estendida por FLETCHER (1975)

para problemas com restri¢des de desigualdade. Essa fungdo é dada por:

i=i

La(x,x)=f(x)+§"’:f’2i{gi(x)+3;%12 +g°—2i{[hi(x)+%f—r}2 , @2

onde A = 0 é o vetor multiplicador de Lagrange, ¢ > 0 ¢ o vetor dos fatores de

penalidade e  ]'=max { hi(x) + M ,0} ¢ o operador de maximo valor.
[ c

i

Psiaki caracterizou seu algoritmo como uma variagdo do algoritmo proposto
por HESTENES (1969) e por POWELL (1969); seu algoritmo ¢ apresentado em trés
ciclos, denominados exterior, médio e interior. O ciclo exterior é o algoritmo da
Lagrangiana aumentada com atualizagdo dos multiplicadores de primeira ordem ¢
taxa de convergéncia linear, Diferencia-se do algoritmo encontrado em POWELL
(1969) e FLETCHER (1985) por aumentar o fator de atualizagdio do multiplicador
mais rapidamente. O algoritmo do ciclo médio consiste na minimizagfio da fungdo
Lagrangiana aumentada com multiplicadores fixos, utilizando-se uma técnica de
programagio quadratica seqiiencial. O algoritmo do ciclo interno resolve o programa

quadratico, as restrigdes quadraticas ¢ as varidveis canalizadas do ciclo médio,
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usando um método do tipo Newton. O autor verificou que seu algoritmo tem
convergéncia mais robusta que a do Nonlinear Programming of Systems
Optimization Laboratory (NPSOL) — programa desenvolvido no Department of

EESOR/ Stanford University — e velocidade similar a deste.

Observamos que, a partir dos préximos trabathos, comegaremos a encontrar
métodos mistos, isto &, métodos que passam a utilizar o método da funcfio barreira e

o método da fungéio Lagrangiana aumentada associados.

SHANNO et al. (1996) sugeriram, em seu {rabalho, o uso de uma fungdo
mista para resolver o problema (2.1); nessa fungfio mista as restri¢des de igualdade
sfio tratadas por uma fungiio Lagrangiana aumentada e as de desigualdade por uma
fungiio barreira-penalidade ~ que foi estudada em BREITFELD & SHANNO (1996}

— da seguinte forma:

Labp = {(x) — 3L O(h; () + B (x)+-;—5§l(gi(x))2, (2.28)

onde:

®(hi(x))=ln(si+ﬂi-(ﬁl)-), se h,(x)= - Pds;;

O, ) =47 ()" +alhy(x)-+af, se by (5=

! b_ 1-28 . o PB2-3B)

%= sa-p) T Ssa—p 0oy

+In(s; (1 -B));
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§ & o fator de barreira; p ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados as
restricdes de desigualdade, A ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados
as restrigdes de igualdade; s ¢ um vetor de varidveis de folga, e 0 < § <1 éum

escalar.

Os multiplicadores de Lagrange sdo atualizados de acordo com as seguinies

regras:

(2.29)

CONN et al. (1997) apresentaram uma classe de métodos denominados
métodos de barreira Lagrangianos. Trabalharam com o problema (2.1) somente com
restrigdes de desigualdade do tipo maior ou igual e, ainda, acrescentaram a ele a
canalizagio da varidvel primal x. Também nesse estudo, a preocupagdo dos autores
era resolver problemas de grande porte. A fungfio auxiliar ¢ denominada fungdo

barreira Lagrangiana e ¢ dada por:
Lbl(x, p) = f(x) - D 1;s; log(c; (x)+s;), (2.30)
il

onde p > 0 € o vetor dos multiplicadores de Lagrange, si > 0 sdo denominadas

perturbagdes € ci(x) = 0, sdo as restrigdes de desigualdade, para i = 1, ..., r. Em
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principio, niio é considerada a varidvel canalizada, com a intengfio de a minimizag#o
seqiiencial irrestrita garantir a satisfagdo dos limites. A fungfio barreira modificada
usada em (2.30) é a mesma estudada em POLYAK (1992). Cona et al. utilizaram
uma fungfio barreira Lagrangiana baseados nos seguintes motivos: fungdes barreira
determinam restricdes ativas na solugfio de um modo mais eficiente que os métodos
do conjunto ativo, sendo isto valido, também, para a fungio barreira Lagrangiana; os
métodos de pontos interiores para programagdo ndo-linear sdo menos sensiveis a
degeneragio que os métodos de restrigdes ativas. Os autores verificaram que a
fungdo apresentada ¢ menos degenerada para o problema ndo-linear que a fungéo
Lagrangiana aumentada apresentada em 1991, por eles. Experimentos numéricos
indicam que esse método ¢ superior ao da barreira cldssica, evita o mal
condicionamento que ocorre neste, impedindo dificuldades numéricas. Os métodos
de barreira Lagrangianos siio usados na resotugéo de problemas de grande porte, com

a vantagem de evitar varidveis de folga.

Esse trabalho foi desenvolvido de modo similar ao trabalho publicado em
1991, pelos mesmos autores, com o objetivo de enfatizar a unicidade entre as duas
abordagens, que sfio a penalidade interior ¢ a exterior (penalidade quadratica e
barreira fogaritmica). Os autores forneceram um algoritmo, o qual converge para um

ponto em que as condigdes de KKT s#o satisfeitas. A atualizagio dos multiplicadores

de Lagrange ¢ dada por:

k

kel _ My 8

i - +
of (x)+sf

i=1,.," 2.31)
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sendo associado a este multiplicador um fator de penaiidade c, o qual dirige a

convergéncia do método, € s; ¢ dado por:

sil=cruk i=1, ., (2.32)

O algoritmo ¢ denominado localmente convergente se o fator de penalidade €
fixado em um valor suficientemente pequeno. Os autores apresentaramm uma andlise
da convergéncia global e da convergéncia assintética e inclufram em seu algoritmo
um tratamento para varidveis canalizadas. Também formularam uma nova fungiio
auxiliar para o problema (2.1) com restri¢des de igualdade e de desigualdade do tipo
maior ou igual, Essa funcdio é denominada fungfio Lagrangiana aumentada/barreira
Lagrangiana. Nela, as restrigSes de desigualdade e igualdade sdo tratadas pela fungdo

barreira ¢ fungdio Lagrangiana aumentada, respectivamente;
I L1 1 m 3
Labl(x,A) = f(x) = 3 ;8 logle; (%) +5;)+ 2 A8 (%) e > g1 (x), (2.33).
i=l i=l i=l

Nessa funcdio foi utilizado o mesmo algoritmo, ¢ a atualizago dos multiplicadores de

Lagrange para as restrigdes de igualdade, ¢ dada por:

k
Nt gk L B ® i1 m (2.34)
Cc
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Conn et al. destacaram que seu método de barreira Lagrangiano resolveu
noventa por cento dos problemas-testes €, na maioria das vezes, foi considerado mais

eficiente que o da fungiio Lagrangiana aumentada.

BEN-TAL & ZIBULEVSKY (1997) estudaram uma classe de métodos para
resolver problemas convexos, baseados em uma fungéo Lagrangiana aumentada ndo
quadritica, para a qual os fatores de penalidade sdo fungdes dos multiplicadores.
Esses métodos foram denominados métodos dos multiplicadores barreira/penalidade
(PBM). Eles siio especificados por uma fungdo barreira /penalidade ¢ e uma fungdo
de atualizagio do fator de penalidade w(fun¢do sublinear dos multiplicadores).
Trabalharam com o problema (2.1), considerando apenas as restriges de

desigualdade. A fungfio Lagrangiana aumentada associada a tal método ¢ dada por:

La(x,p) = f(x) + zuici@(l]—ic(—xl), (2.35)
i=1 i
onde ¢; > 0 é o fator de penalidade associado & restrigio i, u; > 0 sdo os

multiplicadores de Lagrange, ¢ ¢ € a fungdo barreira/penalidade.

Para determinar a solugio X que minimiza a fungdo Lagrangiana aumentada
(2.35) utilizaram o método de Newton. As atualizagdes dos multiplicadores de

Lagrange e dos fatores de penalidade séo apresentadas, respectivamente, por:

i
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K
) (p'[hi(): ))’ i=1,..,71, (2.36)
&
M =w*(ph),i=1,..,1, (2.37)

onde w*¢é uma fungdo de atualizagiio dos fatores de penalidade ndo decrescente e
sublinear ( isto 6, V t> 0 : ®~(t) < ct, para algum ¢ > 0). Ben-tal & Zibulevsky

citam trés exemplos de métodos do tipo PBM:

e a fungiio Lagrangiana aumentada vista em ROCKAFELLAR (1973a):

t+lt2, se t=—1
o=y 7 ; (2.38)
"'"'2—, set<—1

o o método dos multiplicadores exponencial visto em BERTSEKAS {1993):

p(t)=e' -1; (2.39)

e o método de barreira modificado que utiliza uma fungfio logaritmica perturbada:

p(t)=—log(l1-t), —co<t<l, (2.40)

Porém, para desenvolver seu trabalho, utilizaram as fungdes que seguem:
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 a fungfio penalidade logaritmica-quadratica:

H—ltz,setz—l
o= , 2 4 F (2.41)
——log(-2t)-—,se t <——
;108203 2

e a funciio penalidade reciprocal-quadrética:

Lot setz—%
o(t) = 32( i ) 7 [ (2.42)

27

——,5e t<——
1-1

5

Observaram que, se o (t) =c, t, a Lagrangiana aumentada (2.35) corresponde a

apresentada em ROCKAFELLAR (1973a).

Ben-tal & Zibulevsky apresentaram uma interpretagdio dual do método e as
propriedades de convergéncia. Descreveram a implementagdo, ressaltando que foram

usadas as seguintes funcdes de atualizago dos fatores de penalidade:
M) =m, (Mt e @ (1) =mW)" . (2.43)

O método foi aplicado em dois problemas de grande porte. Os autores
destacaram que, a melhor das implementages foi a que utilizou a fungdo definida

em (2.41); porém observaram que apesar de ser considerada levemente inferior, a
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fungdo vista em (2.42) também obteve sucesso. Comparado com a fungio penalidade
logaritmica perturbada cldssica, verificaram que o namero de passos do método de
Newton para a penalidade quadratica logaritmica foi reduzido de 2 a 3 vezes,
particularmente, para problemas de grande porte. O desenvolvimento do algoritmo
nio foi afetado pela escolha dos fatores, ¢ o numero de passos de Newton aumenta

lentamente em relacio ao aumento da dimens#o do problema.

DUSSAULT (1998), com o objetivo de analisar a taxa de convergéncia,
trabalhou com a mesma fungfio Lagrangiana aumentada apresentada em HESTENES
(1969). Utilizou o problema (2.1) considerando apenas as restrigdes de igualdade.
Analisou a taxa de convergéncia local para as varidveis primais e duais, utilizando o
método com as trés regras de atualizagio dos multiplicadores de Lagrange que

seguem:

o algoritmo da penalidade simples onde o multiplicador A ¢ constante;

e regra de atualizagfio de primeira ordem:

k
?\‘k+i =}\.k +g(xk ) : (2'44)
C

o regra de atualizagdo de segunda ordem:

2 ok L (V2La(xF, )V La(x®,45). (2.45)
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O autor apresentou um algoritmo e garantiu sua convergéncia global.
Apresentou, também, alguns exemplos, em que aplicou as seguintes regras para a

atualizagio do fatores de penalidade:
o método de penalidade simples (isto é, A =0) € ¢ = min (T—B,(ck)”} ;
o regra de atualizago de primeira ordem (2.44) € Cyvi = min (35“—, (ck)"'};

o regra de atualizagio de primeira ordem (2.44) € oy = min (%:-‘)—,(ck)"s ) ;

o regra de atualizagiio de primeira ordem (2.44) e ¢ téo grande quanto possivel.

Concluiu seu trabalho com a observagiio de que o método da Lagrangiana
aumentada pode ter uma convergéncia rdpida por meio de uma cuidadosa atualizagdo

dos fatores de penalidade.

DOSTAL et al. (1999) introduziram um algoritmo que trabalha com
problemas de programagdo quadratica cstritamente convexa com restrigdes de
igualdade, esse algoritmo é uma modificagdo do visto em HESTENES (1969). Os
autores utilizaram, em seu algoritmo, um controle de precisdo da solugdo dos
problemas auxiliares, ou seja, dos problema de minimizar a Lagrangiana auméntada
com relagio 4 varidvel primal x, Esse controle de precisiio é caracterizado pelos
autores como a principal methora do método de HESTENES (1969) e exige que 0
erro do gradiente da fungfio Lagrangiana aumentada seja menor que um escalar

positivo multiplicado pelo erro nas restrigSes. Tal controle, bem como o algoritmo, €

Al
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muito semelhante ao visto em HAGER (\1993), diferenciando-se deste por ser usado
como critério de parada, ao invés de indicar quando o fator de penalidade deve ser
aumentado, O principal interesse na elaboragdo desse método ¢ a resolugiio de
problemas de grande porte. O fator de penalidade é aumentado como em CONN et
al, (1991) ¢ BERTSEKAS (1982). S#o fornecidos resultados sobre convergéncia
global e um experimento numérico. Os autores finalizaram esse trabalho com o

esclarecimento de que a extensdo para o caso ndo convexo estd sendo estudado.

GOLDFARB et al. (1999) apresentaram um método, denominado método da
Lagrangiana aumentada-barreira modificada, para resolver o problema (2.1) com
restrigies de igualdade ¢ desigualdade do tipo maior ou igual. Tal método ¢ a
combinagdo dos métodos da Lagrangiana aumentada de HESTENES (1969) e
POWELL (1969) ¢ o da funcfio barreira modificada de POLYAK (1992). Pode ser
considerado um método de Lagrangiana aumentada interior-exterior. Utiliza uma
fungdio Lagrangiana barreira modificada, na qual as restricdes de desigualdade sio
tratadas por meio de um termo de barreira modificada, e as restri¢des de igualdade,
por um termo de Lagrangiana aumentada, da seguinte forma:

[ m c 5 .
£(x) ==Y 1; In(c(~h; SN () + =Y g2
Labm(x, hytc )= (x) cEp, In(e(=h;(x))+1) jzﬂl}gj(xh ZjE—:ﬂng (x),sex eint Ty (2.46)

0, sex ¢ int [y
1. . . . .
onde: T, ={x:fi(x)2—-—,i=1..}, ¢ é o fator de barreira-penalidade, A € o vetor
c

dos multiplicadores de Lagrange associado &s restrigdes de igualdade, e p ¢ o vetor

dos multiplicadores de Lagrange associado s restriges de desigualdade.
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Os muitiplicadores de Lagrange sio atualizados por meio da seguinte regra:

k

k+l Hi :

£ e—— - 1= 1, ver g Iy 2'47)
Hi ck(—-hi(x"))-i-l (
A =~k g (3", G =1, m. (2.48)

A funcfo, vista em (2.46), € usada com o objetivo de eliminar os problemas
que ocorrem com a fungdo barreira-penalidade — apresentada por FIACCO &
McCORMICK (1990) —, pois (2.46) existe na solugio e mantém a suavidade da
fungio objetivo e das restrigdes na vizinhanga da solugdio. Sob as condi¢des de

otimalidade de segunda ordem, a fungfo tem um minimo global para algum p20 e

A, quando o fator de barreira-penalidade ¢ suficientemente grande. A funcdo dual
baseada em (2.46) é suave no caso ndo convexo, € o teorema basico da dualidade ¢

valido se as condices suficientes de segunda ordem séo satisfeitas.

KREJIC et al. (2000) introduziram um algoritmo da fungdio Lagrangiana
aumentada, estudada em HESTENES (1969), que utilizava aproximagbes Gauss-
Newton, da matriz Hessiana, nas iterages internas. Por meio do modelo Gauss-
Newton, as aproximagdes quadriticas da fungéo Lagrangiana aumentada tornam-se
convexas. Krejic et al. consideraram que o uso de aproximagdes da Hessiana, ao
invés da Hessiana cldssica, torna seu método mais eficiente. Apresentaram estudos

comparativos utilizando o software LANCELOT.
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MIJANGOS & NABONA (2001) apresentaram um novo método para
resolugdo de problemas de minimizagio com fung#o objetivo ndo-linear, restrigdes
lineares e nio-lineares, e varidveis canalizadas. Nesse método, o problema original €
resolvido por meio de sucessivas minimizagdes de um problema auxiliar, O
problema auxiliar minimiza uma fungfio Lagrangiana aumentada que inclui somente
as restrigSes ndo-lineares; esse problema estd sujeito s restri¢fes de igualdade €
varidveis canalizadas. Os autores utilizaram a fungio Lagrangiana aumentada
encontrada em HESTENES (1969) ¢ POWELL (1969). O método ¢ particularmente
interessante quando as restrigdes lineares sio equagdes de conservagido de fluxo, pois
existem técnicas eficientes para resolver problemas de rede nio-linear. Analisaram a
viabilidade de estimar os multiplicadores das restrigdes nio-lineares pela aplicagiio
das condices de KKT e utilizaram técnicas de redugio de variaveis durante a
otimizagio, Compararam o desempenho computacional dessa estimativa com a

atualizagio dos multiplicadores, proposta por Hestenes e Powell.

2.4 Histérico do problema de fluxo de poténcia 6timo

Historicamente o FPO foi originado por uma nova formulagdo para o
problema de despacho econdmico (DE). Um sistema elétrico de poténeia (SEP) deve
ser plancjado para fornecer energia elétrica, respeitando os padrdes de qualidade para

esse fornecimento ¢ garantindo a continuidade do servigo.

No inicio da década de 60, surgiram os primeiros trabalhos sobre FPO. Nesse
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periodo, destacamos CARPENTIER (1962), o qual propds um modelo geral para o
problema de FPO, por meio da incorporagdo das equacdes de fluxo de poténcia ao
problema de DE, e utilizou o teorema de KKT para resolvé-lo. Seu modelo é um
problema de otimizagdo restrita, ndo-linear, ndio convexo e de grande porte, cujo
desenvolvimento acompanha os avangos das técnicas de otimiza¢iio. Tem por
objetivo determinar o ponto 6timo de operagio de um sistema elétrico de poténcia.
Pode ser caracterizado como um problema de otimizar uma fungfio objetivo, a qual
representa um desempenho do sistema, sujeito a restrigbes de igualdade, que
representam as equagdes do fluxo de poténcia, e de desigualdade, que representam as

restrigSes funcionais ¢ as varidveis de estado. Sua formulagio matemdtica é dada

pelo problema (2.1).

Carpentier resolveu (2.1) transformande-o em um problema irrestrito que
utiliza a fungdo Lagrangiana clissica. O minimo desse problema ¢é alcangado
aplicando-se as condi¢des de otimalidade, o que resulta em um sistema ndo-linear.

Esse sistema é resolvido pelo método de Gauss-Seidel, obtendo-se, assim, a solugéo

do problema.

Ap6s a modelagem matematica do FPO por Carpentier, técnicas de
otimizacfio passaram a ser estudadas com o objetivo de resoivé-lo, As primeiras

abordagens utilizavam o gradiente da fungdo Lagrangiana.

DOMMEL & TINNEY (1968) propuseram o método do gradiente reduzido,

que consistia em um algoritmo de passo descendente aplicado ao subespago tangente



CAPITULO 2 - HISTORICO 56

das equagdes ndo-lineares do fluxo de poténcia. Nesse método, apés mudangas nas
varidveis de controle, as equagdes do fluxo de poténcia so resolvidas pelo método
de Newton. As restrigdes de designaldade associadas as varidveis de controle sdo
tratadas por projeciio, e as varidveis dependentes ou funcionais, por métodos da
fungdio penalidade. Tem uma eficiéncia de primeira ordem para a minimizago da
funglio objetivo, Apesar do seu rigor matematico, essa abordagem apresenta
convergéneia lenta, “ziguezagueando” préxima & soluglo otima. H4, ainda,
limitagdes na determinagdo do passo nas varidveis de controle e sensibilidade quanto
ao tamanho do passo do gradiente — elementos capazes de comprometer 0 processo

de convergéncia.

O método de penalidade, apresentado por SASSON et al. (1973), surgiu com
o objetivo principal de acelerar a convergéncia do método utilizado por DOMMEL
& TYNNEY (1968), o qual era muito lento, pelo fato de ser de primeira ordem. A
idéia desse método consiste em transformar o problema restrito em irrestrito,
minimizando, assim, uma fungio auxiliar formada pela fungdio objetivo e pela fungdo
penalidade (que consiste nas restrigdes de igualdade e desigualdade penalizadas). A
cada iteragdo sio aumentados os fatores de penalidade; a matriz Hessiana da fungfio
auxiliar é calculada; e as varidveis sdo atualizadas. O processo ¢ repetido até que
todas as restrigGes estejam satisfeitas. A matriz Hessiana recebe influéncia direta dos

fatores de penalidade; logo, para valores elevados dos fatores de penalidade, ela pode

se tornar mal condicionada.

RASHED & KELLY (1974) introduziram um método que utilizava
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multiplicadores de Lagrange, método de Newton e método de penalidade. Em seu
método, as restrigdes de igualdade, representadas pelas equagoes do fluxo de
poténcia, sdo incorporadas & fungdo objetivo por meio de multiplicadores de
Lagrange, enquanto as restrigdes de desigualdade sdo incorporadas por meio de
fatores de penalidade, resultando em uma fungéio auxiliar. Os fatores de penalidade
sfio atualizados por um pardmetro positivo, e as varidveis, pelo método de Newton,

no qual o passo ¢ calculado utilizando-se a matriz Hessiana.

SUN et al, (1984) apresentaram uma nova abordagem na qual utilizaram uma
formulagio do método de Newton & o desacoplamento do problema em dois
subproblemas, denominados subproblema de poténcia ativa ¢ subproblema de
poténcia reativa. As restrigdes de igualdade sdo incorporadas & fungdo objetivo por
meio da utilizagdo dos multiplicadores de Lagrange, ¢ as restrigdes de desigualdade
por meio de multiplicadores de Lagrange e fatores de penalidade, originando uma
funcdo auxiliar. As restrigdes de desigualdade sdo divididas em dois grupos: 0 grupo
das restrigdes penalizadas ¢ o grupo das restri¢des consideradas ativas na soluc¢dio. As
restrigdes ativas sio incorporadas & fungdo objetivo por meio de multiplicadores de
Lagrange. O ponto 6timo do problema ocorre quando as condigdes de otimalidade de
KKT estiverem satisfeitas, ¢ as equagdes do fluxo de poténcia tradicional estiverem
dentro de uma determinada tolerdncia, O método de Sun et al. apresenta
convergéncia de segunda ordem e tem como deficiéncia a necessidade de identificar

as restri¢des de desigualdade ativas na solugdo.

SANTOS et al. (1988) aplicaram o método da fungdio Lagrangiana



CAPITULO 2 - HISTORICO 58

aumentada. Nesse método, as restri¢des de igualdade ¢ desigualdade estdo associadas
a multiplicadores de Lagrange e fatores de penalidade quadraticos, como pode ser
visto em ROCKAFELLAR (1974). A trajetéria de convergéncia do método ocorre
pela regido infactivel do problema. Esse método pode ser considerado um
aperfeigoamento do método proposto por SASSON et al. (1973) e SUN et al. (1984),
pois, nele, ndo hé a necessidade de fatores de penalidade muito elevados, o problema
de mal condicionamento da matriz Hessiana ¢ evitado, e néio ¢ necessério identificar
as restrigies de desigualdade ativas na solugéio. A solugfo ¢ obtida quando todas as

restricdes de igualdade ¢ desigualdade sdo satisfeitas dentro de uma tolerdncia

especificada.

COSTA et al. (1990) apresentaram uma nova abordagem resultante da
associagiio dos métodos propostos por SUN et al. (1984) ¢ SANTOS et al. (1988).
Trabalharam com o método de Newton ¢ com uma abordagem da fungdo
Lagrangiana aumentada, em que as restrigdes de igualdade ndo sfo penalizadas.
Nesse método no hd a necessidade de identificar as restrigdes de desigualdade ativas
na solugfio, eliminando-se, assim, a deficiéncia do algoritmo de SUN et al. (1984).

As restriges de igualdade sdo tratadas pelo método de Newton.

Em HUNEAULT & GALIANA (1991) encontramos um amplo estudo das

metodologias aplicadas na resolugdio do FPO desde sua formulagéo por Carpentier.

MONTICELLI & LIU (1992) propuseram uma nova abordagem do método de

Newton. Combinaram os métodos dos multiplicadores de Lagrange ¢ da funcéo
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penalidade. Sua proposta ¢ muito semelhante 2 de SUN et al. (1984); diferencia-se
desta por utilizar um movimento adaptativo do fator de penalidade, ¢ assegurar que a
matriz Hessiana seja definida positiva ao longo da solugdo do problema, sem afetar o

processo de convergéncia.

Em 1994, Granville utilizou, pela primeira vez, um método de pontos
interiores denominado método primal-dual barreira logaritmica. Este método utiliza
multiplicadores de Lagrange para as restrigbes de igualdade e transforma as
desigualdades em igualdades utilizando variaveis de folga. Essas varidveis sdo
incorporadas a fungfio objetivo por meio da fungiio barreira logaritmica e penalizadas
com um fator de barreira, o qual tenderd a zero. Este algoritmo apresenta muita
sensibilidade quanto 4 escotha do fator de barreira, podendo até mesmo divergir, em

alguns casos. A solug#o é encontrada quando todas as restrigdes do problema original

forem satisfeitas.

Nos estudos na area de pontos interiores, destacam-se, ainda, WU et al.
(1994), os quais sugerem uma extensao do método primal-dual. O algoritmo ¢
denominado método predictor-corretor, diferenciando-se do método primal-dual pela

introdugfo de termos ndo-lineares nas condigoes de otimalidade.

QUINTANA et al. (1995) trabalharam com o método primal-dual barreira
logaritmica ¢ apresentaram um algoritmo que resolve diretamente a minimizagéo de

perdas na transmissdo (fungdes nfo-lineares).
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TORRES et al. (1998) propuseram a resolugio do problema de fluxo de
poténcia 6timo na forma retangular e néo polar; dessa forma, justificaram que, anto
a fungiio objetivo quanto as restrigdes sdo quadraticas. Aplicaram o método visto em
GRANVILLE (1994) e apresentaram técnicas para a escolha do passo, para a

redugdo do fator de barreira ¢ para o uso de um predictor-corretor.

MOMOH et al. (1999a,b) apresentaram uma ampla revisio sobre técnicas
para resolu¢dio do problema de FPO. Dividiram as técnicas em seis categorias:
programagdo ndo-linear, em que citam as técnicas de minimizagdo sequencial
irrestritas, o método de Lagrange ¢ o método da Lagrangiana aumentada;
programagdo quadratica, referindo-se aos métodos quase-Newton e de sensibilidade;
solugiio das condigBes de otimalidade baseadas em Newton, em que sfo obtidas as
condi¢Bes de KKT; programagdo linear, onde comentam sobre a utilizagfio do
método simplex ¢ do método simplex revisado; versdo hibrida de programagio
inteira, em que apresentaram uma misfura de técnicas de programagio linear ¢
inteira; e, finalmente, os métodos de pontos interiores, no qual encontramos a

aplicagdio das técnicas que surgiram apos a introdugio do método de Karmarkar,

Em NEJDAWI et al. (2000) ¢ proposto um algoritmo de programagdo
quadratica seqiiencial para resolver o problema de FPO. O algoritmo ¢ formado por
um ciclo de linearizagfo externo e um ciclo de otimizagdo interno. O ciclo interno
resolve um problema de programagio quadratica reduzido e relaxado. Como a
relaxagio das restrigdes mantém o problema com uma dimensdo pequena, o

algoritmo é considerado, pelos autores, muito eficiente. As iteragdes do ciclo externo
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podem ser comparadas ao fluxo de poténcia Gtimo de Newton, e as do ciclo interno,
como eficientes iteragdes de pontos interiores, SHo apresentados  testes
computacionais para os sistemas IEEE de 30, 57, 118 e 300 barras. Os autores
observaram que o nimero de iteragGes internas e externas nido sofreu grandes

alteragdes para as diferentes dimensdes dos problemas.

COSTA et al. (2000) apresentaram um estudo comparativo de trés
abordagens, para resolver o problema de FPO, baseadas no método de Newton. Sdo
elas: penalidade e conjunto ativo (PCA); primal-dual (PD); e barreira logaritmica
primal-dual (BLPD). Compararam as principais caracteristicas dos métodos e
fizeram uma revisio de suas metodologias. Apresentaram também testes

computacionais para os sistemas IEEE 30, 57 ¢ 118 barras.

COSTA & COSTA (2000) desenvolveram uma nova abordagem com 0
objetivo de melhorar o desempenho do método de Newton para o problema de FPO.
Nela, os multiplicadores de Lagrange sio calculados diretamente do sistema
linearizado, ¢ a fatoragio ocorre por elementos e ndo na forma da estrutura em
blocos. Essa abordagem apresenta como vantagens: a diminui¢do do tempo de
processamento ¢ a economia de memoria. Os autores apresentaram uma comparagio
entre o novo método e o método tradicional de Newton, proposto por SUN et al.

(1984), e resultados computacionais para os sistemas elétricos: IEEE de 14,30 e 118

barras e BRASIL 810 barras.

f
W



CAPITULO 3

REVISAO DE METODOS DE OTIMIZACAO

Neste capitulo apresentamos uma revisdo de métodos de otimizagdo restrita,
os quais fornecem suporte tedrico para a apresentagdo da nova abordagem do método
da fungfio Lagrangiana aumentada. Serfio vistos: o método dual-Lagrangiano, o
método de penalidade, o método de barreira, o método da fungdio Lagrangiana

aumentada e o método de Newton-Lagrangiano,

3.1 Apresentacio do problema

Todos os métodos apresentados a seguir tém por objetivo resolver problemas

de programagio ndo-linear restritos da forma:

Minimizar f(x)
sujeito a: g(x)=10 (3.1
hix) <0

]
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onde: x € R", g(x) e R™ , h(x) € R", ¢ as fungdes sio de classe Ca,

3.2 O método dual-Lagrangiano

O método dual-Lagrangiano foi desenvolvido para resolver problemas
convexos. Sua esfratégia ¢ a de assaciar ao problema (3.1) uma funcfio auxiliar, que
incorpora uma combinag#io das restrigdes a fungio objetivo, A fungiio auxiliar ¢

denominada fungiio Lagrangiana e é apresentada da seguinte forma:

L(x, 2, ) = f(x) + A g(x} + p*h(x), (3.2)

onde A & vetor dos multiplicadores de Lagrange associados s restricbes de
igualdade, e p ¢ vetor dos muitiplicadores de Lagrange associados as restriges de

desigualdade.

Se o problema (3.1) é convexo, existem multiplicadores A* e n'oque,

aplicados ao problema irrestrito,

Minimizar L(x,2",p), (3.3)
X

fazem com que a solugio de (3.3) coincida com a solugdo de (3.1). A solug#o dtima €
encontrada quando as condi¢des de KKT forem satisfeitas, O problema (3.3) €

denominado problema Lagrangiano.

.:_‘J
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3.2.1 Algoritmo

Passo inicial
Dado o problema (3.1), construa a fungéo Lagrangiana (3.2).
Fagak=0.
Escolha um ponto inicial x° ¢ E,, um vetor multiplicador de Lagrange A

associado s restri¢des de igualdade e um vetor multiplicador de Lagrange

n® associado as restrigdes de desigualdade.

Passo iterativo

PI1) Resolva o seguinte problema Lagrangiano utilizando um método de

otimizagio restrita para A¥ e p*, fixos

Minimizar f(x) + () g(x) + (1*) h(x)
X

Admita x**! como uma solugdio e va para P12);
PI2) Se 1 gatisfaz KKT, PARE. Caso contrério, atualize os multiplicadores

utilizando uma heuristica, determinando A% =A¥ £AM¥, p*=p* +Ap, e

volie para PI1).

i
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Observamos que, para gerar os multiplicadores, podemos utilizar varios algoritmos.
Uma escolha é o algoritmo do gradiente, que gera uma subseqiiéncia de

multiplicadores atualizando-os em cada passo pela expressio:

L) e
W M s

h.(x),sept>0 . . .,
onde s; = { j(%).50H; , e 0. é estimado para garantir a busca da variavel

max {0,h,(x)},seuf =0
dual, podendo-se fazer uma busca unidimensional.
3.2.2 Interpretaciio geométrica

Seja o seguinte problema perturbado, somente com uma restrigio de

desigualdade, denominado problema primal:
u(e) =Minimizar {f(x): h(x)<e,x€E,}. (3.5)
Definimos um conjunto S , tal que:

S = {(,2)/y =h(x),z= f(x),xeE,}, (3.6)
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representado em um plano Oyz. O problema primal tem por objetivo determinar um
v e . -~ * * ~ o
ponto em S, que ¢ um minimo, com y < 0. Seja, entdo, (y, z ) a solugéio étima do

problema primal, a qual pode ser vista na Figura 3.1.

Para pu 2 0, temos o seguinte problema Lagrangiano:

0(p) = Minimizar L(x, 1 )

sujeito a; x € X , 3.7

onde L(x,) = f(x) + ph(x).

Determinar O(p) significa minimizar z+ wy sobre S. Assim, temos as retas:

z+py=a,i=1,23, . (3.8)

onde - ¢ a inclinag#io (coeficiente angular) da reta, e ai € a intersecc¢do desta com o

eixo z (coeficiente linear).

Para minimizarmos a fungfio Lagrangiana do problema (3.7), movemos as
retas dadas em (3.8) sobre S, a partir de um a; pertencente a regidio factivel, na
diregio contraria ao gradiente destas, através de retas paralelas, até que elas

tangenciem a fronteira de S, como o visto na Figura 3.1. Observamos que o) éo

valor no qual a reta corta o eixo z, determinando o hiperplano suporte.

o
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Para que a solugio do problema irrestrito aproxime-se da solugfio do

problema (3.1), redefinimos o novo multiplicador, fazendo:

pk =p ARk, (3.9)

¢ determinamos novamente 8(p). Isso corresponde a uma nova familia de retas,
onde serd realizado o mesmo processo anterior. A medida que o multiplicador de

Lagrange aproxima-se do valor 6timo u', as solugSes de O(n) aproximam-se da

solugdio de (3.1), como pode ser visto na Figura 3.1.

~ £, ’ . ] rye z * e
A solugfo 6tima dual ¢é ", o valor objetivo otimo ¢ z, € a solucfio Otima

. L *
primal ¢ X .

“p(E)
Inclinacdo -

Solugiio do problema

Lagrangiano para pt .
\‘Inclinaqﬁn -}

y

FIGURA 3.1 - Representaciio geométrica da fungio Lagrangiana

No caso de problemas niio convexos em torno da solugdo, o método dual-
Lagrangiano pode falhar no encontro da solugéo 6tima do problema (2.1) em razio

da presenga do gap de dualidade (ver Figura 3.2).
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Solucdes factiveis do
problema primal

S :

_

N\
r
D

\

Soluciio 6tima do
problema primal

Solucao 6tima do problema
dual-Lagrangiano

FIGURA 3.2 - Representagiio geométrica da fungio Lagrangiana
para o caso ndo convexo

3.2.3 Dificuldades computacionais

Como pdde ser visto na interpretaglio geométrica, representada pela Figura
3.2, para problemas nfio convexos em torno da solugéo, pode ocorrer a existéncia do
gap de dualidade e, portanto, o método dual-Lagrangiano ndo obtém a solugdo Otima
do problema. Uma outra desvantagem do método ¢ o aumento do nimero de

variaveis do problema.

3.3 O método de penalidade

Seguindo a “idéia” de associar ao problema (3.1) uma seqiiéncia de

problemas irrestritos, a estratégia do método da fungéo penalidade ¢ a utilizago de
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uma fungiio auxiliar onde as restrigdes sdo introduzidas na fungdo objetivo através de
um fator de penalidade, o qual penaliza alguma violagdo destas. Esse método gera

uma seqiiéncia de pontos infactiveis, cujo limite ¢ a solugdo 4tima do problema

original,

A fungdio auxiliar tem a forma f(x) + ¢ P(x), sendo ¢ denominado fator de

penalidade, e P(x), fungfio penalidade associada a (3.1), dada por:
P9 = L0l () Al () (3.10)
i= j=

onde ©® eA sdo fungdes continnas de uma varidvel y, tais que:

Oy)=0,sey=0 e Ofy)>0,sey = 0; (3.11)

Aly)=0,sey <0 e Aly)>0,sey>0. (3.12)

As fungdes (3.11) e (3.12) podem assumir as seguintes formas:

ey) =", (3.13)

Aly)= [max {0,y3]' (3.14)

onde p é um inteiro positivo. Para p = 2, em (3.13) e (3.14) a fungfio P(x) €

denominada fung#o penalidade quadratica.

O problema penalizado consiste em:
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Minimizar f(x) +¢ P(x ) (3.15)
X

para ¢=0. Temos que, & medida que c»>w € P(x)—>0, a solugfo do problema

penalizado converge para a solugdo do problema original.

3.3.1 Algoritmo

Passo inicial

Dado o problema (3.1), construa a fungéo penatidade P(x) dada em (3.10).

Faga k =0.
Escolha uma solugfio inicial x"e E,, um fator de penalidade ¢’20, um

pardmetro de penalidade B>1 e uma tolerdncia de convergénciag > 0.

Passo iterativo:

PI1) Resolva o seguinte problema, utilizando um método de minimizagdo

irrestrita, para c* fixo:

Minimizar f(x) + ¢ P(x)
X

Admita x**! como uma solugfo e va para PI12).

PI2) Se c*P(x**')<&, PARE. Caso contrério, atualize M =P c*. faca

k=k+1 e volte a PI1)
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3.3.2 Interpretagfio geométrica

Seja o seguinte problema perturbado, somente com uma restrigio de

igualdade:

V(&)= Minimizar{f(x): g(x) =&,x€E}. (3.16)

Definimos um conjunto S representado em um plano Oyz, tal que:

S= {(v,2)/y = gx),z =f(x),xeE,} . @B.17)

Tomamos V(&) como o contorno inferior deste conjunto, como pode ser visto

na Figura 3.3.

Para ¢ > 0 fixo, temos o seguinte problema penalizado:

Minimizar f(x) + cg’(x). (3.18)
X

Determinar o minimo de (3.18) significa minimizar z + ¢ y2 sobre S. Assim,

temos as parabolas:

ztey’ =a,i=12,. (3.19)

onde a; € R ¢ a intersecgdo da pardbola com o eixo z (ver Figura 3.3).
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E" z Solugdes factiveis para o
problema primal

penalidade com fater ¢: (y ..z, ) / Vzteyt

FIGURA 3.3 - Representaciio geométrica da fungio penalidade

No processo de minimizagdo de (3.19), comegamos com um valor
pertencente ao interior da regido factivel. A determinacdo da solugfio 6tima de (3.18)
consiste em mover as curvas de nivel, isto ¢, as parabolas, na diregfio contraria 4 do
gradiente, até o ponto onde a curva tangencia 0 conjunto S, como vemos na Figura
3,3, Observamos que a solugfio para o problema penalizado néo ¢ a mesma do

problema original, pois h = 0 nesse ponto de tangéncia.

Na Figura 3.4 pode ser visto que, para aproximar tal solugfio, aumenta-se o
fator de penalidade ¢'= B¢, diminuindo-se a abertura da pardbola, representada por
(3.19); assim o ponto de tangéncia dessas parabolas torna-se mais proximo da
solucsio 6tima do problema original. A medida que c oo, 0 ponto de tangéncia

aproxima-se do étimo, ou seja, da solugiio do problema (3.1).
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n z Solugdes factivels para o
problema primal

Solug#o 6tima para o problema de

penalidade com fator ¢’> ¢ Solugiio 6tima para o

\ problema primal

FIGURA 3.4 - Represenciio geométrica da atualizagio
dos fatores de penalidade

No caso nio convexo em tomo da solugdo, como mostra a Figura 3.5,

podemos atingir a solugdo contrariamente a0 método dual-Lagrangiano.

z Solugdes factivels para o
problema primal

% \7 V(o)

Solugdo dtima para ¢
roblema primal
Solugdo 6tima para o problema de v\ P P
penalidade com fator ¢ : \\
o
! \
,’ : \z +c yz
1
— \ y=8
[ % \

FIGURA 3.5 - Representagiio geométrica da fungio penaiidade
para o ¢aso nio convexo

it
=
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3.3.3 Dificuldades computacionais

Escolhendo-se ¢ suficientemente grande, a soluglio do problema penalizado
serd proxima 4 solugfio do problema (3.1); porém, para valores muito grandes do
fator de penalidade, teremos algumas problemas de ma! condicionamento. Para
valores grandes de ¢, hd uma maior énfase sobre a factibilidade; e a maioria dos
métodos de otimizagfio irrestrita move-se rapidamente na diregio de um ponto
factivel, Esse ponto pode estar longe do étimo, causando um término prematuro do
método. Um outro problema é o mal condicionamento da matriz Hessiana devido a
sua dependéncia de c. Assim, a andlise de convergéncia do método pode ficar
prejudicada. Ressaltamos que a escolha inicial do fator de penalidade e do pardmetro

de penalidade afeta a convergéncia do método.

3.4 O método de barreira

Da mesma forma que os métodos de penalidade, os métodos de barreira
transformam o problema restrito em um problema irrestrito. Eles introduzem as
restrigdes na fungfio objetivo através de um fator de barreira, que penaliza a
aproximagdo de um ponto factivel & fronteira da regidio factivel. Trabalhando no
interior dessa regifio, tais fatores geram barreiras que impedem os pontos de sair dela.
Logo, parte-se de um ponto factivel e geram-se novos pontos factiveis. Uma das
vantagens desse método ¢ a obtengdio de, pelo menos, uma solugdo factivel, caso

acorra uma parada prematura dele. Ele trabalha somente com problemas de
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desigualdade cujo interior ¢ ndo-vazio. Assim, assume-se o problema (3.1)

obedecendo a essa condigdo.

Com o objetivo de garantir a permanéncia no interior da regifio factivel,

podemos gerar o seguinte problema de barreira:

Minimizar { f(x) +0 B(x): h(x) <0}, (3.20)
X

onde 50 ¢ denominado fator de barreira, e B(x) é uma fungdo barreira ndo-negativa

e continua no interior da regifio factivel {x; h(x) < 0} e tende ao infinito & medida

que a solugdo se aproxima da fronteira, a partir do interior. Definimos, entdo:
B(x) = 24 (9], (3.21)

onde ¢ ¢ uma fungdo de uma varidvel y, continua sobre {y; y <0}, e satisfaz

P(y)20sey<l e lirgl_ b(y) =, (3.22)
Y-~

A fungéio f(x) + § B(x) ¢ denominada fungdo auxiliar; a fungio barreira pode

assumir varias formas, como:

1 b
hi(x)

B(x) = Zf (3.23)
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B(x) = - ¥ In[- h;(x))]. (3.24)
i=l

A fungdio (3.23) ¢ denominada barreira classica ou inversa e foi estudada por

CARROL (1961); (3.24) ¢ denominada fungdo barreira logaritmica e foi estudada

por FRISCH (1953).

Quando 8 >0 e B(x)—> o, temos que SB(x) se aproxima da fungdo

barreira ideal, descrita anteriormente em (3.20), € a solugdo do problema de barreira

converge para a solugo do problema (3.1).

Observamos que (3.20) é um problema restrito ¢ pode ser tdo complexo
quanto (3.1). Como exigimos uma solugdo inicial interior 4 regido factivel e o
método trabalha com pontos interiores a essa regifio, ao penalizar os pontos que s¢
aproximam da fronteira impedimos que cles saiam da regidio e a restri¢do pode ser
ignorada. Teremos, realmente, um problema irrestrito, para o qual podera ser

utilizada uma técnica de otimizag#o irrestrita.

3.4.1 Algoritmo

Passo inicial

Dado o problema (3.1), somente com restrigdes de desigualdade,

construa a fungdo (3.21).
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Faca k = 0.
Escolha uma solug#o inicial factivel x® & E,, um fator de barreira 8°>0,

um pardmetro de barreira p, tal que O0<p<l ¢ uma tolerdncia de

convergéncia >0 .

Passo iterativo:

PI1) Resolva o seguinte problema utilizando um método de

minimizagdo irrestrita, para 8 fixo:

Minimizar {f() + 8* B(x): h(x) <0}.
X

Admita x**' como uma solugdo e va para P12) ;

1l
o
o
=

PI2) Se 8*B(x*") < &, PARE. Caso contrério, faca gkt

k)

k=k+1 e va para PI1.

3.4.2 Interpretagiio geométrica

Seja o problema de barreira visto em (3.20) tal que as fungdes barreiras sdo

definidas em (3.23).
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Analisemos, primeiramente, 0 comportamento da funcédo barreira. A Figura

3.6 mostra 8B (x) para valores decrescentes de & .

h(x)>0

FIGURA 3.6 - Comportamento da fungio barreira

Note que, & medida que & decresce, 6B(x) se aproxima de uma fungdo que

tem valor zero para h(x) < 0 e infinito para h(x) = 0.

Ao resolvermos o problema (3.20) utilizando a fun¢éo (3.23), iniciamos o
processo de solugdo com um ponto interior & regifio factivel, Para cada valor de 3§,
temos uma solucdio que serd o ponto inicial para o processo iterativo. A medida que
& decresce, aproximamo-nos da solugdo do problema original, ou seja, & — 0,

¥oax'e f(xk) + 9 B(xk) - f(x'), como pode ser visto na Figura 3.7.
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h(x)=0

h(x)> \

h{x)< 0 81 >83
f(x) + &, B(x)
f(x) + O, B(x)
/ e

o

X

FIGURA 3.7 - Resolugfio através da fun¢fio barreira

3.4.3 Dificuldades computacionais

Uma das dificuldades encontradas no método de barreira é a selegio de um

ponto inicial factivel. Em muitos problemas, isso pode ser trabalhoso. Vérios

métodos podem ser utilizados para a determinagdo de um ponto inicial factivel,

quando este ndo ¢ conhecido, Também, em virtude da estrutura da fung#io barreira,

para valores pequenos de &, muitas técnicas t&m sérios problemas de mal

condicionamento e erros de arredondamento, quando o Gtimo se aproxima. As

escolhas do fator de barreira ¢ do parimetro de batreira podem comprometer o

processo de otimizag#o.

3.5 O método da funciio Lagrangiana aumentada

O método da fungiio Lagrangiana aumentada, ou método dos muitiplicadores,

foi introduzido por HESTENES (1969) e POWELL (1969) para problemas do tipo
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(3.1) somente com restrigdes de igualdade, independentemente. Em 1973,
Rockafellar introduziu um método para tratar as restrigdes de desigualdade. O
método dos multiplicadores foi desenvolvido com o objetivo de amenizar os

problemas de mal condicionamento que ocorrem com a fungdo penalidade.

Iniciamos a apresentagio de tal método utilizando o problema (3.1) somente
com restrigdes de igualdade; apresentaremos, a seguir, a estratégia de
ROCKAFELLAR (1973a) para restri¢des de desigualdade ¢ uma modificagfo dela

que pode ser encontrada em COSTA (1990).

Seja o problema (3.1) somente com restrigdes de igualdade. Associado a ele

temos o problema de penalidade quadratica

Minimizar f(x) + ¢ 3 g7(x) (3.25)

onde ¢ > 0, e necessitamos ¢ — o e gi(x) - O para obter o 6timo restrito do

problema original. Com o objetivo de determinar o minimo do problema inicial para

um valor finito de ¢, POWELL (1969) trabathou com o seguinte problema

perturbado

Minimizar f(x)

sujeito a: g(x)=¢, i=1,..m (3.26)

e apresentou a seguinte fungfio auxiliar
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La(x,0)=f(x)+¢ 3" (g () -€:)? , (3.27)
i=l

a qual denominou funcdo Lagrangiana aumentada, onde ¢ 2 0 ¢ um fator de

penalidade e & é um vetor de perturbagdes.

Expandimos (3.27) ¢ obtemos:

La(x,c)=f(x)+c¢ g‘,gf (x)—ZGEZgi(x)ai +c E}sf . {(3.28)
i=] j=t it

m
Denotamos A;=—2cg; ¢ desprezamos o {ermo constante chf,
i=1

reescrevendo (3.28) da seguinte forma:
m m 2
La(, M) =f(x)+ D Ay () +0 2 g (X) » (3.29)
i=1 i=1

a qual é a forma da Lagrangiana aumentada apresentada em HESTENES (1969),

onde A;,i=1, .., m,sdo0s multiplicadores de Lagrange ¢ ¢ € o fator de penalidade.

Em seu artigo, Hestenes sugere que o valor de ¢ escolhido seja

suficientemente grande, e, para uma estimativa 2k de A ex¥, minimizando La(x, ),

temos que:
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VxLa(xk,hk)=fo(xk)+ilingi (xk)+2c§:gi(xk)vx g, (x¥)=0,(3.30)
i=l

i=1

ou

VxLa(xk,?»")zvxf(x]‘)+§ (A +2cg,(x*) Vg (x")=0. (33D
i=l

Assim, Hestenes propde que a atualizagfio dos multiplicadores seja feita por
A oK r2egi(x5),i=1, ., m. (3.32)

J4 POWELL (1969), apesar de apresentar uma regra de atualizagdo
semelhante, acrescenta em seu trabalho a exigéncia da diminui¢do do residuo

méximo (visto em (2.10)) por um fator de quatro em cada iteragdo.

A fungfio Lagrangiana aumentada pode ser vista de duas formas:

e como a fungiio penalidade quadratica associada ao problema

Minimizar { f(x) + i?xigi(x): g (x)=0}; (3.33)

i=l

ou

¢ como a funciio Lagrangiana associada ao problema
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Minimizar { 00 +¢ Y87 () £ (x) =0}. (3.34)
j=1

Seja o problema (3.1), somente com restrigdes de desigualdade,

Minimizar f(x)

sujeitoa hy(x) <0, j=1..,r (3.35)

Transformamos as restrigdes de desigualdade em igualdade utilizando a

estratégia apresentada por ROCKAFELLAR (1973a), com o uso de uma varidvel de

folga #; da seguinte forma:

Minimizar f(x}
sujeitoa: h(x)+z=0,j=1..,r. (3.36)
72 0,j=1l.,r

O problema (3.36) pode ser transformado no seguinte problema equivalente
Minimizar f(x) + %CZ(h [(x)+z;)?
=t
sujeito a: hi(x) +z=0,j=1L.,1, (3.37)

zj2 0 j=1l.,r

onde ¢ = 0 ¢ o fator de penalidade.

A fungiio Lagrangiana associada a (3.37) ¢ definida por:

w!
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La(x,p,z):f(x)+iipi(hj(x)uj) +%i‘(hj(x)+zj)2 ,(3.38)
)= F

onde 1t ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange.

Minimizamos (3.38) com relagio a z;, j = L., r, © aplicamos as condigOes

necessarias de otimalidade:

VZjLa(x,u, z)=0,j=1.,1, (3.39)
isto €,
U j+~::(1r1}-(x)+zj) =0, j=L.,r1, (3.40)
resultando em,
Mg ,j=1 3.41)
2y = =Lohy(0), )= Lo 3.

Comoz; 2 0,j=1,..,1, entdo

—E—j——hj(x), se wﬁ—hj(x) 20
z;=q © ¢ ,j= 1., 1. (3.42)

0, se uﬁ-——hj(x) <0
v

Substituimos (3.42) em (3.38) e obtemos a fungdo Lagrangiana aumentada:
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c Hj
; pjhj(x)+-£h?(x), se hj(x) 2 ——c’—

La(x,p)=f(x)+ Z ) " , (3.43)
H -~ sehj(x)s -2
2c c

apresentada por ROCKAFELLAR (1973a).

O Método da fungio Lagrangiana aumentada consiste em resolver uma

seqiiéncia de problemas irrestritos, com u fixo, dados por

Minimizar La(x,t ). (3.44)
X

Para isso, adota-se uma seqliéncia de valores para (u,c), minimizando-se (3.43), isto

é:
H;
V,Lla =V E(x)+), ¢ =0,(3.45
= 0, se h;(x) S——“—}
c
ou seja,

l_i.
ey +eh (x)HV hi(x), se h(x)z -—+
v+ T e n0, (349)

=t 0, se h;(x) <
c

sugerindo-se a seguinte atualizagao dos multiplicadores:
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k

u§+ckhj(xk),sehj(xk)2—”—i
TR S Li=harn (347

k Hj
0,seh;(x"}) < —ET

Rockafellar também apresentou a fungfio Lagrangiana aumentada para o

problema (3.1) com restri¢des de igualdade e desigualdade da seguinte forma:

m m ' ujhj(x)+—c~h?(x), se hj(x)a—h
La(x, LK) = £ + ) Agi(x) + ¢ 2 gl (x) + ), 2 ¢ (3.48)

i=l i=l j=t _.L,Se h x) € _h
2¢ i) ¢

onde A ¢ p sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange associados a igualdade e

4 desigualdade, respectivamente, e ¢ é o fator de penalidade. Em ambos os métodos o

fator de penalidade ¢ atualizado por um pardmetro B> 1.

Em COSTA (1990) encontramos um outro método da fungéo Lagrangiana
aumentada, no qual somente as restrigdes de desigualdade sfo tratadas através da
fungio Lagrangiana aumentada de Rockafellar. O autor ndo utilizou penalidade
quadratica nas restrigdes de igualdade, as quais séo tratadas pelo método de Newton.

A fungiio é apresentada da seguinte forma:

c Hj

" i pjhj(x)ar»ih}(x), se hy(x) = -+
La(x, A1) = f(x) + Z?&igi(x)+z ; | ¢ (3.49)
= . B e h‘(x)S—h

2¢ . ¢

&
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onde A e p sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange associados & igualdade €

4 desigualdade, respectivamente, e ¢ ¢ o fator de penalidade.

Em seu método, Costa atualiza os multiplicadores de Lagrange, u, utilizando

a regra vista em (3.47); determina os multiplicadores de Lagrange associados as
restricdes de igualdade, A, i=1, .., m, utilizando o método de Newton; e atualiza

os fatores de penalidade através de um pardmetro > 1. Essa abordagem foi aplicada,

com sucesso, a um sistema niio-lincar, ndo convexo e de grande porte.

3.5.1 Algoritmo

Apresentamos o algoritmo para o método da fungio Lagrangiana aumentada

proposto por POWELL (1969).

Passo inicial:

Dado o problema (3.1), somente com restrigdes de igualdade, construa (3.29).

Fagak = 0.
Escolha os multiplicadores de Lagrange 2, i = l.,m, um fator de

penalidade ¢®, uma solugfo inicial x%=0 e um pardmetro de penalidade

p>1.
Defina  VIOLA(®) = 0, onde VIOLA(x) = max{|g;(x)i=1...m} ¢

denominada violag#o das restrigdes.
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Passo iterativo:

PI1) Resolva o seguinte problema utilizando um método de minimizagio

irrestrita, com A fixo:

Minimizar La(x,\)
X

Admita x**' como uma soiugfio ;
Se VIOLA(x**!) = 0, entfio, PARE,

Caso contario,

Se VIOLA(*'!) < —i—VIOLA(x“) , va para P12).

Se VIOLA(*' > }‘{VIOLA(X"), atualize o fator de

penalidade c**'= B c* e vé para PI1).

PI2) Atualize os muitiplicadores de Lagrange
M = et (xF).

V4 para PI1).

3.5.2 Interpretaciio geométrica

Considere o seguinte problema perturbado, somente com restrigbes de

igualdade:

2
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V{e)=Minimizar{f(x) :g(x)=g,x€E,}, (3.50)

onde o minimo ¢ aleancado localmente préximo a x". Temos que V(0) = f(x') e
YV(0)=-A . O minimo da fungéo Lagrangiana aumentada, associada a (3.50), no

passo k pode ser expresso em termos da fungdo primal como segue:

Mxin La(x, A) = Min {f(x)+ (A5 g(X)+%C\g(x)l2} =
=Min{f(x)+(A)'e +%clsl2 sg(x)=e}=

=Min{V(8)+(?\.k)‘s+%ctal2}, (3.51)

onde a minimizagio com respeito a £ ¢ local em e=0. Tal minimiza¢do pode ser

vista na Figura 3.8. O minimo ¢ determinado no ponto e(\,c), para o qual o

gradiente de

V(a)+(kk)'8+%ct8|2, (3.52)

¢ nulo. isto é:

V{V(s)+%c‘slz}m(m)= L (3.53)

2]
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O ponto de minimo (A, ¢) ¢ obtido como na Figura 3.8.

1
V(e)+-£c\s]2

inelinaciio - A '

inclinagiio - A R
Y@ =1(x)
Y(e)

Min La(x,A)
¥

S(i,c)

FIGURA 3.8 - Processo de minimizagiio da fungio
Lagrangiana aumentada

Temos, também:
Min La(x, 2) = V(e(h,¢)) + Me(h,c) + %c]s(l,c)lz, (3.54)
ou

Min La(x, 1) - M6(3,¢) = V(&(h,0)) %c]a(l,c)lz. (3.55)
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X . \ !
Entio, o hiperplano tangente & curva V(g) + 5315|2= em sg(h,c), o qual tem
inclinagio — X, intercepta o eixo vertical no valor Min La(x, A" ), como se observa na
X

Figura 3.8. Podemos ver que, para ¢ suficientemente grande, V(&) + Net+ %cls{z ¢

convexo ha vizinhanga de &=0. Além disso, o valor Min La(x,A\*) é préximo de
X

V() = f(x"), para valores de A proximos a 2’ e valores suficientemente grandes de

C.

Na Figura 3.9, encontramos a atualizagdo do multiplicador A*. Se x
minimiza La(x,A"), entdo, = g(x*) ¢ ponto de minimo de V(e) + Ake+ %c[er.

Logo
V{V(s)+—;—c“lel2}s=q SR, (3.56)

TV(eF)=—(AF +c¥e*) =~ (A +ckg(x"). (3.57)
Portanto, o préximo multiplicador A é:
A = 9k pcke(x¥) = - VV(eY), (3.58)

como se vé na Figura 3.9. A figura mostra que, s€ 2¥ & suficientemente proximo de
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M elou X ¢ suficientemente grande, o proximo multiplicador A! estard mais

proximo de A que A,

inclinagdo - A%

inclinagiio -A "
inclinagio - A ¥

Vi) =1(x)

inclinagio -4 * | V(e)

|
t
]
|
4
3
g

inclinagdio - A ¥1= V(")

FIGURA 3.9 — Atualizaciio dos multiplicadores de Lagrange

Uma visdo geométrica da atualizagfio do fator de penalidade ¢ fornecida na
Figura 3.10. Para ¢ > 0 ¢ A’ fixo, temos que encontrar o minimo de
fx)+ g(x)+cg2(x) sobre By, 0 que corresponde a encontrar o menor valor de a, para

o qual a curva ft+ Ne +cg? = a mantém contato com V(). O vértice dessa pardbola

»

-é_—z-l—. Quando g= 0, temos f = a sobre a parabola. Além disso, quando a = V), o
c

qual é o valor objetivo 6timo primal, a pardbola passa pelo ponto (0,V(0)) e a

o
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inclinagdo da reta tangente & parabola € — A’ (ver Figura 3.10).

fc—"V(E)

Solugfio ftima £+ A g+ gt
do problema

FIGURA 3.10 — Atualizacfio dos fatores de penalidade

3.5.3 Dificuldades computacionais

Uma das vantagens do método dos multiplicadores, em relagdo ao método das
penalidades, é a ndo-necessidade de o pardmetro de penalidade tender ao infinito
para garantir a convergéncia. Podendo gerenciar o crescimento do fator de
penalidade, o método “alivia” o problema de mal condicionamento, porém ndo
consegue evita-lo totalmente. Uma dificuldade do método & a escolha inicial de

fatores e pardmetros de penalidade e dos multiplicadores.

3.6 O método de Newton-Lagrangiano

Dado um problema de otimizagfo restrita, o método de Newton para
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resolugio de sistemas de equagdes pode ser aplicado para se analisar as condig¢Oes

necessarias de primeira ordem da fungdo Lagrangiana.
Seja o seguinte problema:

Minimizar {(x)

sujeito a: g(x)=0,i=1, .., m (3.59)

Associada ao problema (3.59), temos a fungdo Lagrangiana

L(x,0) = f(x) + 3 A (), (3.60)
i=t
onde A; é o muitiplicador de Lagrange associado & restric@io gi(x).

O processo congiste em determinar valores, para x e A, que satisfagam as
condigdes necessarias de otimalidade sobre a fungéo Lagrangiana (3.60). Assim:

&

%
(3.61)

oL _

=0.
oA

O Método de Newton resolve (3.61) de forma direta. Utilizando Taylor de
primeira ordem em torno de x* e 2%, em (3.61), as expressdes encontradas nesta sio

linearizadas da seguinte forma:
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V L(x*,05)+ V2, Lx* M) Ax* + VL LS, M) AN =0

(3.62)
V,L(x*, )+ V2 L(x¥ M) ax* +VE Lx*, A AN =0,
ou,
v, L(x*, A5+ V2 Lk, M)A +V g(x*) AN = 0
(3.63)
g(x¥) +V, g(x")axk =0,
Onde ng(xk)l =(ngl(x)$“'bvxgm(x))'
O novo ponto ¢ obtido por:
k4l Lk k
XM =X +AX (3.64)

A=k AN

onde Ax e AX sdo denominados vetores de diregdes de busca.

O sistema (3.63) pode ser representado na forma matricial:

VZ k,lk v kat VxL(Xk,lk)
[ L0V, g(x) ] (m:] . 665
V,8(x") 0 & g(x*)

ou, de forma simplificada:
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, v.L
(H J ] (i;j =_ . (3.66)

onde a matriz dos coeficientes do sistema ¢ denominada matriz Lagrangiana e
encontra-se dividida em quatro submatrizes: a matriz Hessiana H, a matriz Jacobiana

J=V2 ¢ sua transposta, ¢ uma matriz nula.

O minimo da fungfio serd atingido quando os novos valores de x e A

satisfizerem as condi¢des de KKT para o problema original.

3.6.1 Algoritmo

Passo inicial
Dado o problema (3.59), construa (3.60);
Faga k= 0.
Escolha um ponto inicial x" ¢ E,e A" um vetor multiplicador de

Lagrange associado as restrigdes de igualdade,

Passo iterativo

Se x¥ ¢ A¥ satisfazem as condigdes de KKT, PARE. Caso contrario,

resolva o sistema (3.65) ¢ atualize as varidveis usando (3.64) e repita o

passo iterativo,
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3.6.2 Dificuldades computacionais

O método de Newton exige que o ponto inicial esteja na vizinhanga de x e

A', o que, muitas vezes, pode inviabilizar o método, pois niio existe garantia de

convergéncia.

No préximo capitulo apresentaremos o método da fungdo Lagrangiana

aumentada-barreira logaritmica.

E



CAPITULO 4

METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA
AUMENTADA-BARREIRA LOGARITMICA

Neste capitulo propomos uma nova abordagem do método da fungdo
Lagrangiana aumentada. Nessa abordagem, as restri¢des canalizadas sdo tratadas por
uma fungiio barreira, as restrigdes de igualdade, pelo método de Newton, € as
desigualdades, pela fungio Lagrangiana aumentada, tendo como objetivo ©

aproveitamento das melhores caracteristicas de cada método.

4.1 Apresentagfio do problema
Considere o problema de programagao nio-linear

Minimizar {(x)

sujeitoa:  gi(x)=0, i=1,..,m, 4.1)
hyx) €0, j=1, .,
X< x £ ™
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onde X=(xi, ... ;%) R% (x™M) = (x{", e XTIy @ R (xR Y = (x 1, LoXMyeR e

m<n,

Vérios métodos podem ser utilizados na resolugio do problema (4.1). Entre
eles, citamos os métodos de Newton, da Lagrangiana aumentada e de barreira. Eles
apresentam algumas particularidades em sua aplicagio. O método de Newton
apresenta um excelente desempenho para problemas somente com restricdes de
igualdade. Contudo, para restri¢des de desigualdade, exige-se que se conhega ©
conjunto ativo na solugdio, o que pode dificultar o processo de convergéncia. O
método da Lagrangiana aumentada apresenta melhor comportamento que © meétodo
das penalidades; determina a solugfio de problemas, nos quais o método das
penalidades nfio obtém sucesso; € ameniza o problema de mal condicionamento.
Finalmente, no método de barreira, gerenciar o fator de barreira e seu pardmetro,
garantindo a convergéncia do método, ¢ uma tarefa dificil, porém sua aplicagfio em

problemas com restri¢des canalizadas € muito vantajosa.

Com o objetivo de aproveitar as methores caracteristicas dos métodos citados
anteriormente, propomos uma nova abordagem do método da fungdio Lagrangiana
aumentada para resolver o problema (4.1). Essa abordagem sera denominada método
da fungéio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica. O método proposto trata as
restri¢des canalizadas pelo método de barreira logaritmica, as quais sfo incorporadas
a fungfo objetivo, resultando em um novo problema, que ¢ associado a fungéo
Lagrangiana aumentada — estudada em COSTA (1990). As condigdes necessérias de

primeira ordem séo aplicadas, resultando num sistema ndo-linear, que € resolvido

il
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pelo Método de Newton. A solugdo pelo método de Newton fornece os fatores de
correcdio para atualizarmos as varidveis duais — os multiplicadores de Lagrange
associados as ignaldades — e as varidveis primais — o vetor X ¢ as variaveis de folga.
Os multiplicadores de Lagrange associados as desigualdades sdo determinados
utilizando-se a regra de atualizagéio da fungiio Lagrangiana aumentada, vista em
HESTENES (1969), ¢ os fatores de penalidades e barreira sdo atualizados por um

pardmetro preestabelecido.

Nas préximas se¢des, definiremos a nova abordagem do método da fungdo

Lagrangiana aumentada e seu algoritmo.

4.2 Funciio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica

Apresentamos, nesta se¢do, a funglo Lagrangiana aumentada-barreira
logaritmica, baseada nos conceitos dos métodos de barreira e da fungdo Lagrangiana

aumentada vistos no capitulo 3.

Dado o problema (4.1), podemos reescrevé-lo da seguinte maneira:

Minimizar f{x)

sujeitoa:  gi(x)=0,i=1,..,m,
hx)+z=0,]=1,..,r1
X+su= x"%

X —si =x™" (4.2)
z;z0,j=1,..,r
suz 0

T siz 0

Y



CAPITULO 4 ~ METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA AUMENTADA-BARREIRA LOGARITMICA 101

onde (su)'=(su , ... ,su, ), comsu, 20, ¢ (si)‘=(sil , e sSi ), comsiy, 20, k=1, ..,n.

As varidveis 7, j=1,..r, bem como as componentes do vetor su sfo variaveis de

folga, e as componentes do vetor si séo varidveis de excesso. Denominamos su € si

de vetores auxiliares.
O problema (4.2) pode ser transformado no seguinte problema equivalente:

Minimizar f(x)~ E‘)(‘E‘,lnsuk + ‘n[,lnsik)
k=1 k=t

sujeitoa: gi(x)=0,i=1,..,m,

B +7=0,j= 1,0, 4.3)
X +su=x""
x—si = x™

z;20,j=1,..,r

onde & é o fator de barreira.

Adicionamos & fungfio objetivo a condigdo de ndo-negatividade das
componentes dos vetores auxiliares si e su, através da fungdo barreira logaritmica

definida em (3.24). O problema modificado (4.3) tem a mesma solugdo que o

problema original (4.1).

Associamos ao problema (4.3) a seguinte fungfio Lagrangiana aumentada:

La(x,s, A, 7,1t ,2} = f(x) - S(ET,insuk + ilnsik) + %(:Z(lij(x)i-zj)2 + %kigi(xﬁ
k=l k=1 3= {=1

b=

k=I

11

nu (X +su, —xﬂ“")+k§tnik(xk - si,, —xﬂ’i")+}r:|pj(hj(x)+zj), (4.4)
- o
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onde A, 7u,7ie p sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange, ¢ > 0 é o fator de

penalidade, e 8, o fator de barreira.

Minimizamos (4.4) com relaciio a z, j = 1, ..., n, e aplicamos as condicdes
] EERA P

necessarias de otimalidade:

sz La(x,s,A, w0, 2)=0, j=1,..,1, (4.5)

ou,

ij_'“__hj(x):j= s s I (4'6)

Como z; > 0, temos:

Ly By
———c—-hj(x), se —?’—hj(x)zo

o)
I

N SETRRYCE)
0, se —w’-—hj(x) <0
c

Substituimos (4.7) em (4.4), obtendo a fungio Lagrangiana aumentada-

barreira logaritmica:

La(x,s, A, 7, )t ) = f(x) — S(ilnsuk + ilnsik) +§:ligi(x)+ inuk(xk +suy ~Xg o)+
k=l k=1 i=l k=1

n sty R+ Lon? *(x), seh; (x)>—-—
Z i ( _min +Z (4 8)
=i A p “I , se h;(x) <MW

C
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Definimos, desse modo, a funcéio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica

associada ao probiema (4.1).

4.3 Método da funciio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica

Apresentamos, nesta se¢dio, o método da fungdo Lagrangiana aumentada-
barreira logaritmica, para a resolugfo do problema (4.1), utilizando a fungéio (4.8). A
solugiio do problema (4.1) é encontrada por meio da resolugéo de uma seqiiéncia de
problemas irrestritos. Aplicando as condigdes de otimalidade sobre a fungfo
Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica (4.8), obtemos um sistema ndo-linear,

cuja solugfio sfo as diregdes de busca, Ax, Asu, Asi, AA, Amu e Ari, como segue:

(v, La(x,s,A,m,p)=0
vV, La(x,s,A,m,pn)=0
V., La(x,s, A,mp)y=0

1 (4.9
v, La(x,s,A,m,p)=0

V., La(x,s,A,m,1)=0

Vi La(x,s,A,m,n)=0

ou, equivalentemente,
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Gy eh () Vb (0", seh (x)2 -1
V E) AT+ (mu) T+ (i) T+ ) e o

o )
! 0, se hj(x)s—b-
c

8

-t ‘mlk =0,k=1,...’n
Suk
1 _ 8% i, =0,k=l,.,n (4.10)
Slk

g;(x)=0,i=1,.,m

x+su—-x" =0

| X —si—x"" =0

onde J(x)'= (V,g,(X), ...,V £ (X)) & denominada matriz Jacobiana.

Obtemos a solugio do sistema nio-linear (4.10) utilizando o método de

Newton, o qual foi apresentado na segiio 3.2. A aplicagéo do método de Newton

resulta no sistema matricial, que, em sua forma simplificada, ¢ representado por:

W Ad =— VlLa, @.11)

onde,

vZla 0 0 Jw' I I)

0 8Sw © 0 1 0

wel O 0 &Sy 0 0 -I
Jx) 0 0 0 0 0

I I 0 0 0 0

LI 0 -I 0 0 0

u
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¢ a matriz Lagrangiana,

com
1 1
2 roN2 0
(su;) (siy)
Su= , Si= ,©
1 1
0 2 oy 2
(su,) (sip)
"
4 e (0 P2 h(x) +e(Vihi (X)) V Bi(0Y sehi(x)z~—+
V2 La= 2,600+ A Vhgi(0+ 3, O e s

= = 0,sehj(x)<—
<

Ad* =(Ax, Asu,dsi, Ak, Amu, Ani)

é o vetor das dire¢des de busca,

(1 +chj(x))Vxhj(x)', sehj(x)z-gi
V() + A0+ () T+ () T+ Y ¢
= 0, se hj(x)S—E-J—

¢
'--é—+ﬂ.'l1k, kzl,.--,n

suy

VLa= —i—-nik, k =1l,...,0
siy,

gi(x), i=L.,m

X+ su—x""

\ x—si— x™"
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¢ denominado vetor gradiente.

Atualizamos o vetor das varidveis x, su e si, e 0s vetores multiplicadores de

Lagrange, A, #u ¢ mi, da seguinte forma:

K =x¥ o ax

su¥H =gy* +0pA su®

sik*! =si® +0.,A si¥ (4.12)

AALISY LTI

=k +ogane®

ik = i® + oy Ani*

onde o, e Oy sfo os passos utilizados na atualizagio das varidveis primais e duais,

respectivamente.

Esses passos sdo calculados de forma que cada componente dos vetores das
varidveis auxiliares su e si permanega estritamente positiva e os elementos dos
vetores duais A, 7u ¢ T permanegam com seus respectivos sinais. Uma sugestéo

para o calculo do passo méximo € a estratégia utilizada por GRANVILLE (1994) ¢

QUINTANA (1995), dada por:

su si
o =min { ¢ ( min ——, min —), 1 }} 4.13
e { (Asud}\Asu] Asi<0‘ASi|) ’ (413)

s
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0.4 =min { ¢ { min ~™ i —i)
d anu>0 |Amu) " axi<0 [Ami]”

1}, (4.14)

onde 6=0,9995 ¢ um valor determinado empiricamente e que, segundo WRIGHT

(1995), é derivado da foérmula 1-

onde m ¢ o numero de restri¢gdes do

1
9Jm

problema.

Os multiplicadores de Lagrange pj, j = 1, ..., r, s#o atualizados utilizando-se a

regra de HESTENES (1969):

k

WS e (x5, se b (et 2=
pit = K ¢ Lj=1,..,5,4.15)
0, se h;(x**")<-—-

v

e os fatores de penalidade ¢ e de barreira 3, respectivamente, da seguinte forma:

&= pet, pol,
(4.16)

onde B e p sdo denominados pardmetros de corregdo.

M
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4.4 Algoritmo

A nova abordagem do método da fungéio Lagrangiana aumentada pode ser

apresentada pelo seguinte algoritmo:

Passo inicial
Dado o problema (4.1), construa a fungdo Lagrangiana aumentada-barreira
logaritmica (4.8);
Facak=0;

Escolha uma solug#o inicial para as variaveis do problema: X%, A2, (nu)o,

(7i)°, (sw)°, (si)°, n®, ", 8°.

Passo iterativo
PI1) Determine o sistema (4.11) e resolva-o,
PI2) Atualize as varidveis x, 2, su, si, mu ¢ i utilizando (4.12);
PI3) Se o critério de parada escolhido para o método de Newton ¢ satisfeito,
v4 a0 passo PI4); caso contrario, volte ao passo PI1);
PI4) Se as varidveis do problema satisfazem KXT, PARE; caso contrario,
vé ao passo PI5),
PI5) Atualize os multiplicadores de Lagrange ¢ 0s fatores de penalidade €

barreira usando (4.15) e (4.16) ; faga k=k+1l e volte a PI1).

Observamos que o algoritmo apresentado ¢ de facil implementagdo numérica

¢ apresenta melhor desempenho quanto ao nimero de iteragdes, quando comparado,



CAPITULO 4 - METODO DA FUNCAO LAGRANGIANA AUMENTADA-BARREIRA LOGARITMICA 109

separadamente, aos métodos de barreira ¢ da fungfio Lagrangiana aumentada. Ele
preserva caracteristicas do método da fungéo Lagrangiana aumentada, pois caminha
pelo exterior da regido factivel, porém, obedece as restrigBes de canalizagdo. Em
razio da estrutura da matriz do método de Newton, podemos utilizar técnicas
eficientes de esparsidade, A convergéncia do algoritmo estd diretamente ligada &
escolha dos fatores iniciais de penalidade e barreira e de seus pardmetros de
correglio. Analogamente aos métodos de penalidade e barreira, tal escolha pode ser

dificil e faz-se necessério o uso de regras especiais para a corregdo dos fatores ¢

pardmetros.

No préximo capitulo, apresentaremos a aplicagdo do método da fungio
Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica ao problema de fluxo de poténcia

otimo.

Y



CAPITULO 5

o PROBLEMA DE FLUXO DE POTENCIA
OTIMO

Neste capitulo apresentamos a formulagfio dos problemas de fluxo de
poténcia (FP) e de fluxo de poténcia 6timo (FPO). Aplicamos o método da fungdo
Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica ao problema de FPO e discutimos a sua

implementagio computacional.

5.1 Formulacdo basica do fluxo de poténcia

O caleulo do fluxo de poténcia padrio (FP) consiste em determinar as
grandezas que representam o comportamento da rede em regime permanente. Um
sistema de equagdes ndo-lineares é obtido impondo-se o principio da conservagio de
poténcia ativa e reativa em cada barra da rede. A resolucdio deste sistema de equagGes
fornece o estado da rede, isto &, a tensdio fasorial de cada barra € os faps dos

transformadores. Com o estado da rede conhecido, calcula-se as outras grandezas de

!
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interesse, como: os fluxos ativos e reativos nas linhas de transmissio e nos
transformadores; as geragdes de poténcias reativas nas barras de controle de reativos;

a geragiio da poténcia ativa da barra de referéncia (slack); perdas de poténcia ativa no

sistema, entre outras

Como o apresentado por MONTICELLI (1983), o FP pode ser formulado por
equagdes ndo-lineares e inequagdes que representam as restricdes de operagdo do
sistema elétrico de poténcia. Para a formulagiio do problema, quatro grandezas fisicas

estiio associadas a cada barra do sistema. S#o elas:

Py - poténcia ativa liquida injetada na barra k;
Qx - poténcia reativa liquida injetada na barra k;
Vy - magnitude da tensdo na barra k;

0, - dngulo de fase da tensdo da barra k.

Somente duas grandezas fisicas em cada barra sdo conhecidas a priori, sendo
que através da solugiio do FP obtem-se as duas restantes. Assim, podemos classificar

as barras do sistema, basicamente, em trés tipos:

a) Barra de referéncia OV :
o sdo dados Vie 8, (9, ¢ considerado como referéncia angular para a rede

elétrica; geralmente é fixado em 0°);

o sio calculados Py e Q
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b) Barra de tensdo controlada ou barra PV
e sdo dados P e Vi;

e sio calculados Qxe 6, ;

¢) Barra de carga ou barra PQ:
e sdo dados Px e Qy;

e sdo calculados Vi e 0, .

,; No equacionamento do problema de FP, a cada barra do sistema associamos
equagdes que sdo obtidas impondo-se a primeira lei de Kirchhoff, segundo a qual as
injecdes de poténcias ativas e reativas em uma barra sdo iguais a soma dos fluxos que
deixam a barra através das linhas de transmissdo e transformadores. Essas equagoes

do FP podem ser matematicamente expressas por:

AQ, =Q;” —Qu(V,0)=0, (5.2)

onde:

PSP =pJ - PC - poténcia ativa especificada na barra k;
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o =Qp ~QY - poténcia reativa especificada na barra k;

Pk(V,G)z Vk ZVm(ka Cosekm +Bkm Senekm) ,

mefly

Qk(V,9)= Vk va(ka Seﬂekm —Bkm Cosekm) )

mefd
P{ - poténcia ativa gerada na barra k;
PS - poténcia ativa consumida na barra k;
QY - poténcia reativa gerada na barra k;

P - poténcia reativa consumida na barra k;
V. - tensdo na barra k;

Vo - tensfio na barra m;
B, =0y — O, - dngulo da tenso nas barras k e m, respectivamente;
Yy =G + By - admitancia da linha entre as barras kem;

Q, - conjunto de todas as barras vizinhas A barra k, mais a propria barra K.

As restricdes de operagiio do problema de fluxo de poténcia séo dadas por:

o limites das tensdes nas barras de carga:

VI <V, SV (5:3)

H

» limites de injegdes de reativos nas barras PV:

QP =Qi <QF™ (5:4)
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Para a solugio das equagdes (5.1) e (5.2) & necesséria a utilizagdo de métodos
iterativos dentre os quais destacam-se os métodos de Gauss-Seidel; e o de Newton-
Raphson e suas variag3es tais como: desacoplado (STTOT & ALSAC (1972)) ¢

desacoplado rapido (STTOT & ALSAC (1974)).

A solugio do problema de FP ¢ alcangada quando APy ¢ AQ, possuem um

erro menor que uma tolerfincia previamente determinada, e todas as restrigdes de

operago s#o satisfeitas.

Quando esta solugio ndo produz resultados aceitdvels, um ajuste nos
equipamentos, isto ¢, nas variaveis de controle, ¢ realizado e o sistema de equagdes
(5.1) e (5.2) , é novamente resolvido. Por exemplo, se a solugdo mostrar uma tenséo
inaceitavel em um barramento, uma compensagio shunt ou um fap pode ser ajustado
para resolver o problema. Através de operadores experientes, o fluxo de poténcia
torna-se um efetivo instrumento de ajuste das varidveis de controle para situagdes
localizadas. Quando um grande némero de varidveis de controle precisa ser ajustado,
por exemplo, em um sistema real, para satisfazer uma condicfio do problema, 0 uso
do FP torna-se um exaustivo processo de tentativas e erros, trazendo unicamente acs

operadores a responsabilidade dos ajustes.

Neste caso o FPO é o instrumento ideal para resolver as equagdes do FP,
ajustando simultaneamente, de maneira Stima, todas as varidveis de controle do

sistema para satisfazer algum critério preestabelecido do problema.

<
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5.2 O problema de fluxo de poténcia 6timo

O FPO é um problema de otimizag#o restrita, nio-linear, ndo convexo e de
grande porte; determina o melhor ponto de operagio do sistema através da
otimizagfio de uma fungo objetivo que representa um dado desempenho do sistema,

satisfazendo as restri¢Ses de operagdo.

Sua formulagio pode ser apresentada da seguinte maneira:

Minimizar f(x)
Sujeito a: g(x}=0 (5.5)
h™in < h(x) < k™

xmm S X S xmax

onde:

f(x) - fungdo escalar que representa o desempenho do sistema,

g(x) - conjunto das restrigbes de igualdade formado pelas equagdes de fluxo de
poténcia;

h(x) - restrigdes funcionais de desigualdade;

x - varidveis de estado do sistema;

XM [T g xMAX pMEX _ [imites inferiores € superiores, de x e h(x), respectivamente,

Ao reescrever (5.5) utilizando as equagdes do FP temos o seguinte problema
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de FPO:

Minimizar f{t,V,0)
Sujeito a: AP, (t,V,8)=0

AQ;(t,V,8)=0

Q" <Qu (1, V,6)<Q™

(" <ty S

ViR <y, SV

onde:

NB - numero de barras da rede elétrica,
NBC - nimero de barras de carga;
NBCR - ntimero de barras de controie reativo;

NT - nimero de transformadores.

i=1,..., NBC UNBCR

j=1, .. ,NBC

m=1,..,, NBCR (5.6)

O problema de FPO apresentado é conhecido como FPO reativo, pois as

varidveis associadas com as poténcias ativas estdo todas fixas. Neste caso

(NBCUNBCR)=NB-1.

Como podemos observar em (5.6), o FPO resolve o problema de FP, uma vez

que as restrigdes de igualdades sdio as equagdes do fluxo de poténcia, e ainda otimiza

uma fungiio objetivo, a qual representa alguma caracteristica do desempenho elétrico

Pl
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do sistema, satisfazendo as restri¢des de operagéo.

53 A fun¢io Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica
associada ao problema de fluxo de poténcia 6timo

Apresentamos, nesta se¢do, a fungfio Lagrangiana aumentada-barreira

logaritmica, aplicada ao problema de FPO (5.6).

Dado o problema (5.6), transformamos todas as desigualdades em igualdade
utilizando varidveis auxiliares. Adicionamos & fungfio objetivo: a condi¢do de ndo-
negatividade das varidveis auxiliares, referentes as varidveis de estado, através da
funclio barreira logaritmica. Obtemos, assim, um problema equivalente a (5.6) ¢,
seguindo o desenvolvimento matematico apresentado no capitulo 4, temos a seguinte

fungfio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica associada:

NB NB NT NT
La(t,V,0,A,s,mpu ) = f(t,V,0) - 8 ( LinsiV, + YlnsuV, + Y Insit, + Ylnsut, ) +
k=l k=1 1=l 1=1
NB-1 NBC NB )
Z KP‘ APi(t,V,8)+ Z A'Qj AQJ(t,V,B)-i- ZTCU vi (V,\ +squ b V;;“a}‘) +
i=l J=1 k=1
(5.7

B L ONT NT .
i, (Vi -siVy — V)£ Emu (8 +suty )+ Y, (4 ity —tMn) 4
k=1 l=‘ |=l

1 ) Hm
NBCR p.m(AQm{t,V,B))i—ac(AQm(t,V,e)) ,se (AQm(t,V,B))Z—”T

k]
m=1

2
_Em o (AQ, (L, V,8) < -t
2c c
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onde:

& - fator de barreira;

siVy - variavel auxiliar inferior associada a V;
suVy - variavel auxiliar superior associada a Vy;
sity - variavel auxiliar inferior associada a t;;

sut; - varidvel auxiliar superior associada a t;

AP, - multiplicador de Lagrange associado 4 equagiio AP;;

AQ; - multiplicador de Lagrange associado a equagio AQj;

™, - multiplicador de Lagrange associado a equago superior de Vy;
m, - multiplicador de Lagrange associado & equagiio inferior de Vy;
™, - multiplicador de Lagrange associado a equagio superior de t;
- multiplicador de Lagrange associado & equagio inferior de ty;

W, - multiplicador de Lagrange associado & equagdo da varidvel Qum;

¢ - fator de penalidade.

54 O métode da funciio Lagrangiana aumentada-barreira
logaritmica aplicado ao problema de FPO

Apresentamos, nesta segiio, o método da fungdo Lagrangiana aumentada-

barreira logaritmica, para resolugio do problema de FPO, utitizando a fungo (5.7).
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Aplicamos as condigdes de otimalidade & fungo Lagrangiana aumentada-

barreira  logaritmica  (5.7), em  relagdo 4s  varidveis t, YV,

9, AP, AQ, siV, sit, suV, sut, mi,, m;, W, € T, obtemos o seguinte sisterna

n#o-linear;

o | (i +6AQu) VxAQly, 56AQp 2= E2-
Vo f' +2 T+ () Bl +(ni)! BI+ 3 ¢
mel 0, se AQmS—-&“—

c

=0

AP, =0, i =1,..,NB~1

AQ;=0, j=1..,NBC

= i,
sity (5.8)

V, +5uVy — Vi =0, k =1,..,NB

ty + suty "t{nax =0, 1= 1,...,NT

onde:
A =(APiAQ;),i=1,.,NB-lej=1,..NBC A e RNBHNBCH,

J=|eveeere ,i=1,.,NB-1,j=1,.,NBC; J M(NmNBc-L)x(NTHNB.l)( R);

@
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m'=(m, im0, 1=1, ., NTek=1,.., NB; m'eRN*;
ni' =(ni, ini, ), 1=1,.,NTek=1,.,NB; ' eRNTHNE,
I, 0 0

BI=] eerevernrenes s Bl & Moramporeane-n (R);
0 1, 0

¥
I, : matriz identidade; I, € Mis(R) 3

I,.: matriz identidade; I, € Mys(R).

A aplicagio do método de Newton ao sistema (5.8) resulta no sistema

matricial, que, em sua forma simplificada, ¢ representado por:

W Ad = -VLa, (5.9)

onde:

(v2,ola I 0 0 BI' BI')

BI

BI
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com;
W & Manromnanac2(R);

V?(,v,e) La € Myreann(R);

I, 0
Di= y Dle MN’B-}NT(R);
0 I,

I

e Sit=

e Sut=

. 2 0
Siv. 0 SO
Si= _{,com SiV=
[ 0 SltJ i
0 -
(siVyp)®
i : 0
Suv 0 (suVy)”
Su= , com SuVs=
0 Sut 1
(suVNB)2

(sit))?

(sut,)2 .

121

Ad={ At, AV, AB, AAP, ALQ, AsiV,Asit, AsuV, Asut,Arni,, Awiy, Anug,Anu ),

com.

NT+INB+NBC-
Ad e RNTFINBNECS,

y
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NBCR (l-lm'*'CAQm)VxAth SEAQm 2"'”_:—

Vel +A T+ (mu) BL+ () Bl+ X .
m=l 0, se AQ,, <-—

C
AP{) i=l,...,NB"'l

VLia= ﬁ Sltl H

Vy —siVy - Vi ,k=1,..,NB
ty ~sity —t" 1=1,.,NT

Vi +su\"k —'Vinax k=1..,NB

| t; +suty —tP™,1=1,.,NT

comt;

Vlia I & R5NT+7NB*NBC-2 )

Definidos o vetor gradiente VLae a matriz Lagrangiana W, o sistema (5.9) ¢
resolvido, ¢ determina-se o vetor de diregGes de busca Ad. As variaveis s@o
atualizadas por meio do uso do vetor de diregdes de busca juntamente com 08 passos
primais ¢ duais; os multiplicadores de Lagrange sdo atualizados pela regra de
HESTENES (1969), e os fatores de penalidade e os barreira pelos parimetros de
corregdo. As formulas de atualizagio e o algoritmo do método sdo encontrados no

capitulo 4.
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5,5 Implementa¢io computacional de algoritmo

Nesta segdio apresentamos algumas consideragdes a respeito: da resolugio do
sistema ndo-linear (5.8); da estrutura da matriz Lagrangiana W; da resolugdo do

sistema matricial (5.9); da implementagio computacional; e dos mddulos do

programa,

Aplicamos o método de Newton modificado & resolugdo do sistema de
equagdes ndo-lineares (5.8), como visto em COSTA & LANGONA (1996). Nesse
método, as informagdes de primeira ordem sio mantidas intactas, ¢ as informagdes
de segunda ordem sdo aproximadas. Assim, a matriz Lagrangiana pode ser

simplificada: trabalhamos somente com a diagonal principal da submatriz Hessiana,
V%,,V.e, La, a qual ¢ atualizada a cada iteragdo. Aumentamos, deste modo, o nimero

de elementos nulos da matriz W. Com tal aproximagtio, o processo de otimizagdo

passa a realizar um maior nimero de iteragSes; porém, ganhamos em economia de

memoria e de nimero de operagdes realizadas.

Observamos, no sistema (5.9), que a matriz Lagrangiana W fem uma
estrutura esparsa. Verificamos que, em sistemas. elétricos reais, o “grau de
esparsidade”, dessa matriz, cresce conforme aumentam as dimensdes da rede eiétrica.
Em virtude da sua esparsidade, o armazenamento de W foi feito de forma compacta,
isto &, somente os elementos diferentes de zero foram armazenados; com 0 auxilio do
médulo Topologia da rede. Aplicamos a técnica de esparsidade fornecida pela rotina

MA28.f, desenvolvida pelo Grupo de Algoritmos Numéricos do Laboratdrio de
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Harwell, do United Kingdom Atomic Energy Authorify. Essa rotina determina a
solugiio de sistemas lineares esparsos, utilizando uma variante da eliminago de
Gauss para esses sistemas, conforme DUFF & REID (1979). Os pardmetros

utilizados na subrotina MA28 s#o:

n - ordem da matriz W,

nz - nimero de elementos diferentes de zero da matriz W;

a - vetor contendo os elementos diferentes de zero da matriz Lagrangiana;

irn - vetor contendo a posig#o da linha dos elementos diferentes de W,

lirn - tamanho do vetor irn, lin = nz;

icn - vetor contendo a posi¢io da coluna dos elementos diferentes de zero deW;

licn - tamanho de a e icn, lien 2 2nz;

x - vetor contendo os elementos do vetor gradiente; apds a solug#io do sistema linear
o vetor x retorna da rotina MA28.f com os elementos do vetor diregio de busca

Addo sistema;: WAd =-VLa.

A implementagio computacional foi realizada em linguagem FORTRAN; o
programa foi desenvolvido em um microcomputador Pentium III — 500 MHz, com
256 Mbytes de memédria RAM, do Laboratério de Otimizagio de Sistemas de
Energia Elétrica (LOSE), do Departamento de Engenharia Elétrica da Escola de

Engenharia de Sdo Carlos (EESC — USP). Na implementagio utilizamos a dupla

precisfio aritmética,
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O programa foi dividido nos seguintes modulos, mostrados na Figura 5.1:

Entrada

Topologia da
rede B

Matriz

Vetor Lagrangiana — MA28

gradiente

ndo satisfeito

Critériode [
parada interno |

!isfeilo

ndo satisfeito d satisfeito
Critério de

parada externo|:

Atualizagio Saida

1 Tteragfio externa Tteragéio interna

FIGURA 5.1 - Modulos do programa do método da funcio Lagrangiana
aumentada-barreira logaritmica aplicado ao problema de FPO,

Entrada - faz a declaragio das variaveis e constantes utilizadas no programa

(variaveis globais);

Dados - faz a leitura dos dados das barras ¢ linhas, isto €, da tenso, dos dngulos, dos

faps, dos limites de reativos, limites de /aps e limites de tensfo, utilizando o banco de

dados;
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Topoiogia da rede - armazena a topologia do sistema elétrico, isto ¢, as ligagOes
existentes entre as barras. E de fundamental importincia para a criagdo do vetor

gradiente e da matriz Lagrangiana.

Vetor gradiente - constréi o vetor gradiente associado a fungdo Lagrangiana

aumentada-barreira logaritmica;

Matriz Lagrangiana W - constréi a matriz Lagrangiana W associada a fungdo
Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica; a matriz serd utilizada na resolugdio do

sistema linear (5.9);

MA28 - resolve o sistema linear (5.9) utilizando a rotina MA28.f até a satisfago de

um critério de parada interno;

Critério de parada interno - verifica se as restricdes de igualdade foram satisfeitas

dentro de uma tolerancia predeterminada;

Critério de parada externo - verifica as condigdes de KKT foram satisfeitas dentro

de uma tolerincia predeterminada;

Atualizagio - atualiza os fatores de penalidade e barreira por um pardmetro

predeterminado;

Saida - gera o arquivo de saida que coniém os valores de tensdo, dngulos, faps €
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reativos.

O programa ¢ composto de iteragSes denominadas internas e externas. As
iteragdes internas correspondem & resolugdo sucessiva do sistema linear (5.9) com a
utilizacdo da rotina MA28.f até a satisfagio de um critério de parada interno; as
iteragdes externas correspondem & atualizag#io dos fatores de penalidade e barreira, €

multiplicadores da desigualdade, até a satisfagio de um critério de parada externo.

No préximo capitulo apresentaremos os resultados numéricos obtidos através
da aplicagfio do método da fungio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica ao

problema de FPO, discutindo o seu desempenho.



CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos 0s resultados numéricos obtidos através da
aplicagio do método da fungdo Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica ao
‘problema de fluxo de poténcia étimo, discutindo o seu desempenho. Analisamos um
exemplo numérico classico e os sistemas elétricos TESTE (3 barras), AEP 14, AEP
30, AEP 57 ¢ IEEE 118. A fungfio objetivo considerada nos cinco sistemas elétricos
foram as perdas de poténcia ativa na transmisséo. Essa fungdio objetivo é ndo-linear e

ndio convexa, o que torna o problema de FPO dificil de ser resolvido ( MONTICELLI

& L1U (1992)).

6.1 Exemplo 1
Seja o problema de otimizag#o:

Minimizar (xq — 2)* + (x1 — 2x2)’

sujeitoa: X3 tx2—-3=0
xi-x% <0 , (6.1)
15<x <2
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Associados ao problema (6.1) temos a fungdo Lagrangiana aumentada-

barreira logaritmica

La(x,s, A, T, 1) = (x=2)" + (x;-2%5) = 8 (In su+ Insi) + A (xy+xp-3) + 7 (xpbsu-2)+

B - xp)+mo(x? —xp)2 selxd —x)2 -

i (xo=si-1,5)+ 52 . . . (62
———, 8¢ —Xg) S~
” (xy —x2) -

c|+=

a matriz Lagrangiana

Vie, O 0o 0 10 0
l2
0 Vi, O 11
0 0—8;0010
su
W= , (63
0 0 03—00-1 (63)
51
| ! 0 0 00 0
0 1 1 o0 0O
0 i 0 -1 00 0

onde

24+ (6% — 2x,), se(xf -x,)2 B
V2, =12(x, -2 + 2% ‘,
0, se(xf —xz)s—E-

c

=

¢, se(x? —x,)=2——

<}
~
|

=4}

+
e}

X2 ;
0, se(x? —x,)s —&
c

o
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e o vetor gradiente

'3
. 2ux| +c(2x] —2x1x2),se(x12 —xz)z—c-p;
A(xy = 2F +2(%y —2%p)+ A+ 3
O,se(xf —xz)é-—p'
¢
~p—o(x} —x,)se(x} ~x,)z
—4(xy —2%,)+ A H T+ T+ _ ¢
0,se(x12—x2)s-—’f
C
Via= LI, (64)
su
——-_*—T[i
si
Xy + X4 -3

Xy +su-—2

k X2—'Si—l,5

As Tabelas 6.1 ¢ 6.2 aprcsentam o processo de convergéncia do exemplo 1,
que usa o método da fungdio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica para
diferentes fatores e pardmetros de penalidade e barreira, partindo do mesmo ponto
inicial. Na Tabela 6.1 observamos que o processo convergiu em 14 iteragdes,
utilizando como valores iniciais: o ponto x' = (1,1;1,9); os multiplicadores de
Lagrange associados as restrigGes de igualdade e desigualdade, A=0 ¢ p=mu =mi=0
respectivamente; o fator de penalidade associado & restriciio de desigualdade ¢ = 1,
sendo B = 1,01 scu parAmetro de corregio; o fator de barreira 8= 1, sendo P=2 seu

parimetro de corregdo; e as varidveis de folga su = si=0,1.

43
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TABELA 6.1: Método da funcio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica
aplicada ao exemplo 1,come=1e 8 =1

It. (x(yx2) F.Ob, A n wu i ¢ 3 su si

1| (1,425;1,574) | 3,077 | 4,204 | 0,458 | 2,349 | - 13,445 | 1,01 0,5 0,425 { 0,074
2 | (1,438;1,561) | 2932 | 1,274 | 0972} 1,139 8,174 {1,021 0,25 0,438 | 0,061
3 [(1,451;1,549) | 2,803 | -0,512 | ,539 | 0,554 -5,090 | 1,031 0,125 | 0,451 | 0,049
4 1(1,451;1,598) | 2,800 | -2,183 | 2,114 | 0,277 2,564 | 1,04 | 0,0625 | 0,451 | 0,048
5 | (1,433;1,566) | 2,993 | -3,389 12,621 | 0,144 0,936 | 1,051 0,0313 | 0,433 | 0,667
6 |(1,402;1,597)} 3,343 | -3,992 | 3,008 | 0,077 20,250 | 1,06 | 0,0156 | 0,402 | 0,097
7 1(1,371;1,629) | 3,717 | -4,207 | 3,274 | 0,04/ 0,108 | 1,07 [ 0,0078 | 0,371 j 0,129
8 1(1,349;1,650) | 3,989 | 4,322 | 3,457 | 0,022 .0,050 | 1,08 { 0,0039 | 0,349 | 0,150
9 |(1,334;1,665) | 4,181 | -4,3909 | 3,582 | 0,011 0,023 | 1,09 | 0,0020 { 0,334 | 0,165
10 | (1,324;1,675) | 4,314 | -4,432 | 3,668 | 0,006 0,011 | 1,10 | 0,0010 | 0,324 | 0,175
1t §(1,317;1,682) | 4,407 | 4,458 | 3,728 } 0,003 0,005 | 1,11 | 0,0005 | 0,317 | 0,182
12 1(1,312;1,687) | 4,472 | -4.475 | 3,768 | 0,001 0,002 | 1,12} 0,0002 | 0,312 | 0,187
13 | (1,309;1,690) | 4,516 | -4,486 | 3,796 | 0,0008 -0,001 | 1,131 0,0001 | 0,309 | 0,190
14 | (1,307;1,692) | 4,546 | -4,494 | 3,815 | 0,0003 -0,0006 | 1,14 [ 0,00006 | 0,307 | 0,192

Na Tabela 6.2 observamos que, para o mesmo problema, o processo

convergiu em 5 iteragdes, utilizando como valores iniciais: o ponto x'=(1,151,9); os

multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des de igualdade e desigualdade,

A=0 ¢ p=nu=xi =0 respectivamente; o fator de penalidade associado & restrigio

de desigualdade ¢ = 3, sendo B = 1,2 seu parémetro de corre¢do; o fator de barreira

§ =1,5, sendop = 10 seu pardmetro de corregdo; ¢ as variaveis de folga su=si=0,1.

Observamos que o valor da fungdo objetivo no ponto inicial, para as duas tabelas, ¢

7,9461.

TABELA 6.2: Método da fungiio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica

aplicada a0 exemplo I, come¢=3e 3=15

it. (X1+X12) F.Ob. A [ nu i ) & su si

1| (1,402;1,597) | 3,343 { 4,440 | 1,105 3,729 15,343 | 3,600 | 0,150 0,402 | 0,977e-i
2 1(1,414;1,585) | 3,203 | -3,036 | 2,599 0,361 1,752 | 4,320 10,150e-1] 0,414 1 0,855¢-1
3 1 (1,354;1,645) { 3,929 | -4,280 j 3,409 | 0,423e-1 -0,102 5,184 10,150e-2| 0,354 0,145
4 1(1,319:1,681) | 4,388 {-4.452 3,715 | 0,470e-2 -0,828¢-2 | 6,220 10,150e-3} 0,319 0,180
5 |(1,307:1,692) | 4,548 | -4,494 | 3,817 | 0,488e-3 -0,778e-3 | 7,465 | 0,150e-4{ 0,307 0,192
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Nas Figuras 6.1 e 6.2 mostramos uma comparagfio do processo de
convergéneia referente as Tabelas 6.1 e 6.2 respectivamente. Lembramos que
estamos partindo da mesma solugfio factivel. Como podemos verificar nas Figuras
6.1 e 6.2, dado o ponto inicial, o método proposto procura um ponto fora da regido
factivel e, através de pontos infactiveis, aproxima-se da solugio 6tima do problema,
mantendo satisfeitas a restrigio de igualdade e a restrigio canalizada da varidvel x;
durante todo o processo de otimizagdo. Veriﬁcamofs, também, que a escolha dos
fatores e dos pardmetros de penalidade e barreira interfere no mimero de iteragdes
para a convergéncia 6tima. Na Tabela 6.2 observamos que, para um bom ajuste nos

fatores e parametros de penalidade e barreira, podemos obter o mesmo resultado da

Tabela 6.1, em um niimero menor de iteragdes, utilizando uma preciséo de 10?2,

FIGURA 6.1: Convergéncia referente & Tabela 6.1
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FIGURA 6.2: Convergéncia referente a4 Tabela 6.2

Nas proximas segdes analisaremos o sistema TESTE, de 3 barras, proposto

por DOMMEL & TINNEY (1968);e os sistemas elétricos: AEP 14, AEP 30, AEP

57, encontrados em FRERIS (1968), ¢ IEEE 118.

6.2 Exemplo 2: TESTE

Este exemplo foi proposto por DOMMEL & TINNEY (1968) a fim de testar

a formulacgio do FPO.
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e i
-
N \ Y=4- j10p.uw Y=4— Sp.u. .7 @
N2 T T
=i [ =
PV 3 Slack
Pa={70MW

T

PO
Pa=-200MwW
Q3=-100Mvar

FIGURA 6.3 — Sistema TESTE

O sistema TESTE, da Figura 6.3, apresenta as seguintes caracteristicas:

e 1 barra de geragiio (slack - SL) - barra 1;
1 barra de controle reativo (CR) - barra 2;
o 1 barra de carga (CG) - barra 3;

¢ 2 linhas de transmiss#o.

O problema de FPO associado ao sistema da Figura 6.3 pode ser formulado

Como segue:

FAl



CAPITULO 6 - RESULTADOS NUMERICOS 135

Minimizar 4 (Vi +VZ -2V, V;c0863) + (V}+V] =2V, V;300805)]
Sujeitoa: P,-1,7=0

Py +2,0=0

Q,+1,0=0

0,1Q, 2,0 (6.5)

0.8<V, 1,2

0.85V, <12

0.99 <V, 51,01

9, =0

onde:

P, =4V} — 4V,V;cos0, + 10V, Vysen®yy;

Py=(4V{ — 4V,V, cosByy +10V;V; senby;) +(4V§ —4V,V) cos By +4 Va3V sen 04,);
Qy=(10VZ — 10V, V, cosB3; —4 V3V, senBy,) +(SVZ —5V3V) cos0y; 4 V3V sen8y,);
Q= v, (10V, —10V; cosBy; —4Vy sen 023 )

cos 0 =cos(6; -6;);

sen 6,1 =§cn (91 —91)

Apresentamos o processo de convergéncia destacando a matriz Lagrangiana
W, os fatores ¢ pardmetros de penalidade e barreira, os muitiplicadores de Lagrange
e os valores das poténcias ativas ¢ reativas nas barras. O estado inicial do sistema ¢
os limites utilizados para o nivel de tensdo e fonte de reativos sdo mostrados nas

Tabelas 6.3 e 6.4 respectivamente.

o
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TABELA 6.3 — Estado inicial do sistema TESTE

Barra k | Tipo | Vi (pu)| Angy, [P (MW)| Qg (Mvar)
1 SL 1 0 - -
2 CR 1 0 170,0 -200,0
3 CG 1 0 - -100,0

Fungdo Objetivo inicial = 0 MW

TABELA 6.4 — Limites para o nivel de tensdo

Barra k l:“i" Vll"ﬂax Eﬁn glax
1 0,8 1,2 -9999 9999
2 0,8 1,2 0,1 2
3 0,99 | 1,01 ] ]

136

Os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange associados as restrigdes

de igualdade e desigualdade sdio: AP,=0, AP;=0, AQ,=0, mu, =0, =u,, =0,

mu,, =0, ni, =0,m,, =0,ni, =0 ¢ 1uQ, =0, O fator de penalidade associado &

restrigio de desigualdade é ¢ = 1, sendo §§ = 1,2 seu parametro de corregdo. O fator

de barreira ¢ §=0,01, sendo p = 10 seu parfimetro de corregdo. Os limites da tensdo

na barra 3 foram escolhidos muito proximos, para que a tensfo final fosse

praticamente de 1,0 p.u. como o proposto por DOMMEL & TINNEY (1968).

Consegilentemente, os elementos da matriz correspondentes a essa barra tornaram-se

muito grandes.
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Iteraciio externa 1

1 0 Q

9,000 0 I 0 41263 -44879 0 0 0 6 6 0 L o oLlo0
D R0 D a 0 60233 -48822 -935882 0 0 a 0 0 6 01l 0O0LD
0 0 194006 D 0 -35041 6M210 139838 O O 0 6 0 0 00 LOO1
0 0 ¢ gs09 0 11,7284 10907t 55538 0 0 0 0 ¢ 0 0 00000
0 0 o (82949 117284 16,0003 -98534 0 0 ¢ 0 6 0 000000
0 60233 -3304L 1,184 111284 O 0 ¢ 0 0 0 ¢ ©0 9 00 0DO00O
_5126) —43822 61210 109071 160003 ¢ 0 0 o0 0 g o 0 000000
~48370 -9.5882 139538 53838 -93534 O 0 0 o 0 0 9 0 6 000000
0 0 0 0 0 0 0 o 03 O 0 0 0 0 -10¢ 0000
W=| ° 0 0 0 9 0 0 0 0 00378 O ¢ O o 0-10000 (6 6)
[ [ 0 [ 0 [ 0 0 [ ¢ Hw'hH o 0 0 0 0 -teoo|% "
? 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o 04005 0 0 6 0 010D
0 0 0 0 0 0 0 0 0o 9 o 0 256% 0 0 0 0010
° 0 Q 0 0 0 0 [ ¢ 0 [ 0 0 o’y o 0 000
1 0 0 0 0 0 0 6 -1 0 0 6 b 0 000900
0 i 0 0 9 o 0 0 0o - 0 0 0 06 060 000D
0 9 1 0 0 0 0 0 9 © -1 o0 © 0 00 poOQ
1 0 0 9 0 0 0 0 g 0 0 1 ¢ 0 00 0000
0 1 9 0 0 0 0 0 ¢ ¢ 0 0 i 0 000000
0 0 1 0 0 0 0 0 0 © 0 a 0 1 600000
TABELA 6.5 — Comportamento das varidveis do sistema TESTE
na iteraciio externa 1
Barrak | Tipo| Vi(pu) | Pu(MW) | AP, | Qu(Mvar) | AQ, | © B
i SL | 1,0661 -42,90 0,0000 24,70 0,0000 - 0,001
2 CR | 11266 { -i70,00 | -0,0319 -105,00 10,0000} 1,20 0,001
3 CG | 0,9990 199,90 0,0755 100,00 0,0547 - 0,001
Fungéo Objetivo: 12,9493 MW
Iteracilo externa 2
92000 0 0 0 0 o 41269 %M 0 ¢ 0 o 0 0 100100
0 BIME O 0 0 60IS2 -49559 -95503 o o0 & 0 0 0 01 cOlO
0 o 200 0 @ -33807 s%oIt ;s 0 o o6 o 0 0 00 00l
0 0 0 ass1 0  I1lGHE -107%4 ss3 9 0 0 0 0 0 00 000D
0 o 0 0 189930 -1.648 189701 -998x o ¢ 0 O o O 0 00000
0 60152 -13807 L6418 -1L6618 0 0 0 o ¢ © o 0 o 00O0O0O00
_ 41269 -49559 $99EL -107594 159701 0 0 o ¢ & © 6 9 06 000000
L4E874 -9.550) 139840 55833 -9 ¢ 9 0 o o 0 © 0 0 000000
) 0 0 0 0 0 0 o oot 0 9@ o 0 0 ~i0 0000
W=| © 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0 ¢ o0p9s 0 9 0 0 0 -L8O0O0O (6.7)
[] 0 0 [ 0 0 0 0 [ o yqoth o 9 0 0 0-1000
0 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 00558 0 0 O 0 0100
0 0 0 0 0 0 0 0 o o 0 0 o016 0 00 00LO
0 0 o 0 0 o 0 0 ¢ 0 0 0 0 WXI0 0000
1 0 0 0 0 0 0 ¢ -t o0 0 © 9 0 000000
0 1 0 0 a 0 o 0 ¢ -1 o o0 0 & 0900000
0 0 1 0 9 0 0 a @ ©o -1 0o G ¢ DO O00OD
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ¢ 0 000000
0 1 0 0 ¢ a 9 0 ¢ o6 0 0 1 0 00 0DO00
0 0 1 0 0 0 0 o ¢ o @ © 9 1 000000
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TABELA 6.6 — Comportamento das varidveis do sistema TESTE
na iteracfio externa 2

Barrak | Tipo | Vi(pu) | PuMW) | AP, | Qu(Mvar) AQ, c 3
i SL | 1,0674 | -42,90 10,0000 -25,80 0,0000 - 0,0001
2 CR | 1,1258| -170,00 - -103,90 | 0,0000 | 1,44 | 0,0001
3 CG |09990| 200,00 10,0741 106,00 0,0437 - 0,0001

Fungiio Objetivo: 12,9493 MW

Iteraciio externa 3

9,440t 0 0 [ 9 ] 41123 48913 O 1] 0 0 0 90 100100
0 9.2052 ¢ 0 0 60133 -49601 -95481 O 0 ¢ [] 9 ¢ 010010
0 0 193361 0 (] —33731 59902 139841 D 0 0 1] 1] 0 0 019001
o 1] 0 9,738l o 116350 10,7492 55841 O 9 ] 9 ] 0 00 0000
0 o 0 0 188200 11,6350 159701 99841 ¢ o ] 0 Q 9 090 0000
0 50133 33731 116330 -11.6350 0 1] 0 0 [} ] ] L] ¢ 00 QOO0
— 41223 - 49601 55302 -10,7492 159701 0 0 o 0 a 0 o 0 o ¢ 0 0000
- 48913 -9.5481 139841 53841 -9.9341 b Q 0 3 0 Q 0 ] 0 00 0000
0 ] 0 L] 0 Q 0 ¢ 0004 O 0 0 0 0 ~190 9000
W=| © 0 0 0 0 0 0 0 b 0009 ¢ 0 @ 0 ¢-lp00C (6.8)
0 0 0 2 0 0 0 0 o o 0% o o 0 8 0-1000
0 '] ] 0 0 1] a 0 1] 0 o 00087 ¢ 0 000100
0 L] 0 ] 9 0 0 ] Q ] 0 ¢ opis2 0 0 0 0019
& o 9 0 o 0 0 o o o 0 0 0 1000200000l
1 9 0 0 0 1] [ 0 -1 ] 0 g 0 6 000000
O B ¢ 0 8 0 8 o -1 0 0 6 0 000000
0 0 1 [ 9 Q 0 1] 0 [ -1 ¢ 0 0 900000
i o o 0 0 9 ¢ o o 0 o 1 0 & 000000
g 1 0 0 1] 0 1] 0 0 0 0 0 i 0 000000
0 0 1 0 0 ) 0 0 ] 0 9 0 L] i 000000
TABELA 6.7 — Comportamento das varidveis do sistema TESTE
na iteraciio externa 3
Barra k | Tipo | Vi(pu) | P(MW) | AP, | Qu(Mvar) AQ, ¢ ]
I SL | 1,0686 | -42,90 [0,0000{ -2650 {00000} - 0,00001
2 CR | L1249 | -170,00 - 102,70 }0,0000 | 1,72 | 0,00001
3 cG 109990 | 200,00 |00766] 100,00 [0,0495( - 0,00601

Fungfio Objetivo: 12,9437MW
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Iteracfio externa 4

9,781 0 ']

9 0 0 4117 48958 O 0 0 [ g 0 100100
0 %4350 0 0 0 60110 -45645 95459 0 L] ¢ Q 0 ¢ 01 04010
0 0 20,4400 9 L] ~33651 89902 139841 0 0 0 0 o 0 00 300!
0 ] 0 $.803% 0 11,6274 ~10,7382 55846 ¢ 0 Q Q 0 0 00 0000
a 0 a 1] 189382 -116273 159700 -9.59841 ] 0 0 ¢ o] 0 000000
] 60110 -33651 156274 116273 1] 0 Q 0 0 1] 0 0 ¢ 00 0000
~4 1070 ~49645 59902 -10.7382 (59700 1] ] ] 0 1] o 0 0 0 00 9600
—45958 95459 139341 53346 -9.9%41 0 0 0 [ 0 9 0 0 0 00 0000
] 0 0 0 0 0 Q ¢ 00001 0 0 [ 0 0 -i00000C
W= ¢ 0 0 0 o o 0 0 ¢ og0l 0 0 o 0 0-10000 (6.9)
0 [ 0 0 o 0 o 0 b o 0¥y 0 ¢ 0 0 0-1000
0 0 1 L] 0 0 0 o ¢ 0 0 00006 0 0 00 0100
] 0 0 0 1] ] ) g 0 0 0 0 opOIE 0 O 0 0010
] ¢ 9 [} 0 o 0 0 9 0 0 i} 0 100040 0 000
1 [1] 0 0 Q ¢ 0 9 -1 o 0 0 0 0 00 0000
1] i ] g ] 0 i 0 ¢ -1 0 0 ] 0 00 0000
[1] 0 1 0 0 0 [ '] 1] Q ~1 0 o 0 0000090
] 0 Q 0 0 0 0 [ 0 ] 0 i 0 ¢ 000000
Q 1 0 0 0 1] 0 0 ] 0 0 9 1 0 00 D000
0 ¢ i ] o] ] 0 0 0 ] 0 o ¢ i 00 Q000
TABELA 6.8 — Comportamento das varidveis do sistema TESTE
na iteracdo externa 4
Barrak | Tip | Vi(pu) | Pe(MW) | AP, | Qu(Mvar} | AQ, ¢ )
1 SL | 1,0694 | -42,90 10,0000 -27,60 0,0000 - 0,000001
2 CR | 1,i244 | -170,00 - -102,00 | 0,0000 {2,07360,000001
3 CG | 09990 | 200,00 10,0780 100,00 0,0500 - 0,000001

Fungdio Objetivo: 12,9419 MW

O sistema convergiu em 4 iteragdes externas, atingindo a mesma solugéio
obtida por DOMMEL & TINNEY (1968}, com uma precisio de 10° pu.
Observamos que, na primeira iteragdo externa, o programa realizou duas iteragdes
internas e obteve um ponto préximo ao ¢timo. Nas demais iteragGes externas foram
realizadas somente uma iteragdo interna, ¢ a solugdo foi refinada por meio dos
ajustes dos multiplicadores de Lagrange ¢ dos fatores de penalidade e barreira, Na

solugdo do problema, as restriges de igualdade e desigualdade e as condigdes de

KKT estiio satisfeitas,
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Na Figura 6.4 apresentamos o processo de convergéncia da fungfo objetivo e,
na Figura 6.5, o comportamento do méximo erro de poténcia ativa € reativa.
Salientamos que, nessas figuras, os resultados sido apresentados a partir da primeira
iteragdo externa, € o processo obtém, logo na primeira iteragdo externa, um ponto

proximo ao 6timo.

12,980 -
12,975 —
12,970 —
12,965 —
12,960 _

12,655

PERDAS (MW)

12,950 D S

12,945 ] T

12,940 r . . . . T T

ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.4 — Convergéncia da fungio objetivo para
o sistema TESTE

—-&—- maxinmo ero de pot. ativa
. —&— maximo erro de pot. reaiiva

0,10
[ )
E ‘\
AN
0,08 4 Y
\.
AY
] \
3 0,06 \
=
o \
¥ 0.04- \
o A\
(1] 3 N
|
0,02 y
S
1 A 5,
— N
0,004 B "y
T ¥ ¥ T v ¥
1 2 3 4

ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.5 —- Maximo erro de poténcia para
o sistema TESTE
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Na Figura 6.4 pedemos observar o decréscimo da fungiio objetivo a cada

iteragiio externa e, na Figura 6.5, 0 processo de convergéncia associado as restri¢Ses

de igualdade.

Ressaltamos que o nimero de iteragdes do processo de convergéncia esta
diretamente ligado 4 escolha e ao ajuste dos fatores ¢ parAmetros de penalidade e

barreira. O banco de dados do sistema TESTE pode ser encontrado no Apéndice 1.

6.3 Exemplo 3: AEP 14

FIGURA 6.6 — Sistema AEP14
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A TFigura 6.6 apresenta o sistema AEP 14, que possui as seguintes

caracteristicas:

e 1 barra de geragio (slack);
s 4 barras de controle reativo;
* 9 barras de carga;

o 17 linhas de transmissiio;

e 3 transformadores com fap variavel.

O problema de FPO associado ao sistema ABEP 14 é composto por 22

equagdes de igualdade, 4 equagdes canalizadas de poténcia reativa, 3 restrigdes

canalizadas de fap, 14 restrigdes canalizadas de tensdo, um total de 126 varidveis ¢

uma matriz Lagrangiana de ordem 120.

Na Tabela 6.9, mostramos o valor da fung#o objetivo e 0 niimero de iteragdes

para diferentes valores dos pardmetros citados,

TABELA 6.9 — Testes para o sistema AEP 14

Teste ] ¢ p ) p Perdas (MW) It. Ext.
1 1 1,2 | 0,001 10 13,0595 5
2 | 1,5 0,001 10 13,0595 5
3 1 1.5 | 0,001 100 13,0591 5
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onde:

¢ - fator de penalidade;
B - pardmetro de penalidade;
& - fator de barreira;

p - pardmetro de barreira.

Nos Apéndices | e 2, apresentamos 0 banco de dados e o estado final do

teste! da Tabela 6.9 referentes ao sistema AEP 14,

Na Figura 6.7 mostramos o grafico da convergéncia da fungdo objetivo ¢, na
Figura 6.8 o do méximo erro de poténcia ativa e reativa, ambos em cada iteragdo

externa; os dois graficos s#o referentes ao teste 1 da Tabela 6.9.

13.16J
L ]
13,14 <
§ 13,124
g 3
73]
é 13.10 4
g 3.
w
a.
13,06 4 o\
13,06 . . .
L) 1 i T 1
1 2 3 4 5
ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.7 — Convergéncia da fungiio objetivo para o teste 1
do sistema AEP 14

=
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—e—- méximo erro de pot. ativa

044.] ——&- - maximo erro de pol. reativa

0,13 -] A
0,12 -]
0.1 \
0,40 '
0,09 -}
0,08
0,07 3
0,06 -]
0,05 . .
0.04 i
0,03 ] Y
0,02 N .

0,01 Ty Tl
0,00 - I I Yo Y
0,01

ERRO{p.u.)

T v T T T ¥ T ]
1 2 3 4 &

ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.8 — Maximo erre de poténcia para o teste 1
do sistema AEP 14

Observamos, nas Figuras 6.7 e 6.8, que a convergéncia para o teste 1 da
Tabela 6.9 ocorreu em 5 iteragGes externas. Partimos de uma solugfio inicial proxima
a solugiio do fluxo de carga, isto é, apenas com as restri¢des de igualdade satisfeitas,
satisfazendo um erro em torno de 107 p.u. Foi realizada uma iteragfio interna para

cada iteragdo externa,

No estado final do sistema AEP 14, todas as tensdes, faps ¢ poténcias reativas
permaneceram dentro de seus limites, e a solugfio final obedeceu a todas as restrigbes

do sistema, satisfazendo KKT ¢ uma precisio de 10”p.u.
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6.4 Exemplo 4: AEP 30

3 1R
Wy

FIGURA 6.9 — Sistema AEP 30

A Figura 6.9 apresenta o sistema AEP 30, que possui as seguintes

caracteristicas:

| barra de geragio (slack);

o 5 barras de controle de reativos;
A
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o 24 barras de carga,
¢ 37 linhas de transmissdo;

o 4 transformadores com fap variavel,

O problema de FPO associado ao sistema AEP 30 é composto por 53
equagdes de igualdade, 5 equagdes canalizadas de poténcia reativa, 4 restrigdes

canalizadas de fap, 30 restrigSes canalizadas de tensdo, um total de 259 variaveis ¢

uma matriz Lagrangiana de ordem 252,

Na Tabela 6.10, mostramos o valor da fungiio objetivo ¢ o nimero de

iteragBes externas para diferentes valores dos fatores ¢ pardmetros citados.

TABELA 6.10 — Testes para o sistema AEP 30

Teste| C B o p Perdas (MW) It, Ext.
1 1 1,2 10,0001 10 17,5717 4
2 1 1,5 10,0001 10 17,5775 5
3 1 1,5 |0,0001 100 17,5776 5

onde:

¢ - fator de penalidade,

B - parimetro de penalidade;
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& - fator de barreira;

p - pardmetro de barreira,

Nos Apéndices 1 e 2, apresentamos o banco de dados e o estado final do teste

1 da Tabela 6.10 referentes ao sistema AEP 30.

Na Figura 6.10 mostramos o grafico da convergéncia da fungéo objetivo e, na
figura 6.11, o do méximo erro de poténcia ativa e reativa, ambos em cada iteragdo

externa; esses graficos referem-se ao teste 1 da Tabela 6.10.

17,85
[ ]
17,80
57,76 -
z
b
7 1m0
< .
4
M 1785
17,60 4 ;
 —_—
17,55 Y . r . r : 1
1 2 3 4
ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.10 - Convergéncia da fungfio objetivo para o teste 1
do sistema AEP 30

o
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--&-- maximo efro de pot. ativa
—&-- maximo efo de pot. realiva

0,54
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“ed
0,4 *,
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T 03 :
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@]
X 0,2 5
1
1} S
.‘..‘
0.1 - . "
00 . R Y —p
¥ T T T T T ¥
1 2 3 4
ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.11 - Maximo erro de poténcia para o teste 1
do sistenta AEP 30

Nas Figuras 6.10 ¢ 6.11 observamos que a convergéncia para o teste | da
Tabela 6.10 ocorreu em 4 iteragGes externas. Na Tabela 6.10 podemos verificar que
pequenas mudangas nos pardmetros de penalidade e barreira podem provocar
mudangas no nimero de iteracbes e no valor da fungdo objetivo. Em cada iteragfio

externa fot realizada apenas uma iteragfo interna.

No estado final do sistema AEP 30, todas as tensdes, faps e poténcias reativas
permaneceram dentro de seus limites, e a solugfio final obedeceu a todas as restri¢des

do sistema, satisfazendo KKT e uma precisio de 107 p.u.
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6.5 Exemplo 5: AEP 57

FIGURA 6.12 — Sistema AEP 57

149
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A Figura 6.12 apresenta o sistema AEP 57, que possui as seguintes

caracteristicas:

o | barra de geragio (slack);

s 6 barras de controle de reativos;

¢ 50 barras de carga,

o 80 linhas de transmiss&o;

-

17 transformadores com fap variavel.

O problema de FPO associado ao sistema AEP 57 ¢ composto por 106

equagdes de igualdade, 6 cquagdes canalizadas de poténcia reativa, 17 restrigBes

canalizadas de fap, 57 restrigdes canalizadas de tensdo, um total de 540 variaveis e

uma matriz Lagrangiana de ordem 532.

Na Tabela 6.11, mostramos o valor da fungfio objetivo ¢ o mimero de

iterages para diferentes valores dos fatores e parametros citados.

TABELA 6.11 — Testes para o sistema AEP 57

Teste | ¢ B ) P Perdas (MW) It. Ext.
t 1 1,2 0,0001 10 27,5501 10
2 1 1,5 0,0001 10 27,8215 10
3 i 1,5 0,0001 100 27,8215 10

o
!
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onde:

¢ - fator de penalidade;
f - parfimetro de penalidade;
§ - fator de barreira;

p - pardmetro de barreira.

Nos Apéndices 1 e 2 apresentamos o banco de dados ¢ 0 estado final do teste

{ da Tabela 6.11 referentes ao sistema AEP 57.

Na Figura 6.13 mostramos o grafico da convergéncia da fungdo objetivo e, na
figura 6.14, o do méximo erro de poténcia ativa e reativa, ambos em cada iteracéio

externa; os graficos sio relativos ao teste 1 da Tabela 6.11.

202 -1
2804 *
28,8 +
28,6

28,4 - .

28,2 \

28,04
27,8 \

PERDAS(MW)

"
278+ e s
274 ———————
it 2 4 6 8 10
ITERAGOES EXTERNAS

FIGURA 6.13 - Convergéncia da fungao objetivo para o teste 1
do sistema AEP 57
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-—a-- méximo erro de pol. ativa
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FIGURA 6.14 — Mdximo erro de poténcia para o teste 1
do sistema AEP 57

Nas Figuras 6.13 e 6.14 observamos que a convergéncia para o teste 1
ocorreu em 10 iteragBes externas; na primeira iteragio externa foram realizadas 2

iteragdes internas e, nas demais, apenas uma.

No estado final do sistema AEP 57, todas as tensOes ¢ faps permaneceram
dentro de seus limites, ¢ a soluciio final obedeceu a todas as restrigdes do sistema,

satisfazendo KKT e uma precisio de 10”°p.u.
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6.6 Exemplo 6: IEEE 118
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FIGURA 6.15 — Sistema IEEE 118
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A Figura 6.15 apresenta o sistema IEEE 118, que possui as seguintes

caracteristicas:

¢ 1 barra de geragio (slack);

e 51 barras de controle de reativo;
e 66 barras de carga;

. 186 linhas de transmissfio;

e 9 transformadores com fap varidvel,

O problema de FPO associado ao sistema IEEE 118 é composto por 183
equages de igualdade, 51 equagdes canalizadas de poténcia reativa, 9 restrigdes
canalizadas de fap, 118 restrigdes canalizadas de tensdo, um total de 988 varidveis ¢

uma matriz Lagrangiana de ordem 935.

Na Tabela 6.12, mostramos o valor da fungfio objetivo e o mimero de

iteracdes para diferentes valores dos fatores e pardmetros citados.

TABELA 6.12 — Testes para o sistema IEEE 118

Teste | ¢ B ) P Perdas (MW) It. Ext,
1 1 1,1 0,0001 10 130,3833 20
2 1 1,2 0,0001 10 130,4230 21
3 l 1,2 0,0001 100 130,4229 21
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onde:

¢ - fator de penalidade;
f - pardmetro de penalidade;
5 - fator de barreira;

p - pardmetro de barreira.

Nos Apéndices 1 e 2 apresentamos o banco de dados ¢ o estado final do teste

1 da Tabela 6.12 referentes ao sistema JEEE 118.

Na Figura 6,16 mostramos o graficos da convergéncia da fungiio objetivo ¢,
na figura 6.17, o do méximo erro de poténcia ativa e reativa, ambos em cada iteragdo

externa; os dois graficos sfo referentes ao teste 1 da Tabela 6.12,

130.8
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v \
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FIGURA 6.16 - Convergéncia da fungfio objetivo para teste 1
do sistema IEEE 118
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FIGURA 6.17 — Miximo erro de poténcia para o teste 1
do sistema IEEE 118

Nas Figuras 6.16 e 6.17 observamos que a convergéncia para o teste 1 da
Tabela 6,12 ocorreu em 20 iteragdes externas. Foi realizada uma iteragio interna para

cada itera¢io externa,

Salientamos que, no estado final do sistema IEEE 118, todas as tensdes ¢ faps
permaneceram dentro de seus limites e a solugfio final obedeceu a todas as restrig@es

do sistema, satisfazendo KKT ¢ uma precisio de 107 p.u.

Nos exemplos apresentados, 0 método convergiu de modo efetivo e obteve o
otimo do problema em um nimero de iteragdes aceitavel. Porém, uma das

dificuldades desse método é a escolha e o ajuste dos fatores e parametros de
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penalidade e barreira, e o fato de ele ser extremamente sensivel a tais ajustes.
Contudo, salientamos a obtengdo, por meio dele, da solugdo Stima dos sistemas sem
o desagradavel ajuste das varidveis de estado e das poténcias reativas por um

processo de tentativa ¢ erro.



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Neste trabalho propusemos uma abordagem para a resolugdo do problema de
FPO baseada na associagiio do método da fungdio Lagrangiana aumentada ¢ do
método da fungiio barreira logaritmica. Denominamos essa abordagem de método da

fungfio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica.

Inicialmente, apresentamos, um histérico a fim de posicionar o trabalho
cronologicamente, ¢ uma revisio dos métodos de otimizagio utilizados no
desenvolvimento da abordagem para fornecer um suporte tedrico. Construimos a
fungio Lagrangiana aumentada-barreira logaritmica, na qual as resirigbes de
igualdade sdo tratadas pelo método de Newton, um subconjunto das restrigdes
canalizadas, pelo método de barreira; e as restrigdes de desigualdade ¢ demais
restri¢des canalizadas, pelo método da fungio Lagrangiana aumentada. O algoritmo
foi baseado na solugio de uma seqiténcia de problemas de minimizagdo irrestrita,
parametrizados pelos fatores de barreira e penalidade, ¢ pelos multiplicadores de
Lagrange da fungfio Lagrangiana aumentada. Esse algoritmo envolve iteragdes

internas (Newton) e externas (Lagrangiana aumentada e barreira), A cada iteragio

)
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externa, os fatores de penalidade e barreira e os multiplicadores de Lagrange da
fungdo Lagrangiana aumentada sdo atualizados. A iteragfio interna corresponde a um
processo para minimiza¢o de um problema irrestrito em que 08 fatores de
penalidade e barreira ¢ os multiplicadores de Lagrange da fungfio Lagrangiana
aumentada sdo fixos. As varidveis primais e duais sdo atualizadas pelos fatores de
correcdo, originados da iteragdo interna; nessa atualizagdio utilizam-se passos que

garantem a ndo-negatividade das varidveis auxiliares e o sinal dos multiplicadores de

Lagrange.

Aplicamos o método ao problema de FPO e realizamos sua implementagido
computacional, Os resuitados numéricos apresentados neste trabatho evidenciam o
potencial desta metodologia para a resolugéo de problemas de PNL e, em particular,
para o problema de FPO, O nilimero de iteragdes do método estd diretamente ligado a
escolha dos fatores iniciais de batreira e penalidade ¢ seus respectivos pardmetros de
corregio. Analogamente aos métodos de barreira ¢ penalidade, nele podem ocorrer

dificuldades na escolha de tais fatores, influenciando sua convergéncia.

A matriz Lagrangiana W tem uma estrutura esparsa, caracteristica, que foi
explorada na implementagdo computacional. Verificamos que, em sistemas clétricos
reais, o “grau de esparsidade” da matriz W cresce conforme aumentam as dimensses
das redes elétricas. Bm virtude de sua espatsidade, o armazenamento da matriz
Lagrangiana foi feito de forma compacta, isto ¢, somente 0s elementos diferentes de
zero foram armazenados. Aplicamos a técnica de esparsidade fornecida pela rotina

MA28. Essa rotina utiliza uma variagio da climinagio de Gauss para sistemas
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esparsos ¢ demonstrou um bom desempenho nos testes realizados, obtendo ganho de

memoria e reducdo no tempo de processamento.

As contribuicdes deste trabalho podem ser resumidas em dois aspectos: na
4rea de Matematica contribuimos com o desenvolvimento de uma nova abordagem
da funcdio Lagrangiana aumentada e seu método para a resoluciio de problemas de
PNL restritos; na drea de Engenharia Elétrica, acrescentamos uma metodologia do
tipo primal-dual ao conjunto dos métodos aplicados na resolugdo do problema de
FPO, o qual é de grande interesse para os estudos realizados no planejamento ¢ na
programagdo de operagio de sistemas de energia elétrica. Uma vantagem na

aplicago deste método ¢ a de nio precisarmos de uma solugfo inicial factivel.

A pesquisa desenvolvida leva-nos a uma seqiiéncia de trabalhos futuros

enunciados a seguir:

proposta de novas regras de ajuste nos passos primais e duais utilizados;

o estudo de regras especiais para a inicializagio e corregdo do fator

barreira;
o demonstraciio da convergéncia do método;
e utilizago de outros tipos de fungfo barreira;
o comparagiio do desempenrho do método com o de outros ja existentes;
s realizago de testes mais elaborados com sistemas elétricos maiores;

o modelagem do problema com a inclusdo de outras fungdes objetivos.
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APENDICE 1

BANCO DE DADOS DOS SISTEMAS
ELETRICOS

Banco de dados do sistema TESTE

1 1 barral 1000 Q. 0.0 0.0-9999 9999 0.0 0.0
2 -1 barra2 1000 0. 0.0 0.0-9999 9999 -170. 0.0
3 0 barra3 1000 0. 0.0 0.0 200. 100.
9999
2 3 3.44838.6206
3 1 9,756112.195
9999
1 0.8 1.2
2 0.8 1.2
3 0.99 1.01
9999
900
9999
Banco de dados do sistema AEP 14
1 1 barral 1060 @, 0.0 0.0-9999 9999 0.0 0,0
2 -1 barra2 1045 -5. 0.0 0.0 -40 50 -18.3 12.7
3 -1 barral3 1010-13, 0.0 0.0 0 40 94,2 19.0
4 0 barra4d 1019-10. 0.0 0.0 47.8 -3.9
5 0 barras 1020-8.8 0.0 0.0 7.6 1.6
6 -1 harraé 1070-14. 0.0 0.0 -6 24 i1.2 7.5
7 0 barra?7 1062-13. 0.0 0.9 0.0 0.0
8 -1 barra8 1090-13. 0.0 0.0 -6 24 0,0 0.0
9 0 barra?9 1056-15. 0.0 0.0 29,5 1s8.6 19
10 0 barralo® 1051-15. 0.0 0.9 9.0 5.8
11 0 barrall 1057-15. 0.0 0.0 3.5 1.8
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Banco de dados do sistema AEP 30

barral3 1050-15,
barral4 1036-16.
2 1.938 5,917
5 5.40322,304
3 4.69919.797
4 5.81117.632
5] 5.69517.388
4 6,70117.103
5 1,335 4.211
7 20,912
g 55,618
6 25,202
11 9,49819,890
12 12.29125,581
13 6,61513.027
8 0.00117.615
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13 22,09219,988
14 17.09334.802
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BARRA4 CARG. 101¢0-,17
BARRAS C.RE, 1010-.25
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BARRA13 C.RE 1057-.27
BARRAl4 CARG 1005-.29
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BARRAL1E CARG 10190-.29
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VYO OoOWOoO 1o

23 0 BARRA23 CARG 994-.30 3.2 1.
24 0 BARRA24 CARG 994-.30 8.7 6.
25 0 BARRA25 CARG 1001-.29 .0 .
26 0 BARRA26 CARG 983-.30 3.5 2.
27 0 BARRA27 CARG 1013-.28 .0 .
28 0 BARRAZ28 CARG 997-.21 .0
29 0 BARRA29 CARG 993-.31 2.4 0
30 0 BARRA30 CARG 982-.32 10.6 1
9999
1 2 1.92 5.75 2.64 9000
1 3 4,52 18.52 2.04 9000
2 4 5,70 17.37 1.84 9000
3 4 1.32 3.79 0.42 9000
2 5 4,72 19.83 2.09 9000
2 6 5.81 17.63 1.87 9000
4 6 1.19 4.14 0.45 9000
5 7 4,60 11,60 1.02 9000
6 7 2,67 8.20 0.85 9000
6 8 1.20 4.20 0.45 2000
6 9 .0 20.80 1.0380.9501.05 9000
6 i0 .0 55.60 0.9560,9501.05 9000
9 11 .001 20.80 3000
9 10 ,001 11.00 9000
4 12 .0 25,60 1.0150.9501.05 8000
12 13 .0 14.00 9000
12 14 12,31 25.59 9000
12 15 6.62 13.04 9000
12 ig 9,45 19.87 9000
14 15 22,10 19.97 9000
16 17 8.24 19.23 9000
15 18 10.70 21.85 9000
18 19 6.39 12.92 9000
19 20 3.40 6.80 3000
10 20 9.36 20.90 3000
10 17 3,24 8.45 9000
10 21 3.48 7.49 9000
10 22 7.27 14.99 2000
21 22 1.16 2.386 9000
15 23 10.00 20.20 9000
22 24 11.5¢0 17.90 9000
23 24 13.20 27.00 9000
24 25 18.85 32.92 9000
25 26 25.44 38.00 9000
25 27 10,93 20.87 9000
28 27 0.0 39.60 .9580.9501.05 3000
27 29 21,98 41.53 9000
27 30 32.02 60.27 9000
29 30 23,99 45.33 9000
8 28 6.36 20.00 2.14 9000
6 28 1.69 5,99 0.65 9000
9999
0.95 1.1
9999

100.

w
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Banco de dados do sistema AEP 57

1 1 BARRALl.SLAC 1040 .0 0 0-9999 99995 55.0

2 -1 BARRAZ.GERA 1010 O 0 0 -17. 50, 3.0

3 -1 BARRA3,GERA 0985 .0 40 0 -10. 60. 41.0

4 0 BARRA4,CARG 1000 .G 0 0 0 0 .0

5 0 BARRAG.CARG 1000 .0 0 0 0 0 13.0

6 -1 BARRAG6.GERA %80 .0 0 0 -8. 25. 75.0

? 0 BARRA7.CARG 1000 .0 0 0 0 0 .0

8 -1 BARRAB.GERA 1005 .0 450 0-140. 200, 150.0

9 -1 BARRAY,GERA 980 .0¢ 0 o -3. 9, 121.0
10 0 BARRA10.CAR 1000 .0 0 0 0 0 5.0
11 0 BARRALl.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
12 -1 BRRRA12.GER 1015 .0 310 0 -50. 155. 377.0
13 0 BARRA13.CAR 1000 .0 0 0 b 0 18.0
14 0 BARRAL4,CAR 1000 .0 0 0 ¢ 0 10.5
15 0 BARRA1S.CAR 1000 .0 0 0 0 Y 22,0
16 0 BARRA16.CAR 1000 .0 0 0 0 0 43.0
17 0 BARRA17.CAR 1000 .0 0 ¢ 0 0 42.0
18 0 BARRA18.C.R 1000 .0 0 0 0 0 27.2
19 0 BARRA19.CAR 1000 .0 0 0 0 0 3.3
20 0 BARRA20.CAR 1000 .0 0 0 0 G 2.3
21 ¢ BARRA21,CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
22 0 BARRA22,CAR 1000 .0 0 o 0 0 .0
23 0 BARRA23.CAR 1000 .0 0 0 0 0 6.3
24 0 BARRA24,CAR 1000 .0 0 0 0 0 Y
25 0 BARRA25.C.R 1000 .0 0 0 0 0 6.3
26 0 BARRA26,.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
27 0 BARRA27,CAR 1000 .0 0 0 0 0 9.3
28 0 BARRA28.CAR 1000 .0 0 0 0 0 4.6
29 0 BARRA29.CAR 1000 .0 0 0 0 0 17.0
30 0 BARRA30G.CAR 1000 .0 0 0 ¢ 0 3.6
31 0 BARRA31.CAR 1000 .0 0 0 0 0 5.8
32 0 BARRA3Z.CAR 1000 .0 0 0 0 0 1.6
33 0 BARRA33.CAR 1000 .0 0 0 Y 0 3.8
34 0 BARRA34,CAR 1000 .0 0 0 0 ¢ .0
35 0 BARRA35,CAR 1000 .0© 0 0 ¢ 0 6.0
36 0 BARRA36.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
37 0 BARRA37.CAR 1000 .0 0 0 0 0 0
38 0 BARRA38.CAR 1000 .0 0 0 4 0 14.0
39 0 BARRA39.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
40 0 BARRA40.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
41 0 BARRA41.CAR 1000 .0 0 o 0 0 6.3
42 0 BARRR42.CAR 1000 .0 0 0 0 0 7.1
43 0 BARRA43.CAR 1000 .© 0 0 Q 0 2.0
44 0 BARRA44.CAR 1000 .O 0 0 0 0 12.0
45 0 BARRA45.CAR 1000 .0 0 0 0 0 0
46 0 BARRA46.CAR 1000 .0 0 0 0 0 0
47 0 BARRAR47.CAR 1000 .0 0 0 0 g 29.7
48 0 BARRA48.CAR 1000 .0 0 0 0 0 .0
49 0 BARRA49.CAR 1000 .0 0 0 0 0 18.0
50 0 BARRAS(O,CAR 1000 .0 0 0 0 0 21.0
51 0 BARRAS1.CAR 1000 .0 0 ¢ 0 0 18.0
52 0 BARRAS2.CAR 1000 .0 § 0 0 0 4.9
53 0 BARRAS3.C.R 1000 .0 0 0 G 0 20.0
54 0 BARRAS4.CAR 1000 .0 ¢ o 0 0 4.1
55 0 BARRAS5.CAR 1000 .0 0 0 ¢ 0 6.8
56 0 BARRAS6.CAR 1000 .0 0 0 0 0 7.6
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48
49
49
49
49
50
51
52
53
54
54
55
56
56
57
57
58
58
59

1,119 4.93
2.52 11.70
1,20 3.94
1,83 8.49
2.09 9.70
3.42 15.90
1.35 4.92
1.56 8.00
0.00 3.82
3,18 16,30
1.913 8.55
2,37 9.43
0.00 3.88
.43 5.04
.799 8.60
4,74 15.63
1.08 3,31
3.17 11.53
2,98 9.8B5
2,29 7.55%
3.80 12.44
7.52 24,70
.224 1,02
1,10 4.97
4.15 14.20
.B871 2.68
.256 0,94
0.00 3.75
3.21 10.60
5.93 16.80
.464 5.40
1.84 6.05
1,45 4.87
5.55 18,30
4,10 13.50
6.08 24.5¢
4.13 16.81
2,24 9.01
4,00 13.56
3.80 12.70
6.01 18.90
1.91 6.25
3.57 16.15
6.84 18.60
1.79 5.05
2.67 7.52
4,86 13.70
2.03 5.88
4.05 16.35
2.63 12.20
3.99 14.51
1.69 7.07
.275 .955
.488 1.51
3.43 9.66
4,74 13 .40
3,43 9.66
2.55 7.1%
5.03 22.93

1.142
2,580
1.010
2.160
2,460
4,040
4,980
8.640
0.000
17.640
2.160
2,380
0.000
51.400
91.800
3,990
0.830
11.730
2.510
1.926
3.194
6.320
.268
1.318
3.660
0.568
0.988
0,000
2.700
4.200
42.200
1,852
1.222
4,660
3.440
6,068
4,226
2,240
3.320
3.160
4,720
1.604
17.200
4.440
1.258
1.874
3.420
1.396
4,058
3.110
14.690
2,020
0.732
0.374
2.420
3.320
2.420
1,788
5,980

1.

1.

1.

0

0

0

.95 1.05

.95 1.05

.95 1.05

900.
900.
900.
900.
900.
800,
900.
900,
900,
900.
200.
900.
$00.
900,
900,
900.
900.
900.
900.
9S00,
900.
900.
900,
200.
900.
900,
200.
900.
S00.
900.
900,
900,
300,
900.
900.
900.
900.
900.
900.
300.
900.
300.
900.
900,
900,
900.
200,
200.
900,
900.
900,
900.
900.
200.
200.
900,
900,
900.
900.

900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
300.0
900.0
900.0
800.0
3900.0
900.0
900.0
$00.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.,0
900.0
900.90
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900,0
900.0
$00.0
$00.0
900.0
900.0
900.0
900.0C
S00.0
260.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.0
900.0
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10

56
55
59
59
60
60
61
63
63
64
38
64
49
62
62
6%
66
65
47
49
68
69
24
70
24
71
71
70
70
69
74
76
69
75
77
78
77
79
68
81
77
82
83
83
84
85
86
85
85
88
89
S0
B89
91
g2
g2
93
94
80

59
59
60
61
61
62
62
59
64
61
65
65
66
66
67
66
67
68
69
69
69
70
70
71
72
72
73
74
75
75
75
77
77
71
78
79
80
80
8l
80
B2
83
84
85
85
BE
87
88
B9
89
90
9l
92
92
93
94
94
95
96

4,07
4.739
3.17
3.28
.264
1.23
,824
0.00
172
0.00
. 901
.269
0.90
4,82
2.58
0.00
2.24
.138
8.44
9.85
0.00
3.00

12,24
21.58
14.50
15.00
1.35
5.61
3.76
3.86
2,00
2.68
9.86
3.02
4.59
21.80
11.70
3.70
10.15
1.60
27.78
32.40
3,70
12.70

10.22141.15

882
4.88
4,46

.866
4.01
4.28
4,05
1.23
4.44
3.09
6.01

376

.546
1.09
1.56

175
0.060
2,98
1.12
.25
.30
.02
.50
2.828

2.00
2,39
1.39
1.63
2.54
0.80
3.87
2.58
4.81
2.23
1.32
3.56

W W s

3.55
19.60
18.00

4.54
13.23
14.10
12.20

4,06
14.80
10.10
19.99

1.24

2.44

3.32

7.04

2.02

3.70

8.53
3.665
13.20
14,80

6.41
12.30
20,74
10.20
17.30

7.12

6.52

8.36

3.83
12.72

8.48
15.80

7.32

4,34
18.20

11.050
5.646
3.760
3.880
1.456
1.468
0.980
0,000
21.60
0.000
114.6
38.00
4,960
5.780
3.100
0.000
2,682
63.80
7.092
8,280
0.000
12.20

10.198
0.878
4,880
4,444
1.178
3.368
3.600
12.490
1.034
3.680
10.38

.978

.264

.648

.000

.870
80.80
0.000
8.174
3.796
2,580
3,480
1,234
2.760
4,450
2.760
4,700
1,934

15.880
2.140
9.620
3.268
2,180
4,060
1.876
1.110
4.940

-

B <o+

1.0

1.

0

1.0

1.0

1.

0

.95 1.05

.95 1,08

.95 1,05

.95 1,05

.95 1.05

940.
900.
900,
900 .
200.
900,
900,
200.
900.
900.
900.
900.
900,
900,
900,
900.
900.
900C.
300.
900¢.
900,
900.
900,
900.
900.
900.
900.
900.
800.
900,
900.
900.
g900.
900.
900.
900,
900,
900.
900.
300,
900,
900.
900.
900.
900,
900.
900.
900.
g00.
500.
900,
900,
900.
200.
900.
900.
900,
900.
900,

900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
9¢0.0
900.0
200.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.0
300.90
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.90
900.0
900.0
900.0
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.¢
900.0
900.0
900.0
900.0
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82
94
80
80
80
92
54
85
96
28
99
100
92
101
100
100
103
103
100
104
105
105
105
106
108
103
109
110
110
17
32
32
27
114
68
12
75
76
9999

9999

9989

96

96

97

98

99
100
100

96

97
100
100
101
102
102
103
104
104
105
106
105
106
107
108
107
109
110
110
111
112
113
113
114
115
115
116
117
118
118

0.3%0

1.62 5.30
2.69 8.69
1.83 9.34
2.38 10.80
4,54 20.60
6.48 29.50
1.78 5.80
1.71 5.47
1.73 8.85
3.97 17.90
1.80 8.13
2,77 12.62
1.23 5.889
2.46 11,20
1.60 5.25
4,51 20.40
4.66 15.84
5.35 16.25
6.05 22.90
.994 3.78
1.40 5.47
5.30 18.30
2.61 7.03
5.30 18.30
1.05 2,88
3.90618.13
2,78 7.62
2,20 7.55
2.47 6.40
.913  3.01
6.15 20.30
1.35 6.12
1.64 7.41
0.23 1.04
.034  .405
3.29 14.00
1.45 4.81
1,64 5.44
1.1
200

5.440
2.300
2.540
2.860
5.460
7.720
6.040
1.474
2,400
4,760
2.160
3.280
1.464
2,840
5.360
5,410
4.070
4.080
6.200
0.986
1,434
4.720
1.844
4,720
0.760
4,610
2,020
2,000
6.200
0.768
5.180
1.628
1,972
0.276
16.40
3.580
1.198
1.356

900.
900.
900.
200.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900.
900,
900.
900.
900.
200.
900,
900.
900.
900,
900.
900.
900.
200.
900,
g00.
900,
900.
900,
900.
900,
900.
900.
900.
900.
900.
900.

900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
300.0
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0
200.0
900.0
900.0
900.0
900.0
$00.0
500.0
900.0
900.0
900.0
900.0
900.0¢
900.0
900.0
900.,0
900.0
900.0
800.0
S00.0
900.0
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ESTADO FINAL DOS SISTEMAS ELETRICOS

Estado final do sistema AEP 14

CONVERGENCIA EM

ESTADO PO SISTEMA

TENSAO ANG.

1.0736 0.00

5 ITERACOES

FLUXO0S NAS LINHAS

1.0506 -4.74

[LIMITES : MAX=

M MVAR
-232.1 1.6
-18.3 -7.,3

1.0194 -12.40

(LIMITES:MAX=

1.0284 -10.07

BARRA TP NOME

1 8L barral

2 CR barraz
REAT.GER.=

3 CR barra3l
REAT.GER. =

4 CG barrad

5 CG barra5s

1.031s -8.56

94.2 -5.7
40, MIN= 0.]
47.8 -3.9
7.6 1.6



APENDICE 2

1.0680 -14.47

[LIMITES :MAX=

4,19
2.60
7.54

1,0566 -13.390

1.0819 -13,30

.5 [LIMITES:MAX=

1.0525 -14.95

10 CG
i1 CG
12 CG
13 <G
14 <G

2 -11.2
24, MIN= -6.]
0.0 .0

0 -15.5

24. MIN= ~6.]
29.5 16.6
.0

.0 5.8

.5 .B

.1 1.6

.5 5.8
14.9 5.0

BARRA BARRA
INICIAL FINAL

4 7
4 9
5 6

DADOS DOS TRANSFORMADORES DE TAP VARIAVEL

TAP DO TRANSFORMADOR

ATUAL
0.992
0.980
0.953

MINIMO
0.950
0.950
0.950

MAXIMO
1.050
1,050
1.050

&
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Estado final do sistema AEP 30

CONVERGENCIA EM

ESTADO DO SISTEMA

BARRA TP NOME

1 SL BARRAl SLACK

TENSAQ ANG.

1.0612 0.00

4 ITERACOES

FLUX0S NAS LINHAS

1.0433 -5.47

{LIMITES :MAX=

1.0271 -8.03

1.0198 -9.70

& (CG BARRAG6 CARG.

1,0160 -11.41

g8 CR BARRAS C.RE.

REAT.GER.= 40.0

1.0162 -12.15

(LIMITES : MAX=

40, MI

9 CG BARRAS CARG.

1.0199 -14.65

MVAR
BARRA
15.2
2
3
-31.1
1
4
5
6
N= -40.]
1.2
1
4
1.6
2
3
6
12
-21.0
2
7
N= -40.)
0.0
2
4
7
8
9
10
28
10.9
5
6
-10.0
6
28
N= -10.}
0.0
6
16
11

L



APENDICE 2

CG BARRA1D CARG

1.0176 -16.42

CAP/REAT
CR BARRAll C.RE 1.0659 -14.65
REAT.GER.= 23,6 [LIMITES:MAX=
CG BARRAl2 CARG 1,0236 -15.67
CR BARRAll C.RE 1.0550 -15.87
REAT.GER.= 23,7 [LIMITES:MAX=
CG BARRAl4 CARG 1.0090 -16.60
CG BARRAL1S CARG 1.0052 -16.70
CG BARRAl6 CARG 1,0136 -16.28
CG BARRAL7 CARG 1.0109 -16.60
CG BARRAl8 CARG 0.9970 -17.34
CG BARRAL19 CARG 0.9954 -17.52
CG BARRA20 CARG 1.0002 -17.30
CG BARRA21 CARG 1.0046 -16.89
CG BARRAZZ CARG 1.005% -16.87

5.8 2.0
19.7

0.0 -23.6
24, MIN= -6,1
11.2 7.5
0.0 -23.7
24, MIN= -6.)
6.2 1.6
8.2 2,5
3.8 1.8
8.0 5.8
3.2 6.9
9.5 3.4
2.2 0.7
17.5 11.2
0.0 0.0
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23 CG BARRA23 CARG 0.995% -17.09 3.2 1.6
15 -4.62 -2.30
24 1,32 0.70

24 CG BARRA24 CARG 0,9923 -17.25 8.7 6.7
22 -5.81 -3.36
23 -1.31 -0.69
25 -1.58 1.59

CAP/REAT 4,2

25 (G BARRA25 CARG 0.9901L -16.77 0.0 0.0
24 1.59 -1.57
26 3.55 2.37
27 -5,14 -0.80

26 CG BARRA26 CARG 0.9719 -17.21 3.5 2.3
25 -3.50 -~2.30

27 CG BARRA27 CARG 0.9975 -16.20 0.0 0.0
25 5.17 0.86
28 -18.47 -4,22
29 6.20 1.68
30 7.10 1.68

28 CG BRARRA28 CARG 1.0117 -12,02 ¢.0 4.0
6 -18.91 -2.19
8 0.45 -3.48
27 18.47 5.66

29 (G BARRAZ9 CARG 0.977% -17.49 2.4 0.5
27 -6.11 -1.51
30 3,71 0.61

30 CG BARRA3Q CARG 0,9653 -18.42 10.6 1.9
27 -6.,93 -1.36
29 -3.67 -0.,54

DADOS DOS TRANSFORMADORES DE TAP VARIAVEL

BARRA BARRA TAP DO TRANSFORMADOR
INICIAL FINAL ATUAL MINIMO MAXIMO

& 9 1,033 0.950 1.050
6 10 0.963 0.950 1.050
4 12 1.004 0.950 1.050
28 27 0.995 0.950 1.050
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Estado final do sistema AEP 57

CONVERGENCIA EM 10 ITERACOES

ESTADO DO SISTEMA FLUXOS NAS LINHAS
BARRA TP NOME TENSAO ANG. MW MVAR
BARRA MW MVAR

1 SL BARRALl.SLAC 1.0374 ¢.00 -423.3 -85.8
2 101,90 58.19
15 149,13 28,55
16 79.13 -2.88
17 93.20 1,92

2 CR BARRA2.GERA 1,0128 ~-1.28 3.0 73.8
1 -100.80 -61.28
3 97.80 -12.587

REAT.GER.= 14.2 [LIMITES:MAX= 50. MIN= -17.]

3 CR BARRA3,GERA 0.9965 -6.18 1.0 -13.0
2 -94,99 16.46
4 59.46 0.43
15 34.53 -3.84

REAT.GER. = 34,0 [LIMITES:MAX= 60, MIN= -10.}

4 CG BARRA4 ,CARG 0.9895 ~-7.44 0.0 0.0
3 -59.,06 -1.00
5 14,57 -2.23
6 14.93 -2.28
i8 29,56 5.52

5 CG BARRAS,CARG 0,9827 -B.63 13.0 4.0
4 -14.43 1.26
6 1.43 -5,26

6 CR BARRAG.GERA 00,9855 -8.77 75.0 -4.4
4 -14.83 0.9%4
5 -1,43 4.68
? ~16.30 2.94
8 -42,44 -4.11

REAT,GER .= 6.4 [LIMITES:MAX= 25, MIN= -8.]

7 CG BARRA7.CARG 0.9852 -7.75 ¢.0 0.0
6 16.36 -3.98
8 -79.49 -14.,32
29 63.13 18.30

8 CR BARRAB.GERA 1.0078 -4.59 -300.0 -39.7
6 43.07 4.99
7 80.43 18,13
9 176.51 16.62

REAT.GER.= 61,7 [LIMITES:MAX= 200, MIN= -140.]

9 CR BARRAY.GERA 0.9854¢ -9.64 121.0 18.9
8 -173.44 -3.70
10 17.53 -7.73
11 12,75 2,19
12 2.56 -15,23
13 1,80 -2.57
55 17.80 8.10

REAT.GER.= 7.1 [LIMITES:MAX= 3, MIN= -3.1

al
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CR BARRAL2.GER

REAT.GER.= 152.0

1.0238 -10.56

{LIMITES:MAX=

0.9871 -9.8%

CG BARRALS.CAR

-145.,293
-34.34
48.42
68.26
40,94

CG BARRA1B.C.R

CAP/REAT

CG BARRA21.CAR
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BARRA3G6 .CAR

0.9853

0
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40 2.98 2.5%9

37 CG BARRA37.CAR 0.992% -13.86 0.0 0.0
36 16.08 7.91
38 ~-19.66 -10.90
39 3.87 2.98

38 (G BARRA38.CAR 1.0169 -13.13 14.0 7.0
22 11,79 1.81
37 20.00 11.40
44 -27.%17 -1.66
48 -15,03 -13.57
49 -2.99 -4.,98

39 CG BARRA39,CAR 0.9909 -13.89 0.0 0.0
37 -3,57 -2,97
57 3.57 2.97

40 CG BARRA40.CAR 0.9832 -14.10 0.0 0.0
36 -2,97 -2.58
56 2.97 2.58

41 CG BARRA41.CAR 1.0160 -14.40 6.3 3.0
11 -9.03 -3.39
42 ¢.19 3.97
43 -12.55% -3.73
56 6.10 0.15

42 CG BARRA42.CAR 0.9838 -15.79 7.1 4.4
41 -8.99 -3.63
56 1.89 -0.77

43 CG BARRA43.CRAR 1.0324 -11,58 2.0 1.0
1L ~14.55 -5.42
41 12.5% 4.42

44 CCG BARRA44.CAR 1.0259% -12.27 12.0 1.8
38 27.98 2.00
45 -39.98 -3.80

45 CG BARRA45.CAR 1,0558 -9.76 0.0 0.0
15 -40.94 -5.68
44 490,94 5.68

46 CG BARRA46,CAR 1.0599 -11.51 0.0 0.0
14 -47.06 -25.30
47 47.06 25.30

47 CG BARRA47.CAR 1.0337 -12.88 29.7 11.6
46 -46.48 -23.74
48 16.78 12.14

48 CG BARRAR48.CAR 1.0280 -12.927 0.0 0.0
38 15.16 13.76
47 -16.70 -12,05
49 1.55 -1.71

49 CG BARRA49.CAR 1.0287 -13.15 18.0 8.5
13 -28.27 -17.35
38 3.02 4.72
48 -1.54 1.46
50 8.79 2.66

50 CG BARRAS(0.CAR 1,0186 -13.65 21.0 10.5
49 -8.73 -2.56

&
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1o

53 CG BARRAS3.C.R

CAP/REAT

DADOS DOS TRANSFORMADORES DE TAP VARIAVEL

BARRA BARRA
INICIAL FINAL ATUAL

4
21
24
24

7
34
11
15
14
10
13
11
40
39

9

18
20
25
26
29
32
41
45
46
51
49
43
56
57
55

TAP DO TRANSFORMADOR

0.965
1.031
0.953
1.049
0.945
0.970
¢.936
0,933
0.902
0.932
0.924
0.940
0.969
0.972
0.947

0.900
Q.,900
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
0,500
0.900
0.900
0.900
0.900
0.900
.900
0,900

1.050
1.050
.050
.050
. 050
.050
.050
. 050
.050
.050
.050
.050

[ i el i

MINIMO MAXIMO
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Estado final do sistema IEEE 118

CONVERGENCIA EM 20 ITERACOES

ESTADO DO SISTEMA

MW

-36.4

FLUXOS NAS LINHAS

BARRA TP NOME TENSAOC ANG.,
12 SL BARRAlZ 0.9998 0.00
2 CG BARRAZ 0.9933 -1.12
3 CG BARRAZ 0.9948 -0.84
4 CR BARRA4 0.9992 3.17

CG BARRAS 1.0043 3,60
CAP/REAT
CR BARRAG 0.9992 0.81

REAT.GER.= 27.3 [LIMITES:MAX=

63.61

76.84

CG BARRA?Y 1,0077 16.48

CR BARRALO 0.99569 24.84

REAT.GER.= -100.3 [LIMITES:MAX=

250. MIN=

MVAR
BARRA
«55,2
2
3
7
11
14
16
117
9.0
1
12
10.0
1
5
12
50.4
5
11
-50.}
0.0
3
4
6
8
11
40.3
-5.3
5
7
-50.1
2.0
6
12
49.4
5
9
30
-50.]
0.0
8
10
1060.3
9
-250.]
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12

0.9963 -1.92

[LIMITES :MAX=

0.9813 -0.88

0.9987 -0.77

REAT.GER.=

50, MIN=

-0.32
-3.81
-103.47
11.25
6.36

CG BARRALY

CR BARRAlS

REAT.GER.=

{LIMITES :MAX=
0.9945 -0.30
1.0070 1,45
0,9998 -9.92

CR BARRALS

REAT.GER.=

115, MIN=

-11.23
-20.63
-8.63
-4,51

0.9998 -1.54
[LIMITES :MAX=
0.9855 -0.74
0.9793 0.75

CG BARRAZ2
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CR BARRAZ2S

REAT.GER.=

3

CR BARRAZ7

REAT.GER.=

0,9985 8.03
1.0012  7.59
1,0010 15,83
[LIMITES :MAX=
1.0003 17.76
(LIMITES :MAX=
1.0002 2.27
[LIMITES :MAX=
¢.9943 0,869
0.9960 -0.19

CR BARRAZ1

REAT.GER. =

0.9997 -0.06

[{LIMITES:MAX=

CR BARRA3Z

REAT.GER .=

[LIMITES :MAX=

100, MIN=

CG BARRA33

0.9956 -1.68

3.0
22
24
25
32
0.0
23
70
72
38.2
23
26
27
-250.]
55,3
25
30
-250.1
-31.4
25
28
32
115
-50.]
7.0
27
29
4.0
28
31
0.0
8
17
26
38
-14.1
17
29
32
-50.)
-18.3
23
27
31
113
114
-50.1
9.0
15
37

)



APENDICE 2

14

CG BARRA34

CAP/REAT

CR BARRA3G6

REAT.GER, =

CG BARRA37

CAP/REAT

1,0048 -0.93
1.0009 -1.35
1.0008 -1.36
[LIMITES :MAX=
1,0092 -0.44

34.
-251.
57.
45.

38
53
03
86

REAT.GER.=

150. MIN=

CR BARRA42

REAT.GER.=

0.9959 -3.94
1.0000 -5.11
[LIMITES :MAX=
0.9931 -5.52
1.0000 -3.96
(LIMITES : MAX=
0.9882 -1.09

CAP/REAT



APENDICE 2

5

CG BARRA4S

CAP/REAT

CAP/REAT
REAT.GER.=

50, MIN=

CC BARRA48

CAP/REAT

CR BARRA49

REAT.GER, =

{LIMITES :MAX=

250. MIN=

-250,1

CR BARRAS4

REAT.GER.=

58.4 {LIMITES:MAX=

150. MIN=

-50.1
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1.0025 2.01

{LIMITES:MAX=

CR BARRASS

REAT.GER. =

[LIMITES : MAX=

150, MIN=

CR BARRAS9

REAT.GER.=

[LIMITES:MAX=

-54.34

1.0041 11.06

CR BARRA61

REAT.GER.=

1.0082 11,93

[LIMITES :MAX=

CR BARRAGZ

REAT.GER.=

158.93

CG BARRAG4

0,9999 11.39
[LIMITES:MAX=
0.9974 10.74
1.0037 12,54

40.42
159.37
-199.7%



APENDICE 2
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CR BARRAGS

REAT.GER.=

-391.0

250, MIN=

235.4

-250.]

CR BARRAGSG

REAT.GER, =

CR BARRA6S

REAT,GER.=

0.9942 16,09
{LIMITES i MAX=
1.0014 15.98
[LIMITES :MAX=
0.9942 13.00
1.0025 16.17
1.0054 16,10

[LIMITES :MAX=

250, MIN=

CR BARRA70

(LIMITES :MAX=

CR BARRA72

REAT.GER.=

CR BARRAT3

REAT.GER.=

CR BARRA74

CAP/REAT
REAT.GER.=

48.8

[LIMITES :MAX=

80, MIN=

MY
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CG BARRA7S

CR BARRA77?

REAT.GER.=

50, MIN=

CG BARRAT7Y

CAP/REAT

CR BARRABO

REAT.GER. =

250. MIN= -250.]

CG BARRASZ

CAP/REAT

CG BARRASB23

CAP/REAT

CG BARRAB4

0.9975 13.57
[LIMITES :MAX=
0.9%24 13.36
0.9933 13.83
1,0110 16.64
(LIMITES : MAX=
1.0087 16.32
0.9842 14.28
0.9860 15.42
0.9908 17.81

4]
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REAT.GER.=

CR BARRAB7

REAT.GER, =

CR BARRASO

REAT.GER.=

CR BARRAS1

REAT.GER. =

REAT.GER. =

1.0004 19.27
[LIMITES: MAX=
0.9909 18.11
0.9999 18,53
(LIMITES :MAX=
0.9916 22.50
1,0015 26.67
[LIMITES :MAX=
0.9995 20,08
[LIMITES :MAX=
0.9999 20.00
(LIMITES :MAX=

0.9976 20.74

[LIMITES : MAX=

100, MIN=

100. MIN=

-257.42
8.77
57.32
51.82
30.61
43.90

CG BARRA94

CG BARRADYSE

0.9857 17.88
0.9836 15.83
0.9721 14.88

-26.,0
83
84
86
88
89
-50.]
10.0
85
87
-1.6
86
-250.]
10.0
85
89
862.9
as
88
30
92
-250.1
-38.2
89
91
-50.)
-2.7
99
92
-50.1]
-23.3
89
91
93
94
100
102
-50.]
7.0
92
94
16.0
92
93
95
96
100
31.0
94
96

-
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CR BARRALOOQ

REAT.GER.=

1.0001 14.30
{LIMITES :MAX=
1.0058 15.28

[LIMITES:MAX=

250, MIN=

-250.]

CR BARRALO3

REAT.GER.=

0.9883 16.74
0.,9932 18.31
1,0197 11.20
[LIMITES: MAX=

CR BARRA104

REAT.GER.=

CR BARRA10QS5

CAP/REAT
REAT.GER.=

17.2

[LIMITES : MAX=

20, MIN=

19.9
-50.1]
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107 CR BARRAlQ7

CAP/REAT
REAT.GER.=

119 CR BARRALlO

CAP/REAT
REAT.GER.=

[LIMITES : MAX=

111 CR BARRAlll

REAT.GER.=

112 CR BARRALIiZ

REAT.GER.=

113 CR BARRAll3Z

REAT.GER.=

116 CR BARRALlG

REAT.GER.=

1,0008 16.18

[LIMITES :MAX=

0.9839 -1.51

100
105
197
50.0 -22.%6
105
106
6.1
60. MIN= -50.]
2,0 1.0
105
109
8.0 3.0
108
110
18,0 30.0
103
109
111
112
6,0
0. MIN= -50.]
-36.0 1.7
110
0. MIN= -250.]
68.0 -33.9
110
50, MIN= -50.]
6.0 22.4
17
32
0. MIN= -50.])
8.0 3.0
32
115
22.0 7.0
27
114
0.0 50.0
68
0. MIN= -50.}
20.0 B.0
12
33.0 15.0
75
76



APENDICE 2

DADOS DOS TRANSFORMADORES DE TAP VARIAVEL

BARRA BARRA TAP DO TRANSFORMADOR
INICIAL FINAL ATUAL MINIMO MAXIMC

8 5 0.997 0.950 1.050
26 25 1.000 0.950 1.050
30 17 06.997 0.950 1.050
38 37 1.001 0.950 1.050
63 59 0.99% 0.950 1.050
64 61 1.008 0.950 1.050
65 66 1.000 06.950 1.050
68 69 0.991 0,950 1.050

81 80 0.994 0.950 1,050

@



