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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Barras de secgB0 delgada tém sido amplamente
utilizadas em Engenharis Civil, Mecénica e Aeronautica por
serem consideradas sltamente eficientes do ponto de vista de
menor peso para uma dada resisténcia. Estas estruturas poden
sofrer combinagfes de cargas estaticas e dinamicas e, em
muitos casos, o comportamento dinédmico depende significati-

vamente das cargas estéticas.

Por causa de sua importante aplicagioc pratica, o
comportamento dinamicc de barras de secczZo delgads mereceu
consideravel atengio no passado. A teoria gersl para as
vibracdes de barras de secgfo delgads, incluindo inércia de
rotagdo, inércia setorisl e ainda o efeito de forgas saxiais
estaticas aplicadas nas extremidades das barras, foi
spresentada por Flascee [1], Sene [4] determincu as
fregquénecias naturais flexo-torciocnais de vibragac sob varias

ex
condigdes de contornc, usando o método analitico. ¥ere ¢ Lin
P

[5] determinaram as freguéncias naturais acopladas
flexionails e flexo-torcionais sob vérias condig¢Ses de
contorno usandc o método exato e o de Rapfeigh -~ Ritz,  Toe

[8] esterndeu as egusg¢des diferencisis de vibragdo de Féaoose
para incluir a deformacgzc por forgz ccortante. Redewio [7]
estudou, psra o comportamento fiexiocnal e torcionsl, a
influéncia da forga axial incluindo os momentos aplicados
nas extremidades das barras. M2 [81 determincu através do
método dos elementos finitos, para o comportamento torcicnal
e flexional, as matrizes de rigidez € de massa usando um
campo de deslocamento cibico. Fendncie ¢ Fguk [8] incluiram
nestas matrizes a deformagdo por cortante e as 1nércias de
rotag3o e setorial. Xaggoinevic {103 determinou, para o

comportamento flexional e torcions.. as matrizes de
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massa, de rigidez e de rigidez geométrica usando como campo
de deslocamento as solu¢Bes das equagdes diferenciais do
problema estatico. Faiberg [11] determinou a matriz de
rigidez dinamica a partir das equag¢des diferenciais obtidas
por Y4lacoesu,

Neste trabalho, estuda-se a influéncia da fores
axial estatica nas freguéncias naturais de vibragio
flexional (somente flex3o), flexo-torcional (somente
flexo-tor¢3o) e flexional-torcional (flex3o e flexo-torgdo
acopladas) incluindo momentos e bimomentos estaticos

aplicados nas extremidades das barras.

No capitulo 2, faz-se um resumo sobre a teoria
de flexo-tor¢3o onde procura-se apresentar hipdteses,
convengdes de sinal e as grandezas envolvidas.

No capitulc 3, obtém-se as eqguag¢tes de movimento
através do Calculo Variacional. Deduzem-se, entZdo, as
expressfes da energia cinética, energia potencial e do
potencial das cargss externas e, em seguida, aplicae-se o

principio de Famifien.

No capitulc 4, partindo-se das express8es de

energia obtidas no capitulo anterior, determinam-se &através

do métado dos elementos finitcs as matrizes de masss, de
rigidez e de rigicdez geométrica, usando campo de
deslocamento cibico. A equegZo de movimento na forma

matricial & cobtids

No «cepitulc 5, estuda-se atrevés de glguns
exemplos & influéncia d=a forga axial estatics nes
frequéncias e nos modos naturasis de vibragZo gquando se

considera o bimomento.

No apéndice A, enccecntrazm-se szigumas matrizes que

s2o definidas &ao 1longo do tresbalho e no apéndice B,



apresenta-se uma descri¢fo do programa VIBRADEL utilizado
no célculo da carga critica e das fregquéncias naturais de

vibra¢io e seus respectivos modos.



CAPITULO 2

CONSIDERACOES SOBRE FLEXO - TORGCAO

2.1 INTRODUCAO

Uma barra ¢ dita ser de sec¢Zo delgada guando
cada uma das suas dimensSes ¢é de uma ordem de grandezsa
diferente das outras duas, ou seja, & espessura da parede ¢é
pequena em relacdo a dimensio caracteristica da sua secg3o
transversal e ests por sua vez & ©peguena em relagdo ao

comprimentoc da barra ¥laccsy [11.

Seja ent3do uma barra de secgio delgada aberta
referida a um sistema de eixos xy=, confcrme z figura 2.1,
sendc gue 0S eixos Yy e 2 sdo principais de inércia e o eixo
x longitudinsl passando pelos centros de gravidade da
sec¢3do. Ainda nesta figura, esta representada uma linha gque
divide & espessura s0o meio, chamacda 1linha de esgueleto,
sendo percorrida por uma ordenada S que sera considerada
positiva quando o ralo vetor, gue une o centro de torgZc D
com o pontc genérico da linha de esgueleto, gira no sentido
horario para um observador clhando no sentido positivo do
eixo x. A origem desta crcdenada deve ser convenientemente

escolhkicdsa.

Psrza a teoris a se desenvolver neste tratalho,
serdac feitas as seguintes hipdteses de cariater genéric
dimensdes da sec¢3o nao variam so longo do comprimentc da

barra, & secg¢2o transversal é ieformavel em seu plano & a
1

n
deformacac por distorg¢Zo na linha de esqueleto é nula.

2.2. DESLOCAMENTOS

Suponha-se gue a barra sofra uma deformacgio



gualquer. Um ponto arbitraric da linha de esqueleto desta
barra ocupara uma nova posigdo através das componentes do

deslocamento deste ponto.

a) b}

FIGURA 2.1

Inicialmente, determinam-se o0s deslocamentos no
planc da secgZo transversal. Tendo em vista & hipdtese de
indefeormabilidade nc planc da seccdc transversal. es
sec¢ac pode ser considerada como rigidse gquanto aos  se

camentes. Portante, gqualguer ponto ds linha
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centro Ze torcdo nas direclBes ¥y e 2, resp
angulic de rotacao @(x) de ot
do centro de ftorgzo.

A figura 2.1.b mostra esses deslccamentos  com
¢ seu sentidc positive. 0s deslocamentcs wi(x) e w(x)
positives no sentido positivo de v e =, respectivamente e ©
@{x) positivo gquando o giro ¢é santi-horario parse um
v

edor olhando no sentido positivo do eixo X
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Sejam v, & Z, as coordenedas do ¢



v(s) e =2(s) as coordenadas de um ponto arbitrdric Q na linhs
de esqueleto, respectivamente, nas diregges A e Z.
Considerando-se pegquenos deslocamentos as expressSes de

deslocemento, deste ponto @, s3o :

v_(x,8) = u(x) + [z(s) - zD]¢<x>
(z2.1)

v (x,9) = weo - [uis) -y Jecx)

linha de
esqueleto

b)

FIGURA 2.2

Serd considerado =sgora o deslocamento do pontc

arbitrario e na diregz2o de x. Sejam entszo, os

v

deslocamentos % (X,S), Z;(x,s e w (X,s) nas diregles X,
tangente & linha de esgueleto no ponto & e normal a 1linhs
de esgueleto neste ponto, respectivamente, conforme a figura
2.2. Chamando-se a(s) o angulc entre a tangente &8 1linha de
esgueleto no ponto @ e 0 eixo ¥y, pode-se obter as seguintes
expressdes para os deslccamentos tangencisl e normal,

respectivamente:



Eg(x,s) = v_(x,s)cosa(s) - w_(X,s)sena(s)

(2.2)

Eg(x,s) = vs(x,s)sena(s) + ws(x,s)cosa(s)

FIGURA 23

Substituindo-se os valores das expressdes (2.1)

nas expressdes (2.2), vem:

EQ(X,S) = v(x)cosa(s) - w(s)senz(s) +

+ [[2(5) - zD)cosa(s) + [y(s) - yn}sena(s)]¢tx)

-~
3N
(o))

~

i;(x,s) = v(x)senal(s) + w(x)cosa(s) +

+ [Ez(s) - ZD]Send(S) - [y(s) - yn]cosa(s)]¢(X)

#

Da figura 2.3 pode-se afirmar que



n(s) = - [Ez(s) - zb]ccsa(s) + [y s) - yn}sena(s)}
(2.4)

h(=s)

- [[z(s) - zn]sena(s) - (y(s) - yb)cosa(s)]

onde n(s) e h(s) s3c as distancias do centro de torg¢3o &
tangente & linha de esqueleto no pontoc @ e do centro de
tor¢do & normal a linha de esqueleto no ponto Q,

respectivamente. Das expressdes (2.3) e (2.4), tem-se

-

V (x,8) = v(x)cosa(s) — w(x) sena(s) - F(xdn(s)

(2.5)

z—u_s(x,s) = v(x)seno(s) + w(x) cosa(s) - @(x)h(s)

L

Considere-se sgora um elemento diferencial dsdx
situado na superficie média da barra. Sabe - se da teoria dsa

-

elasticidade que a distor¢ic » neste elemento &

¥y = : 4 (2.8

Como, por hipdtese, & distorgcdc é nula na 1linha de

esgueletoc tem-se entZc:

=+ = = 0 (2.7

ou



@ a7
us(x.s) = u(x) - J — ds (2.8)
<

onnde w(x) é uma fun¢do somente de x qgque representa o

deslocamento longitudinal do ponto Qi, origem da ordenada s.

Derivando-se a primeira das expressdes (2.95) em

relag¢aoc a x e multiplicando-se os dois membros por ds,

temn—-se:
v
2 de = e’ (x)cosa(s)ds - w ({X)senc{s)ds -
ax
- @ (xX)n(s)ds (2.9)
na aual o apdstrofo representa derivada em relag3c a

variavel x

Ainda, na figura 2.3, pcde -se observar que

ds.cosa(s) = dy
de . sena(s) = —d=z (2.10)
ds.n(s) = dw

onde ds representa o diferencisl do arco da linhe de
esqueleto e o©s diferenciais dy e d= representam &as
projegBes do elementoc ds nas diregdes by e =4 s
respectivamente, e dw duas vezes & area do setor elermentar

tendoe como poloc o centro de torgac e compreendendc o

elemento ds e zltura n(s). A fung¢Zoc w serd chamada de “"&resa
setorial” e o seu diferencial de é iguasl a duas vezes & area

do triangulo elementar de base ds e altura n(s).



Levando-se as expressdes (2.10) na expressao

(2.8), ven

—2 _de = o' (x)dy + @ (x)dz — @' (xX)dw (2.11)

A substituicZo da express3o (2.11) na expressio

(2.8), e a integracdo desta, fornece :
u {(X,s) = u(x) — e (x)y(s) — & {xXIZ{s) + ¢ (XI3w(S} (Z2.1253

Os trés primeiros termos desta expressao exprimem
a lei de Bernoulli-Hevier, isto é, secc¢dac plana antes dsa
deformasdo permanece plana depois da deformagzio. O Gltimo
termo, desta expressz@o, gue resulta da tor¢zo da barra nZo

segue a lei de Rennevillfi- ¥Yovien e = chamado de

emfenasments

As expressdes (2.12) e (2.1) s3c as componentes de
deslocamento, de um ponto arbitrario @, nas direcdes x, v e

Z, respectivamente.

Como as coordenadas y(s) e 2{(s), a coocrdenada w(s}
seréd tembém escolhida de uma forma converniente. Pelo fato
as coordenacdas yv(s) e z(s) terem como origem o centrc de

d
gravidade (c.g.), pode-se dizer gue

Jl.y(s)ds = f1.2(s)dS = 0 (2.13)
s s

€ por serem eixos principais de inércia,

10



J&(S)Z(S)ds =0 (2.14)
s

Para &a coordenada o(s), inicialmente, deve-se

escolher a origem da ordenada s de tal forma gue

Jl.w(s)ds =0 (2.15)
s

e comc o centro de tors¢io fol escolhido como polo da &rea

setorial, demonstra-se que

J&(s)w(s)ds = jz2(s)w(s)ds = O (2.18)
s )

As expressf8es de (2.13) a (2.18) formam &8s
condi¢des de ortogonalidade entre as fungdes 1, w(s), =2(s)
e w(s).

2.3. TENSOES

Quandc uma barrs passa pars um estado de

deforma¢io, formam-se nelas for¢as elasticas internas. Estss

for¢as s3o0 resultantes da distribuig¢Zo de tensSes normais o
e tangenciais 7. Supde-se, agul, gue existem tensfes normais
somente em ccrtes transversais e gue estas se distribuenm
uniforremente ao longo da espessura da barra. Para ss
tensdes tangenciais supde - Se gue uma parte se distribui
uniformemente 20 longo da espessurs e a outra parte cocm ums

variacZo lineer. A figura 2.4. mostra estas distribuicfes.

Sendo cx a tensZo normal e sx a deformacio

>
—



especifica na diregdo x, pela lei de ¥=zzl2 tem -se

o = FE.e (2.17.8)

ocnde £ é o médulo de elasticidade do material da barrsa.

A hipdtese da existéncia de tensdes normais,
somente, em cortes transversais assumida neste paragrafo
contradiz a hipdtese de indeformabilidade da sec¢io assumida
anteriormente. Partindo-se desta segunda hipdtesze,

demonstra-se que

fed = —_— & (2.17b)

. . 2
onde @ & o coeficiente de Psivoen, Desprezando-se u

diante da unidade observa-se que as expressfes (2.17.a8) e

(2.17.b) ternam-se igusais.

a)

FIGURA 2.4

12



Da teoria da elasticidade pode-se escrever que

£ = (2.18)

Aplicando-se a expressao (2.12) em (2.18) e esta

em (2.17), ven

ox(x,s) = E,[u'(x) - () (s) - w(x)z(s) +

+ ¢"(x)w(s)] (2.19)

A express3o (2.19) relaciona a tensZo normal com
as quatro grandezaes cinematicas uw(x), v(x), w(x) e
@(x). Pode-se relacionar este mesma tensdo com os esforges
interncs como resultantes da distribuigZo desta tensZic em

toda secg3o. Assim, da figura 2.5.18, pode-se afirmar gue

N(x) = J&x(x,s)ds
s

M{x) = cx(x,s)y(s)dS
S (2.20)
.

~ = v Y=<\~

M( ) ch<~u>~<«>-5
s

B(x) = J?x(x,s)w(s)ds
S o

13



As trés primeiras foérmulas definem os esforgos
internos :forga normal, momento fletor em torno do eixo 2 e
momento fletor em torno do eixo vy, respectivamente. A quarta
férmula define um esforgo interno auto-equilibrado chamado

Bimemenis

/B(esfor;o auto equilibrado

FIGURA 25

Levando-se & expressac (2.18) nas fdérmulas (2.20)
e, tenco em vista as condi¢des de ortogonalidade (2.13) =&

(2.16), venm

sy = NeO
ES
M o(x)
U"(X) : - —
£, (Z.21)
M o(x)
w"(y) - Y
EJ
Y
; B( x
¢II(>(.) - ( )
cJ

14



onde :

S = JdS (drea da secg¢3o transversal)
Y

2 R e~ .
Jz = J§ ($)dS (momento de inércia em relag3ac ao elxo Z)
s
A ¢ 3 i
J, = Jz (£)dS {(momento de inércia em relag3ao ao eixo V)
s
2 - . -
Jw = J& (s)dS (momento de inércia setorial)

s

Eliminando-se as deformacSes na expressic (2.18)

pelas expressdes (2.21), tem-se que

C tltimec termo desta fdérmula determina as tensdes

normais referentes a deformac¢3o por torg3o, chamadeas de
tencses nevmaic de flexs - tencoe

Para a tensdo tangencial com distribuigZc uniforme
considera-se o elemento diferencial representado na figura

2.8. 0 ecuilibrio deste elemento na direcdc x feornece

15



a(Teé) 6(0;6)

= (2.23)
ds ax
ou
1 aoxé
T (X)) = =2 | T(x) + L—— ds (2.24)

ax
1

onde T(x) é uma fungic somente de x & gque pode ter o seu
valor encontrado conhecendo-se Te(x,s) na pcsigac s = S, No
caso de auséncia de tensfes cisaslhantes na extremidade S,
Z(x) € nula .Assim, 8 equagzo (2.24) pode ser escrita da

seguinte forma:

~
o
.
X
0
T
H
——y
X
-
I~
B
e
s

FIGURA 26



Derivando-se a expresszo (2.18), em relagio a x, e

multiplicando-se seus dois membros por dS, ven

ac
—axx ds = E [u"dS—o’”de—w’”zdS+¢"’codS]

(2.26)

Levando-se a expressio (2.26) na expressio (2.25)

e integrando-a, vem:

U"(X)S(S)‘U"'(X)S;(S)‘uw'(X)Sy(5)+¢"'(X)Sw(s)]

(2.27)

&
N
X
®
S
I
—_

onde 5(=), Sy(s), S () sdc, respectivamente, a &res e 0S
momentos estaticos em relag3oc aos eixos vy e 2z da parte da
sec¢3c compreendida entre as ordenadas s, e s . S3o

calculadas da seguinte forma

= pON S
S(s) = j as SY(S) = J z(s)ds |, SZ(S) = J v(s,ds
S, % P (2.28)

Sw(s) &€ uma caracteristica geométrica chamadsza

memenis eotalice vetsnial € se calcula da seguinte maneirsa

S (s) = f w (s)dS (2.28)

17



Aplicando-se a eXpressac (2.27) para s
correspondentes as bordas longitudinais da barrs,
demonstra-se gque u”(x) é nula, por n3aoc se ter tensdes

tangenciais aplicadas nestas bordas. A expressao (Z.27) se

escreve, entdo :

E r e L o PP r -I
T (X,s)= 27" (X)S (s)—w X)S (£)+ xS (=
o< s L ()T (X)S ()" ()5 ()]

(2.30)

As duas primeiras componentes desta express3io s3o
tensdes tangencials ligadas as forgas cortantes em relacgdo

aos dois eilxos. 0 dltimo termo é chamado de tenscas

tangencial de flexs - tencas (Tft)_

Anzlcgamente as tensdes normals, pode-se
relacionar as tensfes tangenciais com os esforgos internos.
Assim da figura 2.5.b. e utilizando a&as expressdes (2.10),

definem-se os esfor¢os internos da seguinte forma:

(2.31)

onde Qy(x) e QZ(X) s3o sz forgss cortantes gque atuam na
secgao transversal nas diregdes v e =2, respectivamente, e

M (X)) é o memente de flexs - tencas em relagdo &ao centro de

torgso.

Substituindo-se o valor de < (x,s} dadec pela



expressaoc (2.30) nas expressges (2.31) , efetuando-se a
integracdo por partes e usando as condigGes de

ortogonalidade, obtém-se:

Q_(x)
Ulll(x) : __y_—_
£EJ
z
Q (x)
w* (X)) T ——— (2.32)
EJ
Y
M (x)
ft
lll(x) : -
¢ EJ
&

Eliminando-se as deformaegdes na expressio (2.30)

pelas expressdes (2.32), tem-se

Te(x,s) - - S (8) + —m—— S (8) 4 ——— 5 (5)

A tensZoc tangencial com distribuic¢io linear T
corresponde ao momento de torcdc livre M, A relsci3o entre
(9

T, e fﬁ pode ser obtida da Resisténcia dos Materiais como

T (x,7,8) = r(s) (2.34)

18



onde & ordenada r(s) esta indicada na figurs 2.4 e Jl é o
momento de inércia & torgdoc e para secg3io aberta
de parede fina, tem-se que
1 3
Jo= 5 J &7 (s)ds (2.35)
S
Hk(x) = GJt¢’(x) (2.386)

onde G é ¢ médulo de elasticidade transverssl do material da

barr=a.

24. A EQUACAC DO BIMOMENTO

Das tensdes tangenciais que se formam na parede

das barras de sec¢io delgada duas delas correpondem 8¢

momento torgor. Uma delas é T correspondente so momento de
tergEo livre HN & outra & T, 4due tem o moments de
flexo-torgao M como resultante. Assim. ¢ momento total

ft
resultante fﬂ € escrito ds seguinte forms

Mt(x) = M (x) + Hp(x) (2.37)

Substituindo-se MLda expressac (2.38) e M. da

expressao (2.32) na expressao (2.37), vemnm:

M (x) = GJ @ (x) - EJ_ @ (x) (2.38)

Derivandec-se esta expressao, em relag3o a X,

tem-se
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Ejdﬁ”(x) - GJ @ (X) = -M(x) (2.39)

Considere-se a Ultima das expressdes (2.21)

¢ (x) = =X (2.40)

EJ
w

Derivando-se duas vezes, em relag2o & X, esta

express3ao fornece

(2.41)

Levando-se ¢@”(x) da expresszo (2.40) e ¢fv(x) da

expressaoc (2.41) na expresszoc (2.38), tem-se gue:

r*B7(x) - B(x) = -1 H(x) (2.42)

onde r© €& chamado de segmentc caracteristico e é definido

congo:

r = /——;— (2.43)
J

No casc de nZo se ter carga torgora distribuida

H;(x) é nule. Assim, & expressgo (2.42) fica:

r’B"(x) - B(x) = 0 (2.44)
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cuja solugdo geral é

= . 23 L <
B(X) = Aise._h = + AZCO..ah (245)

com as constantes A1 e Az dependendo das condigdes de

contorno do problems.
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CAPITULO 3

EQUACOES DE MOVIMENTO

31. INTRODUCAO

Neste capitulo, determinam-se pelo método da
energia, as equaces diferenciais de movimento de uma barra
submetida & forgas axiais estéticas aplicadas de uma
maneira tal que o problema se mantém conservativo. A
formulagao parte do calculo da energiz de defcrmagido,
cinética e o potencial das forg¢as externas e, em =seguida,

aplicam-se as técnicas do célculc variacional.

As hipdteses consideradsas, aqui, g¢com relagaoc @&
geonmetria e & distribui¢Zo de tensBes, sZoc as mesmas do
capitule 2. Portanto, continuam valendc as expressfes

deduzidas naguele capitulo incluindo, somente, s variavel de

tempo t nas funcgdes envolvidas.

y Tix,s,t)

a) b)

FIGURA 3.1



Considere-se entZo uma barra de secgio delgada
submetida a forgas axiails estaticas aplicadas em pontos
arbitrarios da sec¢gdo transversal, com coordenadas ey , €,
nas dire¢des v e 2, respectivamente, sendo w, © valor da
coordenada setorial generalizada deste mesmo ponto, conforme
a figura 3.1. Suponha-se gue a forga P seja a resultante das

forgas 1longitudinais aplicadas nas secgdes extremas da

barra. Nestas condig¢fes, as fungSes N(x), Hy(x) e Hz(x)
s3o constantes e iguais a P , Pez e Pey, respectivamente. A

fun¢do B(x) & variavel com x, sendo gque nas sec¢des extremas
B(x) tem que ser calculado através dos bimomentos de cada
componente. No caso de uma Unica carga, como na figura 3.1,
o bimomento & igual a P.wo. Assim, da expressao (2.22), a

tensdo normal que se formes em um ponto gualguer ds barra é

P Pe_ Pe B(x)
o (x,8) = + z + —2— vV 4+ — w (3.1
x s J J J

Y z w

B. X B

i — 2
! |
| £ 3
1 1

FIGURA 3.2

A expressioc do bimcmentc B(x) seri determinada
pela expresszo (2.45). Assim, guando se conhecem os valores
do bimomento nas sec¢des extremas de um trecho da barra, e

adotando-se como origem do sistema de coordenadas uma das
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sec¢des extremas, conforme a figura 3.2., pode-se afirmar

que:
B(0) = B, e B(l) = B, (3.2)
‘Da aplicag3o, destas condig¢8es, na expressio
{2.45) determinam-se &s constantes de integrag¢i3o A1 e Az.
Assgim,
1
Bz - Blcosh -
A1 = 7 (3.3)
senh. ——
r
A = B
z 1
o
Levando-se os valores das constantes A1 e Az dados
pelas expressdes (3.3) na expresszo (2.45), tem-se s

expresszo do bimomento

ou

BCx> = B senh — > 4+ B cosh — (3.5)
1 r 1 T -

onde
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Bz— B cosh —%—
B = 1 <3.8)
senh —

32 ENErRGIA DE DEFORMACAO

Seja ent3o a barras representada na figura 3.1.
Durante as vibragdes livres desta barra um ponto arbitrario
da linha de esgueletc se encontra em movimento. O seu
deslocamento, agora, nio dependera somente de sua posig¢EHo
mas também do tempo. Assim, as componentes de deslccamento,

deste ponto, s3Zo definidas pelas expressdes (Z2.1) e (2.12):

v(x,t) + [z(s) - zD]qb(x,t)

v (xX,s,t)
S

vty = [wie) = v Jeé(x t)
L D

w (X,s,t
¢ )

uS(x,s,t} = u(x,t) — vV((xX, t)y(s) — w((x,t)z(s) +¢’(x,t)w(s)J
(3.7)

Estes deslocamentos sZ%o o0s responsiaveis pelo
aparecimento das tensdes ax(x,s,t) e T({Xx,s,t). Sendo

5y(X,S,C) e »(x,s,t) as deformagdes correspondentes as estas
tensBes e dV o elemento diferencial de volume, a energia de

deformacsc da basrra pode ser escrita comc segue

U = 1 J Ere- + TY)dV (3.8)
V x X

Aplicando-se a lei de Zeokhe na expressio acima,
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obtém-se:

£t 1 1
U = J j eZasax + __J J 2 dSdx (3.9)
v 2 Jods ™ 26 oJs

Para o primeiro termo desta expresszao o valecr de

€ _se obtém a partir da dltima expressio (3.7). Assim

au
1=3

sx = : = '’ - ‘U"y - wi= + ¢"0) (3.10)
ax

Para o segundo termo sera considerada, scmente, a

contribuic¢do do momentc de tor¢ac livre, representada pela
expresszao (2.34). A contribui¢dio das forgas cortantes e do
momentc de flexo-torgao, representsda pels expressiac (2.33),

sera desprezada. Assinm

2M,
T = r (3.3113
J
t
Levando-se as expressdes (3.10) e (3.11) na

expresszo (3.8), pode-se escrever

1 2
E[[
a7 = a3f — ¥, 3 nt LLIY N
. - J J[u SMAY =+ ¢ ] as +
Z Jo
3 tr2 };

1 4 L 2
4 — J J r drdsdx (2.12)

26 Jodsd-t 2
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Efetusndo-se as operac¢des indicadas, integrando-se
em S o primeiro termo desta expressdo e em r e s o segundo
termo da mesma, com as condi¢des de ortogonalidade, tem-se :

Por se tratar de um movimentc desacopladoc dos
demais e, em geral, com fregquéncias naturais bem superiores,
o movimento axial sera excluido da analise. Absandonandc-se,
entdo, o termo Su’” ds expressdc (2.13) e substituindo-se M,
pela relascac (2.36), a expressio da energia de deformacio,

finalmente, & obtidsa

l
o = L [Ej vt 4 BT w4 EJ 7% & GJ ¢>'2]d><
2 ° z Y w t

1

3. ENERGIA CINETICA

Considere-se agora & energia cinética da barra,
representada na figursa 3.1, guandc ela vibra com
velocidades w(x,t), w(x,t) e @¢(x,t). O pontc represente a

4

derivada em relagzZo a variavel t.
Derivando-se v, w_oe U dadus pela eXpressao

(3.7), em relacgzo ao tempo, determinam-se as velocidades de

um ponto arbitraric da linha de esgueleto. Assim:
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v, = u + Ez - zb]¢

v = w - [y—y]qi (3.15)
8 D

ﬁs =u - vy - wz + Pw

Sendo p a massa por unidade de volume do material
da barra, a energia cinética desta barra pode ser escrita

como segue:

all—
v

Z
1 jjp[ﬁz + 0% 4 zbz]de.x (3.15)
2 o S =] s k=1

Substituindo-se as expresstes (3.15) na expresszo
(3.16), wvem

+ [ - Ey -y } 1 ISax (3.17)
pj"]
Efetuando-se as operagdes indicadszas,

integrando-se em S e usando as condigBes de ortogcnalidade,

tem-se
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+ Jwé'z + zs[yDu} @ — = O é]]dx (3.18)

onde i & o raio de girag3c polar em relag3c a um eixo
passando pelo centro de tor¢do e se calcula da seguinte

forma:

> - » J + J
. Y z
T =y + =2 4+ — (3.18)
D D D
s
. -, 2 -, 2
Na expressdo (3.18) o0os termos sz e Jyw
p . . . ~ -~ _ -, 2
provém da inércia de rotagiao em flexio e o termo Jw¢

provém da inércia de emnenamenis em torg¢ac.

Abandonando-se o© primeiro termo da expressic
(32.18), analogamente ao que foi feito para a energia de

deforme¢ioc se obtém, finalmente, & expressio da energisa

cinética
1 ! -2 -2 2 -2 -, 2 -, 2 -, 2
T = [ p[S[v + w4+ T @ ] + J v’ + J w T+ J @ +
2 Jo J z Y w
+ zs[ybz; - 2 U qis)]dx (3.20)

34 PotenciaL pAs Forcas EXTERNAS

Considere-se novamente a barra da figuras 3.1.

Seja o elemento diferencial dV, desta barrsa, conforme a
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figure 3.1.b. Considerando-se agora somente oE
deslocamentos de segunda ordem na direg3o longitudinal,

pode-se demonstrar que o elemento sofrera um encurtamento de:

A = —1-—[1)'2 . w’z]dx (3.21)
2

Portanto, o trabalho da forga normal gque provcca
tensBes normais distribuidas segundo a expressZo (3.1),

estendidec & teda & barra, tem a seguinte forma

i
W = - Jjo(x,s)dSA (3.22)
os S

0 sinal negativo nesta expresszo indica que
o(x,s) de tragio produz trabalho negativo com o encurtamento
A. A contribuic¢3io da tens3o tangencial de flexo-torgio

com a respectiva deformacioc serid desprezaca.

Levando-se as expressdes (3.1) e (3.21) na
expresszo (3.22) e fazendo a energia potencial P v,

pode—se escrever

7
N M M
)
U = ‘Jj N, Y . 2y 4B [v’2+w’2)d_5dx
€ > Joldsi s ] ¢ s

o~
<

Derivando-se as fung¢des v_ e w_  gue ceonstam da
expressao (3.7) em rela¢ao a variavel x, e as substituindo

na expressao (3.23), tem-se:



Efetuando-se as opera¢fes indicadas, integrando-se
em $ e usando &as condi¢B8es de ortogonalidade, obtém-se,

finalmente, a express3c do potencial das forgass externas:

2 2
7 — L —_ 4 + M S ¢ _
+ 2H) [kz zp)qb + 2M [qu yn)qt: 2M v @

» B '2
- Zsz ¢+ U@ ¢ dx (3.23)
J
w
onde foram introduzidas as seguintes caracteristicas

geométricas da secgdo
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kR o= —1 vivZi+ 22)das
4 27 Js
=z
_ 1 i 2 2
R = —— z2(y"+ 2°)ds (3.28)
27 Js
b d
U = | w(vi+ 2%yas
W
Js J

As duas primeiras caracteristicas ky e kz s3dc sas
coordenadas do centro do circulo de estabilidade nos eixos v
e =2, respectivamente. A Ultima caracteristica geométrieaz foi
introduzida por Ffacocee [ 1 1 e elas € nula psra seccidc com
pelo mencs um eixo de simetria . Isto significa gque, nesta
condigZo, © bimomento n3oc tem efeito nos deslocamentos de

Z2a. ordem.
35. PriNciPIO DE HAMILTON
C principic de Hemilien ¢ um principic varisacional

utilizado psra problemas em dindmica . Seja o funcional F,

gque relaciona as energias de deformac3o U, ., cinética T e 0
L

pctencial das cargss externsas ﬂe, definido dz seguinte
forme
L
°r
F = j (u‘ + U - 3‘]dz (3.27
T <

t

1
0 principio de Familten afirme [12] : entre dois
instantes genéricos ti e tz, de todas as trajetdrias

admissivels, satisfazende a configuragac real do sistema nos

instantes t1 e tz, a trajetdria real € aquela que torna
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estacionario o funcional ¥F., Assim,

b4
5[ [‘“-x U - .7‘]dt _— (3.28)
t

onde ui+ﬂe—7' é censervativo, nos problemas squi tratados.

Fazendo-se 2 = % + ue, 8 expressao (3.28) pode

T

ser escrita da segulnte maneira

t
2
J (6U - 6738t = 0 (3.29)
t

1

Seja, entZo, o funcicnal % obtido pela s=sconsa des
expressdes (3.14) e (3.25). Parsa este funcional,

calculam-se as variagdes:

i
SU = ! {E.J vrEv”  +  EJ wrsw” o+ EJ @UEPT +
o 4 b2 w

-
+ (Nv+ P@r— N?D]¢ ]év +[ Nw —[ Mz - hyn)¢ ]éw +

+ [H —Nz]v'—[}'! ~Ny]w'+[ej + N2+
v D z D t D
L

n
i
<

r B
— oM ] — ¥ ’
+ ZHy [&z zD]+ J42 ['ay ya] + Lw]¢

{3.30)
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(3.30) enm

SU

Integrando-se por partes duas vezes &8 expressao

relag3io a x , vem:

t . .
f{[w v - NuT - [M - Nz ]¢"]5u + [EJ wY - N+
z Y D b4

o]
+ [Hz - N‘_\;D]qS"}éw + [Edev‘;V— [Hy - sz]v” + [Hz -
— 2 _ 1 . o
- N}JD}w (Gjt+ NLD + ZHy [}zz ZDJ+ 21‘1‘2 []'ay }D]]¢

)
L (Bg’ )']5¢}4x +{EJ vUEU + EJ whbw' + EJ @S +
7 J z Y @w

w

+ [Nv'+[ﬁ - Nz ]¢’— EZ v"']év +[Nw'—[N - Ny ]¢' =
Y D z z D

- EJ w"']éw + {[H - Nz Jv'— [M - Ny ]w’ + |GJ  +
v Y D z D t

L
Equ‘b'”}éqb'} L, {3.31)

Seia sagora o funcional J. As variagBes parsa

este funcional s3o



t
&7 = fp[s[ws 4 osu + i;dxsé) £ e+ T urew
(o]

+ I F°68" + Sy [u'xSé + ¢;<su3} - sz [ﬁéé + @&3]]@

{(3.32)
Integrando-se esta expressao na variavel i,
entre os instantes ti e tz e invertendo a ordem dsa
integracdo, vem:
tz L tz o o
I STdt =.[p[ [S(vév+w6w+ icpéqb] + J 0TS0+ Fowsw o+
J D z v
ti (o] ti

.. ; Y - ..
+ Jw¢’é¢’ + Syn[wé¢ + ¢éwJ - Szn[ué¢ + ¢év]}dcdx

(3.33)

Integrando-se, agors, por partes em relagdo a
varidvel ¢, a expressizo (3.33) e notando gue oS

deslocamentos v{(x,t), w(x,t) e @¢{(x,t) s30c prescritcs em t =

[ 2

t e = ¢t_, obtém-se
i 2

r 2t . .. -. .
J &Erde = - J J p{é( v oz @ ]év + S(w + yn¢}éw +
+ i (o) L
1

+ Jw$'é¢’]dxdt (3.34)
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Integrando-se por partes em rela¢ido a variavel x

0s trés Ultimos termos da expresszao (3.34), vem:

4

J;zéfd: = —Jrij{J:p{s[U -2 ¢ ] - JZ{J"]éu + [S[w + v ¥ ]

i

- Jyf&"]éw +[s[if) b + yDz}} —zD{J ]- Jwa"]éqa}dx +

l
+ p[.]zu’év + Jyw’ Sw + qub’éqb'] L}dt (3.33)

Levando-se as expressdes (3.31) e (3.35) na

expressac (3.28), ven

z2prl [ .
J J { EJ v =Nu- [H - Nz }¢"+ ps[{j -z ¢ ) -J :J"]év +
N z Y D o z

<

3 ivoo ' 3 - - -
+1EJ w - Nw”+ (M - “+ pS|uw & - J w'iow
g ; l, . '\’yDJ¢ eS|w + v ¢ y &
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+ ps(izq'i vy -z ] —Jwa"]éqzs}dxdt - (3.386)

As condigBes de contorno assocladas a esta equagdo

l l l
EJ v"év’l =0, EJ w"éw" =0, E7g¢"6e' | = 0
z v w i
o C o
<
[m)' + [M - Nz ]¢>' + pJ v - EJ v"']év =0
Y D z z J [s)
2
[Mw’ - [H - Ny ]é’ + pd W - EJ w"’]éwl =0
z D ¥ b4 ‘o

Como o intervalo de tempo t,oat, € arbitrarioc, ©
integrande da expressdc (3.38), nc tempo é€ nulo e como &v,
Sw e &¢ s3o, também, arbitrarios exceto nos contoernos,

obtém-se desta expressio
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EJ v"Y= pJ U 4+ pSU - NU” - pSz_¢ - [H - Nz ]¢" =0
-4 -4 D Y D

EJ w'V= pJ W + pSw — Nw” + pSy_¢ + [M - Ny ]¢" =0
Y Y D -4 D

C
£
S
~.
<
l
2
£
Y
+
D
0
o~
8N
A
1
G
(=
-
s
i
Z
o~
+
N
<
T
N
|
N
=
N/
+

pSyDJ - pSZDU - _TS_ (B¢’ ) =0 (3.38)

As eguacgfes (3.38) formam um sistemz de eguagdes
diferencilais parcials e homcocgeneas. Elas definem, com as
condigfes iniciais e &s condig¢8es de contorno (3.37), sas
vibracdes livres em flexo-torgac de uma bsarra delgada de

sec¢ao asberta qualguer.

Estas eguaybes diferem das ecguacdes obtidas por

U
~ 3 o 4 4 T3 - =
¥lescer [1] apenas pelo termo ——(5¢" )" da udltima eguagdo
w

tornando-a comeo conseguéncia, ume eguacao diferencial conm
coeficiente varidvel. Este fatc faz com que esta equacio nic
tenha solucZo explicita, mesmo para condi¢Bes de contorno
particulares, necessitando portantoc, de se recorrer a

métodos numéricos de integraci3o
Admitindo-se Qque as vibrasgBes da barra S&O0

harmdénicas, a&s solug¢Bes das equag8es dadas pela expressio

(3.38) podem ser escrites da seguinte forma:
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v(x,t) = V{x)sen gt
w(x,t) = W(x)sen gt (3.38)
@(x,t) = (x)sen gt

onde ¢ é a frequéncia natural de vibragdo livre e V{(x), W(x)
e ®(x) s3o os modos de vibragdes correspendentes, fungdes,

somente, da variavel x

A substituig¢ioc das expressSes (3.33) nas

expressfes (3.38) resulta:

EJ vWYe QPpd v - G%psv - N+ g%pSz & - [H - Nz ]@"= 0
z z D Y D
. iv 2 s _ 2 _ re - 2 : — 3 LA
E.Jylw/ + g prlw/ g pSW NW G pSyD§‘ + [Hz N}.D]é 8]
E7 V- GJ &7 + g od 8" - g pStiE - [m’z + 2M [k -z J +
w t s o) D vyi z D
2
-~ - v __ s — V" _ LN v - <\
AN;[ky v ]]§ [“ Nzn} + [ﬂz hJD}W g e >DW +
U
2 w ’ r
+ g pSz V - {Bg') =20 (3.40)
L J
[#%]

As equag¢Bes diferenciais dadas pela expressao

(3.40) s3c ordinarias e homogéneas e elas representam um
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2 - .
problema de auto velor em <@ , freguéncia natural, ou em

N, parametro de carga . Observa-se que naoc existe somente
um valor de @ ou N gue satisfaga estas eguagdes. Através

deste sistema de equagdes ordindarias e homogéneas com as

condi¢Bes de contorno derivadas dsa expressao (3.37),
determinam-se os valores destes parametros e de suas
correspondentes auto - fungdes
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CAPITULO 4

MéTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

41 INTRODUCAO

Devido &a impossibilidade de serem obtidas
solu¢des analiticas para as equag¢gdes (3.40), deve-se
recorrer a métodos numéricos Que fornecem solugdes

aproximadas, mas aceitaéaveis. 0O método dos elementos finitos
tem-se mostrade como um método muito eficiente para a
soluc¢Eoc numérica em problemas de vibrag¢8es de barras. Ele se
baseia na subdivisZo da barra em um conjunto de subdominios
e ao invés de se integrar as equag¢des pasra todo o dominio
er uma sd operagdao, integra-se para cada subdominio. Os
resultados desta integra¢Zo s3o combinados convenientemente

de modo a obter os resultados para o dominio total da barrs.

Neste +trabalho, & formula¢cZo do método dos

elementos finitos sera feita a partir do método de Rayleiph

- Ritz que utiliza a forrulagZc variacional. E=ste método
permite resclver as eguac¢des do problena de forma

aproximadsa, em um subespaco de dimens3ao finita, na gual as

sclug8es propostas tém a seguinte forma

N

oY

Fo= ) €.ty 8,00 (4.

r=1

onde er(x) sao fung¢des escolhidas linearmente independentes

e Cr(t) sgo fung¢des a serem determinadas.

A substituig¢Zo das solugdes, na forma da

expressado (4.1), na expressao (3.27) faz o] funecional
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depender das fungdes Cr(t). Portanto deve-se impor a

condigdo gque torna estacioniario o funcional

t

4
j [‘lﬁ_‘ (Cr) + ‘Z,C9 (Cr) - T(Cr)]dt (4.2)
t

1

obtendo N equac¢Bes para os parametros Cr

42 DETERMINACAC DAS MATRIZES DO ELEMENTO

Seja & barra esgquematizada na figura 4.1,
subdividida em segmentos chamados elementos finitos,
referida a2 um sisteme de eixos global xy=., 05 pontos de

ligagdoc entre os elementos finitos sZo chamados de nds.

FIGURA 4.1

Seja sagora ¢ elementoc finito e desta barrsa,
representado na figurs 4.2 , com os parédmetros nodais deste
elemento referidos a um sistema de eixo local x v =z_. Estes
parametros nodais sZo os valores das fun¢des deslocamentos e

suas derivadas nestes nés. O numerc destes parametros e
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escolhido para ser igual ao ntGmero de graus de liberdade do

elemento. Como nac estio sendo considerados movimentos na

direc¢ao longitudinal, este elemento tera doze graus de

Vi Wi ®j
J

Y ®

j

FIGURA 4.2

liberdade, quatro para cada fun¢Zo deslocamento. Assim, se
0os parametros nodais s3c escolhidos para serem os parametros
desconhecidos Cr(t) e se as fung¢des escolhidas s3E0
polinémios do terceirc grau, pode-se escrever as fung¢des

aproximadoras na seguinte forma matricial

vo(x»t) = h(x) V(t)
wa(x,t) = h(x) W(t) (4.3)
@ (x,t) = h(x) ®(t) ]
(-8
ocnde o indice o distingue as snlu¢bes aproximadas va(X,l),
w (x,t) e ¢ (x,t) das solugdes exatas v(x,t), w(x,t) e

P(x,t), as letras em negrito indicam matrizes e




(4.4)

1
N
X
®
i
Xy
+
X
©
e~

sendo que a matriz h(x) satisfaz as condi¢Ses de contorno

do elemento £ e

VT(t) = { Vi(t) N V;(t) N Vj(t) , V}(t) }
wigt) = {Wt(t) S W) L W () W) } (4.5)
6 () = {§L(t) L BI() B (1) 5 (L) }

onde o expoente T indica matriz trensposta.

421 MaTRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

Da expresszo (3.14), & energia de deformagzo do

elementoc finitoc & pode ser cslculada como

?
o

R=A
=+ J [EJ v+ EJ wr® + EJ @7 + GJ ¢’2]dx (4.8)
o z o v o a w a

ﬂ
N[

Derivando-se duas vezes em relagZo a X &8s trés
fun¢Bes dadas pela expressiao (4.3) e uma vez a uUltima fungio

e levando-se estes valores para a expresszo (4.6), vem



L

L
&
Vv + W' J h”T EJ hrdax|w +
o b 4

1 € T
@t = = § v¥T h”' EJ h dx
7 . z

|
J

]
&
+ & J [h”" EJ_h” + h"’GJL h’]d_x q)} (4.7)
O
au
u?=—1—[v7ke v + Wi x® w + oF k* cb] (4.8)
i 2 vy zz xx

e e ~ . .
k . Sao, respectivamente, as matrizes (4x4}
b9

e

onde k , kK
vy zz

rigidez do elemento & flexso na diregac ¥, &a flexZEoc na

direg¢Zc 2 e a4 torg3o e sZ2o definidas da seguinte forma

r £
k¢ = T E J h” dx (4.2)
Yy JO z
L
€ e T
sz = h” £ J h” dx (4.105
= Jo
l
e r € T T
k = E\" EJ h” + h G J h’]dx (4.11)
X X w t
Jo
Derivando-se a matriz h, dada pela expresszo

(4.4), em relagdo a x, uma e duas vezes e levando-se estes

valores nas expressses (4.89), (4.10) e (4.11), tem -se
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k¢ =rJ B® (4.12)
Yy z
k¢ =rs B® (4.13)
zz Y
x¢® =57 B® + 6 u c*® (4.14)
XX [ t
onde
L
e €
B = J h”" h” dx (4.15)
8]
e
l
e € T
= =J h? " h?oax (4.18)
o
Estas matrizes estZio mostrsdas no Apéndice A.
Seja agore, & matriz qe(t) definida da&a seguinte
maneirs

T

a®ce) = {vtu) L VICE) L W () L WI(e) . B (t) . Bl (),

Vj(t) , V;(t) . Wj(t) , W}(t) , §j(a) , §3(a)}
(4.17)

As seguilntes relacdes podem ser escritas
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v=R q° (4.18)

Y

¥ =R a® (4.18)

¢ =R q° (4.20)

onde Ry , Rz e Rx s3ao, respectivamente, as matrizes
proje¢ac do vetor g nos vetores v, w e ¢ .Estas
matrizes, cem ordem 4x12, sao constituidas somente de

elementos igusais a um ou zero e elas est3io apresentadas no

Apéndice A.

Levando-se as expressdes (4.18), (4.18) e (4.20)>

na expresszao (4.8), ven

onde k¥ & a matriz de rigidez total do elemento € e =

definida da seguinte formsa

a8
®
o)
]
x
&
ool
+
ool
»
®
o)
+
o)
-
»
[\
x
N
ftay
[\
AN
~/

também mostrada no Apéndice A.

422 MATRIZ DE MAssa DO ELEMENTO

A expressio (3.20) fornece o valor da energisa
cinética de uma barra. Assim, o valor da energia cinética

do elemento finito e pode ser calculada como



v J82% Zs[y o é -2 ]]dx (4.23)

Derivando-se as fung¢des v, w_e ¢a, dadas pelsa

expressao (4.3), em rela¢io aoc tempo t, tem-se:

13a(x,t) = h(x) V(t)
zba(x,z} = h(x) W(t) (4.24)
$_(x.t) = h(x) ®Ct)

'Q-n

Derivando-se as fungdes v, v e s dadas pelsza

a <
expressao (4.24) em relacao & variavel x, e levandc estas

derivadas e mais (4.24) para a expressac (4.23), tem-se:

t
<
+ h’T_]yh’}dx]V;’ + ¢TU p[hTSt;‘;h + h’Tth’]dx}d) +

3 z
€ €
+ Y iTU ohTsh dx]d') + oy d)TU ohish dx:llvi -
D D

[¢] o]

3
-T eT M T eT -l-
—z_ Vv Ph'Sh dx|d - z_ ¢ phShdeV

[o]

(4.235)
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Seja a matriz A? também mostrada

definida como

& le T
A = J h h dx
(o)

Levandoc-se as expressdes

expresszo (4.25), obtém-se

7= L
2

1Y =y Wom
Ve d - $Tm® V]
Xy
onde

m® = p[SAe+ che)

"f, = p[SAe+ jyce)

m® [ Ca%e g C ]
XX
e e e
mz x mx z yD'OSA
m® - me - =z pSAe
VX Xy D

Derivando-se V, W e ¢ dsadas

VAR AN M

no Apéndice A,

(4.26)

(4.16) e (4.26) na

(4.27)

(4.30)
(4.31)
(4.32)

pelas expressdes

(4.18), (4.18) e (4.20), respectivamente, em rela¢do a

variédvel t e levando-as para s expressao (4.27), tem-se:

S0



(4.33)

®

e . .
onde m ¢ a matriz de massa total do elemento e e
definida da seguinte maneirsa
LA T & T € € T € T LA
m = Rm R + m R Rm R Rm R + R m R -
Y YY VY zZ ZZ Z X X b4 b9 XZ z
£ e
-R" m R - R m R (4.34)
Y YX X X Xy Y

também mostrsda no Apéndice A.

4 72 3. MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA DO ELEMENTO

A express3o (2.25) fornece o valor do potencial

o valor co potencial do elemento

das forg¢as externas. Assim,
finite & &
l
T B Bt BV GV 2@ ® _o2z v gt o4 o2y wig | o+
e ZJO La a D a D a c i

+ oM [k -z ]¢’2+ oM [k - v ]¢’2+ oM v -
Y 4 D a z Y D a Yy & <

(4.35)

» L4 B ,2
- Zszc. ¢a * J(.) Uw¢c. ]dx

Derivando-se v, w_e ¢°, dados por (4.3), em
(4.35),

relagdo a variavel x, e levando-o0S psra & expresSsao

tem~se:
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(4.36)
Levandc -se Ce_. dada pela expressio (4.18), na
expressao (4.36) pode—-se escrever gue:
e 1 T & T € T € T € T €
YU = — ¥ Y W
. 5 [ g, vV + ¥a W+ dg O+ Vv gyx<b + ¢ S,V +
+ WgPd+ dTg%w ] (4.37)
ZzZX XZ
onde
e _ e _ e
gyy_ g, = N C (4.38)
e € LA
= 2M k- - 4
af [m . my[ ] 2] i 2Hz[k Y ]]c + D° (4.39)
e _ e _ N e
af =9l = [Hy NzD]C (4.40)



g® = g° = [Hz - Nyb]ce (4.41)

A matriz D® usada na expressao (4.38) ¢é& definidsa

da seguinte forma:

L
e UOJ ¢ T
D = :]—— J h® B h” dx (4.42)
w o]

Esta matriz, também mostrada no Apéndice A, =ao
contraric dos cutros casos, ndc pode ser colocada em umsa
forma mais simples. Istoc porque o bimomento B € uma fungao
de x, expressao (3.5), n3o podendo ser retirado do

integrando.

Levando-se as matrizes V¥V, W e &, dadas pelas
expressoes (4.18), (4.18) e (4.20), respectivamente, na

expresszo (4.37), vem

€ . N - . P . .
onde g , também mostrada no Apéndice A, é a matriz de
rigidez geométrica total do elemento 2 ¢ & definida da

seguinte forma

ge = RT ge R + RT ge'R + RT ge R + RT ge R +
Y Yy V¥ z zZz Z > XX X Y ¥YX X
T e T e T £
+ Rx gxyRy + Rz gszx + Rx gszz (4.44)
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434 As EQUAcSEs DE MoviIMENTO EM COORDENADAS GLOBAIS

Determinam-se, agora, as expressdes da energia de
deforma¢do, da energia cinética e do potencial das forsgas
externas para a barra toda, partindo das expressdes
correspondentes dos elementos finitos. A continuidade dos
deslocamentos nodais deve ser garantida. Assim, o
deslocamento do né j do elemento e 1 é igual ao deslocamento
do nd ¢ do elemento € . A partir ds aplicac3oc do principio
de Samilien determina-se a egquaciaco de movimento nas

coordenadas globais.

Seja o sistema estrutural, esguematizado na figura
4.1, constituido de n ndés e N=Bn deslocamentos nodais. Estes

deslccamentos constituirfo, no sistema de eixos globsal, a

matriz Q de ordem (N x 1):

QT<t>={V1<t> V() L W () W) L B (), (L),

.............. Vn(t) > V;(t) > Wn(t) , W;(t) » Qh(t) > Q;(C)}

(4.45)

. ] e ..
Os deslocamentos nodais q do elemento genérico ¢

podem ser representados cComQ:
q' =R Q (4.486)

onde R® ¢ a matriz projecao do vetor Q sobre o vetor qe.Os
elementos em cada linha de R® sZ2o todos zeros, com €Xceg3o
de um elemento nesta linha que é igual a um. A posig¢do em
cada linha do elemento igual a um varia de posigZo conforme
0o elemento considerado da barra. Esta matriz esta

representada, para um elemento genérico £ , no Apéndice A.
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A energia de deformagZo, a energia cinética e o

potencial das forgas externas, para toda a barra, podem ser

obtidos pela adig¢3io das contribuigSes de todos os

finitos, ou seja

€

U = z 75

L v
e=-1

n-1 e

T :z ol
e='1

e "¢ e

% :E 7

e e
€e=1

~ /6 ,r,e,
Usando-se as expressges de U, s J

v

respectivamente, (4.21), (4.33) e (4.43), tem-se:

1n-1e'l'e e
u = 4 Ya% k% q
i z
e=1
-1 T
7 = ; qume -€
ez 1
1n-1eTe e
‘Ueszq g q
e=1

. e ~
Introduzindo-se q , dada pela expressdo

nas expressoes (4.50) e (4.52) obtém-se

elementos

(4.47)

(4.48)

(4.48)

(4.30)

(4.52)

(4.48),

(4.53)



U = = Q R® g R® @ (4.54)
e 2
€e=1
Derivando-se qe conforme expressiao (4.48) €
introduzindo de na expresszo (4.51), tem-se
1 et et e e
T:TQszRQ (4.55)
e=1
Definem-se, para a estrutura todz,
respectivamente, &as matrizes de rigidez, de rigidez
geométrica e de massa
n—1 e'!' e e
K:z R® kR (4.56)
e=-1
n-—1 eT e e
G :z rR® g°r (4.57)
e=1
Tt e e
M :E rR® m°r (4.58)
ex=1
As express8es (4.53) a (4.55) se transformam,
entZ3o, em
u = 1 o"kxa 59
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o :-%—Q G Q (4.60)

7 =__; Q"M @ (4.81)

Levando-se as expressdes (4.58) a (4.61) na
expressao (3.27) e considerando-se a condi¢3o dada pela

expressao (4.2), vem

t
2

J‘ [ 5QT< K+ 6 )Q - S5QT M d] dt = 0 (4.82)
t

1

Integrando-se, por partes, a segunda parcela da

expresszao (4.682), em relagdo & variavel t, e tendo em vista

gue 0s deslocamentos Q sdo prescritos em t = t,e t = t,
cbtém-se:
L t
2 . ) z .
[ SQ M Qdt = -~ J 5Q M O dt (4.83)
Jt1 t,

A introdu¢3o da express3o (4.63) na expressao

(4.82) fornece

+
4

2
JéQT[(K +G)Q+M6]da:0 (4.64)
t

1
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Como os deslocamentos do vetor 5Q s3o

arbitrarios, decorre da expressio (4.64)

MQ + (K+6G)Q= O (matriz nula) (4.85)

que € o sistems de N=Bn equag¢Bes diferenciais das vibrag¢des
livres n@ao amortecidas do conjunto de elementos finitos em

gque foil dividida a barr=a.

Quando as condigBes de contorno sZo impostas,
alguns dos elementos do vetor Q s3o nulos. Portante, é
necessario introduzir estas condi¢8es na equagzao (4.865),
retirando-se, assim, o0s movimentos de corpo rigidc da barra.
Umn dos métodos se baseia em eliminsr linhas e colunas dsas
matrizes M, K, G e Q correspondentes aos deslocamentos
nulos. Assim, novas matrizes s3o obtidas reduzindo-se =a

equac¢aoc de movimento dada pela expressac (4.85) para

Q =0 (4.68)

x|
Ql
+
bay
+
91

onde M, K e & s30 matrizes de ordem ( N x N), Q@ e O de
ordem (N x 1) , sendo N o nimero total de deslocamentos

nodais desconhecidos.

425 O PrOBLEMA DE AUTO — VALOR

Durante as vibrag¢des livres n3Zo amortecidas, em um
dos modos, os deslocamentos nodais da barra variam
hermonicamente com a mesma frequéncia e fase . Portanto, os

deslocamentos nodais pcdem ser escritos como
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Q@ (t) =Qcos gt (4.87)

onde ¢ é a frequéncia natural de vibrac¢@ao do sistems

estrutural em um de seus modos naturais de vibracdo e 5° € a

matriz coluna constituida peles amplitudes maximas
relativas dos deslocamentos Q(t). Introduzindo-se na
express3o (4.66) os valores de Q(t) e Q(t) a partir da

expressso (4.87), obtém-se

(K + G )Q :qiao (4.68)

que € o problema de auto-valor para analise dinamica, nos
. , - . . . - 2
quais calculam-se as frequéncias naturais de vibrag3oc @ e

os modos naturais de vibrag¢do.

Com @ = 0 tem-se um caso limite e a equagdo (4.68)

se reduz a

K Qo = - A G Qo (4.68)
onde
X —
G = G(Pzl) (4.70)
A expressioc (4.8B8) representa o problema de

auto-valor para a analise de estabilidade eldstica

Na expressdo (4.88), o coeficiente A representa a
relacdo entre a carga critica de flambagem e o esforgo F
Que é usada para gerar a matriz de rigidez geométrica G, ou
seja, P__= A P. No caso de se adotar £ = 1 o coeficiente X

sera igual ao valor da carga critica Pcn'
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As equac¢des (4.88) e (4.88) sHo analogas, e as
o~ . . . - 2 - .
fregquéncias naturais de vibrag¢do G s@o analogas aos

coeficientes de carga critica A

Na analise da estabilidade elastica, tem-se
interesse somente na menor cargsa critica, consequentemente,
a solugio para o menor valor da carga gue satisfaz a eguagio
(4.68). Ja na analise din&mica tem-se interesse em algumas
frequénecias que satisfazem a equagdo (4.88). Para se estudar
a influéncia da for¢a axial nas frequéncias naturais
determinam-se, para cada valor de P, os elementos da matriz
G e as correspondentes frequéncias naturais Qz dado pelo
problema de auto-valor da equag¢ioc (4.88). Neste trabalho, o
interesse na determina¢do da menor carga critica serve
também como orienta¢Zoc para a variagZo da carga F no estudo

das frequéncias naturais.
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CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

51 INTRODUCAO

Considere o sistema de equagdes diferenciais
(3.40) apresentado no . capitulo 3. Em alguns casos
particulares de geometria e carregamento, pode ocorrer gue
as equag¢des figquem desacopladas : a primeira sé depende de
a segunda sé de w e a terceira sd8 de ¢ .Pode ocorrer

v,

também que a primeira ou segunda eguag¢ido figue com uma sd
fungZo e as outras duas com as demais fung¢des. Mas, noc caso
geral, isto n3o ocorre ou seja o sistema tem gue ser
resolvido simultaneamente em v, w e ¢ .Isto significa que
os movimentos de flex3o e torg¢do, ne caso geral, s3o

acoplados, isto é, a barra sofre simultaneamente flex3o e

torgzo.

A interagcdo entre as vibragBes flexionails e
flexo-torcionsais é provocada tanto pela assimetria da secgZo
transversal quanto pela excentricidade da carga estatica
aplicads na extremidade da barra. Se o acoplsmento entre ss
equagdes é dado através dos coeficientes proporcionais as
acelers¢des, diz-se gue o acoplamento ¢é dinamico, caso
contrario diz-se gue o0 acoplamento & estiatico. Deste modo,
pode-se observar qQue a assimetria da secg¢zo transversal
acepla os movimentos de torg3ioco e flex3o estatica e
dinamicamente, enquantc os momentos fletores acoplam sd

estaticamente.

O bimomento estatico aparece somente na dltima das
eguagles (3.40). Assim, no caso de se ter vibragdes
desacopladas o bimomento influira apenas nas vibragdes

torcionais. A influéncia do bimomento nas vibragdes
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flexionais se da de uma forma indireta quando se tém
vibragdes acopladas; neste caso, as frequéncias naturais s3o
chamadas - de fregquéncias naturais flexionais e flexo -

torcionsais.

Neste capitulc, estuda-se o efeite do bimomento
através de alguns exemplos numéricos. Considera-se,
inicialmente, o casoc de vibragfies desacopladas estudando
somente as vibrag¢Bes flexo-torcionais e em seguida o caso de
vibra¢Bes acopladas com vAarios graus de acoplamento.

Finalmente, estudam-se outros exemplos de vinculagdo.

Todos os resultados considerados neste capitulo
foram obtidos pelo pregrama VIBRADEL desenvolvido segundo as
equag¢des determinadas no capitulo 4, adotando-se uma divisZo
em oito elementos. A fixa¢3do de um nuimero de elementos se
deve basicamente & uniformizsgZo da precisio destes
resultados e agquele nimero foi escolhido por ter apresentado
excelentes resultados quando comparados com exemplos
conhecidos (os resultados obtidos nunca diferiram dos exatos
por mais de 1% , até os trés primeiros modos de vibragzo
para cada deslocamentoc ) ou mesmo quando se verificava =a
convergéncia destes resultados. O material da barrza
considerado também em todos os exemplos foi o ago com as
seguintes caracteristica eldsticas: mdéddulo de elasticidade
igual a 2100 tf /cm2 , médulo de elasticidade transversal
igual a 800 tf /cn’ e massa especifice 1gusl s 80,285 x

107 tf x sz/cm4.

52. 0 EFeito DO BIMOMENTO NAS VIBRACOES FLEXO -
TORCIONAIS

A seguir, anslisa-se o efeito do bimomento somente
nas vibrag¢Bes flexo-torcionais. Portsnto, deve-se considerar
um exemplo gue seja totalmente desacoplado, isto &, estatica

e dinamicamente.
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Seja entdo uma barra com vinculos de garfo nsas
extremidades submetida a uma forga axial estatica de
compress3o P aplicada no centro de gravidade da secg¢do
tranversal, conforme a figura 5.1. Esta forca axial
estatica provoca um bimomento estatico cujo valor, nas
secgBes extremas, pode ser calculado como o produto da forga

pelo valor da area setorial no seu ponto de aplicagzo

B1 = Bz = -18,0714F (5.1)
J
____________ I 1 B2y
i
p ;L47 P ea=p

—— : ln /x iZOcm

z ! J

h )

A = ~~ Y15,41

£:400cm g

espessurc 0,304cm

FIGURA 51
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Levando-se agora os valores dos bimomentos dados
pela expressdioc (5.1) nas expressdes (3.5) e (3.8) a

expressio do bimomento fica:

1 - cosh U

B(x) = -16,0714P L senh x + cosh x (5.2)

senh i r T
r

Esta express@aoc estd representada, em forma de

diagrama, na figura 5.1.

As caracteristicas geométricas da secgdo

transversal s3o:

J, = 38,4 cm® ; S = 10,84 cm°
4
J = 705,8 cm ; R =D
z b4
[]
J = 5802 cm ;s R= 0
w z
4
J = 0,3278 cr ;v = Q0
t D
S
U = -8850 cm ; 2. = 0
w D

A tabela 1 apresenta alguns resultados para estes’
dados. 5¢ ¢ a frequéncia natural flexo-torcional gquando se
leva em considerag3o o bimomento, enguanto que q¢ é =a
frequéncia natural flexo-torcional quando n3oc se considers o
bimomento. A carga critica flexo-torcional, gquando se leva
em consideragdo o bimomento, P¢> é igual a 21,7807 +tf e

aquela tabela foil construida para uma forga axial P = O,8P¢.
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TABELA 1

—_ -1 -1 .
q¢(5 )] q¢(5 ) |diferenga
lo.modo 65,06 31,82 51,08%
20 .modo 330,27 311,85 S5,84%
30 .modo 770, 54 753,18 2,25%
9% 9% 4
9¢
1,0 +
12 modo
0,5+

FIGURA 5.2

As figuras 5.2. e 5.3. apresentam resultados
numéricos mostrande a influéncia do parametro L/r na
diferenca das frequéncias naturais flexo-torcionais guando
nao se considera o bimomento. A variagiao do parametro Ll/r
pode ser obtida de varias maneiras : através da variagio de

1, da variagao das caracteristicas elasticas £ e G ou aindsa

y
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das caracteristicas geométricas Jw e J&. No caso em
estudo, optou-se por varilar .a. E possivel assumir a
variagdo de J, ~sem influéneia apreciavel nas demais
caracteristicas geométricas da sec¢do. Flacssv [1] mostra
que se pode até fazer JL = 0 quando a relacdc entre a
espessura e as dimensdes do esqueleto estiver abaixo de um
determinado limite, caso em gque a analogia entre flexdo e

flexo- tor¢3o, ja bastante notavel, torna-se completa.

Eb-q¢*
%
1,0 +
£ .06
Per
-Zsm
Odo
0,5 +
— 22 medo R
- D 32 modo . °
t + e
1 2 3 Q2

FIGURA 53

As curvas dos graficos das figuras 5.2 e 5.3 foram
construidas utilizando-se como cargas criticas P¢. Assim,
assumiu-se também que ndao havera perda de estabilidade
flexional, tanto na dire¢3o v quanto na direg3do =, antes de

atingir os valores destas cargas criticas. Isto pode ser
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conseguido por exemplo através de um contraventamento
lateral nas dire¢des y e =2. Para as curvas do grafico da

figura 5.3 fixou-se a carge axial P em O,8P¢.

Pode-se observar naquelas figuras que a influéncia
do bimomento aumenta gquando a relagio l/r diminui e quando a
forga axial aumenta. A influéncia do bimomento ¢é pequena
para os modos mais altos de vibracZo mesmo para valores

altos de P e baixos de t/r.

53. O EFEITO DO BIMOMENTO  NAS VIBRACOES
AcorPLADAS FLEXIONAIS E FLEXO — TORCIONAIS

Neste paragrafo, estuda-se o efeitc do bimomento
nas vibra¢des acopladas flexionais e flexo~torcionais.
Definem-se agora as freguénciss naturais ki, lz e Ka que
correspondem aos modos naturais de vibrag¢do
predominantemente flexional nas direg¢les AY e z e
predominantemente torcional, respectivamente. Estes modos
sdao determinados através das andlises dos auto-vetores
(modos naturals de vibrag¢Zo) correspcndentes a cada
aunto-valor (frequéncia natural de vibragZo). Auto-vetores
gue apresentam componentes com predominancia torcional sEo
chamados de modos predominantemente torcionais; caso

contrario, s3o chamados de modos predominantemente

flexionais.

A barra considerada agui € a mesma do paragrafo
anterior com o parametro !/r igual a 1,88. A forga axial
pode ser tantoc de tragdo gquanto de compressio e o}
acoplamento dos modos de vibragdo ¢é dado através dos
momentos fletores estiaticos aplicados nas extremidades da
barra, assim tem-se somente acoplamento estatico. As
variacdes destes momentos podemn ser obtidas pelas

excentricidades da carga aplicada. Esta carga deve percorrer
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a linha de esqueleto da secgao transversal no trecho onde a

area setorial é constante.

Os graficos das figuras 5.4, 5.5 e 5.8 apresentanm
os resultados para o modo correspondente a primeira

frequéncia natural predominantemente flexional nas diregdes

¥ e 2 e predominantemente torcional, respectivamente. Eles
mostram a infludncia dos parimetros P = P / Pcn e M=M/
HER nas frequéncias naturais de vibracao. Pcn = 4,8745 tf é

0 valor da menor carga critica de flambagem de EULER
(flex3o) e Mg = 73,5170 tf.cm ¢é o menor valor critico do
momento fletor de instabilidade lateral.As linhas cheisas
representam as solu¢des quando nio se considera o bimomento,
enguanto qQue as linhas tracejadas s3doc as solu¢Bes quando se

considera o bimomento.

a7 ]

-

16,5%x10"
4
. 6,0 X 10 N N
1 o 1 B
FIGURA 54
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N [s' Jf—lx 10*

2

FIGURA 5.5

2 z ~ .
e Ka s3c lineares com £ e as

V4
inclinagBes s%o independentes do parametro M guando n3Zo se

2
Os valocres ki LA

considers o bimomento e dependentes guandc sSe considera o
bimomento. A linha correspondente a M = 0 nos graficos das
figuras 5.4 e 5.5 representam as vibra¢des desacopladas
flexionais nas direg¢Bes ¥y e =, respectivamente. No grafico
da figura 5.5 esta linha corta o eixo horizontal no ponto
P = -1 que corresponde & carga de flambagem de EULER. Ja
a linha correspondente a M = 1, neste mesmo grafico, passa
pela origem (RZ: 0Oe Pz 0) e este ponto corresponde &
instabilidade lateral na direg¢dao =. QOutras 1linhas, com
exce¢§o de M = (0, cortam o eixo horizontal no ponto

correspondente a carga de instabilidade lateral. Para M > 1,
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momentos maiores que o valor critico, estas linhas cortam o
eixo P na parte de trag8o. O significado de ?, neste caso, ¢
de um limite inferior gque deve ser obedecido pela carga
axial, para a estabilidade da barra. A linha correspondente
a M = 0 no grafico da figura 5.6 representa as vibrag¢des
desacopladas flexo-torcicnais. Nota-se gque o bimomento tem
nas frequéncias naturais o mesmo tipo de influénecia dgque na

instabilidade Rachid [13] e HMeni [14]

)\z [S-ZJ ‘

+2,5x%x10*

L3
6,5 %10

UIV

FIGURA 5.6

Os desvios apresentados nas 1linhas guando se
considera o bimomento ¢é insignificante nas frequéncizas
naturais ki e isto ocorre porque as forgas axials aplicadas
ainda sZo muito pegquenas comparadas com a carga critica
nesta direg¢Zo. Pode-se ter uma influéncia grande do

bimomento para aguelas forg¢as aplicadas, desde que se tenha
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um grau de acoplamento bem maior do gue agueles

representados nos graficos.

J2 para as frequéncias naturais kze ka o efeito do
bimomento é significativo. Para vibrag¢8es desacopladas (¥=0)
este efeito somente se verifica nas frequéncias naturais
flexo - torcionais e a medida gque se aumenta o grau de
acoplamento diminui-se este efeito nas frequéncias naturais
predominanteménte flexo-torcionais ka. Para M = 0 o efeito
do bimomento € nulo nas frequéncias naturais flexionais e
aumenta nas fregquéncias naturais predominantemente

flexionais a medida gque aumenta o grau de sacoplamento.

5.4, OUTROS CASOS DE VINGULACAO

Nos dois paragrafos anteriores, estudaram-se os
casos de vibrag8es dasacopladas flexo-tcrcionais e vibrag3es
acopladas flexionais e flexo-torcioneils considerando-se, em
ambos o0s casos, o mesmo tipo de vinculag¢3o , ou seja, garfo
nas duas extremidades. Pretende-se agora verificar outros
tipos de vinculag¢3o ; estudam-se, entZo, para o caso de
vibrag¢les desacopladas flexo-torcionails mais dois tipos de
exemplos : extremidades engastada e 1livre e extremidades
engastada e com garfo. UOs resultados destes dois exemplos
sdo comparados entre si e com o caso de garfos em ambas as

extremidades resoclvide no 5.2.

Para se determinar a distribuigsac de bimomento
estatico ao longo da barra nestes dols novos exemplos,
necessita-se desenvolver a eguac¢aoc estatica do &angulo de

rotagdao @(x).

Seja entaoc a eguacgao diferencial representada pela

expressao (2.38)
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CET # V(XY - 6T #7(x) = = MI(x) (5.3)

Como nao existe carga torgora o momento torgor gque
aparece ao longo da barra é nulo ou constante. Assim, a

expresszo (8.3) pode ser escrita da seguinte forma:

2 V(x) - — g(x) = 0O (5.4)

cuja solug¢3o geral é

2 - + O c_><_. L
@(x) = C1 FCoX 4+ Caco,h — C4senh = (5.5)

onde C1 ,Cz ’Ca € C4 sao constantes de integra¢Zo e dependem

das condi¢des de contorno.

541 EXTREMIDADES ENGAasSTADA — LIVRE

Seja ume barra engastada em uma de sSuas
extremidades e livre na outra, submetida a uma forga axisal
estatica £, conforme a figura 5.7. Na extremidade 1livre da
barra além da forg¢a axial estatica considera-se, também, o

bimomento 81=18,O714P.

Para esta vinculagZo as condigdes de contorno s3o:
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#"(0) = 16,0714——
EJ
(%)
(5.8)
@(l) =0
@ (i) =0

A primeirs vem da Ultima (Z2.21) e a Ultima vem de
(2.12) impondo gue o desloccamento w seja nulo para gqualguer

ponto da linha de esgueleto.

NANSY S RN

! 2=400crn

FIGURA 5.7

Como a carga torg¢ora neste caso € nula, pode-se

escrever para toda a barra gue

M = EJ_ ¢”' - GJ ¢ =0 (5.7)
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Levando-se a terceira condig@o de contorno, dada

pela expresszo (5.8), na expressio (5.7) pode-se escrever

que

@7 (L) = 0 (5.8)

Utilizando-se as trés condig¢des de contorno dadas
pelas expressdes (5.6) e a condigd3o de contorno dada pels
expressao (5.8), determinam-se as constantes de integragZ3o
C1’ Cz, C3 e C4 .A substitui¢io destas constantes na fung¢Zo
@(x) dada pelas expressio (5.5) fornece

z 1
#(x) = 18,0714-2% {— — + cosh X
&7 cosh ——— r
&%)
- tanh L . senrh X ] (5.8)
r r

Derivandeo-se (5.8) duas vezes, de (2.40), vem

x L x ]
B{x) = 18,0714P [cosh —— -~ tanh —— .senh (5.10)
r r r J

A equacio do bimomento dads pela expresszo (5.10)

esta representada na figura 5.7.

542 ExXTREMIDADES ENGASTADA — GARFO

Considere-se a extremidade 1livre, figura 5.7,

vinculada por garfo conforme a figura 5.8.
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vl

JL
w
< \\\\r\\\\\ ™

£=400cm

16 ,0714/\

espessura 0,304 cm

6,8640

e ©

0,6626 4

FIGURA 5.8

As condi¢des de contorno neste exemplo sz3o

@0y = 0
(i) = 0
(5.11)
' (l) =0
$”(0) = 18,0714 —°
EJ(.O

Utilizandoc-se as condi¢des de contorno dadas pelas

expressdes (5.11), determinam-se as constantes de integracio

3

C_ e C4. A substituig¢zo destas constantes na fung3io  @(x)
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dada pela expressao (5.5) fornece

2

#x) = C + C_ x + 16,0714 —-Z% [cosh Xy
4 2 r
EJ
w
l
1 - COShT + —}—- senh T x
+ 7 7 7 senh ——
senth — - —— cosh ——
r r r

(5.12)

Derivando-se (5.12) duas vezes, de (2.40), vem

7
x 1 - cosh—%— + = senh—%— «
xy = cos senh——
B(x) 5 F Iat + e}
r l L r
senh— - —— cosh——
r r r

(5.13)

A equsc¢Zo do bimomento dada pela expressgo (5.13)

estéd representada na figura 5.8.

5.4.3. COMPARACAO DE RESULTADOS

0O grafico da figura 5.9 apresenta resultados
numéricos mestrande a influéncia da vinculs¢do no erro das

frequéncias natursais flexo-torcionais cuando nzo se

consilidera o bimomento.

Como no exemplo do paragrafo 5.2, as curvas do
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grafico da figura 5.8 foram construidas utilizando-se como
parametro P¢ o menor valor critico de flambagem puramente
torcional para o caso de garfos em ambas as extremidades

quando se leva em considera¢do o bimomento.

Pode ser visto naquelas curvas que a influéncia do
bimomentc € maior no caso garfo-garfo (G-G) e o gue menos

influi é o caso engastado-livre (E-L). O grafico mostra

também o caso engastado-garfo (E-G).

P [S']“

Compressdo Tragao P

+ax10* -~

FIGURA 58

Estas curvas s3oc bem prdéximas de retas ou mesmo
retas nc caso garfo-garfo [15]. Considerando-se ainda que
estas curvas cortam o eixo horizontal nos valores criticos
das cargas, e o eixo vertical nos gquadrados das fregquéncias

naturais, na auséncia de forga axial. As frequéncisas
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naturais podem entio ser bem aproximadas pela seguinte

equagao
N
g = g° |1 + (5.14)
o
N
CR
onde N é a forga axial estaticsa, NER € a carga critica
correspondente ao modo de flambagem e ¢ ¢ a freguéncia

natural da barra guando a fore¢a axizal € nula.

0 fato de se levar em considerag¢doc o bimomento n&c
invalida a equag¢iaoc das frequéncias naturals dadas pela
expressio (5.14). Neste caso, basta substituir nesta
expressao o valor da carga criticsa NCR guando se considera o

‘bimomento.

55. CONCLUSOES

Este trabalho permitiu considerar o bimomento nsas
eguagcdes regentes do movimento de uma barra de secsi3o
delgada. A teoria mostrou que o bimomentc estatico aplicado
nas extremidedes das bsrres de sec¢do delgada pcde modificar
significativamente os valores <calculados das frecuéncias

naturais destas barras.

As freguénciss naturais flexo-torcioneis
correspcndentes aos primeircs modos de vibrar sofrem uma
acentuada influéncis do bimcmento, quando a relaggc I/r §é

relativamente pequena. Os graficos das figuras 5.2 e 5.3

mostram gue, para as relagdes i/r = 1 e P/P¢ 0,6 a

diferen¢a relativa € de BS %

Para as vibragdes acopladas flexionais e

flexo-tocrecionais as frequéncias naturails predominantemente
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flexionais sofrem um desvio significativo, desde qgue hsaja um
grau de acoplamento suficientemente alto. 0 grafico d=
figura 5.5 mostra que, para M= 1,5 e P = 1,2, a diferenca
é de 37,5 %

A forma de vinculagio de uma barra influi nos
valores dos desvios. 0Os graficos da figura 5.9 mostram gque
para a relagZo P/P¢ = 1, enquanto a bsarra com garfos nas
extremidades spresenta uma difereng¢a de 45,5% a barra
engastada - livre apresenta uma diferenca de apenas 15,4% nio
calculo das frequénciass naturais; esta diferenca para =a

barra com garfo e engastamento é de 8,1%

Uma equagZo simples e geral, (5.14), que relaciona
a fregquéncia natural com a forg¢a axial pode ser utilizada

com uma boa precisZo.
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APENDICE A

Neste apéndice s3o apresentadas algumas matrizes e

seus elementos.

Fazendo-se usc das expressBes (4.4), (4.15),
(4.18) e (4.26), obtém-se os valores das matrizes B® s c® e
INE
f 12 g1 -12 51 W
“e ‘e
2 2
Bi 4 -B1 2L
Be - _i € e € e (A1)
le -12 -812 12 —816
Sle 2L —Sle 41
6 2 1 2 -8 2 1 2
5= 'e  T0 le 5 e 10 le
1 2 2 2 -1 2 -1 Fl
. — 1 — l — 1 _— 1
ce- La 10 e 15 e 1 = 30 € (A.2)
le -B lz -1 13 B lz -1 13
5} e 10 e 5 e i0 e
1 3 -1 4 -1 2 2 4
0 ‘e 30 ‘e 10 ‘e 5 ‘e




-

35 e 210 e 70 e 420

11 5 1 ;e 13 ;s -1

AS- 1 210 e 105 e 420 e 140
3

‘el 3 e 13 5 13 e -11

70 e 420 e 35 e 210

-13 = -1 s -11 15 1
20 e 140 e 210 e 105

As matrizes projegizo Rv , R e

-4
rnas expressodoes (4.18), (4.18) e (4.20) sZFo

ey,

X

R -

4 9 0 0O 0 0 0O 1 O 0 0O
o 0 0 0 0 © o0 1 0 ©
c 0o 1 ©0 O 0 0 0 0o U
c o0 0 1 0o 0o 0 0 0o ©

R =

81

o

&0 o0

(A.3)

relacionadsas

(A.4)

(A.3)




Levando-se o
expressao (A.1),
valor da matriz Ce, dado pela

(4.14) e os valores destas mais os valores de Ry,

dados (A.3), (A.4) e
obtém-se o valor da matriz de

por

-
Ei’ k12 g 8] 8] g
kzz 8] 0 g O
' kaa 34 0 0
k 8] g
<44
k
55
k
ke: 1 —

stméirica

valor

na expressdes (4.12),

(A.B)

matriz Be, dado pela

(4.13) e (4.14) e o

da

expressao (A.2Z), na expresszo
Rz e Rx,
(A.5), na expressac (4.22),

rigidez do elemento e :

., Ke0O 0O 0 O
k, 0 0 0 O

27 z28

0 0 k,, k,_ 0 O

C 0 k, k, 0 O

9 0 0 0 511k512

0 o0 0 0  k_ k_,

k k g 8] c O

k o 0 0 o

__BB
ﬁQ k910 O o
'k101° 0 o
_1111 1112
kiZiZ
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onde:

k11: _k17 = k77= 12 Ejz
ko= K g™ Ky, = -k o= BElee
k.= 2k__ = k.. = 4EJ 1°
22" 28 'se z €
kaa: -k39 = k99: 12 EJy
k. = k = -k = -k =8 E£EJ 1
34 310 a0 o410 vy €
2
k = 2k = =4 J
44 440 1G10 y €&
6 2
- - — = _— 57 7
k55- k511— 1414 12 ”Jw T 5 S e
1 3
k_ =k = -k = - = BEJ 1 + —— GJ L
58 512 S11 1112 1 Lt e
k = k =g EJ 12+ 2_ 6711
SG 1212 e 15 t e
k =2 E7 12 + -2 6 12
s12 w e 30 t €
Levando-se o wvalor de Ae, dadec pelia express3o
(A.3), nas expressdes (4.28), (4.29), (4.30), ((4.31) e
(4.32) e o valor de Ce, dado pela expresszo (A.2), nas
expressoes (4.28) e (4.28) e (4.30), obtém-se o0s valores
e LA e e e LA e
matricijais dem , m , m , m , m . m e m . A
vy zz X X zX v X Xz Xy

substitui¢@o destes valores

na expresszo (4.34) fornece o

valor da matriz de masssa dc elemento e :
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r ~
m 8
11 D42 0 Bis By Byo Dyg 0 0 Boes Byg2
lmzz 0 g Oos Do By By 0 0 Dogs Bayo
m mn
33 Pgq Tas P 0 0 so Paso Pags Tagz
| Bia Bas By C g Beo Paso Tass Desz
Dos Byg Bg, Bgg Byy Ogo O,y By
m
oo o7 Bse Tso oo Bsi1 Poaz
e p —_—
m= 3 m m 0 0 m m_
L 27 78 711 242
e —_—
. . Das G 0 Doss Bggz
siméetrica '
n m m
| ©0 o140 o041 o2
lmzmo Dio11Paonz
|m1011m1112
m
1212
. o
(A.8)
onde :
m - m = _1—3 5?_4 + _8_ _,.7 :X'z
11 ?7 35 e 5 z &
11 s 1 3
m = -m_ = ST+ J 1
12 78 210 10 "z e
m =m = - 13 Z= 24
15 211 35 D e
11 s
m T m = -m - - m = - S= 1
16 25 712 B11 210 D e
9 4 2
- — S - ._8___ J 1
17 70 5 z €
13 5 1 3
m = -m = YA + J 1
18 27 420 e 10 "z e
g 4
m = m = - — Sz 1
1114 57 70 D e
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_ _ _ 13 Sz
Br1s- Dse Dso 420 D
_ 1 S 2 4
Mes~ 105 S?'e + 15 lee
_ - _ 3 < °
P 105 ~ znle
1 S 1 4
- - —=
140 “le = T30 “zte
-1 =
Bse™ Ta0 ° ple
_ 13 ;e B 2
D™ 35 e * 5 Yy le
i1 ;5 1 3
_ - 1 _ J
Boto 210 = e * 10 yle
—_ 13 <= 74
Bogs™ 35 ~pe
- - —_ 11 "~ 75
s~ "Bogz Bio11™ 210 Cpe
St & 5,
70 e S Yy €
- 13 ;5 1 ,;,3
Bao” TTZ20 “le ¥ IO Tyle
- 8 T 74
o™ 70 "pe
_ _ - B 13 .
Be1s Bsie” Do 420 7o
- 1 <’76 ___2_ 74
1c10- 105 ~‘e T 715 Jy°6
— 1 < A 76
1012° 105 T “p e
1 ;S 1 4
- 2 s1° _ J
120 e ~ T30 “yle
T S °
Bsio 140 ~ “pie
_ 13 ~.z,4 B ; ;2
1111~ 35 St le + 5 Twe
_ - 11 4,23 1 23
1112~ 210 “pe T i0 jw“e

e



_ 8
Bess™ ~70 SLDle -5 jwle
- 13 2.5 1 )
Bei2- Daay 420 Stple * 10 lee
n_ = = i sS4 Z_ 5t
s B4242- 05 D e 15 "w e
_ 1 s2; 1 <
Bs2™ ~ 12 S"!:‘ le 30 lee

A introdugioc da express3io (3.4) na exXpresszo

(4.42) e, em seguida, a integracio desta fornece

BEC+ BC BEC+ BC -BC - BC BECc+ BC
1 1 1 2 1 7 1 8 1 1 1 2 1 9 1 410
BC+ BC -BEC - BC BC + BC
U 1 2 i 4 1 7 1 8 1 11 s 12
LA w
D= =2
N BC+ BC -BC - B C
stmeitlrilca i 1 1 2 1 © 1 41¢©
BC+ BC
1 5 1 &
(A.8)
onde

@)

* K1
e

:72 {H2+12 coshH—BHsem’zH—}{z—lz}
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[

M

)

= 72 {[H2+12JsenhH—SHcoshH—5H}

72Hsenh H - H® - 44MH® - 218}

1
~
\J
T
—
4
N
~
e
0
0
)
&
x
!

- ¢ Is[ o4 27}senh H - 72Hcosh H - 8H° - 144K 1
L
— & Ilu*s aan®+ 218lcesh H - giK®+ 18MH|senh H - gH° - 218
H
b b}
:_;g_ {{H4 + 44M® & 215Jsenh H - S[Ha + 18H}005h H - 72H}

cosh H - 30N senh H - 108° - 72t

= —25-— {4 [Hz + 18 Jsenh H - 30H cosh H - H° - 42H }
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cg:%{_ [Ha + 42H]senh H +[10H2 + 72}cosh H — 42H> _ 72 }

_ _B 3 i« PR -
C1o‘ —;; {; [ H + 42H ]cosh H +[10H + 72]senh H - 30X }

Ciiz—zéf[—[Ha + 54H1senh H +|—11..z + 108]cosh H - 11H2 - 108}
| | I J

21
C,,= 56 {_ [Ha + 54H ]cosh H +[11H2 n mg]senh H - H- 54,4}
H
16
com H = —
r

Levando-se o valor de Ce, dado pelsa gXpressio
(A.2) nas expressoes (4.38), (4.38), (4.40) e (4.41) e o
valor de De, dado pela expresszc (A.9) na expressio (4.38),

€ e e €
A

bte ralores d €
obtém-se os valores de gyy, 9,, » 9_, , 9_., € gyx.

substitui¢2o destes valores na expressdo (4.44) fornece o

valor da matriz de rigidez geométrica do elemento e :
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N N N
N N N N N N N N N b 1 “
- L - - - - Ll - b o] - ]
- N m < 1] 9 ™~ © a ] - w
L1} of 1] ] 1] L'} o'l 0 o] 1] o'} o0
- - -l L, L, -l - i w n “..
- - -l - ] -« - - bl o o
- N 4 A 4] 0 ~ ] [+ - L
oY o1} o] '] o] e"} e 0 '] gbﬁ
¢ 9 92 38 e 9
® 3+ b 3 3 B
o O W W w w o o o Hﬂ
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] N [ 4] 0 i~ @
L1} o) o o 0 ) o'l e"1
[ ~ ™~ I~ ~
- N 4] 0 ™~
0 ) o o o1} L'} 0
0 0 0 0 \Y 0
> N m < 0 £
w 0 w L] 0 g_
(4} [ 4] ['y] [4) e}
- ] m hd (3]
w o) ] 0 o)
v <
m A4
o o '] w
o]
m 8}
m “p)
o o bi1i] [
-
~ N
S g
L) N -~
o )
-
"
W
H
Y
o

10)
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onde
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_ N U IV 1,
€127 Ega” 30y "pJ e
_ _ _ - - 5 fy _ Ny
gas_ gas.a.- gsp_ g911— 51 z D
Eas™ Bai2™ Bus™ "Ei44” Bxio” "Bao” TEgo.2T TBLio4s”
_ 1
- 10[ 2z NyD]
g =g = —Z—[H - Ny ]Z
46 1012 150 =z DJ e

y 2 [§c + B C ]
J 1 © 2 4
w

216
P— [Nt oo [k, - 2]+ 2 —yDH +

N

+ [B CcC + B C ]
Jw 1 3 1 4
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= ____e_. ,.2 M o - = M =4 V)
g121z— 15 [NH) * 2“y [‘\z "D] + 2“2 [“y ’D]] *

-

A matriz R® relacionada ns express3o (4.46) &
constituida de sub-matrizes onde uma delas de ordem 12x12 &
a identidade e cutras n-Z (onde n é o numero de nds)
matrizes de ordem 12x6 sZo nulas. A disposi¢io destas

sub-matrizes nagquela matriz para o elemento e é

e — 1
r T
RS = [ o ] _______ [ o ] [ I ] [ o ] _______ o ]
12XS 12XS J12X12 12XS - 12XS
(A.11)
onde [ I ] é¢ a sub-matriz 1identidade e [ o ] ¢ a

sub-matriz nula.
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APENDICE B

O programa VIBRADEL, cuja estrutura estid mostrada
na figura B.1l, foi preparadc para resoclver problemas de

cargas criticas e frequéncias naturais. Em ambos os casos o

problema se resume em calcular os auto-valores e
auto-vetores das expressoes (4.68) e (4.682). Este programa
que contem aproximadamente mil 1linhas foil escrito em

linguagem FORTRAN e s&adaptado para rodar em computador
pessoal (B40K).

As matrizes de rigidez e de massa da barra toda,
obtidas pelo método dos elementos finitos, tém algumas
propriedades especiais gue s3c de grande importancia para a
eficiéncia de resolu¢iBo do problema de auto-valor. Estas
matrizes s3aoc simétricas e definidas positivas e foram

arranjadas de tal modo que elas szZo em forma de banda.

A soluc¢Zo do problema de auto-valor e auvto-vetor
apresentada agul enveclve primeir a redugdao do problemsa

geral de aute-valcr para uma formz mais simples.

Sejem ent3o as eguag¢des representadas peles

expressdes (4.68) e (4.88) escritas na seguinte forma

AX = XBX (B.1)

onde as matrizes A e B sZo simétricas e pelo menos ums delas

é definida positiva.

Se B ¢ definida positiva ela pode ser decomposta
pelo método de CHOLESKY, ou seja pode ser escrita dsa

seguinte forma

B =-SS (B.2)

8z



€6

19qV4gIA BweiSoid op BIN3INIISy - 1°g 814

PROGRAMA

PRINCIPAL
ENTRA TOTAL DECOG INV AUTV SAIDA
ELRIM ELRIGE EMASS CONEC BTAB JACOB MATMB




onde S ¢ uma matriz triangular superior.

Levando-se a express3o (B.2) na expressdo (B.1),

tem-se
AX = ASTSX (B.3)

A expresszo (B.3), ainda, pode ser escrita dsa

seguinte forms

—4 T
As™'sx = as'sx (B.4)

Multiplicando-se a expresszZo (B.4), em ambos os

termos, por (ST)-_1 e notando-se que (ST)AE (S_i)ﬁ obtém-se

que
(s™')TasT'sx = asx (B.5)
Definindo-se agora um novo vetor
Y = SXx (B.8)

a expresszo (B.5) pode ser escrita como

CY = AY (B.7)

onde
C = (S ") AS (B.B)

Os auto-valores da express3io (B.7) sio os mesmos
da expresszo (B.1) e os aunto-vetores desta segunda express3o
podem ser calcunlados invertendo-se a expressio (B.B). Assim,

tem-se

Y (B.8)



0

calculo dos sauto-valores e auto-vetores dsa

expressao (B.7) pode ser feito através do método de rotagzo

de JACOBI,desde que a matriz C seja simétrica. Esta condig3o

pode ser verificada ns expresszio (B.8) pois a matriz A é

simétrica.

A

seguir apresenta-se uma descrigao das

sub-rotinas utilizadas no programa VIBRADEL

ENTRA

ELRIM

ELRIGE

EMASS

CONEC

TOTAL

Lé todos os dados do problema, como as
coordenadas dos pontos nodais, as
caracteristicas geométricas e elasticas de
todos os elementecs, condigdes de carregamento
e condi¢B8es de contorno. Ainda, calcula o

numero total N de deslocamentos desconhecidos.

Gera 3 matriz de rigidez para cada elemento

segundo & expresszo (A.7).

Gera a matriz de rigidez geométrica para cada

elemento segundo a expresszo (A.10).

Gera a2 metriz de massa para cada elemento

segundo a expresszo (A.8).

Faz & =2adig3o dos elementcs das matrizes
elementares de rigidez, de rigidez geométrica
e de massa nas mstrizes totals de rigidez, de

rigidez geométrica e de massa,respectivamente.

Monta as matrizes totais de rigidez, de
rigidez geométrica e de massa. Ela percorre
tcdos os elementos da barra e para cada um
chama a sub - rotina ELRIM, para calcular os
elementos da matriz de rigidez, ELRIGE, para

calcular os elementos da matriz de rigidez
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BTAB

JACQB

MATHMB

AUTV

SAIDA

geométrica, EMASS, para calcular cos elementos
da matriz de massa e CONEC, para adicionar as
contribui¢8es dos elementos destas matrizes
nas matrizes totais de rigidez, de rigidez

geométrica e de massa, respectivamente.

Decompde a matriz a ser invertida pelc método
de CHOLESKY como apresentada na expresszo

(B.2).

Calcula a inversa de uma matriz triangular

superior.
~ .. ) T
Efetua a operagZo matricial do tipo: B AB.

Calcula os auto-valores e auto-vetores de um
sistema do tipo representadoc pela expressio
(B.7)usando o método de rota¢3o de JACOBI. No
final os auto-valores s3o colocedos na
diagonal de uma matriz diagonal e os
auto-vetores armazenades em colunas em uma

matriz gquadrada.
Calcula o produto entre duas matrizes.

Calcula os auto-valores e auto-vetores de um
sistema do tipo representadc pela expresszo
(B.1). Inicialmente, chama a sub-rotina RTAB,

para realizar a operagdo matricial definida

pela express3o (B.8), chama a sub-rotina
JACOB, para calcular os auto-valores e
auto-vetores de um sistemsa do tipo

representado pela expressaoc (B.7) e chama
finalmente & sub-rotina MATHB para calcular

0s auto-vetores.

Escreve os resultados.
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Para a determinag3o das frequéncias naturais e dos
modos naturais de vibrag¢do pelo programsa VIBRADEL,

transforma-se a expressZo (4.88) na seguinte forma

(M) (K + &)a, = ¢°qQ (B.10)

Assim, a matriz a ser decomposts psra inverté-la é

a matriz de massa.

A determinagdo das <cargas criticas por aguele

programa tem a expressio (4.639) transformada em

(K)y "6 Q = -1 Q, (B.11)
Neste caso, a matriz a ser decomposta é a matriz de rigidez

por ser definida positiva e o valor da carga critica é A que

€ o 1nverso do maior auto-valor da equagio (B.11).
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LISTA DE SIMBOLOS

Eixo Longitudinal

Eixos Principais de Inércia com Origem
no c.g.

Ordenada que percorre a Linha de
Esqueleto

Variavel Tempo

Deslocamentos nas Direg¢des dos Eixos
Angulo de Rotagsc em Torno do Centro de
Torgao

Coordenadas do Centrc de Torgzo
Distancias do Centro de Torg¢Zo & um
Ponto Genérico da Linha de Esqueleto
Area Setorial

Espessura da Parede

Tens3o Tangencial com Distribuig¢3o
Uniforme

TensZo Tangencial com DistribuigZo
Linear

Tenszo Normal na Direg3ce x
Deforma¢ac Especifica na Direg3o x
Distorg3o

Médulo de Elasticidade

Mddulo de Elasticidade Transversal
Massa por Unidade de Volume

Forga Normal

Momentos Fletores

Bimomento

Area da Secgdo Transversal
Momentos de Inércia a Flex3o

Momento de Inércia & Torgizo
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S(s)

S (5),S (=)
S (s)

@

R X D0

-

R

> QR

Q)

Momento de Inércia Setorial
Caracteristica Geométrica de Vlassov
Coordenadas do Centro do Circulo de
Estabilidade

Raio de GiragZo Polar

Segmento Caracteristico; 1indica também
Ordenada Perpendicular aso Esqueleto

Area de uma Parte da SecgZo

Momentos Estaticos

Momento Estidtico Setorial

Forgas Cortantes

Momento de Torg¢3ao Livre

Momento de Flexo-~Torgao

Energia de Deformacio

Potencial da Forgas Externas

Trabalho das Forgas Externas

Energia Cinética

Encurtamento de Segunda Ordem
Fregquéncias Naturais de Vibragzo
Frequéncia Natural Flexo-Torcional
Frequéncias Naturais Acopladas

Parametroc de Carga

Sistema de Eixos Local

Vetor Definido pela Express3o (4.4)
Vetores Deslocamentos Nodais do Elemento
Vetor Deslgocamento Nodal Total do
Elemento

Vetor Deslocamento Nodal

Matrizes Definidas pelsas Exprességes
(4.28),(4.15),(4.18),(4.42)

Matrizes Projegido

Matrizes de Rigidez, de Massa e de
Rigidez Geométrica do Elemento
Matrizes de Rigidez, de Massa e de

Rigidez Geométrica da Barra Toda.
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