UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE ESTRUTURAS

31100013395

DEDALUS - Acervo - EESC

"OTIMIZACAO DE TRELICAS"

Dissertacio apresentada a Escola de
Engenharia de Sao Carlos, da Univer
dade de Sao0 Paulo, como parte dos
requisitos para obten¢io do titulo
de "Mestre em Engenharia de Estru-

turas”.

AUTORA: RITA DE CASSIA SILVA SANT ANA ALVARENGA

COMISSAO EXAMINADORA:

PROFA. DRA. HELENA M. C. CARMO ANTUNES (ORIENTADORA)

PROF. DR. MARCOS NEREU ARENALES
PROF. DR. SERGIO PERSIVAL BARONCINI PROENGA

S30 Carlos
setembro de 18989



Aos meus pats,

Francisco e Conceigéo
Aos meus irmios
E ao Liszt, pelos incentivos

incondicionails



AGRADECIMENTOS

A profa. Helena Maria Cunha do Carmo Antunes, pela

orientacdo dada no decorrer deste trabalho.

A Sra. Nadir Minatel, pelo dedicado trabalho como

bibliotecAria.

A CAPES e a FAPESP, pelas bolsas concedidas
durante a elaboragdoc deste trabalho.

Aos colegas do Departamento de Estruturas da

EESC—USP, pela convivéncia, amizade e apoio constante.

Aos funciondrios do Departamento de Estruturas da
EESC-USP.

Ao Departamento de Engenharia Civil da
Universidade Federal de Vicosa, pelas condi¢des favoraveis a

conclusio deste trabalho.

Aos professores do Setor de Estruturas do DEC-UFV

pelo constante apoio e incentivos em todos os momentos.

A todos que direta ou indiretamente colaboraram

para a realiza¢3o deste trabalho.

A Deus, que estd acima de tudo.




RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, um procedimento para
projetar trelicas planas ou espaciais de peso minimo,
submetidas a vadrias condi¢Ses de carregamento estatico.Este
procedimento € baseado em um Metodo Dual de Otimizas¢io, e o
problema € rescolvido mediante uma sequéncia de subproblemas
aproximados, cujas solu¢des convergem 2 soluc¢io do problema
original.

As aproxima¢des gque caracterizam wum subproblema,
consistem em:

. linearizar as fun¢des de resposta estrutural
como tensdes e deslocamentos, através de seus
desenvolvimentos em série de Taylor de primeira ordem em
termos das variaveis de projeto.

. reduzir o nUmero de variadveis de projeto,
aplicando relasgdes gque ligam seus valores.

. incluir somente as restri¢cSes que sdo
criticas, avaliadas no ponto inicial de cada subproblema.

Obtém-se assim um problema aproximado, onde a
funcio-objetivo, que € 0 peso da trelica, ¢ uma fungdo
simples e explicita, porém n3io 1linear nas varidveis de
projeto, e as restri¢bes sio fungdes lineares destas
varidveis. Além disso, o problema € de programa¢io convexa,
que pode ser resolvido através de seu dual.

S3o apresentados exemplos e feitas comparacdes e

os resultados obtidos mostram a eficiéncia do procedimento.
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ABSTRACT

A procedure to design planes or spaces trusses of
minumum weight subjected to various conditions of static
loading is presented in this work. This procedure is based
in dual optimization method and the problem is solved by
means of a seguence of approximate problems whose solutions
converge to the solution of the original problen.

The approximations which characterize a subproblem
consist in:

linearize the functions of the characteristic
responses of the structure, as stresses and displacements,
through their developments of first order in Taylor’s
series in terms of design variables.

reduce the number of design variables applying
the relationships that connect their values.

incluse solely the constraints which are
critical, evaluated at the initial point of each subproblem.

In this manner an approximate problem will be
obtained in which the objetive function, i. e. the weight of
the truss, is a simple explicit function, however not linear
in the design variables, and the constraints are
linear functions of such variables. In addition to this,
that is a problem of convex programmation that can be solved
through its dual.

Examples are presented and comparisons are made to

show the efficiency of this procedure.
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Vetor de deslocamentos
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CAPITULO O1 OTIMIZAGAO DE TRELICAS

INTRODUGCAO

O1 - INTRODUGAO

Os programas disponiveis para uso em Engenharia
de Estruturas tém , na sua maioria, caracteristicas de
andlise, ou seja, s3o programas gue partem de uma estrutura
de forma e dimens®es definidas pelo projetista com base
em processos empiricos,chegando-se ao projeto final através
de sucessivas tentativas.

Nas estruturas estaticamente determinadas,
projetadas para satisfazer a um dado conjunto de tensdes
admissiveis, o projeto final pode ser encontrado em apenas
uma analise. Isto porque os esforcos nas barras destas
estruturas independem das propriedades da se¢3o transversal.
Una vez determinados os esforcos pelas equagdes de
equilibrio estdtico, as propriedades das se¢des transversais
sao selecionadas de tal forma que as tensfes nio excedam
seus valores admissiveis.

A anilise de estruturas hiperestaticas exige o
conhecimento prévio das propriedades das barras. 0
método usual de se projetar estruturas estaticamente
indeterminadas consiste em um procedimento de tentativa e
erro em que um primeiro projeto € assumido, a estrutura €
assim analisada e o projeto € revisado com base nos

resultados da analise.
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Diante da necessidade de substituir este
empirismo,surgiram no inicio deste século os primeiros
estudos na tentativa de utilizar critérios de decisao
baseados em técnicas de otimizacdo. Michell formulou a
chamada Teoria das Configura¢des, definindo uma classe de
estruturas de volume minimo {1].

Ainda anterior ao uso do computador, na década
de 40, surgiu o Método dos Modos de Falha Simultéanea
[2,3].Este método pressupde as restricdes que serdo criticas
no projeto &timo, sendo restrito a formas estruturais
simples com um estado Unico de carregamento.

Apenas na década de 60, quando o
computador J& era uma ferramenta de uso comum, ocorreu uma
maior expans3do no desenvolvimento de técnicas de projeto
estrutural. Duas linhas de projeto 6&étimo de estruturas
comesaram a se desenvolver: Métodos baseados em
programac¢io matemdtica [4,5] e mnétodos baseados en
critérios de otimalidade [6,7,8].

A primeira linha, representada pelos m€todos de
programacio matemadtica, fol desenvolvida inicialmente por
Schmit. Estes métodos demonstraram ser muito gerails e
versdteis. Resultaram no entanto, muito ineficientes quando
aplicados a problemas de projeto de estruturas reais,
caracterizado por um grande nimero de graus de 1liberdade,
variévéis de projeto e restricdes, uma vez que os problemas
eram encarados do ponto de vista puramente
matemdtico, n3o fazendo uso do comportamento estrutural.

A segunda linha, representada pelos me€todos de
critérios de otimalidade, baseia-se na automatizagio dos
préprios critérios intuitivos segundo o comportamento
estrutural, utilizando os principios da Mecidnica Racional.
Embora estes métodos tenham sido limitados as formas
estruturais e estados de cargas simples, sua aplicacdo se
adapta a estruturas mais complexas. Em alguns casos eles

apresentaram problemas de convergéncia. As primeiras
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formulacdes foram apresentadas por Gellatly, Berke e
Venkayya. '

Com o intuito de eliminar as dificuldades que
limitavam o uso de métodos de programacio matemaAtica, foram
desenvolvidas, a partir de 1970, as aproxima¢des, que
permitiram aumentar significativamente a eficiéncia na

solu¢ido de problemas de otimiza¢io estrutural [9,10,11].

No que tange os métodos de critérios de
otimalidade, surgiram novos algoritmos tendentes a
melhorar os problemas de convergéncia. Além disso,

aumentaram-se os estudos no sentido de interpretar melhor
estes méetodos [12,13,14].

Estas 1linhas foram consideradas opostas durante
vArios anos. Quando surgiram as aproximacdes na solusdo de
problemas de projeto Stimo, se pdSde verificar que o0S
metodos baseados em critérios de otimalidade

resolviam intuitivamente um problema dual de programacio

matematica , cujo primal era uma aproximagio de primeira
ordem do problema primal original expresso em funcao
dos valores reciprocos das variaveis de projeto. Desta

maneira, tornou-se possivel substituir os m€todos baseados
em critérios de otimalidade por métodos duais, mais
racionais e mais bem fundamentados matematicamente, e gque
ainda mantém a eficiéncia dagueles [15,16,17].

No presente trabalho, desenvolve-se um algoritmo
computacional baseado em m€todos duais de programacio
matemdtica que resolve o problema de projeto de peso
minimo de treiicas planas ou espaciais, trabalhando
no regime elastico-linear. Levando em consideracio questdes
de seguran¢a, obtém-se as Areas das se¢des transversais
étimas para as barras.

0O algoritmo estd baseado no uso de aproximacdes e
na soluc¢dao de uma sequéncia de problemas duais
de programa¢io matematica, cujas solugcdes no espaso

primal convergem para o ponto 6timo.Usa-se uma sequéncia de

01. 3 ——



problemas porque cada dual corresponde a um problema primal
aproximado, cujas restricdes de comportamento s&o
aproximacdes lineares das restricdes originais, obtidas por
seus desenvolvimentos em série de Taylor.

A razio da escolha de uma técnica dual se deve ao
fato do Hétodo Dual ser resolvido em um espaco com
dimens3o igual ao numero de restri¢cdes ativas do problema
e apresentar como restricio apenas a condig¢3o de nio
negatividade, enquanto o Método Primal € resolvido em um
espaco de dimens3o0 igual ao nuimero de varidveils, no caso, as
Areas das se¢des transversais. Para as estruturas correntes
o ntimero de varidveis supera largamente o numero de

restri¢des ativas.
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CAPITULO 02 OTIMIZACAO DE TRELICAS

CONSTRUGCAO DO PROBLEMA PRIMAL APROXIMADO

02 — CONSTRUGAO DO PROBLEMA PRIMAL APROXIMADO

02 . 1 — INTRODUGAO

O propdésito deste estudo € desenvolver um m€todo
pelo gqual um projeto ©&timo pode ser obtido através da
resolu¢ido de um problema de programacioc matematica. 5

0 objetivo final do projetista & conceber uma
estrutura que satisfaca a todos os requisitos de seguranga,
a um custo minimo. Assim, a fun¢do-objetivo devé guardar
estreita relasdo com o custo da estrutura. Dado aoc carater
genérico deste trabalho, o custo da estrutura sera
associado ao pesc de material estrutural consumido.

Neste capitulo apresenta-se a formula¢éo. do
probleha primal de projeto &6timo de trelicas, a partir do
qual, utilizando aproximag¢des de primeira ordem para as
restricdes, obtém-se um problema primal aproximado.

Serd utilizada uma formulagio matricial do
classico Processo dos Deslocamentos [18]. Este apresenta em
relasdo ao Processo dos Esforcos, vantagem no que tange a
facilidade de automatizag¢io [19].
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02 . 2 - FORMULAGAO PRIMAL DO PROBLEMA

O problema primal de projeto étimo de treligas

pode ser formulado da seguinte maneira:

- minimizar o péso de material estrutural consumido:

W= £(3) | (02.1)

- satisfazendo as restric¢des:

a) Equacdes de Equilibrio obtidas utilizando o Processo dos

Deslocamentos:

R(A) . 0§ = P (02.2)

b) Tens®es Normais MAximas nas barras:

_) p - —-—
o5 < ai(a) < o, i=1,n (02.3)

c) Limites das wvariiveis:

U. U, =T0. J = 1,nd (02.4)

0 <a. <a. < a, i=1,n (02.5)
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a - Variidveis de projeto
i - Variaveis de estado
? - Vetor do carregamento
E - Matriz de rigidez da estrutura
o5 - Tensdo Normal na barra i
51 - Tensdo Normal admissivel a tra¢io na barra i
o - Tensdo Normal admissivel a compressio na barra i
nd - Ndmero de restri¢cdes de deslocamento
U.,U.- Limites da variavel de estado j
Ei’gi_ Limites da variivel de projeto i
n - numero de variidveis de projeto
As variAveis de projeto representam as Areas das
se¢Ses transversails dos elementos. As estruturas a

considerar serfo aquelas constituidas por barras prismidticas
sujeitas a esfor¢o normal. Os limites a, e Ei foram
introduzidos visando restringir as solu¢des . obtidas a um
campo compativel com a realidade da oferta de perfis
metdlicos.

As varidveis de estado s3o o0s deslocamentos em
dire¢des prefixadas. Sua determinacio permite avaliar a
resposta da estrutura a a¢io de um dado carregamento.

Resolvendo o problema acima nas variiveis 2 e ﬁ,
determina-se o projeto 4timo. Obter esta solug¢io €, porénm,
uma tarefa muito dificil. Tem-se um numero muito grande de
varidveis e restri¢Ses altamente n3o lineares, nao podendo
assim dar um tratamento adequado por nenhuma técnica de
programacio matemética.

Uma nbva estratégia deve ser desenvolvida tomando
"por base o projeto convencional de estruturas hiperestaticas
e passando a considerar como variAveis apenas as areas das

se¢Bes transversails, reduzindo assim o espaco de projeto.
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FIGURA (O2. 1

Este projeto estrutural esquematizado acima € um
procedimento de natureza iterativa. Tradicionalmente,
utiliza-se um programa de computador na fase de analise,
enquanto a redistribuic¢Zo de material € baseada em regras
empiricas decorrentes da intuic¢io e experiéncia do
projetista.

Esta redistribuic¢io pode ser feita automatizando
os prdprios critérios intuitivos baseados no conhecimento
do comportamento estrutural, os chamados critérios de
otimalidade, ou ainda utilizando técnicas de programacio

matemd&tica para redimensionar a estrutura, com base enm
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informa¢des colhidas durante a fase de analise.
Reescrevendo o problema primal, de uma maneira

geral, tem-se:

—
-~ Encontrar 3 e R"
> n . n
tal gque W(a) = Z ri.l. a; — min W R —>R
i=1
- Sujeito as restri¢des:
> - >
= . - . = i=1,
gj(a) \£ vJ(a) 0 J=1,m
< < a =
a, = a;, = a, i=1l,n
| _
PROBLEMA 1 (02.8)

Onde:

-> N - . .
a — Vetor das variidveis de projeto, cujas componentes s3o as

Areas das se¢des transversais;
W - Fun¢ido—objetivo, representando o peso total da trelig¢a;

g.- Restri¢io de comportamento estrutural, gue representa
uma limitacdo sobre a tensio normal de uma barra ou o

deslocamento de um nd;

v.- tensio normal ou deslocamento, formando a restrigcio de

ordem J;
v.— Valor admissivel de v'_'.l

¥.- Peso especifico do material componente da barra i
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1.- Comprimento da barra i

i
n - Namero de variaveis de projeto

m - Ndimero total de restrigcdes

02 . 2 . 1 - VYARTAVEIS RECIPROCAS

Como se verd no item (02.3), ser3ao construidas
aproxima¢6es explicitas para as funcdes de resposta
estrutural, utilizando a expansio em séries de Taylor de
primeira ordem.

Observa-se, no entanto, que melhores resultados
sao obtidos, utilizando o inverso das variadveis de projeto.

Seja a variavel reciproca Xi, definida como segue:

P4
He
"

l/ai i=1,n (02.7)

Esta troca de varidveis € motivada pelo fato de
que para estruturas estaticamente determinadas idealizadas
por elementos nos quais a tens3o € inversamente proporcional
ao tamanho das variaveis de projeto s, ambas as fun¢des de
resposta estrutural, tensio e deslocamento, sio estritamente
lineares nas variaveis reciprocas Xi' Além disso, usando
varidveis reciprocas geralmente melhora-se a qualidade das
aproxima¢cdes lineares para as fun¢des de respostas a tensao
e deslocamento no caso de estruturas moderadamente
indeterminadas.

Com esta troca de variadveis, obtém-se um problema

de programacao convexa, que pode ser resolvido através de
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seu dual.
Reescrevendo o0 PROBLEMA oy, em termo das

varidveis reciprocas, tem-se:

-Encontrar X e RU sz5
s

tal que W(X) =% r;- 17 / X;—— min W:R" —R
j=1 ?

-sujeito as restri¢des

gj(i) = v, — vj(i) > g

(R
i
[

~
=]

IA

< r -
Xi < Xi Xi i i,n

PROBLEMA (0O2) (02.8)

Onde % representa o vetor das variaveis de projeto, cujas
componentes sS30 o0s reciprocos das Areas das se¢des
transversais das barras.

Observa-se assim que a fun¢Zo-objetivo, embora nao
linear, € simples e explicita em termos das variaveis de
projeto. Entretanto, estas caracteristicas nao se repetem
para as funcdes de resposta estrutural. Estas, sao fun¢des
implicitas das varidveis, o que significa que sua ﬁvaliacio
s& pode ser feita numericamente, exigindo para isto uma

andlise estrutural completa.
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02 . 3 - CONSTRUGAO DO PROBLEMA PRIMAL APROXIMADO

Uma forma de resolver o problema anterior,consiste
em substituir as fun¢edes de resposta estrutural por
expressdes simples e explicitas nas varidveis de projeto,
obtidas através de seus desenvolvimentos em séries de Taylor

de primeira ordem em torno do ponto io’ como segue:

Sendo ?j o vetor de cargas virtuais associado ao

deslocamento nodal ujk , 0 seu trabalho virtual ¢é escrito:

(02.8)

onde ﬁk,é o vetor de deslocamentos devidos & carga real ?k
e ujk € o0 deslocamento da coordenada j devido & condi¢io de
carregamento k. Aplicando o teorema de Betti, a equacao

(02.9) & escrita como:

ugy = ?k’ i ﬂj (02.10)

onde ﬁ.
J

& o vetor de deslocamentos correspondentes & carga
virtual ?j' Usando a relagio:

F. =R . U. (02.11)

sendo R a matriz de rigidez global do sistema, e
substituindo {(02.11) em (02.8) resulta:
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(02.12)

Finalmente, o deslocamento ujk & expresso em fun¢io dos

deslocamentos dos elementos ﬁ.. e ﬁ. :
ij ik

L (02.13)

- o7 . R .0

i=1 1] ~1 ik
onde Ri € a matriz de rigidez do elemento 1i.

A derivada de u.
Jjk

representa a Area da se¢io transversal do i-€simo

em relagdo a varidvel a;», gque

elemento, pode ser obtida a partir da equa¢ao (02.12)

3 u. agrT a R a1
Jk _ J T ~ T k
= B ﬁk + ﬂ% ﬁk + ﬁ3 B
9 a; 9 ay; o a; 9 a;
(02.14)

Porém -se as cargas ?j e ?k s30 independentes das

varidveis Y entdo:

T T T
a . a . a . a .
ﬁ; 23 - ﬁ; 2 . (ﬁJ ?}2 ) Uk
—_— . 'k _ k
g a. 2 a. g a. 2 3.
i i i i
(02.15)
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i -~ J =
g a g a. 2 a 2 a
i i i i
(02.18)
portanto de (02.14), (02.15) e (02.16):
3 u a R
koo 8,7 _~ 8, (02.17)
3 a : 3 a
i i
Como na derivada (@ R /@ ai) somente oS

termos correspondentes & matriz Ri sdo diferentes de zero, a

equacido (02.17) pode ser escrita como:

3 u a R .
Jk - T ~ 1
= ﬁij ﬁik (02.18)
2 a. 2 a
i i
Para trelicas, a matriz de rigidez Ri, =3
proporcional & wvariavel 3, resulta :
a Ri R i '
~ = ~ (02.19)
2 a. a
i i
e de (02.18) e (02.19):
a3 u.
k. _ _ 1 T
= ﬁij R, ﬁik (02.20)
2 a. a.
i i
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definindo:

_ T
Cisk = 23 Uij R, Uik (02.21)
as egquascdes (02.13) e (02.20) tomam a forma:
n Cijk
u. = Z (02.22)
Jk i=1 a.
i
d u. C..
Jk - - ijk (02.23)
d a. a?
i i
Efetuando a mudan¢a de varidveis: Xi= 1/ as
resulta:
_1 T '
Cisp = — Us5 Ry U, (02.24)
X.
i
n
ujk = .f cijk Xi (02.25)
i=1
e
a u.
Jk —
= cijk (02.26)
a X

Como as tensd®es nas barras s3o0o fun¢des lineares

dos deslocamentos se obtém:
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n
o = ¥ d. X. (02.27)

1k 521 ilk 1
2 o
1k _
= dilk (02.28)
g X.
1

onde alk & a tens3o no elemento "1" para o carregamento ?k

Escrevendo agora o desenvolvimento de ujk emn

série de Taylor de primeira ordem em termos das varidveis Xi

(o]

n
0

., = u; + Z —_— (X; - X_.)

=1 a X i oi

(02.29)

~

onde ujk € a aproxima¢ao de ujk , e u
e ainda de (02.26):

o .
ik & o valor de ujk no
ponto io’

duy 1° o
= C ijk (02.30)
9 X.
i
e em (02.29)
~ o n o n o
ujk = ujk + ifl C ijk Xi - lfl Cijk in (02.31)
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e como por {(02.24) e (02.25)

(o]

uj, = c.% . x_. (02.32)

1 ijk oi

ItM3

i
e Ffinalmente das eguacdes (02.31) e (02.32)

~

n
us, = c.% . X. (02.33)
J i=

e também para as tensSes

X. (02.34)

o .
e d. € o valor do

onde alk € a aproxima¢io de 1k * ilk

coeficiente dilk no ponto io

Pela -egqua¢do (02.33) pode-se observar que o
desenvolvimento de ujk nao possul termo independente de Xi'
Com base em (02.33) e (02.34) € possivel agora escrever o

seguinte problema primal aproximado:

- Encontrar i e R

tal que W(X) = r; -1; / X,— min W:RP—R

1 1

™M

- sujeito as restricSes aproximadas
n

= v. - > j =
gj(i) Vs ifl a;; - X; 20 j=1,m
< < ¥ s
Xi - Xi =< Xi i=1,n
PROBLEMA (O (02.33)
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Os termos aij tem o significado de trabalhos
virtuais realizados no trecho da estrutura associado a
varidavel de projeto (i). 0 estado de deslocamento sendo
representado pelo problema real e o estado de forcas em
equilibrio representado por um carregamento unitario
aplicado na dire¢do do deslocamento (Jj),caso a restricao
seja de deslocamento, ou por duas cargas unitdrias opostas
em cada extremidade e na direcio da barra critica, caso a
restricio seja de tensio.

Os coeficientes aij sao definidos em (02.24)
e calculados no ponto io para um carregamento genérico.
Pode-se observar pela expressdao (02.35), gque as restric¢cdes
aproximadas sao tangentes as restri¢des reais na intersecao
destas com a reta que une a origem ao ponto io conforme

mostra a FIGURA (0z2.2),

x2

FIGURA ((02. 2
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0 problema primal (PrROBLEMA ©2)) pode ser
resolvido por uma sequéncia de subproblemas aproximados
(PROBLEMA ©3) cunjas solucdes em geral convergem para a

solu¢do do problema original (PROBLEMA 0©02)).

02 . 4 - ALGUNS CONCEITOS DE APROXIMAGAO

As aplicacdes de programasio matemadtica que se tem
noticia para otimiza¢io estrutural tem geralmente sofrido de

um ou mais dos seguintes excessos [20]:

a) Muitas varidvels de projeto envolvidas;

b) Muitas restri¢des s3o consideradas na otimizasdo do

projeto;
c) Muitas andlises estruturais detalhadas s3o executadas.

Entende-se como “muitas”, o mais que o necessario
para obter um projeto pratico préximo do 6timo.

Devido a esses problemas, foram desenvolvidos
conceitos de aproxima¢io, que procuram melhorar a eficiénecia

da otimizasio no projeto estrutural através de:

a) Redug¢do do numero de varidveis de projeto independentes
empregando varidveis de projeto ligadas, que € uma forma es-

pecial do conceito de bases reduzidas no espaso de projeto;

b) Redusio do nuimero de restri¢des, considerando somente as

restri¢des criticas ou quase criticas em cada estdgio do
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processo iterativo;

¢) Redu¢3io do numero de andlises estruturais, empregando a
expansao da série de Taylor de primeirs ordem para aproximar
explicitamente a dependéncia implicita da resposta

estrutural as variaveis de projeto.

02 . 4 . 1 - LIGACOES DE VARIAVEIS

Normalmente n&o € necessidrio, que cada elemento
(barra) tenha sua prépria variadvel de projeto independente.
Utilizando o conceito de variaveis ligadas, através da
ligasdo de vArios elementos a uma Unica variavel de projeto,
& possivel impor restricdes de ordem pratica, como simetria,
reduzindo a dimens3o do espaco de projeto.

A nocao essencial € expressar o vetor de variaveis
de projeto como uma combina¢io linear de vetores bases Tb’
como segue:

NGB -
X== T &, = T. & (02.38)
- b b ~
b=1
onde Tbséo vetores bases n dimensionais e aé b =1,...,NGB= n

representa um conjunto reduzido de variaveis de projeto.
Na forma de matriz € entendido que T € uma matriz n X NGB ,
onde cada coluna corresponde a um vetor base,e &° & um vetor
com NGB elementos representando o conjunto reduzido de

variidveis de projeto.

Numa forma alternativa, tem-se:
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NGB

X. = £ T. .ol i=1,n (02.37)
i b=1 ib

onde Tib s3o elementos individuais da matriz ? .

E importante reconhecer que varidveis de projeto
ligadas € uma forma especial de reduc¢cio da base na gual os
vetores bases s3o0o escolhidos por responsabilidade do
engenheiro.

Quando a redusdo da base € feita atraves da
ligacdo de varidveis, cada 1linha da matriz T contém
somente um elemento diferente de zero e positivo. -

Se ndo se 1impde variAdveis ligadas, entido T &

~

simplesmente tomada como a identidade.

02 . 4 . 2 - EXCLUSAO DAS RESTRICOES NAO CRITICAS

Considerando que em cada estagio do processo
iterativo, neste caso c¢ada subproblema , apenas alguns
deslocamentos e tensdes se aproximam de seus valores
admissiveis, pode-se estabelecer um critério qgque selecione
as restri¢des que entrar3o no problema neste estagio,
desprezando as demais. Assim, o0os deslocamentos e tensdes
denominados qguase criticos, sao identificados pelas

expressdes:

<

luj(Z)| > (02.38)
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i i
oun (02.39)
los (B 2 & . | g
Onde 0 <& <1 ¢é uma determinada percentagem, Uj(g), ﬁ&
sio respectivamente o deslocamento e o deslocamento

Y

admissivel correspondentes & coordenada j e o, e (5i ou gi)
sdo a tensdo e a tensio admissivel no elemento 1,

respectivamente.
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CAPITULO O3 OTIMIZACAO DE TRELICAS

RMULACAO DUAL DO PROBLEMA PRIMAL APROXIMADO

03 - FORMULAGCAO DUAL DO PROBLEMA PRIMAL APROXIMADO

03 . 1 — INTRODUGAO

0 problema linearizado (ProBLEMA (03) pode ser
tratado diretamente na sua forma primal, ou de forma
indireta, através da formula¢io dual, utilizando para isto a
funciao lagrangeana.

Enquanto o método primal € resolvido em um espaso
de dimensio igual ao numero de +variaveis de projeto, o
método dual € resolvido em um espa¢o cuja dimensio € igual
ao ndmero de restrigdes ativas do problema.

Em problemas estruturais, a dimensdo do espago
dual € bem menor que a dimensio do espago de projeto. Alénm
disso, o tratamento das restri¢des de nio negatividade do
problema dual € bem mais simples que o requerido para as
restri¢bes sobre as fungdes de resposta estrutural no
problema primal aproximado.

Estas caracteristicas mostram a eficiéncia de se
trabalhar com o problema dual, ao 1invés de resolver o

problema primal aproximado (PROBLEMA (03),
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03 . 2 - FORMULAGCAO DUAL

A partir do problema primal aproximado (PROBLEMA
wom), serd desenvolvida a formulag¢io dual deste, visando
resolver o ((PROBLEMA (02)).

A fun¢io lagrangeana correspondente ao problema

primal aproximado € definida como: e
I NN1s
—.—1\‘)/\
) o7
% 3 "' n Yi'll | m _ n i
min LR 3 T E [ Vi T T %43 xi]
: . i . g T i=1
i=1 X. Loa=1
. 1 \‘( ‘/
max Do S (03.1)
sujeito as restri¢des de nZo negatividade:
kj =0 j=1,m (03.2)

agrupando os termos em i, a equagdo (03.1) torna-se:

5 n Y1'11 m m _
L(X,X) = € +X. .5 a..a. |l - = a. 7.
=1 i=1 12 J J-= J

(03.3)

Se (i* ,i*) €& ponto de sela de L(i,i), entio:

LEE,X) < L% < L™ (03.4)
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para

X. < X. =< X. i=1,n (03.5)

X. 20 Jj=1,m (03.6)

Pode-se demonstrar que, se (X*,x*) € um ponto de sela de
L(i,X), entéo f* € uma solu¢®io do problema primal aproximado
(PROBLEMA (O®), Por outro lado, a existéncia de wum dYnico
ponto de sela € assegurada pela convexidade do problema
primal (PROBLEMA (O), Assim, a soluso i* do problema
primal aproximado se obtém em fung¢fo do ponto de sela da

fun¢io lagrangeana L(X,X), resolvendo o seguinte problena:

max min L(%,X) (03.7)
X e v X 2 \")

onde "V" & o conjunto dos pontos gque satisfazem &s condigdes
(03.5) e (03.8).

0O problema (03.7) pode ser escrito na forma:

max 1(R) - (03.8)
X e V.
onde 1(X) = _min L(X,%) (03.9)
: g

sendo l(i) definida como “Funcio Dual™.
Substituindo o valor de L(X,X) de (03.3) em (03.9)

resulta:
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l(i) = min

Tev

X. T3

I MB
[

[
w

e
(]

("

+

ta
WMB

m —
ai. AL - X A. V.
1 J J =1 J J

(03.10)

Como o termo (kj ;3) independe de X e (03.10) &
separavel nas variaveis Xi’ o minimo do somatério em (03.10)
& ijigual 32 soma dos mwminimos de cada termo dentro do

parénteses, podendo assim escrever:

nﬁq 5“3\

e
1X) = = min SRS ‘El i M50~ ?17\3 Y3
" i=1 % eV X - 9= J=

(03.11)

obtendo o seguinte problema de minimiza¢Zo unidimensional:

Obter min f(Xi) (03.12)
i eV
yi.ll m
onde f(X.) = + Xi _% aij Kj i=1,n (03.13)
i X J=1
i
derivando (03.13) em relagdo & variavel Xi e 1igualando
a zero:
r..1 n
af 171 L s . A, =0 (03.14)
= - j=1 iJ J
dXi xiz
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do qual se obtém:

X . = _ i=1,n (03.15)
1 m1ln

gue de fato produz um minimo para (03.13), pois:

2 r-.1l.
af 5 - i=1,n (03.18)
dx> x>
i i
€ Ccomo Xi > 0 as derivadas de segunda ordem (03.16) s3io
positivas.
Dada as limitac¢des nos valores de Xi (Xi = Xi =< fi), a
solucio completa é:
[ <
xi se Xi min ~ xi
i min se xi < Xi min < i
b 4 >
Xi = Xi(l) =
i=1,n Xi se Xi nin > Xi
L
(03.17)

Escrevendo a func¢io dual explicitamente em fungio
R . . . b .
das variaveis duais, a partir dos valores de Xi obtidos por
(03.17), vém:

(]

N

>I

S’

i
HM B
[y
—

R
-

et
(=]

+

>

e

-~

>I

o

M8

>J

o

m

=

<
| R———

1
o

nmMmsg
>J
<]

(03.18)
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A partir do que foi visto, pode-se neste ponto, resumir a

formulasdo do problema primal aproximado (PROBLEMAO®) em

- Encontrar *» < R IR

- n ¥ 1 ‘m n _
tal que 1(X) = £ —— >IN N Za..X. —v.
i=1 X, j=1 9 [Ji=

—> max

- sujeito as restri¢des de ndo negatividade:

A. =0 j=1,m
3 Jd

PROBLEMA (O4) (03.19)

onde as variédveis Xi sido dadas por:

[ X, se B, < X
172
X. = [ r’,:1] se X? < By < fiz
— —_—2
] Xi se ﬁi > Xi

(03.20)

onde
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5. Ry = ' (03.21)

03 . 3 — DERIVADAS DA FUNGAO DUAL

Na resolug¢ido do problema dual (ProBLEMA o),
conforme serd descrito no capitulo 04, & utilizado um
algoritmo baseado no Método de Newton generalizado. Este,
necessita do conhecimento das derivadas até a segunda ordem

que serido obtidas como descrito a seguir:

Derivando (03.18) em relacio a Xj com Jj=1,m ,
resulta:
_’
LRy m [wgely 2%, 09X om X
_ < _ 3 "ij
a . 1=1 X2 . an, 9°1
N 1 J Jd
+ X. a.. - V. (03.22)
1 1) J

De (03.20) e de (03.21) resulta:
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- ij 3 3
= Xi se Xi < Xi < Xi
a Kj 2 yili
(03.23)
a X.
1 =0 para os demals casos (03.24)
g .
Jd
e a equagadao (03.23) pode ser escrita
a Xi a. .- _
= - 1J X. com X. < X. < X.
_ - i i i i
9 Kj 2 £ a.. \.
j=1 1373
(03.25)
substituindo (03.23) e (03.25) em (03.22), tem-se:
> n
e IX) - 5 a..X. —-%. (03.28)
i=1 Y 1 J
g A.
J

derivando (03.26) em relagio a2 A

g ° com k=1,m , resulta:

2 > n a X.
91X = £ ag. 1 (03.27)
i=1
a KJ a kk a Kk
por (03.20), (03.23) e (03.24) observa-se

gque (03.27) ¢é
descontinua nos hiperplanos do espaco dual definidos por:
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m Y.1.
S A, a.. = 11 (03.28)
I —_—
j=1 Kz
i
m r-1.
S A. a.. = 11 (03.29)
J i _
Jj=1 iz
i

nestes hiperplanos as varidveis Xi passam de sua condig¢io de
livres a restritas.
Substituindo (03.23) em (03.27) ,resulta:

2 .. a
o1 1 ij ik, s
AN, 3 2 1€B y. 1 '
k J i 71
com Jj,k = 1,m (03.30)
onde B € o conjunto das variiveis livres, ou seja:
X. < X. < X. (03.31)

1 1 1
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03 . 4 - PROPRIEDADES DA FUNCAO DUAL

A fung¢ig dual l(x) possui propriedades bastante
adequadas para ser maximizada por métodos numéricos. De
acordo com o que foi desenvolvido até este ponto, pode-se

citar:
a fun¢ido dual 1(K) €& simples e explicita nas
variaveis Kj

€ continua e com derivadas de primeira ordem

também continuas

& uma fun¢ao cdnecava definida na regiao

admissivel convexa Xj Zz 0

. as derivadas de primeira e segunda ordem se
obtém facilmente por (03.26) e (03.30).

03. 10 ——



APITULO 04 OTIMIZACAO DE TRELICAS

RESOLUGCAO DO PROBLEMA DUAL

04 - RESOLUCAO DO PROBLEMA DUAL

04 . 1 — INTRODUGAO

Um grande ndmerc de estratégias podem ser usadas
para resolver o PROBLEMA 4. Pode-se utilizar um
algoritmo de segunda ordem baseado no Metodo de Newton
generalizado. Devido 2as propriedades favordveis da fun¢io
dual, o metodo de Newton se torna muito efieciente para
resolver este problema , apesar da existéncia de
descontinuidades de segunda ordem.

Neste capitulo é descrito um algoritmo baseado no
método de Newton para a pesquisa do maximo da fun¢io dual
1(1), sujeito as restri¢des de n&io negatividade Kj =z 0
(3=1,...,m).

0 método discutido aqui inclui a identificac®o do
conjunto de restri¢des ativas, estimativa dos valores
iniciais para os multiplicadores de Lagrange e limites

méveis.
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04 . 2 - METODO DE NEWTON

0O método de Newton ¢ definido pelo algoritmo

iterativo:
> >
Xeeg = X+ o . Hk (04.1)
onde
Xk - Ponto de partida para o ciclo (k+1)
ak — Direc&o de avanso a partir de ik
ak - Amplitude do avan¢o na direcio ak

Na forma escalar, a equag¢do (04.1), torna-se:

kj,k+1 = Kj,k + o . dj,k (04.2)
onde a direc¢3o de avanco ak & obtida por:
3 > -t >
L - [ H (%)) ] LV 1R (04.3)
em que:
H(Xk) - Matriz Hessiana das derivadas segundas parciails

no ponto ik

v l(i) - Gradiente da fun¢Zio dual avaliado no ponto xk;
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e cujos componentes sdo obtidos respectivamente por (03.30)
e (03.26).

No primeiro ciclo de cada estagio iterativo €
pesquisado o madximo da fungdo dual 1(X) em unm subespaco
unidimensional do espago dual, correspondente 4 restricdo
mais critica deste estdgio. Para os demais ciclos =
acrescentada uma dimens3o de cada vez, e tal que a variavel
dual correspondente seja positiva. Assim, a pesquisa do
maximo € sempre realizada em um subespaso correspondente as
componentes kj,k > 0,incluindo em ak s H(Xk) e v l(Kk)
somente os elementos relativos a este subespaco.

O ponto inicial 21’ necessirio a obten¢io do
maximo da fun¢do dual l(i) em cada estéagio iterativo €
escolhido de forma que H(Kl) seja nfo singular. Assim, ao
adicionarmos componente; nao nulas kj > 0, uma de cada vez,
E(ik) continuarad sendo ndo singular [20].

Para o primeiro ciclo, foi escolhido o ponto tal
que a dnica variavel dual positiva seja aquela
correspondente & restri¢io mais critica de acordo com a
analise estrutural do projeto primal usado para gerar o
atual problema primal aproximado. Para os ciclos seguintes,
o ponto de partida € o ponto obtido na maximiza¢ido da funcio
dual do ciclo anterior. Desta maneira, a dimensio do espago
dual nunca € maior que o nUmero de restricdes retidas em
cada estagio iterativo.

Pelo fato do algoritmo levar em conta as
restrisdes de naoco negatividade XjZ 0, e a existéncia de
hiperplanos de descontinuidade, este se torna uma
sofisticazdo do metodo de Newton, ja que o método de Newton

resolve problemas irrestritos.

04 . 3 - ALGORITMO DE OTIMIZAGAO
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Apresenta-se a seguir
otimizador:

o diagrama de

I| pabpo A, :

blocos

T ) e j = 1,
a3 Q. i m
IDENTIFICAGAO DO CONJUNTO
Ix : i1 o
H:{Jlk,k>OOJeQR,J—1,m}

- PESQUISA DO MAXIMO DA FUNGAO DUAL
16&) NO SUB-ESPAGQO "M"
cALcuLo DE @ 1] .
X)) jea
v —_— M R
a A, Jj &M
3
IDENTIFICAGAO DO MAXIMO @& 1 CALCULADO EM 1V
a .
. i N33)
E CORRESPONDENTE A0 INDICE j
vII
a1 .
4 s £ N CALCULO E ARMAZENA—
N -+ MENTO DAS VARIAVEIS
i PRIMAIS
ls l
8 IX
VIII| ADICIONAR j AO
CONJUNTO “"M"

!

ESTAGIO

FIM DO k-ESIMO

ITERATIVO

FIGURA

(O4. 1)
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- BLOCO 1

No bloco I € identificado o conjunto Qn dos
indices das restri¢des retidas, e € dado o valor de A. 1 > 0
correspondente A& restri¢3oc mais critica. Inicialmente m = 1

kj 1 >0 j=1,...,m - restricdes ativas

Kj 1 =0 j =m+l,..,m - restri¢des inativas

- BLOCO 11

Cada ciclo iterativo inicia no bloco II. Este,

identifica o conjunto "K', cujos elementos s3c os indices
das variaveis duais positivas neste ciclo (restrig¢des
ativas), definindo assim o subespagso do espaso dual no

qual ser& pesquisado o maximo da fung3oc dual para o presente

ciclo.

M:{Kj:klkj:k>o,j=1,m}

- BLOCO I1?

Neste bloco obtém-se o mdximo da funcio dual neste
ciclo, denominado iu . Se algum componente de iu for < O »

sua restric¢3o correspondente € retirada do conjunto de

restricdes ativas, e este Kj & zerado.

- BLOCO 1V

- , - . - —~ > . “
Aqui € procedida a verificacio se Ku & o maximo do
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espaco dual total QR , calculando as derivadas da func¢ébo

dual em relacido as varidveis kj ( com j = M ).

- BLOCO V

Neste bloco € pesquisado o maximo valor de
a1 (XM) calculado em IV, identificando por j“° o indice
a . . .

b associado a este valor maximo.

- BLOCO VI

Neste bloco & feito o teste a fim de wverificar se

> . . -
ku € também o maximo em QR

- BLOCO VI

Caso iu seja o maAxXimo em QR ,no bloco VII sao
calculadas e armazenadas as variaveis primais,pelas
expressdes (03.20) e (03.21).

- BLOCO ViII

> . . . . . -
Caso hu ndo seja 0o maAXimo em QR, ¢ adicionado

L+ . .. . .
J ao conjunto M e iniciado um novo ciclo a partir do

bloco II (m =m + 1).

- BLOCO IX

0O bloco IX finaliza o k-¢simo estdgio iterativo.
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04 . 4 - ALGORITMO PARA BUSCA UNIDIMENSIONAL

Devido as limita¢des nos valores das varidveis de
projeto, o espa¢o dual estd subdividido em vArias regides
(dominios de defini¢3o), onde a fun¢io-objetivo toma formas
diferentes. Surgem dai dificuldades no que se refere & busca
ao longo de uma determinada direcio.

Ao interceptar um plano de descontinuidade, o
nimero de varidveis primais "livres"” (Xi < Xi <fi) nao se
modifica, e a segunda derivada (03.30) salta para outros
valores. Deve-se ent3o evitar que o o determinado provogue o
cruzamento de um plano de descontinuidade.

A busca unidimensional pode ser representada pela

maximiza¢do da lagrangeana na dire¢do escolhida

(04 .4)

ou pelo problema de encontrar o ponto que anula a primeira

derivada na direcio de ak

1°(a) = [ a;] . V1 (a) =0 (04.5)
8 1(a)
axl
V1 (&) = :
a 1(at)
3 xn -
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Comparande (03.1) e (04.4) deduz-se qgque dado

(03.28)
8 1(a) _
3 . = vj - vj (04.8)
J
Tem-se:
m _
e = > R . — . = .
17 (o) .z dJ,k vJ(a) VJ 0 (04.7)
J_.
lembrando gque
vj () = [ ? aij . Xi(a) ] ieB (04.8)
por substituig¢io resulta:
m _ _
¥ d T a. . X.(at) — v. =0 ieB
3=1 J,k ; 13 i
(04.9)
m n _
= d;l,k Z aij Xi(a) - = d,],k v‘_'I = 0
. i .
Jj=1 _ j=1
ieB (04.10)
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Usando as varidveis auxiliares, XX, Y e Z, vém:

m
XX = E 45 ¥ (04.11)
v.: . 1;
- 1 1
Vik & — (04.12)
m
S
501 1373
1 n
SRS on AL PP (04.13)

0 problema se resume a encontrar o zero da fung¢ao

n
17 (o) =_§ Zi 71 1i . Xi (o) — XX = 0 (04.14)
i=1
onde as varidveis de projeto sao dadas por:
X2 =Y. + oz, (04.15)
i i i
se
.°< Y. + a2z, =X.7 (04.18)
i~ i i 7 71 :
senao
Xi = Xi ou Xi = Xi (04.17)
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Este problema pode ser resolvido pelo método de
Newton-Raphson, lembrando que a solu¢io deve encontrar-se
dentro do intervalo:

a < afa

0os limites sendo:

[x;1° s
a = max 7 - 7 (04.18)
i i
- [ii]2 Yi
o = min - i=1,n (04.19)
Z. Z.
i i

No método de NHewton-Raphson, a relag¢3o de iteragdo

¢ dada por:

'@ (04.20)

s} - o, - [Jk] . Kk

t+1 t

Como & & unidimensional, a direc3io de busca € dada

por:

s = —/ (04.21)

onde

Ga
"
o~
)
R
=
N
@
Cq
|
—
~N
Q

(04.22)
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As derivadas 1" "(a) sendo dadas por:

a 1 (o) da X.
177 (o) - 1

(04.23)

177 (e

It
)
P M

1 2 3
[”z—]zi vy -y X

(04.24)

ieB

As equagbes (04.15), (04.16) e (04.20), s3o0 usadas
iterativamente, atée que a equagfo (04.14) seja satisfeita. O

valor de & deve ainda ser confrontado com os seus limites.

04 . 5 - LIMITES -OVEIS

Na formula¢io matemdtica do problema, € assumido
gque durante cada estadgioco iterativo, a distribuig¢do de
esforecs internos permanece inalterada, poils, embora haja
alteragdes no valor das variaveis de projeto, oS
coeficientes aij sao considerados constantes num estéagio.

Esta aproximacao é exata para estruturas
isostaticas, mas afasta-se da realidade na medida em gque
cresce o seu grau de hiperestaticidade.

A técnica de limites mdveis restringe a variagido

do valor das variaveis de projeto independentes entre ciclos
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adjacentes e é usada para prevenir significativas
redistribui¢des de esforcos internos.
As varidveis de projeto sofrerdo restri¢des em

suas varia¢des, de acordo com o limite mdvel R™ introduzido:

X; = X; / R’ X. = X, .R’ (04.25)

onde Xie ii s30 o0os limites fixados a priori para as
varidveis e Xi € o valor no inicio do ciclo.

Una maneira de examinar a necessidade da
utiliza¢3o de limites mdévels € através de comparasido do
trabalho virtual associado com cada restri¢io de um ciclo
para o préximo. Quando um novo conjunto de varidaveis de
.projeto € determinado no fim de um ciclo, as eguasdes
(02.33) e (02.34) fornecem o trabalho virtual estimado para
a j-ésima restric3do. Calculando o trabalho virtual no comeg¢o
do préximo ciclo com o novo conjunto de termos aij’ obtém-se
o trabalho virtual atual. A diferen¢a entre a unidade e a
razdo entre o trabalho virtual estimado e o atual, pode ser
tomado como uma estimativa de erro.

Os valores de R°~ sao determinados conforme
sugerido em [21]. Quanto mais significativas as varia¢des
observadas, mals restritivos os limites adotados, ou seja
mais préximo da unidade o valor de R°. Para os exemplos
mostrados, utilizou-se fatores R'2 50, R’'=1.75 E R°'=1.4,
conforme sugestido acima mencionada. Evidentemente guanto

maior o valor de R’, mais rapido o processo ir& convergir.
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04 . 6 - CRITERIOS DE OTIMALIDADE UTILIZADOS

04 . 6 . 1 - PROJETOS TOTALMENTE TENSIONADOS

A arbitrariedade com gue inicialmente s3o fixadas
as se¢bes transversais das barras da estrutura pode, por
vezes, acrescer o tempo de solus¢io na pesquisa do projeto de
peso minimo. Sugere-se entio, efetuar alguns ciclos iniciais
(de 1 a 4) do método da relasiao de tensdo, apresentado a
seguir, para proporcionar um melhor ponto de partida,
levando em considera¢3do, naturalmente, os limites prescritos
para as Areas das se¢Ses transversais {projeto
pseudo-totalmente tensionado).

Apés cada andlise, a estrutura € redimensionada de
acordo com a férmula da razZo de tensi3o, que para uma

condic¢do de carregamento , e para barras tracionadas é:

max —_— (04.26)

para barras comprimidas, a férmula torna-se:

(04.27)

sendo k o numero da iterac¢so.
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0 projeto assim obtido satisfaz, ao menos
aproximadamente, as condigdes de tensio, mas nao
necessariamente as condi¢des de deslocamentos. Sugere-se
para tanto, fazer um escalamento de variaveis de modo a

obter um projeto inicial factivel.

04 . 6 . 2 - ESTIMATIVA PARA OS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Uma tradicional dificuldade associada com o uso de
multiplicadores de Lagrange ¢é definir o conjunto de
restricdes ativas e consequentemente os multiplicadores
diferentes de zero.

Uma aproximac¢io gue tem produzido bons resultados,
foi proposta por Fleury e Schmit. Eles recomendam construir
o conjunto de restri¢des ativas, com uma restricio de cada
vez, dando prioridade Zs restri¢Ses mais criticas.

0 procedimento € identificar a maior rela¢io entre
restri¢3o e seu valor admissivel no inicio de cada ciclo
de projeto, considerando-a como Unica restricio ativa.
Calcula-se assim o multiplicador kj correspondente a esta
restri¢do, diretamente de uma equa¢io aplicdvel em casos de
uma dYnica restricio. A egquagdo € a seguinte [21], gue deriva

da condi¢io de Kuhn-Tucker para uma dnica restrigiao ativa:

12 172
2 n ij (ll'yi)
X = Z — (04.28)
i=1 v. - vP
J J

onde o numerador exclul contribui¢des de variaveis de

projeto passivas e vJ.p no denominador € o trabalho wvirtual
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das variaveis passivas.

No primeiro ciclo consideram-se inicialmente
gque todas as variAdvels de projeto sejam ativas. Esta equagio
& aplicada segquencialmente até gue o conjunto de varidveis
de projeto passivas se estabilize.

Nos demais ciclos adota-se o conjunto de
restri¢des ativas igual ao existente no fim do ciclo
anterior, com o conjunto de varidveis ativas compativel.

Quando for introduzida uma nova restri¢dao no
conjunto ativo, o valor da variavel dual serd estimado como
igual & menor varidvel presente, dividido pelo numero de

restricdes ativas.
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CAPITULO OS5 OTIMIZACAO DE TRELICAS
R 3 2 A

DESCRICAO DO PROGRAMA MINTES

05 — DESCRIGAO DO PROGRAMA MINTES

05 . 1 - INTRODUGAO

De acordo com as consideragbes feitas até agui,
foi elaborado um programa para otimiza¢do de trelicas,
denominado MINTES, baseado na solu¢do do problema dual.

Foi ntilizada a linguagem FORTRAN-77 e
micro-computador da linha PC.

Este programa apresenta caracteristicas que tentam
reduzir o tempo de processamento e consequentemente o custo

de sua utilizacio.

05 . 2 - DIAGRAMA DE BLOCOS DO PROGRAMA

0 progrdma desenvolvido, € representado pelo

diagrama de blocos abaixo:
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ITER=0O

DADOS DA ESTRUTURA

ANALISE ESTRUTURAL

l

PREPARAGAO DO PROJETO INICIAL

ITER=0O

REANALISE

{
l<

ESCALAMENTO SE NECESSARIO

CALCULO DO PESO

l

TESTE DE CONVERGENCIA RESULTADOS

lN

CALCULO DAS RESTRIGOES
ELIMINAGAO DAS RESTRIGOES NAO CRiTicas
CONTRUGAOQO DE APROXIMAGOES DE PRIMEIRA ORDEM

PARA AS RESTRICéES RETIDAS

!

RESOLUCEO DO PROBLEMA DUAL APROXIMADO

ITER = ITER + 1

FIGURA (05. 1)
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o8 . 2. 1 -

A
geométrica e

dados abaixo:

a)

b)

c)

d)

e)

DADOS DA ESTRUTURA

partir de uma determinada configuracao

topoldgica da estrutura, sio necessidrios os

Titulo do projeto

Nimero de barras que compde a estrutura

Ndmero de nés

NUimero de apoios e suas condi¢des de contorno

Sistemas de cargas atuantes, constituidos de

‘cargas nodais

£

g£)

h)

i)

Caracteristicas do material estrutural:
. médulo de elasticidade
peso especifico

tens3io admissivel

deslocamentos mAximos admissiveis

Configura¢3o dos grupos de elementos ligados as

mesmas varlaveis de projeto independentes

Valores inicilais para as vari&veis de projeto
independentes. Sugere-se, como projeto inicial,
gque todas as barras da estrutura tenham a mesma
4rea [22].
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05 . 2 . 2 - ANALISE ESTRUTURAL

A partir das caracteristicas fisicas e
geoméetricas dos elementos estruturais, determinam-se suas
matrizes de rigidez. Estas, s3o construidas em relac3o a un
valor unitdrio das varidveis de projeto, armazenadas segundo

a seguinte propriedade:

r -r
Bi = (05.1)
-r r

Sendo gi’ a matriz de uma barra e r uma matriz (2 x 2) no
caso de treli¢as planas, e (3 x 3) no caso de treligas
espaciais. Com esta propriedade, o numero de elementos
calculados fol reduzido de 10 para 3 nas treli¢as planas, e
de 21 para B nas trelicas espaciais, evitando operacdes
desnecessarias e contribuindo assim para a eficiéncia
global.

A fim de minimizar a banda da matriz de rigidez,
a numera¢ido das eguascdes fol gerada internamente.

A resolugdao do sistema de eguagdes foi feita
ntilizando a técnica de Cholesky, sendo a matriz de rigidez
armazenada na forma compacta.

Uma vez decomposta a matriz, esta & armazenada
para reaproveitamento na fase de avalia¢ido dos deslocamentos

virtuais.
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05 . 2 . 3 ~ PREPARACAO DO PROJETO INICIAL

A ado¢3o0 de valores inicials distantes do ponto
6timo, aumenta consideravelmente o tempo gasto na sua
busca.

A fim de contornar este problema, aplica-se
durante algumas iterac¢des, o algoritmo razido de tensdes,
mencionado no item (04.6.1).

0 projeto assim obtido satisfaz, ao menos
aproximadamente, as condigses de tensao, mas nao
necessariamente as condi¢des de deslocamento. Sugere-se para
tanto, fazer um escalamento de varidveis, como Se menciona a

seguir. Deste modo, o projeto inicial € factivel.

o8 . 2 . 4 - ESCALAMENTO DE VARIAVEIS

Para melhorar a convergéncia, parece bastante
interessante efetuar um escalamento de variaveis (4rea), nao
apenas para eventualmente factibilizar o projeto inicial,
mas para a cada ciclo do processo, escalar os projetos

gerados até o contorno da restri¢io mais critica.

Seja ik um ponto fora da regifo factivel.
Este ponto & escalado , multiplicando-o pelo fator
H = max (y+, 2 ) , onde:
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+ J
d = max v. >0 (05.2)
V. J
J
V.
_ 3
M = max l v. < 0O (053)
v. J
—J

vj representa gualgquer fun¢do de resposta estrutural, e
55 e v, seus limites superior e inferior.

' Por razdes de eficiéncia, os valores das 'funcées
de respostas correspondentes ao projeto escalado n3io devenm
ser determinados por uma nova analise estrutural , mas em
termos de seus valores iniciais antes do escalamento.

Pelas propriedades das trelicas, sabe-se gque se as
Areas das se¢Ses transversais sio modificadas pelo fator u,
as tensbes e os deslocamentos correspondentes fFicam

alterados pelo fator 1/u

05 . 2 . 5 -~ TESTE DE CONVERGENCIA

Muitos problemas iterativos de otimizagdo
estrutural apresentam forte convergéncia a solu¢io nos
primeiros ciclos, resultando em pouca vantagem alongar por
demais o processo. A solugdo pode ser aceita até que a
diferenca de peso da estrutura entre dois ciclos

consecutivos do processo nao seja superior a uma
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determinada percentagem, como por exemplo 1% . Assim, o

valor do & considerado foi de 10 -.

k k-1 <6 (05.4)

05 . 2 . 6 — CONSTRUGCAO DO PROBLEMA APROXIMADO

Para identificar os wvalores criticos ou guase
criticos das tensdes e dos deslocamentos, de modo a excluir
do problema as restri¢des gue nio sejam criticas, usa-se um
fator de exclusao £.

O fator ¢ pode ser tomado arbitrariamente de
acordo com as conveniéncias do problema. Desta maneira, as
aproximasfes de primeira ordem s2o construidas apenas para
as restricdes retidas.

Seleciona-se inicialmente, dentro de cada grupo
associado a uma variavel independente, a restricioc de tensiao

mais critica. Esta €& ent3o testada. Se for critica ou gquase

critica ela € retida. Caso contrario, (] eliminada
naguela itera¢io. Para os deslocamentos, s3o0 retidas
agquelas correspondentes as coordenadas que produzem

restri¢des criticas ou quase criticas.

Uma vez obtidas as restric¢des que ficarido retidas
numa dada iterag¢Zo, constrdi-se o problema aproximado,
utilizando o principio dos trabalhos virtuais. Determinam-se
0os carregamentos virtuais adequados para obtenc¢ao das
fun¢des aproximadoras. A partir dos carregamentos virtuais

construidos, s3c calculados os deslocamentos virtuais e
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posteriormente os coeficientes aij'

Estes coeficientes tem o significado de +trabalhos
virtuais realizados no trecho da estrutura associado 2
varidavel de projeto (i). O estado de deslocamento sendo
representado pelo problema real e o estado de forgcas em
equilibrio representado por um carregamento unitério
aplicado na dire¢8o do deslocamento (j), para as restrigdes
de deslocamento. Para as restricdes referentes a tensdes
normals, o estado de forcas em equilibrio € obtido pela
aplicagido de duas cargas unitdrias opostas, em cada
extremidade e na direg¢do da barra correspondente a restrigdo

retida (combina¢Zo linear de deslocamentos) [23].

05 .2 . 7 - RESOLUGCAQ DO PROUBLEHA DUAL APROXIMADO

0 fluxograma mostrado anteriormente resolve o
problema dual. O conjunto de restri¢des ativas € construido
pP2SS0 a passo.

E interessante iniciar o procedimento com apenas
uma restricido ativa, para a gual o multiplicador de Lagrange
pode ser determinado analiticamente. A partir dai , o
conjunto das restri¢des ativas € construido gradativamente,
em cada itera¢io, tendendo a estabilizar perto do ponto
Sdtimo.

O conjunto de varldveis primais € inicialmente
suposto ativo, sendo atualizado a cada ciclo.

A estimativa inicial do valor do multiplicador de

Lagrange € feita por:

A - Para o primeiro ciclo:

A . 1 - Todas as varidaveis de projeto sao
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a2 .

consideradas ativas
A . 2 - Determinacdo do mnultiplicador de
LLagrange correspondente & restrigio

mais critica, analiticamente

A . 3 - Atualizag¢io do conjunto de variaveis
ativas.
B - Para os demais ciclos:
B . 1 -~ Utilizagdo do conjunto de variaveis

ativas compativel
B . 2 -~ Adogio do conjunto de restric¢cdes

ativas da iterac¢do anterior.

Para as novas restri¢des introduzidas no conjunto
ativo, a varidvel dual € estimada como igual ao valor da
menor varidvel presente, dividido pelo numero de restrigdes

ativas.
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CAPITULO 06 LOTIMIZACAO DE TRELICAS

EXE.MP‘LOS £ COMENTAEQIOS

S I SR IR

06 — EXEMPLOS E COMENTARIOS

06 . 1 — INTRODUCAO

Neste capitulo sio apresentados exenplos
empregando o programa desenvolvido neste trabalho,
denominado MINTES (Minimizag¢ido de peso de Treligas

quaisquer).

Sao0 3 exemplos da bibliografia, cujos resultados
s3o comparados com agueles obtidos por um programa
denominado ACCESS 1 [20], que utiliza um otimizador basesado
no método das direcdes admissiveis (CONMIM) e outro cuja
formulagio se baseia na fun¢io de penalidade wusada com um
nétodo de Newton Modificado (NEWSUMT). Para o primeiro
exemplo, utiliza-se para efeito de compara¢io, um programa
adicional denominado DDDU.

Comparam-se os projetos finais (4reas das se¢des
tranversais das barras), numero de iteragdes e histdria

iterativa.
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06 . 2 — EXEMPLO DE UMA TRELICA PLANA DE DEZ BARRAS

06 . 2 .1 - SEM A VUTILIZACAO DE LIGACAO DE VARIAVEIS
CHGB=10D

Y (Cm)

o
a
a

/s —f—-
4 B 2 X (Cm)

45.400 kgf 45.400 kgf

Y Y

FIGURA (OG. 1)
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— Carregamento

0 carregamento serd uUnico, consistindo de duas

cargas verticais de mesmo valor, de sentidos contréarios

eixo Y, de 45.400 Kgf aplicadas nos ndés 2 e 4.

— Deslocamento Maximo Admissivel

t 5,08 cn.

- Limitagbes de Deslocamento
Quatro limitacdes para os nds 1,2,3 e 4

dire¢io do eixo Y.

— Caracteristicas do Material
Todas as barras s3io do mesmo material.
TensSes limites: @ = o = - 1.759 Kgf/cm”
64,516 cm”

s - 2
Area minima = 0,85 cm

Area inicial
Area mAxima nio limitada

Peso especifico: ¥y = 0,00277 Kgf/cma
Médulo de Elasticidade: E = 703.700 Kgf/cm>

06 . 3

ao

na




— Resultados e Comparag¢des
Os resultados da otimizagdo s3io dados na

TABELA <(0¢.1), 0s quals s3o comparados com exemplos da

bibliografia.
PROJETO FINAL (CMZ)
BARRA NEWSUMT DDDU CONMIN MINTES
1 187,87 189,37 187,23 198,80
2 0,65 0,85 2,38 0,65
3 153,28 151,80 154,64 152,37
4 94,13 96, 50 85,03 95,93
5 0,65 0,65 0,65 0,865
6 0,65 0,85 2,35 2,77
7 55,34 49,10 55,14 50,80
8 135,94 137,25 136,18 136,53
g 135,23 -} 136,56 134,00 135,686
10 0,85 0,65 2,06 0,65
PESO FINAL 2.304,88 2.301,50] 2.318,71 2.301,08
(kgt)
ITERACOES 12 11 13 10

TABELA (OG. 1)

"A tendéncia de convergéncia € mostrada na  TABELA

(OG. 2y
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HISTORIA ITERATIVA -(Kgf)

ITERAGOES NEWSUMT DDDU CONMIN MINTES
1 3.565,22 2.985,05 2.830,28 2.733,13
2 3.018,46 2.610,86 2.648,14 2.592,97
3 2.797,27 2.544,17 2.620,44 2.533,34
4 2.875,24 2.482,97 2.568,28 2.473,47
S 2.967,96 2.417,05 2.515,80 2.454,57
B 2.463,77 2.368,00 2.459,00 2.346,39
7 2.828,02 2.316,20 2.397,62 2.318,12
8 2.339,82 2.306,20 2.341,81 2.307,42
) Z2.320,07 2.305,20 2.330,78 2.302,87

10 2.308,860 2.301,50 2.326,66 2.301,09
11 2.306,82 2.322,98
12 2.304,89 2.320,71
13 2.318,71

TABELA (06. 2)

A comparacido dos resultados com os constantes da
bibliografia, referentes ao tempo total de CPU consumido,
ficou prejudicada por tratar-se de diferentes computadores.
No entanto, cada itera¢io no espaso dual reguer um @menor
tempo por ser este de dimens3o menor gue o espa¢o primal e
também devido & simplicidade de suas restric¢cdes, gue sido de
nao negatividade.

De acordo com a TABELA (06.2,nota-se que o MINTES
obteve um peso semelhante ao DDDU, com um mesmo nuUmero de
itera¢des.

Foi wutilizado inicialmente a "Preparac¢io do

Projeto Inicial™, além da técnica de limites mdveis.
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06 . 2 . 2 — UTILIZANDO A LIGACAO DE VARIAVEIS (NGB = 6)

A estrutura anterior fol agora analisada fazendo
uso de liga¢io de varidveis. Foram considerados seis grupos

de barras, conforme TABELA (06. 3:

GRUPO DE BARRAS BARRAS
1 2,5,6,10
2 8,9
3 1
4 3
5 4
B 7
TABELA <(OG. I
As 4areas das se¢des transversais bem como a
histéria iterativa, estio listadas nas TABELAS (06. 4 e

t06. 5 respectivamente.

AREAS DAS SEGOES

GRUPO DE BARRAS TRANSVERSAIS

0,65
134,36
198,18
154,74

85,44
54,63

Db W N

TABELA (OG. 4)
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ITERAGAQ PESO (EKgf)

. 788,58
.653,43
.076,48
.484,55
.304,68
.302,86

DR W N
NN NN NN

TABELA (06. %)

Observa-se gque, neste caso, houve uma convergéncia
mals rdpida. Isto se deve & na3g utilizacdo de limites

ndveis, que n&o foili necessiaria. -
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06 . 3 - EXEMPLO DE UMA TRELICA ESPACIAL DE 25 BARRAS

S NS

190,5 '
\ ' / 254,0
N 6 3

ENAN A hev
L

10 . / \4:0
w \ 9 ) | ~ N _‘-B—YD(E""

o~ l \ l.

X (Cm)

+—— 5080

FIGURA ((0OG. 2)
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INCIDENCIAS DAS BARRAS

BARRA NG INICIAL NO FINAL
1 1 2
2 1 4
3 2 3
4 1 5
S 2 6
6 2 4
7 2 S
8 1 3
<) 1 6

10 3 6
11 4 5
12 3 4
13 5 6
14 3 10
15 6 7
16 4 8
17 S 8
18 4 7
19 3 8
20 S 10
21 6 8
22 8 10
23 3

24 5 9
25 4 8

TABELA (OG. &
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- Carregamsnto

Serao consideradas duas condigdes de
carregamento, descritas conforme TABELA (0s. 7
NUMERO DO NGS CARGAS NOS HOS (Kgf)
CARREGAMENTO CARREGADQOS DIR X DIR Y DIR Z

1 454,0 4.540,01-2.270,0

1 2 0,0 4.540,0}1-2.270,0

3 227,0 0,0 0,0

B 227,0 0,0 0,0

5 1 g,0 9.080,0|-2.270,0

2 0,0 1-9.080,0}-2.270,0

- Deslocamenteo maximo admissivel

t 0,888 cm.

- Limitagdes de deslocamento

para os nés 1,2,3,4,5 e B, limitacdes nas
direc¢Ges X, Y e Z.
- Caracteristicas do material
GRUPOS DE BARRAS: S3ao definidos grupos de
variaveis através da liga¢do das varidveis primals, sendo
que cada grupo estd associado a uma variavel de projeto

independente (TABELA (0s. 8%,

TABELA <((OG. 7

06

10




GRUPO DE BARRAS - BARRAS

1

2 ab
6 a 8
10,11
12,13
14 a 17
18 a 21
22 a 25

W N AW N

TABELA (OG6. 8

- TensSes limites o = 2.814,8 Kgf/cmz

Os valores limites para a ¢ (TABELA (0G. 99,
foram obtidos em [20] utilizando a férmula de Euler para
flambagem elastica, para o casoc de barras tubulares de
paredes delgadas e com um mi&ximo ralo wmédio de 5,08 cnm,
resultando a seguinte férmula para as tensdes admissiveis de

COmMpressao:

o = - — (6.01)
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TENSOES DE COMPRESSAO
NOS GRUPOS DE BARRAS
e
GRUPO (Kgf/emz)
1 - 2.489.,4
2 - 815,86
3 -1.217,8
4 ~ 2.489,4
5 - 2.4868,4
B - 475,86
7 - 489,7
8 - 779,8
TABELA (O6. O)
Area inicial = 12,90 cm”
Area minima = 0,085 cm”

Area maxima nio limitada
Peso especifico » = 0,00277 Kgf/cm3
Médulo de Elasticidade E = 703.700 Kgf/cm’

06 . 12




— Resultadeos e Compara¢gdes

Encontram-se nas TABELAS (0s6. 10} e

respectivamente as

histdéria iterativa:

Areas

das

secbes

transversais

(06, 11)

PROJETO FINAL (CM2%)

GRUPO NEWSUMT CONHIN MINTES
1 0,085 1,071 0,085
2 12,808 13,013 13,232
3 19,329 19,523 19,875
4 0,085 0,561 0,065
5 0,085 0,626 0,105
6 4,413 4,355 4,385
7 10,819 10,829 10,848
8 17,174 17,226 17,059

PESO FINAL
Rt 247,508 249,008 248,664
ITERACOES 9 8 4

TABELA (OG6. 10)
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HISTORIA ITERATIVA (kgf)

ITERAGCES NEWSUMT CONMIN HINTES
1 355,80 269,49 285,21
2 276,81 256,72 249,36
3 256,25 251,02 248,76
4 250,64 250,63 248,66
5 248, 50 250,15
6 247,89 249,32
7 247,61 249,01
8 247,53 249,01
9 247,51

TABELA (O6. 11)

Observa-se, neste exemplo, gque o ndmero de
iteracdes gastas pelo programa HMINTES foil bastante inferior
as demais e o peso € essencialmente o mesmo.

Novamente foi utilizada a "Preparacido do Projeto
Inicial®, e neste caso nioc houve a necessidade da introducéo

de limites mdveis.
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06 . 4 — EXEMPLO DE UMA TRELIGA ESPACIAL DE 72 BARRAS

| I
W
2
@
__*L—
Ol

Z(Cm) * 304.8
J 4
4
4 8 2
/ 7
)
152,4
» 5( 12 6
1
52,4 -
7" Y(em)
~
3 9, i6 7 _
< I5
)
52,4 4
-
|3J 20
e 19 o
2 ]
52,4 =
//
7 18
~ e
X {Cm)

FIGURA (0OG. 3
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INCIDENCIAS DAS BARRAS

BARRA NO INICIAL| NO FINAL| BARRA NGO INICIAL| NO FINAL
1 1 5 37 9 13
2 2 6 38 10 14
3 3 7 39 11 15
4 4 8 40 12 18
5 2 5 41 10 13
S 1 6 42 g 14
7 3 6 43 11 14
8 2 7 44 10 15
9 4 7 45 12 15

10 3 8 46 11 16
11 1 8 47 9 16
12 4 5 48 12 13
13 1 2 49 9 10
14 2 3 50 10 11
15 3 4 51 11 12
16 4 1 52 12 g
17 1 3 53 g 11
18 2 4 54 10 12
19 5 9 55 13 17
20 6 10 56 14 18
21 7 11 57 15 18
22 8 12 58 16 20
23 5] 8 59 14 17
24 5 10 60 13 i8
25 7 10 61 15 18
26 6 11 62 14 19
27 8 11 63 16 19
28 7 12 64 15 20
29 S 12 65 13 20
30 8 8 66 16 17
31 5 6 67 13 14
32 6 7 68 14 15
33 7 8 69 15 16
34 8 S 70 18 13
35 5 7 71 13 15
36 6 8 72 14 16
TABELA (OG. 12)
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- Carregamento

Seréao consideradas duas condi¢des de

carregamento, de acordo com & TABELA <(0OG.1D:

NUMERO DO NGS CARGAS NOS NOS (Kgf)
CARREGAMENTO CARREGADOS DIR X DIR ¥ DIR 2
1 1 5000,0 | 5000,0 |-5.000,0
1 0,0 0,0 |-5.000,0
5 2 0,0 0,0 |-5.000,0
3 0,0 0,0 |-5.000,0
4 0,0 0,0 |-5.000,0

TABELA (OG. 13

— Deslocamento Mdximo admissivel

¥ 0,634 cm.

- Limitagbes de deslocamento
para os nés de 1 a 18, 1limitagcdes nas
dire¢des X, Y e Z.

~ Caracteristicas do material

S30 definidos 16 grupos de variaveis

independentes, ligadas segundo a TABELA ©6.14):

os . 17




GRUPO DE BARRAS BARRAS
1 1 a4

2 5 a 12

3 13 a 16

4 17-18

5 18 a 22

8 23 a 30

7 31 a 34

8 35-36

g 37 a 40

10 41 a 48
11 48 a b2

12 53-54
13 55 a 58
14 59 a 66
15 67 a 70

16 71~-72
Tensdes limites d zo =1

Area inicial

Area mAxima n3o limitada
0,00277 Kgf/cm”
Médulo de Elasticidade

Peso especifico

= 6,45 cm”

Area minima = 0,845 cm’

TABELA {(0OG. 14)

1.759 Kgf/cm”

= 703.700 Kgf/cm>
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- Resultados e Comparagbes:

PROJETO FINAL (CHZ)

GRUPO NEWSUMT CONMIN MINTES

1 1,005 1,010 1,013

2 3,538 3,521 3,535

3 2,648 2,648 2,646

4 3,622 3,877 3,649

5 3,373 3,376 3,403

6 3,330 3,337 3,333

7 0,645 0,845 0,645

8 0,731 0,645 0,645

g 8,131 8,174 8,182

10 3,297 3,302 3,304

11 0,645 0,645 0,645

12 0,645 0,645 Q0,645

13 12,181 12,1861 12,163

14 3,301 3,308 3,302

15 0,645 0,645 0,645

16 0,645 0,645 0,645
PESO FINAL 172,356 172,426 172,264

(Rgf)
ITERAGOES 8 7 7

TABELA (0G. 1%
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HISTORIA ITERATIVA (Kgf)

ITERAGOES NEWSUHT CONMIN MINTES
1 188,48 331,82 258,47
2 174,24 216,99 189,83
3 172,81 180,43 177,45
4 172,71 174,00 173,38
5 172,48 172,73 172,81
6 172,42 172,486 172,44
7 172,42 172,37 172,36
8 172,36

TABELA (OG. 1

Os projetos s3o essencialmente os mesmos.

06 . 5 — COMENTARIOS E CONGCLUSAO

Em todos os exemplos apresentados, sempre foi
possivel obter um projeto relativamente préximo do étimo em
poucas iteragdes, partindo de um projeto inicial adotado sem
nenhum cuidado especial.

A convergéncia da sequéncia de problemas
aproximados & solu¢io do problema real foi muito boa.

A "Preparagio do Projeto Inicial” mostrou-se as
vezes vantajosa. Em outros casos ela nfo influenciou no
ndmero de iterag¢des.

0 algoritmo de busca unidimensional € o ponto de

maior dificuldade computacional. A fung¢io cujo zero" se

pretende determinar pode apresentar comportamento bastante

06 . 20




instavel dentro do intervalo de solugsio adotado (gya). Para
contornar este problema adotou-se, paralelamente ao método
de Newton-Raphson, uma t€cnica de bissec¢do, que consiste
em restringir gradativamente o intervalo de validade adotado
para a solu¢do, até gque esta seja determinada.

Observou-se, ainda , qgque a utilizac¢ao de
limites mdveis, se por um lado € eficiente no sentido de
reduzir a possibilidade de divergéncia global, por outro
lado, &a ado¢io de limites muito restritivos para as

variiveis primails implica num grande nudimero de variaveis

inativas. Quando o nGmero de varidveis primais livres
torna-se inferior ao nYmero de restricSes ativas, ocorre
singularidade da matriz Jacobiana ([21]. Embora isto nao

tenha ocorrido nos exemplos apresentados, o aumento do
ndmero de varidveis restritas implica em dificuldades
adicionals no processo de busca unidimensional, JA& gque o

espaco solugdo torna-se mais segmentado.
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CAPITULO 07 OTIMIZAGAO DE TRELICAS

CONSIDERAGOES FINAIS

07 - CONSIDERAGOES FINAIS

Desenvolveu-se, neste trabalho, um algoritmo
computacional (MINTES) que resolve o problema de projeto
de peso minimo de treligas.

Adotou-se uma técnica dual, qQue consiste no uso de
aproxima¢des e na solus¢do de uma sequéncia de problemas
duais de programacio matemdtica.

Em problemas estruturais, a dimensido do espaso
dual € bem menor que a do primal. Isto pode ser comprovado
no primeiro exemplo, em que a dimens3o do espaco dual n3o
ultrapassou a marca de guatro, enquanto o espa¢o primal era
de dimens3o0 dez. Tem-se neste caso uma redu¢io de no minimo
60 por cento em relagsdo ao espa¢o primal.

Outra vantagem de se trabalhar no espaso dual
refere-se 2 simplicidade no tratamento das restri¢des, que
exigem apenas a condi¢ido de nio negatividade.

Pretende-se, numa etapa posterior, a fim de dar
continuidade a este trabalho, desenvolver um algoritmo de
pesquisa do projeto dtimo de trelisas usando variaveis
discretas. Nesse caso, o problema dual serd continuo, sendo

uma caracteristica dtil a elabora¢io de tal programa.
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APENDICE A

PROGRAMACKO NAO LINEAR — CONCEITOS IMPORTANTES

Extraido do Livro - Programa¢io nac-linear,

andlise e metodos - Helmut Fritzsche [25].

A . 01 - VETOR DO GRADIENTE

0 gradiente de f(xi,...,xn) & o vetor cujas
componentes s3o os derivados parciais da fun¢do f em um
ponto x = (xi,...,xn) em relagio a essas varidveis, ou seja:

Faf
a x
1

Vv £ (x) = .

s 2
9 x
N




0 vetor gradiente determina a direcao de maior
taxa de variacao do valor da funcdo f para mudan¢a nos

valores das variaveis.

A . 02 - CONDICOES NECESSARIAS DE OTIMALIDADE PARA O
PROBLEMA SEM RESTRICOES

. - . ) b 3 ..
Seja f uma func3o diferenciidvel. Se x maximiza f

en En, ent3o:
v F(x) =0

Embora a condig¢do V f(x*) = 0 seja necessaAria, se
x* for o maximo irrestrito, certamente ndo & suficiente.
De fato, mesmo que V f(x*) = 0, x* pode ser um mAXimo
local, um minimo global ou até mesmo um ponto de sela. Em um
méximo local, x* maximiza f no espa¢o inteiro de E". O termo
ponto de sela serd definido futuramente, mas pode ser

associado grosseiramente a um ponto de inflexao.

A . 03 - CONCAVIDADE DE UMA FUNCAO

Uma fun¢3o0 numérica £ chama-se e¢dncava, se uma

aproximacao linear a f em qualquer x sobreestimar f.




==l

Fix) |- —— — e (x> f(xi)
flxf——————— 5

XN o - —— -

Suponha-se gue no problema irrestrito a funcao
-objetivo seja cdncava, logo, a condi¢3o necessAria de

otimalidade ¥ f(x*) = 0 € também suficiente.

A . O4 - REGIAO VIAVEL OU CONJUNTO VIAVEL

Num problema com restri¢cdes, estas delimitam um
subespaco que contém todos os pontos factiveis, ou seja,
todos os pontos que satisfazem as restri¢des. Este subespaso

£ chamado regiio viavel ou conjunto viavel.




A . 05 — DIREGOES VIAVEIS

Seja x um ponto viavel. Define-se uma direcado
viavel em x como uma direg¢do d com a propriedade de que
x + ad esteja dentro do conjunto vidvel F para um o

suficientemente pequeno.

A . 06 — CONDIGOES NECESSARIAS DE KUHN—TUCKER

Os resultados mais importantes da programacdao nao
linear s3o as condi¢Ses de Kuhn e Tucker. Elas formam a base
para o desenvolvimento de muitos algoritmbs computacionais.
Além disso, os critérios de parar muitos algoritmos, isto &,
reconhecer guando um ponto &timo local restrito € atingido,
sdgo diretamente obtidos dessas condicdes.

As condig¢des de Kuhn-Tucker mostram essencialmente
que, em um ponto &timo restrito, nenhuma mudan¢a permissivel
(peguena), nas variaveis do problema, pode melhorar a funcio
-objetivo. Geometricamente, no ponto &timo x* de um problema
de minimizas¢io o gradiente da fung3o-obJjetivo deve
localizar-se dentro do cone gerado pelos gradientes das
restricSes ativas. Uma restricio €& ativa se ela vale como

igualdade no ponto x*
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0 vetor V f aponta na dire¢do da taxa maxima de
decréscimo de f, e um movimento pequeno em uma direc¢3io que
tem um angulo de menos de 90° com ¥V f, diminuira f.
Consequentemente, no ponto &timo, nenhuma diresfo viavel
pode ter um adngulo de menos de 30° entre ela e V £.

Matematicamente, as condi¢des de Kuhn-Tucker
tomam a forma: '

seja um problema de programagdao nac linear:

minimizar f(x)

sujeito a gj(x) =z 0 J=1,...,m .

A condi¢Zdo necessaAria para gue um ponto vidvel x

seja otimo é:

* m
VFf(x) + Z K& vg. =0




onde

A. 20 J=1,..,m tal gue

A . 07 - FUNCAO LAGRANGEANA

Define-se a fun¢io lagrangeana ou simplesmente

lagrangena

L(x,\) = £(x) +
J

HMBa

AL g.(x)
3 373

onde os Xj s3o conhecidos como multiplicadores de lagrange.

A . O8 - PONTO DE SELA

X X
Um ponto (x ,A ) chama-se um ponto de sela, se
minimiza L(x,A) em X e maximiza L{(x,A) em A.
X _ X -
Se (x ,X ) for um ponto de sela para L(x,Xx), entdo

*
X resolve o problema:

min f{x)
5. & gj(x) =0




Umn ponto de sela sempre existird se a fun¢io f£{x)
e as restrig¢des gj(x) forem cdncavas. Neste caso, diz-se
que o problema € convexo e as condicdes de Ruhn-Tucker sao

suficientes, além de necessirias.

A . 09 - TEORIA DA DUALIDADE

Da funcdo lagrangeana e da defini¢c&o de ponto de
sela pode-se derivar dois problemas:

0 problema primal que determina um x*, chamado
&étimo, tal que '

£¢x7) = min £(x)
ou
X .
f(x ) = min [ max L{x,X) ]
X X
E o problema dual, gue calcula um x* étimo, tal
que
*
11X ) = max 1(X)
ou
1(2%y = max [ min L(x,x)]
A

X

Se o problema primal for convexo o dual também o
serd. Portanto, um 6timo local serid também um Stimo global.E
importante lembrar que o problema primal & resolvido em um
subespaso cuja dimens3o equivale ao nuimero de variaveils
primais, enquanto o problema dual € resolvido em um espaco

de dimens®o0 ignal ao nuUmero de restri¢des do problema




primal. Finalmente, a solu¢io dos dois problemas equivale ao

ponto de sela da func¢io lagrangeana.

A . 10 - METODOS DE MINIMIZAGAO IRRESTRITA

Existe uma estrutura comum a todos os algoritmos
de minimizac¢io. Partindo de um ponto inicial, determina-se,
por meio de uma certa regra, uma dire¢io de busca, move-se
nessa direcido a um maximo relativo da fun¢ao-objetivo nessa
linha. No novo ponto, uma nova direcio € determinada e o
processo € repetido. A diferenca entre oS diversos
algoritmos (método do gradiente, Newton, etc.) € a regra por
meio da gual siao escolhidas as direcdes de busca. Uma vez
feita a selécéo, todos os algoritmos fazem uma pesquisa

unidimensional na direc¢iao escolhida.

A . 10 . 1 - METODO DO GRADIENTE

Um dos metodos mals antigos e mais bem conhecidos
de maximizascio de uma funcdo de vArias varidveis € o méetodo

do gradiente, que € definido pelo algoritmo iterativo:

+ & - v f(xk)




P

onde: k € o numero de iterasio e o € um escalar nao-negativo
gque maximiza f(xk + a.Vf(xk)) isto €, pesquisa-se a partir
de um ponto X, @ao longo da diresdo do gradiente, até
encontrar-se um ponto maximo nessa linha. Esse maximo &
Xg+1-

0O método do gradiente apresenta taxa linear de

convergéncia.

A . 10 . 2 - METODO DE NEWTON

0 metodo do gradiente baseia-se em aproximacdes

lineares, ou de primeira ordem de Taylor a f.

E(x) = f(x + vV f(xk) . (x - x

K’ K’

0O método de Newton estende a idéia do metodo do
gradiente aproveitando aproximasdes quadriticas a f. As
aproxima¢des quadraticas n3ao siao somente melhores gque as
aproxima¢des lineares, mas ganham importidncia & medida que
se aproximam do ponto de solugdo x*. Também no procedimento
de Newton um ponto de solu¢do € definido como um ponto x*
onde V f(x*) = 0. Perto de um ponto xk pode-se aproximar f

pela expansao truncada de Taylor.

F(x) = F(x, ) + ¥ £0x). (x-x) + o= (x-x, ). H(x) . (x-x,) (1)




2

onde H(xk) €& a matriz Hessiana dos segundos derivados
parciais no ponto xk.
Derivando a expressio (1) da:

v f(xk) + H(xk) (xk+1 - xk) =0 (2)

se H(xk) for n&o singular, H(xk)"1 existird e (2) implicara

-1
Xy - H(xk)

A introdu¢io do parimetro de pesquisa a dA ao
metodo sua forma classica.

Xpppg = K = & H(xk)“1 LV OE(x)) (3)

Pode-se alternativamente, evitar inverter a matriz
H(xk) em todas as etapas, utilizando a mesma matriz H(xk)—1
como estimativa do inverso da Hessiana durante algumas
iteragdes.

0 método de Hewton apresenta propriedades de
convergéncia melhores gue o método do gradiente, mas leva a

desvantagem de ser necessario calcular o inverso da

Hessiana.

A . 10 . 3 - METODOS DE DIRECOES CONJUGADAS

Os métodos de dire¢des conjugadas foram desenhados
para melhorar as propriedades de convergéncia gque o meétodo

do gradiente tem, e, ao mesmo tempo, diminuir o ndmero de

A.10 ——m



cdlculos necessiArios e o armazenamento de matrizes, como no
caso do m€todo de Newton.
Nos m€todos de direcSes conjugadas analisar-se-a

invariavelmente o problema guadratico:

T T
minimizar —%— ¥ @x -b x
onde @ € uma matriz definida negativa n X n. Uma vez
desenhadas técnicas para este processo, elas sio aplicadas,
por extensio, a problemas gerais. 0 raciocinio € que, perto
do ponto de minimo, a aproximagsfo quadratica & fun¢io geral
€& normalmente boa e, consequentemente, as propriedades de
convergéncia sio parecidas ao do caso quadratico.

Os métodos de direcdes conjugadas sao
extremamente eficientes, sendo considerados como os melhores

entre os métodos atualmente disponiveis.

A . 11 - MfTODOS DE OTIMIZAGAO RESTRITA

Numericamente, problemas n3oco-lineares restritos
si0 muito mais dificeis de resolver do que problemas
nado-restritos, que tem um ndmero comparavel de variaveis
independentes, isto deve-se a exigéncia adicional de que a
solu¢do satisfagca as restricdes, além de minimizar a fung¢io

-objetivo.
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A . 11 . 1 - HMETODOS DE DIRECGOES VIAVEIS

Também chamados retodos primais. Essa nogao
deve-se ao fato de, nesses m€todos, todos os pontos serem
vidveis e a fun¢ido-objetivo diminuir a cada iteracgio.

A idéia dos métodos de direc¢des vidveis € iterar

por meio da regido viavel F, da seguinte maneira:
= 4+ o .
X xk Kk dk

onde dk € um vetor de dire¢cdes e oy € um escalar n3o

negativo. O escalar o é selecionado, tal gque f seja wminima
na direcio dk e, além disso, todo segmento de linha entre Xy
e Xp.q esteja dentro de F.

Entre estes métodos deve-se destacar: o método de

Zountendijk, o m&todo de Rosen da proje¢io do gradiente ¢ o

metodo generalizado do gradiente reduzido.

A . 11 . 2 - METODOS DE FUNCOES DE PENALIDADE

0 método de fungdes de penalidade = am
procedimento que visa substituir problemas de otimizac¢io com
restrigdes, por problemas de otimiza¢io sem restrigdes. Essa
aproxXximasio €& obtida, adicionando-se & fun¢3o-objetivo, uma

parcela gue estabelece uma grande penalidade pela violagdo
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das restri¢des. Existem dois pontos fundamentais a serem
levados em conta. O primeiro € como o problema restrito se
aproxima do problema irrestrito. O segundo € como resolver o
problema irrestrito quando a fun¢ado-objetivo contém uma

fun¢io de penalidade.

A . 12 — DEFINICOES IMPORTANTES

Extraido do livro PROGRAMAGAQ NAO-LINEAR , Intro-

ducio 2 teoria e aos métodos - Philippe Mahey [27].

A . 12 . 1 - YARIEDADE LINEAR

Seja X um espa¢o vetorial. Uma variedade linear M

€ um subconjunto de X que pode ser expresso por M = {x°}+L,
onde x, = X e L € um subespag¢o de X. Denota-se tambénm
M =x + L.
o
Temos:

Ax + (1-2)y e M, V x,y € H, ¥ X e R.

Uma variedade linear que contém o vetor nulo € um
subespaso linear.
Denotaremos por M(S) a variedade linear gerada por

S, ou seja, a menor variedade linear gque contém S. Temos:
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A

iz .

entao M

2 - HIPERPLANO

Umn hiperplano € uma variedde linear H tal que:
(1) H=X e

(ii) para toda variedade linear N

contendo H,
H ou M =X .
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