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RESUMO

OLIVEIRA, A. S. (1999). Cdlculo das frequéncias de Whirling através do método de
elementos finitos em ambiente Matlab ®, 1999. 86p. Dissertagdo (Mestrado) —

Escola de Engenharia de S3o Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

O efeito giroscopico altera as freqiiéncias naturais dos rotores, fazendo
aparecer frequéncias denominadas frequéncias de “whirling’, sendo uma de médulo
maior que a frequéncia natural com rodopio no mesmo sentido da rotagdo e outra
menor em sentido contrario. A ocorréncia de uma ou outra depende da rotacdo e das
condigdes iniciais do problema. Quando a velocidade de rotagdo atinge um miltiplo
inteiro destas frequéncias de “whirling’ ocorre uma vibragio violenta que pode
danificar a maquina. No projeto de maquinas rotativas deve-se evitar que o sistema
permanega nestes pontos. Neste trabalho ¢ apresentado um programa computacional
desenvolvido para determinar estes pontos utilizando-se do método de elementos
finitos, considerando os efeitos da inércia de rotagio e do cisalhamento na flexdio do
eixo. A discretizagio é feita com trés elementos basicos: eixo, disco e mancal.
Através desta modelagem montam-se as matrizes de massa, de amortecimento,
giroscopica e de rigidez. A ordem destas matrizes depende do nimero de nos, sendo
que em cada um foram considerados quatro graus de liberdade. O problema ¢ escrito
no espaco de estado de maneira a se obter um problema de autovalores e autovetores

na forma classica.

Palavras chaves: frequéncias naturais; turbomaquinas; eixos rotativos.



The gyroscopic effect changes the natural frequencies of rotary machines, which

induces the appearence frequencies called whirling frequencies. The whirling frequency
value higher than natural frequency presents a rotation in same direction of the rotor and
the other, the (lower) rotate in the other direction. The occurrence of the higher or lower
frequency depends on the rotation and on the initial condition of the problem. When the
velocity of rotation reach a whole entire multiple of the value of the whirling frequency,
there is a violent vibration which may damage the machine. In the design of rotary machine
operations, in the proximity to these points must be avoided. In this work, a computer
software to determine the whirling frequency using finite elements technique, and
considering the effects of the rotary inertia and shaft bending shear, has been developed.
The discretization process has considered three basic elements: shaft, disc and bearings.
The damping, stiffness mass and gyroscopic matrices has been assembled by this modeling.
The order of these matrices depends on the number of nodes and for every node, there are
four degrees of freedom The problem has been described in the state space, in order to

obtain the classic eigenvalue and eigenvector problem.

Keywords: natural frequency;, turbomachines; rotator shafts



CAPITULO 1

INTRODUCAO

A dindmica de rotagio tem como objetivo estudar os movimentos em
maquinas rotativas, abrangendo conceitos importantes como velocidades criticas,
frequéncias de “whirlihg” e o efeito giroscopico.

Velocidades criticas ocorrem quando em determinadas velocidades de rotagdo
o rotor ¢ excitado, entrando em ressonéncia e vibrando catastroficamente.

O efeito giroscopico esta associado a variagdo do sentido da quantidade de
movimento angular, que faz com que o sistema apresente uma precessdo. Este
fendmeno é observado, por exemplo, em um motor de automével ao executar uma
curva: o motor gira em torno do seu eixo longitudinal sendo este movimento
amortecido pelos coxins, Mabie (1980).

Este efeito de precessdo faz com que as frequéncias naturais sejam alteradas
em fungdo da velocidade de rotagdo do rotor. Quando este efeito aumenta o valor das
frequéncias naturais, ocorrem frequéncias em fase ou “forward”. Quando este efeito
diminui o valor do médulo das 'frequéncias naturais, ocorrem frequéncias em

oposicdo de fase ou “backward”. Estas frequéncias sdo chamadas de “whirling” ¢ a



ocorréncia de um ou de outro tipo depende das condigdes iniciais no caso livre e das
forgas de excitagdo no caso forgado.

Quando a velocidade de rotagio permanece em uma das frequéncia de
“whirling”, pode ocorrer um movimento de instabilidade violento denominado orbitas
de “whirl”. Dependendo da assimetria do rotor e das forgas de excitagdo este
fendmeno pode ocorrer também nos multiplos inteiros da velocidade de rotagio,

denominados frequéncias multi-hdrmonicas.
1.1 OBJETIVOS E JUSTICATIVAS

Turbinas, compressores centrifugos, bombas e ventiladores sdo exemplos de
rotores classicos. A finalidade deste trabalho € servir como uma ferramenta auxiliar
para que os projetistas destas maquinas dimensione-as de maneira que as suas
velocidades de trabalho fiquem fora das faixas de instabilidade, para assim evitar
danos, desgastes ou até mesmo a destruigdo dos mancais.

Neste trabalho é utilizado um método aproximado para o calculo das
frequéncias de “whirling” através do método dos elementos finitos, sendo o sistema
discretizado em n graus de liberdade pelas equagdes de Lagrange. O modelo discreto
¢ escrito no espago de estado.

Para isso utilizou-se o “software” matematico Matlab®. Este “software”
dispde de fungdes na sua biblioteca de algebra matricial para resolver diversos tipos
de problemas, como por exemplo, problemas de autovalores e autovetores que
abreviam o trabalho de desenvolvimento de programas de computador. Outra
vantagem do Matlab® ¢ de ser um “software” bastante utilizado.

O programa de computador desenvolvido neste trabalho pode ser aplicado em
rotores ﬂexivpis com mancais onde se conhecem as rigidezes, ou também em rotores
quando as rigidezes dos mancais sdo muito altas e podem ser consideradas na
modelagem como apoios fixos.

Para atingir estes objetivos, o trabalho esti distribuido nos capitulos que

seguem da seguinte forma:



No Capitulo 2 estdo apresentados os trabalhos de alguns autores utilizados
como base desta dissertago.

No Capitulo 3 faz-se um resumo dos fundamentos da teoria da dindmica de
rotagdo através do estudo de um rotor com um Gnico disco, o modelo de Laval com
efeito giroscopico.

No Capitulo 4 é apresentada a proposta de trabalho executada nesta
dissertacgio.

No Capitulo 5 faz-se a descri¢io da modelagem de todos os elementos do
rotor e da técnica de elementos finitos utilizada para discretizar o sistema continuo em
um sistema discreto com 7 graus de liberdade. Neste capitulo também é apresentado o
projeto do programa de computador desenvolvido, com discussGes sobre o
fluxograma principal e as diversas subrotinas empregadas dentro do programa
principal, bem como das fungdes de biblioteca do “software” matematico Matlab®.
Em seguida é apresentado um guia da utilizagdo do | programa de computador
desenvolvido através de um exemplo.

No Capitulo 6 apresentam-se as simulagGes em trés tipos de rotores, os
resultados destas simulagdes e os graficos de Campbell correspondentes.

Finalmente no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes finais e sugestdes
para futuros trabalhos.

As listagens dos programas de computador desenvolvidos para calcular as

frequéncias de “whirling”, sdo mostradas no anexo deste trabalho.



CAPITULO 2

PESQUISA BIBLIOGRAFICA

Este capitulo faz uma breve revisédo bibliografica do tema “Dindmica de
Rotagio” dividindo-a em trés partes para melhor tratamento das informagdes.

A era das altas velocidades em turbomaquinas foi aberta no final do século
XIX, quando Carl Gustaf Patric de Laval desenvolveu um separador _de manteiga
movido a turbina a vapor que atingia velocidade de rotagdo acima de 30.000 rpm
(Dimarogonas, 1976). As modernas turbomaquinas produzem ou absorvem grandes
quantidades de energia. A propriedade que permite estas altas taxas de densidade
energética sdo as altas velocidades de rotagdo que podem produzir problemas de
insfabilidades dindmicas e a consequente destruigdo destas maquinas, (Vance, 1988).

Atualmente essas turbomaquinas atingem velocidades de rotagao da ordem de
40.000 rpm, como por exemplo, a turbina a jato modelo CFM 56 de fabricagio
General Eletric, (Lalanne, 1990).

Muitos pesquisadores se envolveram com este assunto, entre os quais pode-se
citar: W.J M. Rankine, Carl G. P. de Laval e A. Stodola que realizaram trabalhos
sdbre velocidades criticas em eixos e compoftamento dindmico de mancais.

Segundo Vance (1988) os objetivos da analise da dindmica de rotagdo sao:



1)Calcular as velocidades criticas;

2)Determinar modificagdes de projeto para se evitar as velocidades criticas;

3)Calcular as frequéncias naturais da vibragio torcional,

4)Calcular o valor e a localizagdo das massas de corregdo do desbalanceamento
através dos dados fornecidos pelas medi¢oes das vibragdes;

5)Calcular as amplitudes de vibragdo causadas pelo desbalanceamento;

6)Calcular as faixas de instabilidade dinamicas e

7)Determinar as modificagdes de projeto para suprimir estas instabilidades
dindmicas.

Segundo Faria (1990) as referéncias bibliograficas em dinamica de rotagdo
podem ser divididas em trés temas: estabilidade, balanceamento e métodos numeéricos,
mostrado na Figura 2.1. O escopo deste trabalho ¢é tratar de problemas de
estabilidade, utilizando-se de métodos numéricos aproximados para solugdo como o
método de elementos finitos. Desta forma sdo pesquisados os trabalhos de dindmica
de rotagdo relacionados aos temas estabilidade e métodos numéricos aproximados,

citando-se como informagdes complementares trabalhos no tema de balanceamento.

Dinimica de Rotagio J

=

Estabilidade

Balanceamento | | Mét. Numéricos

Figura 2.1 Areas da dinimica de Rotagdo (Faria, 1990)




2.1 ESTABILIDADE

Os rotores flexiveis apresentam problemas de instabilidade devido as vibragGes
provocadas pela flex@io 4 qual estdo sujeitos. Den Hartog (1956) descreve a geometria
da configuragiio do centro dos mancais, do eixo e da posicdo do centro de massa e
também discute a estabilidade do rotor em relagdo a velocidade critica.

As vibragbes que ocorrem no eixo dos rotores simétricos, quando suas
rotagdes atinge um valor da velocidade critica ou o dobro deste valor, foram
abordadas por Sternlicht (1963).

Childs (1993) descreve as velocidades criticas e a resposta sincrona ao
desbalanceamento através do modelo de Jeffcott ou rotor de Laval e também o efeito
do acoplamento giroscopico sobre o rotor utilizando o modelo de Stodola-Green.

O modelo de Jeffcott ou rotor de Laval consiste de um disco maci¢o montado
entre mancais e suportado por um eixo flexivel da massa desprézivel.

Vance (1988) utiliza-se do modelo de Jeffcott para descrever o “whirl”
sincrono € assincrono.

Dimentberg (1961) demonstrou que incluindo flexibilidade adicional devido ao
cisalhamento produz uma segunda velocidade critica sincrona.

Lalanne e Ferraris (1990), além de tratarem de outras areas da dindmica de
rota@ﬁo, descrevem o método de Routh-Hurwitz, que determina a estabilidade de
sistemas com muitos graus de liberdades. Empregam para esse estudo de estabilidade
o caso livre.

Tondl (1965) investiga através de experimentacdo algumas causas de
instabilidade que sdo: amortecimento interno, rigidez assimétrica de eixo ¢ o filme de
6leo em mancais hidrodinamicos.

O comportamento instavel de um rotor sob o efeito giroscopico devido ao
movimento de precessdo do disco ¢ descrito por Rao (1983).

Rao e Sharan (1993) descrevem o célculo das frequéncia naturais de um rotor
multi-disco usando o método dos coeficientes de influéncia incluindo o efeito

giroscopico.



Géradin et al (1988) e outros analisam a estabilidade e as velocidades criticas
de um rotor usando métodos numericos.

O amortecimento dos mancais influem na estabilidade e nas frequéncias
criticas, Lalanne e Ferraris (1990). Eles fizeram um estudo, mostrado no Capitulo 3,
sobre o efeito do amortecimento dos mancais nas velocidades criticas.

A dissertagdo de Grillo (1993) estuda a dindmica rotacional em eixos flexiveis
e calcula as velocidades criticas considerando os efeitos de translagio da massa,
efeitos giroscopico ¢ o efeito da rigidez flexional para eixos e mancais.

Finalizando este tema destaca-se o trabalho de Dimarogonas (1976) que
descreve os tipos de mancais considerando os modelos de amortecimento histerético e

VviscoSso.
2.2 METODOS NUMERICOS

O desenvolvimento da ciéncia da computagiio permitiu que surgissem técnicas
de analise e procedimentos numéricos para a solugdo dos problemas em dindmica de
rotores.

Algoritmos da algebra linear para solugdo de problemas de autovalores e
autovetores tem tido grande aplicagdo na dindmica de maquinas e em particular na
dindmica de rotagdo. Os autovalores fornecidos por estes algoritmos fornecem
importantes caracteristicas modais dos sistemas. Dependendo do sistema modelado
ser giroscopico ou ndo, amortecido ou ndo, os autovalores podem ser reais,
imaginarios ou complexos.

Wang e Kirkhope (1994) propdem um novo método de andlise modal para o
caleulo das frequéncias de “whirl’e das velocidades criticas em sistemas giroscopicos
amortecidos ou ndo amortecidos, utilizando-se de uma separagio da matriz complexa
original em duas matrizes simétricas reais as quais fornecerdo autovalores reais no
espago de estado.

Meirovitch (1986) propés um método para a solugdo do problema de
autovalor e autovetores, onde reduz a uma forma padronizada os sistemas

giroscopicos, através da solugdo de sistemas de equagdes algébricas.



Atualmente o método dos elementos finitos ¢ o método das matrizes de
transferéncias s3o muito empregados na modelagem de rotores flexiveis.

O trabalho de Pavanello et al (1985) desenvolve um estudo do
comportamento dindmico de hidrogeradores, usando o método das matrizes de
transferéncia para solugdo do problema de vibragdes livres e forgadas.

A tese de Almeida (1979) analisa o comportamento das velocidades criticas de
um eixo, sem considerar o efeito giroscopico, submetido a uma variagio de
temperatura usando a técnica das matrizes de transferéncia.

Nelson e McVaugh (1975) propdem um procedimento para modelagem de
rotores utilizando-se o método dos elementos finitos, incluindo os efeitos da inércia
de rotagdo, momentos giroscopico e cargas axiais.

Craig (1981) descreve os modelos de vigas elasticas, segundo a teoria de
Euler- Bernoulli e a de Timoshenko, que ¢ mais completa, considerando a inércia de
rotagdo e o efeito de cisalhamento, embora ndo considere o efeito giroscopico.

A dissertagio de Inouye (1976) analisa 0 método numérico aproximado de
Prohl para a determinagdo das velocidades criticas dos eixos de se¢do variavel com
disco, considerando-se o efeito giroscopico.

Finalizando destaca-se o trabalho de Curti e outros (1993) no qual fazem uma
revisdo de varios trabalhos sobre a modelagem de eixos rotativos € comparam a
resposta ao desbalanceamento de um sistema com rotor tipico com os resultados

obtidos através do método dos elementos finitos, encontrados por outros autores.

2.3 BALANCEAMENTO

Segundo Lacerda (1990) os métodos basicos de balanceamento de rotores
flexiveis empregadas atualmente sdo: o método modal, o método dos coeficientes de
influéncia e uma variacio dos dois métodos denominado método dos coeficientes de
influéncia ponderados.

Den Hartog (1956) descreve o método empregado pelas maquinas de

balanceamento estatico que fazem com que o centro de gravidade coincida com a



linha de centro do eixo do rotor e o método de balanceamento dos coeficientes ou
nimeros de influéncia.

Ferreira (1989), emprega um método que combina as vantagens do método
modal e do método dos coeficientes de influéncia, através do chamado balanceamento
unificado.

Rao (1983) descreve as classes de rotores com a finalidade de facilitar o
balanceamento  através desta classificagdo. Descreve também as técnicas de
balanceamento de rotores rigidos e flexiveis.

Finalizando o tema de balanceamento, destaca-se Fleming (1989) que
apresenta um tutorial sobre o balanceamento de rotores flexiveis e o trabalho de
Richard (1988) que descreve o balanceamento de rotores flexiveis através de sistema

de aquisi¢do de dados.
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CAPITULO 3

TEORIA DA DINAMICA DE ROTACAO

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos basicos da teoria da dinfmica de
rotagdo empregados na execuc@o da proposta de trabalho desta dissertagéo.

Para uma boa modelagem de rotores pode-se usar os seguintes elementos basicos: o
disco, o eixo e os mancais ver, Figura 3.1.

A massa desbalanceada deve também ser considerada quando se trata de aplicagdes
com movimentos forcados. As expressdes da energia cinética sdo necessarias para
caracterizar o disco, o eixo e as massas desbalanceadas, enquanto que as expressdes de
_energia potencial sio necessarias para caracterizar apenas o eixo, devido a sua deformagao
elastica. As forcas dos mancais sobre o eixo sdo obtidas através de seus modelos de
parametros agrupados.

O modelo do rotor de Laval é utilizado para definir conceitos importantes da
dindmica de rotagdo, tais como: velocidades criticas, frequéncias de “whirling” e o
diagrama de Campbell.

O rotor de Laval ¢ constituido por um disco fino uniforme e um eixo flexivel sem

massa, suportados por mancais (Childs, 1993).
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Figura 3.1 Rotor de Laval (Lalanne, 1990)

O rotor utilizado como exemplo neste capitulo esta apoiado nas extremidades,
conforme mostrado na Figura 3.1. Este rotor € consistido por:

-eixo simétrico de comprimento L. com massa desprezivel;

-disco simétrico situado na posigdo /; considerado rigido,

-mancais flexiveis situados na posigao /.
3.1 DETERMINACAO DO MODELO MATEMATICO

O referencial inercial é indicado por X¥Z enquanto que xyz é um referencial preso
ao disco. O eixo do rotor esta ao longo do eixo Y e a velocidade de rotagdo (2 € constante.

As vibragdes ocorrem com deslocamentos nas direcdes de X e Z, conforme mostrado na

Figura 3.2.

A orientagdo do disco é resultado de uma rotagio y ao redor do eixo Z, uma rotagao
6 ao redor do novo eixo x; e finalmente uma rotagdo ¢ ao redor do eixo y, ver Figura 3.2.
Estes angulos sdo conhecidos como angulos de Euler ( Dimaragonas, 1976 ¥

A velocidade angular instantanea pode ser escrita da seguinte forma:

=z + &K, + gy (3.1)

A velocidade de rotagio do disco na diregdo y é considerada igual a do eixo:
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$=0 (3.2)

Figura 3.2 Referenciais do disco.

As componentes da velocidade angular instantanea do disco em relagdo ao
referencial ndo inercial xyz, sdo dadas por:

w, =~y cos@sen ¢ + O cosg

o, = ¢ +yrsenf (3.3)

®, =y cosfcosg + Osen g

Utilizando-se duas coordenadas generalizadas independentes q; e g2, as expressoes

dos deslocamentos nas dire¢des X e Z, sio dadas por:

u(yat):f(Y)ql(t) :f(y)‘h (3.4)
w(y,1)= 7(»)a,(0 = 7(¥)a, (3.5)

onde f{y) é uma fungdo de forma escolhida convenientemente. Neste capitulo foi escolhida:
f(y) =sen(ny/L)
Os deslocamentos angulares w e @ sdo considerados de pequenos valores e

aproximados por:

6(y.1) =% - %(y)qz - s0)a, 3.6)
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_a_ dfy)
v (1) = i g, (.7)

Para expressar a energia potencial do eixo sdo necessarias também as derivadas de

segunda ordem :

Zu_d'70) ),

PE =7% = (3.8)
sw dfly)
FERRE R 2 = h(y)g, (3.9)

Desta forma o sistema rotativo em estudo podera ser escrito com dois graus de
liberdade. Todas as expressbes de energia cinética e potencial podem serem escritas em
fungdo das coordenadas generalizadas ¢; € ¢».

Para se deduzir as expressdes de energia dos elementos do rotor, considera-se:

1) o disco simétrico, isto é Ip, = Ip,,

2) os deslocamentos angulares i e &pequenos e

3) arotagdo do eixo (2 constante.
3.2 DISCO

A expressio de energia cinética do disco Tp € obtida das equagdes de corpo rigido
(Meirovitch, 1986). Considerando 6 pequeno, obtém-se :
1 2 1 oo 1 .
T, = EMD(u2 +w2)+51,3,c(¢92 +y/2)+51,)y(92 +2Qy8) (3.10)
onde o primeiro e segundo termos sdo devidos as velocidades de translaggo, o terceiro, o
quarto e o quinto sdo devidos as velocidades de rotagdo, e o ultimo representa o efeito

giroscopico. Utilizando-se as expressdes (3.4) e (3.5) obtém-se:

1 o 1
I, =My f*0)+ Io.f? Oz + ) 1,927 i, 4L (.11)
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3.3 EIXO

A expressdo de energia cinética do eixo é uma extensdo da equagdo do disco (3.10).

Para um eixo de comprimento L a expressdo de energia cinética pode ser escrita como:
L L L N
T, :B;j(auwz)zw%{j(w+9‘2)dy+p1LQZ+zpmjy'/ody (3.12)
0 0 0

onde p é a massa por unidade de volume, S é a area da segdio transversal da viga
considerada constante e 7 é momento de inércia de area da segdo circular na flexdo da viga,
sendo que I, =1, =1

A primeira integral da equagdo (3.12) € a expresséo de energia cinética da viga em
flexdo, a segunda e a terceira integrais correspondem ao efeito secundario da inércia de
rotagdo e a tltima integral representa o efeito giroscopico.

Aplicando-se na equacdio (3.12) as coordenadas generalizadas dadas em (3.4) e
(3.5) e as derivadas (3.6) e (3.7) obtém-se:

7, = %{psf 7*0)dy+ pl | gZ(y)aw](qf +42)+ pILEY - {p’ﬂf gz(y)dY}qxqz G.13)

A flexdo do eixo proporciona um efeito de mola, armazenando energia potencial
elastica sob a forma de deformagdio. A expressdo de energia potencial do eixo

correspondente ¢ deduzida a partir da teoria de deformagéo de vigas (Lalanne, 1990), dada

EY (Y . (owY Exl(arY (oY
Uszzﬂlz( @ZJ +1x( 3 j }dy+—2—£ {[E} +(@) :Idy (3.14)

onde, E é o modulo de elasticidade do material, I, e I, s3o os momentos de inércia de area

por:

em relagdo aos eixos x e z, respectivamente, e Fy € a forga axial, considerada constante.
A relagio entre os deslocamentos nos referenciais n3o inercial e inercial sdo dadas
por:
u" = ucosQt —wsen Qf (3.15)
w’ =usenQf +wcos QY (3.16)

Escrevendo a equagdo (3.14) em relagdo ao referencial inercial, tem-se:
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2 2 2

L 2 2. \? 2 2. \?
U, = ﬂj IZ[cotha—z:—setha wJ +Ix(senﬂta “ +cotha wj dy, +
2 y oy %y

(3.17)
Escrevendo a equagdo (3.17) em coordenadas generalizadas independentes para um

eixo simétrico (I = I, = I), obtém-se para Fp=0:
EI%
U, = {7 | hZ(y)dy} @ +4) (3.18)
0
Escrevendo a equagdo (3.18) de forma mais compacta obtém-se a seguinte expressao :

U, = %k(qf +q2) (3.19)

onde k =EI j'hz )y

3.4 MANCAIS
|

As rigidezes e os amortecimentos dos modelos de mancais sio valores considerados
conhecidos, obtidos através de dados de fabricantes ou através de ensaios experimentais. O
modelo esta mostrado na Figura 3.3.

O trabalho virtual 6 das forgas agindo no eixo na posi¢do do mancal, pode ser
escrito como:

W = —k_udu—k_wou—k,wow—k_udw— (3.20)

—c _udu —c wou — c,wéw —c udw
A equagio (3.20) esta escrita em relagdo ao referencial inercial. Para escrevé-la em relagdo
ao referencial nio inercial, é necessario utilizar os deslocamentos wew.

Utilizando-se de coordenadas generalizadas, definidas em (3.4) e (3.5), e através das
expressoes (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) a equagdo (3.20) torna-se:



W =~k f (1 Y, — e /(1,0 — o (0050,
k()80 — . f* (1)~ ¢ ()5, -
—c. /()00 .S ()di4,
Escrevendo a expressio (3.21) de forma mais compacta obtém-se:
oW = Fioq, + F,0q,
Onde F; e F sdo forgas generalizadas que agem sobre o eixo e sdo dadas por:
B = kS (lz)ql —ka (lz )qz =G f (lz)q1 - szfz(ll )qz
Fy =~k f () = f 2 My = €S (0 ) = ()

Figura 3.3 Modelo das rigidezes e dos amortecimentos dos mancais.

16

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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3.5 MASSA DESBALANCEADA

O desbalanceamento € definido por uma massa m, situada a uma distancia d do

centro geométrico C do eixo, conforme mostrado na Figura 3 .4.

my

Figura 3.4- Massa desbalanceada

A massa m, , que € muito menor que a do disco, tem a sua expressdo de energia
cinética, desprezando-se os termos constantes que nio dependem dos deslocamentos, como:
T, = m,Qd(ii cosQt — w sen Q) (3.24)
Escrevendo a equagdo (3.24) em coordenadas generalizadas independentes,

utilizando-se das expressdes (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6), obtém-se:
T, = m,Qdf (l, )(c']1 cosQ) — g, sen Qt) (3.25)

3.6 AS FREQUENCIAS DE “WHIRLING” E O EFEITO GIROSCOPICO

O efeito giroscopico esta associado a variagdo do sentido da quantidade de
movimento angular. Esta variagdo faz com que ocorra uma precessdao do elemento disco
denominada “whirl”, que € fungio da velocidade de rotagio.

Esta precessdo altera as frequéncias naturais, de maneira a aumentar ou diminuir os
seus modulos. No caso desta precessdo contribuir com o aumento do modulo da frequéncia

natural, ocorre o efeito denominado de “forward whirl”. Se este efeito contribui para a
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diminui¢do do médulo da frequéncia natural ocorre a “backward whirl”. Estas frequéncias
sdo chamadas de frequéncias de “whirling” e a ocorréncia de uma ou de outra depende das
condigGes iniciais no caso livre e das forgas de excitagdes no caso forgado.

Quando o rotor € simétrico, com rigidezes iguais nos dois planos, as frequéncias
naturais quando a velocidade de rotagdo ¢ nula sdo iguais nos dois planos. Quando a
velocidade de rotagdo ¢ diferente de zero o efeito giroscopico faz com que a mesma
frequéncia abra em duas . Isto ocorre porque o efeito giroscopico faz com que se aumente
uma das frequéncias e se diminua a outra, de maneira a ocorrer a “forward whirling”para
uma frequéncia e “backward whirling” para a outra.

Em alguns casos ideais o efeito giroscopico pode ser desprezado, de modo que as
frequéncias naturais do sistema sejam independentes da velocidade de rotagdo. Um
exemplo destes casos,¢ o rotor de Laval, quando o disco rigido esta situado no ponto médio
entre mancais e ¢ suportado por um eixo flexivel sem massa.

Den Hartog (1956) faz um estudo da dindmica dos rotores sem considerar o efeito
giroscopico. Em seu estudo, € considerado a configuragdo das posigdes dos mancais, eixo e
gravidade, de acordo com a velocidade de rotagdo abaixo, acima ou na velocidade critica.
Para esta finalidade é utilizada a segunda lei de Newton, de maneira a estabelecer-se o
equilibrio dindmico entre a for¢a de flexdo, devido ao efeito mola, e a forga centrifuga

devida a massa desbalanceada.
3.7 EXEMPLO DE DIAGRAMA DE CAMPBELL

Com a finalidade de se simular um rotor de Laval em um ambiente MATLAB ®,

foram utilizados os dados fornecidos pelas Tabelas 3.1, 3.2 € 3.3:

Tabela 3.1 Dados do disco (Lalanne, 1990)

Dados do disco Valor Unidade
Raio Interno 0,01 m
Raio Externo 0.15 m

Espessura 0,03 m
Massa especifica 7800 kg/m’




Tabela 3.2 Dados do eixo (Lalanne 1990)
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Dados do eixo Valor Unidade
Comprimento 0,4 m
Raio da se¢io 0,01 m
transversal
Massa especifica 7800 kg/m’
Modulo de Elasticidade 2x10" Nim’

Tabela 3.3 Dados da massa desbalanceada (Lalanne, 1990)

Dados da massa Valor Unidade
desbalanceada
Massa m, 0,0001 kg
Distancia d 0,15 m

A equagido de Lagrange dada por:
d (ar) a
- =+ T2 =F,
a\a,) a, &,

onde ¢; sdo as coordenadas generalizadas e F; as forgas generalizadas

(3.26)

Aplicando-se a equag@o (3.26) nas expressdes de energia cinética e potencial do

sistema eixo-disco e cinética da massa desbalanceada (3.11), (3.13), (3.19) e (3.25) e

utilizando-se como coordenadas generalizadas os deslocamentos nas dire¢des X e Z, obtém-

-se as seguintes expressdes:
mij, — aQd, + kg, = m,d O f (I )sen Ot
méj, +aQg, +kq, = m,d QO f(I )cosQt

L
ondea = I, 8”()+2pl [ ”(v)dy
0

L L
m=Mp, )+ 18" B)+ pS[ £ () dy+ pl () dy

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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k= Elj.hz(y) dy (331

Para se determinar as frequéncias naturais em fungdo da velocidade de rotagdio e
tragar o diagrama de Campbell, considera-se 0 movimento livre. Assim as equagdes (3.28)
e (3.29) tornam-se iguais a:

md, —aQdq, +kq, =0 : (3.32)

mg, +al)q, +kq, =0 (3.33)

Estas equagdes podem ser escritas na seguinte forma matricial:

m 0|4q, 0 —alq, k Olgq
o Y e R b 639
A primeira matriz é a matriz massa, a segunda multiplicada por (2 é uma matriz

devido ao efeito giroscopico e a terceira € a matriz de rigidez. Considera-se para este caso

solugBes harmonicas do tipo:
q, = 0" (3.35)
q, =0,e" (3.36)
Substituindo (3.35) e (3.36) na equagdo matricial (3.34) obtém-se o seguinte sistema

de equagGes homogéneas:

[k+mr2 —aQy }{QI}:{O] 337)
ar k+mr’ | Q, 0 '

A solugdo ndo trivial procurada esta associada a valores que tornam o determinante
desta matriz igual a zero. Obtém-se entdo a seguinte equag@o caracteristica:

(k+mr2)2 +a’Q’r* =0 : (3.38)

Para o caso da velocidade de rotagdo ser igual a zero (£2 = 0), as raizes da equagdo
(3.38) dadas por:

rk=tim, ery = tiw,, (3.39)
onde as frequéncias naturais para 2 =0

k
W) = Wy = ; (3.40)
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Quando a velocidade de rotagdo for diferente de zero, o efeito giroscopico faz com
que as raizes da equagdo caracteristica sejam distintas. Uma delas sera de valor maior que
@10, cujo movimento é chamado de “forward whirling” e a outra sera de valor menor, cujo

movimento é chamado “backward whirling”. Estas frequéncias sdo dadas por:

ZQ2 4 22
®, = a)fo+5'—2[1— 1+—”’ﬂ} (3.41)
2m

a’Qy’

2M2 2 2
, aQ ’ 4m°w
W, = |, +‘%2—[l+ 1+ aZQ;O} (342)

As equagdes (3.41) e (3.42) sdo fungdes da velocidade de rotagéo £2. Fazendo-se o

grafico destas frequéncias em fungdo da rotag@o, utilizando os dados das Tabelas 3.1,3.2 e

3.3, obtém-se o diagrama de Campbell, mostrado na Figura 3.5.

Diagrama de Campbell
150 T T T T
100} .
™
T
g
e
s0f " ]
O £ 1 1 i 1
0 2000 4000 6000 8000 10000
rpm

azul — “forward whirling” vermelho — “backward whirling” turquesa — f=2/rosa — f=1/22

Figura 3.5 Diagrama de Campbell para rotores simétricos
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O grafico da Figura 3.5 mostra o diagrama de Campbell para um rotor simples
simétrico (Laval). As intercessdes da reta f = £2 com as frequéncias naturais correspondem
as velocidades criticas e as intercessdes da reta f = % (2 correspondem as velocidades
criticas na rotagdo dobrada.

As intercessdes de uma linha vertical qualquer com as frequéncias naturais sob
efeito da rotagdo (2 correspondem as frequéncias de “whirling” para cada velocidade de.
rotagio.

Analisa-se agora uma nova condi¢do, introduzindo uma assimetria nas rigidezes do

rotor através de uma mola k., fazendo:

k, =k (3.43)

k, =k+k,f*(1,) (3.44)
Substituindo (3.43) e (344) em (3.22) e (3.23), obtém-se:

mi, —aQq, +kq, = m,d QO sen Q¢ (3.45)

mé, +aQq, +k,q, =m, d O cosQt (3.46)
Novamente considerando o movimento livre, as equagdes (3.45) e (3.46) tornam-se iguais:

m§, —aQq, +k,q, =0 (3.47)

mg, +aQq, +k,q, =0 (3.48)

Procurando solugdes nas formas harmodnicas de (3.35) e (3.36) obtém-se um sistema de

equagdes homogéneas dado por:

{k, +mrt  —aQr }{Qljl _ |i0} (3.49)
ar  k,+mr’ | Q,] |0

As solugdes ndo triviais vem dos valores de r que anulam o determinante desta

matriz. Calculando-se este determinante obtém-se a seguinte equagdo caracteristica :
m’r* +(klm+k2m+a2£22)r2 +kk, =0 (3.50)

Se (£2=0) as duas raizes sdo iguais a: 7;0= £ iwjg € r20 = T iy onde tem-se:

Dy = | (3.51)

@y = % (3.52)



Sob uma rotagao dada (£2 = 0), as raizes s@o:

2 2 2M2 2 2 2M2
1) 1) a“Q) 10) 1) aQ
B; = o e =2y . _\/_10+_20_+ ] _wllowgo
2 2 2m 2 2 2m
2 2 2M2 2 2 2 2
0} 1) aQ 1) 17} aQ
w, = \/—-“’ L +—+\/——210 +—22° £2 oLl

2 2 2m’
pode-se observar que:

W) < Wy <W, <,
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(3.53)

(3.54)

(3.55)
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Diagrama de Campbell para rotores assimetricos
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Figura 3.6 Diagrama de Campbell para rotores assimétricos

A assimetria da rigidez faz com que as frequéncias naturais sejam diferentes quando

a velocidade de rotagdo € igual a zero. Ao se aumentar a velocidade da rotagdo o efeito

giroscopico faz com que uma das frequéncias aumente e a outra diminua, respectivamente

com movimentos “forward whirling” e movimentos “backward whirling”, mostrado no

grafico da Figura 3.6.
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A intersecdo das curvas do diagrama de Campbell com a reta f = (2 corresponde as
velocidades criticas e a intersecdo dessas curvas com a reta f = % 2 obtém-se as
velocidades criticas de rotagdo dobrada da mesma forma que foi observado para os rotores
simétricos, conforme Figura 3.9.

Para rotores assimétricos na rigidez a 6rbita do “whirl” sera uma elipse.

3.8 RESPOSTAS EM FREQUENCIA

Serdo consideradas respostas em frequéncia para os seguintes casos de forgas de
excitagio:

- massa desbalanceada ;

- forga assincrona e

- forga harmdnica fixa no espago.

Em todos os casos serdo considerados rotores simétricos e assimétricos na rigidez

3.8.1 MASSA DESBALANCEADA EM ROTORES SIMETRICOS

Para rotores simétricos a resposta, devido a excitagdo da massa desbalanceada ¢é
obtida das equagdes (3.27) e (3.28), onde:

m* =m,f(1) (3.56)

As solugtes podem ser procuradas com as seguintes formas:

q, = 0, sen Q¢ (3.57)

q, = Q, cosC¥ (3.58)
Substituindo (3.57) e (3.58) em (3.27) e (3.28), respectivamente, obtém-se:

—-mQ?Q, +aQ’Q, +kQ, = m"dQ* (3.59)

-mQ*Q, +aQ’Q, +kQ, = m"dQ* (3.60)

Resolvendo-se o sistema, obtém-se:
m*dQ?

Sy e

(3.61)



25

Nas velocidades criticas, devido ao desbalanceamento, as amplitudes tendem a

infinito. Isto ocorrera se o denominador da equagdo (3.61) for igual a zero, ou seja para :

k
2 = 3.62
= (3.62)
O grafico de amplitudes em fungdo da frequéncia de rotagdo é mostrado na Figura
3.7
. Resposta da massa desbalanceada
10% t ;
_10° ¢ ]
E
o
£
10° -
10-10 B i
10-12 1 sal . PN R eTE | T
‘ 10° 10’ 10° 10° 10°
rpm

Figura 3.7 Resposta da massa desbalanceada

As Orbitas do “whirl” para a resposta a massa desbalanceada s@o circulos e o sentido

¢ “forward”uma vez que Q; € 0> tem sempre 0 mesmo sinal.

3.8.2 FORCA ASSINCRONA EM ROTORES SIMETRICOS

Sob certas condigdes, um rotor simétrico pode ser excitado por for¢as assincronas
rotativas. Supondo-se que as forgas que agem sobre o rotor s@o:

F, = F, sen s}

(3.63)
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F, = F, cos s (3.64)
Onde s é um parametro adimensional de sintonia. Entao as equagdes a serem resolvidas
$a0:
mg, —aQdq, + kq, = F, sensQt (3.65)
mg, +aQdq, + kq, = F, cossQt (3.66)
As solugdes sdo procuradas na forma de (3.57) e (3.58). Substituindo em (3.65) e
(3.66) obtém-se as seguintes expressoes:
£,
+ (as —ms’ )Q2

0=0,= % (3.67)

Na velocidade critica 2, a forga assincrona correspondente provoca amplitudes
infinitas. Para isto ¢ necessario que o denominador da equagdo (3.66) seja igual a zero o

que ocorre em:

k
Q, = ‘/m (3.68)

O grafico da resposta a forga assincrona para s=1/2 € mostrado na Figura 3.8.

5 Resposta da forga assincrona
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Figura 3.8 Resposta da forga assincrona.
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O resultado mostra somente uma velocidade critica. Como Q; = ( as 6rbitas do

“whirl” sdo circulares e o sentido ¢ “forward”.
3.8.3 FORCA HARMONICA FIXA EM ROTORES SIMETRICOS

Assume-se que uma forga age a uma posigdo y = /; em um rotor simétrico, sendo as
seguintes equagdes:

F, =F,f({,)senwt = F sen ot (3.69)

F,=0 (3.70)

As equagdes a serem resolvidas sdo as seguintes:

mg, —aQdq, + kq, = F sen ot 3.71)

mg, +a€q, + kq, =0 (3.72)

Procurando solugdes na forma de (3.35) e (3.36), obtém-se como resultados as
seguintes expressoes:

0 - (k—ma?®)F 3.73)
Y (k-me?) - Qe? '
—aQaolF

2
k —ma)z) -a’Q’w?

0:=¢ (3.74)

As velocidades criticas correspondem aos valores de @ que tornam os
denominadores de (3.73) e (3.74) nulos, obtidos da seguinte equagio:

m*o* —(2km+a*Q*)w® +k> =0 (3.75)

A equagdo (3.75) fornece quatro raizes, iguais duas a duas, correspondentes
portanto a duas velocidades criticas distintas. Como Q; # O,, as orbitas do “whirl” serfo
elipses. Quando @ < @jp , 0 “whirl” sera “backward”, se @ > ;o sera “forward”. O grafico

da resposta a uma forga harménica fixa no espago é mostrado na Figura 3.9, onde foi feito

F=IN e 2=4000 rpm.
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Resposta forca harmdnica fixa no espaco
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Figura 3.9 Resposta da for¢a harménica fixa no espago
3.8.4 MASSA DESBALANCEADA ROTORES ASSIMETRICOS

Em rotores assimétricos sdo introduzidas rigidezes diferentes nos planos de
movimentos, dadas pelas equagdes (3.43) e (3.44).

Para massas desbalanceadas as equacdes diferenciais que descrevem o movimento
sdo as seguintes:

mg, —aQq, +k,q, =m’d Q° sen (¥ (3.76)

mi, +a€dq, +k,q, =m'd Q* cos (3.77)

As solugdes para as equagdes (3.76) e (3.77) devem ser procuradas na forma de

(3.35) € (3.36), e os resultados sdo iguais a:

lkz - (m + a)(22 Jm* dQ’

O = (3.78)

(k, - mQ? Jk, - mQ*)-a*Q*
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B [k1 ~ (m+a)Q2 ]m* dQ’
= (k- mQ? Nk, - mQ?)- a’Q*

(3.79)

As velocidades criticas devido as massas desbalanceadas sdo dadas pela seguinte
eXpressao:

(m* —a?) Q" — mlk, +k,) @ +kk, =0 (3.80)

A Figura 3.10 mostra o grafico das respostas (J; € (> a massas desbalanceadas para

rotores com assimetria de rigidez.

Resposta da massa desbalanceada para rotores assimétricos

10.2 T T T T

10 | ]
N

10° } ) — 4

Amp(m)
=
~

0 2000 4000 5000 8000 10000
rpm

vermelho — Q; azul — Q,

Figura 3.10 Resposta da massa desbalanceada para rotores assimétricos

A equagdo (3.80) fornece duas velocidades criticas (2642 rpm e 3377 rpm). Como

Q; # > as orbitas do “whirl” serdo elipses e o sentido sera dado pelas seguintes condigdes.

Q< ad

“forward whirl” (3.81)
m+

a
kl k2 133 112
<Q< backward whirl (3.82)
m+a m+a
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<Q “forward whirl” (3.83)
m+a

3.8.5 FORCA ASSINCRONA ROTORES ASSIMETRICOS

Considerando-se a mesma forga assincrona dos rotores simétricos, as equagdes para
0 caso assimétrico sdo as seguintes:

md, —a€dq, +k,q, = F sen sC} (3.84)
mg, +a€dq, +k,q, = F coss (3.85)

As solugdes devem ser procuradas na forma de (3.35) e (3.36), obtendo-se:

0= [k2 —(ms2 +as)QZ]F

- sz(szm2 ~a )Q“ —n{k1 +k2)s2§22 +kk, (3:86)

[kl —(ms2 +aspz]F

G.= St ) e+, )5 +k, — (3-87)

As solugdes destas equagdes fornecem duas velocidades criticas. As orbitas do

“whirl” sdo elipticas e o sentido € dado pelas seguintes condigges:

k i
Q< |—5— “forward whirl” (3.88)
ms*® +as

k 1 | k 2 < 212

5 <Q<,|—— ‘backward whirl (3.89)
ms” +a ms” +as

k2 (43 b 2

. <Q forward whirl (3.90)
ms® +a

A Figura 3.11 mostra o grafico de resposta em frequéncia para Q; e (. para forga

harmdnica em rotores assimétricos com F = IN.
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5 Ressonéancia da forga assincrona para rotores assimétricos
1 0. E T T T T

0 2000 4000 6000 8000 10000
rpm

vermelho — O, (£2) azul - O, (2)
Figura 3.11 Resposta da forga assincrona para rotores assimétricos

3.8.6 FORCA HARMONICA ROTORES ASSIMETRICOS

Para uma forga harmonica fixa no espago em rotores assimétricos, as equagdes a
serem resolvidas sdo iguais a:

md, —a€dq, + k,q, = Fsenwt (3.91)

mg, +a€dq, + k,q, =0 (3.92)

As solugdes devem ser procuradas na forma de (3.35) e (3.36). As amplitudes

obtidas sdo dadas pelas seguintes expressdes:

0, - (k2 —ma)z)F 5.9%)
] (k1 —ma)z)(k2 —ma)z)—azQa)2 '
o (3.94)

¢ = (kl —ma)z)(k2 —ma)z)—aZQw2

As raizes obtidas fazendo o denominador de (3.93) e (3.94) igual a zero. Obtém-se.
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m*w* —(kym+kym+a*Q*)o® + kk, =0 (3.95)
A Figura 3.12 mostra o grafico da resposta em frequéncia para (J; e (> nos rotores

assimétricos para uma for¢a harmonica fixa no espago para £2=4000 rpm e FF'= IN.

, Ressonéncia da forca fixa no espago para rotores assimétricos
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Figura 3.12 Resposta da forga harmdnica fixa no espago para rotores assimétricos

A equagio (3.95) fornece duas frequéncias de “whirling”. Como Q; # (), as Orbitas

sdo elipticas e o sentido € dado nas seguintes condigdes:

® < ‘/52- “backward whirl” (3.96)
m
kZ 33 s 12
@ >, forward whirl (3.97)
m
3.9 ROTORES AMORTECIDOS

Para o caso de rotores amortecidos, o movimento livre € dado pelas equagdes:
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mg, —a€)q, +c,q, +k,q,=0 (3.98)
mg, +afdq, +c,q, +k,q, =0 (3.99)
As solugdes devem ser procuradas na forma de (3.35) e (3.36). A equagdo caracteristica
neste caso ¢ dada por :
m’r* + mic, +c, )r3 + (klm +k,m+c,c, +a2Q2)r2 + (kzc1 + klcz)r +hkk,=0
(3.100)
Em geral c¢; e ¢, tem valores baixos e as raizes sdo pares complexos conjugados.
Substituindo os seguintes valores numérico: ku = 2.10° N/m, k. = 5.10° N/m, ¢y =
=B.2.10°N.s/m, ¢, = B. 5.10°N.s/m, ¢x- = ¢ = 0 e , nas equagdes (3.22) e (3.23), obtém-se:
14,294, — 2,.871Qq, + Bx1,5x10° ¢, +1,345x10°q, = 0 (3.101)
14,294, +2,871Q4, + px3,75x10° ¢, +1,570x10°q, = 0 (3.102)
A influéncia do amortecimento é observada através da variagdo de B nas equagdes
(3.101) e (3.102). As Figuras 3.13, 3.14 e 3.15 mostram os graficos para § = 0,0002,
3 =0,015 e = 0,026 ,respectivamente.

Diagrama de Campbell para rotores amortecidos
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Figura 3.13 Diagrama de Campbell para § = 0,0002
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Figura 3.14 Diagrama de Campbell para § = 0,015
Diagrama de Campbell para rotores amortecidos
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Figura 3.15 Diagrama de Campbell para § = 0,026
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Os graficos das Figuras 3.13, 3.14 e 3.15 se referem as frequéncias amortecidas
(a parte complexa dos autovalores). O efeito do amortecimento fica evidente no grafico da
Figura 3.15 onde uma das frequéncias ¢ anulada até um pouco abaixo de 4000 rpm. A partir

desse ponto cresce até ultrapassar a outra frequéncia.

3.10 INFLUENCIA DOS MOMENTOS DE AREA E DE INERCIA SOBRE O
EFEITO GIROSCOPICO

O efeito giroscopico depende da precessdo ¥, da inclinagdo € do vetor da

quantidade de movimento angular, do momento de inércia de area do eixo e do momento de
inércia do disco como mostrado na equagdo (3.29).
Os momentos de inércia de area do eixo e de inércia do disco sdo facilmente

alterados, pois dependem das caracteristicas dimensionais do disco e do eixo.

Raio externo do disco = 0.2m Raio externo do disco = 0.25m

150 300
__100¢ &, ___200¢
i il -l i /"/
=T S “100} 7
r//‘
0 0
0 5000 10000 0 5000 10000
Raio externo do disco = 0.3m Raio externo do disco = 0.35m
600 1000
400} N
¥ i L 500} o~
Y 200t P . o
T
) 0E o
0 5000 10000 0 5000 10000
pm mpm

Figura 3.16 Influéncia do raio externo do disco nas frequéncias de “whirling”
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Figura 3.17 Influéncia do raio do eixo nas frequéncias de “whirling”.

As influéncias da variagio do momento de area e do momento de inércia sao
demostradas nas simulagdes feitas em ambiente Matlab ®, conforma se vé nos graficos das
Figuras 3.16 ¢ 3.17. Na Figura 3.16 mostra-se o efeito da varia¢do do raio externo do disco,
conservando as outras variaveis. Na Figura 3.17 mostra-se o efeito da variagdo do raio do
eixo, conservando as demais variaveis.

Observa-se destas figuras que o raio do eixo tem maior influéncia sobre o angulo de
abertura das frequéncias de “whirling”, constituindo-se um importante item de projeto de
rotores para se evitar a operagdo em areas de instabilidade dindmica ocasionadas pelas

velocidades criticas.
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CAPITULO 4

FREQUENCIAS DE “WHIRLING” ATRAVES DO METODO DE ELEMENTOS
FINITOS EM AMBIENTE MATLAB ®

Neste trabalho ¢ desenvolvido um programa de computador para calcular as
frequéncias naturais de rotores considerando a influéncia do efeito giroscopico,
denominadas frequéncias de “whirling”. Este efeito ¢ analisado em fungdo da velocidade de
rotagdo. Diferengas consideraveis ocorrem quando o efeito giroscopico é desprezado no

calculo das fréquéncias naturais de maquinas rotativas.
4.1 O MODELO DE ROTOR DE LAVAL MODIFICADO

Para o entendimento das diversas rotinas empregadas no programa desenvolvido sdo
necessarios alguns conceitos em dindmica de rotagdo que ja foram descritos, no capitulo
anterior.

No Capitulo 3 foi feito um estudo da dindmica de rotagdo através do emprego do
modelo de rotor de Laval, modificado conforme proposto por Lalanne (1990). Neste
modelo o disco ndo estd situado no ponto médio do rotor, mas em uma posi¢do qualquer

entre os apoios. A vantagem deste modelo € que pode ser discretizado em dois graus de
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liberdade de maneira a ser possivel a obtengdo de algumas solugdes analiticas. Para tanto
foram adotadas hipoteses simplificadoras, tais como: deslocamentos angulares de pequenos
valores, disco e eixo simétricos e velocidade de rotagdo constante. Os deslocamentos
lineares na posi¢do do disco e os deslocamentos angulares correspondentes sdo expressos
em fungdo das coordenadas generalizadas, ¢,(?) e g-(1). Através destas duas coordenadas é
possivel expressar a energia cinética do sistema disco e eixo, incluindo o efeito giroscopico,
a energia potencial do eixo devido a deformagdo elastica e as forgas generalizadas aplicadas
pelos mancais. Estas expressOes sdo obtidas a partir das equagdes das energias cinéticas e
potencial do corpo rigido (Meirovitch, 1986). Sdo aplicadas entdo as equagdes de Lagrange
de maneira a obter um sistema discreto com dois graus de liberdade.

O estudo das vibragdes foi feito em duas situagdes: nos casos livre e forgado. No
caso livre é obtido o diagrama de Campbell, apresentando os conceitos envolvidos: as
frequéncias de “whirling”e o efeito giroscopico. No caso forgado sio simuladas forgas de
trés diferentes tipos de excitacdo: massa desbalanceada, for¢a harménica e forga assincrona.
Sao mostrados os graficos das respostas em frequéncias para estes trés tipos de excitagdo.
Sdo utilizados nos casos citados, rotores com rigidez simétrica e assimétrica em relagdo aos
planos de referéncia. A assimetria € obtida fazendo-se a rigidez de um dos planos uma
fungdo da posigdo. Além disso para o caso livre € feito um estudo da influéncia do
amortecimento através dos diagramas de Campbell, simulando varios fatores de
amortecimento. No final do Capitulo 3 sio feitas simula¢des dos efeitos de parametros da
geometria dos rotores, didmetro do disco e do eixo, sobre o diagrama de Campbell. Estes
exemplos mostram aos projetistas de rotores critérios para o dimensionamento destas
maquinas a fim de se evitar operagéio em pontos de estabilidade dindmica.

Estas simulagdes foram feitas em linguagem Matlab ® , através da programagédo das

solugdes analiticas.
4.2 PROGRAMA DE CALCULO DAS FREQUENCIAS DE “WHIRLING”
O programa de computador desenvolvido, denominado GIROS, utiliza as equagdes

de movimento discretizadas conforme sera mostrado no Capitulo 5. As matrizes sdo de

ordem 4n, onde 7 € o nimero de nos discretizados. Assim, para cada nd séo considerados 4
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graus de liberdade (dois deslocamentos lineares e dois angulares). As matrizes de massa,
rigidez e amortecimento nas coordenadas locais serdo obtidas através da técnica dos
elementos finitos utilizando-se fungdes de forma escolhidas convenientemente. Estdo
descritas no Capitulo 5 estas matrizes, além da técnica de elementos finitos empregada para
obté-las. Um rotor qualquer pode ser modelado através de trés elementos basicos: o
elemento eixo, o elemento disco e o elemento mancal. As matrizes destes elementos nas
coordenadas locais tém ordens diferentes, devido ao fato que o elemento eixo é modelado
com dois nds, enquanto que os elementos disco e mancal sio modelados com apenas um
nd. Foi escolhida a técnica de mudanga de coordenadas para a transformagio das
coordenadas locais de cada elemento para as coordenadas globais do rotor. Esta técnica foi
utilizada devido a facilidade do Matlab ® em realizar operagdes algébricas matriciais.

Obtém-se as matrizes do rotor em estudo através dos seguintes somatorios:

[M]=§[a]f[m]e[a]e @)

K] = 3 [al" [&].lal, (42)

e=1

[cm]:é[a]:[wg]e[a]e 43)

onde:
- [M] - matriz de massa nas coordenadas globais;
- [m]e - matriz de massa dos elementos;
- [K] - matriz de rigidez nas coordenadas globais;
- [£]e — matriz de rigidez dos elementos;
- [C] - matriz de amortecimento nas coordenadas globais;
- [c]e - matriz de amortecimento dos elementos;
- [G] - matriz giroscOpica nas coordenadas globais;
- [gle - matriz giroscopica dos elementos e

- [a]e - matriz de mudanga de coordenadas locais para globais.

O programa de computador foi desenvolvido de maneira que o usuario possa aplica-

-lo a quase todo tipo de rotores. De maneira interativa o programa interpela ao usuario, em
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cada no, quanto ao tipo de elemento existente para construir o modelo do rotor. A
modularidade do programa permite facil implementagdo das diversas rotinas, descritas no
Capitulo 5,. através da utilizagio de varios sub-programas dentro de um programa
principal.

As matrizes do rotor em estudo nas coordenadas globais, denominadas matrizes
gerais, sio transformadas para o espago de estado de maneira a se obter um problema
classico de autovalores e autovetores. Desta forma pode-se utilizar as rotinas avangadas,

disponiveis em fungdes da biblioteca de programas do Matlab ®.
4.3 SIMULACOES DE ROTORES

Nas simula¢bes do capitulo 6 foram utilizados modelos retirados da literatura
referenciada de maneira a permitir a comparagdo dos resultados encontrados com valores
de referéncia, validando e aferindo o programa de computador desenvolvido. Estes modelos
foram desenvolvidos baseados em rotores reais. Os trés modelos simulados sdo: um rotor
multidisco, um rotor de Laval e um rotor de eixo escalonado.

O rotor multidisco (Lalanne, 1990) é composto por uma série de discos em varias
posi¢des, de maneira a simular rotores multi-estagios muito comuns em casos reais.

O segundo exemplo é o rotor de Laval modificado (Lalanne, 1990). Foi utilizado
nas simulag¢des com a finalidade de se testar uma parte do programa referente a hipotese de
apoios rigidos, além de possibilitar a comparacg@o dos resultados obtidos com as solugdes
analiticas desenvolvidas no Capitulo 3.

O f1ltimo exemplo simulado é um rotor de eixo escalonado (Wang e Kirkhope,
1993). Este rotor é composto por um eixo escalonado com varias se¢Oes transversais
diferentes. Foi utilizado para demonstrar a versatilidade do programa desenvolvido em

simular tipos de rotores com formatos mais proximos dos modelos reais.
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CAPITULO 5

PROGRAMA DE COMPUTADOR DESENVOLVIDO

Neste capitulo serfo apresentados inicialmente os modelos dos elementos de
rotores utilizados neste trabalho. A técnica dos elementos finitos ¢ usada para a
discretizagdo dos sistemas continuos. Isto torna viavel a analise de rotores reais com
um nimero minimo de graus de liberdade. Em seguida ¢ apresentado o programa de
computador desenvolvido.

Os elementos basicos de um rotor, necessarios para um bom modelo, sdo: 0
elemento disco, o elemento eixo e o elemento mancal. A Figura 5.1 ilustra um caso
simples. O elemento disco ¢ considerado fino e rigido, com variagdo de energia
potencial desprezivel. As energias cinéticas de translagdo e de rotagdo sao
consideradas. Este elemento é modelado com um né e quatro graus de liberdade. O
clemento eixo ¢ considerado flexivel. A sua energia potencial ¢ devida a deformagdo
de flexio nos dois planos. A energia cinética de rotagdo e de translagdo deste
elemento é considerada. Este elemento ¢ modelado com dois nos e oito graus de
liberdade. No modelo proposto os mancais poderdo ser considerados rigidos ou

flexiveis, com rigidez linear e amortecimento viscoso.



mancal

\
%
Figura 5.1 Elementos de um rotor simplificado

5.1 FUNDAMENTOS DO METODO DE DISCRETIZACAO

O processo de discretizagido, que tem como objetivo a obtengdo das matrizes
do sistema (massa, rigidez, amortecimento e giroscopica), € baseado na aproximagao

da solugdo procurada por uma expansido em série finita como:
ulx,1)=2¢,(x)q,(0)= ¢} {a} (5.1)
i=1

onde:

o= {0 62
8,(x)
()

{a()}= qz;( /) (5.3)

4,(t)

Quanto mais termos forem adicionados a série, melhor a aproximagdo em
relagdo a solugdo procurada. Para que isto ocorra cada fungdo de formas ¢ (x) deve
satisfazer as seguintes condigdes:

1) ser linearmente independente;

2) ser continua e ter derivadas continuas pelo menos até a ordem (7-/), onde r
€ a maior ordem de derivagdo do funcional de energia;

3) satisfazer as condigdes de contorno geométricas.

A equagdo de Hamilton € expressa por:
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t t
Jo(r-vyit + [oW,dt = 0 (5.4)
f t

Onde T ¢ a energia cinética, V" a energia potencial e W, é o trabalho virtual das forgas
ndo conservativas e 0 representa uma variagio.

Através da equacdo de Hamilton (5.4), pode-se obter as equagbes de
Lagrange para sistemas discretizados com » graus de liberdade, descritos pelos
deslocamentos independentes q; , q-,...,q,. Esta equagéo é dada por:
i(gj —£+EV— =0 i=12..n (5.5)
a\ay, ) &, &
onde :(); é a for¢a generalizada

Através desta equacgdo serdo obtidas as matrizes de massa, amortecimento e

rigidez de cada elemento do rotor discretizado.
5.2 ELEMENTOS BASICOS DE UM ROTOR

Para efeito de modelagem serdo considerados como graus de liberdade os

deslocamentos nas dire¢des X e Z e os angulos de rotagdo em torno de X e Z.
5.2.1 O ELEMENTO EIXO

Para modelar as partes rotativas flexiveis utiliza-se o elemento eixo
conforme mostra a Figura 5.2. O vetor de coordenadas nodais € expresso da seguinte
maneira;

[61: [”1 w6,y u,w, 6, ‘/’z] (5.6)
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Figura 5.2 O Elemento Eixo

Este vetor pode ser decomposto em dois grupos, segundo as dire¢des X e Z

respectivamente:
[&‘] = [ux v, u, ‘/’2] (5.7)
[6w] = [wl 6 w, 92] (5.8)

As fungdes de forma que satisfazem as condigdes geométricas de contorno

para o modelo adotado sdo as seguintes:

WO = Vo w,mil (5.9)
onde

[Nl(y)] = l¢1()’) ¢2(,Y) ¢3(,V) ¢4(,Y)J (5.10)

V)= l.0) 4:0) :00) 4,00)] (5.11)

32 2)°
¢1(y):1_—2y2_+%—




2 3

2
¢6(y):+y_ z +{_z
3y*  2y°
¢7(y):%~%
2 3
¢x(y):"_yz—+JL/_z

Os deslocamentos u#(x,?) € w(z,?) sdo obtidos de forma aproximada a partir desta

discretizagdo por:
u(x,1) = [N, ) ]fu ] (5.12)
w(z,t) =[N, )]low] (5.13)

A energia cinética do eixo € expressa no modelo continuo por:
oS L ol L L
T, = —z—j(u2 +w2)dy+7j(y}2 +6%)dy + pILQY* +2pI0f yody  (5.14)
[1] 0 0

onde p ¢ a massa especifica, S € a area da sego transversal, / 0 momento de inércia
de area da segdo transversal sobre a linha neutra do elemento eixo e L o comprimento.
Estes parametros s3o considerados constantes em cada elemento.

A energia cinética, pode ser escrita a partir de (5.12) e (5.13). Na forma

aproximada dada por:

pSL . t .ot . t .t
T,=£ j ([N, Y IV, NG +[S91N, Y IN, 11641 iy +

p] d[N] d[N] ol § . d[N,Y d[N,]
ou on oW oW
I([ —————"{uldy + I([ —= ; ; —2[6w] )dy -
' d[N] d[N] )
—2pIQ| ([ou ow LC)
j([ L LA

(5.15)

O elemento eixo é modelado como uma viga de segdo transversal constante. O
elemento finito utilizado tem dois nds, com quatro graus de liberdade por n6. As
matrizes de elemento tem ordem oito, incluindo quatro deslocamento lineares e
quatro deslocamentos angulares. As energias cinéticas obtidas apos as integragdes da

equagdo (5.15), sdo expressas por:




1

7, = L8[, 1[5 +%[6W][M2]w]‘ +%[&][M3][6u]’ 4

+ %[&i’][M JJ[6#]) + Qoul[M; J[owT + pILQ*

P8 Frar v
[M,1=27 [N, T TN, Jay

_PS
(M,] = [N, IV, by
M :_p_ILd[Nl]t d[Nl]
)= =

0 12 PLEAIN,T dIN, ]
M= Y

d[N, ] d[N,]
dy dy

As matrizes [M;] e [M:] sio as matrizes de massa classica, [M;] e [M,] sdo as

,1= 21| &

matrizes responsaveis pelo efeito secundario da inércia de rotagdo, [AMf5] é a matriz de

efeito giroscopica, A matriz de massa classica € obtida através da composigo de [M]]

e [M;] é dada por:
156 0 0 -22L 54 0 0 13L |
0 156  22L 0 0 54 -13L 0
0 221  4I° 0 0 13L -3’ 0
(0] - pSL{-22L 0 0 4 -13L 0 0 -3 5.17)
S 420 54 0 0 -13L 156 0 0 2L 1Y
0 54  13L 0 0 156 -22L O
0 —13L -3 0 0 —22L 4 0
1BL 0 0 -3 220 O 0 4"
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36 O 0 -3L -36 O 0 —3L]
0o 3 3 0 0 -36 3L 0
0o 3L 4 0 0 -3L - 0

-3, 0 0 4I* 3L o0 0 -I

30L -3 o0 o0 3 3 0 0 3L

0 -3 -3, 0 0 3 -3L 0

0 3L -I* 0 0 -3L 4L 0

-3, 0 o0 - 3L 0 0 4I

[M.]= (5.18)

onde L é o comprimento do eixo, p é a massa especifica, S ¢ a area da segdo
transversal e J é o momento de inércia de area, constantes para cada elemento. A

matriz de massa do elemento eixo ¢ obtida através da equagdo.
], =[M +M,] (5.19)

A matriz giroscopica do elemento de eixo € dada por:

0 -36 —-3L 0 0 36 —3L 0 |

36 0 o -3L -36 0 0 -3L
3L 0 0 -4 -3L O 0 r

pIQ| 0 3L 4L 0 0o -3L - O
le]. = LI 0 36 3L o0 0 -36 3L O
-36 0 0 3, 36 0 0 3L
3L 0 0 ¥ -3L 0 0 -—4rI
0 3L -I! 0 0 -3L 4 0

(5.20)

onde: £2 é a velocidade de rotagdo.

A energia potencial ocotre devido ao efeito mola no eixo do rotor e pode ser

escrita como:

ot o5 5 o

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal, Fy, a for¢a axial, /. ¢ I, s@o os

momentos de inércia de area da se¢do transversal com relagdo a x e z respectivamente.
A equagio da energia potencial do eixo (5.21) pode ser aproximada através do

modelo discretizado. Aplicando-se (5.12) e (5.13) em (5.21) obtém-se



d’[N,]' d*[N,]

e AT LA
U, = ou
j[”dyz T

oj[[&l]d[N]d[N][&,] o ]d[N] af[z\f][éw]}ay

dy

Depois da integragdo a equagio (5.22) torna-se:

U :%&’[Kl]c?u +%5w‘[K2]5u+%6u‘[K3]5u +%5W‘[K4]5W

onde:
[K1]=%jd2$§]t d;[y]f‘]dy
[K2]=£2I—:d2(5j:£2]t d;[;leay
K= !d[z;]td—iy@dy

As matrizes de rigidez sdo expressas por:

(12 0 0 -6L -12 0 0
0 12 6L 0 0 -12 6L
0 6L @+arl 0 0 -6L (2-alI”
-6L 0 0 4+a)? 6L O 0
[x]= (+aF|-12 0 0 6L 12 0 0
0 -12 -6L 0 0 12 —6L
0 6L (2-al’ 0 0 -6L (4+a)l’
—6L 0 0 2-aI> 6L 0 0
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dy[]}“y

(5.22)

(5.23)

—6L
0
0
(2-alI?
6L
0
0
(4+a?
(5.249)




36 0 0 -3L -36 0 0 -3L
0 3 3L 0 0 -36 3L 0
0 3L 4 0 0 -3L -L) 0
F,|-3L o o0 4 3L o0 o0 -I
30L|-36 0O 0 3L 36 0 0 3L
0 -36 -3L 0 0 3 -3L 0
0 3L -I 0 0 -3L 41> 0
-3L 0 0 -I' 3L 0 0 4r

[KF]:

(5.25)

onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal e a o efeito do cisalhamento e é dado

por:
12E1
a= 5.26
e G é 0 modulo de elasticidade transversal para materiais isotropicos € igual a:
£
G= 200 (5.27)

onde: v € o coeficiente de Poisson do elemento de eixo.

A matriz de rigidez classica é [K,] considera a influéncia do cisalhamento
embora nfo sendo demonstrada aqui, é obtida através de [K;]e [K:]. A matriz de
rigidez geométrica devido a forga axial é [Kr] € obtida através de [Ksle [K.]. A

matriz de rigidez do elemento eixo é portanto obtida por:

(K., =[x, +&.] (5.28)
5.2.2 0 ELEMENTO DISCO

O disco € modelado como uma inércia rigida. Este elemento coincide com um
dado n6é do rotor. Desta forma tem quatro graus de liberdade, sendo dois
deslocamentos # e w e dois dngulos @ e y sobre os eixos X € Z que como mostrado na

Figura 5.3. O vetor de deslocamentos nodais {5}do centro de massa do disco é :

la]= ko) w(e) 6() wie)] (5.29)



Figura 5.3 Elemento Disco

A expressdo de energia cinética, devido a translagdo e a rotagdo do disco, €

obtida através da mecanica newtoniana e expressa na seguinte forma :
1 1 . ; 1 ;
T, = EMD(u2 +w?)+ EIDX(HZ +y%) Jr?rm(g2 +2Qy6) (5.30)

onde M) € a massa do disco e Ipy e Ipy s30 o momentos de inércia do disco em
relagdo aos eixos x e y respectivamente. Esta expressdo esta baseada em hipoteses
simplificadoras tais como: disco simétrico, isto € Ipy = Ipz, 0s angulos 6 e v sdo
pequenos e a velocidade angular £2 constante.

A energia potencial de deformagdo do elemento disco € nula uma vez que este
elemento € considerado rigido.

O modelo utilizado considera quatro graus de liberdade por n6 do rotor.
Através das equagOes de Lagrange aplicado na equag@o (5.30) pode-se obter as

matrizes deste elemento. As matrizes do elemento disco sdo de ordem quatro e dadas

por:
M, 0 0 0
[ ] 0 MD 0 0 -
"l o o I, o0 (531)
o 0 0 I,
00 0 0
[¢] =0 0.0 0 0 (5.32)
gl, = ,
d 00 0 -1,
0 0 I 0
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onde [m].q € [g)es s80 as matrizes de massa e giroscopica do elemento disco.

5.2.3 ELEMENTO MANCAL

O modelo do elemento mancal é obtido através das definigdes de pardmetros
agrupados. Assim os mancais sio modelados por matrizes de rigidez e amortecimento
viscoso de ordem quatro. As forcas e momentos dos mancais em um determinado no

podem ser dadas por:

u k. 0 k., Ojul| |c, O c, Oju

M, 0 0 0 0@ 0 0 0 0f@
=— - . (5.33)

F, k, 0 k, O)jw| |c, O c, Ofw

M, 0 0 0 Of|y 0 0 0 Ofy

Alguns tipos de mancais, como por exemplo os mancais de rolamento,
possuem rigidezes muito altas. Neste caso o mancal é considerado com apoio fixo que
permite apenas deslocamento angulares. O programa de computador desenvolvido

contém esta facilidade.
5.3 MUDANCA DE COORDENADAS

A mudancga de coordenadas do elemento para o sistema global ¢ feita através
de uma matriz [a] cuja ordem depende do elemento do rotor. Para o elemento eixo a
ordem desta matriz é 8X4n. Para os elementos disco € mancal a ordem é 4X4n, onde
n é o numero de nos do rotor. Esta matriz ¢ composta apenas de uns e zeros, uma vez
que ndo ha necessidade de rotagdo de coordenadas. A operagdo matricial necessaria
para se obter as matrizes nas coordenadas globais ¢ dada por:

[M]= Y la! ] lal, (5.34)

e=1

(K] = 3 [al (4], d]. (5.35)

e=1



[C+G] =§[a]§[c+g]e[a]e

onde:

[M] - matriz de massa das coordenadas globais;
[K] - matriz de rigidez das coordenadas globais;
[C] - matriz de amortecimento das coordenadas globais e

[G] - matriz giroscépica das coordenadas globais.

O resultado dos somatérios (5.34), (5.35) e (5.36) sdo matrizes de ordem
4nX4n. A finalidade das matrizes de mudanga de coordenadas € obter as matrizes
globais, somando os efeitos dos elementos nas suas respectivas posigoes de acordo
com o no discretizado. Os somatorios das equagdes (5.34), (5.35) e (5.36) acumulam
os efeitos dos elementos no modelo do sistema todo. Para um rotor simples
discretizado com dois nds, nimero minimo para o modelo de um eixo, as matrizes [a]
terdo o seguinte aspecto para os elementos disco e mancal, para os nés 1 e 2,

respectivamente:

(5.37)

o O o =
S O = O
o = O O
-0 O O
o O O O
o o O O
o © O O
o O O O

la], =

(5.38)

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O =
O O = O
O = O O
- O O O

Para o elemento eixo, que neste caso ¢ inico, obtém-se:
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[a ]el =

(5.39)

S O O O © © O

S O O O O O = O
S O O O O ~= O O
S O O O = O O O
S O O = O O O O
O O = O O O O O
S = O O O O O O
—_ O O O O O O O

5.4 PROGRAMA DE COMPUTADOR GIROS

A partir das consideragdes feitas nos itens anteriores, com relagio a
modelagem dos elementos de um rotor, desenvolveu-se um programa de computador
denominado GIROS. Este programa tem como finalidade calcular as frequéncias
naturais considerando o efeito giroscopico, denominadas frequéncias de “whirling”. A
Figura 5.4 mostra um fluxograma do programa de computador desenvolvido. As
Figuras 5.5 e 5.6 mostram detalhes das subrotinas EIXO, DISCO e MANCAL.

Foi utilizado a lingnagem matematica Matlab® que possui varias fungdes de
biblioteca para operagdo com matrizes, em especial, rotinas para o calculo de
problemas de autovalores e autovetores e rotinas para a resolucdo de sistemas
lineares. Com esta linguagem ¢ possivel desenvolver o trabalho de programagdo com
maior eficiéncia através do uso dessas fungdes, implementadas no “software”
Matlab®.

Neste capitulo serdo apresentadas as fungSes da biblioteca do Matlab ®

utilizadas e as subrotinas do programa desenvolvido.




Subrotina DISCO

Montar Ae B
Y

Calcular
Autovalores

Normalizar e
ordenar vetor

< Saida de dados >

Figura 5.4 Fluxograma do Programa GIROS
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Gerar Matrizes
Intermediarias

—

Inicia Contador
NOS=1

e

Gerar Matrizes

Eixo [M], [G] e

v

¢

Gerar Matriz
[a]

——

(M ]
[a]" [G][a]
(K]

v

2

NOS =NOS+1

Fim da

Subrotina

Figura 5.5 Subrotina EIXO
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Inicia Contador
NOS=1

Subrotina Mancal Subrotina Disco

Elemento do no

Gerar Matriz

[a]

Gerar

Matrizes NOS=NOS+1
[C] e [K]

[M]
la] (G] [a]

z ( ) s
Fim da Subrotina : z

Figura 5.6 Subrotinas MANCAL e DISCO




5.5 SOLUCOES DE EQUACOES ATRAVES DO METODO DIRETO

Foi escolhido o método de solugdo denominado direto devido ao fato de ndo
reduzir o nimero de equagdes do sistema conservando o nimero de graus de
liberdade. Um outro método denominado pseudo-modal propde a redugdo do tempo
de computagio através do emprego de uma técnica iterativa com redugéo no tamanho
das matrizes.

Através do método de solugdo direto, torna-se a equagdo geral:

IM1{G}+.[C +GHg} +[K g} = {0} (5.40)

Para o caso livre a solugio pode ser admitida com a seguinte forma:

{g}=10)" (5.41)

Substituindo (5.41) em (5.40), obtém-se:

(2 [M]+rlc + G+ [K o} = {0} (5.42)
Seja a seguinte identidade:
[M10}= M0} (5.43)

Combinando as equagdes a (5.42) e (5.43), obtém-se um sistema numa forma
mais conveniente. Esta forma equivale ao modelo que utiliza a formulagdo por

variaveis de estado. O sistema obtido € o seguinte:

[[01 [M] } {{rQ}} 1 [[M] [0} } {{rQ}} G.a)
w1 e+l rlo Fxjlo |

A equacio (5.44) escrita na forma geral de um problema de autovalores e

autovetores: ,
[41{X} = A[BI{X} (5.45)
onde
101 [M]
[4]= M1 [C+ GJ (5.46)
[[M]  [0]
Bl= 547
5] L [0] [-K ]} 47
A=t (5.48)



Este autoproblema pode ser escrito de uma outra forma de modo a obter a seguinte

forma simplificada:
[DI{X} = 2{X} (5.49)
onde;

[0] 7]

D1=[BI'[4]=
PI=IBTLA] [[K]_I[M] [KT'[C+G]

}e A =r, sendo [K] inversivel.

A solugdo do problema de autovalor e autovetor resulta em 2n autovalores
complexos conjugados e, consequentemente, 2» autovetores complexos conjugados.
Os autovalores podem ser escritos usando a teoria geral de vibragdes como:

r,=—¢w, +iw, (5.50)

onde

w; =w,\1-¢; (5.51)

e ¢ ¢ o fator de amortecimento.
O programa desenvolvido calcula o wvalor absoluto dos autovalores
complexos, de maneira a obter a frequéncia natural, ou seja:

o, = abs(i;.) (5.52)
5.6 DESCRICAO DAS SUBROTINAS

O programa de computador GIROS desenvolvido permite que se obtenha o
modelo para qualquer tipo de rotor, com combinagdes dos elementos eixo, disco e
mancal. A primeira variavel a ser escolhida ¢ o nimero » de nos do rotor. Os fatores
mais importantes para a escolha deste numero sdo a geometria do rotor e o namero de
frequéncias naturais a serem calculadas. Quando se deseja obter frequéncias naturais
numa grande faixa de frequéncia € necessario que se utilize um niimero maior de nés.

A segunda variavel ¢ a velocidade de rotagdo do rotor, da qual dependem as
matrizes de efeito giroscopico. Escolhe-se uma faixa de velocidade de rotagdo para os
calculos das frequéncias naturais e para se obter o diagrama de Campbell. A partir da

entrada do nimero de noés calcula-se as matrizes de massa, rigidez, amortecimento ¢

giroscopica para os 2n-1 elementos eixo.
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Através de um “loop” de dominio igual ao numero de nés n, o “software”
interpela o usuario em cada no6 se ha um elemento mancal, disco ou nenhum.

Definido para o né o(s) elemento(s) existente(s), o programa de computador
" faz um desvio condicional para a subrotina de tratamento especifico. Caso ndo exista
elemento disco ou mancal para o nd em questio, ou seja, né apenas do elemento eixo,
entre este nd e o seguinte serd incrementado o dominio do “loop” passando-se para o
proximo no. A mudanga das coordenadas locais para as globais ¢ realizada por uma
matriz [a] para cada elemento, constituida de uns e zeros, sendo a diagonal de uns
deslocada para a direita quatro colunas em cada né incrementado.

Ap0s a determinagdo das matrizes de massa, giroscopica, de amortecimento e
de rigidez para os elementos eixo e para os outros elementos em todos os nds do
rotor, passa-se para a proxima subrotina. Esta nova subrotina faz a redugfo da ordem
das matrizes globais de acordo com os graus de liberdade quando houver apoios
considerados fixos. O apoio fixo ¢ modelado como um vinculo que permite as
rotagdes @ e y mas impede os deslocamentos # e w nas direcdes X e Z.

A ordem das matrizes de massa, de rigidez, de amortecimento e giroscopica €
diminuida de dois, duas linhas e duas colunas, para cada apoio fixo, de acordo com a
posi¢do do n6 em que esta localizado. Esta subrotina esta dentro de um “loop” que
interpela o usuario se no né em questdo ha apoio fixo. Em caso afirmativo ¢ feita a
redugdo. Esta subrotina de redugdo utiliza as facilidades do “software” Matlab® no
particionamento de matrizes.

A préxima etapa é fazer a transformagio para o espago de estado. Nesta
representacdo matricial do sistema utilizam-se os deslocamentos e as velocidades
como variaveis de estado. O vetor de estado possui, portanto dimensdo 27x1.

Através desta transformagio obtém-se um problema de autovalores e
autovalores na forma geral, mostrado na equagéo (5.45), forma esta ja disponivel em
fungdo de biblioteca do software Matlab®. Esta fungdo fornece como resultado uma
matriz diagonal de autovalores complexos conjugados e outra matriz com o0s
autovetores correspondentes. Dependendo do modelo utilizado, ndo amortecido ou

amortecido, os autovalores terdo a parte real nula ou ndo, respectivamente.
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As frequéncias que interessam para analise sdo as naturais @,. Para obté-las é
utilizada a equagdio (5.52). A seguir as frequéncias naturais sdo ordenadas da menor
para a maior, através de um algoritmo do tipo “sort” e colocadas em um vetor »
dimensional de saida ou em uma matriz de saida. Estas frequéncias de saida tem
unidades rad’s, sendo conveniente a conversio para Hz de maneira a se obter o
diagrama de Campbell na forma usual.

Como o Matlab® ¢é uma linguagem de programagéo estruturada permite facil
manutengdo e implementa¢do de novas rotinas a medida que se aprimore o algoritmo.
Uma desvantagem do Matlab® ¢ a falta de uma interface grafica com o usuario de
maneira a facilitar a entrada e a saida de dados.

O programa desenvolvido possibilita, como ja mencionado, a modelagem de
um rotor de qualquer configuragdo com os trés elementos (disco, eixo e mancal).
Evidentemente o eixo ¢ o unico elemento indispensavel na modelagem proposta neste
trabalho para um rotor. Durante a montagem das equagOes de estado, foi
implementado um sistema de chaves logicas que muda seu “status” de desabilitada
para habilitada para cada elemento ausente. Dependendo do “status™ destas chaves o
programa ¢ desviado para uma rotina que monta matrizes de zeros especificas para

cada elemento ausente.

5.6.1 ENTRADA DO PROGRAMA

O programa foi desenvolvido a partir de duas importantes variaveis de
entrada: o namero de nds codificado por NOS e a velocidade de rotagdo do eixo em
radianos por segundo (rad’s), codificado por W. O nimero de nos define a ordem das
matrizes massa, giroscopica, amortecimento e rigidez do sistema. A ordem dessas
matrizes € igual a quatro vezes NOS menos duas vezes o nimero de apoios fixos. As

matrizes de efeito giroscopico sdo fungdes da velocidade de rotagdo adotada.
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5.6.2 MATRIZES DE PARTIDA DOS SOMATORIOS

Sdo constituidas por matrizes de zeros, de ordem igual a 4 X NOS, obtidas
utilizando as fun¢des da biblioteca do Matlab®.

Na mesma subrotina sdo criadas as chaves logicas “chavedisco” e
“chavemancal” atribuindo-lhes o valor zero. Dependendo da presenga de algum

elemento do rotor estas chaves terdo suas condigéo alterada para um.
5.6.3 MATRIZES GLOBAIS EIXO

Subrotina cuja finalidade € gerar as. matrizes de massa, de rigidez, de
amortecimento e giroscopica a partir de todas as matrizes dos elementos eixo do
rotor, que servirdo de base para os elementos disco e mancal. A mudanga de
coordenadas locais para as coordenadas globais é realizada por matrizes constituidas
por zeros e uns formadas por oito linhas e o nimero de colunas igual a quatro vezes
NOS. A cada n6, partindo do né 1, a diagonal de uns é deslocada para a direita de
quatro colunas devido ao modelo que utiliza quatro graus de liberdade por né.

A operagdo algébrica utilizada na mudanga de coordenadas locais para as
globais sdo as equagdes (5.34), (5.35) e (5.36). Para cada n6 é montada uma matriz
[a]. As matrizes C, KE e ME sdo montadas através de matrizes de incognitas que
dependem de varidveis de entrada do trecho do eixo que esta sendo discretizada. O
resultado destas operagGes sdo matrizes de ordem quatro vezes NOS nas coordenadas
globais.

Esta rotina esta dentro de um “loop” de dominio igual a NOS-1, que faz um
somatorio das matrizes massa, rigidez e giroscopica. Estas matrizes sdo calculadas a

partir da matriz de mudanga de cada n6 de maneira a acumular os efeitos.

5.6.4 ESPECIFICACAO DOS ELEMENTOS DO ROTOR

Subrotina realizada dentro de um “loop” de dominio igual ao niimero de nds

indicado NOS, onde a cada incremento € perguntado ao usuario se no n6é em questdo
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existe elemento disco, mancal ou se é apenas elemento eixo. As estruturas utilizadas
para desviar o “software” para uma rotina de tratamento especifica sdo as declaragdes
" de execugdio condicional, “else” e “clseif’. Nas rotinas selecionadas dentro da
estrutura de rtepetigio, de dominio igual ao nimero de nos NOS, sio obtidas as
matrizes de massa e giroscopica para o elemento disco, matrizes de amortecimento €
rigidez para os mancais. De maneira semelhante aquela utilizada para o elemento eixo,
as matrizes de mudanca [a] devem ser aplicadas as operagdes algébricas das equagdes
(5.34), (5.35) e (5.36). Somatérios dentro das estruturas de repetigdo sdo os
responsaveis pela acumulagéo dos efeitos de todos os nés da mesma maneira que no

caso do elemento eixo.

5.6.5 MONTAGEM DAS MATRIZES GERAIS DO SISTEMA

Subrotina responsavel pela montagem das matrizes globais do sistema
codificadas por: MGERAL, KGERAL e CGERAL, que sio respectivamente matriz
de: massa, amortecimento somada & do efeito giroscopico e rigidez. O elemento eixo
apresenta trés matrizes porque o seu modelo considera a massa, a rigidez e o efeito
giroscopico. O elemento disco s6 possui as matrizes de massa e do efeito giroscopico
enquanto que o elemento mancal possui as matrizes de rigidez e de amortecimento.

O sistema obtido depende das condigdes adotadas. Fazendo-se a velocidade
de rotacio igual a zero anula-se o efeito giroscopico e o sistema € néo giroscopico. O
amortecimento ¢ considerado apenas através das constantes do elemento mancal.

Quando for nulo o sistema € ndo amortecido.
5.6.6 DIMINUICAO DA ORDEM DAS MATRIZES GLOBAIS DO SISTEMA

Determinados tipos de mancais possuem rigidezes muito elevadas. Partindo
desta premissa foi introduzida uma subrotina com a finalidade de admitir mancais
ideais, isto é, com rigidez infinita. Isto corresponde a uma redugio na ordem das

matrizes globais do sistema. Esta subrotina considera os mancais como apoios fixo,



63

modelados como vinculos que impedem os deslocamentos lineares e permitem as
rotacdes fe .

A subrotina diminui a ordem das matrizes globais, eliminando linhas e colunas
correspondentes aos deslocamentos impedidos. Através de uma estrutura de repeticdo
de dominio igual ao nimero de nds, o usudrio é interpelado a responder em cada no
se ha apoio fixo. Uma estrutura do tipo condicional desvia o fluxo de programagio
para uma rotina de tratamento onde ¢ feita a supressdo das linhas e colunas através da
particdo das matrizes, antes e depois da eliminagdo das filas, primeiro as linhas e
depois as colunas. A variavel de controle da particio das matrizes é indexada ao

contador de supressdo de linhas e colunas e ao né.
5.6.7 MATRIZES AUXILIARES

O programa GIROS contém subrotinas para gerar matrizes de zeros e
identidade. O algoritmo ¢é simplificado pelo uso de fungdes da biblioteca do Matlab®,
como as fungdes ZEROS e EYE. A ordem das matrizes € fung¢do do numero de nos e

das filas suprimidas, devido aos apoios considerados fixos.
5.6.8 SUBROTINA DE MONTAGEM DAS MATRIZES ESTADO

Foram desenvolvidas duas versdes de programa GIROS. Uma delas utiliza a
montagem de duas matrizes, denominadas AGERAL e¢ BGERAL, de maneira a se
obter o autoproblema generalizado, equagio (5.45). Outra versido faz a montagem de
uma matriz, denominada de DGERAL, obtendo o autoproblema na forma dada pela
equagdo (5.49). Dentro do Matlab® os dois tipos de problemas de autovalores e

autovetores sdo programados em fungdes da biblioteca deste “software”.
5.6.9 SUBROTINA DE CALCULOS DOS AUTOVALORES

A fungio da biblioteca do Matlab® que calcula autovalores ¢ a fungio EIG.

Os autovalores sdo armazenados em uma matriz diagonal, denominada DG, e os
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autovetores em uma outra matriz, denominada VG. A fungdo EIG é aplicada a matriz
DGERAL numa versio do programa ou as duas matrizes AGERAL e BGERAL, em

outra versao.

5.6.10 SUBROTINA OBTENCAO DOS AUTOVALORES

Os autovalores sdo complexos na forma dada pela equagdo (5.50), dispostos
na matriz diagonal DG. Através de uma estrutura de repeti¢do com dominio fungao
do numero de nés e filas suprimidas na subrotina de apoios fixos, a matriz diagonal
DG é transformada em um vetor denominado O. Na mesma estrutura ¢ realizada a

operagio de obtengdo da frequéncia natural, conforme equagdo (5.52).

56.11 SUBROTINAS DE ORDENACAO DO VETOR E SAIDA DE
RESULTADOS

A subrotina de ordenagdo do vetor de saida, do menor para o maior valor da
frequéncia natural, ¢ construida através de um algoritmo do tipo “sort”, usando a
estrutura de repeticio com dominio de fungdo do mimero de no6s do rotor e filas
suprimidas no algoritmo de apoios fixos. A ultima estrutura do programa ¢ a saida do

vetor ordenado com as frequéncias naturais, indicado por O dado em (rad’s).
5.7 FUNCOES DA BIBLIOTECA DO MATLAB®

Para o desenvolvimento do programa de computador “GIROS”, foram
empregadas algumas fungSes da biblioteca do “software” matematico Matlab®
conforme ja descrito. Para melhor compreensdo do programa, estas fungdes estdo

descritas a seguir.
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5.7.1 FUNCAO BIBLIOTECA EIG

A sintaxe da fungdo EIG é dada por:

VG, DG)= EIG(D) (5.53)
Esta fungdo da biblioteca fornece como resultado uma matriz diagonal DG composta
pelos autovalores e uma matriz VG cujas colunas sdo autovetores correspondentes a
matriz quadrada D, de tal maneira que:

[D1*[VG] = [VGI*[DG] (5.54)
A sintaxe da fungdo EIG na forma mais geral ¢ dada por:

[VG,DG|= EIG(4,B) (5.55)
Esta funcdo de biblioteca fornece como resultado uma matriz diagonal DG de
autovalores e uma matriz VG cujas colunas sdo os autovetores correspondentes, de
maneira tal que:

[4]*VG]=[B]1*[VG]*[DG] (5.56)
5.7.2 FUNCAO ZEROS

A fungdio de biblioteca ZEROS, cria uma matriz de zeros de ordem MxN. Foi
utilizada para gerar matrizes quadradas auxiliares de ordem quatro vezes NUIMETO de
nos. A sintaxe é dada por:

[M2]= ZEROS(N) (5.55)
5.7.3 FUNCAO BIBLIOTECA EYE

Foi utilizada a fungdo de biblioteca EYE com a finalidade de montar a matriz
D, do autoproblema da equagdo (5.49). Esta fungdo gera uma matriz identidade de
ordem N. A sintaxe é dada por:

[IDEN]= EYE(n) (5.56)
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5.7.4 OUTRAS FUNCOES UTILIZADAS

Foram utilizadas fungdes comuns da algebra complexa, como a fungdo que
obtém o valor absoluto de um numero complexo e a fungdo que obtém a parte

imaginaria deste namero.

5.8 GUIA DE UTILIZACAO DO PROGRAMA “GIROS”

Conforme ja mencionado, ndo foi utilizada uma interface grafica com o
usuario de maneira que os dados devam ser introduzidos de maneira sequencial. A
Figura 5.7 mostra um rotor simples, constituido de um eixo apoiado em mancais de
rolamentos considerados apoios fixos. Os dados deste rotor sdo mostrados na Tabela

5.1

I L1 i LZ ] L3

< > > >
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1 5_ 3 4 T

Figura 5.7 Rotor para exemplo de utilizagdo do programa GIROS.

Este rotor é composto de um eixo apoiado em mancais de rolamentos,
situados nos nos 2 e 3. Estes tipos de mancais sdo simulados através da rotina de
apoio fixo que impedem deslocamentos mas permitem rotagdes. Esta rotina foi

desenvolvida para simular mancais de rigidezes elevadas.
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Tabela 5.1 Constantes do rotor

Simbolo Unidade Valor
I m" 3.9771x10°°
p Kg/m’ 7800
E Mpa 205x10°
L M 0,1
L, M 0.25
L; M 0.1
r Forga Axial N 0
v - 0,3
A m’ 7.0686 .10"
e (diametro) M 0,03

Através destes valores foi feita a entrada de dados na janela de comandos do
Matlab®, mostrada na Figura 5.8. Foi utilizada no exemplo apenas um valor de
rotagdo, entretanto o programa «GIROS” permite a entrada de uma faixa de de

valores de rotagdes bem como o incremento pretendido.

File Edit Options Windows Help
Commands to get started: intro, demo, nelp help
Commands for wmore information: help, whatsnew, info, subscribe

» cd c:\lalanne
» gerali®d

ENTRE COM O NUMERO DE NOS DO ROTORA
ENTRE COM A RI)TOQKO DO EIXO (rad/s)@
NO =

1

ENTRE coM A AREA DA SEGAO TRANSUERSAL DO EIXO (m"2)7.0686e—%
ENTRE COH O COMPRIMENTO DO EIX0 (m)@8.1

ENTRE COM MASSA ESPECIiFICA DD EIXO (Kg/m~3)7888

ENTRE COHM O MOMENTO DE IMERCIA DE AREA DO Elxﬂ(n”¥)3.97?1e—l
ENMTRE COH O MiDULD DE ELASTICIDADE (H/m~2)205e6

EMYRE COM A CONSTANTE DE POISSON (sem dimens3v) 8.3

ENMTRE COHM A FORGA AXIAL(N)®

NO =

2
2l i
4R iniciar | Z¥ Microsoft Word - CAPL.. “HATMB Command... SRS 1559

Figura 5.8 Janela de Comandos do Matlab® para entrada de dados




68

A variavel inicial para a execugdo do programa ¢ o numero de nos do rotor,
mostrado na janela de comando do Matlab® da Figura 5.8. A partir deste valor sdo
definidas todas as estruturas de repetigoes e, em consequéncia, todas as ordens das
matrizes do sistema.

Como o rotor da Figura 5.7 esta descretizado em quatro nos, O eixo €
formado por trés elementos. A entrada de dados correspondente a cada elemento €ixo

é feita como mostrado na Figura 5.8.
O rotor simulado neste exemplo tem quatro nos e, portanto, a estrutura de

repetigdo tem dominio igual a quatro. Esta situag@o esta mostrada na Figura 5.9.

"¢ MATLAB Command Window =
File Edit Options Windows Help
ENTRE COM A FORGA AXIAL{MN)@ -

1

Entre com o elemento do né especificado acima (disceo,mancal ou eixo)eixo
HO =

2

Entre com o elemento do né especificado acima (disce,mancal ou eixe)eixo
NO =

3

Entre com o elemento do né especificade acima (disce,mancal ou eixo)eixo
NO =

i

Entre com o elemento do né especificado acima (disce,mancal ou eixo)eixo

ND =

1 5
| g3
Riniciar | 7 Wicrosoft Word - capl.. |[EIMATLAB Command... SR 1746

Figura 5.9 Janela de Comandos do Matlab® para especificagao dos elementos

Neste exemplo os mancais tém suas rigidezes sdo admitidas de valores muito
altos. Assim, neste caso 0s mancais sao considerados como apoios fixos que impedem
os deslocamentos e diminuem a ordem das matrizes do sistema. Para isso uma outra
estrutura de repetigio do algoritmo interpela o usuario se existe apoio em cada nd. A

resposta € sim ou nao, conforme apresentado na Figura 5. 10
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vd Window

Figura 5.10 Janela de Comando do Matlab® para defini¢do de apoios fixos
¢ um vetor na unidade

A proxima janela é a de resultados, onde a saida

(rad/s), como mostra a Figura 5.11.

MA.I_-‘{B ommant Wu.
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CAPITULO6

SIMULACOES DE ROTORES

Neste capitulo serdo apresentadas os resultados das simulagGes feitas em trés
modelos de rotores: um modelo de rotor multi-disco, um modelo mais simples
correspondente ao rotor de Laval modificado e um modelo de rotor multi-disco, retirados
da literatura especializada. Estes exemplos foram escolhidos por fornecerem valores de
referéneia para a aferigdo dos resultados obtidos e possibilitar a validagdo do programa de
computador desenvolvido.

A resolugdo adotada para o calculo das frequéncias de “whirling” ¢ igual a 100
(rad/s). A partir dos valores da frequéncias de “whirling” obtidos em varios pontos foi
possivel tragar os diagramas de Campbell, que permitem identificar as velocidades criticas

de cada exemplo.
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6.1 ROTOR MULTI-DISCO

O primeiro rotor simulado foi 0 modelo multi-disco mostrado na Figura 6.1

7 by L, Ly
A
«— >l —ple b >
| il
BRI S = 0 O L olt 5
Y

L
L
-
i

D

3

Figura 6.1 Rotor Multi-disco simulado

Os dados de entrada e as posigdes dos nos empregados para simular este modelo sdo
fornecidos na Tabela 6.1. O modelo foi discretizado com cinco nos. Pois com este numero &
possivel obter até 20 frequéncias naturais para cada velocidade de rotagdo uma vez que O
modelo esta discretizado em 20 graus de liberdade. Os mancais sdo considerados flexiveis e

estio localizados nos nos 1 e 5. Ha trés discos considerados rigidos nos noés 2,3 e 4.
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Tabela 6.1 Entradas do rotor multi-disco.

Simbolo Valor Unidade

E 2.10" Nim’

v 0,3 -

P 7800 kg/m’
4,., 0,0Q79 m*
I, 4,9.10° m*

L; 0,2 m

L 0,3 m

Ls 0,5 m

Ly 0,3 m
I, 0,1232 kg.m®
Tpys 0,9763 kg.m’
IDy3 1,1716 kg.mz

I, =1, 0,0646 - kg.m®
I,=1p, 0,4977 kgm’
I, =1p; 0,6023 kgm’

Os dois mancais flexiveis s3o iguais, sendo os valores das rigidezes e dos

amortecimentos conforme dados na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 Rigidez e amortecimento dos mancais do rotor multi-disco

Simbolo. Valor Unidade
K 5.107 N/m
k_ 0 N/m
k_ 0 N/m
k, 7.10’ N/m
c., 5.10° N.s/m
c. 0 N.s/m
c, 0 N.s/m
c, 7.10° N.s/m

Os dados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2 sdo as entradas do programa de
computador de maneira a se obter as frequéncias de “whirling” para cada valor de
velocidade de rotagdo do eixo. Como definido anteriormente foi utilizada uma resolugéo de
100 (rad/s), ou seja, este é o valor do incremento da velocidade de rotagdo do eixo na faixa
de 0 2 30000 rpm. Para efeito de analise de resultados foram consideradas apenas as dez
primeiras frequéncias naturais apesar do programa calcular vinte valores. Sabe-se que nos
processos de discretizagdio as ltimas frequéncias naturais obtidas apresentam com menos
precisdo. Se fosse necessario obter um niimero maior que dez frequéncias naturais com boa
precisdo, seria necessario realizar uma discretizagdo do rotor com um miimero maior de nos

e, consequentemente, de graus de liberdade.
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Com a finalidade de aferir o programa de computador, fez-se a comparagdo dos
resultados encontrados na simulagdo com os valores de referéncia das frequéncias de
“whirling” para uma velocidade de rotagdo igual a 25000 rpm. Os valores de referéncia
obtidos no trabalho de Lalanne (1990), e os encontrados na simulagdo através do programa

GIROS sdo mostrados na Tabela 6.3.

Tabela 6.3 Frequéncias de “whirling ” para 25000 rpm.

Frequéncia Valor de referéncia | Valor encontrado |Erro relativo

(Hz) (Hz) (%)
E 55,40 55 0,73
F, 67,20 67 0,31
F, 159,00 158 0,06
F, 193,71 194 0,15
F, 249,90 250 0,04
F, 407,62 408 0,09
F, 446,62 447 0,08
F, 715,03 723 1,11
Fy 622,65 , 624 0,21
E, 1093,3 1081 1,09
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Tabela 6.4 Frequéncias de “whirling”para o rotor multi-disco

Rotagio Frequéncias de “whirling” (Hz)

(rpm) F1 | 3 | ) F4 Fs Fe ¥ Fs Fo Fio | Fu

0 61 63 169 | 186 | 330 | 363 | 531 | 559 | 836 | 851 |1179

9549 |61} 63 169 | 186 | 329 | 363 | 530 | 560 | 831 | 856 |1178

1909 | 60| 63 169 | 186 | 328 | 364 | 527 | 563 | 823 | 865 [1175

2864 |60 | 63 169 | 186 | 327 | 365 | 523 | 568 | 813 | 875 |1171

3819 |60 63 169 | 186 | 325 | 367 | 519 | 573 | 804 | 885 [1166

4774 |60 63 169 | 186 | 322 | 369 | 515 | 579 | 794 | 896 |1162

9549 |59 o4 167 | 187 | 306 | 379 | 494 | 611 | 748 | 948 |1138

11507 | 59| 65 166 | 188 | 298 | 385 | 485 | 628 | 727.| 975 |1128

1
7162 60| 64 | 168 | 187 | 315 | 374 | 504 | 594 | 771 | 922 |1150

14324 |58 | 65 165 | 189 | 295 | 388 | 484 | 630 | 708 | 1001 |1127

| 16711 | 57 66 163 | 190 | 280 | 395 | 469 | 664 | 686 | 1028 |1110
|

19099 | 57 66 162 | 191 | 271 | 399 | 462 | 667 | 681 | 1055 {1102

21486 | 56| 66 160 | 192 | 262 | 403 | 455 | 699 | 649 | 1079 | 1096

23873 | 56| 67 159 | 193 | 254 | 407 | 449 | 715 | 631 | 1112 | 1084

25000 | 55| 67 158 | 194 | 250 | 408 | 447 | 723 | 624 | 1124 | 1081

28648 | 54 68 155 | 195 | 238 | 412 | 440 | 747 | 600 | 1164 | 1072

Como o “software” Matlab ® foi configurado para manter o resultado em formato

curto, para acomodar todos resultados obtidos na simulagdo na mesma janela, os nameros
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encontrados estdo arredondados para valores inteiros. A Tabela 6.4 mostra as frequéncias
de “whirling” para alguns valores de velocidade de rotagao.

Com os resultados obtidos nesta simulagdo pode-se tragar o diagrama de Campbell
onde observa-se a influéncia do efeito giroscopico nas frequéncias naturais do rotor

simulado. O grafico ¢ mostrado na Figura 6.2 para 11 frequéncias de “whirling”.

Diagrama de Campbell para o rotor simulado
1200 +
1000 +
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£ .
2 e
g @i
«@
=
g
2 400 e e
200 + —
. e
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Rotacao (rpm)
~F1 F2 F3 F4 ——F5 ——Fb6 F7
—F8 Fo F10 F11

Figura 6.2 Diagrama de Campbell para rotor multi-disco.
A frequéncia de “whirling” ;; ndo foi comparada com o valor de reférencia, pois
dados obtidos da literatura referenciada mostram apenas dez frequéncias de “whirling” para

este modelo
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6.2 ROTOR DE LAVAL MODIFICADO

O rotor de Laval é um modelo simplificado com apenas dois graus de liberdade que
permitem algumas solugdes analiticas, mostradas no capitulo 3. Foi simulado no programa
GIROS um modelo ligeiramente diferente, conforme proposto por Lalanne (1990). Este
modelo foi utilizado de maneira a comparar os resultados com a solugao analitica mostrada
no Capitulo 3 deste trabalho. Para a simulagdo foi utilizado o modelo da Figura 6.3,
discretizado em quatro nos. Os apoios fixos foram modelados como vinculos que permitem
rotagdes mas impedem deslocamentos, os elementos discretizados e suas posi¢des sao

mostrados no desenho esquematico da Figura 6.3.
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Figura 6.3 Rotor de Laval simulado( Lalanne, 1990)

As variaveis de entrada para este caso sdo mostradas na Tabela 6.5.



Tabela 6.5 Variaveis de entrada e cotas do rotor de Laval simulado

Simbolo Valor Unidade
L 0,4 m
L 0,13333 m
L, 0,2666 m
R, (disco) 0,01 m
R, (disco) 0,15 m
Espessura (disco) 0,003 m
P 7800 kg/m’
E 2.10" N/m®
A 0,3 -
I, 0,1861 kg.m”
I, =1, 9,457.10” kg.m”
4, 3,142.10° m?
I, 7,854.107 m*

Os valores dos amortecimentos e das rigidezes do elemento mancal do n6 3, sdo

dados na Tabela 6.6

Tabela 6.6 Rigidez e amortecimento do mancal modificado

Simbolo Valor Unidade
k_ 2.10° Nim
k, 5.10° N/m

k, =k, 0 N/m

. 100 N.s/m
c,. 40 N.s/m
c,=¢C, 0 N.s/m

De forma analoga ao que foi desenvolvido no item anterior foram calculadas as
frequéncias de “whirling” para varias velocidades de rotagdes. Adotando-se a resolugdo de

100 (rad/s) ja utilizada obtém-se os resultados apresentados na Tabela 6.8. A solugdo
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analitica deste modelo de Laval com dois graus de liberdade apresenta duas frequéncias
naturais conforme mostrado no Capitulo 3. O modelo simulado foi discretizado com quatro
nos, dois deles com apoios fixos. Desta forma este modelo possui 12 graus de liberdade.
Portanto, ¢ possivel se calcular até a décima segunda frequéncia natural. Para efeito de

comparagio s ¢é possivel considerar apenas as duas primeiras frequéncias naturais.

Tabela 6.7 Comparagio de frequéncias naturais para 955 rpm.

Frequéncia Valor solug¢io Valor encontrado Erro relativo
analitica (Hz) (Hz) (%)
1 45,89 46,6 1,54
£, 52,90 50,8 3,98

Os resultados das simulagdes permitem obter o grafico das frequéncias de

“whirling "por velocidades de rotagdes do eixo, mostrado na Figura 6.4.

Diagrama de Campbell para rotor de Laval simulado
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Figura 6.4 Diagrama de Campbell para rotor de Laval
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Os erros ocorridos nos valores obtidos na simulagdo deste rotor para velocidade de
rotagdo igual a 955 rpm com relagio a solugio analitica estdo mostrados na Tabela 6.7

Tabela 6.8 Frequéncias de whirling para rotor de Laval

Rotagio Frequéncias de ”whirling” (Hz)

(rpm) Fy F;
0 473 50,4
9549 46,6 50,8
1909 451 51,6
28648 432 52,3
3819 41,0 53.0
4774 38,6 53,5
6684 33,8 54,4
8594 294 55,1
10504 25,7 55,6
12414 2.7 56,0

6.3 ROTOR COM EIXO ESCALONADO

Um modelo de rotor escalonado foi utilizado como terceiro exemplo, como

mostrado na Figura 6.5.

.L})
: ig -1

—

—1.19
134l 9 IT 13 15 17 7
9P ORNe{ e — 909 — @@
?8 i 12 ] 16 2 18

s TR R a s
3

Figura 6.5 Rotor de eixo escalonado (Wang e Kirkhope, 1993)
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Este rotor foi escothido na literatura (Wang e Kirkhope, 1993) por se tratar de um
modelo mais complexo, proximos de rotores reais, e cujos resultados podem ser
comparados com valores ja publicados. As posicdes dos nos e os dados de entrada séo

apresentados na Tabela 6.9.

Tabela 6.9 Dados de entrada dos elementos do modelo

Elemento | Nés L (m) Di (m) De (m) A (m’) I(m°)
1 1-2 0,0127 0 0,01016 |81073.107° | 5,23.107"
2 2-3 0,0381 0 0,02032 | 3249.10™* | 836.107
3 3-4 0,0254 0 0,01524 |18241.10™*{ 2,64.107
4 4-5 0,0127 0 0,04064 | 13.10° | 133.107
5 5-6 0,0127 0 0,04064 13.10° | 133.107
6 6-7 0,00508 0 0,06664 | 35.10° | 968107
7 7-8 0,00762 | 0,03048 | 0,06664 28.10* | 9.25.107
8 8-9 0,0127 0,03556 | 0,05080 | 100.10* | 248107
9 9-10 0,00762 0 0,05080 | 200.10° | 326107
10 10-11 0,03048 0 0,02540 | 5067.10* | 2,04.10°
11 11-12 0,0254 0 0,02540 | 5067.10™ | 2,04. 107%
12 12-13 0,0381 0 0,03048 | 7,2966.10~ | 423.107°
13 13-14 0,0381 0 | 0,03048 | 7296610 | 423.10°
14 14-15 0,02032 0 0,02540 |50671.10 | 2,04.10°
15 15-16 0,01778 0 0,02540 | 50671.10° | 2,04.107
16 16-17 0,01016 0 0,07620 46.10" | 165.10°
17 17-18 0,03048 0 0,04064 13.10% | 133.107
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O elemento disco esta localizado no né 5 e seus dados estdo apresentados na Tabela

6.10.

Tabela 6.10 Variaveis de entrada do elemento disco

Simbolo Valor Unidade
I, =1, 0,00136 hg.m*
1, ' 0,00203 kg.m*
E 2,07.10" Nm’
P 7800 kg/m’
v 0,3 -

O médulo de elasticidade E, a massa especifica p e o coeficiente de Poisson v sdo
comuns aos elementos disco e eixo. Os valores dos amortecimentos € das rigidezes dos
mancais localizados nos nos 11 e 15 estdo apresentados na Tabela 6.11. Estes mancais sdo

considerados iguais e com rigidezes iguais nas duas diregdes

Tabela 6.11 Valores de amortecimento e de rigidez dos mancais

Simbolo Valor Unidade
ky, =k, 4,34.10" N/m
ky, =k, 0 N/m
Cyy =Cyz 0 N.s/m
Cox = Cxz 0 N.s/m

Com estes dados de entrada foram feitas as simulagbes deste rotor para uma
velocidadade de rotagdo igual a 30000 rpm. As frequéncias de “whirling” e o erro relativo
em relagdo aos valores de referéncia, (Wang e Kirkhope, 1993) estdo mostrados na Tabela

6.12.



Tabela 6.12 Frequéncias de “whirling” para 30000 rpm
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Frequéncia Valor referéncia Valoer encontrado Erro relativo
(rpm) (rpm) (%)
F, 14733 14617 0,7
F, 17823 17680 0,8
E, 47275 46206 2,2
E, 49371 49081 0,5
F, 70461 '69517 1,9
F, 82710 82068 0,7
F, 120525 117462 2,6
E, 124637 121989 2,1
F, 160069 151242 5,5
E, 182730 176188 3,5
E, 342323 302693 11,5
E, 359544 322646 10,2
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CAPITULO 7

CONCLUSOES FINAIS

Analisando os resultados obtidos pelo programa GIROS, aplicado a trés tipos de
rotores, conclui-se que sdo satisfatorios. Tal fato pode ser atestado pela verificagio dos
indices de erros relativos em relacio a valores de referéncia retirados da literatura
especializada. Para o modelo de rotor multi-disco, os valores de erros relativos encontrados
sd0 praticamente nulos, sendo o maior erro encontrado da ordem de 1% para as frequéncias
maiores, validando o programa proposto. No rotor de Laval modificado a simulagdo
apresentou uma diminuigdo mais abrupta da primeira frequéncia, em relagdo a solugdo
analitica. Isto pode ser constatado através do diagrama de Campbell do rotor de Laval
modificado simulado, mostrado na Figura 6.4 e do grafico da solug3o analitica mostrado na
Figura 3.6. Esta diferenga se deve ao fato de que a solucgéio analitica do modelo de Laval
modificado considera o eixo flexivel de massa desprezivel apoiado em mancais rigidos, o
que ndo ocorre com o modelo discretizado apresentado no Capitulo 6. Na simulag¢do
apresentada neste capitulo, a massa e seus efeitos sdo considerados em todos os elementos
de eixo. Além disso o programa de computador permite modelar mancais muito rigidos
como apoios fixos, ou seja, como vinculos que impedem os deslocamentos mas permitem

rota¢des. Todos essas consideragdes de modelagem fazem com que se aumente o efeito
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giroscOpico na frequéncia em oposigdo a rotagdo ou “backward whirling”, como chamado
na literatura especializada. Para a segunda frequéncia ocorre a “forward whirling” ou
frequéncia de rodopio no mesmo sentido da rotagéo e a diferenca observada ¢ menor.

O grafico da Figura 6.4 mostra que o efeito é minimo nas frequéncias baixas e mais
acentuado nas altas frequéncias, aumentando com o incremento da velocidade de rotagao.

O programa de computador GIROS também demostrou-se¢ bastante versétil,
possibilitando a simulagdo de varios tipos de rotores, desde modelos simples até modelos
mais completos do tipo multi-disco e com eixo escalonado. A subrotina denominada apoio
fixo também permite simular mancais de rigidezes muito altas, como por exemplo os
mancais de rolamentos. Outra caracteristica demonstrada pelo programa de computador
desenvolvido é o desempenho que exige pouco tempo de processamento, variavel
importante pafa qualificagio de um programa de computador. Simulagfio feita em uma
computador de 66 MHz com o programa instalado levou apenas dois minutos para resolver
um rotor discretizado em dezenove nos, o que envolve matrizes de médio porte. Este fato
permite afirmar que em computadores mais potentes € possivel simular com rapidez rotores
discretizado em centenas de nos.

A boa confiabilidade do algoritmo se deve as funges de biblioteca do Matlab® que
demostraram ser eficientes de maneira a tornar o programa de computador o mais simples
possivel evitando operac¢Ges desnecessarias.

Como o programa matematico Matlab® ¢é baseado em uma linguagem estruturada,
ndo pode se fazer desvios do ponteiro na execugdo do programa. Assim a entrada de dados
é sequencial para cada né. Portanto a entrada de dados se torna um pouco lenta para rotores
com muitos nos.

As matrizes giroscOpicas somadas as matrizes de amortecimento causam
importantes efeitos que ndo sdo considerados em programas de computador disponiveis
especializados em elementos finitos. Alguns destes programas hoje ja consideram o efeito
giroscopico no elemento eixo mas ndo dispdem em suas bibliotecas elementos do tipo
disco. O programa de computador GIROS contém este elemento.

Para melhoria deste trabalho e aprofundamento no tema dindmica de rotagdo,
algumas sugestdes podem ser apresentadas. Estas sugestdes se referem tanto a melhoria do

programa proposto como outros temas. Embora o programa GIROS tenha um bom
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desempenho, a entrada de dados pode ser considerada um pouco lenta e por conseguinte
pode consumir tempo de analista. Assim, € necessario o desenvolvimento de uma interface
grafica com o usudario, tornando o programa mais amigavel e facilitando a corre¢do dos
dados de entrada.

Desenvolvimento de modelos matematicos proprios para os diversos tipos de
mancais.

Implementagdo de rotinas especificas para o caso de determinados tipos de mancais,
como por exemplo, os mancais hidrodindmicos.

Analise tedrica e experimentalmente rotores reais em diversas condigdes de
excitagdo forcada, conforme mostrado no Capitulo 3 para o rotor de Laval.

Desenvolver métodos de medidas das vibragdes de rotores através de transdutores
sem contato. Em particular, sugere-se o desenvolvimento de um método experimental para

medigio de vibragdo de rotores, através do uso de técnicas que use o interferdmetro “laser”.
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ANEXO

Szo mostradas neste anexo as listagens dos programas fontes desenvolvidos

para calcular as frequéncias de “whirling” e dos graficos utilizados neste trabatho.
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ROTORES UTILIZANDO MATRIZES A E B

% ' AGUINALDO SOARES DE OLIVEIRA

% ENTRADA DO NUMERO DE NOS E FREQUENCIA DE ROTACAO
NOS=input(ENTRE COM O NUMERO DE NOS DO ROTORY);
fo=input(ENTRE COM A ROTACAO INICIAL DO EIXO (rad/s));

ff= input(ENTRE COM A ROTACAO FINAL DO EIXO (rad/s));
inc=input(‘/ENTRE COM O INCREMENTO DE ROTACAO DO EIXO (rad/s)’);

Ypmmmmmmmmmm SUBROTINA PARA GERAR MATRIZES INTERMEDIARIAS
M2=zeros(4*NOS);
K2=zeros(4*NOS),
C2=zeros(4*NOS),
MD2=zeros(4*NOS),
CD2=zeros(4*NOS),
KM2=zeros(4*NOS);,
CM2=zeros(4*NOS);

chavedisco=0;

chavemancal=0;

Y SUBROTINA GERAGAO DAS MATRIZES GLOBAIS EIXO
for NO=1:NOS-1,
for I=1:8,
for J=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA a

if (I+(4*T-4)y=(0)

a(LI=1;

else

a(1,)=0;



end

end
end
end
% SUBROTINA PARA GERAR A MATRIZ"M"
NO
% ENTRADA DE DADOS

sa=input(ENTRE COM A AREA DA SECAO TRANSVERSAL DO EIXO (m2));
~input(ENTRE COM O COMPRIMENTO DO EIXO (m));

ro=input(ENTRE COM MASSA ESPECIFICA DO EIXO (Kg/m"3));

SL1=(ro*sa*L)/420;

M=SL1*[156 00 _22*],54 00 13*L;0 156 22*¥1, 0 0 54 -13*L 0,0 20%, 4¥1.°200

13*L -3*¥L"2 0;,-22*L 0 04*1L72 -13*L 00 3*%¥12:5400 -13*L 156 0 0 22*L;0 54

13*L 0 0 156 -22*L 00 -13*L -3*¥1L/200 _29%], 4%1.°2 0,13*L 00 -3*1/222*L 0 0

4¥L12];

Y A——— SUBROTINA PARA GERAR A MATRIZ "Ms’

% ENTRADA DE DADOS

IN=input(ENTRE COM O MOMENTO DE INERCIA DE AREA DO
EIXO(m™4));

ROI=(ro*IN)/(30*L);

Ms=ROT*[36 0 0 3*L -36 0 0 -3*L;0 36 3*L. 0 0 -36 3*L, 0:0 3*L 4¥L"2 0 0 -3*L. -
L2 0,-3*L 0 0 4¥1A2 3*L 0 0 -1/2;:36 0 0 3*L 36 0 0 3*L:0 -36 -3*L 0 036 -3*L
0:0 3*L -LA2 0 0 -3*L 4¥172 0;-3*L 0 0 -L"2 3¥L, 0 0 4*1°2];

% SUBROTINA PARA GERAR A MATRIZ "C"
% ENTRADA DE DADOS
ROTW=(ro*IN*W)/(15*L);
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C=ROIW*[0 -36 -3*L 0 036 -3*L 0;36 0 0 -3*L -36 0 0 3*L;3*L. 0 0 4172 -3*L
00 LA2:0 3*1 45172 0 0 -3*L -L"2 0,0 36 3*L 00 -36 3*L 0,-36 0 0 3*L 36 00
3¥L3%L 0 0 LA2 -3*L 0 0 4¥1/2;0 3*L -L"2 00-3*L 412 0];

% SUBROTINA PARA GERAR A MATRIX "K"

% ENTRADA DE DADOS

Elas=input(ENTRE COM O MODULO DE ELASTICIDADE (N/m"2));
ni=input(ENTRE COM A CONSTANTE DE POISSON (sem dimens@o)');
fax=input(ENTRE COM A FORCA AXTAL(N));

GC=Elas/(2%(1+ni)),

ani=(12*E1as*H\1)/(GC*sa*L’\2);

ko=((Elas*IN)/((1+ani)*L~3))*[12 0 0 -6*L -12 0 0 -6¥L;0 12 6*1. 0 0-12 6*L 0;0
6*L, (4-+ani)*L2 0 0 -6¥L (2-ani)*L"2 0;-6*L. 0 0 (4+ani)*L"2 6¥L. 0 0 (2-
ani)*L"2;-120 0 6*L. 1200 6*L;0 -12 -6*L 00 12 -6*L 00 6*L (2-ani)*L"200 - -
6%, (4-+ani)* L2 0;-6*L 0 0 (Z-ani)*L2 6*L 0 0 (4+ani)*L"2};
KE=(fax/(30*L))*[36 0 0 -3¥L -36 0 0 -3*L;0 36 3*L 0 0-36 3*L. 0:0 3#L, 4¥172 0 0
3%L -1/2 0:-3%L 0 0 4*L"2 3*L 0 0 -L"2;-36 0 0 3*L. 36 0 0 3,0 -36 -3*L. 00 36
3% 0;0 3*L -L"2 0 0 -3*L 4*L2 0,-3*L 0 0 -L"2 3*L. 0 0 4¥112];

KE=kctkf;,

ME=M+Ms;

M1=a"*ME*a;,
M3=M1+M2,;
M2=M3,

K1=a*KE*a,
K3=K1+K2;
K2=K3;

Cl=a'*C*a,
C3=C1+C2;
C2=C3;
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end % END DO FOR DO ELEMENTO EIXO

% ESPECIFICACAO DOS ELEMENTOS DO ROTOR

for NO=1:NOS,
NO
s=input('Entre com o elemento do n6 especificado acima (disco,mancal ou eixo0)','s");

if norm(s)==norm('disco");

Yfgmmmmmmnn SUBROTINA GERAGAO DAS MATRIZES GLOBAIS DISCO
for I=1:4,
for J=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA disco
if (I+(4*T-4))==()
disco(I,J)=1;

else

disco(LJ)=0,

end

end
end
end

%—rennem-SUBROTINA QUE GERA AS MATRIZES DO DISCO
% ENTRADA DE DADOS

dint=input(ENTRE COM DIAMETRO INTERNO DO DISCO (m)’);
dext=input(ENTRE COM DIAMETRO EXTERNO DO DISCO (m));
espe=input(ENTRE COM A ESPESSURA DO DISCO (m)’);
rodisc=input(CENTRE COM A MASSA ESPECIFICA DO DISCO (Kg/m"3)’);
INDISCX=input(ENTRE COM A INERCIA DO DISCO EM X (Kg.m"2));
INDISCY=input(ENTRE COM A INERCIA DO DISCO EM Y (Kg.m"2));



MDISC=(pi*(dext"2-dint"2)/4)*espe*rodisc;
MD=[MDISC 0 0 0;0 MDISC 0 0;0 0 INDISCX 0,0 0 0 INDISCX];
CD=[0 00 0;0 0 0 0;0 0 0 -W*INDISCY;0 0 W*INDISCY 0];

MD1=disco'*MD#*disco;
MD3=MD1+MD?2;
MD2=MD3;

CD1=disco*CD*disco;
CD3=CD1+CD2;
CD2=CD?3;

chavedisco=1;

elseif norm(s)==norm('mancal’);

gmmmmmmm SUBROTINA GERACAO DAS MATRIZES GLOBAIS MANCAL
for I=1:4,
for J=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA mancal
if A-+(4*T-4))y==(J)
mancal(I,J)=1;
else
mancal(1,J)=0;
end
end
end

end

O/gmmmmmmm e SUBROTINA QUE GERA AS MATRIZES DO MANCAL
KXX=input(ENTRE COM KXX DO MANCAL (N/m)'),

KXZ=input(ENTRE COM KXZ DO MANCAL (N/m)');

KZX=input(ENTRE COM KZX DO MANCAL (N/m)');



KZZ=input(ENTRE COM KZZ DO MANCAL (N/m));
CXX=input(ENTRE COM CXX DO MANCAL (N.s/m));
CXZ=input(ENTRE COM CXZ DO MANCAL (N.s/m));
CZX=input(ENTRE COM CZX DO MANCAL (N.s/m));
CZZ=input(ENTRE COM CZZ DO MANCAL (N.s/m));
KM=[KXX KXZ 0 0;KZX KZZ 0 0;0 0 0 0,0 0 0 0];
CM=[CXX CXZ 0 0;CZX CZZ 0 0;0 00 0;0 0 0 0J;

KM1=mancal*KM*mancal;
KM3=KM1+KM2;
KM2=KM3,;

CM1=mancal'*CM*mancal,
CM3=CM1+CM2;
CM2=CM3;

chavemancal=1;

else norm(s)==norm('eixo'),
end
end
if chavedisco==0,
if chavemancal==0
for I=1:4*NOS,
for J=1:4*NOS,
MD3(LJ)=0,
CD3(LJ)=0;
KM3(L1)=0;
CM3(LJ)=0;
end
end

end
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end

if chavedisco=1,
if chavemancal==
for I=1:4*NOS,
for JI=1:4*NOS,
KM3(L,J)=0;
CM3(LJ)=0;
end
end
end

end

if chavedisco==0,
if chavemancal==1,
for I=1:4*NOS,
for I=1:4*NOS,
MD3(LJ)=0;
CD3(1,J)=0;
end
end
end

end

Y- mmmmm SUBROTINA MONTAGEM DAS MATRIZES GERAIS (M, CeK)

MGERAL=M3+MD3;
KGERAL~=K3+KM3;

%----—- SUBROTINA PARA DIMINUIR A ORDEM DAS MATRIZES "M", "C" e
"K* DEVIDO AOS APOIS FIXOS
sc=0;

sl=0;



for NO=1:NOS,
NO

s=input(‘Existe apoio no no especificado acima (sim ou n0)','s);
if norm(sy==norm('sim"),
m=((4¥*NO-2*sl)-3);
% RETIRAR LINHA
MGERAL-[MGERAL(1:m-1,1:4*NOS-
2*5¢); MGERAL(m+2:4*NOS-2*sl,1 -4*NOS-2*s¢)];
KGERAL-[KGERAL(1:m-1,1:4*NOS-
2*5c);KGERAL(m+2:4*NOS-2%sl,1 :4*NOS-2*sc)];
C3=[C3(1:m—l,1:4*NOS-2*sc);CGERAL(m+2:4*NOS—
2*s1,1:4*NOS-2*%sc)];
CD3=[CD3(1:m-1,1 -4*NOS-2*sc); CGERAL(m+2:4*NOS-
2%sl,1:4*NOS-2%sc)];
CM3=[CM3(1:m—l,1:4*NOS-2*sc);CGERAL(m+2:4*NOS-
2*51 1:4¥*NOS-2*sc)];
sl=sl+1;
% RETIRAR COLUNA
MGERAL=[MGERAL(1:4*NOS-2%sl,1:m-1)
MGERAL(1:4*NOS-2%sl,m+2:4¥*NOS-2* sc)l;
KGERAL-[KGERAL(1:4*NOS-2*sl,1:m-1)
KGERAL(1:4*NOS-2*sl,m+2:4¥*NOS-2*sc)];
C3=[C3(1:4*NOS-2*sl,1:m-1) CGERAL(1:4*NOS-
2*s m+2:4*NOS-2*sc)],
CD3=[CD3(l:m—1,1:4*NOS-2*sc);CGERAL(m+2:4*NOS-
2*s] 1:4*NOS-2*sc)];
CM3=[CM3(1:m-1,1 -4*NOS-2%s¢);CGERAL(m+2:4*NOS-
2*s] 1:4*NOS-2*sc)];

sc=sct1;
end

end



%pnenn—-SUBROTINA PARA GERAR MATRIZES INTERMEDIARIAS
ZEROS=zeros((4*NOS)-2%sc),
E=1
O Ve Ye %Yo %%V % Yo %% 0o %% Yo% %Yo %e Yo% %Yo %% %o %0 %0 %o 0%%%%
for rot=fo:inc:ff,

CGERAL=(C3+CD3)*rot+CM3;

% SﬁBROTINA MONTAGEM DAS MATRIZES "A" E "B"
AGERAL~[ZEROS MGERAL;MGERAL CGERALYJ;,
BGERAL~[MGERAL ZEROS;ZEROS -KGERALY,

— SUBROTINA DE CALCULOS DOS AUTOVALORES
[VG,DG]=cig(AGERAL BGERAL);

YA SUBROTINA ORDENACAO DOS AUTOVALORES
for I=1:(8*NOS)-4*sc,

O()=abs(1/DG(LD));
End

%---mere-- SUBROTINA DE ORDENACAO DE VETOR
for J=1:(8*NOS)-4*sc,
for I=1:(8*NOS-1)-4*sc,
if O(D>0(1+1),
AUX=0(1),
O@)=0(+1);
O(I+1)=AUX,
end
end

end
% SAIDA DE RESULTADOS
for I=1:(8*NOS)-4*sc,
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MATRIX(LE)=0(l),
end
E=E+1
end

saida="FREQUENCIAS DE WHIRLING NAFORMA DE MATRIX’;

saida
MATRIX
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Ypmmmmmm __PROGRAMA DE CALCULO DAS FREQUENCIAS CRITICAS EM
ROTORES UTILIZANDO MATRIZ D-----—-

% AGUINALDO SOARES DE OLIVEIRA

9% ENTRADA DO NUMERO DE NOS E FREQUENCIA DE ROTACAO
NOS=input(ENTRE COM O NUMERO DE NOS DO ROTORY);
W=input(ENTRE COM A ROTACAO DO EIXO (rad/s));

% SUBROTINA PARA GERAR MATRIZES INTERMEDIARIAS
M2=zeros(4¥*NOS);,
K2=zeros(4*NOS),
C2=zeros(4*NOS),
MD2=zeros(4*NOS);
CD2=zeros(4*NOS);,
KM2=zeros(4*NOS);
CM2=zeros(4*NOS);,
chavedisco=0;

chavemancal=0;

% SUBROTINA GERACAO DAS MATRIZES GLOBAIS EIXO
for NO=1:NOS-1,
for I=1:8,
for J=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA a
if (I+(4*T-4))==()
a(Ly)=1;
else
a(1,J)=0;
end
end

end
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end

% SUBROTINA PARA GERAR AMATRIZ"M "
NO
% ENTRADA DE DADOS

sa=input(ENTRE COM A AREA DA SECAO TRANSVERSAL DO EIXO (m"2));
L=input(ENTRE COM O COMPRIMENTO DO EIXO (m));

ro=input(ENTRE COM MASSA ESPECIFICA DO EIXO (Kg/m"3));
SL1=(ro*sa*L)/420;

M=SL1*[156 0 0 -22*L 54 0 0 13*L;0 156 22*L 0 0 54 -13*L 0,0 22*L 4*L"2 0 0
13%L, -3¥1A2 0;-22*L 0 0 4*L2 -13*L 0 0 -3¥L2;54 0 0 -13*L 156 0 0 22¥L;0 54
13*L 0 0 156 -22*L 0;0 -13*L -3*L"200 -22%], 4¥1.72 0;13*L 0 0 -3*1L"2 22*.00
4¥L72];

Ypmmmmmmmmm e SUBROTINA PARA GERAR A MATRIZ "Ms"
% ENTRADA DE DADOS

=input(ENTRE COM O MOMENTO DE INERCIA DE AREA DO
EIXO(m"4)");
ROI=(r0*IN)/(30*L);
Ms=ROTI*[36 0 0 -3*L -36 0 0 -3*L;0 36 3%, 0 0 -36 3*L 0,0 3*L 4*L"2 0 0 -3*L -
L2 0;-3*%L 0 0 4¥L~2 3*L 0 0 -1."2;-36 0 03%L 36 0 0 3*¥L;0 -36 -3*L 0 036 -3*L
0;0 3*L -L"2 0 0 -3*L 4*L"2 0;-3 *L, 0 0 -L~2 3*L 0 0 4*L"2};

% SUBROTINA PARA GERAR A MATRIZ "C"

% ENTRADA DE DADOS

ROIW=(ro*IN*W)/(15*L);

C=ROIW*[0 -36 -3*L 00 36-3*L 0,36 00-3*L -36 00 -3%¥L;3*L 0 0 -4*¥L"2 3%,
00 LA2:0 3*L 4*LA2 0 0 3*L -L~2 0;0 36 3*L 0 0 36 3*L 0;-36 0 0 3*L. 36 0.0
3*L3*L 0 0 LA2 -3*L 0 0 -4¥1/2;0 3%L -L"2 0 0 -3*L 4¥L"2 0];



% SUBROTINA PARA GERAR A MATRIX "K"

% ENTRADA DE DADOS

Elas=input(ENTRE COM O MODULO DE ELASTICIDADE (N/m"2));
ni=input(ENTRE COM A CONSTANTE DE POISSON (sem dimensao)');
fax=input(ENTRE COM A FORCA AXIAL(N));

GC=Elas/(2*(1+ni)),

ani=(12*Elas*IN)/(GC*sa*L"2),

ke=((Blas*IN)/((1+ani)*L3))*[12 0 0 -6*L -12 0 0 -6*L;0 12 6*L. 0 0 -12 6*L. 00
6*L (4-+ani)*L"2 0 0 -6*L (2-ani)*L/2 0;-6*L 0 0 (4+ani)* L2 6¥L 00 (2-
ani)*L"2;-120 0 6*L. 120 06*L;0-12 -6*L 00 12 -6*L 0,0 6*L (2-ani)*L"2 00 -
651 (4+ani)*L 2 0;-6*L 0 0 (2-ani)*L"2 6*L 0 0 (4+ani)*L"2};
KE=(fax/(30¥L))*[36 0 0 -3*L -36 0 0 -3¥L;0 36 3*L 0 0-36 3*L 0;0 3*L. 4*1"2 0 0
3L, 12 0:-3*L 0 0 4¥L2 3*L. 00 -1"2;-36 00 3*L. 36 0 0 3*L;0-36 -3*L 00 36
-3*L, 0,0 3*L -L"2 0 0 -3*L 4*L"2 0;-3*L. 0 0 -L"2 3*L 0 0 4*L"2];

KE=kc+kf;,

ME=M+Ms;

M1=a"*ME*a;
M3=M1+M2;
M2=M3;

K1=a*KE*a,
K3=K1+K2;
K2=K3;

Cl=a'*C*a,
C3=C1+C2;
C2=C3;

end % END DO FOR DO ELEMENTO EIXO
% ESPECIFICACAO DOS ELEMENTOS DO ROTOR
for NO=1:NOS,



NO

s=input('Entre com o elemento do no especificado acima (disco,mancal ou eixo)

if norm(s)==norm('disco’);

Ypmmmmmmmmm SUBROTINA GERACAO DAS MATRIZES GLOBAIS DISCO
for I=1:4,
for }=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA disco
if (IH(4*T-4))=(J)
disco(LI)=1;
else

disco(1,J)=0;

end
end
end
end
%-----==--- SUBROTINA QUE GERA AS MATRIZES DO DISCO
% ENTRADA DE DADOS

dint=input(ENTRE COM DIAMETRO INTERNO DO DISCO (m));
dext=input(ENTRE COM DIAMETRO EXTERNO DO DISCO (m)’);
espe=input(ENTRE COM A ESPESSURA DO DISCO (m)'),
rodisc=input(ENTRE COM A MASSA ESPECIFICA DO DISCO (Kg/m"3)");
INDISCX=input(ENTRE COM A INERCIA DO DISCO EM X (Kg.m"2)"),
INDISCY=input(ENTRE COM A INERCIA DO DISCO EMY (Kg.m"2)"),
MDISC=(pi*(dext"2-dint"2)/4)*espe*rodisc;

MD=[MDISC 0 0 0,0 MDISC 0 0,0 0 INDISCX 0,0 0 0 INDISCX]};

CD=[0 0 0 0;0 0 0 0;0 0 0 -W*INDISCY;0 0 WHINDISCY 0];

MD1=disco'*MD%*disco;
MD3=MDI1+MD?2;
MD2=MD3;

U |
>
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s);



CD1=disco*CD*disco;
CD3=CD1+CD2;
CD2=CD3;

chavedisco=1;

elseif norm(s)==norm('mancal’),

Yo-----—--- SUBROTINA GERACAO DAS MATRIZES GLOBAIS MANCAL

for I=1:4,
for J=1:4*NOS,
for T=1:NO, % ATUALIZA mancal
if I+(4*T-4)=—=()
mancal(1,J)=1;
else
mancal(I,J)=0;
end
end
end

end

p-mmmeemm=—-SUBROTINA QUE GERA AS MATRIZES DO MANCAL
KXX=input(ENTRE COM KXX DO MANCAL (N/m));
KXZ=input(ENTRE COM KXZ DO MANCAL (N/m)";
KZX=input(ENTRE COM KZX DO MANCAL (N/m)");
KZZ=input(ENTRE COM KZZ DO MANCAL (N/m)");
CXX=input(ENTRE COM CXX DO MANCAL (N .s/m));
CXZ=input(ENTRE COM CXZ DO MANCAL (N.s/m));
CZX=input(ENTRE COM CZX DO MANCAL (N.s/m));
CZZ=input(ENTRE COM CZZ DO MANCAL (N. s/m)');
KM=[KXX KXZ 0 0;KZXKZZ 00,000 0;0000};
CM=[CXX CXZ 0 0,CZX CZZ 00;0 000,000 0];
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KM1=mancal"*KM*mancal,
KM3=KM1+KM2;
KM2=KM3;

CM1=mancal'*CM*mancal,
CM3=CM1+CM2;
CM2=CM3,;

chavemancal=1;

else norm(s)==norm('eixo");
end

end

if chavedisco==0,
if chavemancal==0
for I=1:4*NOS,
for J=1:4*NOS,
MD3(L,J)=0;
CD3(1,J)=0;
KM3(1,J)=0;
CM3(1,J)=0;
end
end
end

end

if chavedisco==1,
if chavemancal==0
for I=1:4*NOS,
for J=1:4*NOS,
KM3(1,3)=0;
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CM3(LI)=0;

end
end
end

end

‘ if chavedisco==0, ‘
! if chavemancal==1,
for I=1:4*NOS,
for J=1:4*NOS,
MD?3(LJ)=0;
i CD3(1))=0,
‘ end
end
end

end

Yo-----—- SUBROTINA MONTAGEM DAS MATRIZES GERAIS (M, CeK)
MGERAL-=M3+MD?3;
KGERAL~K3-+KM3;
CGERAL=C3+CD3+CM3,

SUBROTINA PARA DIMINUIR A ORDEM DAS MATRIZES "M","C" e
"K" DEVIDO AOS APOIS FIXOS

N

sc=0;
sl=0;
for NO=1:NOS,
NO
s=input(‘Existe apoio no né especificado acima (sim ou n30).'s");
if norm(s)=norm('sim’),
m=((4¥*NO-2%*s1)-3),
% RETIRAR LINHA



MGERAL=[MGERAL(1:m-1,1:4*NOS-
2%#5¢); MGERAL(m+2:4*¥NOS-2*sl,1 :4¥NOS-2*s¢)];

KGERAL=[KGERAL(1:m-1,1:4*NOS-
2*5¢); KGERAL(m+2:4*NOS-2%s,1 4*NOS-2*sc)];

CGERAL=[CGERAL(1:m-1,1:4*NOS-
2*sc);CGERAL(m+2:4*NOS—2*s1,1:4*NOS-2*sc)];

sl=sl+1;

% RETIRAR COLUNA

MGERAL=[MGERAL(1:4*NOS-2*SI,1:m—l)
MGERAL(1:4*NOS-2%*sl,m+2:4¥*NOS-2*sc)];

KGERAL~=[KGERAL(1:4*NOS-2*sl,1:m-1)
KGERAL(1:4¥*NOS-2*sl,m+2:4*NOS-2*sc)];

CGERAL=[CGERAL(1:4*NOS-2*sl,1:m-1)
CGERAL(1:4*NOS-2*sl,m+2:4*NOS-2*sc)];

sc=sct1;

end

end

Yo-mmmmmmme SUBROTINA PARA GERAR MATRIZES INTERMEDIARIAS

ZEROS=zeros((4*NOS)-2*sc),
IDEN=ones((4*NOS)-2*sc),
% SUBROTINA MONTAGEM DAS MATRIZES
DGERAL=[ZEROS IDEN;(KGERAL"(-1)*MGERAL)
(KGERAL/(-1)*CGERAL)];

e SUBROTINA DE CALCULOS DOS AUTOVALORES
[VG,DGl=eig(DGERAL),

7 SRR SUBROTINA ORDENACAO DOS AUTOVALORES
for I=1:(8*NOS)-4*sc,

O(D=abs(imag(DG(LD));
End



%

SUBROTINA DE ORDENACAO DE VETOR

%

for J=1:(8*NOS)-4*sc,
for I=1:(8*NOS-1)-4*sc,
if O(D>0(I+1),
AUX=0(1),
OD=0(1+1);
O(I+1)=AUX,
end
end

end

SAIDA DE RESULTADOS
saida="FREQUENCIAS CRITICAS EM ORDEM CRESCENTE,
saida
for I=1:(8*NOS)-4*sc,
o)

end
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Programa para cilculo das curvas de Campbell para 2 DOF

%Defini¢do das variaveis

a=2.871;
m=14.29;
k=1.195%(10"6),
wl=wl();
w2=w2(:);
x=x();
f1=f1(’);

=f2(:);
omega=omega(:),
w10= sqrt(k/m)/(2*pi),
wl(1)=wl0;
w2(1)=w10;
x(1)=0;
f1(1)=0;
2(1)=0;,
omega=[0:0.15:150];

for 1=[2:length(omega)]
wl(D=sqrt(wl 0/2+(((a”*2)*omega(1)"2)/(2*m"2))*(1-
sqlt(1+((4*m’\2)*w10’\2)/((a’\2)*omega(l)’\Z))));
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w2(l)y=sqrt(w10"2+(((2"2)*omega(1)"2)/ (2*m"2))*(1+sqrt(1+((4*m"2)* w1 02)/((a»

2)*omega(1)"2))));
end

fl=omega,

2=0.5*omega,

plot(omega*60,w1,'r‘,omega*60,w2,’b‘,omega*60,fl,'c',omega*60,f2,'m')

whitebg

title('Diagrama de Campbell’)

xlabel('rpm’)



ylabel('F(Hz)")
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%Programa para caculo das curvas de Campbell para 2 DOF rotores

assimetricos

%Defini¢do das variaveis
a=2.871,

m=14.29;

k1=1.195%10"6;

k2=1.570*10"6;

wl=wl(}),

w2=w2(’);

f1=f1(:);

£2=12();

omega=omega(:);

w10= sqrt(k1/m)/(2*pi);

w20= sqrt(k2/m)/(2*pi);
wl(1)=w10;

w2(1)=w20,

f1(1)=0;

£2(1)=0;

p=w10"2*w20"2;
omega=[0:0.1:150];

for 1=[2:1ength(omega)]
p1(D)=(w10/2/2)Hw20°2/2)+(a"2* omega(l)"2/ (2*m"2));
wi()=sqrt(p1()-sart(p1()2-p));
w2()=sqrt(p1()+sqri(p1(1)"2-p));
end

fl=omega,

2=0.5*omega,

p10t(omega*60,abs(w1),'r',omega*6O,abs(w2),'b',omega*6O,f1,'c',omega*60,t2,'m‘)

axis([0 10000 0 100])



113

whitebg

title('Diagrama de Campbell para rotores assimetricos')
xlabel('rpm’) |

ylabel('F(Hz)")

%Pfograma para cilculo das curvas de Campbell para 2 DOF e estudo do efeito

da inércia de rotagio

%Definigdo das variaveis

R1=input('Entre com o raio interno do disco em (m)");
=input(‘Entre com o raio externo do disco em (m)";

Esp=input('Entre com a espessura do disco em (m)");

RO=input(‘Entre com a massa especifica do disco em (Kg/m"3)),

Re=input('Entre com o raio do eixo (m));

I=(pi*Re"4)/4;

Md=pi*(R2"2-R172)*Esp*RO;

Idy=(Md/2)*(R1"2+R2"2),

a=Idy*(pi/.4)"2*(cos(pi/3))"2+2%7800%1%12.34;

m=14.29,

k=1.195*(10"6);

wi=wl(});

w2=w2(:);

x=x(");

f1=f1(’);

£2=12();

omega=omega(:);

w10= sqrt(k/m)/(2*pi);

wl(1)=wl0;

w2(1)=wl10,

x(1)=0;

f1(1)=0;

2(1)=0;



omega=[0:0.15:150];

for 1=[2:length(omega)]

wl(D)=sqrt(wl 0°2+(((a"2)*omega(1)"2)/(2*m"2))*(1-

sqrt(1H(4*m"2)*w1 072)/((a"2)*omega(1)"2))));
w2()=sqrt(w10"2-+(((a"2)*omega(1)"2)/ (2*m"2))*(1+sqri(1H(4*m"2)*w1 0~2)/((a»
2)*omega(1)"2))));

end

fl=omega,

£2=0.5*omega,
plot(omega*60,wl,'r',omega*60,w2,'b',omega*60,fl,'c‘,omega*60,f2,'m')
title('Raio do 1eixo =0.1m")

xlabel('rpm')

ylabel('F(Hz)")

%Programa do grifico frequéncia de ressonancia
%m=16.47,

%a=2.871;

%k=1.195%10"6;

omega=omega(®);

Q=Q();

Q(1)=0;

omega=[0:1:9000];

for 1=[2:length(omega)]

Q(1)=abs((1.299*1 0°(-5)*(omega(1)"2))/(1.195%10"6-11 42%(omega(1)"2)));
end

loglog(Q,'r)

whitebg

title('Resposta da massa desbalanceada')

xlabel(‘rpm")
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ylabel(' Amp(m)")

%Programa do grafice frequéncia de ressonincia para resp.forca assinc./simé
%m=16.47,

%a=2.871;

%k=1.195%10"6;

omega=omega(:);

Q=Q();

Q(1)=0;

omega=[0:1:9000];

for I=[2:length(omega)]
Q(1)=abs(1/(1.195%1076-2.13 8*(omega(1)"2)));
end

loglog(Q,'")

whitebg

title(Resposta da forga assincrona'y
xlabel(‘rpm’)

ylabel(' Amp(m)’)

%Programa do grifico frequéncia de ressonincia para for¢a harménica fixa no
espaco e‘para uma rotac¢io fixa em (rpm)

Fo=1;N=4000;

W=2*pi*N/60;

omega=omega(:);

F=[0:0.1:100],

w=2*pi*F;
Q1=Fo*(l.195*10’\6-14.29*w.’\2)./((l.195*10’\6-14.29*w./\2).’\2-
8.243¥W"2%w."2),

Q2=Fo*(-2.871*W*w)./((1. 195%1076-14.29%w."2)."2-8.243 FWA2*wW.2);,
whitebg



116

semilogy(F,abs(Q1),'r',F,abs(Q2),b")
title(Resposta forga harmdnica fixa no espago’)
xlabel('Hz")

ylabel('Amp(m)")

%Programa do grafico de ressoniincia da massa desbalanceada para rotores
assimétricos

omega=[0:1:9000}, %Frequéncia em rpm

w=2*pi*omega/60; %Frequéncia em rad/s
Q1=((1.570*1076-17.17%w."2). ¥w."2*1.299%10°(-5))./(196.1* .-
3.954*%10"7*w./2+1.877%10"12);
Q2=((1.195*10’\6-17.17*w.’\2).*w.’\2*1.299*10"(—5))./(196.1*w.’\4-
3.954*%10/7*w.~2+1.877%10"2),

whitebg

semilogy(omega,abs(Q1),r',omega,abs(Q2),b")

title(Resposta da massa desbalanceada para rotores assimétricos')
xlabel('rpm’)

ylabel('Amp(m)")

%Programa do grafico de ressonancia da massa desbalanceada para rotores
assimétricos

omega=[0:1:9000]; %Frequéncia em rpm

w=2*pi*omega/60, %Frequéncia em rad/s
Q1=(1.570%1076-5.009%w."2)./(10.71%*w."4-9.884*10"6*w."2+1.877*10"12);
Q2=(1. 195*10"6-5.009*w."2)./(10.71*w.’\4-9.884*10’\6*w."2+1.877*10"12);
whitebg

semilogy(omega,abs(Ql),'r',omega,abs(Q2),'b')

title('Ressonéncia da forca assincrona para rotores assimétricos’)

xlabel(‘rpm’)

ylabel('Amp(m)")
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%Programa do grifico de ressonincia da massa desbalanceada para rotores

assimétricos

omega=[0:1:5000]; %Frequéncia em rpm

w=2*pi*omega/60; %Frequéncia em rad/s
W=(2*pi*4000)/60; %Frequéncia de rotagdo rad/s

F=w/(2*pi); %Frequéncia de rotagdo Hz

Q1=(1.570%* 1076-14.29%w.A2)./(204.3 *w."-(3.954%10"7+8 243 *10"(-
2YFWA2Y w2+ 8TTF10M2); |
Q2=(-2.871*W*w)./(204.3%w."4-(3.954* 10~7+8.243%10\(-
2)*W"2)*w.~2+1.877%10"12),

whitebg

semilogy(F,abs(Q1),'r',F,abs(Q2),'b")

title('Ressonancia da forga fixa no espago para rotores assimétricos')
xlabel('Hz')

ylabel(' Amp(m)')



