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Resumo

REBELLO. A.L.F. (1999). Modelagem e simulação de um veículo au-

tomotivo utilizando uma metodologia, de sistemas multicorpos aproximada. São

Carlos, 1999. 144p. Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Car-

Los, Universidade de São Paulo.

Este trabalho apresenta a modelagem e simulação de um veículo auto-

motivo por sistemas multicorpos (MBS - Multibody Systems), onde a geometria

e as equações para a suspensão são aproximadas.

O modelo é composto de cinco corpos; sendo um corpo base e quatro

corpos representando as rodas; onde os efeitos de geometria da suspensão são

mcorporados. O corpo base é ligado ao sistema mercial por meio de uma junta

de seis graus de liberdade, e cada suspensão é ligada ao corpo base por msio

de uma junta de um grau de liberdade de rotação. A suspensão é representada

como um pêndulo, onde a geometria é obtida a partir de dados experimentais que

descrevem a trajetória da suspensão em cada cubo de roda.

A formulação MBS é feita utilizando uma simplificação proposta por

Rill e o método de Kane, que é um método baseado nas formulações de Newton

e de Euler, escritos na forma de D*Alambert. E similar ao princípio de Jourdam

da potência virtual, que estabelece que a potência virtual associada ás forças e

forques de vínculo que se anulam.
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Nesta simplificação; nas equações de acelerações residuais das sus-

pensões são desprezadas as derivadas parciais do vetar direção em relação às

coordenadas generalizadas, por serem muito pequenas em relação aos outros ter-

mos.

Como as simulações pelo método de Kane combinadas com comüutação

simbólica têm se mostrado eficientes em termos de tempo de óimulaçãc, foi desen-

volvido mn programa desenvolvido na linguagem de programação do Mathemati-

ca especialmente para realizar as simulações utilizando recursos de programação

orientada a objetos que permitem uma maior modularidade e reaproveitamento

do programa.

São feitas simulações de dinâmica vertical (irregularidades da pista) e

os resultados comparados com os obtidos para este modelo no SD/FAST; um

pacote que utüiza o método de Kane com as equações completas.

Palavras-chave: Sistemas multicorpos. dinâmica de veículos, orientação

a objetos, método de Kane
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Abstract

REBELLO, A.L.F. (1999). Modelling and simulation o f an automotive

vehícle using an aproximate multibody formulation. São Carlos. 1999. 144p.

Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenliaria de São Carlos, Universidade de

São Paulo.

This work shows automotive vehicle modelling and simulation through

Multibody Systems (MBS) techniques. where the suspension geometry and equa-

tions are simplified. The model hás five bodies organized in tree topology. They

are a base body representing the chassis and four branch bodies representing the

wheels and associate suspensíon lirúks, where the suspension effects are taken mto

account. The base body is cormected to the inertial reference frame through a sbc

degrees of freedon joint, and each branch body is attached to base body through

a pin joínt.

The MBS formulation is developed using a Kane's method simpliíi-

cation suggested by RUI, which is based in Newton's and Euler's equations, m

D'Alambert form. It is similar to Jordain s principie of virtual power, which

states that the virtual power associated with constrains forces and forques must

vanish.

The simplification is done in the suspensions remmder accelerations

terms; where the partial derivatives of directíon vectors relative to the generalized

coordinates are neglected, because they are too small near the others terms.
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As simulations using Kane's method combined with symbolic mani-

pulation methods have been shown ejGScient m terras of run time, a program is

developed using Mathematica programinmg language and object oriented resour-

cês, that allow a greater program modularity, possibility of code reuse and ease

of code mamtainance.

Vertical Jynamics simulations are performed in order to compare wi-

th results from an SD/FAST modeL, a package that uses Kajie's method with

complete equations.

Keywords: Multibody Systems (MBS). vehicle dyaainics, Kane's me-

thod. object oriented proganmúng
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Capítulo l

Introdução

A modelagem é um processo que visa descrever um sistema por meios

matemáticos ou físicos de modo que o modelo tenha um comportamento simüar

ao do sistema real no aspecto a ser estudado. Para que esta modelagem tenha

sucesso, devemos prestar atenção em alguns pontos:

l. Verificar quais aspectos são relevantes para o estudo; e quais são importantes

para a modelagem:

2. Encontrar um modelo físico com a simplicidade possível para ser descrito

matematicamente e então resolvido e com a complexidade necessária para

que ele represente o sistema o mais próximo do real;

3. Comparar, quando possível, resultados do modelo com resultados reais a&n.

de verificar a validade do modelo.

Tratando-se de veículos automotivos, a modelagem proporciona uma

maior compreensão das causas e efeitos dinâmicos do veículo e dos vários sub-

sistemas que o compõem. Entretanto, até o final dos anos 80 e início dos anos

90, estes vários subsistemas, como motor, suspensão e freios, eram estudados iso-

ladamente. A tendência para o futuro, e já presenciada atuaünente, envolve o



desenvolvimento de sistemas integrados capazes de coordenar as ações dos vários

subsistemas. A coordenação e integração dos vários subsistemas necessitam que a

iteração entre os mesmos seja levada em consideração, ou seja, que os comporta-

mentos de cada subsistema e suas inâuências dentro do completo sistema veículo

sejam conhecidos. Este tipo de análise prove maiores dificuldades de modelagem,

envolvendo maior número de corpos e graus de libprdsdc, tornando o sistema

muito mais complexo, Barbieri (1996).

1.1 Definição do problema

MBS (Multibody systems ou sistemas multicorpos) são sistemas mecâ-

nicos rígidos ou flexíveis onde suas partes possuem movimento relativo entre si,

são interconectadas por juntas, influenciadas por forças, acionadas por movimen-

tos pré-estabelecidos e sujeitas a vínculos.

Um veículo pode ser visto como um sistema multicorpo e descrito

através de técnicas de modelagem por MB S.

A simulação de veículos tem como objetivo prever, para situações em

que o veículo seja submetido, o comportamento dinâmico do veículo. Para que

ela possa ser cada vez mais útil, os resultados tem que ser confi.áveis e rápidos.

Para amnentar a confiabilidade, os modelos têm que ser mais complexos, para

representar o sistema mais próximo do real, e com isso os programas de simulação

tornam-se mais lentos.

Afim de diminuir o tempo de simulação, RUI (1994) propôs uma apro-

ximacão para as equações da suspensão do veículo, que diminuem o tempo de

cálculo. Outros recursos usados para diminuir o tempo de simulação são a esco-

lha de softwares e hardwares mais eficientes; assim como técnicas de programação

mais modernas.



1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo desenvolver as equações para um mo-

delo de veículo automotivo. O modelo, desenvolvido em Costa (1992) é de topo-

Íogia de cadeia aberta, com 5 corpos e 10 graus de liberdade (seis para o chassis

e um para cada ïi.ispensao).

Estas equações serão desenvolvidas usando o método de Kane (1985);

e uma aproximação para os termos da suspensão proposta por Riu. (1994).

Com estas equações, será construído um código para o Mathematica,

Wolfram (1996); para que possam ser realizadas simulações. Os resultados das

simulações serão comparados com os resultados obtidos por Costa (1992), para

que possa ser verificada a aproximação.

Rill (1994) mostrou esta aproximação no seu trabalho utilizando as

equações de Kane para um outro modelo de veículo com 2 graus de liberdade

para cada suspensão.

No trabalho Costa (1992) foi utilizado o SD/FAST. um pacote que

utiliza o método de Kane com as equações completas.

1.3 Desenvolvimento do trabalho

O trabalho foi desenvolvido através de uma pesquisa bibliográ&ca, es-

tudo das teorias envolvidas, construção do código fonte e análise dos resultados.

Primeüramente foi realizada a pesquisa bibliográfica abrangendo sis-

temas muUicorpos, modelagem de veículos e simulação computacional. Foram

realizados estudos nas áreas de dinâmica de veículos, métodos de modelagem por

sistemas muticorpos; método de Kane. e linguagens de programação.

Foram desenvolvidas as equações para o modelo do veículo, usando o



método de Kane e a aproximação de ïüU. O método de Kane associado a compu-

tação simbólica tem se mostrado eficiente computacionalmente. Então escollieu-se

um modo de programação adequado para simular mn caso específico. Esta es-

colha foi visando uma futura implementação em C+~h do método de Kane para

simular sistemas mecânicos em geral. O software escolhido para desenvolver o

cói.ugo foi o Mathematica. por ser um manipulador sünbólico de equações. O Ma.- •

tlab, apesar de ter os recursos para a geração de código em C. e um manipulador

simbólico, devido a este ainda não ser completo; não permite algumas operações

simbólicas necessárias para a implementação. Um outro aspecto importante da

escolha do Mathematica, é que ele possui alguns recursos para a programação

orientada a objetos.

Os capítulos foram distribuídos da seguinte maneira:

l. Introdução: esclarecimento dos objeíivos e organização do trabalho

2. Revisão bibliográfica: história do desenvolvimento nas áreas relacionadas

3. Modelagem 'MiBS: teoria da modelagem por sistemas multicorpos

4. Modelo do veículo: apresentação do modelo desenvolvido, e dos dados

do veículo usados na simulação

5. Desenvolvünento das equações: descrição das equações para o modelo

de veículo, com â aproximação proposta por RUI.

6. Desenvolvimento do programa: mtrodução a orientação a objetos, co-

mo ela pode ser aplicada para a modelagem MBS, os recursos que foram

usados neste programa, e como o código foi desenvolvido e organizado

7. Aplicação para o veículo: simulações, resultados e análise dos resultados

8. Conclusão: conclusão do trabalho e sugestões para trabalhos futuros

No anexo A é apresentado o programa de simulação desenvolvido pela

autora.



1.4 Conclusão

No presente trabalho serão vistos os aspectos da aplicação de sistemas

multicorpos em veículos, e o uso da linguagem de programação do MathemaMca.

para aplicações em MBS.

A aproximação proposta por Rill, a partir da comprovação de sua eâ-

ciência, pode ser usada para desenvolver um software para simulação de veículos,

com tempo de cálculo reduzido em simulação, sem grandes perdas de precisão.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

2.1 Introdução

O estudo de dinâmica de veículos vem se aprimorando desde a cons-

trução dos primeiros automóveis, mas teve seu maior impulso com o aparecimento

das indústrias especializadas na fabricação de veículos. Motivadas pela concorrên-

cia e pelo desenvolvimento mdustriai do começo do século, dirigiam seus esforços

de engenharia para a obtenção de tecnologias afim de tornar os veículos mais

rápidos; mais fáceis de dirigir e mais seguros, Barbieri (1996).

Com o crescimento das indústrias e os avanços tecnológicos e científicos,

a dinâmica de veículos foi cada vez mais desenvolvida e conseqüentemente os

automóveis foram se tornando melhores e mais seguros. Muito foi conseguido

como por exemplo, o desenvolvimento da tecnologia pneumática, novos sistemas

de suspensão, redução no peso dos componentes e aperfeiçoamento dos motores,

Costa (1992).

Mais de um século de construção de automóveis e temos hoje um pro-

duto altamente desenvolvido, graças ao uso de sistemas cada vez mais sofisti-

cados. Através do uso de sistemas com qualidade dinâmica não linear, como



por exemplo, elementos ativos e semi ativos, mancais hidráulicos, amorfcecedores,

procura-se melhorar o conforto e a segurança dos veículos. Rill (1994).

Existiu também neste período um grande desenvolvimento em simu-

lação de veículos, onde o projetista realiza testes a partir de mn modelo teórico

do veículo.

A modelagem e simulação são ferramentas que permitem prever o com-

portamento dinâmico de um veículo antes que o protótipo seja construído, e

analisar o veículo em situações lümte. A utilização da simulação no projeto de

veículos visa reduzir os custos e tempo no desenvolvimento de sistemas veiculares,

para tentar otinúzar as característicaâ de desempeiLho; Costa (1992).

2.2 Modelagem de veículos e sistemas mecâni-

cos

A modeíagem de sistemas mecânicos tem como objetivo obter um mo-

delo ÊLSLCO teórico do sistema e equacioná-lo, para que possa ser analisado através

de simulações. Uma qualidade requerida dos projetistas e engenheiros é a capa-

cidade de definir quais são os aspectos relevajites na modelagem.

Dentre os métodos de modelagem mais usados, estão o Método dos Ele-

mentos Finitos (FEM), que visa analisar as tensões e esforços em uma estrutura,

e o Método de modelagem por sistemas multicorpos {MBS).

A integração destes dois métodos permite por exemplo que a análise

através de MBS determine as cargas a serem utilizadas na anáüse de elementos

finitos MEF. Os programas MBS cümerciais como ADAMS. Ryan (1990), DADS,

Smith & Haug (1990) e SY^ÍPACK. Rulka (1990); importam dos programas de

elementos finitos como Nastran e Ansys os modos normais (em alguns programas

os modos estáticos também) juntamente com as matrizes de massa e rigidez, para



análise dos sistemas mecânicos com corpos flexíveis.

Os programas para multicorpos flexíveis vem sendo desenvolvidos e

aprimorados. Shabana (1993) apresenta uma formulação de elementos finitos não

lineares para a dinâmica de multicorpos flexíveis. Garcia de Jalon et al. (1993)

para o software COMPAMM, descreve uma metodologia simples e eficiente que,

através do uso de mn conjunto de varáveis comuns; permite um estudo úru-co de

MBS, onde os três tipos de comportamentos mecânicos existem juntos (rígido ou

flexível, linear ou não linear. pequenas ou grandes deformações).

Formulações baseadas em dinâmica de multicorpos para análise da ca-

pacidade de crash e impacto em veículos e sistemas estruturais é apresentada por

Ambrosio &; Pereh'a (1993). onde eles discutem uma metodologia para incorporar

efeitos elastodinâmicos. A deformação de corpos flexíveis é descrita usando uma

formulação Lagrangeana.

Huston & Wang (1993) desenvolveram procedimentos para M'BS fl-exí-

veis modelados por elementos finitos. Os membros flexíveis são modelados como

sistemas multicorpos rígidos e a flexibilidade é modelada com elementos molas e

amortecedores entre os corpos.

Schiehlen & Schaefer (1989) afirmam que a abordagem por sistemas

multicorpos é a mais apropriada para se descrever a dinâmica dos sistemas de mn

veículo. Os veículos são modelados como corpos rígidos conectados por juutas,

molas, amorfcecedores e componentes ativamente controlados.

Segundo AlLen & Kosenthal (1994), a complexidade do modelo desen-

volvido depende das análises que deverão ser realizadas com o modelo. Eles

podem ser lineares ou não, podendo conter funções de transferência simples ou

equações não lineares bastante complexas. Em veículos as dinâmicas envolvidas

em manobras normais podem ser modeladas através de equações lineares relati-

vãmente simples, enquanto manobras envolvendo situações limites necessitam de

modelos mais complexos; incluindo modelos não lineares dos pneus.



Para Rill (1994) modelos simples, que consideram apenas os movimen-

tos longitudinal, lateral e vertical, não são mais suficientes para descrever o veículo

complexo que temos hoje. Os modelos lineares para as não Imearidades (cmemá-

tica da suspensão e da roda, pneus, amortecedores e molas), são muitas vezes

incertos. Os modelos, onde o comportamento dinâmico real de um veículo será

reproduzido, deve preencher os seguintes requisitos.

• Movimento espacial do carro inteiro sem restrições

• Cinemática não linear da suspensão

• Reprodução detalhada do sistema de transmissão e direção

• Não Unearidades, na descrição dos elementos de força

• Forças dinâmicas no pneu

Em certas manobras; como por exemplo quando o veículo é areado em

uma curva, todos os componentes do veículo estão envolvidos, tornando necessário

o uso de modelos mais complexos.

Durante décadas, veículos foram simulados usando modelos matemá-

ticos simples para estudaj: o comportamento do sistema em geral. Entretanto,

simulação de modelos de veículos complexos é de grande interesse para os enge-

nlieiros na indústria. Modelos detalhados de veículos de passeio com 150 ou mais

graus de liberdade são necessários para prever cargas dinâmicas nas conexões e

coxins da suspensão para estudos de durabilidade. Modelos para handling de ca-

minhões e veículos conjugados tais como tratares com um ou mais semi-reboques

com aproximadamente 40 a 100 graus de liberdade, são necessários para estudar

a propensão ao tombamento e avaliar projetos de pista.

Embora os softwares comerciais existam para gerar tais modelos e rea-

lizar as simulações, o tempo requerido para rodar as simulações é frequentemente

muito grande para ser prático para o uso habitual, mesmo em estações de traba-

lho de alto desempenho. Com respeito à simulação de estabilidade, e precisão das



previsões, os modelos são quase sempre sensíveis a variações dê passo de cálculo e

métodos de simulação numérica. Por estas razões, smmlação de veículos comple-

xos como uma ferramenta de engenharia não é utilizada tanto quanto deveria ser.

Dado o alto custo de construir e testar protótipos, as vantagens que a simulação

pode dar são óbvias.

Então a implementação da eficiência e robustez de modelos de veícu-

los complexos é uma área de pesquisa em dinâmica de multicorpos que merece

atenção. Os objetivos são:

• A identificação dos melhores métodos para gerar e integrar as equações de

movimento para modelos de veículos complexos

• O desenvolvimento de um algoritmo para determinar e implementar auto-

maticamente o melhor método a ser u+.iUzado

O comportamento dinâmico de sistemas mecâmcos, com ordem de mag-

nitude relativamente pequena de velocidades envolvidas, pode ser descrito ade-

quadamente pelas leis de movimento de Newton, oriundas da Mecânica Clássica e

suas numerosas variações. Descrições típicas incluem equações de Newton-Euler,

equações de Lagrange; prmcípio de Jourdain, prmcípio de D 'Alambert entre ou-

tros, como ilustrado na, figura 2.1. Este diagrama mostra de um modo simples, as

relações entre as várias formas de expressá-las, e como elas são obtidas. Forma-

Usmos que são baseados nas equações de Newton-Euler são chamados sintéticos

e aqueles baseados nas equações de Lagrange são chamados analíticos. Vários

pesquisadores construíram softwares para a simulação de sistema multicorpos.

Estes softwares são baseados nos vários formalismos MBS.

Os métodos de modelagem MBS são classificados em dois tipos de

• formalismos: redundantes e mímmo conjunto de coordenadas. O método de
<

Kane, que será usado neste trabalho é um método de mínimas coordenadas, onde

<são usadas equações de Newton e Euler na forma de D 'Alamberfc; Costa (1992).

10



Trabalho e
Energia

j
Multiplicação escalar
pêlos deslocamentos e
integração

Lei de
Newton

Representa
diferentemente

Integra

Multipli
escala
velocic

^y

Princípio de
D'Alambert

Multiplicação pêlos
deslocamentos
virtuais e substitui
as coordenadas

Momento de
Impiuso

=ação
• pelas

ades
(virtual)

Multiplicação esc.
certas componen
velocidades (real;

Equações de
Lagrange

liar por
es das

Princípio de
Jourdain

Método de
Kane

Substituí na equação
diferencial de Euler

F

PrincíDio de
Hamiiton

Figura 2.1: Lei de Newton e os vários princípios relacionado; Costa (1992)

11



Página l de l

De: aallen@parker.com <aallen@parker.com>

Para: wsakuma@embraer.com.br <wsakuma@embraer.com.br>;
lantonio@embraer.com.br <lantonio@embraer.com.br>;
tessme@embraer.com.br <tessme@embraer.com.br>;

amordkowitz@parker.com <amordkowitz@parker.com>; jsulkey@parker.com
<Jsulkey@parker.com>; lsequeira@parker.com <lsequeira@parker.com>;
fbrasfield@parker.com <fbrasfield@parker.com>; dneuhaus@parker.com
<dneuhaus@parker.com>; josef.stoiber@lli.liebherr.com
<josef.stoiber@lli.liebherr.com>; ellen.hagspiel@lli.liebherr.com
<ellen.hagspiei@lli.liebherr.com>

Ce: mmartersteck@parker.com <mmartersteck@parker.com>

Data: Terça-feira, 11 de Maio de 1999 17:58

Assunto: Embraer Program Review at Liebherr on May 18 through May 20

As we verbally díscussed, Liebherr, Embraer, and Parker representatives wiil be
meeting at the Liebherr facility in Lindenberg on Tuesday, May 18 at l :00 p.m..

Tuesday aftemoon will be dedicated to flap system programmatic issues including
forward production and retrofit deliveries, retrofit plan, and action plan
status. Wednesday and Thursday will be dedicated to Flap System techiúcal
issues.

13/05/99



Kane (1985) chama de forças de inércia generalizadas e forças ativas

generalizadas as forças e forques de inércia e externas respectivamente projetadas

v em direções particulares, chamadas velocidades parciais, em que o movimento de

parfciculas em um sistema pode ser descrito em qualquer sistema de referência.

Vários autores usam o método de Kane para descrever os sistemas

MBS, como Hustou ^ Kamman (1990) que simulam a dinâmica de sistemas

multicorpos restrmgidos, com movimento tridimensional incluindo translação en-

tre corpos adjuntos e loops fechados usando o método de Kane, através de um

programa de simulação em FORTRAN.

Li & Gontier (1993) apresentam um método baseado no método de

Kajie em que as variáveis generalizadas do sistema usadas nas equações são as

coordenadas de referência nas conexões para o movimento. As derivadas parciais

dos termos cinemáticos com respeito às coordenadas generalizadas e ás velocida-

dês generalizadas são usadas para calcular a velocidade de rotação e os vetares

de centro de massa.

Borri et al. (1993) propõe um método alternativo em que um conjunto

de coordenadas mais do que redundante é utilizado. As equações de vínculo e o

movimento do corpo são desacoplados.

Uma aproximação particular para enfrentar o problema de formular as

equações de movimento de mínima ordem para sistemas mecânicos complexos é

^discutida por HiUer (1993), que é conseguida através de um tratamento especial

de cinemática, com solução de forma fechada.

Nikravesh (1993) apresenta um processo sistemático para a construção

das equações de movimento para sistema multicoprpos contendo loops abertos

ou fechados. Apresenta primeiro um método não convencional para a descrição

da configuração de um corpo no espaço usando um conjunto de coordenadas

independentes. Para loops abertos; as equações de movimento são convertidas

em um conjunto mínimo de equações em termos das acelerações de juntas.
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Jimenez et al. (1993) apresenta um algoritmo eficiente baseado nas

transformações de velocidade para a simulação dmânúca em tempo real de siste-

mas multicorpos [MBS). Sistemas em loop fechado são transformados em loop

aberto para a eliminação das juntas. As condições de contorno das juntas são

impostas por equações de vínculo exph'citas.

Usando os conceitos de dinâmica de multicorpos. Rosenthal (1991)

apresenta um método para facilitar a automatização na geração das equações

de movimento para sistemas de cadeia aberta. Descreve um algoritmo para a

obtenção da cinemática do sistema, composto de N corpos rígidos conectados

por juntas de um grau de liberdade. Depois apresenta quatro algoritmos; em or-

dem de eficiência computacional, para a construção e resolução das equações de

movimento. Com o uso de um destes algoritmos; e métodos numéricos, é possível

construir um programa de simulação para sistemas muiticorpos de cadeia aberta.

2.3 Simulação Computacional

Os programas de simulação são feitos para executar as equações de-

senvolvidas na modelagem de sistemas. As áreas requeridas para a simulação de

multicorpos são dmânúca, matemática numérica e ciência da computação. Se-

gundo Eichberger et al. (1993), os formall.smos e os métodos numéricos vêm sendo

desenvolvidos, mas a iteração entre as áreas de pesquisa relatadas era pobre na

maioria dos grupos trabalhando no desenvolvimento de códigos multicorpos.

Os tipos de programas de simulação existentes englobam pacotes pron-

tos, que geram as equações de movimento automaticamente para o sistema mul-

^7 ticorpo desejado, e devolvem os resultados; como o SD/FAST usado por Costa

(1992) para implementar a modelagem por sistemas multicorpos de um veículo.

Estes programas podem ser simples ou complexos; amigáveis ou não; alguns com

interface gráfica. Alguns destes programas são multipropósito; como ADAMS e

DADS, e outros para classes específicas de sistemas multicorpos; como o CAR-
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SIM, Sayers & Mink (1995).

Outro tipo de programa de simulação são os programas desenvolvidos

especiaun.en.te para estudo de casos, que são construídos em C, C++, FORTRAN,

entre outras linguagens, com a ajuda ou não de programas que contém rotmas

matemáticas e geram códigos em C, como o MATLAB, MATRIX e programas

de manipulação simbóüca; como o Maple e o M.atherrïu.tica. O AUDISIM desen-

volvido por Ííill (1994) pertence a esta classe de programas.

Segundo Costa (1992). quando o método MBS foi introduzido nas áreas

de mecânica e transporte no solo, no fim dos anos 60 e início dos anos 70 através

dos trabalhos de Paul e Chace Schwertassek & Roberson (1985) . ocorreram

dificuldades com as cadeias cinemáticas fechadas e vínculos não holônomos ra-

ramente encontradas nas apücações espaciais. O trabalho de Orlandea & Chace

(1977), que originou o programa ADAM'S. um programa bastante utilizado para a

simulação de sistemas multicorpos; que possui interface gráfica para visualização,

construção do modelo e animação. lidou com este tipo de problema. Entretanto,

por ele ter sido construído com a forma mais geral das equações de movimento;

resultava em sistemas grandes que eram resolvidos usando técnicas de matrizes

esparsas.

Para superar estes problemas, o uso de programas simbólicos foi mtro-

duzido por Levinson em 1975 e seguido por Kreuzer e Sdúehlen em 1978. Foi

introduzido o uso de linguagens de manipulação simbólica de propósitos gerais

tais como MACSYMA e REDUCE com técnicas especiais para gerar códigos

eficientes em FORTRAN e evitar exceder os limites do computador.

Como alternativa, métodos de manipulação simbólicos foram combi-

nados com formalismos MBS para criar códigos MBS eficientes. Rosenthal &

Sherman (1986) desenvolveram o programa SD/EXACT, como parte de um pro-

jeto para a NASA, no qual o objetivo era desenvolver um programa que poderia

ser capaz de rodar em tempo real no computador AD100. Os resultados foram

impressionantes comparados com os programas de propósito geral para multicor-
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subprogramas. Programas de mtegração avaliam estas questões. A vajatagem é a

economia em tempo de computação.

Algumas operações críticas em programas numéricos, não causam pro-

blemas em programas simbólicos, por outro lado elas são inadequadas para al-

gorítimos calculando valores extremos. Como os programas comerciais de ma-

nipulação simbólica não são cuíequadoà pelo tamanho das expressões, Weber &;

Wittenburg (1993) desenvolveram mn biblioteca de manipulação simbólica; para

pré processamento, para formalismos MBS e outros propósitos. As interfaces

permitem a ligação dos módulos com os ambientes dos programas.

Leu et al. (1990) desenvolveu no M.athematica^ mn conjunto de ins-

truções para estudar cinemática e dinâmica de sistemas robóticos. Ele escolheu

o Mathematica^ por ele manipular operações numéricas e simbólicas; e ter uma

melhor capacidade gráfica que os pacotes REDUCE e MACSYMA.

Um programa para simulação de sistemas multicorpos. que gera de

forma simbólica um conjunto mínimo de equações diferenciais não lineares para

grandes movimentos e expressões para quantidades cinemáticas e forças de vínculo

nas juntas, foi desenvolvido por Wittenburg et al. (1990)

Levinson/Kane (1990) construíram o AUTOLEV, um programa Íterati-

vo simbólico de dinâmica de sistemas multicorpos para a formulação das equações

de movimento. Ele difere dos outros programas de multicorpos, pois dá ao usuá-

rio o controle passo a passo do processo da formulação das equações. Ele trata

iguaknente simples sistemas holônomos e não holônomos, uni, bi e tridimen-

sionais. loops fechados, vínculos, etc. Ele produz programas de simulação em

FORTRAN.

A eficiência do software vai depender basicamente dos recursos de hard-

ware disponíveis, dos métodos numéricos usados, da linguagem escolhida, do uso

de recursao ou não nas equações, e uso de computação paralela. Haug (1993) exa-

mina as considerações sobre arquitetura de computadores, e conclui que super-
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computadores partilhados são mais adequados para a implementação de formu-

laçÕes recursivas para a simulação de multícorpos, para a simulação de dmâmica

em tempo real.

Eichberger et al. (1993) refermdo-se aos benefícios da computação pa-

ralela, mostra ser esta muito mais eficiente em termos de tempo, do que se as

simulações fossem feitas em computador serial. Comparando o tempo de CPU

para os pacotes SIMPACK. MEDYNA; ele obteve redução de tempo considerável

utilizando computação paralela.

Num sistema integrado para modelagem; geração de equações simbóli-

cãs; simulação e visualização de sistemas multicorpos, Schiehlen (1993) usa uma

base de dados de sistemas multicorpos e sua implementação com um. software

de CAD-3D. A geração das equações de movimento é feita por um método de

paríicionamento da coordenada, combinada com o método da projeção. São apli-

cados na solução algoritmos simbólico-numéricos para a cinemática inversa. Os

resultados das simulações são visualizados através de animação computacional.

Lilov et al. (1990) construiu um sistema de softwa^e interativo gráfico

integrado para modelagem simbólica, avaliação numérica e projeto de sistemas

multicorpos. Pode conter loops fechados, e tem incorporado um sistema de mo-

delagem geométrica 3D, e um sistema para simulação de movimento e animação.

Os programas de dinâmica de multicorpos para propósitos gerais NBOD

& DISCOS foram desenvolvidos por ïïisch (1990) para suportar o projeto de sis-

temas de controle de atitude de veículos espaciais e análise. Ele gera subrotmas

em FORTRAN para deflmr efeitos não giroscópicos; e os dados de saída são

fornecidos em forma compatível para plotar.

O NEWEUL. um programa desenvolvido em FORTRAN 77 por Kreu-

zer/Schiehlen (1990), também gera as equações de movimento simbólicas para

a análise da dinâmica de sistemas mecânicos usando técnicas de modelagem de

sistemas muíticorpos.
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Miomir et al. (1990) desenvolveram um programa, o SYM, para a ge-

ração e manipulação de equações cinemátícas e dinâmicas de forma sünbólica.

Por sua alta eficiência computacional, permite miplementação em tempo real.

Contém manipuladores de juntas, que as enrijecem ou as tornam elásticas.

MEDYNA é um programa integrado baseado no método de sistemas

multicorpos desenvolvido por Wailrapp & Fuïü-er (1990) para a simulaç ao de

dinâmica de uma grande variedade de sistemas dmâmicos como veículos. Ele tem

suporte para modelagem. geração de equações de movimento, soluções nuraéricas

modernas e técnicas de análise de sistemas.

Mães et al. (1990) desenvolveram um programa baseado no princípio de

D 'Alambert que permite derivar as equações de movimento de qualquer sistema

mecânico que pode ser representado por um conjunto de corpos rígidos interco-

nectados. Este programa chamado ROBOTP^AN tem importante aplicação em

robótica e dinâmica de veículos. As variáveis do sistema são as variáveis genera-

lízadas que descrevem o movimento relativo das juntas do sistema. Possui uma

biblioteca de juntas, vínculos podem ser considerados; e os vínculos resultantes

dos loops são gerados automaticamente. A técnica dos multiplicadores de La-

grange permite derivar o conjunto completo. A redução do sistema através da

elinúnação destes multiplicadores e o método da eliminação do particionamento

das coordenadas está disponível.

O programa de multicorpos de Huston &; Kamman (1990) construído

em FORTRAN simula a dinâmica de sistemas vinculados usando as equações

de Kaue. Os sistemas podem ter movimento tridimensional incluindo translação

entre os corpos adjuntos e loops fechados. Os vetores de velocidades parciais

e velocidades angulares parciais formam os vetares fundamentais das equações

de movimento, e também utiliza os parâmetros de Euler para as singularidades

geométricas.

Rulka (1990) desenvolveu um programa chamado SIMPACK. para si-

mulação e cálculo de movimento e forças de iteração de sistemas mecânicos tridi-
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mensionais. Os corpos podem ter grandes movimentos e ter deformações elásticas.

Os sistemas mecânicos são defuúdos modularmente em bibliotecas contendo jun-

tas; forças, etc. O usuário pode intervir em muitos pontos do programa. Ele tem

um pós-processador que mostra os resultados numéricos em gráficos bídimensio-

nais, e em computadores especiais; tridimensionais.

Outro programa iterativo construído para sistemas multicorpos tridi-

mensionais é o COMPAMM, desenvolvido por Jimenez et al. (1990). Ele usa as

coordenadas cartesianas de dois ou mais pontos e os componentes cartesianos de

um ou mais vetares umtários rigidamente atracados no corpo ao mvés de usar

os ângulos de Euler ou parâmetros de Euler para definir a orientação espacial do

corpo.

Paul (1990) desenvolveu DYMAC & DYSPAM em FORTRAN para so-

lução de problemas de dinâmica de corpos mterconectados sujeitos a movimentos

planos. Seu objetivo é encontrar deslocamentos, velocidades; acelerações, reações

de juntas para sistemas com vários graus de liberdade sujeitos a forças arbitrárias

inseridas pelo usuário. O mecanismo pode conter loops fechados ou abertos, e

estar sujeito a vínculos auxiliares impostos por engrenages, carnes e geração de

movimento dado pelo usuário.

PLEXUS é um software desenvolvido por Barraco et al. (1990) para

análise de corpos rígidos baseado no princípio do trabalho virtual, e as defor-

mações são analisadas pelo método dos elementos finitos que permite a análise

numérica do comportamento diaâmico de corpos rígidos e flexíveis.

Através de um método baseado em pró j ecoes ortogonais de massa, que

podem ser usados para elimmar as variáveis algébricas nas equações diferenciais

algébricas de segundo grau de dinâmica de MBS., reduzindo a equações diferen-

ciais ordinárias, Sofer et al. (1993) desenvolveu DYNAMITE, um ioolkit para

simulação de MBS que implementa o método.

Um método computacional para solução e formulação de equações de

19



movimento não lineares para sistemas mecânicos, compostos de corpos âexíveís

inter conectados, sujeitos a movimentos e/ou restrições geométricas, com defor-

moções elásticas e grandes rotações e translações, foi desenvolvido por Anderson

(1993).

Conto et al. (1993) construíram um software para ser usado como uma

ferramenta especialmente adaptada ao ensino de dinâmica d° multicorpos. En-

volve cinemática de juntas de contacto, dinâmica de corpos flexíveis, métodos

de integração e trabalha com vários formalismos multicorpos. possumdo vários

módulos integrados usando coordenadas relativas, cartesianas ou generalizadas.

Um programa de multicorpos especialmente construído para estudo de

handling de veículos é o NUBEMM, desenvolvido por PanMewicz (1990).

Um software apresentado por Bach et al. (1993) é uma implementação

do método da projeção para a descrição MBS. E composto de dois toolkits, um

para sistemas planos e outro para sistemas espaciais. Contém corpos; vínculos

e forças. Forma as matrizes de massa diagonais, e cria as matrizes e vetares

numéricos para descrever o sistema. Manipula sistemas com vínculos dependentes

do tempo, problemas de cinética inversa, impactos de sistemas planos, mas é

restrito a sistemas determinados estaticamente.

O fator humano é cada vez mais foco de atenção para os pesquisadores

em simulação de multicorpos, principalmente no que se refere a veículos. Haug

(1993) afirma que as apücações de direção em veículos terrestres avançadas estão

permitindo a pesquisa de uma uova classe de fatores humanos e a capacidade

emergente para sintonizar o projeto de veículos com a capacidade do motorista.

Para estes estudos foi construído o Simulador de Direção de lowa.

Preocupados também com o faíor humano, Freemau et al. (1995), usa o

Simulador de Direçao de lowa nos seus experimentos, utiliza uma formulação para

a dinâmica de multicorpos em. tempo real desenvolvida recentemente para criar

simulações de veículos com alta fidelidade, base de movimento de seis graus de
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liberdade, imagens grá&cas texturizadas com campo de visão amplo; com fontes

de áudio direcionais, e vários cabos mstrumentados mtercambiáveis para prover

uma sensação realista de retroalimentação para o motorista.

2.3.1 Programas orientados a objetos

As qualidades do paradigma da orientação a objetos, estão cada vez

mais sendo utilizadas para programas de simulação de sistemas multicorpos. As

vantagens são vistas desde a modelagem e análise orientada a objetos do proble-

ma, passando pela programação, até a manutenção e reutilização do código.

Sayers & MÍnk (1995) utiliza uma interface gráfica de simulação para

usuário (SGUI), que prove um ambiente de simulação de veículos fácil de usar.

o CARSIM. O usuário interage com janelas, botões, e menus; em um ambiente

multitarefas como o UNIX, Windows; ou MacOS. O nível de computação reque-

rido pelo usuário é reduzido com. isso. A base é um programa orientado a objetos

gráfico, e os programas de simulação são gerados pelo AUTOSIM, desenvolvido

por Sayers (1990,a;b) em LISP. orientado a objetos.

Um programa em C++ orientado a objetos foi construído por Ana-

tharaman & HiUer (1993), na forma de um toolkit para simulação numérica de

MBS complexos. A orientação a objetos pernüte usar diferentes métodos de

fomulação MBS, e facilmente introduzü- novos tipos de componentes ou novos

métodos numéricos.

Usando também a orientação a objetos para construir um modelo de

dados para formalismos multicorpos diferentes; Daberkow et aí. (1993) construiu

uma aproximação integrada de modelagem CAD. com geração de equações de

movimento, simulação e visualização. O modelo de dados, que permite mode-

lagem multicorpos com uma interface direta em uma base de dados para CAD,

pode ser integrada a um sistema CAD-3D comercial. Contém uma interface adi-

cional para visualização dos dados. Para loops cinemáticos fechados, um conjunto
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de equações diferenciais ordinárias e equações algébricas acopladas é formulado

automaticamente, que pode ser resolvido com uma algorítüno de mtegração mul-

típasso.

Um modelo de dados orientado a objetos foi defeúdo para sistemas

MBS parametri^ados por Otter & Holke (1993). Um esquema para armazenar a

descrição de um MBS numa base de dados bem como o formato do arquivo para

armazená-lo em mn arquivo de dados de troca, são diretamente derivados deste

modelo de dados. Otter et al. (1993) construíram uma biblioteca para a linguagem

DYMOLA orientada a objetos, para a geração de equações de movimento de

MBS.

Usando os conceitos de modularidade e hierarquia. Lückel et ai. (1993)

definiu um método baseado nas conecções de forças e um aigorítímo recursivo de

Newton-Euler para compor um MBS.

A aproximação orientada a objetos apresentada por Rein (1993), usa

uma classe se, que ele chama de ambiente escalar, para tratar todos os tipos de

dados como escalares, e facilitar as operações nos formalismos multicorpos.

Kecskemeíhy (1993) apresenta um novo método para a geração dos Ja-

cobianos, com uso da modelagem orientada a objetos de dinâmica multicorpos.

Ele compara o tempo de computação para a geração de equações dinâmicas ba-

seado em Jacobiano, e outros métodos, através de uma implementação em C++

para um caso particular.

Hocke et al. (1993) desenvolveu um pacote para análise e projeto de

MBS., baseado em um ambiente para aplicações científicas e de engenliaria,

RSYST. O sistema multicorpo é descrito e armazenado em uma base de dados

orientada a objetos de Otter, Hocke, Daberkow e Leister. Métodos especiais para

utilizar os objetos de dados de um MBS são obtidos em interfaces de programação

e módulos KSYST.
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2.4 Tendências futuras

No Brasil, a pesquisa em sistemas multicorpos está começando a ser

desenvolvida. As aplicações das técnicas de modelagem de sistemas multicorpos,

estão claramente visíveis em veículos. Com o desenvolvimento das ferramentas de

software, e aprimoramento do harà-ware, está cada vez mais rápido obter itísulta-

dos a partir de modelagens MBS^ para serem, utilizados em projetos de veículos,

sistemas robóticos e aeroespaciais.

O desenvolvimento depende basicamente de uma iteração de três ün-

porfcantes áreas:

l. Dinâmica

2. Matemática

3. Computação

Na dinâmica encontra-se a modeiagem e descrição dos sistemas através

da formulação de equações de movimento do sistema, na matemática os métodos

de resolução das equações envolvidas numérica e simboücamente, e na compu-

tação, o desenvolvimento de sofèwares que permitam a rápida geração de progra-

mas de simulação, e hardware que permita a redução do tempo de computação.

O paradigma da orientação a objetos é uma ferramenta cada vez mais

usada no desenvolvünento de todos os tipos de softwares. Para os programas

destinados a sistemas multicorpos, suas vantagens estão sendo comprovadas na

facilidade de manipulação, manutenção, na sua modularidade, e no uso de suas

características; que permitem uma maior aproximação do programa com o pro-

blema real.
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2.5 Conclusão

Foi apresentada uma reunião dos mais importantes trabalhos recentes

na área de sistemas multicorpos e softwares destmados a este propósito. O tra-

balho a ser desenvolvido aqui; visa usar as técnicas de programação orientada a

objetos, manipulação simbólica, o método de Kane e a aproximação de Rui para

simular um modelo de veículo desenvolvido por Costa, e comprovar a eficiência

da aproximação.

Esta revisão mostra que a pesquisa em simulação de MBS aplicada

a veículos está indo no sentido de reduzir o tempo de cálculo, usando recursos

computacionais de softwares e hardwares mais avançados.
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Capítulo 3

Modelagem MBS

3. l Introdução

Na modelagem MBS, o sistema é visto como mn conjunto de corpos

possuindo inércia, molas e amortecedores. Num sistema dinâmico, as merdas

realizam a tarefa de armazenar energia cinética. As molas (ou elasticidades),

realizam a tarefa de armazenar energia potencial. Os amortecedores realizam

a tarefa de dissipar energia. Há movimentos relativos entre os corpos até seis

graus de liberdade por junta. O número de graus de liberdade definem a mínima

quantidade de coordenadas para determinar a posição do sistema.

As equações para o sistema MBS são obtidas a partir da segunda lei

de Newton, em suas várias formas como será mostrado na seçao 3.4.

Neste capítulo serão apresentadas as bases teóricas para a formulação

das equações cinemáticas e de movimento para um veículo utilizando o método

de Kane. Foram usados como referências básicas o livros de Kane (19?5) e Rill

(1994), e a tese de doutorado de Costa (1992).
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3.2 Configuração do sistema

A configuração de um sistema S de k partículas. Pi; ...; P^ em um sis-

tema de referência R é conhecido sempre que o vetor posição de cada partícula

relativo a mn ponto fixo em R é corLhecido. Então k quantidades vetoriais ou 3k

quantidades escalares são requeridas para a especificação da configuração de S

em R.

As quantidades escalares x^ yi e zi são chamadas coordenadas cartesia-

nas e elas são definidas como segue. Se e^, €y, e^ são vetares unitários orfcogonais

em R, então:

l — ' í '^2; t iJ.

Vi == n-Cy

-ïí = ^ • e^

em que TI ê o vetor posição do ponto o fbco em R ao ponto P^ e eles

representam as componentes de Pi nas direções 63., êy, e^. Esta situação é ilustrada

na figura 3.1.

3.2.1 Vínculo de Configuração

Se o movimento de S é afetado pela presença de corpos que estão em

contacto com um ou mais pontos de Pi, vínculos são impostos nas posições que

a partícula pode ocupar. 5" é então dito estar sujeito a vínculos de configuração

e uma equação expressando tais vínculos é chamada equação de vinculo holôno-

mo. Um exemplo de vínculo de configuração é representado pelas barras rígidas

di, ^2, ^3 entre a5 partículas Pz, PS? -^4 na figura 3.1. Isso pode ser expresso como:

f(^l. 2/1^ -; ^k, Vk, Zk, t) ^ O (3.2)
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Figura 3.1: Configuração de mn sistema de partículas

Equações do tipo 3.2 são classificadas como reonômica ou escloronômi-

ca, de acordo com que a função / contenha ou não o tempo exph'cito.

3.2.2 Coordenadas Generalizadas

Quando um conjunto S de k parfcículas Pi,..., Pk é sujeito a vínculos

representados por s equações holonômas de vínculo, somente:

TZ == 3k — s (3.3)

das 3k coordenadas cartesianas x^ y^ Zi são independentes umas das ou-

trás. Nestas cu-cunstâncias pode-se expressar cada uma delas como uma função

do tempo t e n funções de í. diz-se Çi(í),..., Çn(é) de tal modo que as equações de

vínculo são satisfeitas. Esias quantidades são chamadas coordenadas generaliza-

das de S em J?.

O número de n coordenadas generalizadas de um conjunto S de k partí-

cuias é o menor número de quantidades escalares independentes tais que para
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cada conjunto de valores para estas quantidades e o tempo t, corresponde a uma

configuração admissível de S em R.

3.2.3 Velocidades Generalizadas

Expressões para velocidades angulares de corpos rígidos e velocidades

de pontos de um sistema S^ cuja configuração em um. sistema de referência R é

caracterizado por n coordenadas generalizadas Çi,..., Çn; podem ser descritas em

uma forma vantajosa particular através da introdução de n quantidades ui; ...Un

chamadas velocidades generalizadas para S em R^ definidas como:

=^<^+^(r-l...n) (3.4)u^

s=l

em que Grs e Jr são funções de gi,..., Çn e t. Elas devem ser escolhidas

tais que 3.4 possa ser resolvida unicamente para Çi,..., Çn que é:

n

g, = ^ C,,^ + £)„ (r = 1...7i) (3.5)
s=l

em que Crs e Dr são funções conhecidas de Çi,..., Çn e í. As equações

3.5 são chamadas equações diferenciais cinemáticas para S em R, e elas desem-

penham um importante papel na derivação das equações de movimento para o

estudo de um sistema mecânico.

3.2.4 Vínculos de Movimento

Pode ocorrer por razões físicas. que as velocidades generalizadas ui.., Un

para um sistema de referência R não são independentes umas das outras. Neste

caso S é dito ser sujeito a vínculos de movimento^ e uma equação que relaciona

u^..,Un para cada um é chamada equação de vínculo não holônomo. Neste caso
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S é chamado um sistema não holônomo.

Quando todas as equações de vínculo não holônomos podem ser expres-

sãs como as m relações:

= ^ Yis^s + Z,, (i =p + l...n) (3.6)u,

s==l

onde

p = n— m (3.7)

e YrsQ Zí são funções dadas de çi,..., qn e í, S é referido como um sistema

não holônomo simples possuindo p graus de liberdade em R. Alternativamente.

as equações de vínculos de movimento podem ser também expressas como:

n

^ Wirq^ +Xi = 0, (ï - p + l..-n) (3.8)
r=l

onde WÍT e X{ são também funções dadas de çi,..., Çn e í; e elas expres-

sam as equações 3.6 em fuação de derivadas das coordenadas generalizadas.

Vale notar que as equações 3.6 e 3.8 não devem ser mtegráveis, isto é,

não deveria haver uma função /(çi—Çn) que é constante em todo o mtervalo de

tempo, em que 3.6 e 3.8 sejam satisfeitas. Se tal função existisse, então çi.-.Çn

não seriam independentes entre elas, e então elas não constituiriam um conjunto

de coordenadas generalizadas. Ou então; pode também ser dito que vínculos de

movimento descritos pelas equações 3.6 e 3.8 não podem ser obtidos através de

diferenciação de um vínculo de posição.

Um exemplo clássico de vínculo não holônomo é um disco plano rolando

sem escorregar em um plano. Há vínculos com relação ao seu movimento (a

direçao do vetor velocidade de seu centro de massa deve sempre coincidir com
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seu ângulo de condução - sem escorregamento), mas o disco pode ser posicionado

em qualquer lugar no plano, isto é, não há vínculo com relação a configuração

que ele pode ter.

3.2.5 Variáveis de Estado

As variáveis de estado de um sistema S em um sistema de referên-

cia R são um conjunto de quantidades escalares que permitem a descrição da

configuração e movimento de cada partícula Pi pertencente a S.

A configuração de S em R em particular; por exemplo a localização

de cada centro de massa do corpo e a orieDtação de cada corpo, é determinada

pelas coordenadas generalizadas Çi,...,Çn- Dada a configuração de S em R, o

movimento de cada partícula P^ pertencente a S é determinado pelas velocidades

generalizadas ui, „., Un.

Por causa da diferença no tratamento de vínculos para os vários mé-

todos de equacionamento, há diferença em relação à defimção das velocidades e

coordenadas generalizadas, e portanto das variáveis de estado. Normaknente, em

cada método de equacionamento. as variáveis de estado são definidas como sendo

aquelas quantidades de configuração ou movimento que são obtidas através de

integração das equações de movimeriío geradsus pêlos métodos. Ou então, pode

se dizer que uma certa quantidade é uma variável de estado em um certo método

se ela pode somente ser obtida por integração nesse método.

3.3 Cinemática

Em cada um dos n corpos de um sistema multicorpo é fixo um sistema

de coordenadas ortogonal da mão direita. A posição do i — ésimo corpo em um

sistema de coordenadas inercial a;o;2/o;^o é determinada então através do vetor

posição e da matriz de rotação:
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roi.o ^ ^,o(ç) (3.9)

A<,=Aoi(ç) (3.10)

As coordenadas generalizadas são concentradas com isso nam vetor

posição n x l : g == [çi],ï = l...n. O tipo de índice escolhido em 3.9 é descrito a

seguir. TQÍO indica o vetor desde a origem do sistema de coordenadas 2:0; ï/o; ^o à

origem do sistema de coordenadas x^y^zi. O índice dividido por vírgulas indica

que as componentes do vetor r^ são dadas no sistema de coordenadas O.

A matriz de rotação Ayi dá a posição do sistema de coordenadas fíxo

no corpo x^ yi, zi no sistema 3*03 Voi ^o- Ela é ortogonal:

A^ -A^=E (3.11)

Em 3.11, E indica a matriz identidade. O expoente T é usado para

"transposta .

O vetor transformado do sistema i para o sistema O é:

r,o=Aai'r,i (3.12)

A velocidade que o corpo í se move no sistema O; é definida através da

variação no tempo do vetor posição:

d , , Y-^ Qfoi.o\
^oi,o = Toi.o = ^r^W ^ ^ ~ VQa7/ qj = voi-o^q: ^ P-13)

J=l -13

O vetor da velocidade angular
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^oí,o = ^oi.o (Ç, Ç) (3.14)

é obtido do tensor anti-simétrico

'9':
^)O -^oi(3) cjoi(2)

^.(3) O -c^(l)

-^(2) a^(l) 0

com Woi.o =

^i(l)

^(2)
^oiW

(3.15)

que é obtido da matriz de rotação 3.10 e sua derivada a seguir:

^"^ ^^~^-0t A Tl • / *

^oi.o = -^(Aoi)A^ = > ^ -^-A^qm -= a;^o(ç, g)
d
dt /--/r; Qqr

(3.16)

Através das velocidades generalizadas escolhidas adequadamente

u=K{q)q=u(q,q) (3.17)

pode ser estabelecida era vários casos uma simplificação considerável

na expressão para a velocidade

Vai,a(q,q)^Voi,o(q,u) (3.18)

e para a velocidade angular

^oi,o(q,q) -^^oi.o(q,u) (3.19)

As velocidades generalizadas u^i = l... n agrupadas no vetor n x l

dependem de acordo com 3.17 das derivadas das coordenadas generalizadas q.
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Para a definição da matriz cinemática K n x n não há regra. Ela deve

ser escolhida durante o problema. Simplificações resultam das definições das

equações de movimento e uma compreensão considerável da descrição, quando as

dependências das posições não lineares podem ser transferidas total ou parcial na

matriz cinemática K(q).

As derivadas da velocidade e da velocidade angular levam à aceleração:

d .. V^ av^o (^ u) l. , V^ ^^.0 (^ u) ...a".° = Ítvm-° = ^ ^"'Q^' "lqi+Ï """Ï' "^ (3-20)
J=l ^ J=l

d ^ Q^oi,o (ç, ^) ,. , \-^ Q^oi.o (Ç, U} .
^oí.o = ~~,^oi.o ^

-/oi,o ^ U) ^^ +1^ ~"UX^"/^ (3*21)
dt—° ^ 9q, - • ^ ^,

Em alguns casos é recomendado usar como velocidades generalizadas, as

velocidades üoz,o e as velocidades angulares cjoio que não dependem explicitamente

da coordenada generalizada q. Então debcam de existir em 3.20 e 3.21 as derivadas

parciais -j^-2- e ^ol'°. O cálculo da aceleração a^o e da aceleração ajigular ao^o

simplifica consideravelmente.

3.3.1 Cinemática relativa

Posição

Os movimentos do veículo inteiro são observados de um sistema fixo

(mercial). Neste sistema podem ser descritos os movimentos das outras partes do

veículo, por exemplo, roda e corpo da roda.

Correspondente à figura 3.2. obtém-se para o vetor posição desde a

origem no sistema inercíal Xo, yo, ^o à origem do sistema fixo na roda x^ y^ zi:
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Figura 3.2: Cinemática relativa. RiU (1994)

roi.o = roB,o + -^oBrBí,5 (3.22)

Em 3.22 torna-se clara a utilidade da transformação da matriz de ro-

taçãoAo^- Através da multiplicação por Ao^, o vetor descrito no sistema de

refência B^TIB.B é tranformado para o sistema O. Isto é:

rBi,o = -^oBrBi,B (3.23)

Os movimentos de rotação dos corpos em relação a um sistema de

referência são descritos através da matriz de rotação Api. Para a rotação em um

sistema mercial vale então:

'-oi — -rLoB-rLBi (3.24)
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Velocidade

Diferenciando-se 3.22 no tempo, obtém-se a variação da posição do

i — ésimo corpo no sistema inercial O.

d . d d / , . .
-n^oi.o = foi.o = -nroB,o + -^{^oB'rBi,B) = ^oB,o + AoBrBi,B + ^OB'TBÍ,B (3.^

Em que r^ o indica a variação de posição da origem da coordenada i

no sistema O, e r-s^-s a variação de i no sistema B.

O sistema O é fixo, portanto r^o é a velocidade absoluta. Velocidades

absolutas são indicadas por v. Portanto também vale

Vaí.o = TOÍ.O (3.26)

Em 3.25 é apresentada a derivada da matriz de rotação. Através da

transformação dos termos correspondentes, resulta a velocidade angular.

AoBT"Bí,B =^oB-^oB. •^oBfBi,B = ^oB,o ^oB'ï>Bï,B= ^oB,o X Ï'Bi,o (3.27)

t*so3,o TBÍ,O

Ao mesmo tempo aproveita-se a ortogonalidade da matriz de rotação

A^sAoB = £', a definição de velocidade angular pelo tensor anti-simétrico WoB.o =

AoB^-oBi e ° ^° ^e <lue- a DiultipUcaçao de um tensor an.ti-simétrico por um vetar

dá o produto vetorial WoB.o rBi,o = ^oB,o x ^Bz.o- A relação entre ^oB.o e ^oB.o é

dada por 3.15.

Com 3.26 e 3.27 determma-se 3.25

Voi,o = VoB.o + ^oB,o X rBi,o + Ao^r^.B (3.28)
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A velocidade absoluta estabelece-se somando os termos da velocidade

de arraste VoB,o + ^oB.o x T"Bi,o^ com a- velocidade relativa rBi,B'

A velocidade relativa, e também a variação da posição de í no sistema

B; pode ser calculada somente no sistema B. O resultado pode ser então trans-

formado para outro sistema de coordenadas. A expressão AoBrB^B mdica que a

velocidade relativa de í é descrita no sistema B e transformada para o sistema G.

Em relação às rotações consecutivas, vale para a velocidade angular

^oi.o ^ ^oB.o + AoB^;Bi,B (3.29)

Análogo a uJoB.o- ps^a. a veiocidade relativa (^BÍ,B é definido tensor anti-

simétrico

WBÍ.B = ABÍÁ^Í (3.30)

Para a maioria dos corpos é vantajoso escrever a velocidade absoluta

3.28, e a velocidade angular absoluta 3.29 no sistema de referência B fixo no

veículo .

V^,B = VoB,B + ^o5,B X ?'Bi,B + ^,B (3.31)

^oi,B = ^oB,B + ^Sz,B

Para cada corpo, debca de existir então as transformações das velo-

cidades relativas TB^B e ^BÍ,B para- o sistema O. Simplesmente as velocidades

absolutas descritas no sistema fixo no veículo, devem ser transformadas do siste-

ma inércia!; onde elas são calculadas, para o sistema de referência fbco no veículo.

VoB,B = ABoVaS.o = ABo(-^roB.o) (3.32)
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^oB,B = ^Bo^oB.o

Aceleração

Diferenciando-se 3.28 e 3.29, obtém-se a aceleração absoluta

d
^oi,o = —i—'^oí,o ^á.'

e a aceleração angular absoluta

d
aoi,o ^ -Tiu}oi,o {'à..

Também é conveniente escrever a aceleração no sistema fixo no veículo.

0'oi.B = A^aaí,a = ^[-^(A^oz^)] = A^[Aoff^B + A^^s] (3.35)

Análogo a 3.27 tem-se

AoBVoi,B = ^oB,E X 'Üoí,o (3.36)

A partir de 3.35 determina-se a aceleração no sistema fixo no veículo.

0-oi,B = ^oB,B X Voi.B + VW,B (3.37)

Com o mesmo procedimento obtém-se a aceleração angular absoluta.

Oioi,B = ^oB.B X 0/oí,j3 + á/oí,B (3.38)
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A variação da velocidade absoluta e da velocidade angular absoluta no

sistema de referência fixo no corpo resulta de 3.31.

VOÍ.B = VoB.B + ^oB,B X 'TBÍ,B + ^oB.S X TBÍ.B + ;TEÍ,S (3.39)

^oz,B = ^oS,B + ^Bi,B

Para o cálculo das equações de movimento, a aceleração é decomposta

nos termos de primeira derivada; segunda derivada, e os termos residuais. Orde-

nando correspondentemente as equações 3.37 e 3.38, obtém-se

CLçi.B = VoB.B + ^oB,B X T"Bi,B + ^oB,5 X TBÍ.B + ^z,B + ^o5,B X ^,5

Qffi.B = ^oB.B + ^Si.B + ^oB.B X O/oi.B (3.40)

3.4 Equações de Movimento

3.4.1 Generalidades

Para a definição das equações de movimento existem vários processos.

Os mais conhecidos são as formulações de Newton, Lagrange e D'Alambert.

Na dinâmica de veículos o movimento dos corpos é descrito em um sis-

tema de coordenadas fixo no veículo. Kane (1985) mostra que para tal problema

o processo de Jourdain com o uso adequado das velocidades generalizadas oferece

grandes vantagens perante outros processos.
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3.5 Métodos Eulerianos

Formalismos sintéticos que são também referidos como métodos eule-

rianos, são baseados em equações que descrevem o equilíbrio de forças em um

sistema. Eles podem ser obtidos através das equações de movimento para um sis-

tema mecânico. O momento Imear para um corpo rígido z em um sistema mercial

O é dado por:

Li,a == m,^,o (3.41)

onde Dii é a massa de i, e Vow.o é a velocidade do centro de massa, i*,

de i em O.

O momento angular central para o corpo i sobre seu centro de massa.

i* em um sistema mercial O é descrito por:

-^i*.o = Ii*,o • LJoí,o (3.42)

onde li^oi chamado tensor central de inércia de z, é o tensor de inércia

de i relativo ao seu centro de massa, e ^oi,o é a velocidade angular de i em O. A

quantidade H^,o é um vetor.

As equações de Newton-Euler podem ser obtidas das equações anterio-

rés 3.41 e 3.42. Para o movimento de translação do corpo rígido í, as equações

de Newton são:

Fi àT= mia°"'° (3'43)

onde FÍ é a resultante de todas as forças distantes e de contacto agindo

em i. e a^ a aceleração do centro de i em O. Para o movimento rotacional de i,

as equações de Euler são dadas por;
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Ti = ^ = Ií*,o • 0/oí,o + ^oz,o X Ií*,o • ^m.o (3.44)

onde Ti é a soma de todos os momentos (forques de binários) aplicados

ao corpo i no seu centro de massa; e 0:01,0 é a aceleração angular de i em O.

As equações 3.43 e 3.44 definem uma relação linear entre as derivadas

das velocidades e a soma das forças e forques externos aplicados ao corpo. Para

um sistema com n graus de liberdade, um conjunto de equações na forma

Mu == fgen (3.45)

pode ser obtido das equações 3.43 e 3.44; em termos das derivadas das veloci-

dades generalizadas como definido na seção 3.2.3. Estas equações são chamadas

Equações Diferenciais Dinâmicas.

A matriz M n x n a ser defmida na seçao 3.7 consiste dos coeficientes

das derivadas das velocidades generalizadas. é chamada matriz de massa e seus

elementos têm unidades de massa, momentos de mércia ou expressões contendo

ambos. O vetor fgen de dimensão n é chamado vetor força e seus elementos tem

unidades de força, ou momentos. Ele inclui todos os elementos que aparecem, do

lado direito da equação de movimento e todos ou outros termos remanescentes

que não multiplicam uma derivada de uma velocidade generalizada.

Equações 3.5 e 3.45 definem um conjunto de 2n equações diferenciais

que descrevem o movimento de um MBS e que pode ser resolvido para q e u

usando técnicas de álgebra linear. Para o sistema não holônomo. com p graus

de liberdade, ainda haveria n equações deflmdadas por 3.5; mas ao invés de n,

haveriam p equações dinâmicas. 3.45. e m equações de vínculos não holônomos,

3.6. O vetor resultante das derivativas das coordenadas generalizadas e veloci-

dades pode então ser integrado numericamente para gerar a resposta do sistema

multicorpo.
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Aqui será usado o método de Kane para obter as equações 3.45. A

descrição do método de Kane será feita mais adiante.

3.6 Princípio de Jourdain

O princípio de Jourdain diz que a potência virtual de todas as forças e

momentos de reaçao que aparecem em um sistema, se anulam. Para um sistema

de k corpos rígidos determina-se

k

E {SVT^ • ^ + 5<o • ï%} = ° (3-46)
i=l

A transformação T, transposta, significa que os vetares coluna ôv^o e

ê^oí.o são escritos como vetores UnÍia.

As forças e momentos de reação Fz e T^ provocados pêlos vínculos

cmemáticos (articulações, mancais, guias) podem ser definidos pelas equações de

movimento de Newton-Euler:

m,. a^ = ^ + Fff (3.47)

Ii,o • ^oi,o + ^,i X Ii,o • ^i,o = T^ + ^7 (3.48)

As forças e momentos atuantes nos corpos livres i são repartidos em

força de reação F^ e momento de reaçao 7^, assim como as forças e momentos

externos residuais F^ e T^t.

Para a velocidade virtual dos i — ésimos corpos vale

^Qvoi.o(q,u)
Sv^a = ^ ^r "/^- (3-49)

j=l 3
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e para a velocidade angular virtual

^Q^oi,o(q,u)
^i,o = > , —^~'~~ÒU3^ ^ (3.50)

As derivadas parciais em 3.49 e 3.50 serão usadas para o cálculo das

acelerações em 3.20 e 3.21.

Com 3.47 a 3.50 determina-se o princípio de Joujdain para um sistema

com k corpos rígidos com n velocidades generalizadas:

V-A^^7
Qv,

mi.
Qu.

\n, _l_ -m. - ^res •c'ext-Us -uni • a^ - r^' + (3.51)

9^,o
Qu,

ïí.o - —2-Us Jr I^.o - ar^ + a^.i x I^^ ' ^oi.o - ï?
"'

rnext
i0

}ÔUr = O

r, s = l...n

A simplificação introduz com isso as acelerações residuais

a^_ = ^"oi^o — /_^

J=l

-^ <^oí,o ($, U) ^

9<Sj
Qj

^es _^<^_oi,o(q,u)^a^-^—^—qí

como chi,r ^ O resulta que

(3.52)

M • ú = /^en (3.53)

com os elementos da matriz de massa n x n simétrica

M^ =
k

•ç—^ QVÏÍ.O QVai.a , 9^Ïi.

z-/1 Qu,
í=l

-m,- ^—+
ÔUs 9Ur

42

O T QU}OÍ,0
•l*, O
''" Ou.,

(3.54)



e os componentes do vetor n x l das forças e momentos generalizados

k ( c^^.T í3, .T
\~^ J '-/uoi,o r^e^ _./,^-esl _i_ *-'woí,o ^6^ __ T- - ^X^s

^ = z^ \ ~^~ [F^o' ~ m^acToJ + ~^~ [l'^t' ~ 1^ • ^"0 - ^OÍ,Í x -1^,0 • ^oi,oj

i=l

(3.55)

Com a seguinte equação diferencial cmemática oriunda de 3.17

K' q - u (3.56)

e com 3.53 a dinâmica de um sistema multicorpo é descrita completa-

mente.

O Princípio de Jourdain com o uso das velocidades generalizadas con-

duz, diferente do princípio de D 'Alambert. no lugar de n equações diferenciais

de segunda ordem; a 2n equações diferenciais de primeira ordem.

Com a escolha trivial das velocidades generaUzadas

u = q (3.57)

o princípio de D 'Alambert e o Princípio de Jourdam conduz às mesmas

equações de movimento.

3.7 Método de Kane

O método de Kane pode ser classificado como um método Euleriano.

Ele conta com certas quantidades que serão definidas mais adiante chamadas

velocidades parciais. Ele usa as equações de Newton e de Euler; equações 3.43 e

3.44; na forma de D 'Alambert, e o princípio da ortogonalidade de Telegen para

projetar os vetores força em direções particulares, através do produto escalar.

Ê similar ao princípio de Jourdain da potência virtual, que estabelece que a
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potência virtual associada às forças e aos forques de vínculo devem desaparecer.

Entretanto, ele não usa componentes virtuais, mas componentes específicas das

expressões das velocidades reais para os corpos.

Deste modo; Kane obteve relações escalares entre as forças e forques de

inércia projetados, que ele chamou forças de inércia generalizadas e as forças e

forques externos projetados. que ele deíuúu como forças ativas generalizadas. As

equações dinâmicas de Kaae nesta forma são válidas para descrever o movünento

de um sistema S de partículas Pj em qualquer sistema de referência. As forças

de inércia generalizadas e forças ativas generalizadas devem ser definidas em um

sistema de referência Newtoniano.

3.7.1 Velocidades Parciais

Para um sistema holônomo simples S possuindo n graus de liberdade

em um sistema de referência R^ então a;i; a velocidade angular em R de um corpo

rígido i pertencendo a S evp •. a velocidade em R de um partícula Pj pertencendo

a S. pode ser expressa como

71

E
r=l

^í=y,w^+^ (3.58)

VP,=^VPjur+vtP, (3-59)
r=l

onde uJ[^ vrpj (r = l...n);a/Í e vtp são funções de q\,...,qn e í. O vetar

^ é chamado a r — ésima velocidade angular parcial holônoma de i em R e v^,

é a r — ésima velocidade parcial holônoma de Pj em R. Se o sistema é holônomo

esclerôrmco. ut e v-o. são zero, senão ele é holônomo reonômico.i - - r -j

Se o sistema S é não holônomo; os vetares cjí; vp, podem também ser

expressos como
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UJi = ^ C^UT. + (Z'J
r=l

^ =^VP,ur+vtP,
r=l

onde w\, Vp (r = l...n), ^ e vtp são funções de Çi,..., g^ e t. O vetor ^

é chamado a r — ésima velocidade angular parcial não holônoma de i em R e Vp

é a r — ésíma velocidade parcial não holônoma de Pj em R. Quando se trata de

velocidades parciais angulares e de velocidades parciais, pode-se geralmente omitir

os adjetivos holônomo e não holônomo. sem perda de clareza, mas a notação com

til deve ser usada para distinguir as duas. E possível estabelecer relações entre

velocidades parciais holônomas e não holônomas, usando as relações de vínculos

de movimento, equação 3.6. Para o corpo z, estas relações são:

^ = ^ + E ^ (r = x' -'ri (3-60)
s=P+L

Cjt[=^+^ c^Z,, (3.61)
s=p+l

~)p, = vp. + z; VÏY3r (r = ^ -"^) (3.62)
s=Ï?+l

v^ = "k + E ü.sz."- (3-63)
s=p+l

e com isso, pode-se usar qualquer notação para explicar o método de

Kane. Pode-se dizer que no caso de um sistema hoíônomo. não existe vínculos de

movimento; com isso m ^ 0, p == n, u = uf e vr = vr.
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Kane (1985) também conserva os termos vtp e G}\ nas suas derivações.

Sayers (1990) estabelece que para um sistema não holônomo; eles podem ser

levados em conta nos termos Zi da equação 3.6, e com isso podem ser ignorados

nas demais derivações.

As velocidades parciais podem ser vistas como indicadoras da direção

dos componentes das velucidades angulares e lineares dos corpos. Dada uma

velocidade angular do corpo, ^. a r — ésima velocidade parcial angular do corpo

i pertencendo a S pode ser expresso como:

—^ (-!...") (3.64)

e a r—ésima velocidade parcial da partícula Pj pertencendo a S quando

sua velocidade linear vp, é dada. é descrita por:

ô)v p,
^ = ^(r = 1-") (3'65)

Como as velocidades são grandezas vetoriais e as velocidades generaliza-

das são grandezas escalares, pode-se ver que as velocidades parciais são grandezas

vetoriaís.

Uma interpertação física para isto dada por Sayers (1990), é que as

velocidades parciais são as direções do movimen.to que gera o trabalho das forças

e forques.

3.7.2 Equações Dinâmicas de Kane

Neste desenvolvimento das equações de Kane, por simplicidade, o sis-

tema S é assumido como sendo holônomo esclerônomo. As equações são obtidas

escrevendo-se as equações de Newton e Euler; 3.43 e 3.44; na forma de D 'Alam-

bert, fazendo a multiplicação escalar delas pelas velocidades parciais previamente
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definidas e adicionando-as

Y^[(Fi - niiOi,) . <, + (T, - li, . a, -^ x 1,. . ^). ^] = O (3.66)
i=l

(r = l...n)

em que Fi e Ti são as resultantes de todas as forças e forques aplicados

em cada corpo, e v^ é um caso especial de vrp , quando Pj é o centro de massa

do corpo i.

Agrupando as forças e forques externos, e os termos inerciais, resulta

k

Y,[^i • ^ + T. • ^} - mia,. . <,- (3.67)
i^l

(1^ - a, — ^ x 1^ . c<;i) • ^r] ==0 (r == l.-.n)

As forças ativas generalizadas são

F7- = ^(^•<.+Ti-^) (3.68)
z

(r = l...n)

e as forças de inércia generalizadas são

k

Fr* = ^[-m,a^-<,-(l^.aí-^xlí,.^).^r] (3.69)
1=1

(r = l...n)
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Então as equações dinâmicas de Kane são escritas como

Fr+Fr*==0 (r = l.. -n) (3.70)

e elas descrevem o movimento de mn sistema em qualquer sistema de

referência, quando as forçari Fr e Fr* são derivadas para S em qualquer sistema

de referência inércia!, como decreve Kane (1985).

E interessante observar que algumas forças que contribuem com Fi e

forques que contribuem com Ti não contribuem com Fr. Este é o prmcipal motivo

para se utilizar as forças ativas generalizadas. A contribuição para Fr de todas as

forças e forques de reaçao entre corpos interagindo devem desaparecer, pois elas

atuam em pares e com sinais opostos na equação 3.68. Neste caso. o conjunto de

equações resultante para o sistema multicorpo é mínimo.

Quando a equação de Kane 3.70 estão na forma da equação 3.53; usando

as equações 3.58 e 3.59; a matriz de massa é dada por

k

Mr, = ^ {m,<, . ^ + c^ - ^s} (3.71)
1=1

e os componentes do vetor n x l das forças e momentos generalizados

por

fc

fgenr = ^ {(^ - m.<") . <. + (T. - I.. . a\es - ^ x I.. . ^.) . ^} (3.72)
i=l

As acelerações residuais ar^s e a]&s são obtidas para um sistema holô-

nomo e esclerômico. pelas equações

n J^.r

.rés _ V^^, u'üí*
cc = 2^UT-~áf (3-73)

r=l
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n J. .r

.- = v,/ ^cr:." = > u.
^UÍT dt
r=l

3.8 Conclusão

Neste capítulo foram apresentadas as equações cmemáticas e de movi-

mento que serão utilizadas no capítulo 5 para desenvolver as equações para um

veículo. Para isto será utilizado o método de Kane.
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Capítulo 4

Modelo do veículo

4,1 Introdução

O modelo de veículo a ser utilizado neste trabalho, é um modelo de-

senvolvido por Costa (1992); com algumas alterações. Este modelo, em que a

suspensão é representada por um braço em forma de pêndulo, é a maneira mais

simples possível de se representar o sistema de suspensão em um modelo de chas-

sis não linear. Uma representação menos sofisticada, seria representar o chassis

como uma massa suspensa com uma mola e um amorfcecedor em cada canto. Es-

te modelo é largamente utilizado para estudos de controle de dinâmica vertical,

entretanto ele não representa açoes de esterçamento e aceleração nas rodas, não

sendo útil para o estudo do controle da suspensão onde os efeitos combinados de

propulsão e esterçamento também são incluídos.

Os dados utilizados para a modelagem, foram de um carro de luxo

europeu, somente com o objetivo de ilustração. A abordagem utilizada para a

modelagem é aplicável a uma grande variedade de tipos de automóveis.

? ?iê^ ;; ^ 50



x

z

o

/

Figura 4.1: Modelo do chassis não linear, Costa (1992)

4.2 Modelo Físico

f A figura 4.1 mostra um esquema do modelo do veículo projetado em

duas direções. O modelo representa a cinemática da massa suspensa e as quatro

rodas, e incorpora os efeitos de geometria associados com a suspensão. Neste

modelo, os efeitos da geometria da suspensão são incorporados de uma maneira

onde não é necessária uma representação detalhada do sistema de suspensão. A

suspensão é representada como um pêndulo, onde a geometria é obtida a partir

de dados experimentais que descrevem a trajetória da suspensão em cada cubo de

roda. A partir destes dados, usando técnicas de geometria diferencial, são obtidos

modelos de braços em forma de pêndulos, que em conjunto com uma mola e um

amortecedor constituem uma representação sünpliíicada da suspensão.

O pêndulo conecta o cubo de roda ao chassis através de uma junta tipo

pino, de um grau de liberdade de rotação. O posicionamento da junta e os com-

primentos dos braços dos pêndulos são derivados empiricamente dos dados que

descrevem a trajetória de cada centro de cubo de roda. As forças da suspensão

são representadas através de molas e amortecedores que atuam somente na di-

reção vertical. No ebco dianteiro. as forças da suspensão são complementadas

por uma força elástica adicional para representar a barra estabÜiz adora. Uma

massa concentrada no cubo de roda, no ponto H, representa o efeito combinado

das inércias da roda e parte da suspensão.
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roáa/suspensâo
rodateuspensao traseira díreta
dianteira direita

roda/suspensâo
dianteira esqueida roda/suspensao

traseira esquerda

Figura 4.2: Representação topológica do chassis; Costa (1992)

As forças verticais do pneu são representadas em cada roda como um

termo de rigidez linear. As forças laterais e longitudinais dos pneus são também

representadas linearmente, assumindo que não há travamento nem escorrega-

mento nas rodas. O modelo tem dez graus de liberdade; onde seis são da massa

suspensa, e um para cada braço de suspensão.

Outras características importantes da suspensão, como os ângulos de

cambagem e convergência, foram considerados de forma aproximada, e os valores

utilizados foram os valores obtidos com o veículo em posição estática, uma vez

que os ângulos de cambagem e convergência só varia sigmficantemente perto do

fim de curso da suspensão.

A representação topológica do modelo é mostrada na figura 4.2. O

modelo é composto de cinco corpos, um corpo base, que corresponde à massa

suspensa, e quatro corpos ramificados em cadeia aberta, que correspondem. a

cada uma das quatro rodas. Cada corpo ramificado é preso ao corpo base por

uma junta do tipo pino. de um grau de Überdade de rotação. Associado a cada

corpo, há um referencial de coordendas com localização fixa no centro de massa

e orientação fixa.
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Dianteira

Tráâeir?.

op

hp

b

op

fzp

b

Esquerda

(1.441, 0.303, -0.242)

(0.121, -0.447, 0.058)

(0.966, 0.257, -0.029)

(-1.516, 0.105, -0.157)

(-0.016, -0.645, 0.143)

(0.994, 0.0, 0.113)

Direita

(1.441, -0.303, -0.242)

(0.121, 0.447, 0.058)

(0.966, -0.257; -0.029)

(-1.516, -0.105, -0.157)

(-0.016, 0.645, 0.143)

(0.994, 0.0, 0.113)

Tabela 4.1: Decrição geométrica do veículo

A decrição geométrica do modelo pode ser especificada por um conjunto

de três vetares para cada um dos corpos ramificados. O primeiro dos três vetares

op, descreve a posição da junta pino com relação ao centro de gravidade da massa

suspensa e é fixo na mesma. O segundo vetor hp. descreve a posição da junta

com relação ao centro de gravidade da massa não suspensa e é fixo na mesma. O

terceiro vetor &; de&creve a orientação do eixo da junta pino.

A Ugação entre o corpo base e o sistema inércia! fixo na Terra, é feito

através de uma junta de seis graus de liberdade.

Na notação adotada, o corpo l é a massa suspensa, e os corpos 7, 8, 9

e 10 as suspensões. Os números 2 a 5 são reservados para os graus de Uberdade

da massa suspensa. O sistema mercial é chamado de O como mostra a figura 3.2.

»
*.

4-3 Dados do veículo

Os valores dos três vetores; op , hp e ò, descritos na seção anterior são

apresentados na tabela 4.1, e são mostrados na figura 4.3.

Os vetares op, hp e b foram especificados de acordo com o sistema de

coordenadas da mão. direita, adotado como configuração de referência para o ebco

de coordenadas fixo no corpo base.
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Figura 4.3: Layout do modelo. Costa (1992)

Os dados inerciais e geométricos do veículo são dados pela tabela 4.2.

Estes dados são do mesmo veículo utlizado por Costa (1992).

4- 4 Conclusão

A alteração no modelo desenvolvido por Costa (1992) foi apenas na

ligação com o sistema inercial, onde ao mvés de um junta tipo gimbal^ e três

juntas prismáticas, este conjiuito foi substituído por uma junta de seis graus de

liberdade.

O equacionamento para o modelo será feito no capítulo 5, onde será

utilizada a formulação para a cadeia aberta; com juntas de mn grau de liberdade

baseada num algorítimo proposto por Rosenthal (1991), e a formulação para junta

54



Massa efetiva

da roda

dianteira

traseira

Raio da roda

Massa do chassis

Inércias principais

do chassis

Inércias principais

da roda

Distância do

centro de gravidade

do chassis

^
'vy

1^

•XX

'•yy

1^

ao ebco dianteiro

ao eixo traseiro

acima do solo

ao lado esquerdo/direito

50 kg

47kg

0.2 m

1600.0 kg

500.0 kg.m2

3000.0 kg.m2

3000.0 kg.m2

0.75 kg.m2

1.5 kg.m2

0.75 kg.m2

1.32 m

1.5 m

0.5 m

0.75 m

Tabela 4.2: Dados inerciais e geométricos do veículo

de seis graus de liberdade utilizando a matriz de rotação Body-three 3-2-1, Kane

et al. (1983).
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U2: velocidade lateral do chassis em relação a O descrita em B

Us: velocidade vertical do chassis em relação a O descrita em B

U4- velocidade angular de rolagem {roll) do chassis em relação a O

descrita em B

íí5: velocidade angular de arfagem (pitch) do chassis em relação a O

descrita em B

UQ: velocidade arLgulai de guinada (yaw) do chassis em relação a O

descrita em B

Ur: velocidade angular do braço da suspensão dianteiro esquerdo rela-

tiva ao chassis descrito em B

ííg: velocidade angular do braço da suspensão diejiteiro direito relativa

ao chassis descrito em B

UQ: velocidade angular do braço da suspensão traseiro esquerdo relativa

ao chassis descrito em B

UIQ: velocidade angular do braço da suspensão traseiro direito relativa

ao chassis descrito em B

5.2 Equacionamento para o corpo base

5.2.1 Sistema relativo

O sistema fixo no chassis é chamado de B. Os movimentos de um veículo

em geral, não são vinculados através de vínculos cinemáticos. As coordenadas

^oB^VoB G ZyB e OS ângulos a,/3 e 7 (rotação em torno dos ebcos XB.VB^ ^s

respectivamente), que são necessários para a descrição dos vetores posição não

são dependentes uns dos outros, e são adotados como coordenadas generalizadas.
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O ângulo 7 descreve neste caso o movimento de yaw, o movimento de

rotação do sistema fixo no veículo em torno do ebco vertical. Os movimentos de

pitch e roll (rotação em torno dos ebcos lateral e longitudinal) são dados através

dos ângulos /? e a. Esta ordem de rotação, primeiro o ângulo 7, depois o ângulo

f3 e por último o ângulo o;, é chamada sequência de rotação 3-2-1. A matriz de

rotação para a sequência de rotação 3-2-1 é:

AnR =

cos 7 — sm 7 O

sm7 cos 7 O

O O l

cos ,3 O sm/3

O l O

— sin /? O cos /5

l O O

O cos a — sm a

O sin Qt cos a

(5.1)

O chassis é ligado por uma junta de seis graus de liberdade ao sistema

inercial O. A posição do chassis em relação ao sistema inercial é

ToB,o ==

^oB

VoB

ZQB

Cl

Ï2

93

(5.2)

A velocidade do chassis em relação ao sistema inercial, descrita no

sistema B, fixo no no chassis é

VoB,B = A^

XoB

VoB

ZoB

(5.3)

C^Cp S^Cf3 ~S^

—SftCo, + S^S^C^ CaC^ + Sy.S^Sfs SaCp

Sy^S^ ~\~ S ^C'yCQ; tSa:C^ -i- S-^Cy^S^ CQ'

onde Ca, c^, c^,, 5^, s?^ s^ são respectivamente cosseno e senos dos ângu-

los a,/5 e 7, e

^oB

VoB

ZoB

Ui

U2

^3
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VoB,o=

^oB

VoB

ZoB

=AoB

Ul

Ü2

U3

Cl

Ç2

Ç3

(5.4)

r
S-^CQ ~t~ SctSf^C/y Ó^ÓQ; —(~ À^gCojC-jf

S^C^ C^C^ + S^S-fSft —S^C^ + S^C^S^

—5/3 SaC(3 Co,Cp

Ui

V-2

U3

é a velocidade do chassis em relação ao sistema mercial descrita no

sistema mercial.

A velocidade angular ^oB,B pode ser calculada pelo tensor anti-simétrico

direto da matriz de rotação. Então

^oB,B = ^oBwoB,o-^-oB ^ -^oB^-oB A^Ao5= A^Ao5 (5.5)

Como AoB = A^AftAa obtém-se

^OB,B = A^ATgA^(A^ApA^ + A^Aa + A^Aa) ='7 "P

\T A \T AT A T AT AT
•Ot-^-Oi. ~^~^±ot •/Ï!3^±P "rt-<^ -r •rLa^ïf3 •/'l-y/17 ^±f3-t±&

Wp

Para o vetor de velocidade angular, isto significa que

(5.6)

t^/v =

T AT.^oB.B = ^a + A^ + A^A^ (5.7)

Com os vetores de velocidade angular para as rotações elementares

, então a velocidade angular do chassis

Q;

o

o

7 ^,3 =

o

,3

o

, ^ ==

o

o

7
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em relação ao sistema inercial descrita no sistema B; fixo uo chassis é

^oB,B =

à —7sía/?

,3 cos a +7 sm a cos /?

—/3 sm a +7 cos a cos f3

(5.8)

a

,3

7

U4

ÏÍ5

UG

l O -s^

O Ca '5aC/3

O -5a CaC/3

As velocidades e as velocidades angulares, dependem das coordena-

das generalizadas ^oB^VoB^oB^^^ e das derivadas XoB^VoB.ZoB^ a; ,5,7. A de-

pendência de Vçg s das grandezas de posição, é através da transformação do

sistema inercial para o sistema de referência fixo no veículo. No movimento de

rotação espacial, a velocidade angular, independentemente da descrição no siste-

ma de referência mercial ou &co no veículo, é dependente da posição.

Devido às derivadas da5 coordenadas generalizadas geralmente não es-

tarem sujeitas a vínculos (vínculos não holônomos). as componentes de VOB^B e

üJoB,B podem ser usadas como velocidades generalizadas.

A solução de 5.8 é:

7 = [uQCOsce +^5 sina]/cos ^

f3 == —zíg sina + ü5 cos a;

à = U4 + 7 sin /3

(5.9)

Portanto a velocidade angular do chassis em relação ao sistema inercial,

descrita no sistema inercial fica
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^oB,o =

l

o

o

SctS,

cí3

CQ:

Sá

c/3

CoSi

ci3

Oc

Cci

c/3

U4

Ü5

UG

Ç4

Ç5

Ç6

(5.10)

Para cos/3 —> 0, e portanto /? —»• 90° as equações diferenciais cmemáti-

cãs se tornam singulares.

Em uma operação normal de um veículo, apenas o ângulo de yaw as-

sume grandes valores. O ângulo de roll e especialmente o ângulo de pitch ficam

limitados. Em manobras reais, as singulandades de 5.9 não existem.

Com as coordenadas generalizadas a;oB; VoB^oB, a;, ,3,7 e as velocidades

generalizadas XoB^yoB^oB^a^^ i o estado (posição e velocidade) do sistema é

perfeitamente caracterizado no referencial fixo no veículo.

5.2.2 Velocidades parciais

As velocidades parciais do chassis são dadas na tabela 5.1 de acordo

com

ôv,
Vv = ~

oB,B

ÔUr
r=1...10 (5.11)

e as velocidades angulares parciais do chassis são dados na tabela 5.1

de acordo com

ô^,
C^o =

oB,B

9u^
r = l... 10 (5.12)

onde:
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Ui

U2

U3

U4

ÏÍ5

UQ

y-7

us

UQ

y-io

ÔüoJ3,S

ÔUr

QX

Oy

QS

o

o

o

o

o

o

o

9<^oB,B

QUr-

o

o

o

QX

ÍÍy

e-

o

o

o

o

Tabela 5.1: Velocidades parciais do chassis

e-r. =

l

o

o

7 ^y =

o

l

o

,^==

o

o

l

(5.13)

5.2.3 Acelerações residuais

Como a derivação de um vetor v em um outro sistema de referência é

Kane (1985)

°dv Bdv

dt dt
+ ^oB X V

as acelerações residuais para o chassis são

a
rés

oB.B

LO j9Vc,B,B

\-^u^7
^ dt
r=l

Ur == (^oB,B X £x)ui+(l^oB,B X Sy)u2+(^oB,B X ^)ïí3

ce

10 jÔ^oB.B
\-^u'~9u^

(5.14)

oB,B z—/
r=i

dt -Ur == (^oB,B X ^)U4+(^B,B X e-y}^+(^oB,B X ^)Uç
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Figura 5.2: n corpos em sequência. Rosenthal (1991)

5.3 Equacionamento para a suspensão

5.3.1 Cinemática para sistemas de cadeia aberfca de l GL

Para uma cadeia S de corpos rígidos conectados com juntas pino (um

grau de liberdade de rotação); Rosenthal (1991) desenvolveu um algorítimo para

a descrição cinemática, que será descrito a seguir.

A figura 5.2, mostra os n corpos em cadeia. A figura 5.3 mostra dois

corpos consecutivos na cadeia, corpos i e j. O corpo i é chamado de inboard. A

junta conectando os corpos i e j consiste de um junta pino caracterizada pelo

vetor bj, paralelo ao ebco da junta. O ponto Pj é um ponto no ebco da junta. O

vetor de í*} o centro de massa do corpo i ao ponto Pj é denominado r1, e o vetor

de j*, o centro de massa do corpo j ao ponto Pj é denommado r^. O vetar r[ é

zero.

Os ângulos das juntas Çi-.-Çn serão usados como coordenadas generali-

zadas. cada qj é o ângulo relativo entre i e j. Iniciando com a cadeia S em uma

configuração de referência, e fixando em cada corpo um conjunto de vetares unitá-

rios ortogonais; dextral, paralelo a um conjunto fixo no sistema inercial. Nesta

configuração, cada coordenada é zero. Portanto q., é o ângulo entre duas Unhas;
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Corpo j

Corpo i

Figura 5.3: Dois corpos consecutivos. Rosenthal (1991)

uma fixa em ï, e outra fixa em j, ambas normais a b^ e paralelas uma à outra

quando S está na sua posição de confLguração. O sentido de %,- é determinado

pela regra da mão direita, e a rotação positiva na direção de bj.

As coordenadas generalizadas determinam a cou&gm-ação de S. O mo-

vünento de S está associado às velocidades generalizadas u\...Un

Uj ==(^j,i- bj J = 1...7Z (5.15)

em que u^ é a velocidade angular de j em ?. As velocidades generali-

zadas serão as triviais

Qj = uj 3 = l-n

O conjunto de equações cinemáticas para a cadeia é 5.16.

(5.16)

As velocidades de cada corpo no sistema inercíal podem ser escritos

como 3.58 e 3.59.
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Se a análise é restrita ao caso em que nenhuma das velocidades gene-

ralizadas é dependente do tempo explicitamente, os termos ut e vt das equações

3.58 e 3.59 são nulos. Então

3

^^=Y^uroJ^r (5.17)
r=l

em que as velocidades angulares parciais são

br r == l....'

<o= { /r '7 *7 (5.18)
O r = j + I...TZ

As velocidades ficam então

3

V03.o^^vroj.our (5.19)

r=l

em que as velocidades parciais são

,, ,&rX[-r,2+ E. M -^)] r =1-3
<-,o={ fc ' .=ï~+i '" "" "' (5.20)

O r =j + l.-.ïz

5.3.2 Corpos com vínculos cinemáticos com o corpo base

A roda e corpo da roda são conectados com o chassis através do meca-

nismo de direção e da suspensão. Esses elementos são modelados como vínculos

cinemáticos ideais, pois são vinculadas através de graus de liberdade da roda e

corpo da roda em relação ao chassis. Além do esterçamento e da rotação, uma

roda tem os movimentos de jounce e rebound como possibilidade de movimento

livre. Apenas estes movimentos serão considerados aqui.

Para a descrição dos corpo i isto significa que
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1"Bi,B = rSi,B(<}i)

Asi = ABi(qz)

(5.21)

em que a coordenada generalizada qi indica a única possibilidade de

movimento.

A velocidade resulta

QfBi,B(qi} ,.
TrBi,B =—o, Çi

9qi
(5.22)

tqi,S

O vetor tq^B dá a direção momentânea da velocidade. De forma análoga

descreve-se a velocidade angular

^Bi.B == ^qi.BO.i

em que bg^B descreve o ebco de rotação momentâneo.

(5.23)

Devido à quantidade de graus de liberdade, resta então somente a pos-

sibiíidade trivial de escolha da velocidade generaUzada qi.

A velocidade absoluta e a velocidade angular absoluta podem ser escri-

tas como função das velocidades generalizada5.

VOÍ,B =

l

o

o

Ul+

o

l

o

U2+

o

o

l

U3+

l

o

o

e^,B ey.S e=,s

X TBÍ.BU^ + (5.24)
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+ ^ rai,BU^ + X TBÍ.BU^ + tq^BUi

l

o

o

Ü,4 +

o

l

o

U5 +

o

o

l

^oi.B =

As acelerações absolutas ficam então

^ô -l- ^i.B^: (5.25)

0-oi,B = G^B^I + ey^V'2 + S^BV'3 + e^-.B X TBÍ^^-
^-- - ^

parte não residual

+GÍ/.B X T^Bi.B^ + e^.s X rBi.B^ + Í^B^i +

li.B 2 . . . / . -

+ —^'^i + ^oB.B X [Vd.B + ^Bí,i?J

^

parte residual

(5.26)

0^oi,B = &x,BU4 + €.y,B^ + ^5^6 + &ÇÍ,B^ +

parte não residual

Qd(,,.B
+ o"'" UÍ + a/oB,B X ^OÍ,B

parte residual

(5.27)

5.3.3 Corpos livres (sem vínculos cinemáticos com o corpo

base)

Os modelos de veículos não são apenas para a simulação de análise dinâ-

mica, mas também para a busca do conforto, pois o chassis pode ser tratado não

mais como um corpo rígido. O conforto do veículo é influenciado principalmente

pêlos coxins do motor, e por uma suspensão elástica na cabine do motorista.
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Não existe vmculos cmemáticos nas ligações elásticas puras do motor e

da cabine do motorista com o resto do chassis. Estes corpos podem se movimentar

livremente e tem seis graus de liberdade.

Para nina formulação simples dos elementos de força entre o chassis e o

restante dos corpos, é conveniente descrever a posição destes corpos livres relativa

ao sistema de referência B fixo no chassis.

A posição de um corpo livre (aqui a cabine do motorista com o sistema

fixo F)^ no sistema B é descrita através do vetor posição

T" B R B =

^BF

VBF

ZBF

(5.28)

e da matriz de rotação

ARF=

l O O

O cos ^ — sm ^

O sin^ cos ^

cos rj O sin r\

O l O

—sm?7 O cos T]

cos Ç — sin Ç O

sin Ç cos Ç O

O O l

(5.29)

As componentes xsF^ VBF 6 ZBF-I e os três ângulos ç, rj, e ^ são usados

neste caso como coordenadas generalizadas.

De acordo com 3.31 obtém-se a velocidade absoluta e a velocidade

angular absoluta

VoF,B = VoB.B + ^oB,5 x TBF.B + TBF.B

^oF,B = uoB,B + Í-L'B^,B

(5.30)

com a derivada de 5.28
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T"BF,B =

^BF

VBF

^BF

(5.31)

Análogo a 3.30 vale para o tensor anti-simétrico da velocidade angular

^BF.B = ABF^BF (5.32)

Com a matriz de rotação elementar ABF = ^^rf^-s o vetor de veloci-

dade angular resulta em

^BF,B = ^ + A^[^ + A^jLJ^] (5.33)

em que u^ =

^
o

o

,^r, =

o

T?

o

^BF,B =

e a^ =

l O smrj

O cos ^ — sm ç cos r]

O sía ^ cos ^ cos 77

. Portanto

(5.34)

As componentes da velocidade absoluta e da velocidade angular abso-

luta são escolhidads como velocidades generalizadas

VoF.B =

VoFx

VoFy

voFz

e ^oF,B =

^oFs

^oFy

^oF^

(5.35)

Então as seguintes equações diferenciais cinemáticas são obtidas de 5.30
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XBF

VBF

ZBF

VoF^ - VoBz

VoFy ~ voBy

VoFs - VoBz

+

^oBx

^oBy

WoBz

x

XBF

VBF

ZBF

(5.36)

10 sm?ï

O cos ^ — sm ç cos 77

O sm ç cos Ç cos T]

^oFx — '^oBx

^oFy ~ ^oBy

^oFs ~ ^oBz

(5.37)

Aa equações 5.37 se tornam singulares para cos 77 —f 0, ou seja 77

±90°.

Os ângulos ^3 r], e Ç descrevem porém a rotação da cabine do motoris-

ta relativa à estrutura restante. Eles são muito pequenos, devido aos mancais

elásticos, até para manobras extremas.

As vantagens da escollia de velocidades generalizadas no sistema abso-

luto são:

l. Com as coordenadas relativas; e por conseguinte as coordenadas generaliza-

das e suas derivadas, podem ser descritos as forças e momentos dos mancais

elásticos de um modo simples.

2. Através da, descrição absoluta das velocidades, o cálculo das acelerações se

torna simples.

Análogo a 3.37 e 3.38 a5 acelerações absolutas ficam

0-oF.B == ^oB,B X V^F.B + VoF,B (5.38)

<^oF,B == ^oB.B x ^oF,B + ^oiF,B
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O cálculo das acelerações para 5.38 e 5.39 é consideravebnente mais fácil

que a utilização das equações 3.40. As equações 3.40 devem ser usadas somente

quando nenhuma velocidade generalizada adequada pode ser encontrada.

Expandindo as equações 5.38 e 5.39 em termos das velocidades genera-

Uzadas obtém-se

Q'oF,B = e^B^i + ey^ü2 + e^BU3+ ^oB,B X (^o^.B + TBF.B) (5.40)

parte residual

OioF.S == Gx.BUï + e^B^ + e^,5^3+ (^oB,5 X ^o^^)

parte residual

Para o cálculo da aceleração residual, não é usada nenhuma outra de-

rivada. A velocidade relativa TBF.B pode ser descrita de forma trivial através

das derivadas das coordenadas generalizadas. Ainda a velocidade absoluta não

depende explicitamente das velocidades generalizadas UI...UQ. Isto traz grandes

vantagens no cálculo das equações de movimento.

5.3.4 Equacionamento cinemático

Para a suspensão, o equacionamento cmemático é feito igualmente para

as quatro rodas. As quatro rodas correspondem aos corpos 7, 8, 9 e 10; e cada

mna está ligada ao corpo base por uma junta de um grau de liberdade de rotação.

De acordo com a figura 5.4, op é o vetor posição da junta ao centro de

gravidade da massa suspensa, e o vetor hp, o vetor da junta pino ao centro de

gravidade da massa não suspensa como definido no capítulo 4. O vetor Tos é o

vetar do centro de gravidade da massa suspensa à origem do sistema inercial, e o

vetor TB! é o vetor que liga o centro de massa do corpo z, ao centro de massa do

chassis.

O ângulo de rotação de cada suspensão em relação ao chassis, é a
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Figura 5.4: Vetares direção dos corpos

coordenada generalizada de cada um dos corpos 7, 8; 9, e 10.

As velocidades parciais e velocidades angulares parciais; de acordo com

Rill (1994), são dadas nas tabelas 5.2 e 5.3.

Como os vetares hp estão escritos no sistema de coordenadas fixo nas

rodas, eles são transformados para o sistema fixo no chassis de acordo com a

expressão 5.41.

hpi.B ^ h-Pi * C05(Çí) - hpi x [bi * sin(qi)} + ,1?, - {òi * 0^ * [l - co5(ç,)]} (5.41)

O cálculo cinemático; de acordo com a formulação de Rosenthal fica:

Velocidade do corpo em relação ao sistema inercial:

10

VOÍ.B = Y^ V\U,

r=l

i =7... 10 (5.42)
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til

U2

U3

V,4

Ü5

UG

UT

us

UQ

UIQ

ÔV o7. B

ÕV.r

êx

ey

€^

e-x X TBP.B

^y x rsr.B

^ x r sr,B

br x hp7,B

o

o

o

àVoS.B

ÔUr

e^

€y

€.=

£x x TBS.B

&y X rB8,B

GZ X 7'B8,B

o

bs x hpg^s

o

o

QVcs9.3

QUr

QX

QZ

GX X TB^B

€y X rs9,B

e-s X T"B9.B

o

o

^9 X ^P9.B

o

^ÜOIO,B
ÔUr

•3Ï

ey

QZ

Sx X TBIQ.B

Gy X 7*510,5

Cz X TBÏQ.B

o

o

o

5io x hpio,B

Tabela 5.2: Velocidades parciais da suspensão

Ui

Ü2

^3

U4

-Ü5

U6

Ur

^8

U9

UlO

9"o7,B

QUr

o

o

o

e^

'y

6^

br

o

o

o

<?"o8,B

QUr

o

o

o

es

ey

QZ

o

bs

o

o

Q^oQ.B

QUr

o

o

o

QX

'y

S-z

o

o

b9

o

Q^c.l.O.B

QUr-

o

o

o

Cx

ey

S-z

o

o

o

^10

Tabela 5.3: Velocidades angulares parciais da suspensão
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onde vr é a velocidade parcial do corpo i, em relação à velocidade

generalizada u^.

Velocidade angular do corpo em relação ao sistema inercial:

LO

^i,B=^>^r i- 7... 10 (5.43)
r=l

onde ü^[ é a velocidade angular parcial do corpo -i, em relação à veloci-

dade generalizada u^.

A aceleração do corpo em relação ao sistema inercial é:

10

a.ai.B = Y,^ + a^ z = 7...10 (5.44;
r=l

e a aceleração angular:

10

^B = Y^^Ur + 0:% i = 7...10 (5.45)
r=l

Os termos a^g e a^sg são a aceleração residual e a aceleração angular

residual das suspensões, e serão definidas na próxima seção.

5.3.5 Aproximação de Rill para a suspensão

Para corpos sem vínculos cinemáticos com o corpo base, como visto na

seçao 5.3.3, as acelerações residuais são dadas por:

<&B = ^oB.B X (^i,B + TBÍ.B) ï = 7...10 (5.46)

(xro?B = ^oB.S^^B Í =7...10
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Para corpos com vínculos cinemáticos com o corpo base. ou outros

corpos; como visto na seção 5.3.2, o cálculo completo das acelerações residuais

são muito utilizados.

Com o pressuposto de que o movimento relativo e a velocidade relativa

dos corpos i (suspensões) são pequenos em relação ao movimento do sistema de

referência (sistema B, fixo no corpo base), as equações 5.46 descrevem um boa

aproximação.

Rill justifica que para a suspensão com dois graus de liberdade, isto

sigmfica o desprezo das derivadas parciais do vetor direção para as coordenadas

generalizadas nos termos residuais. Para este caso, em que a suspensão tem

um grau de liberdade somente. a aproximação é a mesma. pois todos os termos

relativos ao segundo grau de liberdade são eliminados. Como

ôt,
q-^u2

Qqi
< ^oB.B X (^,B + rBi.B) Ï = 7... 10 (5.47)

9ba. „ ^
q^B-U2 < ^B,SX^B Z=7...1Q

<9çi ~ï " "t/A"u """

desiste-se do cálculo dos termos —ëLB"u2 e ^!"B'u2, então o cálculo da
'ï ~ ffq^ ~i

cinemática da suspensão simplifica-se, e as equações de movimento contém menos

expressões, o que acelera a solução numérica.

Para esta aproximação, é usado o fato de que trata-se de mn veículo, e

não um sistema qualquer.

As suspensões são então construídas de modo que os movimentos de

rebound e jounce ficam tão pequenos quanto possíveis. Através disto é TmniTni-

zado o desgaste do pneu e melhorado o conforto dos veículos. O amorfcecedor da

suspensão cuida para que Ui seja pequeno.

Segundo Rill. as simplificações além disso são justificadas através do

fato que a modelagem da roda e corpo da roda através de copos rígidos com
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vínculos ideais e elementos mola e amortecedor sem massa descrevem uma idea-

lização. Num movimento normal do veículo, a deformação do pneu tem vários

centímetros, e a mola e o amortecedor têm massa. As forças e momentos são,

mesmo considerando todos os termos da aceleração residual, apenas aproximados.

Faz portanto pouco sentido, de um lado grandes aproximações na aqui-

siçao de mn modelo idealizado, e de outro lado; calcular termos com grandes

gastos de cálculo supostos exatos.

5.4 Construção do vetar de forças generalizadas

O vetor de forças generalizadas será dado, como descrito no capítulo 3,

através da expressão:

10

fse^= E{^ [^ - m< • <Ey (5-48)
i=l r

^oi,S ^/-peri _ 7-. _ . ^,res
[l'Í^B ~ 1^B • Q-~o^B ~ ^oi,i X lw,B ' ^oi,B\

em que

9S^ e Ô^B- são dados das tabelas 5.1, 5.2 e 5.3.
lr

Fgxt e Tesa são as forças e forques externos, que serão discutidos no

capítulo 7.

m? ® ^í*,5 sao respectivamente a massa e o momento de inércia dos

corpos em relação ao sistema de referência fixo no chassis, dados no capítulo 4.

Alguns termos não necessitarão serem calculados devido a outros serem iguais a

zero.
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5.5 Construção da matriz de massa

A matriz de massa será então, como descrito no capítulo 3:

Ovoi,B „ 9Voi,B , ^,B . Q^ai.E }
Mr'=^{^-mi-^+^B-r^-^El{ (5-49)

sr l our Qus Qur Qus

5.6 Conclusão

Com a resolução de 3.45

M == u • fgen (5.50)

para ú, juntamente com a equação cinemática 3.5

10

lr = y . CrgUs + Ds para r == l...10

s=l

onde Crs e Dy são funções de Çi,...gio e í através da integração numérica

de u e q em cada instante de tempo; obtém-se os vetares com os valores das

coordenadas e velocidades generalizadas para o instante de tempo, que servirá

como condição inicial para o próximo instante.

Neste capítulo foram desenvolvidas as equações para um modelo de veí-

culo automotivo que são utilizadas na construção de um programa computacional

para simulação. Foram apresentadas as equações para o chassis, que é ligado ao

sistema mercial por meio de uma junta de seis graus de liberdade, e para as

suspensões, que utüizam uma aproximação proposta por RilL
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Capítulo 6

Desenvolvimento do Programa

6.1 Introdução

A pesquisa em sistemas multicorpos {MBS) exige programas em que

possa ser feita simulação rápida, para poder obter resultados rápidos para compa-

rações. As comparações podem ser feitas em nível de métodos, aproximações, ou

testes de procedimentos de solução. Isso se torna mais simples com a programação

orientada a objetos.

Será feita uma breve apresentação do que é a modelagem orientada a

objetos, e depois será apresentado o modelo orientado a objetos do problema.

Suas vantagens em relação a programação estruturada são:

l. Origina sistemas computacionais flexíveis para mudanças. A técnica de

orientação a objetos se concentra nos elementos mais estáveis do sistema

(os objetos). Quando uma mudança é necessária, a característica de here-

ditariedade permite a reutilização e extensão dos modelos existentes;

2. A modularidade facilita o trabalho de equipe de desenvolvimento permitm-

do ter várias pessoas diferentes trabalhando independentemente em diferen-
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tes partes do projeto;

3. Resulta em códigos de programas menores.

Suas principais características são:

i. Abstr&çao;

2. Encapsulamento;

3. Herança;

4. PoUmorfismo;

5. Sobrecarga de operadores;

6. Visibilidade dos dados.

Nas próximas seções será feita uma breve explicação de cada uma destas

características.

6.2 Princípios da orientação a objetos

6.2 • l Abstração

Os elementos são separados em classes, onde os elementos relevantes

são levados em conta.

Uma classe descreve um conjunto de objetos semelïiantes, e nela são

encontrados os atributos (dados) e os métodos que resumem as características

comuns de vários objetos. Os dados são as variáveis que cada objeto pertencente

a ciasse tem. Os métodos são as funções que ele pode executar, normahnente

descrita por verbos. Portanto cada objeto é uma instância de uma classe e tem

suas próprias características determinadas por seus dados.
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Segundo Montenegro & Pacheco (1994); a diferença fundamental entre

classes e objetos, está no fato de um objeto constituir uma entidade concreta com

tempo e espaço de existência, enquanto a classe é tão somente uma abstração,

A abstração consiste então na seleção que um analista faz de alguns

aspectos, ignorando outros. Ao aplicar a abstração de dados; ele define os atri-

butos e os métodos que mampulam exclusivamente estes atrlbiitüs. O único jeito

de chegar até os atributos é através de um método. Conforme definiu Coad &

Yourdon (1992) os atributos e os métodos podem ser tratados como um todo

intrínseco. A eles dá-se o nome de membros da classe.

Os atributos devem ser manipulados exclusivamente por serviços asso-

ciados à classe & objeto a que pertencem ou às classes a ela relacionadas. Se mn

atributo é um atributo de classe, todos os objetos desta classe devem comparti-

Ihar seu valor, senão são atributos de objetos. que descrevem valores (estados)

mantidos neles.

Os métodos podem ser de ocorrência ou mensagens. Os métodos de

ocorrência são relacionados aos objetos, e referem-se aos métodos imph'citos, por

exemplo: criar, destruir, conectar. As mensagens são chamadas de funções as-

saciadas a um objeto. O conjunto de mensagens é denominado protocolo do

objeto.

6.2.2 Encapsulamento

Os atributos e os métodos associados compõem os membros.

Encapsulamento é a propriedade de se implementar dados e métodos

correlacionados em uma mesma entidade. Ele constitui uma das principais vanta-

gens da programação orientada a objetos sobre a programação estruturada. Como

dados e métodos estão encapsulados. os usuários de bibliotecas de classes depen-

dem apenas da interface com a mesma, ou seja, uma alteração nos procedimentos
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não afeta os usuários da biblioteca.

As subrotinas do M.o.thematica permitem o encapulamento dos dados e

métodos.

6.2.3 Estruturas

Uma estrutura consiste em uma forma de ligação entre duas classes,

onde as classes estão relacionadas pelo fato de ser uma especialização da outra

(estrutura GeneraUzaçao/especialização) , ou pelo fato de uma fazer parte da

outra (estrutura Todo/parte)

Herança

A herança permite especificar atributos e métodos comuns uma só vez,

assim como especializar e estender estes atributos e métodos em casos específicos.

Quando uma classe possui características herdadas de duas ou mais classes-bases,

a herança é classificada como múltipla.

A herança é uma das responsáveis pela facilidade de reaproveitamento

de código na programação orientada a onjetos. Sempre que necessitamos fazer

uma implementação semelhante a outra anterior, podemos derivar classes dessa

implementação disponível, escrevendo o código novo e reaproveitando o código

útü da cla5se-ba5e.

No paradigma da orientação a objetos, a herança é definida através das

estruturas entre as classes. As estruturas do tipo Generalização/especialização

(abreviadamente Gen-esp) sempre definirão alguma forma de herança, o que nem

sempre ocorre nas estruturas Todo-parte.
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Estrutura Gen-esp

As estruturas de generalização e especialização acontecem quando uma

classe genérica subdivide-se em classes mais especializadas- Cria-se com isso uma

hierarquia entre as classes. Para se deímir a hierarquia, deve-se considerar que

as categorias inferiorüs sempre satisfazem ao menos uma das propriedades das

categorias superiores; e no múúmo, uma propriedade de distinção em relação à

classe imediatamente superior.

Os atributos e métodos definidos acima de uma classe, devem sempre

que possível ser compartilhados por classes derivadas, para evitar duplicação de

código.

Estrutura Todo-parte

Em uma estrutura Todo-parbe. há um agrupamento de classes para

formar uma estrutura glogaL Cada subclasse faz parte da classe-base. Neste

tipo de classe, descreve-se a instância (todo) e seus componentes que também são

instâncias.

6.2.4 Polimorfismo

Polimorfismo é a propriedade de um programa orientado a objetos de

discernir, dentre os métodos homônimos, aquele que deve ser executado. A chave

para esse discernimento está no objeto receptor da mensagem.

Uma exigência da orientação a objetos para que haja polimorfismo, é

a existência de ligação dinâmica; ou seja. a ligação objeto-função membro deve

ser feita apenas em tempo de execução. Até a criação do objeto, o programa não

deve decidir qual versão das funções homômmas deve chamar.

O polimorfismo é um dos responsáveis pela facilidade de extensão de



um programa orientado a objetos. A fim de diminuir o volume de extensões em

um programa, uma das estratégias adotadas na programação orientada a objetos

é a de implementar os métodos o mais alto possível na hierarquia de classes.

Com o polimorfismo, os objetos estarão prontos a responder a métodos que estão

implementados em seu próprio nível ou mais acima na hierarquia de classes.

O Mathematica admite polimorfismo; tanto para funções denmdas em

subrotinas diferentes, como para funções definidas em uma mesma subrotina, mas

com argumento de tipos diferentes; ou com um número de argumentos diferente.

6.2.5 Sobrecarga de operadores

A sobrecarga de um operador consiste na redefinição de seu significado

para tipos diferentes daqueles com os quais ele tinha sido previamente defuúdo.

O Mathematzca tem embutida a sobrecarga de operadores, tratando-se

de escalares; vetares, matrizes, símbolos, os operadores são os mesmos.

6.2.6 Visibilidade dos dados

Uma classe pode definir o tipo de acesso que seus membros permitirão

às demais partes do sistema. Em uma escala progressiva de privacidade dos

membros, os tipos de aceso possíveis são:

l. Público: o atributo ou serviço da classe pode ser acessado por todas as

demais entidades do sistema:

2. Protegido: ü acesso ao membro da classe só é permitido a classes da mesma

hierarquia;

3. Privado: o acesso aos membros só é permitido aos serviços da própria

classe.
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O Mathematica diferencia o acesso aos membros através da definição

da visualização de cada variável.

6.3 Aplicações para MB S

Todos os princípios descritos acima podem ser usados nos programas

destinados a análise de sistemas mecânicos usando técnicas MBS.

Podem ser definidas as classes para sistemas multicorpos em vários

níves de abstração, como definiu Rein (1993).

l. nível de sistema: objetos (corpos, juntas, sistemas de coordenadas; subsis-

temas, etc.);

2. nível do formalismo: defimndo métodos cineraáticos e dinâmicos para os

objetos introduzidos no nível do sistema;

3. nível da álgebra linear: operações com matrizes e vetores:

4. nível escalar: manipulação simbólica, e definição de um tipo para trabalhar

em ambiente escalar.

Os níveis 3 e 4 já são embutidos no Mathematzco,.

Isto permite uma modularidade do programa nestes níveis. O progra-

ma pode ser constituído por classes hierárquicas nestes níveis diferentes, e se

ram i ficando em subclasses englobando os aspectos destas classes maiores.

O princípio do polimoríismo pode ser usado eficientemente no cálculo

das velocidades de um corpo em relação a outro. No cálculo há que se saber

qual o tipo de junta entre os corpos, mas a função calcular velocidade^ pode ter

o mesmo nome, definida para junta esférica, prismática, pino, etc.
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A sobrecarga de operadores pode ser usada na deímição das operações

com matrizes e escalares, e também para a manipulação simbólica e numérica de

dados, que exigem algorítimos diferentes.

O encapsulamento é um aspecto importante em sistemas multicorpos.

Para cada objeto do sistema; encapsulamos seus atributos e os métodos relativos,

ou seja as funções.

O modelo orientado a objetos que foi usado para o desenvolvimento

do programa é mostrado na figura 6.1. Nesta figura pode ser vista a divisão

de classes, as estruturas utilizadas e as conexões de mensagem. A simbologia

empregada na figura é padrão para análise orientada a objetos, Coad & Yourdon

(1992).

6.4 Desenvolvimento do programa

O programa desenvolvido para realizar as simulações com o modelo do

veículo, obedece a divisão de classes mostrada na seçâo anterior. Os componentes

das classes são mostrados na tabela 6.1.

O programa principal, funciona seguindo o fluxograma da figura 6.2.

6.5 Conclusão

O programa computacional desenvolvido no Mathematica especialmen-

te para este trabalho (Anexo A), utiliza recursos de programação orientada a

objetos.



Carpos

~K

Corpo base Suspensão

Saídas MGS

x
Dinâmica

Juntas

~^~

Seis gdl Um gd!

Esfext

A
Long Lat Vert

Figura 6.1: Modelagem orientada a objetos
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Classe

corpos

corpo base

suspensão

juntas

seis gdl

um gdl

mbs

cincmii.tica

dinâmica

esf ext

long

lat

vert

yaw

pitch

roll

saída

Atributos

m. I, ri, r2

ch u

A, x, y, z, rol], pitch, yaw

b

ú. q. t. i, tf, passo

K

fse11' M

TO, A, Kmola. Bamort

cx, acel, fren

cy, angcst, vento

czf, czr, obst

cms

cm y

cm x

estado

Métodos

transf B

rotacion&r, mudar sist

intesra]"

LlnearSoIve

fext

flong

flat

fvert

myaw

mpitch

mroll

pintar

Objetos

graund

chassi

s7. s8. s9. alO

JI

jT, j3. j9. jlO

facel. ffren, faero

fcstcr, facro

fpista, facro^ fpncu^ fsusp

macro, mpncuT ïssusp

macro, mpneu, msusp

macro, mpneu, msusp

dcsli desl ang, vel, vcl a.ng

Classe-pai

corpos

corpos

juntas

juntas

mbs

esf ext

esf cxt

csf cxt

C.3Í U3I

esf est

eaf cst

Tabela 6.1: Propriedades das classes



Seleciona Simulação

r

Dados dos Corpos

r̂

InícíalÍzação das variáveis

•y

Calcula velocidades,

acelerações, forças e torques

Constrói equações cineraáticas

^
Constrói equações dinâmicas

-y

Atualiza vetor de estados

y
íntegra equações

v

Plota saídas

Parati
até tf

Figura 6.2: Fluxograma do programa principal



A orientação a objetos é uma forma de modelar os problemas a serem

implementados em mn programa, de uma forma mais próxima ao real do que a

forma estruturada. Oferece grandes vantagens por diminuir o tamanho do código

e tornar o programa mais rápido, legível e facilitar a manutenção.

A programação orientada a objetos então vem como uma resposta pa-

ra modificar rapidamente grandes e complexos algoritmos como os usados em

dinâmica de MBS. tornando a arquitetura do código mais simples, Kunz (1997).

A linguagem que será desenvolvido o código, deverá ter recursos para

a implementação dos princípios da orientação a objetos.

No desenvolvimento do programa discutido são mostrados aspectos da

orientação a objetos implementados, mesmo que virtuahnente, e quais já são

embutidos no M~athematica.

Este programa é simples, com apenas alguns tipos de classes. Num

programa para sistemas mecânicos complexos com vários tipos de juntas e forças,

a orientação a objetos se torna muito mais útil.
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Capítulo 7

Aplicação para um veículo

7-1 Introdução

A dinâmica de veículos estuda o movimento (posição, velocidade e ace-

leração) e as forças que originam o movimento num veículo e seus componentes.

O movimento é gerado de acordo com os comandos do motorista e a

influência do meio ambiente.

O veículo possui:

l. Movimento de translação: posição, velocidade e aceleração nas direçÕes

longitudinal (x)^ lateral (y), e vertical (z)

2. Movimento de rotação: orientação, velocidade angular; aceleração angular

em tomo dos eixos x (roll), y (pitch), e z (yaw).

3. Movimentos relativos entre as partes do veículo

Os esforços externos são principaünente gerados no contacto pneu pa-

vimento, mas há também as forças aerodinâmicas agindo sobre o veículo; que são

funções da velocidade, e as forças gravitacíonais e de inércia.
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Os subsistemas do veículo compreendem a suspensão, o motor e a trans-

missão, o sistema de freios e o sistema de direção.

As entradas que o motorista pode dar no veículo são através do meca-

nismo de direção. freio, acelerador. e transmissão. Há ainda as entradas, conside-

radas distúrbios, constantemente aplicadas ao veículo que são as ü-regularidades

da pista (sinuosidades, buracos; obstáculos, valetas, etc), e os esforços aerodmâ-

micos (vento e deslocamento do veículo através da massa de ar).

O estudo de dinâmica divide-se em três partes:

7.1.1 Dinâmica longitudinal

Estudo do movimento preponderantemente na direção longitudinal do

veículo; envolvendo deslocamento; velocidade e aceleração nesta direção. Engloba

os seguintes subsistemas:

• Rodas, pneu

• Motor e transmissão: forque (força trativa)

• Mecanismo de freio: força de frenagem

e é mfiuenciado por:

• Inclinação da pista

• Efeitos aerodinâmicos

7.1.2 Dinâmica lateral

Estudo do movimento na direção lateral do veículo, envolvendo deslo-

camento, velocidade e aceleração nesta. direção, e os movimentos de roll e yaw.

Engloba os seguintes sistemas:
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• Rodas, pneu

• Chassis

• Mecanismo de direção

7.1.3 Dinâmica vertical

Estudo do movimento na direção vertical do veículo, envolvendo deslo-

camento, velocidade e aceleração nesta direção e os movimentos de pitch e roll.

Engloba os seguintes sistemas:

• Suspensão

• Chassis

7.2 Sistemas de coordenadas

As leis de Newton valem para um referencial mercial, mas no estudo

de dinâmica de veículos é mais conveniente expressar as equações num referencial

móvel, no caso fixo nas partes móveis do veículo.

7.2.1 Sistema de coordenadas no veículo

A origem deste sistema de coordenadas é colocada no centro de gravi-

dade do veículo.

7.2.2 Sistema de coordenadas inercial

O sistema de coordenadas do veículo se move em relação ao sistema de

coordenadas inercíal, que é preso na Terra.
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7.3 Forças externas agindo no modelo

7.3.1 Massa suspensa

Com o intuito de comparar os resultados deste trabalho com os resul-

tados obtidos por Costa (1992), as forças qu<^ agirão sobre o modele terão que ser

idênticas. As forças usadas por Costa serão descritas nesta seçao.

Neste trabalho foram comparadas as forças na suspensão durante a

passagem por obstáculos com velocidade constante.

A massa suspensa consiste do corpo base. Além das influências gra-

vitacionais, as forças que agem na massa suspensa são as forças aerodinâmicas

e da suspensão, que também incluem os efeitos da barra estabilizadora no ebco

dianteiro.

O fluxo de ar em volta do veículo, produz forças e momentos que in-

fluenciam o comportamento do veículo. O desempenho do veículo é influenciado

pela força aerodinâmica longitudinal. A força vertical aerodinâmica e os momen-

tos de pitch e roll iníiuenciam o comportamento lateral do veículo. O controle

direcional é afetado pela força aerodinâmica lateral.

As forças aerodinâmicas são consideradas agindo em mn ponto no nível

do solo, no ponto central da bitola e entre-ebcos. A força aerodinâmica longitu-

dinal, ou seja, o arrasto aerodinâmico, é representa por

f^^c^)pAvf\vf\ (7.1)

a força aerodinâmica lateral por

fy=^^pAv{\vt\ (7.2)
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e a força vertical, que é a sustentação aerodinâmica por

com

f^=\ci{a^pAvl\vl\ (7.3)

Cl = C^f + C^ (74)

em que A é a área frontal, p é a densidade do ar. v é a velocidade

relativa entre o veículo e o vento; e c^, Cy e c; são os coeficientes aerodinâmicos

que são geralmente dependentes do ângulo de deriva aerodinâmico a^.

Os momentos aerodinâimcos são adicionados aos momentos causados

pelas forças aerodinâmicas, que agem fora do centro de gravidade, e são consí-

derados agindo sobre o sistema de coordenadas fixo no chassis. O momento de

rolagem é representado por

l / , ,, ,,2
T^x = ^Cmx^)pA \V/\' (7.5)

A

o momento de pitch por

l / , ,, /,2
rriy = ^Cmy(aa.)pA |'üT (7.6)

Li

e o momento de yaw por

l / , ,, /,2
m^ == ^c^(o;a)pA [ü/| (7.7)

^t

Onde Cmx^ Cmy 6 Cmz são os coeficientes de torque aerodinâmicos que

também geraünente dependem de aa.
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A

p

Cx

Cy

C^f

c—

Crnx

C-my

Cmz

2.06 m2

1.202 kg.m-3

0.766^+0.390

1.629aa

-0.451^ + 0.537^ + 0.156

G.427aa+0.1570

0.4300'a

-0.328o^ +0.103

0.384aa

Tabela 7.1: Dados aerodinâmicos do veículo

Os coeficientes aerodinâmicos são baseados em informações empíricas.

No escopo dos ângulos de deriva aerodinâmicos investigados no trabalho de Costa.

os coeficientes Cy,Csr,Cmsi e Cms são adotados como variando linerarmente com

ao, e os coeficientes c^., c^y e Cmy são aproximados por parábolas como função de

a;a. Os dados aerodinâmicos do veículo são apresentados na tabela 7.1.

Os elementos de esforços da suspensão gerados em cada roda são consi-

deradas agindo na direçao vertical do sistemas de coordenadas do chaâsis. Cada

força é aplicada em um ponto nominal localizado nas respectivas posições do cubo

de roda dadas na figura 4.3.

Os efeitos gravitacionaís das massas suspensa e não suspensa são re-

presentados como forças verticais; relativas ao sistema de coordenadas inercial,

agindo em cada centro de gravidade de cada corpo, e são considerados nos veto-

rés de forças externas. Estes efeitos não podem ser ignorados pois, em condições

dinâmicas, os ebcos de pitch e roll da massa suspensa não são constantes e não

passam necessariamente pelo centro de gravidade.
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7.3.2 Massa não suspensa

A massa não suspensa consiste dos quatro corpos ligados à massa sus-

pensa. As forças agindo em cada massa não suspensa são as forças do pneu

longitudinal, lateral e vertical, as forças da suspensão; e as forças gravitacíonais.

Cada força da suspensão é considerada reagindo no centro de gravidade

da massa não suspensa em uma direção vertical relativa ao sistema de coordenadas

do corpo base. As forças no pneu são representadas relativas ao sistema de

coordenadas do corpo. A força vertical de pneu age no centro de gravidade co

corpo. As forças longitudinal e lateral de pneu agem num ponto verticalmente

deslocado do centro de gravidade de um raio da roda. Este deslocamento reflete

a açao da5 forças lateral e longitudinal na região de contacto pavimento/pneu,

paralela ao plano do solo.

7.4 Representação das forças no pneu e na sus-

pensão

7.4.1 Forças na suspensão

Cada força na suspensão é modelada como uma mola em paralelo com

um amortecedor. As forças de mola e de amortecimento são respectivamente

funções Imerares do deslocamento, e da velocidade de deslocamento da mola, em

relação ao corpo base. Um forque adicional de roll representa o efeito a barra

estabilizadora agindo no ebco diajateiro. Este forque é modelado, relativo ao corpo

base, como uma função linear da diferença de deslocamentos das molas esquerda e

direita no ebco dianteü-o. Valores estáticos para as deflexões verticais do pneu e da

suspensão; são computados para balancear o peso da massa suspensa em regime

permanente. Os coeficientes de rigidez e de amortecimento para a suspensão são

apresentados na tabela 7.2.
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Suspensão

Pneu

linear

Rigidez da mola

Coeficiente de amortecimento

Rigidez da barra estabílizadora

Rigidez vertical

Rigidez lateral

Dianteiro

20.0 kN.m-1

1-4 hN.s.m-1

20.0 kN.m-1

250.0 kN.m-1

66.0 kN.rd-1

Traseiro

27.0 fc.m-1

2.0 kNjs.m-1

250.0 kN.m-1

70.0 kN.rd-1

Tabela 7.2: Dados do pneu linear e da suspensão

7.4.2 Forças no pneu

Para o modelo linear de pneu, as forças longitudinais de pneu repre-

sentam as ações de propulsão e frenagem. Estas forças são modeladas como um

termo de força deílmdo externamente, onde ele é assumido que não ocorre trava-

mento nem spin na roda. As forças laterais e vetícais no pneu são representadas

como funções lineares do deslocamento vertical da roda e do ângulo de escorre-

gamento lateral, respectivamente. As rigidezes laterais e verticais do pneu são

apresentadas na tabela 7.2.

7.5 Força vertical

7.5.1 Entrada da pista

A perturbação da pista consistiu de um deslocamento vertical com mn

perfil triangular de altura O.lm e largura LOm, e que foi aplicado nas quatro

rodas iniciando pela esquerda dianteira. Esta entrada foi aplicada de tal forma

que a roda esquerda dianteira encontra a entrada 0.5m antes da roda direita e

com a velocidade do veículo constante de 5m/5. A entrada de pista equivalente

no domínio do tempo é mostrada na figura 7.1.

As figuras mostram uma diferença de tempo de Q.ls na entrada de pista
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Figura 7.1: Obstáculo triangular

para as rodas esquerda e direita, e de 0.505 entre as rodas dianteira e traseira.

7.6 Resultados

Os resultados obtidos para as quatro rodas estão nos gráficos 7.2, 7.3,

7.4 e 7.5.

Os resultados obtidos por Costa (1992) estão na figura 7.6.

Os resultados apresentados pelo modelo desenvolvido neste trabalho,

utilizando as equações aproximadas mostraram-se adequados. O comportamento

das suspensões devido à passagem pelo obstáculo é semelhante ao das simulações

realizadas por Costa, e com isso foi verificada a validade da aproxünaçao proposta

por Rill para a dinâmica de veículos.

Os resultados obtidos para o chassis durante a passagem pêlos obstá-

culos estão nas figuras 7.7, 7.8, 7.9, 7.10 e 7.11.
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Figura 7.3: Deslocamento vertical da suspensão direita dianteira
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Figura 7.7: Velocidade vertical do chassis
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7.7 Considerações finais

Durante o período do desenvolvimento do trabalho foram feitas tenta-

tivas de simular a dinâmica lateral (esterçamento e vento lateral) e longitudinal

(aceleração e frenagem) do veículo para comparar com os resultados das simu-

lações de Costa (1992) nestas direço^s. No entanto, os resultados não se mostra-

ram satisfatórios. Inicialmente o método de integração que estava sendo utilizado

era o método de Euler. Este método havia sido utilizado por Rill (1994) no pro-

grama AUDISIM, porém ele desenvolveu uma metodologia para que a simulação

utilizasse passos de integração diferentes para o chassis e suspensões. Com isso,

a dinâmica do chassis não interferia na dinâmica das suspensões e vice versa.

Por isso foram feitas várias tentativas de utilização de métodos de in-

tegração de ordem mais elevada e de vários passos, como o Runge Kutta, mas os

resultados ainda não tinham se apresentado satisfatórios. Devido ao estudo de

métodos numéricos de integração não ter sido inicialmente incluído como objeto

de estudo neste trabalho, somente depois de um estudo mais aprofundado é que

concluiu-se que mn método adequado para o tipo de equação que seria mtegrada

(stiff) teria que ser implícito. Até o momento, havia sido usado somente métodos

explícitos.

Com isso, escolheu-se o método Adams-Moulton de segunda ordem,

utilizando o Adams-Bashfoth de terceira ordem como predictor-corrector de passo

constante. A partir disso, os resultados das sünulações meUioraram muito, e

começaram a se comportar em algumas condições como um veículo deveria. Nas

simulações com velocidade constante os resultados foram muito bons.

Outra causa dos problemas também pode ser a precisão do M.athematica

v2.2 que pareceu não ser a necessária para conseguir manter o veículo por muito

tempo numa mesma condição.

Outra possível causa dos problemas seria a necessidade de se calcular

a posição absoluta do pneu utilizando coordenadas absolutas, em que após o

105



veículo se distanciar do sistema de referência inercial os valores numéricos se

tornam muito grandes principaünente na direção longitudinal, e muito pequeno

na direção vertical, que é a direção de maior interesse para cálculo das deformações

no pneu e suspensão.
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Capítulo 8

Conclusão

Neste trabalho foram mostrados os aspectos da aplicação de sistemas

multicorpos em veículos e o uso da linguagem de programação do Mathematica

para aplicações em MB S.

Foram apresentadas a modelagem e simulação de mn veículo automo-

tivo por sistemas multicorpos, onde a geometria e as equações para a suspensão

são aproximadas. Foram apresentadas as equações para o chassis, que é ligado

ao sistema mercial por meio de uma junta de seis graus de liberdade, e para as

suspensões, que utilizam uma aproximação proposta por Rill.

Nesta aproximação, nas equações de acelerações residuais das sus-

pensões são desprezadas as derivadas parciais do vetar direção em relação às

coordenadas generalizadas, por serem muito pequenas em relação aos outros ter-

mos.

O equacionamento para o modelo foi feito no capítulo 5, onde foi uti-

lizada a formulação para a cadeia aberta, com juntas de um grau de liberdade

baseada num algorítimo proposto por Rosenthal (1991); e a formulação para junta

de seis graus de liberdade utilizando a matriz de rotação Body-three 3-2-1, Ka-

ne et al. (1983). Foram desenvolvidas as equações cinemáticas e de movimento

utilizando o método de Kane descrito no capítulo 3.
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Como as simulações pelo método de Kane combinadas com computação

simbólica têm se mostrado eficientes em termos de tempo de simulação, foi de-

senvolvido um programa na linguagem de programação do Mathematico. especial-

mente para realizar as simulações utilizando recursos de programação orientada a

objetos que permitem uma maior modularidade e reaproveitamento do programa.

O modelo de veículo utilizado foi um modelo desenvolvido por Costa

(1992), com algumas alterações. Neste modelo a suspensão é representada como

uma cabca-preta, onde a geometria é obtida a partir de dados experimentais que

descrevem a trajetória da suspensão em cada cubo de roda. A partir destes dados,

usando técnicas de geometria diferenciai, são obtidos modelos de braços em forma

de pêndulos, que em conjunto com uma mola e um amortecedor constituem uma

representação simplificada da suspensão. Este modelo é largamente utilizado para

estudos de controle de dinâmica vertical, entretanto ele não representa ações de

esterçamento e aceleração nas rodas; não sendo atil para o estudo do controle

da suspensão onde os efeitos combinados de propulsão e esterçamento também

são incluídos. Os dados utüizados para a modelagem, foram de um carro de luxo

europeu.

Foram feitas simulações de dinâmica vertical (üregularidades da pista)

e os resultados comparados com os obtidos para este modelo no SD/FAST, um

pacote que utiliza o método de Kane com as equações completas. As comparações

dos resultados mostraram que a aproximação proposta por Riu pode ser usada

para desenvolver um software para smmlação de veículos, com tempo de cálculo

reduzido, sem grandes perdas de precisão.

Apesar dos resultados desejados para as simulações de dinâmica lateral

e longitudinal não terem sido alcançados, acredita-se que ainda haja uma solução

com alterações nos métodos numéricos e modo de cálculo das variáveis cinemáticas

do veículo. Para chegar aos resultados alcançados para dinâmica vertical, foram

investigados os métodos numéricos utilizados por outros pesquisadores, o que nos

leva a concluir que ainda há o que se explorar para melhorar a solução numérica
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deste problema.

Foi apresentada também uma reunião dos mais importantes trabalhos

recentes na área de sistemas multícorpos e softwares destinados a este propósito.

Estes trabalhos mostram que a pesquisa em simulação de MBS aplicada a veículos

está indo no sentido de reduzir o tempo de cálculo; usando recursos computacio-

nais mais avançados de softwares - como as técnicas de programação orientada

a objetos e manipulação simbólica utilizadas neste trabalho - e hardwares. como

computação paralela.

A programação orientada a objetos torna a arquitetura do código mais

simples; facilitando modificar rapidamente grandes e complexos algoritmos como

os usados em dinâmica de MBS.

A modelagem e simulação são ferramentas que permitem prever o com-

portamento dinâmico de um veículo antes que o protótipo seja construído, e

analisar o veículo em situações limite. A utilização da simulação no projeto de

veículos visa reduzir os custos e tempo no desenvolvimento de sistema5 veiculares,

para tentar otimizar as características de desempenho.

Os programas MBS comerciais multipropósito estão sendo amplamente

utilizados hoje nas indústria, principalmente automotivas e aeroespaciais para

substituir os programas internos, feitos para cada caso a ser estudado.

Desde o surgimento os programas foram se aperfeiçoando, incorporando

mais elementos e facilidades de modelagem, integração com programas de Ele-

mentos Finitos para análise de elementos flexíveis, interfaces em sistemas CAD,

integração com sistemas de controle e programas de sistemas hidráulicos e melho-

rando os métodos de obtenção e resolução das equações de movimento. Portanto

hoje eles oferecem uma solução rápida e eficaz para simular completos sistemas

aeronáuticos e veículos.
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8.1 Sugestões para trabalhos futuros

As sugestões para os trabalhos futuros são:

l. Melhoramento do programa desenvolvido para obtenção dos resultados para

a dinâmica lateral e longitudinal.

2. Desenvolvimento de programa em C++^ para simulação de sistemas mecâ-

nicos, aproveitando as rotinas desenvolvidas no Mathematica neste trabalho,

ou usando rotinas de mampulação simbólica, através do MathLink. um pa-

cote de comunicação do Mathematíca, que permite a troca de informações

entre o M.athematica e o C++.

3. Expansão para a segunda topologia desenvolvida por Costa (1992)

4. Desenvolvimento das equações completas, sem aproximação, para compa-

ração de tempo

5. Desenvolvimento de programa específico de simulação de veículos; usando

as topologias e a aproximação de Riu, em C++. ou no Mathematica
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Beginfâckage["l's32'"]

(*SimulaçSo de entcada ds pista. - dastaculo*)

[^cescRjçSo co FRcamí. E ECCTR EE UITLJZPÇO***}

(*Ercgra[Ta psra similaçâo ds um veiaiLo carpLeto

utiiizsreto o método de Kane e irrperfect nultibody dynsmics -
nétcds de sprcKtrfBçâo para a suq^nsão proposto FQF G. Rill*)

(*DsserrolvidD de 1995 a 1999 por Ana lauca Fi°m=ira RËJDeUo
sob orientação <to Erof. Dr. Álvaro Costa. Neto no Laboratório

de Diramica da Escola de Engenharia de

São carlos da U-iiversidsde de São faula*)
(*Liiquagan - tethoratica - versão 2.2 ~ para Wirrtows*)

(*ütiliïacao àa integração nunsrica AIïtíS-ífcultcn*)

(*E9^üïiBCmENrCS*)
(*0 prograra <fescceve mi wsiculo ircdelaáo sn cinco aarFOS,

sendo um corpo bass, ligado à terra por \xsa. junta de seis graus de

literdade,
e quatro ODTpas, cada um ligado ao corpo fcese por un junta pino.

Cada osqco pcssui tm sistenB de referencia pceso a ele e

os seis aistaiBs de referência, o inercial (O) e dcs cinoo corpoSf

estão alinhados no Instante üu-cial. O corps base é diarado de corp3 l,

e o sistare de referência pceso à ele ds sisfcana B. Seus seis graus

de litercteds são os graus l a 6. Os graus 2, 3, 4 e 5 correspandan
respectivanente à roda esquecda dianteira, direLta dianteüa,

esquerda traseira e dueita traseiïa*)

dactos<pennDpend["dadoscut"];

(*E?03IES EXEEHSC6 A SREM ÜITUZftIXS*]
ïfeeds["Calculus'VectcrPínalysis~"]

(*Eackage externo para análise vetarial*]

f-SELECTCWMMD Lft. SMJLSÇ&y-]
SutCbstaculcrf.

(*SEI£CK?MENTO TOS EHR?ffiTEC6 ER. SIMUüï.&ï*}

(*Passo de integração*)
passcdesiirulacao-0.01

* (Intervalo de repressão das saídas*)

prlntint-0.01

(^Velocidade (tesejaáa çsca. nBnter - 5 para obstáculo - an m/s*)
velod.dsctsdesejada==5

(*VeLocidade inicial do veiculo - 5 para cbstaculo - sn m/s*}

velinicáal=5

(***tMOS CO VEÍCÜLD E 3?. A SBÜUÏ?to***)

(*vetor nulo*)

nl={0,0,0}

(*Vetores Lhitários*)
£?{1,0,0}
ey={0,l,0}
ez°{0,0,l}

(* PI *)
ttprotect [Pi]
H=N[Ei,15]

(*ficeleraçâo da Gravidaás*)
g={0,0,-9.81]

(*?ssa dês Cürpos*)
111=11600,50,50,47,4-7}

(*Inércia dos corpos*)

iJier={ {500,3000,3000}, 10.75,1.5,0.75t, (0.75,1.5,0.-75},
{0.75,1.5,0.75},{0.75,1.5,0.-?5}}

(*Vetores iribtojoint - os seis prüreiras termos referan-se aos

vetares irteojoint do corpo tese e são dssccitos no sistem inarcial,
os outros quatro são es vetares iribtojoint cias rojas e

são ds.scia.tcs no sistava. B*]

<P={nl,{l.44090214829721/0.30292586469092,-0.24179219374438},
fl.4409021482B721,-0.3C292586469092,-0.24179219374438),
{-1.51623978297'744,0.104552663-?0603,-0.15664990979858),
1-1.51628978297-Ï44,-0.104562663706C3,-0.15664990979658):.

(*VeConss toc^tojoint - os seis primeiros tenccs referen-se

aos -vetares bcdytajoint do corpo base e são dssccitos ro sistana B,

os outros qusatro são os vebares bcií/tojoint àss rcdas e
são descritos nos sistareiS de referência funs nelas*)

íp=ft0,0,-0.5), (0.1209Cei4828'721,-0.44707413530906,0.05820780625562},
{0.12090214828721,0.447Q74r3530908,0.05820780625562},
{-0.01628978297744,-0.64544733629397,0.14335009020142),
(-0.01£26978297744,0.64544733629397,0.14335009020142}}

(*Vetores diieçâo àss junta5 - os seis primsircs tentDS são a ]unta

de seis graus de UJcerdade e é dssccita no sistema B, e as quatro são
a5 juntas pino üss rodas e são descritas no sistema B e no sisiana das roáss*

b=^ni,(0.9658648319â595r0.25738705686472,-0.02927506393730),
{0.9658 64S3194595,-0.25738705666472,-0.02927506393730},
{0.993605254'?9972,0,0.1129096aB04429},{0.993505254-?8972,0,0-11290968804429)}

(*Dadcs gearétrioos do veiculo*)
th={nl,{0,0,0.2},10,0,0.2),{0,0,0.2),10,0,0.2)} (*raio da roda*)

(*Kntc6 de ccnssíâo da. s^sçensëa na rcassa suspensa - estáüco*]

ssp={nl,fl.32,0.75,-0.3},{1.32,-0.75,-0.3),

{-1.50,0.75,-0.3},1-1.50,-0.'75,-0.3}1

(*CanpriiTento dcs braços cfa suspendo - estático*)

annl=10,0.466777,0.466777,0.66137500,0.66137500}

(*Cceficiente ds rigidez áas molas da suspensão'1"]

nola=( 0,20000,20000,27000,21000}

(*Coeficiente de anortecünento da suspendo'")

srcort={0,1400,1400,2000,2000}
(•tanDrt={0,6400,6400,8000,8000t'

(*Coeficimte de rigidez àa tarra estabUizadara àa suspensão dianteus*)
kar-{0,20000,20000,0,0}

(*CoeficLente de rigidez dos pneus*)

kt={nl,{0,66000,250000},10,66000,250000},
{0,70000,250000},{0,70000,250000})

(*ftn5Use estaüca para ciEteiminação da pre-defonTSçâo do cneu e cte suspensSo*}
estl=Solve[(nl+n3—1600 9.9V2,nl 1.32=^3 1.5,nl=-20000 pdl,n3=27000

pd31,{nl,n3,Fdl,í£Bi]
est2==nl/.estl

est3=n3/.estl

est4==pdl/.estl

est5^d3/.esü.

pd2=(50 9.81-+est2[[l]])/250000
pá4=(47 9.81-HBst3[[l]]]/250000

(*Cündições Inid-ais*)
(*'Ecé defomBçao cfe suspensão*!

zO-{nl,{0,0,est4Hl]]},{0,0,est4[H]]},{0,0,est5[[l]]},{0,0,est5[[l]]}}

(*Pré dafomaçâo d3 pnaj (verü.cal) *)
ztC^{nl,10,0,pd2},10,0,Fd2},{0,0,pd4},10,0,Fd4}}

(*Goeficiente de rigidez do sistara de esterçamento*)

cs={0,5.1 1CT-6, 5.1 10"-6,0,01

(*Steermg/rcad víieel ratio*)
sr=20

[***iHiaxifflÇïto ms VHRIÁVESS**)

[*Definiçâo do vetar de ccoiderectes e veloGLdades gengralizadss*}

q=(ql,c^,c3,q4,c^,q6,q7,q8,q9,ql0}
uu={ul,u2, u3, u4 ,u5, u6, u'7, u8, u9, ul0}

(*D3dos aercdinãmicos cto veiculo*)
Far={-0.09,0,-0.5} (*Qrigan do sistais aerodinâmico*)
afa-0.39

aáy-1.63

cdzf=0.33

cdzr=0.'?2

arK=0.43

arç/=-0.01

anz=0.38

10=1.202

af=2.060

vel=0

wid=2.0

tp=0.5

al£a=T3hle[0,{5}]
d3lbí={0,0,0,0,0}

kGE"JIahLe[0,(5H

(*03e£ici.ente arrasto langituáiFel*}

(*Ccs£ici.ente força lateral*}

(*Coeficimte de sustentação dianteiro*]
(*Cce£iciente de sustentação traseiro*)
(*Goeficiaite de rcU. [H.m]*)

(*Coeficiente de pitdn [N.m]*)
(*03eficiente de yaw [N.m]*)
(*D3Tsidade eb ar*)
(*Area Etental*}
(*Veloa.dade da. rajada ds •msnto*)

(*Euração da rajada de vento*)
(*Taip3 inicial do pulso*)
(*Ãngulo de deciva*]

;*ftngulo ds esterçan^ito m roda - inicáalisaçâo*)
(*Cfceficiente <te comering efeti-ro*}

faea-=(0,0,0} (*Força aerodinâmica resultante no dsssis*)

n©e]?={0,0,0} (•>tïmento aercdinâmioo resultante no cnassis*)

t*Criaçâo dos vetores de distíu±iics Fora a cmstruçâo cte giáficos das entradas*
£aoelerador3={{0,0}}

(*&eleraçâo rssidal*)
acres-'Eahle[0,(5},{3}]

alfares=T>ahle[0,{5},13}]

(*Força generalizada e maüriz de ffBssa*)

fgerï=JKble[0,UOt]



?ri?fable[0,{10},{10}]

(*Velocidsdes parciais*)

velp3r^LahLe[0,15},{10},{3}]
v&langEStíTabLe[0, {5}, {10}, {3}]

t*Cüonásnad3s e -uelocidades ^neralizactes*)

qCriTable[0,(10}]
u0='fable [0,110}]
q01[3]]—tp[[l,3]]

(*Vêtor ds aentro de irassa da rcda ao osntco de massa do oorpo fcsse*}

rbk^TËihLe[0,(5},{3}]

(*Veloci.daás das rodas an relação ao sistara fixo no Aassis *]

w=ï^R3ÜleIO,{5},{3}]

[*Dsri\rada da pcsi^o da mda an relação ao sistara frnc no d-assis •*•)

rdot=JKble[0,{5},13}]

(*VeLoci.daáe angular das rodas em relação ao sistare fixo no chassis *}

wto-'fahlel0,{5},{3}]
(*Nò sistana fiím rãs roctes*)

TOr=Tyble[0,{5},(3}]

[•"Vetor do centro ds nessa da sacte a junta descrito no sistsna B.*)

1-pb-tp

(*Vetor dLceçâo rcaïentBnea ds translaçêo das rcdas*)

ti?=ïáble[0,{S},{3)]

(*D5ri-vacla eb vetar do caitro ds massa da roda à junta dsscrito no

sistaia B.*)

hcbdot='fable[0,{5}]

zsb-'tetiLe[Or{5},{3}] (*Dssloca?nto vertical ds. suspmsâo*)

fs=T&ül.e[0, (5), (3}] (*Inicializaçâo da for^a de rrola*]
fb-^fabl.efO, (5), {3}] (*Inicializ3ção da força de anortecedsr*)
£áü-T3Üle[0,{5),{3}] (*Inicialização da força da barca estatiLl-Lzaáora*)
fsto°T3KLe[0,{5},{3}] (*FoFça total da. suspensão*)
fsbrcd^=T3bleIO,{5},13}] (*Fcrça total da suspensão cpLLcate na
roda*)

zt^rable[0,{5},{3}} (*Deslocam5ntB vertical no pnsu dfâsccito no

sistaiei fixo na rate*)

cpaTëfcile[0,(5}r{3}] (*Im.cLalizacao do ponto de oantacto*}

ft=Table[0,{5},{3}] [*Inid-alizaçâo da. força total do imeu desccita no
chassis*]

ft2=rteble[0,{5},(3}] (*micialização da força total do pneu descrita re
rcda*)

ft3=ST=fcle[0,(5LÍ3}] (*Inicialização da. força total do preu descrita ra

roda*)

mtb='I=hle[0,(5},{3}] (-^fcmento do pneu an B*)
mt:=JKble[0, {5}, {3}] (*tfc[[ento do pneu TÉ. rate*}
msfcdï=TËihle[0,{3}I (*M3Tento <te suspendo no cïiassis*ï
Fg>*F^hl.eEO,{5},(3}] (*Eüsiçâo da rocte an relação ao solo descrita ro
chassis*)

Fgwif=Tabl.e[0,{5},{3}] (*Eüsiçâo da Ktís. an relação ao solo dascrita m
mete*}

ziáesl=Table[Or{5},{3}] (*D=slocanenb3 da süspansão*)
ztOb^TatíLe[0,f5},{3}] (*Eïé ctefontBção db pnaj em B*)
zKBá='fahle[0,{5),{3}] (*Entrada de pista - ctetáculo triangular*]
zro3db^T£fcLLe[D,{5),{3}] (*Berfil da pista em B*)

me]±p'fahle[0,{5t, (3), <3}]
ineifceLK='Eable[0,(5},f3H

ffiib='fahle[0,{51,{3)]
eyb^Table[0,{5},{3}]
ezb='fahle[0,{5},{3}]

[*Ci3'riig3es InicLais Fera as simulações*)

cac=Tahle[0,{5}]

(*Pista - chstáculo Triangular")

I£[Sir[Cfcstaculo=l,PreperxíTo[uO,vel±-iicLal]; (Ws*)
tíinal=Cempo£inal;
passo-ïassodesimulacao;

to=160000;
sFeecïïuelcci-d3dedesej aás;

ncalculos=mjn£rodscalculos;

rracfcü?-! (*1/0+)
]

(*Criaçâo e inicLal-i.zaçâo das vecor de estado para plotagem <tos
gráËLOOfi*)
qtl=HO,qO[[l]]}},-qt2=l{0,qO[[2]]}},-qt3={ÍO,qO[[3]]}};qt:4={iO,qO[[4]]}};
qt5-{10,q0[[5]]}};qt6={(0,q0[16]]}},-ç[t:-?={{0,q0[p]]}};qb8={f0,q0[[8]]}};
ç[t9={{0,q0[t9]]}};qbl0=({0,q0[[1.0]]}};
uÜ.=HO,uO[[l]]}};ut2={(0,uO[[2]]}},-ut3={{0,uO[[3]]}};ut4-{{0,uO[[4]]}};

ut5=((0,uOI[5]]}};uE6={{0,uO[[61]}};ut7={(0,uO[['?]]}};ut8={{0,uO[[9]]l};
ut9={{0,uO[[9]]ÏÏ;uElC^l{0,uO[[10]]})

(***EUNOXS**)

(*Elinçao para transfomaçâo de sistana de referência*}

vetcaást-retorrcda ,angulo ,pin ] := •ïetciEEoda*CQS [angulo] -

Crossïtecto[vetonoda,pm*Sin[angtiLoll + (vetc(mxia.pm)*pin*(l-Co5[aTquio])
vetorb[vetorin£rcá.al_,A3b ] := (Transpcse[A±i]) .vetorineraal

(**INÍO:0 ffi. SBÜÜïXï*-*)

(*De£im.çâo das abreviaçâes de sena e osseno para ce ângulos cfe roll,

pitch e yaw do chassis*)
c4=CGS[q[[4]]];
c5=<tos[q[[5]]];
cfr<Ss[q[[6]]];
s4^Sm[q[[4]]];
s5=Sin[qH5]]],-
s6=Sm[q[[6]]l;

(*?rtïiz dos ccssems dizetores definicb an B para a rotação 3^-2-1
taírthces*)

Pcb={{c5 c6, c6s4 s5 - o4 SÊ, c4 c6 s5+s4 s6),
{c5 s6, c4 c6+ s4 s5 s6, -[c6 s4) + c4 s5 s6i,{-s5, c5 s4, c4 c5)};

[*Lccp para cálculo ds ïçto, rbk ctes roces - atualizacao devido a rctacao q da

suspensão*]

R;r[k=2,)í<6,k++,

tipbE [k] ]=vetorb[]-p[ [k] ] ,q[ [k+5] ] ,b[ [k] ] ];
rbk[[k]]-ícb[[kl]4cp[[kn];

(*L30p para cálculo das raansnCos ds inerd-a das rates - atuallzacao devido a

Kïtacao q <3a saspensso*)
For[t?=2,kí6,k++,

ina±aux[ [k] ]=Diagcnal?trLxIiner[ [k] ] ];
cil<cs[ql[k+5]]]+b[[k,l]] b[[k,l]] (l-(Ss[q[[k+5]]]),-
cl2-í>[Ik,3]] Sin[q[[l<+5]]] +b[[k,l]] b[[k,2]] (1-

Cos[q[[k+5]]]);

Ccs[q[[k+5]]]),-

Ccs[q[[k+5J]]);

Cos[q[[k+5]]]};

Cos[q[[k+5]]]};

Ccs[q[[k+5]]]);

cl3^[[k,2]] Sin[q[[k+5]]l +bl[k,3]] b[[k,l]] (1-

c21=fa[[k,3]] Sin[q[[k+5]]] +b[[k,l]] b[[k,2]] [1-

c22=Cos[q[[k+5]]]tb[[k,2]] b[[k,2]] (l-Cc6[q[Ik+5]]]];
c23-^[[k,l]] Sin[q[[k+5]]] +b[[k,2]] bl[k,3]] (1-

c31-íï[[k,2J] Sin[q[[k+5]]] +b[[k,3]] b[[k,l.]] (1-

c32=b[[k,l]J Sin[q[[k+5]]J +b[[k,2]] b[[k,3]] [1-

c33<tos[q[[k+5]]l-to[[k,3]] b[Ik,3]] (l-Cc6[qI[k+5]]]);
natrotO-í {dl, cl2, d3}, {c21,c22, c23}, {c31,c32, c33}};
inesSD[ [k] ]=Transp3se[matr3tC] -irerfcauxt M ] .nutrotCJ;

inerb[ [l] ]0iagcna?trüc[iner[ [l] ] l;

(*micio da cmstruçâo ds. tabela de veloci-dsctes e velocidades
angulares parciais*)

velFar={{ex,ey,ez,nl,nl,nl,nl,nl,nl,nl}};

velart3Far={(nl,nl,nl,ex,ey,ez,nl,nl,nl,nl}};

(*Lccp para a inclusão das velocLdaáes e velocidades angulares para as
rodas*)

R)rlk=2,k<6,l<++,

(''"cálculo da var auxiliar tr porá cacte rcds -

vetor direcso rrarentânea de translacao = produto vetorial cfe (È direçâo
ircirentânea

de rotação pela distância da cg da rafa a junta pino*]
tr[ [k] ]<ïcssEïcduct [b[ [ k] ],-teb [ [k] ] ];
exb[ [k] ]=vstorb[ex,q[ [k+5] ] ,b[ [k] ] ];
e^D[ W ]=uecorb[ey,q[ [k:+5] ] ,b[ [k] ] ];
esb[ [k] ]=v&tarb[ez,q[ [k+5] ] ,b[ [k] ] ];
^topendTo[velFar, {e^b[ [k] J/e^tot [k] ] ,ezb[ [k] ],

Cross£rcduct[e>N [k] ] ,i±)k[ [k] ] ] ,CccssPra±tCt:[eibI [k] ] ,ibk:[ [k] ] ],
CmssEroduct[ezb[ [k] ] ,úsk[ [k] ] ],
If[)^=2,tr[[k]],nl],If[^=3,tr[Ik]],nl],If[^=4,tr[[k]],nlJ,lf[k=^,tr[[k]],nl])]

fçpenSo [velangpar, {nl,nl,nl,eri3[ [k] ] ,çyb[ [t;] ] ,ezb[ [k] ],
Iflk=2,b[ [k] ],ni] ,IfI>F=3,b[ [k] ], ni] ,If[k-^l,b[ [k] ],ni] ,If[k=^,b[ [k] ] ,nl]}] ];

(*Definiçâo da velocidade angular do tirossis au reLação ao sistana
inercial dsscrita no sisfcara fmo no dTassis*)

wb[[l]]^uu[[4]],uu[[5]],uu[[6]]};

aa-es [ [l] ]»(CcossEïodLict [wb[ HJ ], ex])
uu[[lJ]+(CrossE>roduct[TOb[[l]],ey]) uu[[2]]
+(CrossProáxt[wcbI[l]],ez]) uu[[3]];

aliares! [l] ]=(CcossEtoctncC[vcbI [l] ] ,ex] ]
uu[[4]]+(CFossProtíuct[TOb[[l]],ey]) uu[[5]]
+(CrossEïcducC[Má3[[l]],ez]) uu[[6]];



(*Locp para o cálculo das aosleiaçSo e aosleraçao residuais

para as rcdas - apmxiirado! !i!!!*i
For [1^-2, k<6,k++,

(•"VeLocLclaás da icáa sn relação ao sistara

Ineccial ctescrito no sistsie füiD no chassis*)
vcb[Ik]]=aja[-ue4HrIIk,i]]*uü[[i]],{i,l,10}];

(^Variação da posição àss rcáss*}
rdot[[kl]=(tr[[k]]*uu[[k+S]]);

(*Aaeleração resid-al das rocbs*]

aczest W ]=dossEta±icCIwd3[ [l] ] , (-vcb[ [k] ]+ráüt[ [k] ]} ],-

[^Velocidacfe angular das rodss an relação ao
sistema inercial
descrito no sistana füc no chassis*)

wob[[k]]-Sum[-uelanïer[[k,i]]*uu[[i]],U,l,10}];

[*fiaeleração angular residual das ïodas*)

alfares[ [k] ]=CcossPFcriuct[wQb[ [U ] ,wob[ Ik] ] ] ];

(*L3cps paca a <nnstruçâo da natriz de ITBSSS*')

For[p-l,p<Ll,p<->-,

For[i=l,i<l.l,i++f

?tM[ [p,i] ]-Sum[ (velpor[ [k,i] ]*m[ [k] ]} .velpar[ [k,p] ]+
(velangparl [k,i] ] .u-ieibl Ik] ]) .velargcer[ [k,p] ], {k,l,5}I ] ];

(*Dafiniç§o da5 eqüaçtes cinaréticas fsza o chassis -

orientação bxfy-three 3-2-1*)

qdot^cb. (m[ [l] ] ,uu[ [2] ] ,uu[ [3] ]);

Appsndlb[q±ft, (uu[ [6] J o4 + uul [5]] s4} s5/c5 + uu[ [4] ] ];
Jippendlolq[tot,-uu[[6]] s4 + uu[[5]] c4];
^!:psndTo[cpbt,(uu[I6]] c4+ULt[[5]] s4)/c5];

(*Ds£ün.çao das equações cánsnáticas para as rcdas*)

Í;epatíIb[qjot,ULi[ [7] ] ];
JçpsnctR)[qàst,uu[ [8] ] ];
.fij3penáFa[qá3t,uu[ [9] ] ];
AppendTo[q±;t,uu[ [10] ] ];

(*Transform3ção cja vetar de gravidads do sistene jnenri-al Fará o sistaTB

fixo no chassis e calculo eb peso do chassis s das rodas descrito no
sistema do chassis*)

çfb=vetad3[g,Aá3];

(*Veloci.dade ao c±assis an D&Lação ao sistara

inercLal descrito no sisteia fi^> ro ctessis*}
-rofcb=fuu[ [l] ] ,uu[ [2] ] ,uu[ [3] ]};

(*Angulo de esoarregaamto lateral do carro*}

b6ta=ftrtífan[vQdb[ [l] ] ,?dob[ [2] J J;

(•"Forças aerodinâmicas no chassis*}

(*M3AiLo da resultante da -velocidade*]
vres==Sgrt[ f-vwindt-vcüat [2] ] ] "2+-vv±to[ [l]]A2];

(*Â'igulo de escarregarrmto lateícal aesadinânioo*)

abeta=Src?a->['CT±b[ [l] ] ,-vwin*-vd±i[ [211 ];

(•••Pressão do ar")

qhF=(ro*vr>ssn2] /2,

(*Cos£icienCes aeradinâmiocs*)
oáx=0 -766*abeta"2-+0.390;

oá(=1.629*abeEa;

cdzf—0.451*afceta/'2+0.537*abeta+0 . 156;

oázr=0.427*afcetaró.157;

a[K=0.43Cï*ábeta;

asy~0.328*abeta"2-K). 103*abeta,-

cmz=0.384-tabeta;

solo*

centro do veiculo*

(*Focça aercdinâmica na direçao x epUcscfe ro

faer[ [l] ]=-aáx*af*<^*Sign['w±b[ [l] J ];

[*Força aeccdinânica re. direçâo y apUcscte ro

faer[ [2] ]^ccï/*af* (ro*vofcb[ [2] ]A2i /2;

(*Força aerodinâmica na dijreçâo z cpUcacte no
ponto central enCre as metes*)

£aer[ [3] ]=(odzf+cdzr) *af*ç^;

(*Marsito aerodimnioo d£ ysw*)
neerl {3] ]=cmz*af*^;

RïT[k=2,k<6,k-n-,

For[k=2,)^6,k++,

(*?m3nto aerodinâmico de pitdi*)
ir&ert [2] ]=-cro/*a£*qw;

(*?mento aercdinãmico de coU*]

iTBert [U ]=~cmií*af*q^;

(•*Ïtaiento ctevicto as forcas aercdinsmicas*)

ro3er==m3er+CD3SsEtoduct [par, faer];

(*Velocidacte de dÊSlocanento da. suspensão*)

4±atot[ M ] ^armll [k] ] * (-1)" (k+lï *uLiHk+5] ];

(*Deslocarrento ds. suspmsSo*)

zdÊSl[[k,3]]=arml[[k]]*(-l)A(k+l)*q[?+5]];
zsb [ M ] —zdssl [ [k] ]+z0[ [k] ];

(*Eürça de mda*)
fs[[k,3]]=nola[[k]]*zsb[[k,3]] ;

(*Ebrça ds amortecedort}

£b[[k,3]J—amQrtI[k]]*ï-pbdot[[líl];

(*Facça da barra estabilizadara esqüercÈ*)
fat[ [2,3] ]=>rtar[ [2] ] * (zdesl[[3,3]]-zdesl[[2,3]]}/2;

[*Força da. barca estábil-i-zadora dLreLta*)

fat[[3,3]]^kar[[3]]*(aáesl[[3,3]]-zidesl[[2,3]])/2;

(*Força total da suspensão*)

(*No chassis*)

fsb[[k,3]].<sI[k,3]]+a>[[k,3]]+Ê3t[[k,3]J;

(*H3 rcda descrito no diassis*]
fsbrcda[ [k,3] ]—fsb[ [k, 3] ] ;

(*Ebrça no pneu*)

(*Itasiçào da chassis em relação ao sistsre inercLal

descrita no sistema fism no chassis*)
rd±pvet:cu±i[{0,0,q[[3]]+0.5},A)b];

£ma no dassis*]

fixo na rcds*

C*Etosição da roda an relação ao solo descrita no sistara

pgví)[ [k] ]=ssp[ [k] ]+n±b;

(*Posiçâo da rocte sn relação ao solo ctescrita no sistara

pgw^[ Ik] ]=-vetcnb[pgA[ [k] ] ,-q[ [k+5]],bl[k]] ];

(* (*DsslQcansnto -uertical (to pneu ro sistara fbso na rcda*

^t[[k,3]]-i-zt0[[k,3]]+2ítesl[[k,3j] (*-rcfcb[[3]]-K).5*] (*-
pgw^[[k,3]]+fh[[k,3]]*]; *}

(*ftngulo de deriva*)
alfa[[k]I-ftrüranlvobbt[l]]-

sspl [k,2] ]*uu[ [6] ] ,vd±ï[ [2] ]-issp[ [k, l] ]*uu[ 16] ] ]^telta[ [k] j;

(***EÏ.EÜ UNEHR**)

(*Cce£ici.atte lateral ds pnsu + esterçsirento*}

tea[[kn=kb[[k,2]]/(l+kt[[k,2]]*cs[[k]]};

(*Força latered. ro pneu*)

ft2[[k,2]]—tos[[k]]*alfa[Ik]];

[* ^Controlador prcpQccicnal para rcBnter a •ralocL
constante*)

uerc=speeá-7ofcb[[l]];

If[SímEstercatentcp=l| lSijiyento[ateral=l,ft2[ [4,1] ]=to*uerc;ft2[ [5,1]
]=tçi*uen-];*)

]; (*F'm For fextem*]

(**Erime±ro tzedio***}

(*Cbstáculo da pista*)
(*CKt<=0.5*)

zmad[[2,3]]=0;
zroad[[3,3]]=0;
zro3d[[4,3]]=0;
zrcad[[5,3]]=0;

(*Inic açSo das Vari-á-ueis*



(^Autoria; Ara lauia Eferreua BeteUo*)
t*Setaitoro 1998*1

f-Definicnes*)

(*KM = rreü-iz de massa, fgen = vetar de forcas generalizadËs, qtat =

equações cmematicas, uáot = equaoaes dingmicas*)
(*udst e ÇEáot são vetares das derivadas das velocidades Ê aoonâsnadas

generalizadas e serão integradas*)
[*ul, u2, u3 ... ulO são as veloci-cfades generalizadas, ql, q2, q3 ...

qlO são as coordenaáadas gsneralizates*)

Etorli=l, Ktfinal/tï^l, ++i,
taTpo==fth;

Ct?itriz de mssa e vetar forca gensralizada*)

i[nFB^laosfy.l?tM,{ul-?uul,u2->uu2,u3-->uu3,u4->uu4,u5->uu5,u6->uLi6,u7-

>uu7,u8->uu8,u9->uu9 ,ul0->uul0,
ql->qql,<^->q^,q3->qq3,q4-XR4,q5-?q^,q6->qï6,q'7->?37,q8->q=^,q9-

>(ïï9,qlfr->qql0)];
fr-Rqilace?^[fga'i,(ul~>aiLfU2->uu2,u3-?ULi3i.u4->uu4,u5-->uu5,u6->uu6,u7-

>uu7, u8->uu8, u9->uu9,ul0->uul0,

ql->tRl, q2->q^2,q3->qg3, q4->qq4, q5->q^, q6->CRë, q7->c^7, q6->q^, q&-

>qq9,qlC^?qqlO,t->tec[ipo}];
i?i=Psplacefill[qA3t,{ul->uul,u2->uu2fU3->uu3,u4->uu'l,u5->ui£fU6-->uu6fU7-

>uu7,u9->uu3 ,u9->uu9,ul0->uul0,

ql->qql,q2->q^,q3-x?ï3,q4->q9l,(^->q:[5,q6->q56,q7->qq7r(^->qqe,q9-

>qq9,qlfr-;qqlD}];

(*Equacces tíifeienciais*)

u±it?=LinearSolve [mnr f];

(*Starter - Msdified Êuler Msüicd*}

If[i<3,

(*Valor atual de uáot e qáot*]

udoü=u±)t;

qái-°qá;

klul=udotil[l]];klu2=ucbtí-[[2] ] ;klu3=ixtot.L[ [3] ] ;klu4=udxi[ [4] ] ;
klu5=udoti[ 15] l ;]<lu6^xtotL[ [6] ] ;klu7==udoti[ [7] ] ;klu8=iri=ti[ [8] ];
ld.uS=iïtoti [ [9] ] ;klul0=udoti [ [101 ];
klql.=qái[ [l] ] ;klq2-<}di[ [2] ] ;klq3-qái[ [3] ] ;)dq4=qáÍH4] ];
ldq5=qáiH5] ] ;klq6=qái[ [61] ;klq7=qji[ [7] ] ;kl<^=qdi[ [6] ];
klqS=qdi[ [9] ];klqlC^?ii[ [10] ];

mn-Replaa2?LU?.tM,{ul">uul+h klul,.u2->uu2+h klu2,u3->ULl3+-h klu3,u4-
>uu4+h klu4rU5->uu5tíi klu5,

u6->uLifrhh klu6,u7->uu7+h lílu7,u8->uu6+h Klu8,u9->uu9* tí.u9,ulC^>uul&+-h

klul0,ql->qql+h klql,
c^-5q^+h kl(ï2,q3->qï3-th klq3,q4->qq4+h )<lq4, ^->qc^+h lcL^,q6->qq6+-h

klq6,q7->qq7-th tí.q7,

q8-ïqq&+ti klq8,q9->qq&+-h klq9,ql0->qql&th klqlO}];
É:;Si^lacefill[fgen,{ul~>uul-fti l<lul,u2->uu2-th tí.u2,ii3->uuï4-h klu3,u4-
>uu4+h klu4,u5->ULiStíi kLu5,

u6-iuu6*íi klu6,u7->uu7+h klu7,u8->uu8+h klu8,u9->uu&ti-i klu9,ul0->uul&t-h

ld.ul0,ql->qql+h klql,

q2-^q2+h klí^c^-ïq^-rti td.q3, ql->qq4+h ldq4, q5->qg5+h klq5,q6->qq&ttl
l<lq6,q7->qq74h ld.q'7,

q8->qq&+-h klqe,q9->qg&+h )dq9,ql0->qql0+h klql0,t->taiço}];
qd2t^6place?Ü-L[qdaC,{ul-?uul+h klul,u2->uu2+h ]<lu2,u3->uu3+h klu3,u4-
>uu4+h Klu4,u5->uu5+-h klu5,

u6->Lu6A klu6,u7->uu7-tíi klu7,u8->uu6+h klu8,u9->uu&4i klu9.ulO->ULtl&+-h
klul0,ql->qql+h Idql,

c^-Sqq2+h klc^,q3->?ïi4íi kLcp, q4-XTi4+h klq4,<^-ïq^íi kl(^,q6-xn6+h
klq6,q'7-ïqq7+h klq'7,

qS-ïqq&t-h klq8,q9->CB&+h klq9,qlO-^Hlü+-h klqlO}];
uáat2i=Hnsarfcilve [ma, f];

k2ul=udDt2i[ [l] ] ;k2u2-uàit2il [2] ] ;k2u3=ucbt2i[ [3] ] ;k2u-i=u±it2i[ [4] ] ;k2u5
ï-udot2i[I5]],-

k2u6=udot2i[ [6] ] ;k2u7»iriüt2i[ [7] ] ;k2u8=Lï±;t2i[ [8] ] ;k2u9=üAït2i[ [9] I ;k2ul
Cb=Ltiot2i[[10]];
k2ql=qá2i [ [l] ] ;]<2(ïï^áEi [ [2] ] ;k2ç3=qd2i [ [3] ] ;k2q4=qd2i [ [4] ] ;k2c^<ïá2i [ [5
]];k2q6-qá2i[[6]];
k2q7=qd2i[ [7] ] ;k2q8^á2i[ [8] ] ;k2q9=qá2i[[9]];k2ql0=qá2i[110]],-

uul=Lul+h/2 (klul+k2ul) ;uu2=uLi2+h/2 (klu2+k2u2) ;uu3=iu3+h/2
(klü3+k2u3);uu4=uu4+h/2 (klu4+k2u1);
uu5=uL&tft/2 ()clu5+'fâu5);uu&^u&+'h/2 (klu6t-k2u6] ;uu7=uu7+h/2
(klu7+k2u7);m8=ituB+h/2 (klu8+k2u8);
uu9=uu&+-h/2 (klu£4-k2u9) ;uiiLO=uulO+h/2 (klulCH-k2ulO);
q:[l-=qgl+h/2 (klql+k2ql) ;q^=g:g-rti/2 (KL^+]<2t^);qs3=çB3-th/2
(kla3+k2a3);qgl==qq4+h/2 (klq4+k2(^ï;
qq5=q^+.h/2 (klc^i-k2q5);qq6=qq6+-h/2 (klc[6^-k2c[6),•qc[7=qq^+h/2
(klq7+k2qï);(?38-çfíe+h/2 tklq8+k2q3);
CR9-qq&4íi/2 (klq^k2c[9);qqlC^qqlO+h/2 (klql&t-k2ql0);

If[?d[te[[po,printmt]=0,

^Ç^X^ELLÜ^, lte[po,aiL}] ;Aperx^[u2res, {ta[p3,uu2)] ;^ïsnflo[u3res, {tarpQfUu^
}] ;.Fçp=n3R3[u4res, {tempo, uu4)];
;rtçffriIti[u5res,(tatpOfi^}];Jïç^náro[u6Fes,{tsipo,m6}];^;peTïïro[u7re5,(taip3,m1
}] ;J'çpercíto[üBEes, {tsrpo,uu8}];
AppertíItoIuSres, {tenço,uü9}] ,-^ppaTdIo [ulOres, {ts[üo,uul0t];
JÏÏ3ffrOto[qlres, (tarpo,qBl}] ;^pe-xHb[<^res, (tairo,q^)] ;íÏï»riTo[qpres, íteiip=,^
} ] ,-^DpandTo [qlres, (tsrapo, qq4} ];
^pendIbI^ies,{t9Tpo,c^}l;^pendTo[q6üss,{taipo,qq6}];JïpËnáTo[q7res,(tCTp3ri?i'ï
) ] ;PppSTtEo[<^sss, {teqpo, qq8} ] ;
JtopandTo[q9res/ (tempo, qq9}] ;^penáTo[qlOres, {tempo, 0^10}];
;ÏpeTxÍTo[vertdisp2,{ta[p3,armLI[2]]*qq7}];
^^ncÍTo [-BertdispB, (tsrps,-aiinl [ 13] ] *qqB} ];
^ççendlb [verüái^>4,1 tarpo, amd. [ [4 ] ] *qq9} ];
^çiperxiTa [vertdi^B, {tenpo,-aimL [ [5] ] *qql0}];
];

If [ i<2, udotil={ uul, uu2, uu3, uu4, uu5 ,ULi6, uu7, uu8, uu9, uulO};

cïáil=fqgl,q(^,qïa,(?i4,qR5,qq6,çR7,CH8,qq9,cT3lO}];
I f [i<3; i>l, utoti={ uul, uu2, uu3, uu4, uu5, uu6, uu7, uu6, uu9, uulO};

C[ái=lq5l,qg2,(?:e,qcï4,qq5fqg6,qq'7.q!^/<?ï9'q:3l0}];

]; (*Fün do starter*)

(*Sdams-?ulten 2. oider ïfeüiod*)

If[i>2,

(*Gusrdar valores cbs psssos antsriores*)

udoCL2=Ld=til;
udotil=Li±ti;
udcti=ud3t;

qái2=qFül;
qdil^gái;
qdi=qá;

(*EïsdictQr-CDrrector Ídams-Bashforth ?thcd 3. arder*)

ulp^ul+1/12 h
u2F^uu2+l/12 h
u3[^Liu3+.l/12 h

u4p=uLri+l/12 h
u5p=uL&-l/12 h

u6p=uu&i-l/12 h

u7p-uu7+l/l2 h
uep=uu8+l/12 h
u9p=uu&U/12 h
ulOp=LulO+l/12

qlp=qHl+l/12 h
c^p-qcg+1/12 h
q3p=qH3+l/12 h
q4p-qq4+l/12 h
q5E^qq&l-V12 h
q6p^q6l-l/12 h
q7p^q7+l/12 h
q8Fpqc[8+l/12 h
q9p=qq^f-l/12 h
qlCp=qHlC4-l/12

(23 udoti[[l]]-16
(23 udoti[[2]]-16
(23 udoti[[3]]-16
(23 üdoti[[4]]-16
(23 udoti[[5]l-16
(23 udcti[[6]]-16
(23 udotill7]]-16
(23 iïtoti[[8]]-16
(23 u±ti[[9]]-16
h (23 ucbti[[10]]-

i£btil[[l]]+5udoti2[[l]]);
Ldotil[[2]]+5 udoti2[[2]]);
u±itil[[31]+5 udoti2[[3}]);
u±ïtil[[4]]+5 udoti2H4]]];
uáotil[[5]]+5 udctl2[[5]]);
utotill[6]]+5 udoti2[[6]]),-
uáotil[[7]]+5udoü2[[7]]);
i.dctil[[8]]+5udotL2[[8]]);
udoül[[9]]+5 üájCt2[[9]]];
-16 uáotil[[10]]+5 udoti2[[10]]);

(23 qái[[l]]-16
[23 qji[[2]]-16
(23gái[[3]]-16
(23qdi[[4]]-16
(23qdi[[5]]-16
[23qdi[[6]]-16
(23qái[[7]]-l6
[23 qái[[8]]-16
(23qái[[9]]-16
h (23 qái[[10]]-

qáil[[l]]+5ç:li2[Il]]},-
<?áil[[2]]+5cï:li2I[2]]);
qáU-[[3]]+5qái2[[3]]);
qptil[[4]]45 qdi2[[4]]);
qáil[[5]]+5 qdi2[[5]]);
qáil[[6]]+5 qdi2[[6]]];
qdil[["?]]+5 qái2[[7]]},-
qdil[[8]]+5 qji2I[8]]);
qdil[[9]l+5 qái2[[9]]);
-16qdil[[10]]+5 qái2I[10]I).

(*Aá3ms~tfaiLton 2. order bfettod*}

impCeplaasMJ- [MatM, (ul->u3p, u2->u2p, u3->u3p, u4->u4p, u5->u5p, u6~>u^i, u7-?-j7p, u6-

>u8p, u9~>u9p, ulO->ulCp, ql-ïqlp, cfi-X^p, q3~ïqip, q4->q4p, c^->q5p, q6->q^i, q7-
>q7p, qS-Xrôp, q9->qS^, qlO->qlCb} ] ;
f=^i£plaae?Ul[fgeTL,{ul->ulp,u2->ü2p,u3->u^,u4~>u4p,u5->u5p,u6->u6p,u7->u7p,u8-

>u8p, u9->uS^,ulC^>ulfe>, ql->qlp, (^-X^p, c}3-ïq3p, q4->ïïp, t^->^p, q6->q^), q7-
>q7p, q8->qBp, q9->q^i, ql0-->ql0p, t->ta[p3) ];

q^rf^lace?Ü-L[qdot,{ul->ulp,u2->u^i,u3->u3p,u4->u4p,u5->u^>,u6->uSp,u7->u7p,ua-

>u8p, u9->u9p, ul0->ul0p, ql->qlp, çg-X^p, <^->q3p, q4->q4p, cfi-X^ip, q6->qfe, q7-

>q7p, qB-x^p, q9->q9p, qlO-ïqlQp} ] ;

u±)tp=Láne3rfeilve [mm, f];

uaKna+1/12 h (5 udotp[[l]]+8 udoti[[l]]-u3oül[[l]]};
uu2=uu2+l/12 h (5 udotp[[2]]+8 udoti[[2]]-ydotil.[[2]]);
uLi3=uu3^1/12 h (5 uctotp[[3]]-ró utoti[[3]]-u±tí.l[[3]J);
uu4=uu4+l/12 h (5 udctp[[4]]-ró udoti[[4]]-uáatil[[4] ]);
uL6=uu5+l/12 h (5 uJotp[[5]]+8 utotLH5]]-uá3tU[[5]]);
uu6°uu6+l/t2 h (5 u±)4?[[6]]+8 u±Ai[ [6]]-uáïbU[[6] ]);
uu7=ua7+l/t2 h (5 uáDtp[(7]]+6 udbü.[ [7]]-udbtU[P]]);
uu8=uu&4-l/12 h (5 uáotp[t8]]-râ udcti[[8]]-udotil[t8]]l;
uu9=uuM/12 h (5 udotp[[9]]+S udoü.[[9]]-udotilH9]3i;
uul&=uul0+l/12 h (5 udotp[[10]]+8 udoti[[10]]"utotil[[10]]);

qql-qql+1/12 h (5 gáplll]]+8 qdi[[l]]-qáill[l]]),-
qcg-q^+1/12 h (5 qáp[[2]]+8 qdi[[2] ]-qáil[ [2]]);
qï3=q^+l/12 h (5 q±>[[3]]+8 qdi[[3] ]-qáil[[3]]);
qq4=qq4+l/12 h (5 q^[[4]]+8 qdi[[411-qdil[[4] ]);
(tíS^B^t-1/12 h (5 qcï)[[5]]+9 q?ái[[5]]^ïül[[5]});
qsS^qSi-1/12 h (5 q^tl61]+8 gái[ [6]]^ïáil[[6]]],-
qq7=^7+l/12 h (5 q±>[[7]]+8 qdi[ [-7] ]^?Jil[ [7]]};



(*Fasso*)
hp^3ssodesirrulacao'*2;

tEmal=0.5

(*vetores resultado*)

ulres=HO,velinicial}};u2res={{0,0});u3res={{0,0}};u4re&={{0,0}};
u5Ees={(0,0}};ueres=({0,0}};u'7res={ {0,01 },-u8res=HO,0}};u9res={ {0,0} };ul
Ores=({0,0}};
qlres={{0,0i};^res={{0,0)};q3res={{0,0}};q4res=({0,0}};
(^re5-{{0,0}};qeres={{0,0}};q7ies={{0,0}};q8res={{0,0}};C[9res=1{0,0}};ql
Ores=110,0}};
vertdi^=({0,0}};vertdis^{{0,0}};viert^sp4=({0,0}};vertdisip5-((0,0}};

(•"Valores iniciais para as ccordsnadas e -velocidades gereraUzadss*)

uul=velinicial ;uu2^. ;uu3^. ;uu4<).; uu5^.; uu6<i.; uu7^.; uu6<).; uu9=0. ;u

ul0=0.;
^1=0.;qq2=0.;qg3-0.;c?}l==0.;q?5=0.;q^6-0.;qq'7=0.;qq8=0.;qq90.;qql0=0.;

t**ajGLTOO TEEOD***)

(*a=6tácuio da. pista*]

(*0.£<t<=0.6*)

zroaá[I2,3]]^t-0.5;

zraad[[3,3J]=0;
zrcsd[[4,3]]0;
zicad[[5,3]]=0;

[*passo*l

h=passodesimulacao;

tfirsl==0-l

(**IERCEIRO IEBCHO***}

(*Cfcstáculo da pista-*)

(*0.6<t<=0.7*)

zrcad[[2,3]]0.7-t;
zrasd[[3,3]]=t-0.6;

zrcad[[4,3]]=0;
zrcad[[5,3]]=0;

(*passo*)

^F^ssscdesiI^ulacao;

tfÍÍBlO.l

(**QUHKTO TREOK)***}

[*Ct£táculo tía. pista'*}

(*0.7<t<=0.8*)

zroadl[2,3]]=0;
zroai[[3,3]]=0.e-t;

zroad[I4,3]]0;
zrcsd[I5,3]]=0;

(*passo*)

tT=passcdesimulacao;
tfinal=0.1

(**QUIHro TRECHO***]

(*CÍ3sfcáculo da pista*]

(*0.8<t<-1.06*)

ZTOad[[2,3]]0;
zroadl[3,3]]=fl;
zrcad[[4,3]]=0;
zrcai[[5,3]]=0;

(*p3SSO*l
tt=çassGdssimulacao;

tfiml=0.26

(**SEXTO TRECHO*-^)

(*Ctetáculo da pista*)
(*1.06<t<=1.16*)

zro3d[[2,3]}=0;
zro3d[[3,3]]=0;
zrcad[t4,3]]=t-1.06;

zrcad[[5,3]]=0;

(*p3SSO*)

h-passcáesutulacao;

t£m3l=0.1

[•*-*S3'M) TRECHO*-**)

(*Cfcstáculo da pista*)

t*1.16<t<=1.26*)

zro3d[I2,3]]-0;
zrcaá[[3,3]]=0;
zrced[[4,3]]=L.26-t;
zroaci[[5,31]<-1.16;

(*passo*}

tFpassodssimlacao;

tíiral=0.1

(**On3TO TBECTO***]

(•••Cfcstáculo cte pista*)
(*1.26<t<=1.36*)

zm=d[[2,3]]0;
zio3ct[I3,3]]-0;
zroad[[4,3]]=0;
zrcad[[5,3]]-1.36-t;

(•"passo*]

h^sssodesinulacao;
tfinal-O.l

(**M30 TRECfD***]

[*Cbstáculo àa. pista*)
(*1.36<t<=2*)

zrcai[[2,3]]=0;
zro3d[[3,3]]=0;
zrced[[4,3]]=0;
zrcodll5,3]]-0;

Ebr[k=2,k<6,k++,

(*Deslocansnto vertical do pnsu no sisteia fixo na roda*]

zt[[lí,3]]=f-zt0[[k,3]3+adesi[[k,3]]+m»d[[k,3]];

^Localização vertical (to ponto de ccntato descrito na roda*]
cp[Ili:]]—Üi[Ik]]+zt[[líl];

(*R3rça vertical no pneu ra roda*)
ft2[Ik,3]]=kC[[k,3]]*zt[[k,3]];

[*Força total da P'ËM descn.ts. ro sistsna fixa chassis*)

ft[[k]]=vetorb[ft2[[k]],q[[k+5]],b[[k]] ];

(*tfecento na rate devido as forcas no pnsu*)

mt[ Ik] KtossErcduct [cy[ [k] ], f£2 [ [k] ] ];
mtbl [k] ]=uetaEb[mt[ [k] ] ,q[Ik+5] ] ,b[ [k] ] ];

];

(*M3nento devido as forcas üa suspaisão ro chassis*}

msbd-il=CTOSsEïoduct[ssp[ [2] ] ,fsb[ [2] ] ];
msb±i2<ïossEcociucE[ssp[ [3] ] ,fsb[ [3] ] ];
msbch3=CtDssE>cocbct[ssp[ [4] ] ,fsb[ [4] ] ];
msbci-i4=CKSsEcoduct[ssp[ [5] ] ,fsb[ [5] ] ];
TnsfccíïTOá3dü4fflsfcdT24msbA3+insfadi4;

(*Fücça da suspensão no CÍBSSÍS*)

fsbcirfsb[ [2] ]+fsb[ [3] ]+fá)[ [5] ]+fsb[ [4] ];

fsusp^{f5bch,fsü"Q(&H2] ] ,fsteccfa[ [3] l ,£áa-cda[ [4] ], £sfcmte[ [5] ]},-
Çnaï={nl,ftl[2]],ft[[3]],ft[[4]],ft[[5]]};

msuqp-{msbc±i,nl,nl,nl,nll;

nFneu={nl,mÜ3[ [2] ] ,mt±;[ [3] l ,mt±;[ [4] ] ,mt±;I [5] ]};

(*CálaiLo da força externa tctal*)
fext=fpre?fsusp;

(*CàiaiLo <±> matsnco SKtemo total*}
mext^nçneLtímsusp;

(*Ioop para o cálculo do vetor de força generalizada*)
For[p=l,p<Ll,pH-,

fgerL[[pl]=Sijn[velcarI[k,p]].(fexb[[k]]-ïn[[k]]*(acces[[kl]-
cp] l+velangpart [k,p] ]. (nextl Ik] ]-insito[ [k] ] .alfares[ [k] ]-
(Cross£t-cduct[wDb[ [k] ], (ineib[ [k] ] .wobE [k] ]) ])), l k,1,5}]];

(*B[plansntacao cto netcdo de solução de equaoaes diferenciais Pàsne M3ut-an ds 2.
acdsn, uü-LLzando caro*)

(*starter o iretcdo ds Euler ncdificado e caro pcedictor-corrector o rcetoáo de
Aáams E&shforth*)

(*Cb]etivo: Integrar as equaooes diferenciais qL>e áesaceveEi un sisterBS cis 10
graus de liberdade, descrito por*)
t*20 eqjaoaes diferenciais cfe l. ordau ds Mswtcn e Euler na fomB de d'Alantert*



q:(8=qq8+l/12 h (5 ;típ[[8]]+8 qái[[8]]-qáil[[8]]);
qqS^qg&i-V12 h t5 qápH9]]+8 qFái[[91]-qdilII9]]);
qqlCKHlO+l/12 h t5 q?^[[1.0]]+3 giitll0]]"qáil[tl0]]ï;

If rM=d[taTpo/printint] =0,
^^nJTü[uü^,{tsqpo,uLa}];Apenáto[u2res,{tsrpo,uu21];J=çpe^
terço, uu3}] ;flppencüto[u4res, (tsipo,uu4}];
?çç^riIo[u5Ees,{taixü,uLi5}];^peTïSta[ufires,{ta[po,uu6l];^çen^o[u7r^
taTp3,uu7H;JïçancQb[u8res,{fcaipo,uu8iJ;
ApperdCoIuSres, {tff[po,uu9}] ;^çpenáIb[ulOEes, {tgTpo,uulO}];
7^n[ÍIO[qlreSr{tecnpo,qqll];Apenca'o[<^res,1tenrp3,q=P)];íïïS^^
terço, 0^3 H ;JïpSTáTo [q4res, (taipa, qq4}];
;ÏÏ»iáItaI^res,{ta[ro,q^}];Jï3penâro[qeres,{tsrp3,qB6)];/ïpendTo[q7res,(
tarpo, yfJ}] ,-T^pendTo [q6res, {tenpo, ^) ] ;
J>Fperdm[q9res, (tSTpo,qq9}] ;J^perïiTo[qlOües> {tanpo,qql0}];
JçpenáFo['i»ertcÍLSp2, {teTrp3,ânaL[ [2] ]*qq"?}];
7^.çsrdro[-uertjáisp3, (taipo,-arml [ 13] ] *q^)];
AçenáTo[TOrtjdisp4f{tsrp3,Eü3nL[[4]]*qg9}];
.SppsnctEo [TOrtdispõ, {tgipo,~aimll [5] ] *qql0}] ;
];

wri.te[d3dos, tempo];

Write [daáos, qfll];
Write[àaàse, cq4 ];
Write[dados,qq7];

]; (*end do if do Aáans Msultcn*)

]; (*end da for - locp para integração*)

(***EL3maM CC6 CBAFI03S***)

LisfPlottHüres/Etaroe -> True, Gd.dLines -> A.itaiBtic, PiotRange ->AU,

PloUbined -> Tms, Etanelabel "> ("TeiFO","vel (n/s)",'Velocidade lcng

do chassis - ul",""H;

LLstPlottqlres, Etane -> True, GridLiijies -> AjtaiBtic, Plctíiange -> ALI,
PlotJbined-> True, FïaceLabel -> ("Teimo", "desl (m)", "Dsslocatento lcng

eb chassis - ql",""}] ;

ListPlot [u2res, Eïaie ~> Tcue, GridLmes -> Aitatetic, FlotE^nge -> Kil,

PlotJoined -> True, EïaifâLábel -> {"Taipo","vel (m/s]",'VeloCLC^ds lat

eb drassis - u2",""}];

ListPlcft [dïres, Fsare -> True, GridLánes -> Ajtarati.c, PlotSange -> ALI,

PlotJoined -> True, Eïacrelabel -> {"Tarp3","desl- (m)", "Eeslocarento lat

do chassis - q2",""} ];

ListPloC [u3res, Eïarse -> Tcue, Gd.dLines -> AitaTatic, Flotfange -> ATL,

PloUoined -> True, Etamelabel -> f"Tgipo","vel (ii/s)"/'Velocidteás vert

do chassis - u3",""}];

LLStPlot[q3res, Eïsrre -> True, QriáLinss -> AjCanatic, PlotRange -> AU,

PlotJòined -> Tme, Eïanétabel -> {"Tempo", "desl N ", "DeslocanenCo -uert
do chassis - q3",""}];

ListPlot [u4res, Fíme -> Tcue, GridLLnes ->J!utcmaüCf PlotFtemge -> KL1,

PloUoined -> True, EïaiTtíabel -> {"Taipo",'lvel (rd/s)",'Velocidade roLL
Cto d-assis - u4",""}];

LLstPlot [q4res/ Fiare -> Tnie, GridLájies -> AjrCaiatic, PlotBange -> ALI,

ELcftJoined -> True, Fïanelabel. -> ("Tanpo","desl (rd)", 'TteslocaEcento
ï-oli do chassis - q4",""}];

ListPlot[u5res,E'cane -> Tcue, Gi-idLmes -> Autacatic, PlotParge -> AU,

PlotJcined -> True, Eíameübel -> {"Taipo","rel (rá/s) "/'Velocádte
pd-tch do chassis - u5",""}];

ListPlot[i^res, E'raie -> True, GriáLánes -i- AjCanatic, PlotEange -> AU,

ELoUoinsd -> True, Eïaretabel -> {"Teqpo","desl (rd)",'TteslocarTento
pitdi do chassis - c^",""}];

LLstFloE[u6res,Ffcgms -> True, GcicïLmes ~> AjtijTaü-Cf PlCftRange -> AU-,

PloUoined -> Tiue, EíaieÍBbel -> {"Tempo", "vel (rd/s)", "Veloadade yaw
ïto chassis - u6",""H;

ListPiottqSres, E'cane -> lïue, GtidUnes -> AitaTst-ic, PlotRange -> AU.,

PlotJoined -> True, EïarréEabel -> {"Tatpo","desl (rtí)",'TteslocarTento yaw
eb chassis - q6",""}];

LLStFlaE[u?res,B'affle -> Tme, GridLmes -> AutcrrBtic, PlotEürge -> AU.,

PioUoijied -> Tiue, EïaieLsbel -> {"Taipo", "vel (rd/s)",'Velocictede ang
da susp 1£ - u7","")],-

LLstPlat[q7ras, Eïams -> Tcue, Gti.dUres -> AiCanatic, PlotRarqe -> ALL,

PlotJoined -> Tcüe, EïsccëLabel -> ("Tgipo","desl (rd)", "DeslocarTento ang
da susp If - q7",""}];

Li.stPlot[uBres,Pcatie -> Tme, GridLines -> flutOTBtic, PlcftFange -> AU,
PloEJoineá -> True, Eïantíábel -> {'Tgrp3","vel (rd/s)",'VsLocutede ang
àSi susp rf - u8",""}];

LÍstPlot[c^res, Eïams -> True, GridLLnes -> A.itarBtic, PlotRange -> Ali,

FloUbined -> True, EïaieiLafcel -> {"Ts[po","desl tid)",'TeslocarErïto ang
da suïp rf - q9",""}];

ListPiot[u9res,Eïa[Te -> Tme, QddUnes ->AitOEatic, PlotSange ->AU,

PlotJoined-> True^ EïaneLafcel -> ^"T£^po",•^7el (rd/s) ",'Velocictede gng
da. susp lr - u9",""}j;

ListPlct[q9res, Frama -> Tme, &-idLines ~> AutacatLC, PlotBange -> AU,

PloUbáJEd -> True, EïareiLabel -> {'Ts[po"/"desl (id)", "Eeslocanfânto ang
da Süsp lr - q9", ""} ];

LL5tPlct[ulOres,Fr3Ene -> True, GridLmes ~>AjtaiËtic, PlotBarge ~>AU-,

PloEJoined -> True, Bcameiabel -> ("Tff[po","vei (rd/s]",'Veloci.daite ang
da susp rr - ul0",""}];

listPiotlqlOres, Eïams -> Tïue, GridLmes -> AutaratLc, PlotRange ->
ALI, PlotJoired ~> Tcue, EtsméLabel -> {'"tenpo","ctesl

(Fd)","Cesloca[Tento ang da s^sp rr - ql0",""}];

ListPlct [-vsrtdisFE,
PlofcJoined -> True,

susp 1£ - q'Ï",""H;

ListPlot [wsrEdiíïâ,
PlaUbined -> True,

susp rf - q8",' }];

UstPloC [vertdispii,
PlcftJoined -> Tcue,

susp lr - q9",""}];

UstPlot [veírbdispB,
PlotJained -> True,

suïp rr - ql0",' }1

EnáEadogeU

Eíare -> Trus, GridLines -> ALitaiatic, PlatRange -> AU,

EcanaLabel -> {"TaTpo","ctesl N","Deslocaoento vertical

Eïare -> True, GcidLines -> AjtcnBtic, PlotBange -> AUf

ErsireLâbeL -> ("Te^po","dssl (m)",'Tteslocanento wrti-cal

Eïare ~> TUE, GcidLmes -> AutciuBtic, PlotRarçe -> ALI,

EïamsDabel -> ('Tempo" ,"desl (mï","D3slDcam=n.to vertical

Eïsrre ~> Tne, GridLmes -> AuCatatic, PlatRange -> ALL,

EïsrceLâfcel -> 1"T6Kço","desl (m)", "Dsslccansnto verti-cal


