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RESUMO

Os problemas relacionados às vibrações estruturais representam

atualmente os principais fatores de risco e de limitação de projeto para muitas

aplicações de engenharia. A integridade estrutural é fundamental para todas as

estruturas. Assim, têm sido desenvolvidos vários métodos de identificação para

ampliar o conhecimento das características dinâmicas estruturais.

Neste trabalho são comparados cinco métodos de identificação de

parâmetros modais de uma estrutura, no domínio da frequência.

As respostas livre e forçada de sistemas lineares discretizados são

apresentadas. São estudados os casos de sistemas sem e com amortecimento.

sendo neste caso abordadas as distribuições do tipo proporcional e não

proporcional.

Os cinco métodos de identificação foram implementados utilizando-

se a linguagem de programação FORTRAN. A implementação numérica desses

métodos está descrita através da apresentação dos fluxogramas e rotinas

numéricas. Dados experimentais obtidos através de vários ensaios de uma placa

engastada foram aplicados aos programas computacionais desenvolvidos.

A apresentação dos resultados é feita tanto na forma gráfica, como

também na forma de tabela de erros médios obtidos durante o processo de

ajustagem.
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ABSTRACT

The problems related to structural vibration represent today the

major hazard and design limitation for many engineering products. Structural

integrity is fundamental for all structures. Therefore, several identifícation

methods have been developed so as to enhance knowledge of structural

dynamic characteristics.

In this Work, fíve modal parameters identifícation methods of a given

structure, in the frequency domain, are compared.

The free and forced responses to discretizated linear systems are

presented. Also, cases of systems with and without damping are studied and, in

these cases the proportional and non-proportional distribution are discussed.

The fíve identifícation methods were implemented by means of

FORTRAN programming language. These methods’ numerical implementation

is described through the presentation of flow charts and numerical routines.

Data obtained through several experiments with a cantilever plate was applied

to the Computer programs developed.

Results are presented graphically and also in tables with the average

errors obtained during the fítting process.



IV

SUMÁRIO

AGRADECIMENTOS 1

RESUMO 11

ABSTRACT 111

SUMÁRIO IV

1 - INTRODUÇÃO 1

1.1 - Aspectos gerais dos métodos da análise modal 3

1.2 - Objetivos deste trabalho 7

1.3 - Apresentação dos capítulos 8

2 - RESPOSTA LIVRE DE SISTEMAS DISCRETIZADOS 10

2.1 - Modelo Espacial 12

2.1.1 - Condição de equilíbrio dinâmico 13

2.2 - Frequências naturais e modos de vibrar 17

2.2.1 - Sistemas amortecidos - caso geral 17

2.2.2 - Sistemas amortecidos - amortecimento proporcional 30

2.2.3 - Sistemas sem amortecimento 37

3 - RESPOSTA FORÇADA DE SISTEMAS DISCRETIZADOS 41

3.1 - Resposta harmônica de sistemas não amortecidos 41

3.2 - Resposta harmônica de sistemas amortecidos 46



V

3.2.1 - Amortecimento viscoso proporcional 46

3.2.2 - Amortecimento viscoso não proporcional 50

3.3 - Representação gráfica das FRF 53

3.3.1 - Sistemas não amortecidos 53

3.3.2 - Sistemas amortecidos 58

4 - IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS DINÂMICOS NO DOMÍNIO DA

FREQUÊNCIA 60

4.1 - Identificação modal de estruturas levemente amortecidas 61

4.2 - Método de Levy 63

4.3 - Método de Sanathanan e Koerner 76

4.4 - Método iterativo não linear 78

4.5 - Aproximação linear dos resíduos 82

4.6 - Método não linear modificado 83

5 - IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 88

5.1 - Rotinas numéricas utilizadas 89

5.2 - Fluxogramas dos métodos implementados 90

6 - ENSAIO EXPERIMENTAL, RESULTADOS E DISCUSSÕÊS 100

6.1 - Ensaio experimental 100

6.2 - Resultados e discussões 102

6.2.1 - Análise da inclusão do resíduo de rigidez nos métodos de Levy e

/*'
Sanathanan e Koerner 103



VI

6.2.2 - Análise comparativa dos cinco métodos implementados 113

7 - CONCLUSÕES E PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS 135

7.1 - Conclusões 135

7.2 - Sugestões para trabalhos futuros 137

.ü

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 138

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR 141



1

1.Introdução

Os problemas relativos às vibrações estruturais representam, na

atualidade, os principais fatores de risco e de limitação de projeto para uma

ampla gama de aplicações de engenharia. A integridade estrutural é de

fundamental importância para quase todas as estruturas, e por isso um

completo e preciso conhecimento de suas características dinâmicas é essencial.

Existe também grande número dé componentes mecânicos em que a vibração

está diretamente? relacionada com sua baixa performance, causando mau

funcionamento ou ainda desconforto, incluindo nesta categoria os ruídos. Em

todos estes casos. é importante que os níveis de vibração que serão

encontrados em serviço ou operação possam ser antecipados e mantidos sob

um controle satisfatório (Ewins, 1984).Como consequência, a análise modal

experimental é atualmente uma parte integrante de qualquer levantamento

detalhado das características dinâmicas de uma estrutura (Liang et al, 1992).
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A Análise Modal Experimental e os métodos de identificação

correlatos, tanto do domínio do tempo como no da frequência, têm se

desenvolvido rapidamente nestes últimos anos. Tem sido utilizada com sucesso

para a validação de modelos teóricos assim como para avaliação de alguns

parâmetros característicos de fenômenos de modelagem difícil, como por

exemplo, os relativos ao amortecimento de estruturas. Este crescimento do

número de trabalhos na área se deve ao desenvolvimento de equipamentos para

a análise rápida de sinais. Deve-se destacar aqui alguns trabalhos importantes

para início desta etapa: (Brown et al, 1979) e (Ewins, 1984).

A análise das propriedades dinâmicas de uma dada estrutura pode ser

realizada através de dois procedimentos. O primeiro, que pode ser denominado

Análise Modal Teórica, parte inicialmente de um modelo matemático, usando-

se em geral uma técnica de discretização. O método dos elementos finitos,

entre outros, é muito usado. Como resultado de qualquer processo de

discretização são obtidos os parâmetros nas coordenadas identificadas como

físicas ou espaciais (Clough e Penzien, 1975), dados pelas matrizes de massa.

de rigidez e quando possível pela matriz de amortecimento. Estas matrizes são

posteriormente usadas na formulação de um problema de autovalores e

autovetores, cuja solução corresponde às frequências naturais e aos modos de

vibrar. Uma dificuldade neste procedimento -é a não obtenção dos parâmetros

relativos ao amortecimento estrutural com a precisão necessária.

O segundo procedimento, que está relacionado ao escopo deste

trabalho, executa o caminho inverso. Através de dados experimentais, são

determinados os parâmetros modais do sistema físico e a partir destes são
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determinadas suas características espaciais. Assim, através de alguma técnica

de ajustagem de curvas aos dados experimentais pode-se extrair os parâmetros

modais. Este procedimento pode fornecer boas estimativas para os

amortecimentos estruturais, mesmo para valores altos, assim como para os

parâmetros de sistemas com modos de vibrar fortemente acoplados (Minas e

Inman, 1991).

1.1 - Aspectos gerais dos métodos da análise modal

Em uma das suas possíveis classificações, os métodos de

identificação podem ser divididos em duas categorias: métodos no domínio da

frequência e métodos no domínio do tempo.

Os métodos no domínio do tempo são baseados na extração dos

parâmetros modais a partir da resposta do sistema ao impulso, que pode ser

obtida diretamente através da excitação do sistema com um martelo de impacto

ou indiretamente, através da transformada inversa de Fourier dos dados da

resposta em frequência do sistema.

Embora os métodos de identificação no domínio do tempo não sejam

explorados neste trabalho, é importante que sejam citados alguns dos métodos

representativos nesta área, como o método da exponencial complexa (Brown et

al, 1979), que é baseado no método de aproximações exponenciais de Prony, e

requer a solução de um sistema linear do tipo Toeplitz e de um sistema linear

de Van der Monde para a determinação dos parâmetros modais, e o método de

Ibrahim (Ibrahim e Mikulcik, 1973), (Ibrahim, 1986) e (Ibrahim, 1987) que foi
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inicialmente proposto utilizando a resposta livre do sistema descrita utilizando-

se a formulação de estado.

A decisão entre trabalhar no domínio do tempo ou no da frequência

envolve muitos fatores. Os métodos de identificação no domínio da frequência,

porém, possuem algumas vantagens que não são encontradas nos métodos

baseados no domínio do tempo, conforme a seguir (Pintelon et al, 1994);

• fácil redução de ruído: frequências não excitadas (ruído) são

eliminadas (Schoukens et al, 1994).

• compactação de dados: Um grande número de medições no tempo

são substituídas por um pequeno número de linhas espectrais (Schoukens et al.

1994).

• Quando utilizada a transformada discreta de Fourier para calcular o

espectro, o ruído no domínio da frequência converge (com o número de

medidas no tempo tendendo ao infinito) a uma distribuição normal (Bendat e

Piersol, 1980).

• Não é necessária a determinação do estado inicial do sistema

(Schoukens et al, 1994).

• Validação do modelo: a utilização de excitações periódicas permite

uma excelente estimativa da função resposta em frequência (Guillaume et al.

1992).

• É muito fácil de se combinar dados obtidos em experimentos

diferentes (Schoukens et al, 1994).

Existem várias técnicas de ajustagem de curvas no domínio da

frequência. A escolha da técnica adequada depende, entre outros fatores, do
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número de frequências naturais na faixa de frequência escolhida e

consequentemente da ordem do modelo de ajuste, da capacidade computacional

requerida e das formas de se definir a função erro a ser minimizada.

Estas técnicas podem ser classificadas em dois grandes grupos,

dependendo da forma da função resposta em frequência ( a partir deste

momento denominada FRF) utilizada. Um primeiro usa a FRF na forma de um

quociente de polinômios e um outro a FRF se apresenta na forma de frações

parciais.

Para o primeiro grupo os coeficientes dos polinômios da função de

transferência são determinados diretamente a partir de um sistema de equações

derivadas da minimização de uma função erro. Este sistema de equações é em

geral não linear e de difícil solução. Entretanto pode-se produzir um sistema

linear de equações quando se admite uma ponderação para os erros.

Uma das primeiras aproximações foi feita por Levy (1959) que

propôs a ponderação para o erro diretamente proporcional ao denominador da

função de transferência. Devido a este tipo de ponderação, o método de Levy

pode conduzir a resultados insatisfatórios e a problemas de instabilidade

numérica, principalmente em ajustes eni uma banda larga de frequências.

Com o objetivo de melhorar a sensibilidade do método de Levy aos

erros em baixas frequências, Sanathanan e Koerner (1963) propuseram um

método iterativo em que o erro é dividido por uma função ponderadora

baseada no denominador da FRF identificado no passo anterior. Embora a

sensibilidade do método tenha sido aumentada nas baixas frequências, os

problemas de instabilidade numérica ainda permaneceram. Várias modificações
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ou extensões do método de Sanathanan e Koerner tem sido publicados, entre

os quais pode-se citar os trabalhos de Payne (1970), Mannetje (1973) e Stahl

(1984).

Após a obtenção dos coeficientes dos polinômios, é feita a

determinação dos coeficientes das frações parciais que fornecem os parâmetros

modais.

Por outro lado, para o segundo grupo, com as FRF na forma de

frações parciais, os parâmetros modais podem ser determinados diretamente.

Entretanto, neste caso o conjunto de equações resultantes da minimização da

função erro é sempre não linear, levando a um processo iterativo quando se

deseja uma ajustagem com boa qualidade. Assim a qualidade das soluções

obtidas depende das estimativas iniciais utilizadas (Busturia e Gimenez, 1985).

Pode-se realizar de forma alternativa, neste segundo grupo, uma

simplificação assumindo-se que os parâmetros globais do sistema (frequências

naturais e fatores de amortecimento), que são os parâmetros presentes na parte

não linear da FRF, são conhecidos. Neste caso estes parâmetros devem ser

determinados por algum outro método, restando então somente os parâmetros

locais a serem determinados, o que conduz a um sistema linear (Ebersbach e

Irretier, 1989). Este método é conhecido como Aproximação Linear dos

Resíduos (LAR).

Com o objetivo de melhorar as condições de convergência do método

iterativo não linear, Jeong, Okuma e Nagamatsu (1989) propuseram uma

modificação, que consiste em se realizar o método iterativo não linear apenas
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para identificar os parâmetros globais do sistema. Este método é baseado na

introdução de uma nova FRF função somente dos parâmetros não lineares.

Ewins e Gleeson (1982) descreveram um método que consiste em se

considerar inicialmente o sistema como sendo sem amortecimento, para

identificação das frequências naturais e das constantes modais, sendo que em

uma segunda etapa é feita a determinação dos fatores de amortecimento. Este

método possui excelente estabilidade numérica e requer pouco esforço

computacional, constituindo-se em uma boa alternativa para sistemas que se

enquadrem em suas hipóteses de simplificação. Este método possui grande

aplicação, devido a uma grande parte das estruturas mecânicas possuir

comportamento caracterizado por baixo amortecimento (Braun, 1986).

1.2 - Objetivos deste trabalho

O objetivo deste trabalho é comparar a performance de alguns

métodos de identificação dos parâmetros modais de uma estrutura, no domínio

da frequência. Para esta comparação, estes métodos foram implementados

utilizando-se a linguagem de programação FORTRAN e aplicados a dados

experimentais obtidos através do ensaio de uma placa engastada. As FRF foram

tomadas tanto na sua forma de frações parciais como também na forma de

quociente de polinômios. As informações necessárias foram obtidas de

conjuntos de dados de resposta em frequência, correspondentes à excitação em

um único ponto e aos deslocamentos nos diversos pontos.
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Também é feita, neste trabalho, uma discussão sobre a escolha do

grau dos polinômios a serem ajustados no método de Levy e as relações dos

coeficientes dos polinômios quando são incluídos os resíduos de massa e de

rigidez no processo de ajustagem.

1.3 - Apresentação dos Capítulos

Os trabalhos realizados para atingir o objetivo proposto estão

apresentados em capítulos conforme descrição a seguir.

O capítulo 2 trata da resposta livre de sistemas discretizados.

apresentando o conceito dos modos de vibrar e do método da superposição

modal. São apresentados tanto os sistemas sem amortecimento quanto os

sistemas com amortecimento, do tipo proporcional ou não. São apresentadas as

condições de ortogonalidade que possibilitam a transformação de coordenadas

que desacopla o sistema de equações diferenciais resultante da modelagem do

sistema.

No capítulo 3 é realizado o estudo da resposta de sistemas

discretizados a excitações do tipo harmônica e apresentadas as expressões da

FRF. Como no capítulo anterior, são estudados também os casos de sistemas

sem e com amortecimento. No final deste capítulo é feita uma discussão sobre

a representação gráfica das FRF, que é muito útil para a análise e validação

dos dados amostrados e ajustados.

O capítulo 4 é dedicado à apresentação e dedução de alguns métodos

de identificação no domínio da frequência e, em particular, dos métodos que



9

foram implementados. No item referente ao método de Levy é apresentado um

estudo a respeito da escolha do grau dos polinômios do numerador e do

denominador da FRF e seu relacionamento com a inclusão dos fatores

residuais, que são inseridos ao modelo para compensar a influência dos modos

fora da faixa de frequência amostrada.

O capítulo 5 trata da implementação numérica dos métodos ,

descrevendo, além de seus fluxogramas, as rotinas numéricas que foram

utilizadas para solução dos sistemas lineares e do problema de raízes de

polinômios. Foram implementados os métodos de Levy, Sanathanan e Koerner,

estruturas levemente amortecidas e o método iterativo não linear.

O capítulo 6 é constituído da investigação experimental realizada e

da análise comparativa da aplicação dos métodos implementados aos dados

amostrados. Os resultados são apresentados tanto em forma de visualização

gráfica, como também na forma de tabelas de erros médios encontrados nos

processos de ajustagem.

Finalizando este trabalho o capítulo 7 apresenta conclusões sobre o

estudo comparativo realizado e sugestões para trabalhos futuros.
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2- Resposta livre de sistemas discretizados

O conhecimento dos fundamentos da análise modal é essencial para o

sucesso de sua aplicação. Desta maneira, é apropriado que sejam discutidos

vários aspectos da teoria de vibrações mecânicas, aplicada a sistemas lineares

discretizados em vários graus de liberdade, que são utilizados em diferentes

estágios da análise modal experimental.

Este capítulo apresenta a resposta livre e o capítulo seguinte

apresenta a resposta forçada de sistemas lineares discretizados. As

propriedades básicas de vibração, que constituem o embasamento da análise

modal teórica e experimental, estão contidas nestes estudos.
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Antes de se iniciar estas análises teóricas, é conveniente

compreender os diferentes estágios da análise de vibrações. A figura 2.1 ilustra

as três fases da análise de vibração teórica.

Descrição Moífos

ún de de♦

VibrarEstrutura Resposta ^

Modelo Espacial Modelo Modal Modelo de Resposta

Figura 2.1 - Análise de Vibração Teórica

Geralmente, as análises teóricas iniciam-se com a descrição das

características físicas da estrutura, através das propriedades de massa, rigidez

e amortecimento. Este modelo é denominado modelo espacial.

A partir deste modelo pode ser realizada a análise modal teórica.

Esta análise resulta na descrição do comportamento da estrutura através do

modelo modal. Este modelo é definido por um conjunto de frequências

naturais, com seus modos de vibrar correspondentes, e pelos fatores de

amortecimentos modais. Conceitualmente deve-se observar que esta solução

descreve as várias maneiras nas quais uma estrutura é capaz de vibrar

naturalmente, ou seja, sem nenhuma excitação externa e que são chamadas de

modos normais ou naturais da estrutura.

O terceira é a fase que possui o maior interesse, uma vez que

representa como a estrutura irá vibrar em função de uma dada excitação, com

que amplitudes e frequências. Obviamente, a resposta do sistema irá depender

da intensidade e da natureza da excitação a que estará submetido. Neste
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trabalho, por conveniência dos métodos que serão utilizados, a excitação será

padronizada como sendo senoidal, gerando, então, o modelo de resposta.

É importante a compreensão da interdependência destes três

modelos, uma vez que é nesta característica que a análise modal é

fundamentada.

A análise modal experimental percorre o caminho inverso, ou seja, a

partir das propriedades de resposta pode-se determinar as propriedades modais

e finalmente as propriedades espaciais. Esta abordagem pode ser melhor

compreendida através da figura 2.2.

^Propriedades Modos Modelo

de de ♦

Resposta Viferar Estrutural
J

Figura 2.2 - Análise de Vibração Experimental

2.1 - Modelo Espacial

A análise de sistemas dinâmicos possui grande complexidade. Isto se

deve às forças de inércia, resultantes dos deslocamentos estruturais, os quais

por sua vez são influenciados pela magnitude das forças de inércia. Este ciclo

fechado de causa e efeito pode ser resolvido diretamente somente formulando o

problema em termos de equações diferenciais. A técnica de modelagem de

sistemas com propriedades espaciais distribuídas continuamente resulta em

equações diferenciais parciais, enquanto a técnica de modelagem por
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discretização resulta em equações diferenciais ordinárias. No presente

trabalho, conforme já mencionado anteriormente, serão considerados modelos

discretizados cuja resposta livre será discutida a seguir.

2.1.1 - Condição de equilíbrio dinâmico

A equação de movimento de um sistema pode ser formulada por meio

do equilíbrio das forças efetivas associadas a cada um dos graus de liberdade

do sistema discretizado.

fn(0 + fo/O + fsiO) + fi(0

fl20) + fD20) + fs2(0 + f20)

fjs(t) + fos(t) + fssW + fs(t)

0

0

(2-1)0

IinO) + /dnO) + fm(0 + /nO) = 0

Ou de maneira vetorial, suprimindo a indicação da variável tempo:

fj+fn+fs+f-0 (2-2)

onde; fjéo vetor das forças de inércia Nx I,

foéo vetor das forças de amortecimento Nx 1,
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fséo vetor das forças elásticas N x J,

f é 0 vetor das forças externas Nx 1.

Cada força interna é expressa mais convenientemente por um

conjunto apropriado de coeficientes de influência. Para as forças elásticas tem-

se:

fsi = +kj,x, +kj,x,+...+kj^x^ (2-3)

sendo esta força elástica correspondente ao grau de liberdade da coordenada

X
1

Na forma geral tem-se:

fsi ~ ^il^l ^i2^2 ^Í3^3 (2-4)

Os coeficientes k^j são chamados coeficientes de influência de rigidez

e são definidos como sendo a força correspondente à coordenada i devido a

um deslocamento unitário na coordenada j e nulo nas demais.

Na forma matricial tem-se:

fs = -Kx (2-5)

onde
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kjj kj2 ■■■ ■■■ ^

Â:,. ••• k

m

k Ksk 2N22 2i21

(2-6)K = -

••• ••• kk k k
'^NI ‘^N2 NNN3

é a matriz dos coeficientes de influência de rigidez, chamada de matriz de

rigidez e jc é o vetor dos deslocamentos nas coordenadas físicas.

Da mesma maneira pode-SiC definir os coeficientes de influência de

como sendo a força correspondente à coordenada i devido a umamassa m

aceleração unitária na coordenada j e nula nas demais.

Na forma matricial tem-se:

/. = -Mx (2-7)

onde

m m • miriji m IN12 13 li

m • mm m m
23 2i 2N21 22

(2-8)M = -

••• m mm m m
Ni ■NNNI N2 N3

é denominada matriz de massa.

Assumindo o modelo viscoso (Bert, 1973) para o amortecimento

pode-se definir os coeficientes de influência de amortecimento como sendo

a força correspondente à coordenada / devido a uma velocidade unitária na

coordenada j e nula nas demais.
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Na forma matricial tem-se:

Íd ~ (2-9)

onde

Cu •" cCii Cj, Cj, li IN

C2I ■ c ^2N2i

(2-10)C = -

^N2 ^N3 ... c ... c
Ni NN

é denominada matriz de amortecimento.

Substituindo as equações (2-5), (2-7) e (2-9) na equação (2-2) tem-

se a equação matricial de equilíbrio dinâmico da estrutura:

Mjc + Cx + Kx = f (2-11)

No presente trabalho serão consideradas estruturas sem movimento

de corpo rígido. Nestes casos as matrizes M, C e K são simétricas para a

maioria das técnicas de obtenção do modelo discreto, como pode ser visto em

Meirovich (1980).
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2.2 - Frequências naturais e modos de vibrar

Neste item será considerado como determinar os modos de vibrar e

as frequências naturais de um sistema linear discretizado em N graus de

liberdade. Inicialmente será analisado o caso geral, ou seja, todos os sistemas

amortecidos cujos autovetores frequentemente possuem componentes

complexas, de maneira que os deslocamentos das diferentes coordenadas não

estarão necessariamente em fase ou em oposição de fase. As linhas nodais

neste caso não permanecem estacionárias. A seguir este caso geral será

particularizado para os casos de sistemas sem amortecimento. As condições de

ortogonalidade serão analisadas inicialmente para o caso geral, e

posteriormente para os casos de amortecimento proporcional e sem

amortecimento.

2.2.1 - -Sistemas amortecidos - caso geral

Em sistemas não conservativos a equação (2-11) para vibração livre

com amortecimento viscoso assume a forma

Mx+Cx + Kx = 0
(2-12)

A solução deste sistema pode ser feita de maneira mais conveniente

utilizando a formulação por variáveis de estado (Prevosto et al. 1991).
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Nesta formulação o sistema de N equações de segunda ordem é

transformado em um conjunto de 2N equações de primeira ordem.

Desta maneira, definindo-se o vetor de estado q = q(í) por

X

(2-13)q =
X

e utilizando as N equações adicionais

Mx - Mx = 0
(2-14)

é possivel escrever a partir de (2-11) e (2-14)

C M X

M 0 X

-K 0 X

0 M X

f
(2-15)

0

fazendo-se

C M

M 0
(2-16)= A

-K 0

0 M
(2-17)= B
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(2-18)
0

pode-se escrever

(2-19)Aq-Bq = p

que recebe o nome de equação de estado. Para o caso livre reduz-se à

(2-20)Aq-Bq-0

Este sistema possui solução composta de combinações lineares de

funções do tipo

q = xi/e (2-21)

que substituídas em (2-20) resulta :

Bw = 1 Ay/ (2-22)

definindo,

I0
E = A-^B = (2-23)

-M-'K -M 'C
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onde

/ é a matriz identidade Nx N

M-^0
A~^ = (2-24)

M-‘ -M-‘CM-'

pode-se escrever o sistema na forma padrão

Ey/ = Xyf (2-25)

Para # graus de liberdade, a matriz E é de ordem 2N x 2i\(, e existem

IN autovalores os quais aparecem usualmente em pares de complexos

conjugados. Cada autovãlor complexo está associado a um autovetor

complexo, sendo que os 2N autovalores complexos também aparecem em pares

complexos conjugados. É importante verificar que por se tratar de um sistema

linear homogêneo sua solução não é única, ou seja, se o vetor y/ é solução do

sistema, o vetor ay/ também será solução.

Condições de ortogonalidade

Os modos de vibrar da vibração livre possuem propriedades especiais

que são muito utilizadas na análise de dinâmica estrutural. Estas propriedades



21

são chamadas de condições de ortogonalidade e serão determinadas a seguir.

Para isto será tomada a equação (2-22) para o modo r, pré-multiplicada pelo

autovetor do modo s transposto. Desta maneira tem-se

(2-26)

de maneira análoga é possível escrever

(2-27)

Lembrando-se que as matrizes M, C e K são por hipótese simétricas, as

matrizes A e B serão também simétricas, portanto a transposta da equação

(2-27) é dada por

(2-28)

subtraindo-se da equação (2-26) a equação (2-28) obtém-se

{l-Ãj¥lA¥,=0 (2-29)

Portanto

para (2-30)
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e usando a equação (2-30) na equação (2-28) conclui-se que

para (2-31)

Para o caso de r = 5 , tem-se

if/lAWr=a, (2-32)

wlByr, = (2-33)

e utilizando-se a matriz modal complexa do sistema W - y/j y/^ ••• y/2N ,

obtém-se

(2-34)

W^BW = B (2-35)

onde A Q B são matrizes diagonais.

Conforme visto anteriormente, a solução do sistema não é única. Pode-se

normalizar os modos complexos conforme a seguir

Wr=<'^¥r (2-36)



23

ou seja

¥lAWr=l (2-37)

e em consequência

rrBVr = K (2-38)

Assim para os modos complexos normalizados desta forma obtém-se

(2-39)

(2-40)

onde

A,
(2-41)

^2N

Uma forma muito importante de se escrever os autovalores é em

função dos parâmetros modais do sistema

e -Ô^ -ico1,. = -ô^ +ÍO) (2-42)dr dr
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onde

(2-43)e (0,= (O^

sendo definidos:

o fator de amortecimento modal

(D^ a frequência natural

a frequência natural amortecida(O
dr

Devido estar-se utilizando a formulação de estado tem-se a relação;

(l>r
(2-44)¥r =

onde ^ o modo r de vibrar do problema N x N.

A partir das definições apresentadas até o momento pode-se

rearranj ar as matrizes A q W em uma forma padrão frequentemente utilizada.

2. 0

0 Ã*
(2-45)A =
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com

1,

(2-46)À =

i:
I

2 = (2-47)

J) *

e

0 0"

0Ã (P*A*
(2-48)

com

(2-49)’N

0”= ,f 4 (2-50)2 N

As condições de ortogonalidade podem ser utilizadas para

transformar o sistema de equações dado por (2-20), que é um sistema

acoplado, em um sistema de equações desacoplado, através de um processo

denominado de desacoplamento modal (Foss, 1958).
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Para realizar-se o desacoplamento modal, será utilizada neste caso a

seguinte transformação de coordenadas

q^Wy (2-51)

Onde as coordenadas y são chamadas de coordenadas normais do sistema.

A equação (2-51) aplicada à equação (2-20) resulta em

A^y-B^y = 0 (2-52)

pré-multiplicando a equação (2-52) por obtém-se

Ày-By=0 (2-53)

que é um sistema desacoplado. Para um modo de vibrar r tem-se

aj,-b^yr = 0 (2-54)

Da normalização dos modos complexos de vibrar é possível tirar a

seguinte relação

(2-55)
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que substituída na equação (2-54) resulta

yr-Kyr = o (2-56)

Aplicando-se a esta equação a transformada de Laplace para

condições iniciais não nulas, obtém-se

yr(s)=yr(0)-^s-

(2-57)

onde

yr(o)= (2-58)

e

x(0)
(2-59)q(o) =

x(0)

Fazendo-se a transformada inversa de Laplace para obtenção da

solução no tempo, tem-se

(2-60)
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Utilizando-se o método da superposição modal, a solução geral do

problema livre fica

2N

Q = T.{yr(0y'‘)¥r (2-61)
r=l

OU

N

9 = íl(yr(0)e"'‘Wr +y*(0)e^'‘yrl^ (2-62)
r=l

Das equações (2-16) e (2-30) tem-se:

rl C M
• M 0

= 0 (2-63)

que resulta em

(2-64)

Das equações (2-17) e (2-31) tem-se:

.-K 0 \ 4>r
= 0 (2-65)

0

que resulta em
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(2-66)

ou

(2-67)

As expressões (2-64) e (2-67) são as relações de ortogonalidade, em

relação às matrizes de massa, rigidez e amortecimento, para o sistema com

amortecimento viscoso qualquer.

Para modos que formam um par complexo conjugado tem-se os

autovalores

= -íu,^,+/íy (2-68)^,=0)r dr

A ,= a;= <!> (2-69)dr

para <1

e os autovetores

(2-70)

De (2-64) tem-se
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(2-71)

De (2-66) tem-se

fMr _ K
col= (2-72)

Desta maneira m^, e podem ser chamados respectivamente de

massa, rigidez e amortecimento modais, cujo significado, porém, não deve ser

confundido com o significado destas constantes modais para os casos de

sistemas com amortecimento proporcional ou de sistemas sem amortecimento.

que serão estudados adiante.

2.2.2 - Sistemas amortecidos - amortecimento proporcional

Condições de ortogonalidade

Será estudado agora o caso em que a distribuição do amortecimento

viscoso é do tipo proporcional (Caughey e 0’Kelly, 1965). Neste tipo de

distribuição a matriz de amortecimento assume a seguinte forma geral
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C = MY,aSM-'Kt
b

(2-73)

onde

a ^ constante arbitrária e

b = número inteiro

Um caso particular da distribuição de amortecimento proporcional é

o chamado amortecimento de Rayleigh (1945), onde a matriz C é obtida

tomando-se apenas os termos correspondentes Sib = 0eb=J na equação

(2-73).

(2-74)C - ünM + a,K0 1

e este será o primeiro caso analisado. Substituindo (2-74) em (2-64) tem-se

(2-75)

e então

(2-76)

que substituindo-se (2-66) resulta em
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(Ã^+Ã^+üo +ajÃ^lJ^lM^= 0 (2-77)

e portanto

sfM<^r= 0 (2-78)

em consequência, de (2-64) tem-se

sfC^r= 0 (2-79)

e de (2-66) tem-se

0 (2-80)

A seguir será estudado o caso para b =2 na equação (2-73) que

resulta em

C = a,KM-^K (2-81)

que substituída em (2-64) resulta em

KM K 0 (2-82)



33

pré-multiplicando (2-66) por ^iKM ^obtém-se

,f KM K <j>= (2-83)

e substituindo (2-83) em (2-82), vem

(2-84)

e de (2-67) obtém-se

(2-85)

e desta maneira, são válidas as equações (2-78), (2-79) e (2-80).

Pode-se continuar este processo e mostrar que para qualquer b

inteiro na equação (2-73) valem as condições de ortogonalidade dadas por

(2-78), (2-79) e (2-80).

Para r = s são definidos os coeficientes de massa, rigidez e

amortecimento generalizados, ou massa modal e rigidez modal que são iguais

respectivamente a;

rfM<lf= m. (2-86)

fMr= K (2-87)
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rfC(l^r= Cr (2-88)

De forma matricial tem-se

= M (2-89)

0^K0 = k (2-90)

0^C0 = C (2-91)

onde

M = matriz de massa modal N x N ,

K = matriz de rigidez modal N x N e

A.

C = matriz de amortecimento modal N x N

que são matrizes diagonais devido às propriedades de ortogonalidade.

A matriz 0 por ser composta pelos modos de vibrar, que

representam as amplitudes relativas do movimento das N coordenadas, não é

única. A normalização dos modos de vibrar pode ser feita através dos

coeficientes de massa modal da estrutura, conforme a relação:

(2-92)
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ou seja

yMr=l (2-93)

onde modo de vibrar r normalizado em relação à sua massa modal .

Para todos os modos normalizados tem-se

Ò^MÒ = I (2-94)

è^KÒ = A (2-95)

onde

a]

co]

(ol (2-96)A =

0- matriz modal constituída dos N modos de vibrar normalizados.

O sistema de equações diferenciais (2-12) de maneira geral é

acoplado, pois as matrizes M, C e K geralmente não são diagonais. Devido

às condições de ortogonalidade pode-se fazer uma transformação de

coordenadas que desacopla o sistema, que é dada por
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jc = 0y (2-97)

onde

y = y(0 ■ vetor dos deslocamentos nas coordenadas normais ou

modais do sistema, N x J.

O sistema de equações resulta em

My+Cy+Ky=0 (2-98)

sendo o sistema novamente desacoplado.

Cada equação pode ser resolvida como se fosse de um sistema de um

grau de liberdade. Desta maneira tem-se

m^yr +Kyr = 0 (2-99)

e pode-se definir o fator de amortecimento modal como

p =

2.yJmX
(2-100)

Então a equação (2-99) assume a forma



37

yr+24rOyj,+(^lyr=0 (2-101)

cuja solução é

sen{o}J + 0,)y/t) = C,e (2-102)

onde Q e 0^ são constantes que dependem das condições iniciais.

2.2.3 - Sistemas sem amortecimento

condições de ortogonalidade

Da equação (2-64), é imediato demonstrar que para o caso de c = o

valem as condições de ortogonalidade dadas por (2-78), (2-79) q (2-80).

Neste caso, a solução do sistema será

y/t):=C,sen(a}^t + e^) (2-103)

onde Q e 0^ são constantes que dependem das condições iniciais.

Uma análise mais detalhada da equação (2-62) conduz a importantes

conclusões sobre os sistemas até aqui descritos. ou seja, amortecimento

viscoso geral, amortecimento viscoso proporcional e sem amortecimento.

Sendo todos os autovalores complexos define-se;
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iO

yr(0) = Pore (2-104)
Or

-i^Or
yr(0) = Por^ (2-105)

e portanto

N

x\t-w,
(2-106)

Or Or

r=l

Substituindo (2-66) e (2-67) em (2-106) tem-se

N

-{‘^drt+Oor >■
<f>,+e (2-107)JC

r=l

que também pode ser escrita como:

N

{cos{o}J + J + i sen{o}J + + {cos{a}J + Oo,}- i sen{a)J + do,))<j>l

(2-108)

= T.Por^
-CO'^4,t

X

r=I

e obtém-se

N

X = {(l>r+<lCyo^á(oJ + K)+i{^l>r-(lC)sen(a,,t + eo,^ (2-109)
r=l

definindo
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gir+ik

g2r+Ík

gsr+ih

Ir

'■2r

(2-110)e
3rr

gNr +

glr-ih

glr-ih.

Ir

'2r

rf = (2-111)ihgsr ■3r

gNr-^kNr _

Substituindo em (2-109) vem

N

gr cos{coj + 6>,,) + sen(coJ + J-<»r4r‘
(2-112)JC

r=I

yjgir +hi sen(ú}j^í + 6,
ylgl+^r sen{(0jj + 6o,

)+ cc
Or Ir

N

X = Y^^Por^ (2-113)
r=l

)+ a
Or Nr

onde

gir-1

(2-114)a.. = tan
jr

h
\'‘jr2
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Desta maneira se :

onde r = 1...N•••= a
Nr

então 0 amortecimento é dito proporcional, e os modos de vibrar serão iguais

aos do sistema conservativo correspondente.

2) Qt;, = « onde r = 1...N= 0 ou TC—=ajr =—=aNr2r

então o amortecimento é nulo.
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3- Resposta forçada de sistemas discretizados

Conforme já mencionado no capítulo 2 deste trabalho, por

conveniência dos métodos que serão utilizados, a excitação será padronizada

como sendo senoidal, gerando, então, o modelo de resposta. Em função disto.

neste capítulo será discutida a resposta de um sistema linear à excitação

harmônica. As respostas forçadas, para sistemas amortecidos e não

amortecidos, serão determinadas através do desacoplamento modal. Para os

sistemas amortecidos serão analisados os casos de amortecimento viscoso com

distribuição do tipo proporcional e distribuição do tipo não proporcional.

3.1 - Resposta Harmônica de sistemas não amortecidos

Sendo o vetor de excitação de um sistema linear definido como :

imt

f = fe (3-1)
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onde

f = vetor das forças aplicadas, Nx J e

CO = frequência de excitação.

e com C = 0 , a equação (2-11) resulta em :

icoí

Mx +Kx = f e (3-2)

Utilizando na equação (3-2), a transformação de coordenadas

definida por (2-97) e pré-multiplicando pela matriz modal transposta obtém-se

0^M0y+ 0^K0y = 0^fe
Í03t

(3-3)

que devido às propriedades de ortogonalidade pode ser escrita como

M y+Ky = 0^fe
ia>t

(3-4)

e desta maneira obtém-se um sistema desacoplado de N equações nas

coordenadas normais.

Para o modo de vibrar r pode-se escrever

m^y^+k^y^ e
I03t

(3-5)
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que dividida por resulta em

y,+(oly, =—fJe
iaX

(3-6)

Aplicando a transformada de Laplace aos dois lados da equação (3-6)

e fazendo condições iniciais nulas, tem-se

^ ' m\s-ia))
(3-7)

ou ainda

1
Yr=rff (3-8)

(5-;íy)(5^ +(o^^m.

Através da transformada inversa de Laplace da equação (3-8),

obtém-se a resposta de regime permanente para o modo r, nas coordenadas

normais, que é dada por

1
yr^rff

icút

(3-9)Q

m^((ol -(o^)

para a * .A solução nas coordenadas físicas pode ser obtida por meio da

superposição modal, ou seja
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N

^ = Z ^ryr (3-10)
r=l

De (3-9) e (3-10) obtém-se

N
1

^ = Z ^rrff
ÍG)t

(3-11)
r=l

A partir da resposta no tempo pode-se definir a matriz de

receptância, que constitui o modelo de resposta do sistema, a partir de

x=a(a)f (3-12)

onde

N
1

a((o) = Y,(l>A\ (3-13)
r^l

Cada elemento desta matriz é definido por

<^ik((o) = '^(co) (3-14)
A

onde

Xj = deslocamento da coordenada j

A = força isolada aplicada na coordenada k.
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Portanto, a partir de (3-13) tem-se que

N

(3-15)a
jk

onde

(f)^ =y-ésimo elemento do modo de vibrar r

^rk "" A:-ésimo elemento do modo de vibrar r.

Em sistemas não amortecidos a função receptância é real e, desta

maneira, o ângulo de fase entre o deslocamento da estrutura na coordenada j e

a força aplicada em à: é 0 ou ;t.

A equação (3-15) pode ser escrita em função da constante modal.

que é definida por

<t>ú^rk
r^Jk - (3-16)

Desta maneira

rA
N

jk

(03) = Y. (3-17)a
jk

r=l



46

Os métodos de identificação no domínio do tempo e da frequência.

em geral, fornecem os valores das constantes modais para posterior

identificação dos modos de vibrar da estrutura. Além da função receptância»

que é definida utilizando como variável de saída do sistema o deslocamento.

também é frequente a utilização de outras duas funções: a mobilidade

cuja variável de saída do sistema é a velocidade, e a inertância cuja

variável de saída do sistema é a aceleração. Desta maneira tem-se

(3-18)PJ(o)^iojajGi)

(3-19)

3.2 - Resposta Harmônica de sistemas amortecidos

3.2.1 - Amortecimento viscoso proporcional

Sendo a excitação do sistema definida por (3-1), a equação (2-11)

resulta em

ia}í

Mx +Cx +Kx -f e (3-20)

Fazendo-se o desacoplamento modal, devido às condições de ortogonalidade.

obtém-se
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My+Cy + Ky = 0^fe
icot

(3-21)

que para o modo r resulta em

iú>t

(3-22)

Na variável de Laplace a equação (3-22) possui a seguinte solução:

1

(3-23)
+2^^o}^s+a}l )

Fazendo a transformada inversa de Laplaee na equação (3-23),

obtém-se a solução nas coordenadas normais, correspondente à resposta

harmônica para o modo r que é dada por:

‘-fj
1 iü)t

(3-24)3^. = ^

(ía^-í»^)+/(2^,í9,íu)mr

Em função da massa, rigidez e amortecimento modal, a solução (3-24) pode ser

escrita também como

1

yr-rff
i<ot

(3-25)7 \ ^

[K -a}\)+i((vc^)
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Utilizando a superposição modal, pode-se determinar a solução de

regime permanente nas coordenadas físicas que é dada por

iV I

1 icot

(3-26)X -

r=l

Da mesma forma que foi definida anteriormente tem-se a matriz de receptância

do sistema com amortecimento viscoso proporcional

1

a((0) = ^—<l>rrfTl (3-27)
-ío^)+/(2^,íü,0)r=l

cujos elementos são definidos por

1

(3-28)a
jk rk

r=l

^n^rkFazendo , escreve-seik

N A
r^^jk

((o) = Y. (3-29)a
jk

(«; -o}^)+i{2^,co,a>)r=I

onde ^A,.,. é a constante modal.jk
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0 ângulo de fase entre a resposta e a força excitadora neste caso não

é somente 0 ou tu, mas varia com a frequência de excitação e com o fator de

amortecimento modal e é dado por

0 = ang[^Aj,)-ían
-1

(3-30)

É importante notar que, conforme foi mostrado no capítulo 2,

sistemas com amortecimento viscoso proporcional possuem os mesmos modos

de vibrar dos sistemas não amortecidos correspondentes. Assim, nestes casos

as constantes modais serão também reais.

Existe ainda uma outra forma de expressar a equação (3-29),

resultante da fatoração do seu denominador em função de suas raízes

complexas conjugadas, dada por

N R

ico-À^ ico-ll
((o) = Y. (3-31)a

jk
r=I

onde é denominado resíduo modal e relaciona-se com a constante modal

, no caso de amortecimento viscoso proporcional, porJk

.rAjk
rRjk = (3-32)

2(D
dr
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ou

. (I>n^rk
(3-33)

2m^ü) dr

3.2.2 - Amortecimento viscoso não proporcional

Seja a excitação do sistema definida por

/ imt Í(üt

(3-34)e -pe
0

Aplicando esta excitação na equação (2-19), formulada através de

variáveis de estado, obtém-se

icot

Aq-Bq = pe (3-35)

Fazendo-se o desacoplamento modal, como mostrado no capítulo 2,

obtém-se a seguinte equação matricial nas coordenadas normais

Ãy-By = W^pe
icot

(3-36)
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Lembrando que as matrizes A q B são diagonais, pode-se escrever

para o modo r

<^ryr -Kyr =wIp^
ioat

(3-37)

Esta equação também pode ser escrita, usando a relação (2-55), como

■ 5 ^ r
yr-^ryr=~WrP^

ÍQ}t

(3-38)

cuja solução na variável de Laplace é dada por

1 1T

WrPyr = (3-39)
(5-z(y)(5-A,.)a.

Como nos casos anteriores a resposta de regime permanente, nas

coordenadas normais, é obtida através da transformada inversa de Laplace da

solução (3-39). Para o modo r tem-se então a seguinte solução no tempo

1
yr=wlp

imt

(3-40)
«r

Pelo método da superposição modal obtém-se a solução nas variáveis de

estado, dada por
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2N
1

Q = WIP
iú}t

(3-41)
(ico-Ãyr=I

A partir desta equação pode-se obter a matriz receptância que pode

ser escrita como

2N
1

a(o}) = ^¥r¥l (3-42)
a^ico-Ã,)r=l

Uma vez que os autovalores e autovetores ocorrem em pares

complexos conjugados, esta matriz tem cada elemento dado por

fnfr.
N

rk

(3-43)a

a
r=l

que também podem ser escritos na forma

rR RN

■Jk r^^jk

(<0) = ^ (3-44)a
jk ico-lliü)-Ã^r=l V ry

onde ^Rji^ são os resíduos modais, dados por

yj rk

rR (3-45)■jk
a.
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Sendo complexos, estes resíduos podem ser dados por

r^jk - rUjk +i r^jk (3-46)

Desta maneira a equação (3-44) pode ser escrita como

N

rUjk+i^Jk rUjk-KVjk
(3-47)a

jk
ico-llr=l

3.3 - Representação gráfica das FRF

Para finalizar este capítulo serão apresentadas algumas

características da representação gráfica das FRF. É muito útil examinar a

forma que as FRFs possuem quando representadas graficamente nas diversas

formas possíveis, sendo este conhecimento fundamental para a validação e a

interpretação dos dados medidos (Ewins, 1984).

3.3.1- Sistemas não amortecidos:

A figura 3.1 mostra um sistema com apenas dois modos de vibrar.

que será utilizado para analisar as características da representação gráfica das

FRF de ponto (quando a excitação e a captação ocorrem em um mesmo ponto)
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e de transferência (quando a excitação é realizada em um ponto e a captação

em um outro distinto). A escolha de um sistema com poucos modos de vibrar

tem como objetivo somente facilitar a compreensão, sendo que a análise aqui

apresentada aplica-se a sistemas com N modos de vibrar.

X2Xl

k2kl ks

-W- -W-'-mi m2

Figura 3.1 - Sistema com 2 Graus de Liberdade

A FRF de sistemas sem amortecimento é dada pela equação (3-17) e

para o exemplo mostrado na figura 3.1 é igual a

ajk((o)^ (3-48)
7CO

Para o exemplo em particular, em função dos valores de ki=k3=k, k3=CTk e

mi=m2=l , obtém-se as seguintes constantes modais;

FRF de ponto: 1 ^11 ~ 2 Al ~

FRF de transferência: lAi^lo 2 Al ~ (3-49)
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Figura 3.2 - FRF de ponto an

Figura 3.3 - FRF de transferência a 21

É possível separar cada um dos termos individuais associados a cada

modo de vibrar como mostrado nas figuras 3.2 e 3.3. A forma exata da FRF

total, entretanto, não é simplesmente a soma de cada curva individual como

poderia ser imaginado. Isto é justificado pelo fato de neste gráfico estar

representada apenas parte da informação, ou seja, o módulo, não sendo
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representada a fase da receptância. Quando é realizada a somatória dos termos

individuais relativos a cada modo, para a obtenção do FRF total, obviamente é

fundamental que sejam levados em consideração os sinais de cada um destes

termos.

Ao analisar as constantes modais do exemplo mostrado dadas por

(3-49), pode-se verificar que a única diferença entre as FRFs de transferência e

de ponto é o sinal das constantes modais referentes ao segundo modo. Como

os gráficos mostram somente a informação de módulo, tem-se a impressão que

este fato não exerce influência sobre as FRFs. Quando se considera, entretanto.

que os dois termos são adicionados para gerar a FRFs do sistema, deve-se

observar algumas características importantes que serão descritas a seguir.

Inicialmente, será analisada a FRF de ponto mostrada na figura 3.2.

Deve ser notado que em frequências abaixo da primeira frequência natural as

duas parcelas possuem o mesmo sinal sendo, desta maneira, aditivas e fazendo

com que a curva da FRF total seja maior do que cada componente individual, e

que a contribuição do segundo modo nesta faixa de frequências é muito pouco

significativo. Um raciocínio semelhante conduz aos mesmos resultados, quando

é aplicado à região de frequências altas, acima do segundo modo de vibrar. Na

região entre as duas ressonâncias, no entanto, tem-se uma situação em que as

duas componentes possuem sinais contrários, ou seja, são subtrativas. No

ponto em que as curvas destas componentes se cruzam sua soma é zero uma

vez que ambas possuem a mesma intensidade, porém com sinal contrário. Em

um gráfico logarítmico, como o que está sendo analisado, neste ponto é

produzida uma característica denominada de antiressonância. Nas vizinhanças
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de cada ressonância, a contribuição do termo cuja frequência natural está

adjacente é muito maior do que a contribuição do outro termo. Deste modo, o

total é, na prática, o mesmo valor deste termo dominante. Isto significa

fisicamente que a resposta de um sistema com N graus de liberdade sem

amortecimento, na região de uma frequência natural, é totalmente dominada

por este modo e que os modos restantes possuem influência insignificante.

Analisando agora a FRF de transferência mostrada na figura 3.3, é

possível se utilizar a mesma metodologia usada anteriormente, somente com a

diferença de que os dois termos neste caso possuem sinais contrários e, deste

modo, nas regiões de frequências muito baixas e muito altas a FRF possuirá

níveis um pouco mais baixos do que os das curvas das componentes

individuais. Na região entre as ressonâncias as duas componentes possuem.

neste caso, o mesmo sinal e então não é encontrado um ponto em que ambas se

cancelam. Não há portanto a antiressonância. A frequência em que as

componentes individuais se interceptam neste caso representam um mínimo na

FRF total.

Os princípios mostrados até aqui podem ser estendidos para sistemas

com N graus de liberdade, existindo uma regra fundamental: se dois modos

consecutivos possuem constantes modais com mesmo sinal, então existirá uma

antiressonância em uma frequência entre estas duas frequências naturais. Em

contrapartida, se as duas constantes modais possuírem sinais opostos, não

existirá uma antiressonância mas sim um ponto de mínimo. Uma importante

característica que existe em uma antiressonância é que uma mudança de fase é

associada à mesma.
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Considerando a definição da constante modal, que vem do produto de

dois elementos de autovetores (um associado ao ponto de excitação e o outro

associado ao ponto de captação), é possível realizar um estudo de seu sinal.

Considerando-se uma FRF de ponto, todas as constantes modais serão

positivas, uma vez que a mesma será o quadrado de um número. No caso de

uma FRF de transferência esta afirmação não pode ser feita, pois as constantes

modais serão o resultado do produto de elementos de autovetores distintos.

que poderá resultar positivo ou negativo.

3.3.2- Sistemas amortecidos:

Ao analisar os sistemas amortecidos chega-se à conclusão que a

representação gráfica da FRF deste tipo de sistema é muito similar ao caso

discutido no item anterior. As ressonâncias e antiressonâncias são atenuadas e

os ângulos de fase não são exatamente 0 ou mas o aspecto geral permanece o

mesmo, conforme pode ser verificado na figura 3.3.

A maioria dos gráficos de FRFs possuem esta forma geral se os

modos são relativamente separados, ou seja, desacoplados. Esta condição é

satisfeita quando a separação entre as frequências naturais adjacentes, expressa

em percentual de suas médias, for menor ou da mesma ordem de grandeza dos

fatores de amortecimento modal.
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Figura 3.3 - FRF de ponto de sistema amortecido

A figura 3.4 mostra uma FRF de transferência de um sistema

amortecido.

500

Figura 3.4 - FRF de transferência de sistema amortecido
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4- Identificação de sistemas dinâmicos no domínio da frequência

Este capítulo trata da identificação de parâmetros modais de

estruturas no domínio da frequência, aplicável a sistemas dinâmicos

representados por modelos discretos com amortecimento do tipo viscoso,

proporcional ou não.

A identificação das características dinâmicas de sistemas 'através de

métodos no domínio do tempo também é amplamente utilizada atualmente.

Entretanto este trabalho está concentrado nos métodos no domínio da

frequência.

O algoritmo iterativo não linear é reconhecido por ser muito estável

demandando, porém, um elevado tempo de computação. Sendo este método

iterativo, uma estimativa inicial é necessária. Sua maior desvantagem é que o

processo iterativo tende a divergir rapidamente se as estimativas iniciais.

principalmente para as frequências naturais, não forem muito próximas dos

valores corretos (Ebersbach e Irretier, 1989).
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O método clássico de Levy (1959) permite a determinação dos

parâmetros apenas com a escolha dos graus dos polinômios do numerador e do

denominador da FRF. Este método não é iterativo e, portanto, não requer

estimativas iniciais para os parâmetros.

Sanathanan e Koerner (1963) propuseram uma modificação para

melhorar o ajuste do método de Levy em baixas frequências. Através de um

processo iterativo, foi implementada uma função ponderadora para o erro que é

função do denominador da FRF identificado no passo anterior, sendo na

primeira iteração utilizado o método de Levy. Este método foi discutido e

implementado também por Varoto (1991).

É importante ressaltar que não estão incluídos neste capítulo todos

os métodos de identificação no domínio da frequência, mais sim uma parcela

representativa das principais famílias que formam a base para o grande número

de métodos existentes neste domínio.

4.1- Identificação modal de estruturas levemente amortecidas

Este método, proposto inicialmente por Ewins e Gleeson (1982), é

destinado a aplicação em estruturas com baixo amortecimento. O método

consiste em admitir inicialmente o sistema como sendo não amortecido e

identificar as frequências naturais e as constantes modais. Numa etapa seguinte

é feita então a determinação dos fatores de amortecimento.

Para um sistema não amortecido pode-se escrever para a FRF a

seguinte expressão;
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M A

jk
(4-1)a

jk

(cof-co^)r=l

Pode-se selecionar TV^ frequências particulares í2j,í22’ - >^n ^ escrever

o seguinte sistema:

[a,l-í2Í)' ...

[ío]-£f„y

^jk(^2)

A

-1
A

2-^jk

(4-2)

Cíjk(^N) A
N^^jk

A solução deste sistema irá determinar o vetor das constantes modais

r^jk ■

A escolha das N frequências Qk deve ser feita tanto quanto possível

nas antiressonâncias ou o mais próximo possível das mesmas. Dessa maneira

obtém-se melhor precisão na ajustagem, principalmente nos casos de sistemas

com representação modal incompleta, ou seja, sistemas que possuam modos

que não estão presentes na faixa amostrada (Ewins e Gleeson, 1982).

É conveniente nesta fase a inclusão do amortecimento como forma de

melhorar a precisão do ajuste. Isto pode ser feito diante da consideração de

que para pequenos amortecimentos, a amplitude dos picos de ressonância de

um dado modo possui pouca influência dos outros modos do sistema e pode-se,

então, escrever a seguinte expressão
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A
r^^jk

(4-3)

Este método possui excelente estabilidade numérica e requer pouco

esforço computacional, constituindo-se então em uma boa alternativa para

sistemas que se enquadrem em suas hipóteses de simplificação.

4.2 - Método de Levy

Este método de identificação modal obtém os coeficientes da FRF do

sistema escrita na forma de um quociente de dois polinômios dependentes da

frequência,

^a^{iü))
(4-4)a

jk

q=0

OU seja

(^jk(s) = (4-5)
bg +b^S ■\-h2^ +...+Ôg5®

onde a, e b^ são, respectivamente, os coeficientes reais do numerador e

denominador da função transferência. O polinômio do denominador desta

equação (4-4) é denominado polinômio característico do sistema e suas raízes
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são os autovalores do sistema, discutidos em capítulos anteriores. Os

coeficientes do polinômio do numerador estão relacionados com os resíduos

modais e, consequentemente, com os autovetores.

Como este método foi desenvolvido originalmente para ajuste de um

tipo genérico de FRF, serão utilizados, nesta parte do trabalho, graus L q Q

para o polinômios do numerador e do denominador respectivamente. No final

deste tópico será apresentado um estudo específico sobre os graus que deverão

ser utilizados no caso particular da FRF que está sendo estudada.

Este método de identificação não fornece os parâmetros modais

diretamente como o método iterativo não linear. Os coeficientes a, e sao

identificados e a partir deles os parâmetros modais podem ser determinados.

As frequências naturais e os amortecimentos modais são determinados através

das raízes do polinômio característico e os resíduos modais podem ser

determinados por meio da expansão da FRF na forma polinomial em frações

parciais, equação (4-4).

Para a aplicação do método de Levy é necessário que a FRF do

sistema seja escrita na seguinte forma;

N,{a)) + jcoN,{m) N{(o)
Dj (ffl) + j O) D2 (®) D{g})

w= (4-6)a
jk

onde
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Ni {a>) = -a^o}^ +a^co‘* - •a,

N2 {a>) =aj-a2 o)^ +ay(ú

z); (o) = z»o-^>2<y^ + ••■

D2 (co) = bj- + bjü)^ - ■■■ (4-7)

Para tornar o sistema determinado no processo de ajustagem de

curvas, é realizada uma normalização da função transferência com relação ao

termo independente do denominador, ou seja bg=l e , desta maneira, a

equação (4-6) possui L+Q+1 incógnitas sendo L+1 coeficientes q Q

coeficientes b,.

Da mesma maneira que no item anterior, considera-se a obtenção dos

dados amostrados através de ensaios e escritos na forma de suas partes real e

imaginária conforme a seguir

[a)^) = Re((o^) + iIni{(0^H (4-8)jk

Defme-se então a função erro na frequência o^como sendo

(4-9)H
jk

D(o,,)

Esta função erro é não linear com relação aos coeficientes do

polinômio complexo do denominador. Desta maneira o processo de
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minimização da função erro global resulta em um sistema de equações não

lineares. Ponderando o erro multiplicando-se a equação (4-9) pelo polinômio

d{q} ^ obtém-se um sistema linear dado por

(4-10)

Sendo esta equação complexa, pode ser reescrita em função de suas

partes real e imaginária conforme a seguir

D[cD^)e^ = A{a>^)+iB{co^) (4-11)

Define-se então a função erro global a ser minimizada como

(4-12)

que, através da equação (4-11), resulta em

(4-13)
p=i

Em função das equações (4-6) e (4-11) pode-se determinar os valores

A^p) ® A^p)de como
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A(o?^) = Re((»^)Dj (co^) (4-14)

D2 {a>p)Re{o>,) + D, {o))jIm[a)^) (®.) (4-15)

O processo de minimização é feito igualando-se a zero as derivadas

parciais da equação (4-13) em relação a cada um dos coeficientes dos

polinômios da função transferência

p=i

É(-®, -sí®,))
p=i

Í.H 4-,))
p=i

âE
= 0

âao

âE
= 0

âa
1

âE
= 0

âa,

âE
= 0

âa^ p=i

p=I

Z{-<

âE
= 0

âb
I p=i

âE

M®pK®p)]+<
âb.

âE
= 0 (4-16)

âb, p=l
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À partir destas expressões obtém-se um sistema de equações lineares

na forma

Ax = b (4-17)

onde

-Ts -S,1 -1,0 0

^2 0

0 -À

0 0 Ts S, -Ts

1, ^6 S, -Ts -Ss0

,T -S, -T,

Ts -S,

-S, -T,

S. Ts - U, 0 -U, 0 u, -

-Ts 0 U, 0 -Ue 0

Ts Ss Ty - C/, 0 -U, 0 u,

(4-18)

T r

X - a, - b. b, b. (4-19)ai a.

b^=[So t; - 0 U, 0 ...] (4-20)

e os elementos da matriz ^ e do vetor b são dados por

(4-21)
p=i
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(4-22)
p=i

(4-23)
p=i

=S ® í p) (4-24)
í=í

Conforme pode ser visto na equação (4-18), a matriz A é formada

por muitos zeros resultando, principalmente em função da largura da faixa de

frequências utilizada na amostragem, em um sistema de equações lineares mal

condicionado.

Algumas considerações importantes sobre o método de Levy:

• Uma desvantagem apresentada pelo método de Levy é a função

erro global necessitar ser ponderada pelo polinômio característico do

sistema uma vez que quando este polinômio sofre grandes variações

também grandes erros podem ser introduzidos no processo de ajustagem de

curvas.

• Como o erro e(a)p) geralmente tende a assumir um máximo

relativo na região das ressonâncias, onde D(o}j,) assume seus valores

mínimos, existe a tendência de existir uma baixa influência destas regiões na

função erro E que está sendo minimizada.
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• No caso em que se desejar ajustar a FRF em uma faixa muito

grande de frequência, os elementos da matriz A serão pouco influenciados

pelas baixas frequências. Este fato implica que não poderá ser obtido um

bom ajuste nas baixas frequências.

A verificação destas observações será feita no capítulo referente à

aplicação do método em dados experimentais.

A seguir será apresentado um estudo sobre a escolha dos graus dos

polinômios neste método de ajustagem e seu relacionamento com a inclusão

dos resíduos de massa e rigidez.

a) Caso geral sem resíduos

Seja o sistema com N modos de vibrar na faixa de frequência

amostrada, pode-se escrever a FRF na forma

rR
N R

■jk

í^J='E (4-25)a
Jk

ÍO)-À^ Í0)-ÃIr=l

que na variável de Laplace resulta em

rRj. , rRl^
s-Ã^ s-Ã*

N

('v=Z (4-26)a
jk

r=l

e pode ser transformada na forma de frações de segunda ordem
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N

(^)=Z (4-27)a
jk

-{ã,+ ãI)s+ã^ãIr=l

Lembrando que = -S^+ico e rRjlc=rUj,+Í rVj, tem-se
drr

2^U^,s-2(-S,,U^,+o, .r rVjJ
N

w=Z (4-28)a
jk

+2S^ s+ ôl+m]^r=l

Definindo; rRjk— ^ jk ■>

jk- jk *^dr Xjk)

Er=Sl + col

obtém-se

N

rRjk r^jk
(S) = Y, (4-29)a

jk
+D^ s+E^r=l

Desta maneira pode-se passar para a forma polinomial

+ «,5 +«2 5^+...+«a
0 2N-t

<^jk(s) = (4-30)
bg+bjS + b^ +.. .+62 jv

onde é importante que seja lembrado que N é o número de modos na faixa de

frequências amostrada. Fazendo-se



72

r K
h

a

(4-31)
n

a. e
n

bo b.0

obtém-se

útg + ííj 5 + CI2 S^+.. .+Í7- ^AT- I

2N~1

1 + 5 + éj +.. .+Z)2^
(4-32)

Da equação (4-32) conclui-se que o sistema possui 4N incógnitas, e

que se os graus dos polinômios do numerador e do denominador da FRF forem

escolhidos respectivamente iguais a 2N-J e 2N , então não estarão sendo

incluídos os resíduos de massa e de rigidez no processo de ajustagem.

b) Caso geral com resíduo de rigidez

A inclusão do resíduo de rigidez na equação (4-29) resulta em

r^jk r^Jk
N

(4-33)a
Jk

+D^ s +E^r=I V

1K
onde R

-jk
k
Jk

Na forma polinomial tem-se
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üg +ajS + a2S^+...+a. ^2M-I

(^jk(s) = RÍ +
2N-1

(4-34)
7 + 5 + Z>2 +.. ■'^b2N

2N

(Rfk +^o) + (RfÂ +^i)s+(RfA +<^2)'^^+"MRfkhN-i + a
2N-1

OCjk(s) = N

7 + 5 + ^2 't'- • •'^^2N ^

(4-35)

OU ainda

2N-1

Ug +ajS + a2S^+...+a2f^,s
(^jk(s)^RÍ + (4-36)

hg + 5 + Z>2 +.. s
2N

(Rjk^O ^o) '^ (Rjk^I (Rjk^2 ^2)^ '^■■■~^(Rjkb2N-I + a
2N-1

(Xj,(s) = 2N

bg -\- b^s b^s +...-\-b21qs

(4-37)

Da equação (4-35) conclui-se que o sistema possui 4N+J incógnitas.

e que se os graus dos polinômios do numerador e do denominador da FRF

forem escolhidos iguais a 2N, então estará sendo incluído o resíduo de rigidez

no processo de ajustagem.

c) Caso geral com resíduo de massa

A inclusão do resíduo de massa na equação (4-29) conduz a
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M

r^jk r^jk

+D^ í

R N

■jk

+z (4-38)
r=l

1
M

onde R
■Jk

m
jk

que na forma polinomial resulta em

M

úTq + aj 5 + a2 5^ -I-.. .+«2 A?-i ^
2N-\

R
jk

(^Jkis) =
1 + Z>J 5 + ^2 • ■'^^2N ^

2N

(4-39)

+(Rp,M+(Rfi<2 +ãy+...+(Rp2, y
N+l

+ a
2N-2

ajk(s) =

(4-40)

ou ainda

Qf, + ajS + a^ / +.. 5
2N-1

(^jk(s) = Rkf + (4-41)
bg -h bjS -h b2S -f".. .■\-b2j^ s

2M

RS h + (RS +(RS h + ag)s^y.MRSK + «
2N+1

2N-1 ^2N-2

(^jk(s) =
bg +bj + Ôj 5^ +.. •+Ô2Ar

+2

(4-42)
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Deve ser observado que devido à maneira como foi deduzido o

método de Levy, utilizando o coeficiente do termo de ordem zero do polinômio

do denominador definido igual a 1, não é possível a inclusão do resíduo de

massa no processo de ajustagem.

d) Caso geral com resíduo de massa e rigidez

A inclusão dos resíduos de massa e de rigidez na equação (4-29)

resulta em

M
R ag+a^s + a^s^+.. s

2N-I

s
(4-43)

l + b^s + b2S^+...+b2J^s^
N

e na forma polinomial

M
R Qq + 5+02 5^ ^2N^l■Jk

(^jJs) = Rl +
2N-1

(4-44)
/ + 5 + Z>2 ‘5'^ +• •

ajk(s) = [Rt ■^(Rth)s+(Rl +Rp2 +ao)s^+(Rlb, +Rp, +ã,y+...+
+(R^b,^-^

: +biS^ + ^2 s'* +.. .+Ô2JV

(Rjk^2N-2 Rjk ^2N
2N+I

> (4-45)+a +2N-2 2N-I

+(RÍhNM
2N+2

OU ainda

M
R Gq + 5+ «2-5^+•••+«. ^N-l■Jk

(^jic(s) = Rl +
2N-1

(4-46)
5^ bo+bjS + b^ +.. .+*2^;
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(s) = [Rp„+(Rp,)s+(R;b,+Rp, +aj5^^(R;b, +Rp, +a,)s’ +...+

+ «íi» +«»-,y" +«*:

+(R^b,,y

a

2iV+i
+a +

jk^2N-l

: bgS^ +b^s^ + b^ s'* +.. .+^2;^ 5

2N-1

N-^2 2N+2

(4-47)

Deve ser observado, novamente, que não é possível a inclusão dos

resíduos de massa e rigidez, devido à forma da dedução do método de Levy,

utilizando 0 coeficiente do termo de ordem zero do polinômio do denominador

igual a 1.

4.3 - Método de Sanathanan e Koerner

Para reduzir os problemas inerentes à ponderação do erro pelo

denominador da FRF, proposta pelo método de Levy, Sanathanan e Koerner

(1963) propuseram uma modificação que conduz a um método iterativo.

definindo uma nova função erro , conforme a seguir

pL

(4-48)
(®4D

L-l

Usando a equação (4-9) da iteração L, obtém-se

(4-49)
(®4

PL
D D

L-l L-l
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onde L corresponde ao número da iteração atual. Desta maneira a função erro

global a ser minimizada é dada por

(4-50)
Dp=I

L-1

Pode-se definir então uma função ponderadora como

1

(4-51)

XL-I

e a equação (4-50) pode ser reescrita na seguinte forma

p

(4-52)
p=l

sendo então os elementos da matriz definida por (4-18) dados por

(4-53)
p=l

(4-54)
p=l
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(4-55)
p=i

U^=t J+/»?"(íy^)K(íy J (4-56)
p=l

Nos capítulos seguintes serão feitas considerações a partir de

resultados obtidos através da implementação deste método, onde poderá ser

verificada a melhoria obtida pelo método iterativo em relação ao método de

Levy.

Observa-se que o estudo realizado para escolha dos graus dos

polinômios para o método de Levy se aplica também ao método de Sanathanan

e Koerner.

4.4 - Algoritmo iterativo não linear

Sejam os dados experimentais, ou obtidos através de simulação.

relativos a uma força de excitação em / e à resposta correspondente ao

deslocamento em j, indicados por

experimental para at (4-57)

onde p = l,...,P (número de pontos amostrados)
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Utilizando-se as relações (3-46) e (3-47), escreve-se a receptância

como

rUj, -
N

(4-58)+a

i{(o + m,) +
jk

0)
dr

Para compensar a influência dos modos que estão fora da faixa de

frequência medida é necessária a adição de termos residuais e a equação (4-58)

passa a ser escrita como

M
RrUjk + i rVjk jk h^jk

"2
■jkK

W = E 't+R+a

i{ü) -
jk

/(ft) + CO
jk CO^CO

dr drr=nj

(4-59)

onde Rf^ é a rigidez residual e R^ é a massa residual.

Os vetores dos parâmetros modais que serão identificados podem ser

escritos como

= [co õ, ô, ... ôCO ... CO
dl dN Nd2

N^jk ^jk ^jk
M

(4-60)jk 2^jk ••• N^jk 1^jk 2V,k -

Definindo-se como erro na frequência co^
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J K

SE (®<-) (4-61)ae
jkp

j=l k=I

a função erro global a ser minimizada pode ser dada por

p

= y e.e*L-i p P (4-62)E

p=i

que corresponde à soma do quadrado de todas as diferenças entre os valores

medidos e os valores analíticos, correspondentes ao modelo escolhido.

Substituindo-se (4-61) em (4-62) obtém-se

Éti
p=i j=i k=i

(4-63)E a a
ik

Assim, a equação 4-3 pode ser expandida em série de Taylor como

2V

jk(!) (0)

E (4-64)zlv+a a
jk jk jks

ãl. âvS=1 S=1 Jks

Os valores de partida, correspondentes à FRF indicada como

devem ser determinados por um dos métodos clássicos. Em seguida, a

(1)
aproximação seguinte indicada por , é obtida através de (4-59) e (4-64).

Desde que a estrutura seja excitada em um único ponto j, através da

substituição da forma da FRF dada pela equação (4-64) na equação (4-63) e de
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um procedimento de minimização Gaussiana para as variáveis a serem

determinadas Au, e Avjj^ , obtém-se o seguinte sistema de equações lineares

correspondentes

A B

Bl C

B B doAu
11 '21 }k

d0 0 Av
11 11 11

BL 0 C Av d,i0 (4-65)21

Bi 0 C d0 A V
ik Jk jk

onde os elementos de cada submatriz da equação (4-65), para k = l,2,...,2N+2

e k = l,2,...,2N+2, são dados por

àGCjk(^p)
p j

- YLbAA (4-66)Im
ÕU ÕU

P=1 j=l 1 m

õajjcpj àa]jo}J
=B (4-67)jklm

âvÕU
p=i I jkm

P=1 1
C (4-68)Im

e os elementos do vetor d, para k = l,2,....,4N+2, são dados por

àa]k(cOp)
d. (4-69)01

ÕU
p=l i=l l
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àa]k(<Op)
(®,)d (4-70)a

jki jk
âv

P=I jkl

Por conter muitos zeros, a solução deste sistema é relativamente

simples. E também numericamente muito estável e converge a um mínimo local

da função erro em poucas iterações se as estimativas iniciais forem boas.

O esforço computacional é relativamente severo devido ao número de

derivadas das FRF que necessitam ser calculadas para cada frequência medida.

A maior restrição a este método é que o processo iterativo tende a div,ergir

caso os valores de partida não sejam suficientemente precisos, principalmente

as frequências naturais. Neste caso, quando o valor da função erro cresce em

relação ao valor da função erro obtida na iteração anterior, o vetor resultante

do sistema de equações (4-65) pode ser multiplicado por um fator entre 0 e 1 ,

de maneira à função erro atingir um valor menor (Busturia e Gimenez, 1985) .

4-5 - Aproximação Linear dos Resíduos (LAR)

Sendo conhecidos, através de algum outro método, os parâmetros

globais do sistema (frequências naturais e fatores de amortecimentos modais),

somente os parâmetros locais necessitam ser determinados

(Ebersbach e Irretier, 1989).
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0 processo de minimização da função erro dada por (4-63) conduz a

um sistema linear, a partir do qual os parâmetros locais são calculados

diretamente, sem a necessidade de valores de partida, dado por

C 0 0

0 C ••• 0

Zi,

Z21^21
(4-71)

0 0 ••• c

são os definidos anteriormente por (4-60), os elementos daonde os vetores v
ik

matriz C dados por (4-68) e os elementos do vetor z dados por

(4-72)
õv

jklp=l

4-6 - Método não linear modificado

Com o objetivo de melhorar as condições de convergência do método

iterativo não linear. mesmo com estimativas iniciais pouco exatas, Jeong,

Okuma e Nagamatsu (1989) propuseram uma modificação neste método. Esta

proposta consiste em se realizar o método iterativo não linear apenas para

identificar os parâmetros globais do sistema e posteriormente utilizar o método

conhecido como Aproximação Linear dos Resíduos (LAR) (Ebersbach e

Irretier, 1989). O método é baseado na introdução de uma nova FRF função

somente dos parâmetros não lineares.
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Sendo a expressão da receptância dada por

rUj, + ÍZjl rUj. - KVj.
N

H = Z (4-73)+a
jk

i(eo i{ú) + 0)G)r=I dr dr

onde j é 0 ponto de excitação e k e o ponto de captação.

Obtendo-se experimentalmente a FRF em um sistema com múltiplos

graus de liberdade, com excitação em um único ponto, são definidas a parte

real da FRF como e a imaginária como Hjl, onde k ( k=l...M ) é o ponto

de resposta e é a frequência de excitação.

No processo de ajuste de curva no domínio da frequência com N

graus de liberdade, os 2N+2NM parâmetros modais ( r=l..N,

k=l...M ), devem ser identificados de maneira a minimizar a função erro E

dada por;

ZZ((<-ííi)'+(«?.
p=i k=i '■ )1^ik (4-74)

onde e são, respectivamente, as partes real e imaginária da FRF

identificada e que podem ser escritas na seguinte forma:

lU,,4r+VJcD,-CDj , U,,4,-VJco^ + (aJ
N

(4-75)
dr grr=l
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'Kk-UJco^-ü),J 4,+UJco^ + (Oj
N

<=1!' (4-76)
dr Srr=l

onde

r (4-77)-0}
dr

(4-78)8r =

Embora existam vários métodos que minimizam a equação (4-74), ou

muito tempo computacional é exigido ou má convergência é ocasionada devido

ao elevado número de parâmetros a identificar. É proposta então uma nova

abordagem conforme a seguir.

Diferenciando parcialmente a equação (4-74) em relação a e e

igualando-se a zero, tem-se

p
âaí âaiRk Ik

(4-79)} = 0
âU. âU

p=i I rk rkj

±\{
âaiõal

Hí)
Rk

^y = o<k- (4-80)
âV. âV

p=i rk rk ^

Existem parâmetros não lineares e e parâmetros lineares

(f/.cFj. Se OS parâmetros não lineares são conhecidos, pode-se obter os

parâmetros lineares diretamente sem iterações através da solução do sistema

linear dado pela equação (4-80).
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Desta maneira, pode-se assumir que as receptâncias e na

equação (4-71) são função somente de considerando que U^eV^ como

Definindo {q=1...2N) representando (r=l...N)funções de co dr ‘

pode-se introduzir em substituição a como nas equações

(4-81) e (4-82) a seguir.

N

âal, âU,, , âV.ÕG^ _õal
=z

r.kRk

âU,, ây àK, à7,\ây r=l

(4-81)
qq

N
ôal. âVâGl _ õal âai ÕU

õy^
= ^\

rk Ik ^'rkJk

ày, ày^ ày, Jr=l

(4-82)

Através da diferenciação parcial da equação (4-79) em relação a y^

tem-se

^ àai, âG^, , âa^, ÔG^
(4-83)^ = 0

_^^rk ày, âyp=i 9

âV.
rk. g ^

ày^ ây^

rk

As derivadas parciais são obtidas através da solução do

sistema de equações lineares dado por (4-83). Quando se obtém a sensibilidade

da FRF em relação à y^ os parâmetros modais que minimizam a equação (4-74)

podem ser obtidos utilizando-se qualquer método iterativo. Se for utilizado o
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valores dos parâmetros modaismétodo de Gauss-Newton, os novos

+ ô'y podem ser obtidos resolvendo o sistema linearr na.o= r antigo

ASy = b (4-84)

onde

P M

^ âGf, âGí
õy^ õy, ây^ õy,

ft l
(4-85)

p=l k=l

P M

P

) (4-86)-a
Rk

p=l k=I
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5 - Implementação numérica

Este capítulo trata da implementação numérica dos métodos de

identificação. Os fluxogramas dos programas de identificação e as rotinas

numéricas que foram utilizadas, tanto para solução dos sistemas lineares como

para a solução do problema de raízes de polinômios, são apresentados. Os

métodos para estruturas levemente amortecidas, de Levy, de Sanathanan e

Koerner, iterativo não linear e o método da aproximação linear dos resíduos

foram implementados, utilizando-se a linguagem de programação FORTRAN. O

1

software Microsí>ft PowerStation® foi adotado pata compilação de todos os

programas e o haçãware utilizado foi da linha IBM PC.
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5.1 - Rotinas numéricas utilizadas

Como este trabalho tem como objetivo analisar comparativamente os

métodos de identificação, foram utilizados em todos os programas os mesmos

métodos numéricos. Este procedimento buscou uniformizar a solução dos

sistemas lineares que estão presentes em todos os programas. Para os métodos

de Levy e de Sanathanan e Koerner é também necessária a solução do problema

de raízes de polinômios.

Conforme já descrito nos capítulos anteriores, alguns métodos de

identificação conduzem a sistemas lineares mal condicionados. Com o objetivo

de minimizar esta dificuldade, rotinas numéricas reconhecidament e otimizadas

foram escolhidas- Estas rotinas fazem parte da publicação Numerical Recipes in

FORTRAN (Press et al, 1992), e somente suas principais características serão

apresentadas, a seguir, neste trabalho.

O método adotado para solução dos sistemas lineares foi o da

decomposição LU. Este método requer aproximadamente execuções dos

loops internos, cada um com uma multiplicação e uma divisão, sendo 1,5 vezes

mais eficiente que a rotina de Gauss-Jordam. Com o objetivo de eliminar os

erros acumulados durante o processo de solução dos sistemas lineares, uma

rotina iterativa de melhoria da solução foi utilizada ( ver Numerical Recipes in

FORTRAN, Press et al, 1992).

Para determinação das raízes do polinômio do denominador das FRF

identificadas, foi utilizada uma rotina que monta uma matriz do tipo
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Hessenberg, cujos autovalores são as raízes desejadas. Este método fói

escolhido em função dos sofisticados métodos de convergência presentes na

rotina de determinação dos autovalores. Para aplicação deste método o

polinômio deve., possuir coeficientes reais sendo, desta maneira, completamente

aplicável a este trabalho.

5.2 - Fluxogramas dos métodos implementados

A figura 5.1 mostra o fluxograma do programa desenvolvido

utilizando o método descrito no item 4.1, destinado à identificação modal de

estruturas levemente amortecidas. Inicialmente é realizada a entrada dos

valores das N frequências naturais íy,.e das N frequências jQ,. escolhidas para o

processo de identificação, bem como os valores das partes reais e imaginárias

da FRF associadas a estas frequências. Embora não sejam necessários os

valores da FRF amostrada durante o processo de ajustagem propriamente dito,

os mesmos são lidos no arquivo em disco correspondente para cálculo do erro.

Em seguida é montado o sistema linear e sua solução, que é realizada de

acordo com a rotina numérica adotada já descrita anteriormente neste capítulo,

fornece os valpres das constantes modais Os valores dos fatores de

amortecimento modais são então determinados e é feita a regeneração da

FRF identificada. Em sua parte final, este programa calcula o erro resultante

no processo de identificação e gera um arquivo em disco com os valores dos

parâmetros modais identificados e da FRF identificada.
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O fluxograma do programa que utiliza o método de Levy está

mostrado nas figuras 5.2a e 5.2b. Os dados de entrada necessários são os graus

dos polinômios do numerador e do denominador que constituem a FRF a ser

identificada, respectivamente M e N. Em seguida é feita a leitura do arquivo de

disco com os valores da FRF obtidos experimentalmente e montado o sistema

de equações lineares descrito no item 4.2. A solução deste sistema fornece os

M + 1 coeficientes do polinômio do numerador e os N + I coeficientes do

polinômio do denominador da FRF. A seguir são determinadas as raízes do

polinômio do denominador que são os autovalores 1^, utilizando-se a rotina

numérica descrita anteriormente neste capítulo, a partir dos quais são

calculados os fatores de amortecimento modais e as frequências naturais

co^. No caso do resíduo de rigidez ter sido incluído, o mesmo é calculado.

Neste ponto são calculados os resíduos modais Finalmente, são

calculados a FRF identificada e o erro associado e é gerado um arquivo de

disco com os valores dos parâmetros modais identificados e da FRF

identificada.

O método de Sanathanan e Koerner foi implementado pelo programa

descrito pelo fluxograma dado pelas figuras 5.3a e 5.3b. Sua estrutura é

basicamente a mesma do programa utilizado para a implementação do método

de Levy, sendo a principal diferença a comparação do erro obtido nesta

iteração L com o erro obtido na iteração L - 1 anterior, com o objetivo de

estabelecer o final do processo de minimização do erro. No final de cada

iteração é calculada a função ponderadora W((Op) que será utilizada para a

montagem do sistema linear da iteração seguinte.
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A figura 5.4 mostra o fiuxograma do programa que utiliza o método

Iterativo não-linear. Neste programa os dados de entrada são as frequências

os fatores de amortecimento modais e os resíduos modaisnaturais a
r ’

identificadas por algum outro método, que constituem os valores de partida do

processo iterativo. A seguir é realizada a leitura do arquivo de disco com os

valores da FRF obtidos experimentalmente. Em seguida é montado o sistema

linear do método, cuja solução fornece os valores do incremento a ser

aplicado aos parâmetros modais. Os novos valores dos parâmetros modais

obtidos são então utilizados para montagem de um novo sistema linear. Este

processo iterativo é finalizado quando o erro calculado atinge seu valor

mínimo. Novamente, é gerado o arquivo de disco com os valores dos

parâmetros modais identificados e da FRF identificada.

O fiuxograma do programa que implementa o método da

Aproximação linear dos resíduos é descrito através da figura 5.5. As

frequências naturais co^ e os fatores de amortecimento modais constituem

os dados de entrada. A seguir é realizada a leitura do arquivo de disco com os

valores da FRF obtidos experimentalmente. O sistema linear correspondente a

este método é montado e solucionado, fornecendo o valor das constantes

modais A FRF identificada e o erro são calculados e é gerado o arquivo de

disco com os valores dos parâmetros modais identificados e da FRF

identificada.
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)( Início

Re[Hjg(Oj.)],

Im[Hjgo}^)],Re[Hjgí2p)]^
ImfHjgOp)]

1
.eitura em disco dos dados

amostrados

®p, e ,

ImfH-gWp)] I

Monta a matrÍ2i4

e o vetor b

Resolve o

sistema linear

Ax^b

Calcula as constantes

modais /■jk

Calcula os fatores de

amortecimento^"^

Calcula FRF identificada

wva

Calcula erro

Grava

e erro nos

arquivos de saída

a

C )Fim

Figura 5.1 - Fluxograma do programa “Estruturas levemente amortecidas
99
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^ Início ^

M(grau do pol. num.)

N (grau do pol. den.)

^min

CO,
max

Leitura em disco dos dados

amostrados

a}pRe[Hjj/(Op)]e
MHjgcOpi] I

Monta a matriz<4

e 0 vetor 6

Resolve o

sistema linear

Ax=b

Calcula os

autovalores'!'^ do
pol. do den.

Calcula as

frequências naturais

Figura 5.2a - Fluxograma do programa “Levy” Parte 1



95

Calcula os fatores

de amortecimento

Calcula R]ç e os

coef do pol. do
numerador da

FRF

SIM
Incluído resíduo

de Rigidez ?

NAO

Calcula os resíduos

modais

Calcula FRF

identificada

Calcida erro

Grava T^jk,

^jk(^)
arquivos de saída

e erro nos

c )Fim

Figura 5.2b - Fluxograma do programa “Levy” Parte 2
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( )Início

M(grau do pol. num.)

N (grau do pol. den.)

^min, ^max i

iitura em disco dos dados

amostrados

(OpRefHjga>p}Je j

Atribue fimção ponderadora

WCo)p)=1.0

''

Monta a matriz

Ag0vetor b

Resolve o

sistema linear

Ax=b

Calcula os
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Figura 5.3a - Fluxograma do programa “Sanathanan e Koerner” Parte 1
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6 - Ensaio experimental, resultados e discussões

6.1 - Ensaio experimental

Para realizar a verificação dos métodos implementados e a análise

comparativa, que é o objetivo deste trabalho, foram feitos ensaios

experimentais numa placa retangular de alumínio, engastada em um dos lados e

livre nos demais, representada esquematicamente na figura 6.1.

De maneira a simular o engastamento, a placa foi montada entre

chapas de aço espessas, sendo este conjunto fixado rigidamente a uma base

inercial.

A excitação foi realizada utilizando-se um excitador eletromagnético.

e a forma de excitação utilizada foi a varredura de seno em uma faixa de 70 a

410 Hz. O ponto número 5 da figura 6.1 foi adotado como único para a
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excitação. Este ponto foi escolhido em função do mesmo não pertencer a

nenhuma linha nodal. A captação foi realizada nos pontos 1 a 17, gerando 17

FRF. Foi utilizado como padrão de nomenclatura a seguinte notação; FRFxy,

onde X representa o ponto de excitação Qy representa o ponto de captação.

360

ÜNGASTAMENTO 160

9

#8

.7 36Livre 12 13 Livre
5 6

360

10 11

' • «- é é

14 15 16 17.4

*3

#2

• 1
espessura 3 mm

Livre

Fig. 6.1 - Placa ensaiada

A medição da força excitadora foi feita através de um transdutor de

força enquanto que na medição da saída empregou-se um acelerômetro. Como

este trabalho utiliza a receptância, foi necessária a realização de uma dupla

integração para a obtenção dos deslocamentos.
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A aparelhagem utilizada nesta investigação experimental encontra-se

relacionada na tabela 6.1 a seguir.

Fabricante \lotlclnEquipa mento

Acelerômetro Brüel & Kjaer 4383

Analisador de espectro Tektronix 2630

Amplificador de carga Brüel & Kjaer 2626

Excitador eletromagnético Brüel & Kjaer 4809

Gerador de sinais Brüel & Kjaer 1047

Amplificador de potência Brüel & Kjaer 2712

Transdutor de força Brüel & Kjaer 8200

Tabela 6.1 - Equipamentos Utilizados

6.2 - Resultados e discussões

Os resultados que serão aqui apresentados foram obtidos através da

utilização dos programas implementados, cuja descrição foi feita no capítulo 5,

para identificação das FRF levantadas experimentalmente.
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A apresentação dos resultados está dividida em duas partes. A

primeira está concentrada nos métodos de Levy e Sanathanan e Koerner,

discutindo a inclusão ou não do resíduo de rigidez no processo de

identificação. A segunda realiza o estudo comparativo dos cinco métodos

implementados em uma faixa de frequências de 0 a 410 Hz. Nesta segunda

parte foram incluídos os resíduos de rigidez em todos os métodos e, nos

métodos da aproximação linear dos resíduos e iterativo não linear, também o

resíduo de massa.

6.2.1 - Análise da inclusão do resíduo de rigidez nos métodos de Levy e

Sanathanan e Koerner.

Devido ao fato de que os métodos de Levy e Sanathanan e Koerner

possuem limitação quanto à largura da faixa de frequências utilizada no

processo de ajustagem, neste item serão apresentados resultados de ajustes

realizados em duas faixas de frequências : 0 a 200 Hz e d a 410 Hz. Não será

discutida neste item a aplicabilidade destes métodos à grandes faixas de

frequência, a qual será feita no item subsequente, restringindo-se a análise

apenas à influência da inclusão ou não do resíduo de rigidez no processo de

ajuste.

Foram escolhidos como resultados significativos uma FRF de ponto e

duas FRF de transferência.
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As figuras 6.2 e 6.3 mostram o ajuste realizado pelo método de Levy

na FRF55 (de ponto) e na FRF512 (de transferência) respectivamente, onde

verifica-se claramente a qualidade do ajuste quando utilizado o resíduo de

rigidez, sendo que o ajuste sem a inclusão deste resíduo resultou na não

identificação da frequência associada ao segundo modo de vibrar. Em

contrapartida, a figura 6.4 que representa o ajuste da FRF51 mostra que não

houve diferença significativa entre os ajustes com e sem a inclusão do resíduo

de rigidez.

Fig. 6.2 - FRF55 método de Levy
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Fig. 6.3 - FRF512 método de Levy
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Fig. 6.4 - FRF51 método de Levy
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A seguir serão apresentados resultados que utilizam a faixa de

frequências de 0 a 410 Hz e que incluem, desta maneira, os quatro modos que

estão presentes na faixa utilizada no ensaio experimental e que não estavam

incluídos nos ajustes apresentados. Deve ser observado que a placa ensaiada é

um sistema contínuo e portanto, sempre estarão sendo desconsiderados no

ajuste alguns modos de vibrar.

As figuras 6.5 e 6.6 mostram, respectivamente, as FRF55 e FRF515

identificadas com e sem a inclusão de resíduo, desta vez utilizando-se para os

ajustes, a faixa completa ensaiada. Novamente, é possível verificar que houve

uma melhoria significativa no ajuste quando incluído o resíduo de rigidez. É

importante observar que na FRF55 a melhoria foi muito mais significativa do

que na FRF515.

-40

^ -60 -
■o

o

■g -80
-o

';r-ioo --

<«

ã-120 --

a
-140 ~
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Fig. 6.5 - FRF55 método de Levy
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Fig. 6.6 - FRF515 método de Levy

A mesma metodologia utilizada para a análise do método de Levy foi

aplicada ao método de Sanathanan e Koerner. As figuras 6.7 e 6.8 mostram o

ajuste realizado com as FRF55 e FRF51, respectivamente, na faixa de 0 a 200

Hz, onde deve ser verificado que não houve diferença tão significativa com a

inclusão do resíduo de rigidez no processo de ajustagem, como quando

utilizado o método de Levy. Este fato é explicado, lembrando-se que o método

de Sanathanan e Koerner é iterativo, onde cada nova iteração visa melhorar o

ajuste da iteração anterior. A figura 6.9 apresenta o resultado do ajuste da

FRF55 na faixa de 0 a 410 Hz e verifica-se que ocorreu um ganho de qualidade

quando incluído o resíduo de rigidez no ajuste. Este resultado nesta ampla
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faixa de frequência mostra que o processo iterativo não conseguiu melhorar

sensivelmente o ajuste da primeira iteração onde é utilizado o método de Levy,

que possui problemas quando utilizado em largas faixas de frequência e que

conforme analisado anteriormente não apresentou bons resultados sem a

inclusão do resíduo de rigidez.

Fig. 6.7 - FRF55 método de Sanathanan e Koerner
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Fig. 6.8 - FRF51 método de Sanathanan e Koerner
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Fig. 6.9 - FRF55 método de Sanathanan e Koerner
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A seguir será apresentada a tabela 6.2 que mostra os valores

experimentais obtidos para as frequências naturais, bem como suas médias e

desvio padrão. Esta tabela será útil na análise das tabelas subsequentes que

apresentam os valores obtidos através dos métodos de identificação.

(<}- o>\ OH (Úh (Ún Oh OhfO\ Oh

llz 1-1 z Hz 1-1 z ílz Iiz Hz Hz Hz

FRF51 19,38 46,63 117,5 157,5 170,0 304,4 351,3 358,8 404,4

400,6FRF52 20,00 45,00 119,4 157,5 171,3 305,6 350,0 362,5
FRF53 19,38 46,25 119,4 157,5 171,9 305,0 347,5 365,6 398,1
FRF54 20,00 46,25 118,1 157,5 171,3 303,8 350,6 365,6 398,8

FRF55 20,00 46,25 118,1 156,9 170,6 303,8 352,5 365,0 402,5
FRF56 20,63 46,25 118,1 156,9 171,3 304,4 348,8 366,3

FRF57 20,63 46,25 119,4 158,1 171,3 305,0 345,6 367,5 403,8

FRF58 20,00 45,63 120,0 158,8 171,3 306,3 349,4 368,1 404,42 2

FRF59 21,88 47,50 119,4 157,5 172,5 305,0 354,4 368,8 405,0

403,8FRF510 20,00 45,00 116,3 157,5 167,5 300,6 353,8 366,9
FRF511 20,63 45,63 117,5 158,1 170,0 305,0 366,3 403,8
FRF512 19,38 46,25 118,1 155,6 171,9 300,0 352,5 366,9

367,5

403,8

403,8FRF513 20,00 46,25 118,3 155,0 171,3 298,8 353,8
FRF514 19,38 45,63 118,1 156,3 170,6 301,3 354,4 365,6 403,1

FRF515 20,00 46,25 118,1 157,5 170,0 305,0 352,5 363,8 401,9
FRF516 19,38 45,00 117,5 158.1 168,8 304,4 352,5 366,3 403.1

2 2

FRF517 19,38 45,63 116,7 156,9 166,9 300,0 353,8 366,3 403.1
2 2 2

\lédin 20.10 45,96 118,1 157,2 170,3 303,0 352,0 366,5 402.8

De.sv. I*ad. 0,715 0,655 1,048 1,071 1,665 2.511 2,689 1.317 1,980

Tabela 6.2 - Valores experimentais de frequências naturais

As tabelas 6.3 a 6.9 abaixo mostram os valores das constantes

modais identificadas, dos resíduos de rigidez e do erro E definido pela

expressão 4.63 que originaram as figuras apresentadas neste item. Os valores

referentes aos ajustes na faixa de 0 a 410 Hz serão apresentados no item 6.2.2

a seguir.
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FRF51 - Método de Levy 0 a 20Q Hz

Sem resíduo de rigidezCom resíduo de rigidez

rRjkrRjkModo (Or(Or

(10')(10')(10')(10') ÍM(Hz)

-7,07+ /• 623

0,762+ i 150

19,50 11,0-0,334+ i 658,011,619,511

2,2645,640,396+ i 1642,4345,552

1,08- i 1441,31117,91,10-i 1401,28117,93

0,375+ i 14,3157,8 0,6970,339+ i 18,20,886157,94

-0,0998- i 48,91,04-0,180- i 49,5 170,11,06170,25

Tabela 6.3 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

FRF51 - Método de Saiiathanaii e Koerner 0 a 200 Hz

Sem resíduo de rigidezCom^esíduode rigidez
rRjk
(10')

rRjk

(10‘)
4rModo Ct>r

(10')(10') ÍM(Hz)

2,32+ i 45416,20,345+ i 453 19,4119,41 16,21

-1,72+ i 92,945,39 1,94-2,18+ i 93,045,39 1,942

13,3- i 70,8117,8 0,7460, 742 12,8- i 70,9117,83

0,894+ i 11,9157,8 0,6910,295+ i 12,02157,7 0,7074

-7,56- i 26,90,917-8,44- i 26,5 170,30,8995 170,3

Tabela 6.4 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

FRF55 - Método de Levy 0 a 200 Hz

Sem resíduo de rigidezCom resíduo de rigidez

rRjkrRjk
(10')

Modo COra>r

(10')(10')(10')(Hz)

3,76 -1,41- i 111-1,49- i 263 21,5920,36 8,861

1.37- i 96,11,612 46,42

117,9 0,827 1,36- i 122117,9 0,983 0,877- i 1443

1,24- i 30,3156,9 1,031,67 0, 790- i 49,84 156,9

-0,419- i 39,3170,8 1,581,46 0,145- i 37,05 170,7

Tabela 6.5 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem
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FRF55 - Método de Sanathaiiaii e Koeriicr 0 a 200 Hz
Sem resíduo de rigidezCom resíduo de rigidez

rRjk4rrRjk
(10')

4r (OtModo (O,

(10')(10^) (Hz)(Hz)
17,6- i 1528,8419, 7417,7- i 1528, 7519, 751

-0,505- i 58,01,2145,94-0,528- i 58,01,2245,942
14,4- i 89,90,326118,014,4- i 89,90,326118,03

2,43- i 34,92,05156,92,39- i 34,92,05156,94

5,08- i 25,81,62170,65,04- i 25,81,62170,65

Tabela 6.6 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

FRF512 - Método de Levv 0 a 200 Hz
Sem resíduo de rigidezCom resíduo de rigidez

rRjk
(10')

rRjk^r <OrModo (Or

(10')(10')(10') (Hz)

-7,57+ /• 1837,2420,66-0,419+ i 27010,520,271

0,477+ i 43,91.4247,522

-0,336+ i 112,51,95118,50,0362+ i 1282,21118,53

-7,55+ i 54,91,57155,6-1,48+ i 67,11,91155,64

0,405+ i 14,01,51171,90,105+ i 13,61.34171,55

Tabela 6.7 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

Resíduo de rigidez (10'^ m/N)
Sanathanan e KoernerLevy

253-17,9FRF51

7,8295,0FRF55

-64,2FRF512

Tabela 6.8 - Resíduos de rigidez identificados
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l\-io n:i ajiistagcm (10 *’ in'/N~)
Sanãthanan e KoernerLevy

sem resíduocom resíduosem resíduocom resíduo

16,116,128,629,2FRF51

0,1000,1002,801,67FRF55

3,411,20FRF512

Tabela 6.9 - Erro resultante da ajustagem

É também importante observar que, devido aos valores obtidos das

constantes modais, onde a parte real é muito pequena em relação à parte

imaginária, pode-se considerar a distribuição do amortecimento como sendo do

tipo proporcional.

6.2.2 - Análise comparativa dos cinco métodos implementados.

As figuras 6.10 até 6.36 que estão apresentadas a seguir foram

originadas da aplicação dos cinco métodos de ajuste implementados neste

trabalho a sete FRF que foram levantadas através do ensaio experimental.

Com o intuito de verificar a qualidade do ajuste feito através do

método de Levy, que mostrou-se eficiente quando utilizado em faixas estreitas

de frequência, em faixas que contenham um número maior de modos, este

método foi aplicado na faixa total de frequências utilizada no

experimental. Os ajustes realizados para a FRF55 e FRF515 já foram

apresentados nas figuras 6.5 e 6.6, enquanto que as figuras 6.10 a 6.14

mostram a identificação executada nas outras FRF.

ensaio
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Embora a maioria destes ajustes, utilizando-se o método de Levy,

não possuam boa qualidade, deve ser notado que melhores resultados foram

obtidos na região de altas frequências, enquanto que na região de baixas

frequências, principalmente o primeiro e o segundo modo, piores resultados

foram obtidos. Deve ser observado também que um grande erro é encontrado

no processo de ajuste na região das ressonâncias, fato este diretamente ligado

à ponderação do erro pelo denominador da FRF. Estas constatações já eram

esperadas e justificam as afirmações feitas no capítulo 4, no item referente ao

método de Levy.

Fig. 6.10 - FRF52 método de Levy
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Fig. 6.13 - FRF510 método de Levy
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Fig. 6.14 - FRF512 método de Levy

Da mesma maneira que realizado para o método de Levy, o método

de Sanathanan e Koerner foi utilizado na faixa total de frequências do ensaio
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experimental, uma vez que foram obtidos bons resultados com este método na

faixa de frequência de 0 a 200 Hz. O resultado do ajuste da FRF55 já foi

apresentado através da figura 6.9. Nas FRF52 e FRF515 o método de

Sanathanan e Koerner não conseguiu melhorar o ajuste obtido por Levy,

finalizando o processo de ajustagem ainda na primeira iteração.

De maneira geral verifica-se que o método de Sanathanan e Koerner

não atingiu resultados satisfatórios nesta ampla faixa de frequências. Deve ser

observado, entretanto, que tanto para os ajustes feitos nas faixas de frequência

de 0 a 200 Hz, quanto para a faixa total, este método realizou melhores ajustes

do que o método de Levy nas faixas de baixa frequência e, devido à função

ponderadora introduzida, conforme apresentado no capítulo 4, obteve-se

melhores resultados na região das ressonâncias.
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Fig. 6.15 - FRF57 método de Sanathanan e Koerner
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Fig. 6.16 - FRF59 método de Sanathanan e Koerner
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Fig. 6.17 - FRF510 método de Sanathanan e Koerner
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Fig. 6.18 - FRF512 método de Sanathanan e Koerner

A seguir são apresentados, através das figuras 6.19 a 6.25, os

resultados dos ajustes realizados com a utilização do método para estruturas

levemente amortecidas. Conforme pode ser verificado, a qualidade dos ajustes

obtidos é excelente. Este fato é justificado verificando-se que a placa utilizada

no ensaio enquadra-se nas hipóteses de trabalho deste método, ou seja, de que

a estrutura possua baixo amortecimento e que a distribuição do mesmo seja do

tipo proporcional, fato este claramente observável no item 6.2.1. acima.

conforme as tabelas apresentadas.

No final deste capítulo serão apresentadas as tabelas com os valores

obtidos nestes ajustes.
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Fig. 6.19 - FRF52 método para estruturas levemente amortecidas
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Fig. 6.20 - FRF55 método para estruturas levemente amortecidas
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Fig. 6.23 - FRF510 método para estruturas levemente amortecidas
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Fig. 6.24 - FRF512 método para estruturas levemente amortecidas
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Fíg. 6.25 - FRF515 método para estruturas levemente amortecidas

O método da aproximação linear dos resíduos necessita que sejam

fornecidos os valores das frequências naturais e dos fatores de amortecimento

modais previamente identificados por algum outro método. Neste trabalho

foram utilizados os valores identificados através do método para estruturas

levemente amortecidas. Os resultados obtidos podem ser considerados bons

oferecendo um bom ajuste na maioria das FRF utilizadas. As imperfeições

ocorridas no processo de ajuste utilizando-se este método, podem ser

atribuídas à dificuldade da determinação do correto valor do fator de

amortecimento modal em estruturas com baixo amortecimento.

Os resultados são apresentados por meio das figuras 6.26 a 6.32 a

seguir.
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Fíg. 6.26 - FRF52 método aproximação linear dos resíduos
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Fig. 6.27 - FRF55 método aproximação linear dos resíduos
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Fig. 6.28 - FRF57 método aproximação linear dos residuos
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Fig. 6.29 - FRF59 método aproximação linear dos resíduos
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Fig. 6.30 - FRF510 método aproximação linear dos resíduos
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Fig. 6.31 - FRF512 método aproximação linear dos resíduos
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Fig. 6.32 - FRF515 método aproximação linear dos resíduos

O quinto método implementado foi o iterativo não linear. Conforme

já abordado no capítulo 4 este método necessita de valores de partida de todos

parâmetros modais os quais, neste trabalho, foram determinados utilizando-se

novamente o método para estruturas levemente amortecidas. Os resultados

obtidos foram muito bons em poucas iterações. As figuras 6.33 a 6.38 a seguir

mostram os resultados obtidos. Na FRFIO não houve melhora no processo de

ajustagem, mesmo com a multiplicação dos incrementos por fatores entre 0 e I,

conforme indicado por Bustúria e Gimenez (1985), ou seja, o erro divergiu.

Após a apresentação das figuras, serão apresentadas também as tabelas com os

valores correspondentes aos ajustes executados.
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Fig. 6.33 - FRF52 método itcrativo não linear
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Fig. 6.34 - FRF55 método iterativo não linear
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Fig. 6.35 - FRF57 método iterativo não linear
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Fig. 6.36 - FRF59 método iterativo não linear



130

-50

S -70-
■o

o

= -90-

'O

';r -110
w

S
<«

S, -130 -
u
O)

-150 -

-170

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

Frequência (Hz)

Experimental Identificado

Fig. 6.37 - FRF512 método iterativo não linear
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Fig. 6.38 - FRF515 método iterativo não linear
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Finalizando este capítulo, serão apresentadas a seguir as tabelas 6.10

a 6.18 referentes aos valores obtidos nos ajustes utilizando os métodos para

estruturas levemente amortecidas e iterativo não linear.

Método para cstriiUiras levemente amortecidas 0 a 410 llz

FRF52 FRF55

rAjkrAjk 4rModo G>rCOr

(10')(il!) (10')(Hz)

20,00 36,4 11,51 20,22 36,8 -24,6

9,87-13,7 46,3 13,945,00 16,82

9,32 118,1 2,64 36,83 119,4 4,35

156,9 3,55 16,84 157,5 5,06 -9,96

2,54 13,03,51 7,67 170,65 171,3

303,8 2,70 11,46 305,6 1,39 0,916

5,08 5,95-3,40 352,51 350,0 1,76

-21,6 365,0 2,22 31,78 362,5 1,53

2,56 15,6400,6 1,15 -6,88 402,59

Tabela 6.10 - Parâmetros modaís obtidos por ajustagem

Método para estruturas leveinciilc aniorteeidas 0 a 410 Hz

FRF57 FRF59

rAj/c
(10')

rAjk
(10')

Modo (Or (Ot

(10')(10')(Hz)

0,87838,0 -5,05 21,9 53,01 20,65

46,25 11,7 -4,81 47,50 13,7 0,9512

119,4 13,2 6,903 119,4 5,85 -28,7

3,64158,1 4,93 -12,8 157,5 4,824

3,56 -14,0 172,5 3,93 3,055 171,3

-7,00 305,0 3,11 1,866 305,0 1,79

345,6 3,10 -4,60 354,4 4,92 1,181

369,0 4,16 5,56367,5 2,02 -12,58

404,0 1,61 6,84 405,0 5,58 -4,629

Tabela 6.11 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem
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Méioílo t»s«tiituii»s lc\enici;tt> iiiiiorik‘Cidir. 0 si 4I(: 11/

FRF12FRF510

rAjk

(10^)
4rrAjkModo (Or(Or

(10^)(10^)(10^) (Hz)(Hz)

-10,236,019,38-9,8620,0 36,41

-4,0210,446,25-15,145,00 12,22

-29,25,65118,1-39,3116,3 5,123

-20,1155,6 4,239,074,714 157,5

-4,51171,9 3,25-27,43,215 167,5

-17,12,33300,022,3300,6 3,166

-1,03352,5 2,121,13353,8 3,261

-16,7366,9 2,981,184,27366,98

-9,812,591,10 403,829,5403,89

Tabela 6.12 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

iVlétodo para estruturas
levemeiite amortecidas

b a 410 H z

FRF515

rAjk
(10')

Modo a>r

(10^ÍM
-11,520,00 36,61

8,7446,25 11,62

5,75 -31,73 118,1

-13,1157,5 4,004

20,1170,0 3,725

2,53 -7,886 305,0

1,23352,5 0,9341

30,0363,8 1,688

14,99 401,9 2,32

Tabela 6.13 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem
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Método itcrativo iião linear 0 a 410 Hz

FRF52 FRF55

Modo rRjk
(10^)

rRjk

(10’)
®r

(10-^) (10^)(Hz)

1 20,01 36,9 -0,340+i 6140 20,01 36,4 0,333-i 2870
2 45,00 16,8 -0,899 + i 1520 46,26 13,9 0, 747-i 1070

3 119,4 4,35 -0, 759-i 390 118,1 2,64 0,439-i 1560
4 157,5 5,04 -1,19+i 316 156,9 3,55 0, 789-i 535
5 171,3 3,51 -0,901-i 224 170,6 2,54 0,630-i 380

6 305,5 1,35 -0,599-i 14,6 303,8 2,70 1,10-i 189
7 350,1 1,80 -0,774 + i 49,5 352,5 5,24 2,60-i 87,2
8 362,5 1,52 -0,905+i 299 365,0 2,22 1,80-i 435
9 400,6 1,21 -0,862 + i 88,7 402,5 2,51 1,98-i 193

Tabela 6.14 - Parâmetros modaís obtidos por ajustagem

Método iterativo não linear 0 a 410 Hz

FRF57 FRF59

Modo rRjk

(10’)
rRjk

(10')
(Or (Or

(10^) (10')(Hz) ÍM
1 20,64 37,9 -0,173 + i 1220 21,90 52,9 0,145-i 201

2 46,25 11,7 -0,254+i 520 47,50 13,7 0,0941-i 100
3 119,4 5,84 -0,395 + i 1200 119,4 13,2 0,269-i 289
4 158,1 4,94 -0,454+i 406 157,5 4,82 0,139-i 116

5 171,3 3,56 -0,354+i 408 172,5 3,92 0,117-i 88,2
6 305,0 1,79 -0,337+i 115 305,0 3,11 0,317-i 30,5
1 345,6 3,12 -0, 759+i 67,0 354,3 5,04 1,09-i 17,3
8 367,5 2,02 -0,678+i 170 368,7 4,13 1,22-i 74,8
9 403,8 1,71 -0,439-i 87,1 405,0 6,97 -0,263 + i 65,2

Tabela 6.15 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem
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Método iU*r:5ti\o iirir liiiciir (i ;t 410 11/

FRF515FRF512

rRjk4rrRjkModo (Ora>r

(10')(Hz) (10")(10')(10")(Hz)

0,306+i 288036,620,010,0454+i 264036,019,391

0,412-i 94411,646,250,113+i 43510,446,252

0,616+i 1340118,1 5, 750,189 + i 1240118,1 5,653

0,604+i 4163,99157,50,189+i 6464,24155,64

0,593-i 590

1,04+i 129

3,75170,00,163 + i 131171,9 3,275

2,52305,00,186+i 2852,34300,06

0,707-i 17,7352,5 0,9440,146+i 14,42,08352,51

1,51-i 4121,69363,70,345 + i 2282,98367,08

0,567-i 1681,92401,80,420+i 1212,57403,89

Tabela 6.16 - Parâmetros modais obtidos por ajustagem

Resúluo^ i 10 ^

de massa^e rigidez
25508,04FRF52

-2330-7,31FRF55

8952,68FRF57

-1050,0327FRF59

-494-1,58FRF512

-1110-2,65FRF515

Tabela 6.17 - Resíduos do método iterativo não linear

1 rro m: .ijiislagein (H) *'
Estruturas levemente amort.Iterativo não linear

1,65FRF52

0,6710,671FRF55

0,1280,128FRF57

0,002640,00263FRF59 z

0,600FRF510

0,3900,390FRF512

0.3500,350FRF515 í

Tabela 6.18 - Erro resultante da ajustagem
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7. Conclusões e Propostas de Trabalhos Futuros

7.1 - Conclusões

A observação dos resultados obtidos pela aplicação dos dados

experimentais aos programas computacionais desenvolvidos conduz a

conclusões relacionadas aos métodos de identificação implementados, que

serão apresentadas a seguir.

Os métodos de Levy e Sanathanan e Koerner mostraram-se eficientes

somente em faixas estreitas de frequência. Embora a não inclusão do resíduo

de rigidez tenha resultado em ajustes de boa qualidade em alguns casos. os

resultados obtidos com a inclusão deste resíduo sempre foram melhores do que

aqueles obtidos sem a inclusão do mesmo. Desta maneira, é fortemente

recomendável que todos os ajustes utilizando tais métodos sejam realizados

com a inclusão do resíduo de rigidez.
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O método destinado à estruturas levemente amortecidas alcançou

resultados excelentes, quando comparado com os outros métodos testados. Sua

eficácia ficou comprovada quando aplicado à estruturas que respeitem as

hipóteses intrínsecas à sua definição.

O método da aproximação linear dos resíduos não mostrou-se muito

eficiente no tipo de estrutura ensaiada, ou seja, com baixo amortecimento.

Como neste método os parâmetros globais do sistema (frequências naturais e

fatores de amortecimento) são considerados conhecidos e permanecem

constantes, sua baixa performance pode estar vinculada a erros na

determinação destes parâmetros, uma vez que somente os parâmetros locais do

sistema, os resíduos modais, são ajustados.

O método iterativo não linear possibilitou ajustes de boa qualidade,

sendo uma boa alternativa para as estruturas em que as condições inerentes ao

método para estruturas levemente amortecidas não forem satisfeitas. É

importante ressaltar, novamente, que este método depende de uma boa

estimativa inicial, que foi feita neste trabalho utilizando-se o método para

estruturas levemente amortecidas.

Todos os métodos iterativos revelaram deficiências no ajuste da

região das antiressonâncias. Esta deficiência é relacionada aos erros serem

mais significativos em regiões próximos às ressonâncias. Isto se deve ao fato

dos ajustes terem sido realizados com as FRF na forma de real e imaginário, o

que conduz a níveis muito baixos de resposta na região das antiressonâncias.
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7.2 - Sugestões para trabalhos futuros

• Realização de ensaio experimental em estruturas com

amortecimento maior com o objetivo de verificar se as conclusões obtidas

neste trabalho são válidas também para este tipo de sistema.

• Implementação de um método que utiliza ajuste através da FRF na

forma logarítmica, com o objetivo de melhorar o ajuste na região das

antiressonâncias, conforme proposto por Sidman et al (1991).

• Realização de implementação e de análise comparativa semelhante

à deste trabalho, utilizando-se como FRF a inertância. Esta sugestão visa evitar

a ampliação do ruído na região de baixas frequências devida à dupla integração

necessária para determinar os deslocamentos a partir das acelerações medidas
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