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RESUMO

Os problemas relacionados as vibragBes estruturais representam
atualmente os pripcipais fatores de risco e de limitagdo de projeto para muitas
aplicagdes de engenharia. A integridade estrutural é fundamental para todas as
estruturas. Assim, tém sido desenvolvidos varios métodos de identificagio para
ampliar o conhecimento das caracteristicas dindmicas estruturais.

Neste trabalho sdo comparados cinco métodos de .identiﬁcagﬁo de
parimetros modais de uma estrutura, no dominio da frequéncia.

As respostas livre e forgada de sistemas lineares discretizados sdo

apresentadas. Sdo estudados os casos de sistemas sem ¢ com amortecimento,

sendo neste caso abordadas as distribuigdes do tipo proporcional e nio

proporcional._

Os cinco métodos de identificagdo foram implementados utilizando-
se a linguagem de programagio FORTRAN. A implementagio numérica desses
métodos estd descrita através da apresentagdo dos fluxogramas e rotinas

numéricas. Dados experimentais obtidos através de varios ensaios de uma placa

engastada foram aplicados aos programas computacionais desenvolvidos.

A apresentagdo dos resultados é feita tanto na forma grafica, como
também na forma de tabela de erros médios obtidos durante o processo de

ajustagem.
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ABSTRACT

The problems related to structural vibration represent today the
major hazard and design limitation for many engineering products. Structural
integrity is fundamental for all structures. Therefore, several identification
methods have been developed so as to enhance knowledge of structural
dynamic characteristics.

In this work, five modal parameters identification methods of a given
structure, in the frequency domain, are compared.

The free and forced responses to discretizated linear systems are
presented. Also, cases of systems with and without damping are studied and, in
these cases the proportional and non-proportional distribution are discussed.

The five identification methods were implemented by means of
FORTRAN programming language. These methods’ numerical implementation
is described through the presentation of flow charts and numerical routines.
Data obtained through several experiments with a cantilever plate was applied
to the computer programs developed.

Results are presented graphically and also in tables with the average

errors obtained during the fitting process.
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1. Introducio

Os problemas relativos as vibragdes estruturais representam, na
atualidade, os principais fatores de risco e de limitagio de projeto para uma
ampla gama de aplicagdes de engenharia. A integridade estrutural é de
fundamental importdncia para quase todas as estruturas, e por isso um
completo e preciso conhecimento de suas caracteristicas dindmicas € essencial.
Existe também grande nimero dé componentes mecédnicos em que a vibragdo
esta diretamente: relacionada com sua baixa performance, causando mau
funcionamento ou ainda desco'nforto, incluindo nesta categoria os ruidos. Em
todos estes casos, ¢ importante que os niveis de vibragio que serdo
encontrados em servi¢o ou operagdo possam ser antecipados e mantidos sob
um controle saftisfatério (Ewins, 1984).Como consequéncia, a analise modal
experimental é atualmente uma parte integrante de qualquer levantamento

detalhado das caracteristicas dindmicas de uma estrutura (Liang et al, 1992).



A Anilise Modal Experimental e os métodos de identificagio
correlatos, tanto do dominio do tempo como no da frequéncia, tém se
desenvolvido rapidamente nestes ultimos anos. Tem sido utilizada com sucesso
para a validagdo de modelos tedricos assim como para avaliacdo de alguns
pardmetros caracteristicos de fen6menos de modelagem dificil, como por
exemplo, os relativos ao amortecimento de estruturas. Este crescimento do
numero de trabalhos na 4rea se deve ao desenvolvimento de equipamentos para
a analise rapida de sinais. Deve-se destacar aqui alguns trabalhos importantes
para inicio desta etapa: (Brown et al, 1979) e (Ewins, 1984).

A analise das propriedades dindmicas de uma dada estrutura pode ser
realizada através de dois procedimentos. O primeiro, que pode ser denominado
Analise Modal Teodrica, parte in'icialmepte de um modelo matematico, usando-
se em geral uma técnica de discretizagdo. O método dos elementos finitos,
entre -outros, ¢ muito usado. Como resultado de qualquer processo de
discretiza¢do sio obtidos os pardmetros nas coordenadas identificadas como
fisicas ou espaciais (Clough e Penzien, 1975), dados pelas matrizes de massa,
de rigidez e quando possivel pela matriz de amortecimento. Estas matrizes séo
.posteriofmente usadas na formulagdo de um probiema de autovalores e
autovetores, cuja solugio corresponde as frequéncias naturais e aos modos de
vibrar. Uma dificuldade neste procedimento -é a ndo obtencio dos pardmetros
relativos ao amortecimento estrutural com a precisio necessaria.

O segundo procedimento, que esté relacionado ao escopo deste
trabalho, executa o caminho inverso. Através de dados experimentais, sdo

determinados os pardmetros modais do sistema fisico e a partir destes s@o



determinadas suas caracteristicas espaciais. Assim, através de alguma técnica
de ajustagem de curvas aos dados experimentais pode-se extrair os pardmetros
modais. Este procedimento pode fornecer boas estimativas para os
amortecimentos estruturais, mesmo para valores altos, assim como para oOs
parimetros de sistemas com modos de vibrar fortemente acoplados (Minas e

Inman, 1991).

1.1 - Aspectos gerais dos métodos da analise modal

Em uma das suas possiveis classificacdes, os métodos de
identificagdo podem ser divididos em duas categorias: métodos no dominio da
frequéncia e métodos no dominio do tempo.

Os métodos no dominio do tempo sdo baseados na extra¢do dos
parimetros modais a partir da resposta do sistema ao impulso, que pode ser
obtida diretamente através da excitagdo do sistema com um martelo de impacto
ou indiretamente, através da transformada inversa de Fourier dos dados da
resposta em frequéncia do sistema.

Embora os métodos de identificagdo no dominio do tempo néo sejam
explorados neste trabalho, é importante que sejam citados alguns dos métodos
representativos nesta drea, como o método da exponencial complexa (Brown et
al, 1979), que é baseado no método de aproximagdes exponenciais de Prony, e
requer a solugdo de um sistema linear do tipo Toeplitz ¢ de um sistema linear
de Van der Monde para a determinagio dos pardmetros modais, € o método de

Ibrahim (Ibrahim e Mikulcik, 1973), (Ibrahim, 1986) e (Ibrahim, 1987) que foi



inicialmente proposto utilizando a resposta livre do sistema descrita utilizando-
se a formulag¢do de estado.

A decisio entre trabalhar no dominio do tempo ou no da frequéncia
envolve muitos fatores. Os métodos de identificagdo no dominio da frequéncia,
porém, possuem algumas vantagens que n3o s3o encontradas nos métodos
baseados no dominio do tempo, conforme a seguir (Pintelon et al, 1994):

e ficil reducio de ruido: frequéncias ndo excitadas (ruido) sdo
eliminadas (Schoukens et al, 1994).

e compactacio de dados: Um grande nimero de medigSes no tempo
sdo substituidas por um pequeno numero de linhas espectrais (Schoukens et al,
1994).

e Quando utilizada a transformada discreta de Fourier para calcular o
espectro, o ruido no dominio da frequéncia converge (com o numero de
medidas no tempo tendendo ao infinito) a uma distribuicdo normal (Bendat e
Piersol, 1980).

e Nio ¢é necessaria a determinagio do estado inicial do sistema
(Schoukens et al, 1994).

e Validacio do modelo: a utilizagdo de excita¢gBes periodicas permite
uma excelente estimativa da func¢do resposta em frequéncia (Guillaume et al,
1992).

e E muito facil de se combinar dados obtidos em experimentos
diferentes (Schoukens et al, 1994).

Existem varias técnicas de ajustagem de curvas no dominio da

frequéncia. A escolha da técnica adequada depende, entre outros fatores, do



numero de frequéncias naturais na faixa de frequéncia escolhida e
consequentemente da ordem do modelo de ajuste, da capacidade computacional
requerida e das formas de se definir a fung@o erro a ser minimizada.

Estas técnicas podem ser classificadas em dois grandes grupos,
dependendo da forma da fung¢io resposta em frequéncia ( a partir deste
momento denominada FRF) utilizada. Um primeiro usa a FRF na forma de um
quociente de polindmios € um outro a FRF se apreseﬁta na forma de fragdes
parciais.

Para o primeiro grupo os coeficientes dos polindmios da fungio de
transferéncia sdo determinados diretamente a partir de um sistema de equagdes
derivadas da fninimizagﬁo de uma fun¢do erro. Este sistema de equagles é em
geral ndo linear e de dificil solugdo. Entretanto pode-se produzir um sistema
linear de equagdes. quando se admite uma ponderagéo para os erros.

Uma das primeiras aproximagdes foi feita por Levy (1959) que
propds a ponderagdo para o erro diretamente proporcional ao denominador da
fung¢io de transferéncia. Devido a este tipo de ponderagdo, o método de Levy
pode conduzir a resultados insatisfatérios e a problemas de instabilidade
numérica, principalmente em ajustes em uma banda larga de frequéncias.

Com o objetivo de melhorar a sensibilidade do método de Levy aos
erros em baixas frequéncias, Sanathanan e Koerner (1963) propuseram um
método iterativo em que o erro é dividido por uma fun¢do ponderadora
baseada no denominador da FRF identificado no passo anterior. Embora a
sensibilidade do método tenha sido aumentada nas baixas frequéncias, os

problemas de instabilidade numérica ainda permaneceram. Varias modifica¢gdes




ou extensdes do método de Sanathanan e Koerner tem sido publicados, entre
os quais pode-se citar os trabalhos de Payne (1970), Mannetje (1973) e Stahl
(1984). |

Apés a obtengdo dos coeficientes dos polindmios, é feita a
determinac¢do dos coeficientes das fragdes parciais que fornecem os pardmetros
modais.

Por outro lado, para o segundo grupo, com as FRF na forma de
fragBes parciais, os pardmetros modais podem ser determinados diretamente.
Entretanto, neste caso o conjunto de equagdes resultantes da minimizagio da
fungdo erro é sempre ndo linear, levando a um processo iterativo quando se
deseja uma ajustagem com boa qualidade. Assim a qualidade das solugdes
obtidas depende das estimativas iniciais utiliéadas (Busturia e Gimenez, 1985).

Pode-se realizar de forma alternativa, neste segundo grupo, uma
simplificagdo assumindo-se que -os pardmetros globais do sistema (frequéncias
naturais e fatores de amortecimento), que sdo os pardmetros presentes na parte
nio linear da FRF, sio conhecidos. Neste caso estes pardmetros devem ser
determinados por algum outro método, restando entio somente os pardmetros
locais a serem determinados, o que conduz a um sistema linear (Ebersbach e
Irretier, 1989). Este método € conhecido como Aproximag¢io Linear dos
Residuos (LAR).

Com o objetivo de melhorar as condigdes de convergéncia do método
iterativo ndo linear, Jeong, Okuma e Nagamatsu (1989) propuseram uma

modificagio, que consiste em se realizar o método iterativo ndo linear apenas



para identificar os paridmetros globais do sistema. Este método é baseado na
introdugio de uma nova FRF fun¢io somente dos parimetros ndo lineares.
Ewins e Gleeson (1982) descreveram um método que cvonsiste em se
considerar inicialmente o sistema como sendo sem amortecimento, para
identiﬁcagi‘o das frequéncias naturais e das constantes modais, sendo que em
uma segunda etapa é feita a determinac¢do dos fatores de amortecimento. Este
método possui excelente estabilidade numérica e requer pouco esforgo
computacional, constituindo-se em uma boa alternativa para sistemas que se
enquadrem em suas hipoOteses de simplificacdo. Este método possui grande.
aplicagdo, devido a uma grande parte das estruturas mecénicas possuir

comportamento caracterizado por baixo amortecimento (Braun, 1986).
1.2 - Objetivos deste trabalho

O objetivo deste tl;abalho ¢ comparar a performance de alguns
métodos de identificacdo dos pardmetros modais de uma estrutura, no dominio
da frequéncia. Para esta comparacdo, estes métodos foram implementados
utilizando-se a linguagem de programagdo FORTRAN e aplicados a dados
experimentais obtidos através do ensaio de uma placa engastada. As FRF foram
tomadas tanto na sua forma de fragdes parciais como também na forma de
quociente de polindmios. As informa¢des necessarias foram obtidas de
conjuntos de dados de resposta em frequéncia, correspondentes a excitagdo em

um unico ponto € aos deslocamentos nos diversos pontos.



Também é feita, neste trabalho, uma discussio sobre a escolha do
grau dos polindmios a serem ajustados no método de Levy e as relagdes dos
coeficientes dos polindmios quando s3o incluidos os residuos de massa e de

rigidez no processo de ajustagem.
1.3 - Apresentacdo dos Capitulos

Os trabalhos realizados para atingir o objetivo proposto estdo
~apresentados em capitulos conforme descrigdo a seguir. |

O capitulo 2 trata da resposta livre de sistemas discretizados,
apresentando o conceito dos modos de vibrar e do método da superposigdo
modal. S3o apresentados tanto os sistemas sem amortecimento quanto os
sistemas com amortecimento, do tipo proporcional ou ndo. Sio apresentadas as
condi¢des de ortogonalidade que possibilitam a transformacio de coordenadas
que desacopla o sistema de equagdes diferenciais resultante da modelagem do
sistema.

No capitulo 3 ¢é realizado o estudo da resposta de sistemas
discretizados a excitagdes do tipo harmdnica e apresentadas as expressoes da
FRF. Como no capitulo anterior, sio estudados também os casos de sistemas
sem ¢ com amortecimento. No final deste capitulo é feita uma discussdo sobre
a representagdo grafica das FRF, que ¢ muito util para a analise e validagdo
dos dados amostrados e ajustados.

O capitulo 4 é dedicado & apresentagio e dedugdo de alguns métodos

de identificagio no dominio da frequéncia e, em particular, dos métodos que




foram implementados. No item referente ao método de Levy é apresentado um
estudo a respeito da escolha do grau dos polindmios do numerador e do
denominador da FRF e seu relacionamento com a inclusdo dos fatores
residuais, que sio inseridos ao modelo para compensar a influéncia dos modos
fora da faixa de frequéncia amostrada.

O capitulo 5 trata da implementagdo numérica dos métodos ,
descrevendo, além de seus fluxogramas, as rotinas numéricas que foram
utilizadas para solugdo dos sistemas lineares ¢ do problema de raizes de
polindmios. Foram implementados os métodos de Levy, Sanathanan e Koerner,
estruturas levemente amortecidas e o método iterativo néo linear.

O capitulo 6 é constituido da investigagio experimental realizada e
da anélise comparativa da aplicagdo dos métod’os implementados aos dados
amostrados. Os resultados sfo apresentados tanto em forma de visualizagio
grafica, como também na forma de tabelas de erros médios encontrados nos
processos de ajustagem.

Finalizando este trabalho o capitulo 7 apresenta conclusdes sobre o

estudo comparativo realizado e sugestdes para trabalhos futuros.



2- Resposta livre de sistemas discretizados

O conhecimento d.o-s fundamentos da ‘anélise modal é essencial para o
sucesso de sua aplicagdo. Desta maneira, ¢ apropriado que sejam discutidos
varios aspectos da teoria de vibragdes mecanicas, aplicada a sistemas lineares
discretizados em varios graus de liberdade, que sdo utilizados em diferentes
estagios da analise modal experimental.

Este capitulo apresenta a resposta livre e o capitulo seguinte
apresenta a resposta forcada de sistemas lineares discretizados. As

propriedades basicas de vibragdo, que constituem o embasamento da analise

modal tedrica e experimental, estdo contidas nestes estudos.
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Antes de se iniciar estas analises tedricas, ¢ conveniente
compreender os diferentes estagios da andlise de vibra¢des. A figura 2.1 ilustra

as trés fases da analise de vibragio teorica.

Modelo Espacial Modelo Modal Modelo de Resposta

Figura 2.1 - Analise de Vibrac¢io Teorica

Geralmente, as analises teoricas iniciam-se com a descrigdo das
caracteristicas fisicas da estrutura, através das propriedades de massa, rigidez
e amortecimento. Este modelo ¢ denominado modelo espacial.

A partir deste modelo pode ser realizada a analise modal tedrica.
Esta analise resulta na descri¢do do comportamento da estrutura através do
modelo modal. Este modelo é definido por um conjunto de frequéncias
naturais, com seus inodos de vibrar correspondentes, e pelos fatores de
amortecimentos modais. Conceitualmente deve-se observar que esta solugdo
descreve as varias maneiras nas quais uma estrutura é capaz de vibrar
naturalmente, ou seja, -sem nenhuma excita¢cdo externa e que sdo chamadas de
modos normais ou naturais da estrutura.

" O terceira é a fase que possui o maior interesse, uma vez que
representa como a estrutura ird vibrar em funcdo de uma dada excitagdo, com
que amplitudes e frequéncias. Obviamente, a resposta do sistema ira depender

da intensidade e da natureza da excitagio a que estard submetido. Neste



trabalho, por conveniéncia dos métodos que serdo utilizados, a excitacdo sera
- padronizada como sendo senoidal, gerando, entdo, o modelo de resposta.

E importante a compreensio da interdependéncia destes trés
modelos, uma vez que € nesta caracteristica que a analise modal ¢é
fundamentada.

A analise modal experimental percorre o caminho inverso, ou seja, a
partir das propriedades de resposta pode-se determinar as propriedades modais
e finalmente as propriedades espaciais. Esta abordagem pode sér melhor

compreendida através da figura 2.2.

Figura 2.2 - Analise de Vibragdo Experimental

2.1 - Modelo Espacial

A anélise de sistemas. dindmicos possui grande complexidade. Isto se
deve as forgas de inércia, resultantes dos deslocamentos estruturais, os quais
por sua vez sio influenciados pela magnitude das forgas de inércia. Este ciclo
fechado de causa e efeito pode ser resolvido diretamente somente formulando o
problema em t-ermos_de equagdes diferenciais. A técnica de modelagem de
sistemas com propriedades espaciais distribuidas continuamente resulta em

equagdes diferenciais parciais, enquanto a técnica de modelagem por
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discretizagdo resulta em equag¢des diferenciais ordindrias. No presente
trabalho, conforme ja mencionado anteriormente, serdo considerados modelos

discretizados cuja resposta livre sera discutida a seguir.

2.1.1 - Condicao de equilibrie dinimico

A equagdo de movimento de um sistema pode ser formulada por meio

do equilibrio das forgas efetivas associadas a cada um dos graus de liberdade

do sistema discretizado.

f’l(t) + fDI(t) + fsz(t) + Z}(t) =
Jolt) + fo(t) + [fult) + [2(’) = 0
.fIa‘(t) + fps(t) + fsa(t) + j;(t) = (2_1)
() + foulU) + faolt) + fu(t) = 0

‘Ou de maneira vetorial, suprimindo a indicagdo da varidvel tempo:

fl+fD+fS+i:0 (2-2)

onde: f, ¢é o vetor das forgas de inércia N x 1,

fp, € o vetor das forgas de amortecimento N x 1,
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fs € o vetor das forgas elasticas N x 1,

f é o vetor das forgas externas N x /.

Cada forga interna € expressa mais convenientemente por um
conjunto apropriado de coeficientes de influéncia. Para as forgas elasticas tem-

S€:
Jsi = _[kuxz +k;5x, +k13x3+"'+k1NxN] (2-3)

sendo esta forca eldstica correspondente ao grau de liberdade da coordenada

xl.

Na forma geral tem-se:
fo = kX, k%, +hgxs btk xy | (2-4)

Os coeficientes k; sdo chamados coeficientes de influéncia de rigidez

hY

e sdo definidos como sendo a forga correspondente & coordenada i devido a
um deslocamento unitario na coordenada j e nulo nas demais.

Na forma matricial tem-se:

(2-5)
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ku k12 kls' kli' kuv

k21 kz kzs kz;‘ k2N

K=- (2-6)

¢ a matriz dos coeficientes de influéncia de rigidez, chamada de matriz de
rigidez e x é o vetor dos deslocamentos nas coordenadas fisicas.
Da mesma maneira pode-se definir os coeficientes de influéncia de

massa m, como sendo a for¢a correspondente a coordenada i devido a uma

acelerag¢do unitaria na coordenada j e nula nas demais.

Na forma matricial tem-se:

f} =-Mx (2_7)
onde
my; my, My my, my
My My My e My e Iy
M= : : = e (2-8)
My, My, My, my; My

é denominada matriz de massa.

Assumindo o modelo viscoso (Bert, 1973) para o amortecimento
pode-se definir os coeficientes de influéncia de amortecimento ¢, como sendo
a for¢ca correspondente i coordenada i devido a uma velocidade unitaria na

coordenada j e nula nas demais.



Na forma matricial tem-se:

fr=—Cx
onde
STRR 57
Cy Cx
C=-:
cNJ CNZ

¢ denominada matriz de amortecimento.
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(2-9)

(2-10)

Substituindo as equagdes (2-5), (2-7) e (2-9) na equagio (2-2) tem-

se a equagio matricial de equilibrio dindmico da estrutura:

Mi+Cx+Kx=f

(2-11)

No presente trabalho serdo consideradas estruturas sem movimento

de corpo rigido. Nestes casos as matrizes M, C e¢ K sd3o simétricas para a

maioria das técnicas de obten¢do do modelo discreto, como pode ser visto em

Meirovich (1980).
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2.2 - Frequéncias naturais e modos de vibrar

Neste item sera considerado como determinar os modos de vibrar e
as frequéncias naturais de um sistema linear discretizado em N graus de
liberdade. Inicialmente Seré, analisado o caso geral,'ou seja, todos os sistemas
amortecidos cujos autovetores frequentemente possuem componentes
complexas, de maneira que os deslocamentos das diferentes coordenadas n#o
estardo n-ecessafiamente em fase ou em oposi¢do de fase. As linhas nodais
neste caso nd3o permanecem estacionarias. A seguir este caso geral sera
particularizado para os casos de sistemas sem amortecimento. As condi¢des de
ortogonalidade serdo analisadas inicialmente para o caso geral, e
posteriormente para os casos de amortecimente proporcional e sem

amortecimento.
2.2.1 - -Sistemas amortecidos - caso geral

Em sistemas ndo conservativos a equacio (2-11) para vibragédo livre

com amortecimento viscoso assume a forma

A solucdo deste sistema pode ser feita de maneira mais conveniente

utilizando a formulagdo por variaveis de estado (Prevosto et al. 1991).
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Nesta formula¢do o sistema de N equagdes de segunda ordem ¢
transformado em um conjunto de 2N equag¢des de primeira ordem.

Desta maneira, definindo-se o vetor de estado ¢ =¢(?) por

X
-q=={.} (2-13)

e utilizando as N equagdes adicionais

M — M5 = 0 (2-14)

é possivel escrever a partir de (2-11) e (2-14)

s WEH -

fazendo-se

(2-16)

(2-17)
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[f} p (2-18)

pode-se escrever

AGg-Bq=p . (2-19)
que recebe o nome de equagdo de estado. Para o caso livre reduz-se a

Ag—Bg =0 (2-20)

Este sistema possui solugdo composta de combina¢des lineares de

fung¢des do tipo

q=vye (2-21)
que substituidas em (2-20) resulta :
By =1 Ay (2-22)

definindo,

E-aB-| ° ! (2-23)
- |-M7'K -MC o
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onde

I é a matriz identidade N x N

0 M
Al = 2-24
{M T -MT'CM "} ( )

pode-se escrever o sistema na forma padréo
Ey=Ay (2-25)

Para N graus de liberdade, a matriz E ¢ de ordem 2N x 2N, e existem
2N autovalores os quais aparecem usualmente em pares de complexos
conjugados. Cada autovalor complexo estd associado a um autovetor
complexo, sendé que os 2N autovalores complefcos também aparecem em pares
complexos conjugados. E importante verificar que por se tratar de um sistema
linear homogéneo sua solugio ndo € Gnica, ou seja, se o vetor ¥ € solugdo do

sistema, o vetor ¢y também sera solugdo.

Condic¢des de ortogonalidade

Os modos de vibrar da vibracdo livre possuem propriedades especiais

que sdo muito utilizadas na analise de dindmica estrutural. Estas propriedades
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sdo chamadas de condi¢des de ortogonalidade e serio determinadas a seguir.
Para isto sera tomada a equag¢do (2-22) para o modo r, pré-multiplicada pelo

autovetor do modo s transposto. Desta maneira tem-se

w.By, =1,y Ay, (2-26)

de maneira andloga ¢ possivel escrever

W:‘BWS = Z’s'/,fA'/,s . (2-27)

Lembrando-se que as matrizes M, C e K sf3o por hipotese simétricas, as
matrizes A e B serdo também simétricas, portanto a transposta da equagido

(2-27) ¢ dada por

y!By, =1,y Ay, (2-28)

subtraindo-se da equagéo (2-26) a equagdo (2-28) obtém-se

(A=A )y Ay, =0 (2-29)

Portanto

widy =0 para 4 # A4, (2-30)
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e usando a equagdo (2-30) na equagdo (2-28) conclui-se que

v!By, =0 para A% A4, (2-31)
Para o caso de r = s , tem-se

v Ay, =a, (2-32)

v, By, =b, (2-33)
e utilizando-se a matriz modal complexa do sistema Y’:;[y/, v, - ;ysz],
obtém-se

PAY =4 (2-34)

v'BY =B » (2-35)

~ ~

onde A ¢ B sdo matrizes diagonais.

Conforme visto anteriormente, a solu¢do do -sistema n@o € tdnica. Pode-se

normalizar os modos complexos conforme a seguir

v, (2-36)
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ou seja

GTAY, =1 (2-37)

e em consequéncia

Y. By, =4, (2-38)

Assim para os modos complexos normalizados desta forma obtém-se

PIAY =1 (2-39)
PIBY = A (2-40)
onde
A
A
A= . (2-41)
ﬂ‘,?N

Uma forma muito importante de se escrever os autovalores 4, é em

funcdo dos pardmetros modais do sistema

A, ==6,+iw, e A,=-0,-iw, (2-42)
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onde

6r =gra)r € a)dr: wrvl_gi (2_43)
sendo definidos:

& o fator de amortecimento modal
o, a frequéncia natural
a frequéncia natural amortecida

@,

r

Devido estar-se utilizando a formulagdo de estado tem-se a relagdo:

|8 ‘

onde ¢ é o modo r de vibrar do problema N x N.

A partir das definigGes apresentadas até o momento pode-se

rearranjar as matrizes A ¢ ¥ em uma forma padréo frequentemente utilizada.

a=|* 0 2-45
‘{0 /1} (2-45)
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| com
i 2
A= Az (2-46)
Ay
A;
A'= A2 y (2-47)
A
e
T:{@ @} (2-48)
oL @A
com |
|
o=[p, ¢, - 6] (2-49)
@’=[p; ¢, - o] (2-50)

As condigdes de ortogonalidade podem ser utilizadas para
transformar o sistema de equag¢des dado por (2-20), que é um sistema
acoplado, em um sistema de equag¢les desacoplado, através de um processo

denominado de desacoplamento modal (Foss, 1958).
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Para realizar-se o desacoplamento modal, sera utilizada neste caso a

seguinte transformag¢do de coordenadas

q="y (2-51)
Onde as coordenadas y sdo chamadas de coordenadas normais do sistema.

A equacgio (2-51) aplicada a equagio (2-20) resulta em

A¥Py-B¥y=0 | | (2-52)
pré-multiplicando a equagio (2-52) por ¥" obtém-se

Ay-By=0 (2-53)
que é um sistema desacoplado. Para um modo de vibrar r tem-se

ay —by =0 | (2-54)

Da normalizagdo dos modos complexos de vibrar é possivel tirar a

seguinte relagéo

A = (2-55)
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que substituida na equagio (2-54) resulta

yr_ﬁ'ryrZO (2—56)

Aplicando-se a esta equagdo a transformada de Laplace para

condi¢Bes iniciais nio nulas, obtém-se

Y.(s)= y,(O)S_Iﬂr (2-57)
‘onde

yr(0)=wz'2—:l(0) (2-58)
e

q( 0){:%} (2-59)

Fazendo-se a transformada inversa de Laplace para obteng¢do da

solugdo no tempo, tem-se

Y(1)=y,(0)e™ (2-60)
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Utilizando-se o método da superposigio modal, a solu¢io geral do

problema livre fica

2N

=Y (.0 )y,

r=1

ou

N

a=3 (1,00 y, + 5 (0)y )

r=1

Das equagdes (2-16) e (2-30) tem-se:

r, ¢ M| ¢,
SR P AL

que resulta em
$.Ch+ (L +2,)p;Mp,=0

Das equagdes (2-17) e (2-31) tem-se:

fl
S

T T -K 0 ‘¢r
#2415 uls,

que resulta em

(2-61)

(2-62)

(2-63)

(2-64)

(2-65)
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. K+ 2,2,6,Mp =0 (2-66)
ou
¢, K¢ =2,2,4,M¢, (2-67)

As expressdes (2-64) e (2-67) sdo as relagdes de ortogonalidade, em
relagdo as matrizes de massa, rigidez e amortecimento, para o sistema com
amortecimento viscoso qualquer.

Para modos que formam um par complexo conjugado tem-se o0s

autovalores

7, = o (-£ +i1-E])= -0, +ia, (2-68)

A=A= wr(—cf,—i,ll—gf)z —w,& —im, (2-69)
para & <1
e os autovetores

$.= ¢, (2-70)

De (2-64) tem-se
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— ¢:C¢r _5 2-71
20 = g, " m, @70

De (2-66) tem-se

wzz ¢:K¢r :_ﬁ
©$Mp, m

r

(2-72)

Desta maneira m , k, e ¢, podem ser chamados respectivamente de

massa, rigidez e amortecimento modais, cujo significado, porém, nio deve ser
confundido com o significado destas constantes modais para os casos de
sistemas com amortecimento proporcional ou de sistemas sem amortecimento,

que serdo estudados adiante.

2.2.2 - Sistemas amortecidos - amortecimento proporcional

Condicdes de ortogonalidade

Sera estudado agora o caso em que a distribuicdo do amortecimento

viscoso é do tipo proporcional (Caughey e O’Kelly, 1965). Neste tipo de

distribui¢do a matriz de amortecimento assume a seguinte forma geral
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C=MYa[M K| (2-73)
b .
onde

a = constante arbitraria e

b = ntmero inteiro

Um caso particular da distribui¢do de amortecimento proporcienal €
o chamado amortecimento de Rayleigh (1945), onde a matriz C ¢é obtida
tomando-se apenas os termos correspondentes a b = 0 e b =1 na equagio
(2-73).

C=a,M+aK | (2-74)
e este sera o primeiro caso analisado. Substituindo (2-74) em (2-64) tem-se

¢:[a0M+alK]¢r+ (ﬂ’s +/’i’r)¢:M¢r= 0 (2_75)
e entdo

ad K+ (At b, +a,)$TMp,=0 (2-76)

que substituindo-se (2-66) resulta em
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(A+A+a,+a i L )p Mg =0 (2-77)
€ portanto

¢, M¢,=0 (2-78)
em consequéncia, de (2-64) tem-se

$.Cp,=0 | (2-79)
e de (2-66) tem-se

$7Kp,=0 - (2-80)

A seguir sera estudado o caso para b =2 na equagdo (2-73) que

resulta em
C=a,KM'K (2-81)
que substituida em (2-64) resulta em

a ¢ | KM K|p,+ (2 +2,)¢ ;M= 0 (2-82)
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pré-multiplicando (2-66) por $ KM g7 obtém-se

;| KM 7Kg= 2.1,4K9, (2-83)
e substituindo (2-83) em (2-82), vem

a,h, A, K+ (A +A,)9TMp,=0 (2-84)
e de (2-67) obtém-se

(@A A0+ A+ A, )P Mé,=0 (2-85)
e desta maneira, sdo validas as equacdes (2-78), (2-79) e (2-80).

Pode-se continuar este processo e mostrar que para qualquer b
inteiro na equagf@o (2-73) valem as condigdes de ortogonalidade dadas por
(2-78), (2-79) e (2-80).

Para r = s sdo definidos os coeficientes de massa, rigidez e
amortecimento generalizados, ou massa modal e rigidez modal que sdo iguais

respectivamente a:
PTMp,=m, (2-86)

b Kp=k, (2-87)



34

$IC =, (2-88)

De forma matricial tem-se

O'MD=M (2-89)
DKo =k (2-90)
o'Co=C (2-91)

onde

A

M = matriz de massa modal N x N,
K = matriz de rigidez modal Nx N e

C = matriz de amortecimento modal NxN

que sdo matrizes diagonais devido as propriedades de ortogonalidade.

A matriz @ por ser composta pelos modos de vibrar, que
representam as amplitudes relativas do movimento das N coordenadas, nido €
unica. A normaliza¢do dos modos de vibrar pode ser feita através dos

coeficientes de massa modal da estrutura, conforme a relagio:

¢, =m"¢, (2-92)
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ou seja

pTMg =1 (2-93)

onde ¢,= modo de vibrar r normalizado em relagéo a sua massa modal .

Para todos os modos normalizados tem-se

OMD =1 (2-94)
PKD=A (2-95)
onde
o B}
@
A= w? (2-96)
i oy |

~

@ = matriz modal constituida dos N modos de vibrar normalizados.

O sistema de equagles diferenciais (2-12) de maneira geral ¢
acoplado, pois as matrizes M, C ¢ K geralmente ndo sdo diagonais. Devido
as condi¢gdes de ortogonalidade pode-se fazer uma transformagdo de

coordenadas que desacopla o sistema, que € dada por
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x=®y (2-97)
onde

y=y(t) . vetor dos deslocamentos nas coordenadas normais ou

modais do sistema, N x /.
O sistema de equagdes resulta em

Mjp+Cyp+Ky=0 (2-98)

sendo o sistema novamente desacoplado.
Cada equagdo pode ser resolvida como se fosse de um sistema de um

grau de liberdade. Desta maneira tem-se
my +cy +ky =0 (2-99)

e pode-se definir o fator de amortecimento modal £, como

E=—Cr | (2-100)

Entdo a equagdo (2-99) assume a forma
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J 42603, +0ly, =0 (2-101)

cuja solugdo €

y(t)=C.e ! sen(a) oL+ 6,)‘. (2-102)

onde C, e 6, sio constantes que dependem das condigdes iniciais.

2.2.3 - Sistemas sem amortecimento
condi¢des de ortogonalidade

Da equagdo (2-64), ¢ imediato demonstrar que para o -caso de C =0
valem as condi¢des de ortogonalidade dadas por (2-78), (2-79) e (2-80).

Neste caso, a solug¢do do sistema sera

Y, (1) =C, sen(w,t +6,) (2-103)

onde C, e 6 sdo constantes que dependem das condig¢des iniciais.

Uma analise mais detalhada da equagio (2-62) conduz a importantes
conclusdes sobre os sistemas até aqui descritos, ou seja, amortecimento
viscoso geral, amortecimento viscoso proporcional e sem amortecimento.

Sendo todos os autovalores complexos define-se:



¥,(0) = p, e
y:(o) = pOre_igor

e portanto

N . .
x = Zpor(eﬂ.,ma,,, " 4 girti%, ¢r)
r=1
Substituindo (2-66) e (2-67) em (2-106) tem-se

N
X = Zpore—o),frt‘(e(m,#HBa, )1¢r +e—(a),,,t+9”,)1¢r*)

r=1

que também pode ser escrita como:

38

(2-104)

(2-105)

(2-106)

(2-107)

x= ﬁ: pO,e“””é"[(cos(co S+ 6?0,) +i sen(a) St 00,))¢, + (-cos(a) Wl +6,,)—i sen(a) ST 00,))¢:]

r=1

e obtém-se

(2-108)

x= ip,,,e““"f"[(ﬁ +§)cos(@,1 +6,) +i(#, — ¢ )sen(w,1+6,)|  (2-109)

definindo




Substituindo em (2-109) vem

N
x=>)2 po,e“”"f"[g, cos(co W+ 90,) +h sen(a) W+ 90,)]
r=1

N
X =D 2p,e

r=1

onde

a, = tan™ [ﬁj
h,

jr

vggr + h22r sen(a)drt +'60r + aZr)
V glz\fr + h]flr sen(wdrt + 90r + aNr)

39

(2-110)

(2-111)

(2-112)

(2-113)

(2-114)
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Desta maneira se :

Da, =a, = =a, ==ay, onde r=1..N

r Jr
entdo o amortecimento ¢ dito proporcional, e os modos de vibrar serio iguais
aos do sistema conservativo correspondente.

2) a]r = aZr —eee— ajr —eee— aNr :0 ou T Onde y = I.N

entdo o amortecimento é nulo.
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3- Resposta for¢ada de sistemas discretizados I

Conforme ja mencionado no capitulo 2 deste trabalho, por
conveniéncia dos métodos que serdo utilizados, a excitagdo sera padronizada
como sendo senoidal, gerando, entdo, o modelo de resposta. Em fungdo disto,
neste capitulo sera discutida a resposta de um sistema linear a excitagdo
harmdnica. As respostas forgadas, para sistemas amortecidos e ndo
amortecidos, serdo determinadas através do desacoplamento modal. Para os
sistemas amortecidos serdo analisados os casos de amortecimento viscoso com

distribui¢io do tipo proporcional e distribuigdo do tipo ndo proporcional.

3.1 - Resposta Harmoénica de sistemas nio amortecidos

Sendo o vetor de excitagdo de um sistema linear definido como :

F=re (3-1)
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onde

f = vetor das forgas aplicadas, Nx I e

o = frequéncia de excitag@o.
e com C =0, aequagdo (2-11) resulta em :
M5 +Kx = fe' (3-2)

Utilizando na equagdo (3-2), a transformagio de coordenadas

definida por (2-97) e pré-multiplicando pela rhatriz modal transposta obtém-se
D' MPj+ D' KDy =" f (33

que devido as propriedades de ortogonalidade pode ser escrita como
Mp+Ky=0" fe (3-4)

e desta maneira obtém-se um sistema desacoplado de N equagdes nas
coordenadas normais.

Para o modo de vibrar r pode-se escrever

’nrj}r +kryr :¢Zfeimt (3_5)
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que dividida por m, resulta em
1 _
y, iy, =— ¢l f e (3-6)
mr

Aplicando a transformada de Laplace aos dois lados da equagdo (3-6)

e fazendo condi¢des iniciais nulas, tem-se

T .1

L (s +a?) W’JW (3-7)

ou ainda

Y, =41 f !

. m,(s—ia))(sz +a)f) (3-8)

Através da transformada inversa de Laplace da equagio (3-8),
obtém-se a resposta de regime permanente para o modo r, nas coordenadas

normais, que é dada por
1 io
Y, =9 f ——5 ¢ (3-9)
(o7

para o -, . A solugdo nas coordenadas fisicas pode ser obtida por meio da

superposi¢do modal, ou seja
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N
x=3"4., (3-10)
r=I
De (3-9) e (3-10) obtém-se
xS g grf L g (3-11)
r=1 o mr(a)f _wz)

A partir da resposta no tempo pode-se definir a matriz de

receptdncia, que constitui o modelo de resposta do sistema, a partir de

x=a(w)f (3-12)
onde
a(w)=2¢,¢i’;—(&)f_—w2) (3-13)

Cada elemento desta matriz € definido por

ajk(w)‘:;—i(w) (3-14)

onde

x; = deslocamento da coordenada j

f, = forca isolada aplicada na coordenada .
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Portanto, a partir de (3-13) tem-se que

124 (w) = 2 ¢rj¢rk

2 2
r=1 mr(a),—a) )

(3-15)

onde

¢,]- = j-ésimo elemento do modo de vibrar r

¢, = k-ésimo elemento do modo de vibrar r.

Em sistemas nio amortecidos a fung¢do receptidncia é real e, desta
maneira, o dngulo de fase entre o deslocamento da estrutura na coordenada j e
a forga aplicadaem £ € 0 ou 7.

A equagio (3-15) pode ser escrita em fun¢do da constante modal,

que é definida por

P

m

r

4, = (3-16)

r

Desta maneira

ajk(w)=é:;(w'2i1—’;2) (3-17)

r
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Os métodos de identificagdo no dominio do tempo e da frequéncia,
efn geral, fornecem os valores das constantes médais para posterior
identificagdo dos modos de vibrar da estrutura. Além da fun¢do receptincia,
que ¢ definida utilizando como variavel de saida do sistema o deslocamento,

também ¢ frequente a utilizagio de outras duas fung¢des: a mobilidade B (@),
cuja varidvel de saida do sistema € a velocidade, e a inertdncia y,(w), cuja

variavel de saida do sistema é a aceleragdo. Desta maneira tem-se

ﬁjk(w) :ia)ajk(a)) (3'18)

7jk(w) :_wzajk(w) (3-19)

3.2 - Resposta Harmonica de sistemas amortecidos
3.2.1 - Amortecimento viscoso proporcional

Sendo a excitagdo do sistema definida por (3-1), a equagdo (2-11)

resulta em -
Mx +Cx +Kx =f . (3-20)

Fazendo-se o desacoplamento modal, devido as condi¢gdes de ortogonalidade,

obtém-se




‘ Mj+Cy+Ky=0"f e (3-21)

que para o modo r resulta em
. . 2 1 T iot :
Yr +2§rwryr +wryr = ¢rfe (3-22)
m,.

Na variavel de Laplace a equagdo (3-22) possui a seguinte solugio:

1
(s —ia))(s2 +2& w,5 +w’ )

Il

v =LgTf (3-23)
m”

Fazendo a transformada inversa de Laplace na equagdo (3-23),
obtém-se a solugdo nas coordenadas normais, correspondente a resposta

harmoénica para o modo r que é dada por:

1

ot 3-24
o —o° ) +i(2¢,0,0) ¢ ( )

1
y,=—¢,f
m I

Em func¢do da massa, rigidez e amortecimento modal, a solugdo (3-24) pode ser

escrita também como

1

ot | 3-25
k, —a)zm,)+i(a)c,)e ( )

Y, =, f
| (
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Utilizando a superposi¢io modal, pode-se determinar a solug¢do de

regime permanente nas coordenadas fisicas que é dada por

)

iot 3 -26
o —0)2) +i(2¢,0,0) ¢ ( )

X = é mi¢r¢ff(

Da mesma forma que foi definida anteriormente tem-se a matriz de receptancia

do sistema com amortecimento viscoso proporcional

o |
alw)=) — 3-27
(o) ,z:,: m, ¢r¢r(a)f —a)z) +i(2¢,0,0) ( )
cujos elementos sdo definidos por
au(w)= ﬁ: L b (3-28)
=1 1, (w, - )+i(2§,a),w)
Fazendo , 4, = Ps0u , escreve-se
mf
v A
au(w)=73 — (3-29)

puy (a)f —(,oz) +i(2¢,0,0)

onde .4, ¢ a constante modal.
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O angulo de fase entre a resposta e a forga excitadora neste caso nfo
é somente 0 ou 7z, mas varia com a frequéncia de excitagdo e com o fator de

amortecimento modal e é dado por

| 26,00
G = an_g(,Ajk)—tan I(WJ (3-30)

r
E importante notar que, conforme foi mostrado no capitulo 2,
sistemas com amortecimento viscoso proporcional possuem os mesmos modos
de vibrar dos sistemas nZio amortecidos correspondentes. Assim, nestes casos
as constantes modais serdo também reais.
Existe ainda uma outra forma de expressar a equagdo (3-29),
resultante da fatoragdo do seu denominador em fungio de suas raizes

complexas conjugadas, dada por

' S Ry rRth
2af0) = ;[m T ] (3-31)

. *
io-A,

onde R, ¢ denominado residuo modal e relaciona-se com a constante modal

;4, , no caso de amortecimento viscoso proporcional, por

A,
: s r Tk
R, = —it %

3-32)
20, ( )
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ou

Ry i fal (3-33)
2mo,
3.2.2 - Amortecimento viscoso ndo proporcional
Seja a excitagio do sistema definida por
ﬁ :|:-;j| eimt :peiwt (3_34)

Aplicando esta excitagdo na equagdo (2-19), formulada através de

variaveis de estado, obtém-se

Ag—Bg =pe™ (3-35)

Fazendo-se o desacoplamento modal, como mostrado no capitulo 2,

obtém-se a seguinte equagdo matricial nas coordenadas normais

Ay—By=¥"pe (3-36)
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A

Lembrando que as matrizes A ¢ B sdo diagonais, pode-se escrever

para o modo r

a.y,=by, =y, pe” (3-37)

Esta equacg@o também pode ser escrita, usando a relagio (2-55), como

Y, =4, éwa" (3-38)

cuja solugdo na variavel de Laplace é dada por

Lo 1
t a, W'p(s—iw)(s—/lr)

(3-39)

Como nos casos anteriores a resposta de regime permanente, nas
coordenadas normais, ¢ obtida através da transformada inversa de Laplace da

solugdo (3-39). Para o modo r tem-se entdo a seguinte solu¢gdo no tempo

1

iot -
i)’ (3-40)

Y, =ylp

Pelo método da superposigdo modal obtém-se a solugZo nas variaveis de

estado, dada por
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= T 1 iot 3 41
Q—Z;V/r'//rpme (3-41)

A partir desta equagdo pode-se obter a matriz receptancia que pode

ser escrita como

2N r 1
= S 3-42
a(w) ; y,rylr a,(ia) —/'Lr) ( )

Uma vez que os autovalores € autovetores ocorrem em pares

complexos conjugados, esta matriz tem cada elemento dado por

A |
ajk(m)—,z_:‘(a,(ia)—/lr)+a:(ia)—/1:)} (3-43)

que também podem ser escritos na forma

a (a)):i Ky + Ry (3-44)
* io-1, io-A,

r=1

onde R, s@o os residuos modais, dados por

(3-45)
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Sendo complexos, estes residuos podem ser dados por

erk = rUjk +i rI/jk ) (3_46)

Desta maneira a equagio (3-44) pode ser escrita como

ajk(a))zz r]k+r rjk

r=1

v (ijk +i Y, U, i V.) (3-47)

io—A4, in-1,

3.3 - Representacio grafica das FRF

Para finalizar este capitulo serdo apresentadas algumas
caracteristicas da representa¢io grafica das FRF. E muito util examinar a
forma que as FRFs possuem quando representadas graficamente nas diversas
formas possiveis, sendo este conhecimento fundamental para a validagio e a

interpretagdo dos dados medidos (Ewins, 1984).
3.3.1- Sistemas ndo amortecidos:
A figura 3.1 mostra um sistema com apenas dois modos de vibrar,

que sera utilizado para analisar as caracteristicas da representagdo grafica das

FRF de ponto (quando a excitagdo e a captagdo ocorrem em um mesmo ponto)
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e de transferéncia (quando a excitagdo é realizada em um ponto ¢ a captagdo
em um outro distinto). A escolha de um sistema com poucos modos de vibrar
tem como objetivo somente facilitar a compreens3o, sendo que a analise aqui
apresentada aplica-se a sistemas com N modos de vibrar.

X1 X2
———> —>

Figura 3.1 - Sistema com 2 Graus de Liberdade

A FRF de sistemas sem amortecimento € dada pela equagdo (3-17) e

para o exemplo mostrado na figura 3.1 é igual a

Ajk 2Ajk

O o) (oa)

(3-48)

Para o exemplo em particular, em fun¢do dos valores de ki=k;=k, k;=ck e

m;=m;=1 , obtém-se as seguintes constantes modais:

FRF de ponto: 1A, =10 A4, =10

FRF de transferéncia: 4, =10 L4,

~10 (3-49)
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0
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'g ———20. modo
B
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z
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-]
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Figura 3.2 - FRF de ponto a;
0
Total
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': ———20. modo
E
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=
&
-
g -200 -
[~
-250 ‘ f f —-
0 50 100 150 200 250
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Figura 3.3 - FRF de transferéncia a,;

E possivel separar cada um dos termos individuais associados a cada
modo de vibrar como mostrado nas figuras 3.2 ¢ 3.3. A forma exata da FRF
total, entretanto, ndo é simplesmente a soma de cada curva individual como
poderia ser imaginado. Isto é justificado pelo fato de neste grafico estar

representada apenas parte da informacgdo, ou seja, o moédulo, nio sendo
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representada a fase da receptdncia. Quando ¢é realizada a somatoéria dos termos
individuais relativos a cada modo, para a obtengdo do FRF total, obviamente ¢
fundamental que sejam levados em consideragdo os sinais de cada um destes
termos.

Ao analisar as constantes modais do exemplo mostrado dadas por
(3-49), pode-se verificar que a Unica diferenca entre as FRFs de transferéncia e
de ponto € o sinal das constantes modais referentes ao segundo modo, Como
os graficos mostram somente a informagdo de modulo, tem-se a impresséo que
este fato ndo exerce inﬂuéncia sobre as FRFs. Quando se considera, entretanto,
que os dois termos sdo adicionados para gerar a FRFs do sistema, deve-se
observar algumas caracteristicas importantes que serdo descritas a seguir.

Inicialmente, sera analisada a FRF de ponto mostrada na figura 3.2.

Deve ser notado que em frequéncias abaixo da primeira frequéncia natural as

duas parcelas possuem o mesmo sinal sendo, desta maneira, aditivas ¢ fazendo
com que a curva da FRF total seja maior do que cada componente individual, e
que a contribui¢do do segundo modo nesta faixa de frequéncias é muito pouco
significativo. Um raciocinio semelhante conduz aos mesmos resultados, quando
¢ aplicado a regido de frequéncias altas, acima do segundo modo de vibrar. Na
regido entre as duas ressondncias, no entanto, tem-se uma situagdo em que as
duas componentes possuem sinais bontrérios, ou seja, sdo subtrativas. No
ponto em que as curvas destas componentes se cruzam sua soma € zero uma
vez que ambas péssuem‘a mesma intensidade, porém com sinal contririo. Em

um grafico logaritmico, como o que esti sendo analisado, neste ponto ¢

produzida uma caracteristica denominada de antiressonincia. Nas vizinhangas
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de cada ressoniéincia, a contribuigdo do termo cuja freqiléncia natural esta
adjacente € muito maior do que a contribui¢do do outro termo. Deste modo, o
total é, na pratica, o mesmo valor deste termo dominante. Isto significa
fisicamente que a resposta de uﬁ sistema com N graus de liberdade sem
amortecimento, na regidio de uma frequénéia natural, ¢ totalmente dominada
por este modo e que os modos restantes possuem influéncia insignificante.

Analisando agora a FRF de transferéncia mostrada na figura 3.3, é
possivel se utilizar a mesma metodologia usada anteriormente, somente com a
diferenga de que os dois termos neste caso possuem sinais contrarios e, deste
modo, nas regides de frequéncias muito baixas e muito altas a FRF possuira
nivels um pouco mais baixos do que os das curvas das componentes
individuais. Na regiio entre as ressondncias as duas .comporientes possuem,
neste caso, o mesmo sinal e entdo nio € encontrado um ponto em que ambas se
cancelam. N&o ha portanto a antiressondncia. A frequéncia em que as
componentes individuais se interceptam neste caso representam um minimo na
FRF total.

Os principios mostrados até aqui podem ser estendidos para sistemas
com N graus de liberdade, existindo uma regra fundamental: se dois modos
consecutivos possuem constantes modais com mesmo sinal, entdo existird uma
antiressondncia em uma frequéncia entre estas duas frequéncias naturais. Em
contrapartida, se as duas constantes modais possuirem sinais opostos, nfo
-existird uma antiressondncia mas sim um ponto de minimo. Uma importante
caracteristica que existe em uma antiressonincia é que uma mudanga de fase é

associada a mesma.



58

Considerando a defini¢do da constante modal, que vem do produto de
dois elementos de autovetores (um associado ao ponto de excitagdo e o outro
associado ao ponto de captagdo), € possivel realizar um estudo de seu sinal.

Considerando-se uma FRF de ponto, todas as constantes modais serdo

positivas, uma vez que a mesma sera o quadrado de um ntimero. No caso de

uma FRF de transferéncia esta afirmac¢do ndo pode ser feita, pois as constantes
modais serio o resultado do produto de elementos de autovetores distintos,

que podera resultar positivo ou negativo.

3.3.2- Sistemas amortecidos:

Ao analisar os sistemas amortecidos chega-se a conclusio que a
representagdo grafica da FRF deste tipo de sistema € muito similar ao caso
discutido no item anterior. As ressondncias e antiressonincias sdo atenuadas ¢
os dngulos de fase ndo sdo exatamente ¢ ou 7 mas o aspecto geral 'permanece 0
mesmo, conforme pode ser verificado na figura 3.3.

A maioria dos graficos de FRFs possuem esta forma geral se os
modos sdo relativamente separados, ou seja, desacoplados. Esta condigdo ¢
satisfeita quando a separag@o entre as frequéncias naturais adjacentes, expressa
em percentual de suas médias, for menor ou da mesma ordem de grandeza doé

fatores de amortecimento modal.
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A figura 3.4 mostra uma FRF de transferéncia de um sistema

amortecido.

Figura 3.3 - FRF de ponto de sistema amortecido
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Figura 3.4 - FRF de transferéncia de sistema amortecido
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4- Identificacdo de sistemas dinimicos no dominio da frequéncia

Este capitulo trata da identificagio de pardmetros modaié de
estruturas no dominio da frequéncia, aplicavel a sistemas dinamicos
representados por modelos discretos com amortecimento do tipo viscoso,
proporcional ou no.

A identificagdo das caracteristicas dindmicas de sistemas‘através de
métodos no dominio do tempo também é amplamente utilizada atualmente.
Entretanto este trabalho estd concentrado nos métodos no dominio da
frequéncia.

O algoritmo iterativo ndo linear € reconhecido por ser muito estavel
demandando, porém, um elevado tempo de computagdo. Sendo este método
iterativo, uma estimativa inicial é necessaria. Sua maior desvantagem é que o
processo iterativo tende a divergir rapidamente se as estimativas iniciais,
principalmente para as frequéncias nﬁturais, ndo forem muito proéximas dos

valores corretos (Ebersbach e Irretier, 1989).
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O método classico de Levy (1959) permite a determinagio dos
parametros apenas com a escolha dos graus dos polindmios do numerador e do
denominador da FRF. Este método nfio € iterativo e, portanto, nio requer
estimativas iniciais para os pardmetros.

Sanathanan e Koerner (1963) propuseram uma modifica¢cdo para
melhorar o ajuste do método de Levy em baixas frequéncias. Através de um
processo iterativo, foi implementada uma fun¢do ponderadora para o erro que é
fungdo do denominador da FRF identificado no passo anterior, sendo na
primeira iteragdo utilizado o método de Levy. Este método foi discutido e
implementado também por Varoto (1991).

E importante ressaltar que n3o estdo incluidos neste capitulo todos
os métodos de identificagdo no dominio da frequéncia, mais sim uma parcela

representativa das principais familias que formam a base para o grande nimero

de métodos existentes neste dominio.

4.1- Identificacdio modal de estruturas levemente amortecidas

Este método, proposto inicialmente por Ewins e Gleeson (1982), ¢
destinado a aplicagdo em estruturas com baixo amortecimento. O método
consiste em admitir inicialmente o sistema como Vsend.o ndo amortecido ¢
identificar as frequéncias naturais e as constantes modais. Numa etapa seguinte
é feita entdo a determinagdo dos fatores de amortecimento.

Para um sistema nfo amortecido pode-se escrever para a FRF a

seguinte expressio:



‘ N4
| r=1

(@7-o)

|
Pode-se selecionar N frequéncias particulares £2,,42,,...,€2, e escrever
0 seguinte sistema:

a,(2,)] | (o] -
a,(£2,) .

/_\
B

s '
R R
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|
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au(@)] | (07—

A solugdo deste sistema ird determinar o vetor das constantes modais
FAy

A escolha das N frequéncias €2, deve ser feita tanto quanto possivel
nas antiressondncias ou o mais proximo pbssivel das mesmas. Dessa maneira
obtém-se melhor precisio na ajustagem, principalmente nos casos de sistemas
com representacdo modal incompleta, ou seja, sistemas que possuam modos
que ndo estdo presentes na faixa amostrada (Ewins e Gleeson, 1982).

E conveniente nesta fase a inclusdo do amortecimento como forma de
melhorar a precisdo do ajuste. Isto pode ser feito diante da consideragdo de
que para pequenos amortecimentos, a amplitude dos picos de ressonincia de

um dado modo possui pouca influéncia dos outros modos do sistema e pode-se,

entdo, escrever a seguinte expressdo
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rAjk

oy (w,)

g (4-3)

]

Este método possui excelente estabilidade numérica e requer pouco
esforgo computacional, constituindo-se entio em uma boa alternativa para

sistemas que se enquadrem em suas hipoteses de simplificagdo.
4.2 - Método de Levy

Este método de identificagdo modal obtém os coeficientes da FRF do
sistema escrita na forma de um quociente de dois polindmios dependentes da

frequéncia,

ZL:a,(iw)l
a () =L5— (4-4)

gbq(ia))q

ou seja

a,+a,s+a,s"+.+a,s"
°
by +b;5+b,s" +..4b,s

ajk(s): (4-5)

onde a, e b, sdo, respectivamente, os coeficientes reais do numerador e

denominador da fungdo transferéncia. O polindmio do denominador desta

equagdo (4-4) ¢ denominado polindmio caracteristico do sistema e suas raizes
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sdo os autovalores A, do sistema, discutidos em capitulos anteriores. Os

coeficientes do polindmio do numerador estdo relacionados com os residuos
modais e, consequentemente, com 0s autovetores.

Como este método foi desenvolvido originalmente para ajuste de um
tipo genérico de FRF, serdo utilizados, nesta parte do trabalho, graus L ¢ O
para o polindmios do numerador ¢ do denominador respectivamente. No final
deste topico sera apresentado um estudo especifico sobre os graus que deverdo
ser utilizados no -caso particular da FRF que esta sendo estudada.

Este método de identificacdo n3o fornece os parimetros modais

diretamente como o método iterativo ndo linear. Os coeficientes @, e b, sédo

identificados e a partir deles os par@metros modais podem ser deterrﬁinados.
As frequéncias naturais e os amortecimentos modais sio determinados através
das raizes do polindmio caracteristico e os residuos modais podem ser
determinados por meio da expansio da FRF na forma polinomial em fra¢des
parciais, equagdo (4-4).

Para a aplicagdo do método de Levy ¢ necessario que a FRF do

sistema seja escrita na seguinte forma:

N,(@)+ joN, (o) _ N(w)
D,(0)+joD,(0) D(o)

a,(0)= (4-6)

onde
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N, (w)=a,-a,0’ +a, 0" -
N,(w)=a,-a,0° +a; 0’ -
D, (@)= b,~ b, 0’ + b, -

D, (w)=b-b,0°+ b0~ - (4-7)

Para tornar o sistema determinado no processo de ajustagem de
curvas, € realizada uma normaliza¢io da fung¢do transferéncia com relagido ao

termo independente do denominador, ou seja b,=/ e , desta maneira, a
equagdo (4-6) possui L+Q+1 incognitas sendo L+ coeficientes g, e Q
coeficientes b,.

Da mesma maneira que no item anterior, considera-se a obteng¢ido dos
dados amostrados através de ensaios e escritos na forma de suas partes real e

imaginaria conforme a se.guir
ij(a)p)zRe(wp)HIm(w?) (4-8)

Define-se entdo a fungdo erro na frequéncia w,como sendo
N(co p)
(0,) - ot (4-9)

Esta fung¢do erro é ndo linear com relacdo aos coeficientes do

polindmio complexo do denominador. Desta maneira o processo de




66

minimiza¢do da funcdo erro global resulta em um sistema de equagdes nfo

lineares. Ponderando o erro multiplicando-se a equag¢io (4-9) pelo polinémio

D(w p) obtém-se um sistema linear dado por

D(w,)e, = D(o,)H,(o,)~ No,) (4-10)

Sendo esta equagdo complexa, pode ser reescrita em fungdo de suas

partes real e imaginaria conforme a seguir
D(a) p)ep = A(w p)+i B(a) p) | (4-11)
Define-se entdo a fungdo erro glo.baI a ser minimizada como
P .
E:;{[D(a) p) ep].[D(a) p) ep] } - (4-12)
que, através da equagdo (4-11), resulta em

E= Z[A2 )+B(w,)] (4-13)

Em func¢do das equagdes (4-6) e (4-11) pode-se determinar os valores

de A(a) p) e B(aJ p) como




4(0,)= Re(w,)0, (0,) 0,0, (0,)m{,) N, (0,) (a-19)
B(o,)=w, D, (w,)Re(w,)+ D, (0,)im(w,) - N, (o) (4-15)

O processo de minimizagdo é feito igualando-se a zero as derivadas
parciais da equag¢io (4-13) em relagio a cada um dos coeficientes dos

polindmios da fungdo transferéncia

2 p=l
PE &, .
é’—aszg(a);B(a}p»:O
oE

2
Il
DM~
|
e
=1
)
—_—
)
L~
-
M
p— N
2
-1
p ——
+
D)
b1
2
)
Ry
N
=
—
e
L~
Nl
I
)

oF _ pZP:('—w; Im(a)p)A(wp)+ o’ Re(a)p)B(a)-p)) =0 (4-16)
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A partir destas expressdes obtém-se um sistema de equagdes lineares

na forma
Ax=b (4-17)
onde
A o 0 -2, 0 Ay L 8 L _S4 1 |
0 A, 0 -4, 0 -S, T, S, -T, -8,
Ay 0 -4, 0 Ag L S, - -8 T
A= : : : : : :
7; _Sz _7; S4 7; Uz 0 _U4 0 U6
S, I, =8, -I, &, o U, 0 -U, 0
, -8, -I. S, T u, o0 -U, 0 U,
(4-18)
xT = [ao a, a, -~ b, b b, ] (4-19)
b =[S, T, S, - 0 U, 0 -] (4-20)

e os elementos da matriz 4 ¢ do vetor b sdo dados por

P
2h=2wﬁ (4-21)
p=1
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S, = iw 'I’,Re(co p) (4-22)
T, :Zp:a)’;lm(a) ) (4-23)
U, = ZP:(o"; [Rez(a) p)+Im2(w p)] (4-24)

Conforme pode ser visto na equac¢do (4-18), a matriz A ¢é formada
por muitos zeros resultando, principalmente em fung¢io da largura da faixa de
frequéncias utilizada na amostragem, em um sistema de equagdes lineares mal
condicionado.

Algumas consideragdes importantes sobre o método de Levy:

e Uma desvantagem apresentada pelo método de Levy é a fungio

erro global necessitar ser ponderada pelo polindmio caracteristico do

sistema D(w p), uma vez que quando este polindmio sofre grandes variagdes

também grandes erros podem ser introduzidos no processo de ajustagem de

curvas.

e Como o erro e(w,) geralmente tende a assumir um maximo
relativo na regido das ressonincias, onde D(w,) assume seus valores

minimos, existe a tendéncia de existir uma baixa influéncia destas regifes na

fungdo erro E que estd sendo minimizada.
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e No caso em que se desejar ajustar a FRF em uma faixa muito
grande de frequéncia, os elementos da matriz 4 serdo pouco influenciados
pelas baixas frequéncias. Este fato implica que ndo poderd ser obtido um
bom ajuste nas baixas frequéncias.

A verificagdio destas observagles sera feita no capitulo referente a
aplicagdo do método em dados experimentais.

A seguir sera apresentado um estudo sobre a escolha dos graus dos
polindmios neste método de ajustagem e seu relacionamento com a inclusdo

dos residuos de massa e rigidez.

a) Caso geral sem residuos

Seja o sistema com N modos de vibrar na faixa de frequéncia

amostrada, pode-se escrever a FRF na forma

a(w):% erk + rR;k (4_25)
% “liv—A, io-1,
que na variavel de Laplace resulta em
x[ R, K
a,(s)=> ———S_Z‘ +s_i",, (4-26)
r=1 r r

e pode ser transformada na forma de fra¢gdes de segunda ordem




_ u (erk+rR;k)s_erkﬂ":'_ rR;kﬂ'r
“f"(s)_,z, F(AAA) S

Lembrando que 4,=-9,+iw,, € ,R,=.U,+i}V, tem-se

a, (s):i 2,Ups=2=6, Upta, V)
S $+268, 5+ 6+,

Definindo: Bp=2,U,,
erk: -2 (—5r rUjk + a)dr rI/]k)
D =26

r r

_ 2 2
E =6+ w,

obtém-se

&y (5)= i{————’B”‘ o }
Ji

=\ s +D, s+E,

Desta maneira pode-se passar para a forma polinomial

2 2N—-
a, +a,5+a,8 +..+a,y 5

by +b,5+b,5" +..+b,, s

au(s)=

71

(4-27)

(4-28)

(4-29)

(4-30)

onde é importante que seja lembrado que N é o nimero de modos na faixa de

frequéncias amostrada. Fazendo-se
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g,=% o 5=k (4-31)
b0 b0
obtém-se
a, +as+a,s+.4a,, 5"
@, (5) = ———%— NI
1+bs+b,s+.+b, s (4-32)

Da equag¢do (4-32) conclui-se que o sistema possui 4N incognitas, e
que se os graus dos polindmios do numerador ¢ do denominador da FRF forem
escolhidos respectivamente iguais a 2N-I e 2N , entdo ndo estario sendo

incluidos os residuos de massa e de rigidez no processo de ajustagem.
b) Caso geral com residuo de rigidez

A inclusdo do residuo de rigidez na equagio (4-29) resulta em

. ( B s+ ,Cy j

a.(s)=R:+
w(5) = Ry s+D, s+E,

(4-33)

r=1

Na forma polinomial tem-se
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— = — 2 — 2N-1
A, + a8+ 0,8 +.. A0y _,S
1+b,s+b,5" +..+by, s

a,(s)=Rj + (4-34)

(RE +@,)+(REb, +@,)s+ (RED, + @, )5 +.. H(Ryb,y_; + @,y )5 ™ + (Ribyy )5™

a. . (S)= — — —
w (%) [+D,5+D,8 +..4Dy, 5N
(4—35)
ou ainda
+a 's+a S a5
a,(s)= RS+ 2427 % 2t 4-36
w(5)= By B, +b,s+b,5+..+b,, s (4-36)
o ()= (Ryb, +a,) +(Ryb, +a,)s + (Ryb, +a, )"+ +(Ryb,y_, +ayy )5+ (Rybyy, )s™
wl(S8)=

b, +b,s+b,s +..4b,, s
(4-37)

Da equagdo (4-35) conclui-se que o sistema possui 4N+./ incognitas,
e que se os graus dos polindmios do numerador ¢ do denominador da FRF
forem escolhidos iguais a 2N , entdo estard sendo incluido o residuo de rigidez

no processo de ajustagem.

c¢) Caso geral com residuo de massa

A inclusio do residuo de massa na equagéo (4-29) conduz a
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RY ¥( B, s+,C,
a,(s)=—5+ (7}J5——J;ii} (4-38)
s Zi\s"+D, s+E,
I
onde R} =-—
n,,

que na forma polinomial resulta em

M — — — — -
- (s):Rjk N a0+a1;9+a£sz+...+azN_132N !
#* s 1+B.5+b,5+.. by, s (4-39)
M My ML = )2 M7 — 2N | — N+1
o ()= Ry +(RYD, )s+(Ryb, + @, )s"+.. +H(Ryby, +&,y ,)s°" +ay, ,5°
* - 2 h SR A 7 2N+2
8 +bs +b, s+ by 5T
(4-40)
ou ainda
. 2 2N-1
Q, +a,s+a,8 +..4a,y_,;s
a,(s)=Ry +—4— 2 - (4-41)

2 2N
by +b,s+b,s"+. . +b,, s

M M M 2 M 2N 2ZN+1
Ry by +(Ry b )s+(Ry b, +a,)s" +.+H(Ry by +a,, )5 +a,y_,s *

a,(s)=
* b,s* +b, 5 +b, s*+..4b,, s

(4-42)
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Deve ser observado que devido & maneira como foi deduzido o
método de Levy, utilizando o coeficiente do termo de ordem zero do polindmio
do denominador definido igual a 7, ndo é possivel a inclusio do residuo de

massa no processo de ajustagem.

d) Caso geral com residuo de massa e rigidez

A inclusio dos residuos de massa e de rigidez na equagio (4-29)

resulta em

1

R} @ +as+as+.4a,, s
@, (s)= Ri +—4-+ 20— -] (4-43)

s 1+b,s+b,s+..+b,, s

e na forma polinomial

1

R a,t+a,s+a SZ-I- +a s2 -
_ pk T* 0 1 2 e TUON_]
a,(s)=R, + +

Il & 2 4-44
s° 1+b,s+b,s+..4b,, s ( )

@ (5)= [RY +(RYB, )s+(RY + Rifb, +, )s* +(RED, + Ry, +@, )5 +..+
+ (RJI’;B—?N—Z +R};172N +ayy_, )5 +(R;l<(b_2N—I oy )5+ (4-45)

+(Rj,il?2N)s2"’*2] : [s2 +b,5° +13;s“+...+l72Ns2N+2]

ou ainda

M 2N -1
Ry a,+a;s+a,s+..+a,, s

a.(s)=R:+
ch( ) #* T2 b, +b1s+b2s2+...+b2NS2N

(4-46)



igual a /.

definindo uma nova fung¢do erro &
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0, (s) =[Ryb, +(RyB, Js+(Rih, + Ryb, +a, )s* + (R, + Rib, +4, )5 +...+
+(R;Iib2N—2 + R by +ayy )57 +H(Rybyy  +agy )5 +

HRb )5 | 2 [y 48,8 +By5 4 by 5]

(4-47)

Deve ser observado, novamente, que ndo é possivel a inclusido dos

residuos de massa e rigidez, devido a forma da dedu¢fio do método de Levy,

utilizando o coeficiente do termo de ordem zero do polindmio do denominador

4.3 - Método de Sanathanan e Koerner

Para reduzir os problemas inerentes & pondera¢io do erro pelo

denominador da FRF, proposta pelo método de Levy, Sanathanan ¢ Koerner

(1963) propuseram uma modificagdo que conduz a um método iterativo,

,, » conforme a seguir

€ m (4-48)

Df@,) Do) (4-49)
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onde L corresponde ao numero da iteragdo atual. Desta maneira a fungdo erro

global a ser minimizada é dada por

L :i 4w ,)+ B (o)

| Do p)|2

e a equacdo (4-50) pode ser reescrita na seguinte forma

AN T A CR) [ACH)

p=1

sendo entdo os elementos da matriz A4, definida por (4—18) dados por

e otnio )

S = g[w;z@(@ NACH)

(4-50).

(4-51)

(4-52)

(4-53)

(4-54)
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é[w im(@ 7, (o )] (4-55)

Uuzf{ R (,)+ (@ ) (o } | (4-56)

p=1

Nos capitulos seguintes serdo feitas considera¢des a partir de
resultados obtidos através da implementagdo deste método, onde poderd ser
verificada a melhoria obtida pelo método iterativo em relacio ao método de
Levy.

Observa-se que o estudo realizado para escolha dos graus dos
polindmios para o método de Levy se aplica também ao método de Sanathanan

e Koerner.
4.4 - Algoritmo iterativo nido linear
Sejam os dados experimentais, ou obtidos através de simulagio,

relativos a uma forga de excitagdo em 7/ e a resposta correspondente ao

deslocamento em j, indicados por

H.,.(wp) : FRF experimental para o = o (4-57)

J P

onde p=1...,P (nimero de pontos amostrados)
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Utilizando-se as relagdes (3-46) e (3-47), escreve-se a recepténcia

como

_ 5 P +1.V, i = 1V -
ajk(a)) = Z{i(a) = wdr) s + i(w + a)dr) + 6, (4-58)

r=1

Para compensar a influéncia dos modos que estdo fora da faixa de
frequéncia medida é necessaria a adigio de termos residuais e a equagio (4-58)

passa a ser escrita como

r=n;

& U iy Up = 1V, K__%
(@) = Z{i(w To)+ 8 THeran s e

(4-59)
onde R},i ¢ a rigidez residual e Rj.‘,f ¢ a massa residual.

Os vetores dos parimetros modais que serdo identificados podem ser

escritos como

W' o= [o, o4 .. 05 & & .. 8]

If

vi = [WUs Up o WUs Vi Fu o Vi R RY|  (4-60)

J

Definindo-se como erro na frequéncia o,




e, = S[HA(0,) - 040,

j=1k=1

a fungio erro global a ser minimizada pode ser dada por

E = Zep.e*

P
=]

P

que corresponde a soma do quadrado de todas as diferengas entre os valores
medidos e os valores analiticos, correspondentes ao modelo escolhido.

Substituindo-se (4-61) em (4-62) obtém-se
E = >>> {[Hj.k(wp) - ajk(wp)]-.[H'jk(a)p) - a;k(a)p)]} (4-63)

Assim, a equac¢do 4-3 pode ser expandida em série de Taylor como

2N é’a(‘ff 2N+2 ((L)

(1) _ (0) / : /

'ty = oY) + 2_—0’);]_Aus+ > ?iv;Avj“ (4-64)
s=1 s s=1 jks

Os valores de partida, correspondentes a FRF indicada como (0)',

devem ser determinados por um dos métodos classicos. Em seguida, a
aproximagdo seguinte indicada por ", é obtida através de (4-59) e (4-64).
Desde que a estrutura seja excitada em um Unico ponto j, através da

substituicio da forma da FRF dada pela equacido (4-64) na equagdo (4-63) e de




um procedimento de minimizagdo Gaussiana para as varidveis a serem
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determinadas Au, e Av, , obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares

correspondentes
(A B, B, B, [ 4u’ (d,]
B, C o0 0 |{Av, | |d,
B, 0o ¢C 0 ||4v,,| = |d, (4-65)
B, 0 o0 - C||dv, d,, |

onde os elementos de cada submatriz da equagdo (4-65), para k= 1,2,...,2N+2

e k=1,2,...,2N+2, sio dados por

4, = fiRe{ﬁa""(w") ﬁ“”‘(”’”} (4-66)

=1 j=1 Iy Ou,

P , *
By = 3 ke r(®) %,4(®,) (4-67)
past ou, OV jom
P | e . oa’
- ZRe{ ag(w,,) aé],k(w,,)} (4-68)
p=1 Vi VY e

e os elementos do vetor d, para k= 1,2,...,4N+2, sdo dados por

4y = E5ne o) anfor)) Zafer) (469

p=1 j=1 aul
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aa;k (wp) v

(4-70)
ﬁvjkl

djkl = iRe _[HJ'k(wp) - afk(a)l‘)]

Por conter muitos zeros, a solugdo deste sistema é relativamente
simples. E também numericamente muito estavel e converge a um minimo local
da fun¢do erro em poucas iteragdes se as estimativas iniciais forem boas.

O esforgo computacional é relativamente severo devido ao namero de
derivadas das FRF que necessitam ser calculadas para cada frequéncia medida.
A maior restrigdo a este método € que o processo iterativo tende a divergir
caso os valores de partida n3o sejam suficientemente precisos, principalmente
as frequéncias naturais. Neste caso, quando o valor da fungdo erro cresce em
relagdo ao valor da fun¢do erro obtida na iteragio anterior, o vetor resultante
do sistema de equagdes (4-65) pode ser multiplicado por um fator entre 0 ¢ 7,

de maneira a fung¢fo erro atingir um valor menor (Busturia ¢ Gimenez, 1985) .
4-5 - Aproximacio Linear dos Residuos (LAR)

Sendo conhecidos, através de algum outro método, os paridmetros
globais do sistema (frequéncias naturais e fatores de amortecimentos modais),

somente os paridmetros locais (,U,e V,) necessitam ser determinados

(Ebersbach e Irretier, 1989).
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O processo de minimizacio da fun¢io erro dada por (4-63) conduz a
um sistema linear, a partir do qual os parimetros locais sdo calculados

diretamente, sem a necessidade de valores de partida, dado por

=" (4-71)

0o 0 --- C ’vjk vz]_k

onde os vetores v, sdo os definidos anteriormente por (4-60), os elementos da

matriz C dados por (4-68) e os elementos do vetor z dados por

2y = ZP:Re{ij(wp)w} (4-72)

OV

4-6 - Método nao linear modificado

cC o - 0|, 2

0 C - 0| vy 22

Com o objetivo de melhorar as condi¢gdes de convergéncia do método

iterativo n3io linear, mesmo com ' estimativas iniciais pouco exatas, Jeong,

Okuma e Nagamatsu (1989) propuseram uma modificagdo neste método. Esta

proposta consiste em se realizar o método iterativo n@o linear apenas para
identificar os pardmetros globais do sistema e posteriormente utilizar o método

conhecido como Aproximagdo Linear dos Residuos (LAR) (Ebersbach e

Irretier, 1989). O método é baseado na introdug¢io de uma nova FRF fungio

somente dos pardmetros nfo lineares.
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Sendo a expressdo da receptdncia dada por

N r Ujk + i erk r Uﬂ‘ _ ierk
| _ 4-73
a_] k(w) Z{I(w — a)dr) + 5r i I(a) + (()d,) + 5r} ( )

r=1

onde j é o ponto de excitagdo e £ € o ponto de captagio.
Obtendo-se experimentalmente‘ a FRF em um sistema com multiplos
graus de liberdade, com excitagdo em um Gnico ponto, sdo definidas a parte

real da FRF como H} e a imaginaria como Hj, onde k£ ( k=1...M ) é o ponto

de resposta e @, € a frequéncia de excitagdo.

No processo de ajuste de curva no dominio da frequéncia com N
graus de liberdade, os 2N+2NM parametros modais &,,0,,U,eV, ( r=I1..N,

k=1..M ), devem ser identificados de maneira a minimizar a fun¢io erro E

dada por:

{(az - 18 Y + (ot - H2) ) (4-74)

e~
11
[
xr
]
—~

onde af e al s8o, respectivamente, as partes real e imaginaria da FRF

identificada e que podem ser escritas na seguinte forma:

v
DM~
Mx

p %{Urkér +Vrk(wp _a)dr) + Urkér _Vrk(a)p +a)dr)} (4_75)

ol =
Rk d, g,

r=1
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v - “w,) VU
a],;c :Z{V;kér Urkd(a)p a)dr)_ rkér—*_ rk(wp+wdr)} (4-76)
r=1 r gr
onde
d,=&(0,-0,) , (4-77)
g :§r2+(a)p +wdr)2 (4-78)

Embora existam varios métodos que minimizam a equagdo (4-74), ou
muito tempo computacional ¢ exigido ou ma convergéncia ¢ ocasionada devido
ao elevado numero de parimetros a identificar. E proposta entio uma nova
abordagem conforme a seguir.

Diferenciando parcialmente a equagio (4-74) em relagdo a U, eV, e

igualando-se a zero, tem-se

P 0’) r 0’7 p
Z{(aﬁk ~ HY,) a‘(";" +(af - HL) ﬂ"}”‘} =0 (4-79)
p=1 rk rk
P Aa® da’t -
;{(“ﬁk —Hﬁk) é,VZk +(“5c —Hz’?e) aV,I:} =0 (4-80)

Existem pardmetros nfo lineares (£, ew,) e pardmetros lineares

(U,eV,). Se os parimetros nZo lineares sio conhecidos, pode-se obter os

pardmetros lineares diretamente sem iteragdes através da solug¢io do sistema

linear dado pela equagdo (4-80).
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Desta maneira, pode-se assumir que as receptidncias af, e aj na
equagdo (4-71) sdo fungdo somente de &, e w, considerando que U, eV, como
fungbes de &, e w, . Definindo y, (g=1...2N) representando & e w, (r=I1...N)
pode-se introduzir Gf, e G} em substituigdo a af e aj, como nas equagdes

(4-81) e (4-82) a seguir.

oGk ook _$ {aa;k U,  oak aV,k}

Sy, v, =|0Us Gy, OV, 01, (4-81)
oGy _oay 4. [0at, 2U,. ot oV,
Oy, v, =|9U, Ory OV, 0y, (4-82)

Através da diferenciacio parcial da equagio (4-79) em relagio a y,

tem-se

| dak, 8Gh, | daf, 3GL| _ (4-83)
é’Urk ayq é,Urk 67/‘1

p=l

U, ov, . . ~
* ¢ —™ 530 obtidas através da solugdo do

o”yq oy,

As derivadas parciais

sistema de equagles lineares dado por (4-83). Quando se obtém a sensibilidade

da FRF em relagdo a y, os par@metros modais que minimizam a equagdo (4-74)

podem ser obtidos utilizando-se qualquer método iterativo. Se for utilizado o
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método de Gauss-Newton, os novos valores dos parametros modais

Y novo= ¥ amiget 0¥ podem ser obtidos resolvendo o sistema linear

Ay =b (4-84)
onde
P M 4 p P P
4= dGt OGE, N oGL OG?E, (4-85)
1| O, Oy, Iy, Iy,

ay

q q

r
+(Gz —a;)%} (4-86)
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S - Implementa¢io numérica

Este capitulo trata da implementagdo numérica dos métodos de
identificacdo. Os fluxogramas dos programas de identificagdio e as rotinas
numéricas que foram utilizadas, tanto para solug¢do dos sistemas lineares como
para a solucdo do problema de raizes de polindmios, sio apresentados. Os
métodos para estruturas levemente amortecidas, de Levy, de Sanathanan e
Koer}lner, iterativo néo linear e 0 método da aproximagido linear dos residuos
forarh implementados, utilizando-se a linguagem de programag¢do FORTRAN. O

‘

software Microseft PowerStation® foi adotado para compilacio de todos os

programas e-o hardware utilizado foi da linha IBM PC.
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5.1 - Rotinas numéricas utilizadas

Como este trabalho tem como objetivo analisar comparativamente os
métodos de identificagdo, foram utilizados em todos os programas os mesmos
métodos numéricos. Este procedimento buscou uniformizar a solugio dos
sistemas lineares que-estdo presentes em todos os programas. Para os métodos
de Levy e de Sanathanan e Koerner é também necessaria a solugdo do problema
de raizes de polindmios.

Conforme ja descrito nos capitulos anteriores, alguns métodos de
identificagdo conduzem a sistemas lineares mal condicionados. Com o objetivo
de minimizar esta dificuldade, rotinas numéricas reconhecidamente otimizadas
foram escolhidas. Estas rotinas fazem parte da publicagio Numerical Recipes in
FORTRAN (Press et al, 1992), e somente suas principais caracteristicas serdo
apresentadas, a seguir, neste trabalho.

O método adotado para solugdo dos sistemas lineares foi o da

decomposi¢do LU. Este método requer aproximadamente §N3 execugdes dos

loops in;c'ernos, cada um com uma multiplica¢do e uma divisdo, sendo /,5 vezes
mais eficiente que a rotina de Gauss-Jordam. Com o objetivo de eliminar os
erros acumulados durante o processo de solugdo dos sistemas lineares, uma
rotina iterativa de melhoria da solugdo foi utilizada ( ver Numerical Recipes in
FORTRAN, Press et al, 1992).

Para determinagdo das raizes do polindmio do denominador das FRF

identificadas, foi utilizada uma rotina que monta uma matriz do tipo
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Hessenberg, cujos autovalores s@o as raizes desejadas. Este método foi
escolhido em fungdo dos sofisticados métodos de convergéncia presentes na
rotina de determinagdo dos autovalores. Para aplicagdo deste método o
polindmio deve‘,.‘ possuir coeficientes reais sendo, desta maneira, completamente

aplicavel a este trabalho.

5.2 - Fluxogramas dos métodos implementados

A figura 5.1 mostra o fluxograma do programa desenvolvido
utilizando o método descrito no item 4.1, destinado a identifica¢gdo modal de
estruturas levemente amortecidas. Inicialmente ¢ realizada a entrada dos

valores das N frequéncias naturais @,e das N frequéncias (2 escolhidas para o

processo de identificagdo, bem como os valores das partes reais e imaginarias
da FRF associadas a estas frequéncias. Embora nio sejam necessérios 0s
valores da FRF amostrada durante o processo de ajustagem propriamente dito,
os mesmos sdo lidos no arquivo em disco correspondente para cél_culo do erro.
Em seguida ¢ montado o sistema linear e sua solugdo, que é realizada de
acordo com a rotina numérica adotada ja descrita anteriormente neste capitulo,

fornece os valores das constantes modais

,A, . Os valores dos fatores de
amortecimento modais £, sdo entdo determinados e ¢ feita a regeneragido da
FRF identificada. Em sua parte final, este programa calcula o erro resultante

no processo de identificacdo e gera um arquivo em disco com os valores dos

pardmetros modais identificados e da FRF identificada.
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O fluxograma do programa que utiliza o método de Levy esta
mostrado nas figuras 5.2a ¢ 5.2b. Os dados de entrada necessarios sio os graus
dos polindmios do numerador ¢ do denominador que constituem a FRF a ser
identificada, respectivamente M e N. Em seguida ¢é feita a leitura do arquivo de
disco com os valores da FRF obtidos experimentalmente ¢ montado o sistema
de equagdes lineares descrito no item 4.2. A solugdo deste sistema fornece os
M + 1 coeficientes do polindmio do numerador e os N + [/ coeficientes do
polindmio do denominador da FRF. A seguir sio determinadas as raizes do
polindmio do denominador que sdo os autovalores A , utilizando-se a rotina

numeérica  descrita anteriormente neste capitulo, a partir dos quais s#o

calculados os fatores de amortecimento modais &, e as frequéncias naturais
®,. No caso do residuo de rigidez ter sido incluido, o mesmo ¢ calculado.

Neste ponto sdo calculados os residuos modais ,R,. Finalmente, séo

r
calculados a FRF identificada e o erro associado e é gerado um arquivo de
disco com os valores dos parimetros modais identificados e da FRF
identificada.

O método de Sanathanan e Koerner foi implementado pelo programa
descrito pelo fluxograma dado pelas figuras 5.3a e 5.3b. Sua estrutura é
basicamente a mesma do programa utilizado para a implementagio do método
de Levy, sendo a principal diferenga a comparagio do erro obtido nesta
iteragdo L com o erro obtido na iteragdo L - I anterior, com o objetivo de
estabelecer o final do processo de minimizagdo do erro. Né final de cada

iteragdo € calculada a fungdo ponderadora W(w,) que serd utilizada para a

montagem do sistema linear da iteragdo seguinte.
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A figura 5.4 mostra o fluxograma do programa que utiliza o método
Iterativo ndo-linear. Neste programa os dados de entrada sdo as frequéncias

naturais @,, os fatores de amortecimento modais &, e os residuos modais R,

identificadas por algum outro método, que constituem os valores de partida do
processo iterativo. A seguir é realizada a leitura do arquivo de disco com os
valores da FRF obtidos experimentalmente. Em seguida é montado o sistema
linear do método, cuja solugdo fornece os valores do incremento a ser
aplicado 20s pardmetros modais. Os novos valores dos parimetros modais
obtidos sdo entdo utilizados para montagem de um novo sistema linear. Este
processo iterativo ¢ finalizado quando o erro calculado atinge seu valor
minimo. Novamente, é gerado o arquivo de disco com os valores dos
parametros modais identificados ¢ da FRF identificada.

O fluxograma do programa que implementa o método da
Aproximag¢do linear dos residuos € descrito através da figura 5.5. AS

frequéncias naturais @, e os fatores de amortecimento modais &, constituem

os dados de entrada. A seguir é realizada a leitura do arquivo de disco com os
valores da FRF obtidos experimentalmente. O sistema linear correspondente a
este método é montado e solucionado, fornecendo o valor das constantes

modais ,R,. A FRF identificada e o erro sdo calculados e é gerado o arquivo de

disco com os valores dos parimetros modais identificados e da FRF

identificada.



< Inicio ’

@, Qp, Re[H/-k(a)r)],
[m[Hl-k(a)r)], Re[]-l;-k(.Qp)] e
Im[H,-k(.Qp)]

eitura em disco dos dados
amostrados

@, Re[H,-k(a)p)] e
lm[H]-k(a)p)]

Monta a matriz4A
e o vetor b

Resolve o
sistema linear
Ax=b

Calcula as constante

modais rA/'k

Calcula os fatores de
amortecimentod,

Calcula FRF identificada
% @p)

Calcula erro
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Figura 5.1 - Fluxograma do programa “Estruturas levemente amortecidas”
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Figura 5.2a - Fluxograma do programa “Levy” Parte 1
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Figura 5.3a - Fluxograma do programa “Sanathanan e Koerner” Parte 1
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Figura 5.3b - Fluxograma do programa “Sanathanan e Koerner” Parte 2
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Figura 5.4 - Fluxograma do programa “Iterativo nio linear”
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6 - Ensaio experimental, resultados e discussdes

6.1 - Ensaio experimental

Para realizar a verificagcdo dos métodos implementados e a anéilise
comparativa, que € o objetivo deste trabalho, foram feitos ensaios
experimentais numa placa retangular de aluminio, engastada em um dos lados e
livre nos demais, representada esquematicamente na figura 6.1.

De maneira a simular o engastamento, a placa foi montada entre
chapas de ago espessas, sendo este conjunto fixado rigidamente a uma base
inercial.

A excitagdo foi realizada utilizando-se um excitador eletromagnético,
e a forma de excitagdo utilizada foi a varredura de seno em uma faixa de 10 a

410 Hz. O ponto nimero 5 da figura 6.1 foi adotado como Unico para a

(&
ERIR
%

Ors.
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excitacdo. Este ponto foi escolhido em fun¢io do mesmo n3o pertencer a
nenhuma linha nodal. A captag¢do foi realizada nos pontos 1 a 17, gerando 17
FRF. Foi utilizado como padrdo de nomenclatura a seguinte notagdo: FRFXxy,

onde x representa o ponto de excitagdo e y representa o ponto de captagio.

360

ENGASTAMENTO

Livre Livre

360
14 15 16 1

espessura 3 mm

Livre

Fig. 6.1 - Placa ensaiada

A medig¢do da forga excitadora foi feita através de um transdutor de
for¢ca enquanto que na medigdo da saida empregou-se um acelerdmetro. Como
este trabalho utiliza a receptancia, foi necessaria a realizagdo de uma dupla

integragdo para a obtengdo dos deslocamentos.
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A aparelhagem utilizada nesta investigagdo experimental encontra-se

relacionada na tabela 6.1 a seguir.

Acelerometro Bruel & Kjaer 4383
Analisador de espectro Tektronix 2630
Amplificador de carga Briel & Kjaer 2626

Excitador eletromagnético Briel & Kjaer 4809
Gerador de sinais Bruel & Kjaer 1047
Amplificador de poténcia Briiel & Kjaer 2712
Transdutor de forga Briel & Kjaer 8200

Tabela 6.1 - Equipamentos Utilizadeos

6.2 - Resultados e discussdes

Os resultados que serdo aqui apresentados foram obtidos através da
utilizagdo dos programas implementados, cuja descrigdo foi feita no capitulo 5,

para identificagdo das FRF levantadas experimentalmente.
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A apresentacdio dos resultados esta dividida em duas partes. A
primeira estd concentrada nos métodos de Levy e Sanathanan e Koerner,
discutindo a inclusio ou nio do residuo de rigidez no processo de
identificagdo. A segunda realiza o eétudo comparativo dos cinco métodos
implementados em uma faixa de frequéncias de 0 a 4/0 Hz. Nesta segunda
parte foram incluidos os residuos de rigidez em todos os métodos e, nos
métodos da aproximagdo linear dos residuos e iterativo nfo linear, também o

residuo de massa.

6.2.1 - Analise da inclusiio do residuo de rigidez nos métodos de Levy e

Sanathanan e Koerner.

Devido ao fato de que os métodos de Levy e Sanathanan e Koerner
possuem limitagdo quanto a largura da faixa de frequéncias utilizada‘no
processo de ajustagem, neste item serdo apresentados resultados de ajustes
realizados em duas faixas de frequéncias : 0 a 200 Hz ¢ 0 a 410 Hz. Nio seré
discutida neste item a aplicabilidade destes métodos a grandes faixas de
frequéncia, a qual sera feita no item subsequenfe, restringindo-se a analise
apenas a influéncia da inclusdo ou n&o do residuo de rigidez no processo de
ajuste.

Foram escolhidos como resultados signjﬁcativos uma FRF de ponto ¢

duas FRF de transferéncia.
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As figuras 6.2 e 6.3 mostram o ajuste realizado pelo método de Levy
na FRF55 (de ponto) e na FRF512 (de transferéncia) respectivamente, onde
verifica-se claramente a qualidade do ajuste quando utilizado o residuo de
rigidez, sendo que o ajuste sem a inclusdo deste residuo resultou na nao
identificagdo da frequéncia associada ao segundo modo de vibrar. Em
contrapartida, a figura 6.4 que representa o ajuste da FRF51 mostra que néo
houve diferenga significativa entre os ajustes com e sem a inclusdo do residuo

de rigidez.
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Receptancia (Modulo db)

-160 i f % t i } }
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Frequéncia (Hz)

— Experimental —— Com residuo de rigidez —— Sem residuo de rigidez

Fig. 6.2 - FRFSS método de Levy
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A seguir serdo apresentados resultados que utilizam a faixa de
frequéncias de 0 a 4/0 Hz e que incluem, desta maneira, os quatro modos que
estdo presentes na faixa utilizada no ensaio experimental e que ndo estavam
incluidos nos ajustes apresentados. Deve ser observado que a placa ensaiada ¢
um sistema continuo e portanto, sempre estardo sendo desconsiderados no
ajuste alguns modos de vibrar.

As figuras 6.5 e 6.6 mostram, respectivamente, as FRF55 e FRF515
identificadas com e sem a inclusio de residuo, desta vez utilizando-se para os
ajustes, a faixa completa ensaiada. Novamente, é possivel verificar que houve
uma melhoria significativa no ajuste quando incluido o residuo de rigidez. E
importante observar que na FRF55 a melhoria foi muito mais significativa do

que na FRF515.

Receptincia (Médulo db)

-140 |

-160
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400
Frequéncia (Hz)

— Experimental —— Com residuo de rigidez —— Sem residuo de rigidez

Fig. 6.5 - FRFSS método de Levy
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Fig. 6.6 - FRF515 método de Levy

A mesma metodologia utilizada para a analise do método de Levy foi
aplicada ao método de Sanathanan e Koerner. As figuras 6.7 ¢ 6.8 mostram o
ajuste realizado com as FRF55 e FRF51, respectivamente, na faixa de 0 a 200
Hz, onde deve ser verificado que ndo houve diferenga tdo significativa com a
inclusdo do residuo de rigidez no processo de ajustagem, como quando
utilizado o método de Levy. Este fato ¢ explicado, lembrando-se que o método
de Sanathanan e Koerner € iterativo, onde cada nova iteragdo visa melhorar o
ajuste da iteragcdo anterior. A figura 6.9 apresenta o resultado do ajuste da
FRFS55 na faixa de 0 a 410 Hz e verifica-se que ocorreu um ganho de qualidade

quando incluido o residuo de rigidez no ajuste. Este resultado nesta ampla
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faixa de frequéncia mostra que o processo iterativo ndo conseguiu melhorar
sensivelmente o ajuste da primeira iteragdo onde € utilizado o método de Levy,
que possui problemas quando utilizado em largas faixas de frequéncia e que
conforme analisado anteriormente nido apresentou bons resultados sem a

inclusdo do residuo de rigidez.
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Fig. 6.7 - FRF55 método de Sanathanan e Koerner
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A seguir sera apresentada a tabela 6.2 que mostra os valores
experimentais obtidos para as frequéncias naturais, bem como suas médias e
desvio padrio. Esta tabela sera util na analise das tabelas subsequentes que

apresentam os valores obtidos através dos métodos de identificagéo.

FRF51 |19,38 [46,63 [117,5
FRF52 [20,00 [45.,00 [119.4
FRF53 |19,38 [46,25 |119,4
FRF54 |20,00 [46,25 [118,1
FRF55 ]20,00 [46.25 [118,1
FRF56 |20,63 46,25 |118,1
FRF57 |20.63 [46,25 [119.4
FRF58 [20,00 {45.,63 [120,0
FRF59 |21,88 |47.50 |119,4
FRF510 ]20,00 [45.,00 [116,3
FRF511 20,63 45,63 |117,5

170,0 |304.4 |351,3 |358,8 |404,4
171,3 |305.6 |350,0 [362,5 [400,6
171,9 |305,0 |347,5 |365,6 |398,1
171,3 |303.8 [350,6 |365,6 |398,8
170,6 |303.8 [352,5 [365,0 [402,5
171,3 |304,4 |348.8 |366,3 |----
171,3 [305,0 {345,6 [367,5 |403,8
171,3 [306,3 |349.,4 [368.1 [404,4
172,5 |305,0 |354,4 |368.8 |405,0
167,5 [300,6 [353,8 [366,9 [403.8
170,0 |305,0 |----- 366,3 |403,8

FRF512 [19,38 [46,25 [118,1 366,9 |403.8
FRF513 ]20,00 [46,25 [118,3 367,5 |403.8
FRF514 |19,38 [45,63 |118,1 365,6 |403,1
FRF515 [20,00 [46,25 [118.1 363,8 |401,9
FRF516 [19,38 [45,00 [117.5 366,3 |403,1

FRF517

Tabela 6.2 - Valores experimentais de frequéncias naturais

As tabelas 6.3 a 6.9 abaixo mostram os valores das constantes
modais identificadas, dos residuos de rigidez e do erro E definido pela
expressdo 4.63 que originaram as figuras apresentadas neste item. Os valores

referentes aos ajustes na faixa de 0 a 4/0 Hz serdo apresentados no item 6.2.2

a seguir.
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Com residuo de rigidez Sem residuo de rigidez
Modo @, & Rix @, é- Rix
(Hz) | (107 (10°%) (Hz) | (107 (10
1 19,51 11,6 |-0,334+i658,0) 19,50 | 11,0 -1,01+ i 623
2 45,55 2,43 0,396+ i 164 45,64 | 2,26 0,762+ 1 150
3 117,9 1,28 1,10-i 140 117,9 | 1,31 1,08-1i 144
4 157,9 0,886 0,339+ 1 18,2 157,8 10,697 0,315+ i 14,3
5 170,2 1,06 -0,180-i 49,5 170,1 | 1,04 | -0,0998-1i 48,9

Tabela 6.3 - Parimetros modais obtidos por ajustagem

Com residuo de rigidez Sem residuo de rigidez
Modo @, &, Rjx o, & Rjt
(Hz) | (107 (10°%) (Hz) | (107 (10°%)
1 19,41 16,2 0,345+ i 453 19,41 16,2 2,32+ 1 454
2 45,39 1,94 2,18+ 1 93,0 45,39 | 1,94 -1,72+192,9
3 117,8 | 0,742 12,8-i70,9 117,8 10,746 13,3-i70,8
4 157,7 { 0,707 | 0,295+ i 12,02 | 157,8 | 0,691 0,894+ i 11,9
5 170,3 0,899 -8,44-1 26,5 170,3 10,917 -7,56-1 26,9

Tabela 6.4 - Parimetros modais obtidos por ajustagem

Com residuo de rigidez Sem residuo de rigidez
Modo @, & Rix o, ¢ R
(Hz) | (10 (10°%) (Hz) |(107) (10°%)

1 20,36 8,86 -1,49-1i 263 21,59 3,76 -1,41-i 111

2 46,42 1,61 1.37-196,1 - - -

3 117,9 0,983 0,877-1i 144 117,9 10,827 1,36-i 122

4 156,9 1,67 0,790-1i 49,8 156,9 | 1,03 1,24-1 30,3

5 170,7 1,46 0,145-1 37,0 170,8 | 1,58 -0,419-1 39,3

Tabela 6.5 - Pariametros modais obtidos por ajustagem
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Com residuo de rigidez Sem residuo de rigidez
Modo @, &, Rix @, ¢ Rik
(Hz) | (107 (109 (Hz) | (107 (10°%)
1 19,75 8,75 17,7-1 152 19,74 | 8,84 17,6-1i 152
2 45,94 1,22 -0,528-i58,0 | 45,94 | 1,21 -0,505-1i 58,0
3 118,0 0,326 14,4- i 89,9 118,0 10,326 14,4-i 89,9
4 156,9 2,05 2,39-1 34,9 156,9 | 2,05 2,43-1 34,9
5 170,6 1,62 5,04-i 25,8 170,6 | 1,62 5,08-i 25,8

Tabela 6.6 - Parimetros modais obtidos por ajustagem

Com residuo de rigidez Sem residuo de rigidez
Modo o, & Rix o, &, Rik
(Hz) | (107 (10°) (Hz) | (107 (10°%)

1 20,27 10,5 -0,419+ 1 270 20,66 7,24 -1,57+ i 183

2 47,52 1,42 0,477+ i 43,9 - - -

3 118,5 2,21 0,0362+ i 128 | 118,5 | 1,95 | -0,336+ i 112,5

4 155,6 1,91 -1,48+ i 67,1 155,6 | 1,57 -1,55+ i 54,9

5 171,5 1,34 0,105+i13,6 | 171,9 | 1,51 0,405+ i 14,0

Tabela 6.7 - ParAmetros modais obtidos por ajustagem

Levy Sanathanan e Koerner
FRFS51 -17,9 253
FRFS55 95,0 7,82
FRF512 -64,2 -

Tabela 6.8 - Residuos de rigidez identificados




Levy Sanathanan e Koerner
com residuo sem residuo com residuo sem residuo
FRF51 29.2 28.6 16,1 16,1
FRF55 1,67 2,80 0,100 0,100
FRF512 1,20 3,41 - -

Tabela 6.9 - Erro resultante da ajustagem

E também importante observar que, devido aos valores obtidos das
constantes modais, onde a parte real é muito pequena em relagdo a parte
imaginaria, pode-se considerar a distribui¢do do amortecimento como sendo do

tipo proporcional.

6.2.2 - Anilise comparativa dos cinco métodos implementados.

As figuras 6.10 até 6.36 que estdo apresentadas a seguir foram
originadas da aplicagdo dos cinco métodos de ajuste implementados neéte
trabalho a sete FRF que foram levantadas atravéé do ensaio experimental.

Com o intuito de verificar a qualidade do ajuste feito através do
método de Levy, que mostrou-se eficiente quando utilizado em faixas estreitas
de frequéncia, em faixas que contenham um nimero maior de modos, este
método foi aplicado na faixa total de frequéncias utilizada no ensaio
experimental. Os ajustes realizados para a FRF55 e FRF515 ja foram
apresentados nas figuras 6.5 e 6.6, enquanto que as figuras 6.10 a 6.14

mostram a identifica¢io executada nas outras FRF.
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Embora a maioria destes ajustes, utilizando-se o método de Levy,
ndo possuam boa qualidade, deve ser notado que melhores resultados foram
obtidos na regido de altas frequéncias, enquanto que na regido de baixas
frequéncias, principalmente o primeiro e o segundo modo, piores resultados
foram obtidos. Deve ser observado também que um grande erro ¢ encontrado
no processo de ajuste na regido das ressondncias, fato este diretamente ligado
a ponderagdo do erro pelo denominador da FRF. Estas constatagdes ja eram
esperadas e justificam as afirmag¢des feitas no capitulo 4, no item referente ao

método de Levy.
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Fig. 6.14 - FRF512 método de Levy

Da mesma maneira que realizado para o método de Levy, o método

de Sanathanan e Koerner foi utilizado na faixa total de frequéncias do ensaio
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experimental, uma vez que foram obtidos bons resultados com este método na
faixa de frequéncia de 0 a 200 Hz. O resultado do ajuste da FRF55 ja foi
apresentado através da figura 6.9. Nas FRF52 e FRF515 o método de
Sanathanan e Koerner ndo conseguiu melhorar o ajuste obtido por Levy,
finalizando o processo de ajustagem ainda na primeira iteragdo.

De maneira geral verifica-se que o método de Sanathanan e Koerner
ndo atingiu resultados satisfatorios nesta ampla faixa de frequéncias. Deve ser
observado, entretanto, que tanto para os ajustes feitos nas faixas de frequéncia
de 0 a 200 Hz, quanto para a faixa total, este método realizou melhores ajustes
do que o método de Levy nas faixas de baixa frequéncia e, devido a fungédo
ponderadora introduzida, conforme apresentado no capitulo 4, obteve-se

melhores resultados na regido das ressonancias.
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A seguir sdo apresentados, através das figuras 6.19 a 6.25, os
resultados dos ajustes realizados com a utilizagdo do método para estruturas
levemente amortecidas. Conforme pode ser verificado, a qualidade dos ajustes
obtidos ¢ excelente. Este fato € justificado verificando-se que a placa utilizada
no ensaio enquadra-se nas hipoteses de trabalho deste método, ou seja, de que
a estrutura possua baixo amortecimento e que a distribui¢io do mesmo seja do
tipo proporcional, fato este claramente observavel no item 6.2.1. acima,
conforme as tabelas apresentadas.

No final deste capitulo serdo apresentadas as tabelas com os valores

obtidos nestes ajustes.
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Fig. 6.25 - FRF515 método para estruturas levemente amortecidas

O método da aproximagdo linear dos residuos necessita que sejam
fornecidos os valores das frequéncias naturais e dos fatores de amortecimento
modais previamente identificados por algum outro método. Neste trabalho
foram utilizados os valores identificados através do método para estruturas
levemente amortecidas. Os resultados obtidos podem ser considerados bons
oferecendo um bom ajuste na maioria das FRF utilizadas. As imperfei¢des
ocorridas no processo de ajuste utilizando-se este método, podem ser
atribuidas a dificuldade da determinagdo do correto valor do fator de
amortecimento modal em estruturas com baixo amortecimento.

Os resultados sdo apresentados por meio das figuras 6.26 a 6.32 a

seguir.
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Fig. 6.27 - FRF55 método aproximacéo linear dos residuos
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Fig. 6.32 - FRF515 método aproximacao linear dos residuos

O quinto método implementado foi o iterativo ndo linear. Conforme

ja abordado no capitulo 4 este método necessita de valores de partida de todos

parimetros modais os quais, neste trabalho, foram determinados utilizando-se

novamente o método para estruturas levemente amortecidas. Os resultados

obtidos foram muito bons em poucas itera¢gdes. As figuras 6.33 a 6.38 a seguir

mostram os resultados obtidos. Na FRF10 ndo houve melhora no processo de

ajustagem, mesmo com a multiplicagdo dos incrementos por fatores entre 0 e /,

conforme indicado por Bustiria e Gimenez (1985), ou seja, o erro divergiu.

Ap6s a apresentagdo das figuras, serdo apresentadas também as tabelas com os

valores correspondentes aos ajustes executados.
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Finalizando este capitulo, serdo apresentadas a seguir as tabelas 6.10
a 6.18 referentes aos valores obtidos nos ajustes utilizando os métodos para

estruturas levemente amortecidas e iterativo nfo linear.

FRF52 FRFS55

Modo @, & Ajk @, & PAjx
(Hz) | (10%) (107) (Hz) | (10 (10
1 20,22 36,8 -24,6 20,00 | 36,4 11,5
2 45,00 16,8 -13,7 46,3 13,9 9,87
3 119,4 4,35 9,32 118,1 | 2,64 36,8
4 157,5 5,06 -9,96 156,9 | 3,55 16,8
5 171,3 3,51 7,67 170,6 | 2,54 13,0
6 305,6 1,39 0,916 303,8 | 2,70 11,4
7 350,0 1,76 -3,40 352,5 | 5,08 5,95
8 362,5 1,53 -21,6 365,0 | 2,22 31,7
9 400,6 1,15 -6,88 402,5 | 2,56 15,6

Tabela 6.10 - Parimetros modais obtidos por ajustagem
Modo o, & PAjk o, &, rAjx
(Hz) | (10 (107 (Hz) | (107 (107
1 20,65 38,0 -5,05 21,9 | 53,0 0,878
2 46,25 11,7 -4,81 47,50 | 13,7 0,951
3 119,4 5,85 -28,7 119,4 | 13,2 6,90
4 158,1 4,93 -12,8 157,5 | 4,82 3,64
5 171,3 3,56 -14,0 172,5 | 3,93 3,05
6 305,0 1,79 -7,00 305,0 | 3,11 1,86
7 345,06 3,10 -4,60 354,4 | 4,92 1,18
8 367,5 2,02 -12,5 369,0 | 4,16 5,56
9 404,0 1,61 6,84 405,0 | 5,58 -4,62

Tabela 6.11 - Parimetros modais obtidos por ajustagem
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FRF510 FRF12
Modo @, & Ak @, &, rAjk

(Hz) | (107) (107%) (Hz) | (107 (107%)

1 20,0 36,4 -9.86 19,38 | 36,0 -10,2

2 45,00 12,2 -15,1 46,25 10,4 -4,02

3 116,3 | 5,12 -39,3 118,1 | 5,65 -29,2
4 157,5 4,71 9,07 155,6 4,23 -20,1

5 167,5 | 3,21 _27,.4 171,9 | 3,25 -4,51

6 300,6 | 3,16 22,3 300,0 | 2,33 -17,1

7 353,8 3,26 1,13 352,5 2,12 -1,03

8 366,9 | 4,27 1,18 366,9 | 2,98 -16,7

9 403,8 | 29,5 1,10 403,8 | 2,59 9,81

Tabela 6.12 - Parimetros modais obtidos por ajustagem

FRF515
Modo o, &, PAjx
(Hz) | (107%) (107%)
1 20,00 | 36,6 -11,5
2 46,25 | 11,6 8,74
3 118,1 | 5,75 -31,7
4 157,5 | 4,00 -13,1
5 170,0 | 3,72 20,1
6 3050 | 2,53 -7,88
7 352,5 | 0,934 1,23
8 363,8 | 1,68 30,0
9 401,9 | 2,32 14,9

Tabela 6.13 - Parimetros modais obtidos por ajustagem
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Modo @, &, Rix @, & Rk
(Hz) | (107) (107) (Hz) | (10%) (10°7)
1 20,01 | 36,9 | -0,340+i 6140 | 20,01 | 36,4 | 0,333-i 2870
2 45,00 | 16,8 | -0,899+i 1520 | 46,26 | 13,9 | 0,747-i 1070
3 1194 | 4,35 -0,759-i 390 | 118,1 | 2,64 | 0,439-i 1560
4 157,5 | 5,04 -1,19+i 316 | 156,9 | 3,55 0,789-i 535
5 171,3 | 3,51 -0,901-i 224 | 170,6 | 2,54 0,630-i 380
6 3055 | 1,35 | -0,599-i 14,6 | 303,8 | 2,70 1,10-i 189
7 3501 1,80 | -0,774+i 49,5 | 352,5 | 5,24 2,60-i 87,2
8 362,5 | 1,52 -0,905+i 299 | 365,0 | 2,22 1,80-i 435
9 400,6 | 1,21 | -0,862+i 88,7 | 402,5 | 2,51 1,98-i 193

Tabela 6.14 - Parimetros modais obtidos por ajustagem

FRF57 FRF59
Modo o, & Rix @, & Rix
(Hz) | (107 (10°7) (Hz) |(10) (107)
1 20,64 37,9 -0,173+i 1220 21,90 52,9 0,145-i 201
2 46,25 11,7 -0,254+1i 520 47,50 13,7 0,0941-i 100
3 119, 4 5,84 -0,395+i 1200 119, 4 13,2 0,269-i 289
4 1581 4,94 -0,454+i 406 1575 4,82 0,139-i 116
5 171,3 3,56 -0,354+i 408 172,5 | 3,92 0,117-i 88,2
6 305,0 1,79 -0,337+i 115 305,0 3,11 0,317-i 30,5
7 345,6 3,12 ~-0,759+i 67,0 354, 3 5,04 1,09-i 17,3
8 367,5 2,02 -0,678+i 170 368,7 4,13 1,22-i 74,8
9 403,8 1,71 -0,439-i 87,1 405,0 6,97 -0,263+i 65,2

Tabela 6.15 - Parametros modais obtidos por ajustagem
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FRF512 FRF515
Modo o, &, Rji o, & Ri
(Hz) | (107 (107) Hz) |10 (1077)
1 19,39 36,0 0,0454+i 2640 | 20,01 | 36,6 0,306+i 2880
2 46,25 10,4 0,113+i 435 46,25 | 11,6 0,412-1 944
3 118,1 5,65 0,189+i 1240 118,1 5,75 0,616+i 1340
4 1556 4,24 0,189+i 646 157,5 | 3,99 0,604+i 416
5 171,9 3,27 0,163+i 131 170,0 | 3,75 0,593-i 590
6 300,0 2,34 0,186+i 285 305,0 | 2,52 1,04+i 129
7 352,5 2,08 0,146+i 14,4 352,5 0,944 0,707-i 17,7
8 367,0 2,98 0,345+i 228 363,7 1,69 1,51-i 412
9 403,8 2,57 0,420+i 121 401,8 | 1,92 0,567-i 168
Tabela 6.16 - Parimetros modais obtidos por ajustagem
de rigidez de massa
FRF52 8,04 2550
FRF55 -7,31 -2330
FRES57 2,68 895
FRF59 0,0327 -105
FRF512 -1,58 -494
FRF515 -2.65 -1110
Tabela 6.17 - Residuos do método iterativo nie linear
Iterative nio linear Estruturas levemente amort.
FRFES52 1,65 1,65
FRF55 0,671 0,671
FRF57 0,128 0,128
FRF59 0,00263 0,00264
FRF510 - 0,600
FRF512 0,390 0,390
FRF515 0,350 0,350

Tabela 6.18 - Erro resultante da ajustagem
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7. Conclusées e Propostas de Trabalhos Futuros

7.1 - Conclusées

A observagdo dos resultados obtidos pela aplicagio dos dados
experimentais aos programas computacionais desenvolvidos conduz a
conclusdes relacionadas aos métodos de identificagdo implementados, que
serdo apresentadas a seguir.

Os métodos de Levy e Sanathanan e Koerner mostraram-se eficientes
'somente em faixas estreitas de frequéncia. Embora a nfo inclusdo do residuo
de rigidez tenha resultado em ajustes de boa qualidade em alguns casos, os
resultados obtidos com a inclusdo deste residuo sempre foram melhores do que
aqueles obtidos sem a inclusio do mesmo. Desta maneira, é fortemente
recomendavel que todos os ajustes utilizando tais métodos sejam realizados

com a inclusdo do residuo de rigidez.
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O método destinado & estruturas levemente amortecidas alcangou
resultados excelentes, quando comparado com os outros métodos testados. Sua
eficicia ficou comprovada quando aplicado & estruturas que respeitem as
hipodteses intrinsecas a sua definigdo. |

O método da aproximag:ﬁo linear dos residuos nio mostrou-se muito
eficiente no tipo de estrutura ensaiada, ou seja, com baixo amortecimento.
Como neste método os pardmetros globais do sistema (frequéncias naturais e
fatores de amortecimento) sdo considerados conhecidos e permanecem
constantes, sua baixa performance pode estar vinculada a erros na
determinagéio destes pardmetros, uma vez que somente os parimetros locais do
sistema, os residuos modais, sdo ajustados.

O método iterativo nio linear possibilitou ajustes de boa qualidade,
sendo uma boa alternativa para as estruturas em que as condi¢des inerentes ao
método para estruturas levemente amortecidas nfo forem satisfeitas. E
importante ressaltar, novamente, que este método depende de uma boa
estimativa inicial,.que foi feita neste trabalho utilizando-se o método para
estruturas levemente amortecidas.

Todos os métodos iterativos revelaram deficiéncias no ajuste da
regido das antiressondncias. Esta deficiéncia é relacionada aos erros serem
mais significativos em regides proximos &s ressonéncias. Isto se deve ao fato
dos ajustes terem sido realizados com as FRF na forma de real e imaginario, o

que conduz a niveis muito baixos de resposta na regiio das antiressonéincias.
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7.2 - Sugestées para trabalhos futuros

¢ Realizacdo de ensaio experimental em estruturas com
amortecimento maior com o objetivo de verificar se as conclusdes obtidas
neste trabalho sio validas também para este tipo de sistema.

¢ Implementagdo de um método que utiliza ajuste através da FRF na
forma logaritmica, com o objetivo de melhorar o ajuste na regiio das
antiressonancias, conforme proposto por Sidman et al (1991).

e Realizag@o de implementagio e de anilise comparativa semelhante
a deste trabalho, utilizando-se como FRF a inertincia. Esta sugestdo visa evitar
a ampliagdo do ruido na regido de baixas frequéncias devida a dupla integragio

necessaria para determinar os deslocamentos a partir das aceleragdes medidas
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