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RESUMO

MONTEIRO Jr., LA. Implantação de um modelo tridimensional para a circulação

das águas induzida pelo vento em lagos. São Carlos, 1998. 88p. Dissertação

(Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo.

Este trabalho apresenta um estudo sobre a circulação das águas induzida pelo

vento em lagos, utilizando um método explícito de diferenças finitas tridimensional.

Desenvolveu-se um programa computacional cujos resultados se mostraram

satisfatórios quando comparados com os de literatura e coerentes quando aplicado à

Represa do Lobo.

Palavras chaves: modelo matemático; diferenças finitas; lagos.
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ABSTRACT

MONTEIRO Jr., L.A. Implementatíon of a three-dimensional model for the

circulation ofthe waters induced by the winâ in lakes. São Carlos, 1998. 88p.

Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de

São Paulo.

This work presents a study ofwater circulation in reservoir induced by winds; It

was used a tri-dimensional hydrodynamic models based on fínite difference approach.

It was developed a computational algorithm and tested with simpüfied domain and

applied to simulate the water circulation in Lobo Reservou-, SP. When compared with

literature the numerical results can be considered satisfactory.

Key words: matheraatical model; fínite differences; lakes.



1 INTRODUÇÃO

1.1 Apresentação

Um dos componentes mais importantes para a vida humana é a água. Assim,

com a degradação dos corpos cT água, ao longo dos anos, foi necessário desenvolver

técnicas para o seu tratamento e formas de gerenciamento.

Alguns dos fatores, que mais contribuíram para a degradação e escassez dos

recursos hídricos, foram o crescimento populacional desordenado e o

desenvolvimento tecnológico e industrial. Este último favoreceu o aumento de

resíduos industriais que muitas vezes são Jogados nos rios.

Conseqüentemente a comunidade científica tem, cada vez mais, estudado os

problemas relativos aos recursos hídricos, buscando desenvolver técnicas capazes de

gerenciar tais recursos, como pode ser visto no trabalho de BARTH(1987).

Na literatura notamos um aumento considerável nos estudos sobre lagos, muito

embora os problemas associados a rios e estuários possuam uma bibliografia mais

numerosa.

A circulação das águas induzida pelo vento é uma das responsáveis pelo

transporte de nutrientes e dispersão de poluentes. Nos últimos anos, tem aumentado a

evidência de que a mistura de processos físicos em lagos e reservatórios influenciam

nas características químicas e biológicas do mesmo.

Na construção de reservatórios e no gerenciamento de lagos naturais, os

engenheiros têm desenvolvido "ferramentas" para analisar e prognosticar as

características de mistura do lago através da circulação das águas induzidas pelo

vento.
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Neste trabalho apresenta-se um modelo numérico computacional capaz de

representar a circulação das águas em lagos. Em particular será analisada a circulação

na Represa do Lobo, localizada no município de Itirapma - SP.

A inviabilidade de uma solução analítica para o problema é um fator que

incentiva a pesquisa e o desenvolvimento de modelos numéricos computacionais.

No passado, vários modelos físicos e laboratoriais foram desenvolvidos para se

analisar os processos de mistura, no entanto, tais modelos não eram capazes de

simular realisticamente o vento e as condições de fundo, entre outros parâmetros.

Atialmente, tem-se descrito tais problemas através de modelos numéricos,

voltados à implementação em computadores. Isto se deve ao desenvolvimento de

computadores de alta velocidade e grande capacidade de armazenamento aliados ao

baixo custo de aquisição, além disso o uso de estações de trabalho permitem a

resolução da maioria dos problemas numéricos de interesse da engenharia

(MALISKA(1995))

Os modelos numéricos computacionais exigem cuidados para a representação

ideal de um problema. Os fenómenos de circulação em lagos são descritos de maneira

completa por modelos tridimensionais, muito embora, vários trabalhos foram

desenvolvidos utilizando modelos bidimensionais fazendo uma hipótese de

profundidade média, desprezando as características do fundo do lago.

Os modelos tridimensionais apresentam dificuldades computacionais de

armazenamento de variáveis e são, em geral, mais lentos que os bidimensionais, cerca

de 10 vezes segundo JIN e KRANENBURG (1993).

Para muitos corpos d'água, a hipótese de se trabalhar com águas rasas é

bastante razoável. Além da hipótese citada, várias outras simplificações têm sido

usadas na literatura, dentre elas destacam-se: o tratamento dos termos não lineares,

coeficientes de viscosidade tjrbulenta e as condições de contorno no fundo.

O modelo tem base nas equações da continuidade e quantidade de movimento,

tornadas em suas formas tridimensionais, gerando um campo de velocidades.

Uma das dificuldades de um bom programa computacional é a saída de dados.

Assim, para meüiorar a visualização dos resultados buscou-se uma saída gráfica, que
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representa o campo de velocidades. Esta visualização gráfica foi conseguida através

do software itwiew", desenvolvido na PUC do Rio de Janeiro.

Este trabalho está dividido em 8 capítulos, sendo que no capítulo l consta a

introdução e os objetivos. No capítulo 2 fez-se uma revisão bibliográfica citando

alguns trabalhos sobre circulação de águas induzida pelo vento. O capítulo 3 descreve

a metodologia aplicada, onde as equações são apresentadas e discretizadas, e o

esquema numérico utilizado e o algoritmo serão definidos. Os aspectos

computacionais serão tratados no capítulo 4. A verificação do modelo é feita no

capítulo 5. Os principais resultados obtidos serão apresentados no capítulo 6, sendo

que as conclusões e recomendações para futuros trabalhos serão mostrados no

capítulo 7 e por fim no capítulo 8 serão apresentadas as referências bibüográficas

utilizadas.

1.2 Objetivos

Este trabalho consiste no desenvolvimento de um modelo numérico

tridimensional que represente a circulação das águas induzidas pelo vento em um

lago.

Para tanto passamos pelas seguintes etapas:

— Reconhecer o problema buscando na literatura subsídios para o estudo.

- Equacionar e desenvolver um esquema numérico capaz de representar o

problema.

- Implementar o problema, primeiramente para domínios simples objetivando

uma avatíação inicial e por fim aplicá-lo à Represa do Lobo (Broa),

localizada no município de Itirapina - SP.



2 REVISÃO DE LITERATURA

2.1 Introdução

Neste capítulo comentaremos alguns dos trabalhos mais relevantes sobre

circulação de águas induzida pelo vento em lagos, com o objetivo de apresentar

algumas das diferentes formas com que o assunto vem sendo abordado ao longo dos

anos.

O capítulo baseia-se, íündamentalmente, nos trabalhos de LIGGETT (1970),

FALCONER et al. (1990), PONCE & YABUSAKI (1981), KOUTITAS &

OÏCONNOR (1980), entre outros.

Na iïteratura^ encontramos basicamente duas formas de estudar o problema de

circulação em lagos. Existem os trabalhos experimentais, que consistem no

monitoramento e medições feitas com equipamentos próprios como citados em

BAENES & KNAPP (1965). Tais experimentos foram utilizados para a verificação e

ajustes do modelo desenvolvido por WU & TSANIS (1995). Um outro modo de se

tratar o problema é através de um modelo matemático.

Um modelo matemático é constituído basicamente de um conjunto de equações,

que representam um determinado fenómeno físico. A resolução de problemas

modelados matematicamente pode ser feita de dois modos: Soluções Analíticas

(exatas) e Modelos Numéricos (soluções aproximadas).
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2.2 Soluções Analíticas

Ainda que as soluções analíticas apresentem resultados precisos, elas são

raramente usadas devido, principalmente, a grandes dificuldades de tratamento das

equações (diferenciações e integrações). Isto faz com que tais soluções sejam

adotadas somente em casos bastante específicos em que se consideram muitas

simplificações.

O artigo escrito por Wü & TSANIS (1995) mostra um estudo numérico das

correntes de água induzidas pelo vento e também apresenta, sem muitos detalhes, uma

solução aaalítica para o caso permanente e unidimensional.

LIGGETT & HADJITHEODOROU (1969), LIGGETT (1969) e LYNCH &

GRAY (1978) mostram em seus trabaüios o desenvolvimento das equações até atingir

uma solução analítica para a circulação em lagos rasos e homogéneos; é um estudo

para o caso permanente e tridimensional.

LIU & PEREZ (1971) trabalharam com as equações adimensionaiisadas

tridimensionais de um modo semelhante ao desenvolvido por LIGGETT &

HADJÏTHEODOROU (1969); a diferença entre os dois é que no segundo trabaUio foi

utilizado o parâmetro de CorioUs.

2.3 Modelos Numéricos

Para um modelo matemático existem vários modelos numéricos possíveis.

Assim, por exemplo, o modelo numérico pode ser desenvolvido via Método das

Diferenças Fmitas, Método dos Elementos Finitos, como podemos observar nos

trabalhos de GALLAGER et al. (1973) e NISfflDA (1995), ou mesmo combinações

das duas técnicas anteriores, como no trabalho de KOUTITAS & 0'CONNOR

(1980).

A adoção de modelos numéricos para problemas de circulação de águas

induzida pelo vento, tem se constituído numa prática bastante comum nos últimos

anos. A evolução dos computadores é uma das principais razões para o aumento da

utilização dos modelos numéricos.
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Existem vários níveis de sofisticação de modelos numéricos, que variam

conforme o detaüiamento do problema. Para o caso de circulação das águas, existem

vários modelos propostos na literatura, dentre eles destacam-se modelos

bidimensionais, tridimensionais e os modelos que se colocam de forma intermediária,

os chamados modelos quasi-tridimensionais.

A modelagem é feita de modo completo em três dimensões e é representado

pelas equações de Navier-Stokes. Os modelos numéricos se completam com a

introdução das condições inicias e de contorno.

2.4 Equações Governantes

"Temos uma compreensão limitada da multiplicidade de variáveis

interdependentes que compõem os sistemas ambientais. Somos incapazes de escrever

detalhadamente o que ocorre, mesmo se nos restriagirmos a aspectos físicos, tais

como a circulação e o transporte de uma substância em escoamentos geofísicos.

Visando a planejar nossas intervenções no meio ambiente recorremos à modelação,

isto é, uma ideatízação simplificada dos complexos sistemas naturais" (WROBEL et

al., 1989, p. 158).

As equações vão representar de modo matemático um fenómeno da natureza,

que no caso é a circulação das águas em lagos provocada pela ação do vento.

Baseado em aspectos físicos e experimentais conclui-se que o escoamento em

corpos cTágua rasos é turbulento. As equações de Navier-Stokes são as que

representam o fenómeno de modo completo. Tais equações são baseadas no princípio

de conservação da quantidade de movimento (2- lei de Newton) e a conservação de

massa para um volume de controle. O plano horizontal é definido pêlos ebcos

cartesianos Ox e Oy tornados no sentido antí-horário e o ebco vertical Oz, é tornado

positivo no sentido superfície - fundo.

No desenvolvimento das equações, em geral, consideram as seguintes hipóteses:

- Lago homogéneo.

- Pressão em equilíbrio hidrostático.

Esta hipótese restringe a solução à LAGOS RASOS onde:
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D/L « l

D: profundidade máxima,

L: largura máxima.

- As elevações da superfície da água são pequenas quando comparadas à

profundidade do lago.

Com base nas hipóteses acima, LIGGETT (1970) adotou o seguinte

equacionamento:

Continuidade:

ffu õv ^w _ C2.:
'+^:+^T=0

Quantidade de movimento na direção x:

OU Ô 2 . ^ / \ . õ
.+-^-^+^-^)+^^)-yv=

0t ÕX

l Ô? 0 [ ÔU\ ^ Ô [ ÔU\ ^ Ô \ ou
'+^:1 ??^T 1+^:1 ü^: 1+^:1 ü-

p tí x c'z\' cfz) c^x^ c^xj c^y\

Quantidade de movimento na direção y:

av . ^ /. .\, ô ^1, ff
-+—[i{v)+^-v'+^-{iíw)+fii=

l õ p õ [ âv \ õ \ ffv \ ô \ ôv
-+^Tl 77^Tl+^-l ü^-l+-ïTl ü-

(2.3)

p ôy ~ õz\' ff z) ^x^~ ôx) 0y\^ ôy,

Pressão em equilíbrio hidrostático:

(2.4)

l õ p
°=—^-sp ôz
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Na superfície, onde z = 0, tem-se:

ou õv a.t
'=T^TÏ^~:=ry

07. ~iJ ' ÔZ

u, v, -w : componentes de velocidade nas direções x, y e z

respectivamente,

t: tempo,

/: parâmetro de Coriolis,

p', massa específica da água,

p : pressão,

TI: viscosidade vertical turbulenta,

u : viscosidade horizontal turbulenta,

g : aceleração da gravidade,

Tc, TV : tensão superficial do vento nas direções x e y respectivamente.

2.4.1 Análise das tensões

Neste item apresentamos a forma com que as tensões são tratadas na literatura.

- Tensão no Fundo

A tensão no fundo é causada pelo atrito do fluido com o leito. Para

representá-lo aplica-se a lei quadrática, que segundo PONCE & YABUSAKI (1981),

ZHOU (1995), MUIN & SPAULDING (1997a), MUIN & SPAULDING (1997b),

entre outros é dada por:

7-B.=PCÁU2+V2)U

T^=PCf(u2+vl)ïv
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onde p : massa específica,

Cf : coeficiente de atrito no fundo, que pode ser obtido através das

seguintes fórmulas:

g
c?Fórmula de Chezy C^ = -^- onde C é o coeficiente de Chezy

ou

gn~
Fórmula de Manning Cy = — onde n é o coeficiente de Manning.

h3

Tais formulações podem ser meUior estudadas através de DAILY &

HARLEMAN(1966).

JTN & KRANENBURG (1993) afirmam em seu trabalho que em escoamentos

de grande escala, existe uma camada próxima ao fundo, onde a distribuição de

velocidade é logarítmica. E é dada por:

^4í)
onde: UQ : velocidade próxima do fundo,

k: constante de Von Kármán (s 0,4),

z: altura da camada do fundo,

ZQ: altura da rugosidade no fundo.

Esta mesma formulação foi adotada nos trabalhos de KOUTITAS &

0'CONNOR (1980) e WU & TSANIS (1995).

HUANG & SPAULDING (1995) e JOHNSON et al. (1993) introduziram as

leis logarítmicas no coeficiente de arrasto C (Chezy), utilizando o valor de k = 0,42.

c41.i"(^T
ik'~ ZQ J
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- Tensão na Superfície Livre

A tensão na superfície üvre é causada pelo atrito do vento com superfície da

água, JOHNSON et al. (1993), WU & TSANIS (1995) e FALCONER et al. (1991)

adotaram a seguinte formulação:

^x = ParcDU.

TV = ParcDU.

u,.

u.

onde: py - massa específica do ar,

CQ . - coeficiente de arrasto do vento,

u - velocidade do vento medida a 10 m da superfície üvre.

0,=
1,1.10 para u^ ^ 6m/s

^( 0,61+0,063^) 10~3 para ^ > 6m/^

WROBEL et al. (1989) apresenta a seguinte fórmula para o coeficiente de

arrasto:

C^-0,00l(o,8+ 0,065uJ

Já SALOMOM apud JESUS (1989) faz a seguinte recomendação baseado em

várias observações:

0,0015 para u^ ^ \5m/s

D =lo,0026 para ^ > 15m/s

* SALOMON, J.C.; LÊ HIR, P. Étude de 1'estuare de la Seine, Université de Bretagne Occidentale, Faculte

dês Sciences et Technique, France apud JESUS, J.A.O. Modelo numérico de circulação e qualidade da água

em estuários bem misturados, aplicação no estuário de Guaíba. São Carlos, 1989. Dissertação (Mestrado)-

Escola de Engenharia de São Carlos - Universidade de São Paulo.
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e amda afirma que o coeficiente de arrasto pode sofrer uma variação entre 0,0009 e

0,0062 para vários estuários no mundo.

Prosseguindo, faremos uma análise de alguns Modelos Numéricos

(bidimensionais, tridimensionais, etc.) que tratam o problema.

2.5 Modelos Numéricos

Como Já foi mencionado anteriormente, existem vários níveis de sofisticação

para os modelos numéricos.

2.5.1 Modelo BÍdimensional

A modelagem bidimensional é bastante usada. Sua representação, em geral, se

dá no plano horizontal X-Y, no caso mais comum, ou no plano X-Z, no caso de

estuários muito estratificados.

O modelo proposto por PONCE & YABUSAKI (1981) parte das equações de

Navier-Stokes realizando várias simplificações chegando às equações de

profundidades médias. Três foram as simplificações básicas utilizadas:

As velocidades verticais foram desprezadas

As tensões do vento e os efeitos do vento geostrófico também foram desprezados.

Utilização de valores médios para descrever as propriedades do escoamento que

variam verticalmente (com a profundidade).

Dentre as hipóteses mencionadas acima, a de maior destaque é a última, pois é

ela que faz com que a análise debce de ser tridünensional, já que as distribuições de

velocidades na vertical são praticamente perdidas. No entanto, PONCE &

YABUSAKI (1981) argumentam que tais informações podem ser desprezadas

quando se trabalha com águas rasas.

Os efeitos das tensões de cisaUiamento não são tratadas explicitamente, são

introduzidas como um fàtor de correção na rotina que trata das velocidades médias.

As tensões de fundo, também não tem tratamento especial, é usada a expressão

de Chezy.
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A discretização das equações é feita utilizando Diferenças Finitas, adotando-se

Ax igual a Á^.

PONCE & YABUSAKI (1981) adotaram um esquema centrado para a

discretização espacial, e um esquema de diferenças de primeira ordem progressiva

para a discretização temporal

O procedimento usado para resolver as equações discretizadas é uma espécie de

derivação do Método ADI, sendo que cada estágio de tempo contém um esquema

impiïcito seguido de um esquema explícito. Tal procedimento resolve as equações da

quantidade de movünento nas direções x e y separadamente, penmtindo que um

problema bidimensional seja tratado como uma sequência de problemas

unidimensionais. Desta forma, no primeiro estágio as equações da quantidade de

movimento na direção x e da continuidade são tratadas de modo implícito, enquanto a

equação da quantidade de movimento na direção y é explícita. No segundo estágio as

equações da quantidade de movimento na direção y e da continuidade são tratadas de

modo implícito, enquanto a equação da quantidade de movimento na direção x é

explicita.

Os contornos foram tratados de duas formas:

contornos abertos: fluxo de massa é igual a zero nas direções perpendiculares ao

contorno.

contornos fechados: neste caso adota-se uma condição de "no-slip", e para pontos

fora do domínio adota-se o ponto imagem.

Exemplos de modelos numéricos bidimensionais podem ser encontrados nos

trabalhos de JESUS (1989) e de HU & KOT (1997)

2.5.2 Modelo Tridimensional

Método das Células

LIGGETT (1970), desenvolveu um modelo tridimensional. Método das Células,

para a modelagem da circulação das águas de um lago, tornando por base as equações

da quantidade de movimento não linearizadas, incluindo a viscosidade horizontal
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turbulenta e admitindo que a viscosidade vertical turbulenta pode variar de ponto para

ponto.

No desenvolvimento das equações, LIGGETT (1970) fez as seguintes

hipóteses:

Lago homogéneo.

Pressão em equilíbrio hidrostático (restringe à lagos rasos).

As elevações da superfície da água são pequenas quando comparadas com a

profundidade do lago.

O Método das Células faz uma adimensionalização das equações através de

mudanças de variáveis.

A discretização das equações é feita utilizando um esquema de Diferenças

Finitas explícito, dividindo o lago em células tridimensionais.

LIGGETT (1970) faz um tratamento especial para a pressão. O Método da

Células envolve a solução de equação do tipo Poisson para a pressão, que é definida

no centro de cada célula. A hipótese de equilíbrio hidrostático faz com que a pressão

não varie verticalmente, assim a equação de pressão é baseada nas velocidades médias

calculadas verticalmente. A discretização da pressão é feita com base nas equações de

quantidade de movimento nas direções x e y, integradas verticalmente. LIGGETT

(1970) aiada introduz um fator de correçao nos termos de pressão com o objetivo de

diminuir erros de divergência em tempos futuros.

Os contornos são divididos em três casos:

Superfície

Fundo

Laterais

Cabe ressaltar que é feito uso da condição de "no-slip", que os contornos de

fundo são separados em três casos e também um tratamento específico para as

condições de contorno nos termos de pressão.

Na simulação realizada por LIGGETT (1970) com o Método das Células

verificou-se que os efeitos da variação da viscosidade turbulenta influenciam de forma

pequena, porém, detectável nas velocidades e no modelo de circulação. Outro fator
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importante, foi o aparecimento de algumas instabiüdades durante os cálculos, que

foram corrigidas com a diminuição do incremento de tempo.

Modelo de Koutítas e 0'Conaor

KOUTITAS & 0'CONNOR (1980) elaboraram um modelo tridimensional para

escoamentos induzidos pelo vento e por marés em regiões costeiras. Mais

precisamente o trabalho foi aplicado na Baia de Thessaloniki, na Grécia.

O modelo parte das equações da quantidade de movimento e da continuidade,

tridimensionais, linearizadas e integradas verticalmente. As condições de contorno

utilizadas são basicamente quatro: na superGcie Livre, no fundo, contorno a mar aberto

e nas paredes. Na superfície livre considera-se os efeitos da velocidade do vento, no

fundo utiliza-se "no-slip", no contorno a mar aberto podem ser adotadas técnicas de

monitoramento ou mesmo formulações empíricas e nas paredes a componente normal

de velocidade é igual a zero.

KOUTITAS & 0'CONNOR (1980) utilizaram uma combinação de Diferenças

Finitas e Elementos Finitos para solucionar o problema. A técnica de Elementos

Finitos é usada para descrever a variação das velocidades verticalmente, ou seja a

soma de todos os elementos em uma vertical compõe a matriz global. Qualquer termo

derivativo com relação a x e y, que aparece na matriz global será substituído pela

respectiva expressão em Diferenças Finitas centrada.

Os campos de pressão são determinados através da equação da continuidade,

integrada verticalmente, discretizada em Diferenças Finitas.

A viscosidade turbulenta é outro ponto que KOUTITAS & 0'CONNOR (1980)

destacam, apresentando três formas diferentes de análise.

O método em si mostra-se um pouco complicado na discretização das equações

e no tratamento Diferenças Fmítas/Elementos Finitos, porém, os testes realizados

neste trabalho mostram que o modelo se comporta de forma bastante boa.
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Modelo de Falconer, George e Hall

Na modelagem tridimensional da circulação das águas de um lago, raso e

homogéneo induzida pelo vento, FALCONER et al. (l 991) utilizaram

equacionmnento e hipóteses bastante semelhantes as de LIGGETT (1970), agora

baseadas nas camadas médias. FALCONER et al. (1991) também desconsideraram a

presença de afluentes e efluentes.

Os termos de atrito do vento sobre a água são expressos por funções empíricas

proporcionais às velocidades do vento, massa específica do ar e a um coeficiente de

resistência do ar. Tal coeficiente é apresentado na literatura com várias propostas,

FALCONER et al. (1991) adotam um valor empírico proposto por MÜNK" (1955).

Já para as tensões cisaüiantes no fundo e em regiões internas do lago, foram

utilizadas as expressões de Darcy-Weisbach e Boussinesq, sendo esta últüna também

adotada por JIN & KRANENBURG (1993).

Os campos de pressões são determinados a partir das equações da continuidade

e quantidade de movimento, mtegradas verticalmente.

As equações diferenciais parciais são, então, discretizadas utilizando

combinações de esquemas de Diferenças Finitas explícitos e implícitos.

2.5.3 Modelo Quasi-tridimensional

JIN & KRANENBURG (1993), desenvolveram um modelo quasi-

tridimensional para a circulação de águas rasas.

As hipóteses, bem como o desenvolvimento das equações são bastante

semelhantes aos adotados por LIGGETT (1970) e FALCONER et al. (1991).

Utüizaram-se basicamente as equações de águas rasas tridimensionais, não

linearizadas, integradas verticalmente.

O modelo é composto de dois módulos acoplados. Para cada passo de tempo,

dois passos mtermediádos são realizados. O primeiro módulo resolve as equações da

continuidade e quantidade de movimento na direçao x, já integrada, procurando

MUNK, W.H. Wind stress on water: an hypothesis. Q.J.R. Meteorol.Soc.l955 p. 320-332.
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estabelecer os níveis da superfície livre (pressão) e os escoamentos de profundidades

médias num plano horizontal.

No segundo módulo resolvem-se as equações de águas rasas, agora não

integradas verticahnente, obtendo-se as distóbuições de velocidades verticais.

As condições de contorno na superfície livre são proporcionais às componentes

de tensão cisalhante do vento. Já os termos de atrito no fundo seguem a expressão de

Boussiaesq. Uma distribuição parabólica simples foi usada para a viscosidade

turbulenta.

HN & KRANENBURG (1993) usaram o modelo k-e para vaUdar alguns

resultados em casos específicos, obtendo boas respostas.

2.6 Métodos Numéricos Usados na Resolução do Problema

A utilização de métodos numéricos está diretamente ligada à evolução da

informática.

Os métodos de Diferenças Finitas e Elementos Finitos são os que predominam

na literatura, na área da Engenharia Hidráulica.

Muito embora o método dos elementos finitos seja bastante eficiente na

representação do contorno de uma região, ele apresenta um tratamento complexo das

equações, onde os aspectos físicos do problema tomam-se obscuros.

O método das Diferenças Finitas tem tido uma certa predileção por parte dos

pesquisadores da área. Neste trabalho apresentamos uma noção dos aspectos teóricos

do método das Diferenças Finitas.



3 METODOLOGIA

3.1 Introdução

Este capítulo descreve a metodologia empregada no desenvolvimento do

modelo de circulação das águas induzida pelo vento em lagos.

O desenvolvimento do modelo se dá com base nas equações de Navier-Stokes,

equações (2.1), (2.2), (2.3) descritas no capítulo anterior, adicionando-se as

condições iniciais e de contorno.

A metodologia adotada neste trabalho tem base no modelo desenvolvido por

LIGGETT (1970). A adoção desta metodologia baseia-se, fimdamentahnente, em sua

"simplicidade" e eficiência no tratamento e resolução das equações. Acreditamos,

com isto, desenvolver um trabalho que, também, sirva de base para o

desenvolvimento de outros modelos, que utilizem técnicas mais complexas para

resolver o problema.

3.2 Adimensionalização das Equações

O modelo utiliza as equações adimensionalisadas através das seguintes

mudanças de variáveis:

x y z
^:=y; Y-=^ 2"=-5; r*=^? ^3-1)

fL fL fÜ
'"; v-=~^v' W^=~T^gD"' " gD" "v gD2u#=tr;^ v^=~^v'^ ^=~^2~w (3t2)
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h. „ _ p , z
h'=Ï' p-=^gD+D

^=

fLr.

m
fL^B.

ry ^

TBy=

fLr,

rjg

fL^By

(3.3)

(3.4)

^ "/ TIS

onde h é uma profundidade local.

Sendo assün, tem-se as seguintes equações adimensionaüsadas (lembramos que

daqui por diante o símbolo * será suprimido de todas as variáveis que já estão

adimensíonalisadas):

Continuidade:

ou <?v ^w
•+• +

0x ôy ôz

Quantidade de movimento na direçao x:

-o

ou

õt
+R.

õ
âx

â 0
u +—(iív) +—(uw}

õy õz
—v=

õp ô f ôu\ ô [ ôu\ ^ õ ou
•+ Ia! + \a, !+• -\a,

ô x ' ffz\"Y õz) ' ^x\~2 ff x) • õy\"1 ôy

(3.5)

(3.6)

Quantidade de movimento na direção y:

ôv

fft
+R,

õ
ôx

õ ô
{iiv) + —v + —(vw)

õy ôz
-u=

ôp ô [ âv\. õ \ ôv\. ô [ ôv
'+^rl ai^ \+^~.\ ai^~. I+T~:I a2m

ôy ' ôz\^~' õz) õ^'í ôx) õy\^'í õy,
(3.7)

Pressão em equilíbrio hidrostático:

ffp
ôz

-o

As condições de contorno na superfície onde z ^ Q e u= v = w, são:

ffu
ôz

=^c;
ôv
~0Z"ry

gp
Ro=w^ Número de Rossby.

(3.8)

(3.9)
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O número de Rossby aparece multiplicando os termos não lineares da equação

do movimento.

Os termos de dissipação contém os seguintes parâmetros:

a. =
r) v

1- ÍD2 ' ut'2a^ = fll (3.10)

O anexo A apresenta o processo de adimensionalização com mais detalhes.

3.3 Malha de Discretização

Antes de iniciar o processo de discretização das equações determinou-se a

malha na qual as equações serão discretizadas.

A literatura apresenta vários tipos de malhas. SOUZA (1995) cita o trabalho de

PEYRET & TAYLOR (1983) sobre uma malha de discretização ideal, visto que esta

pode influenciar na qualidade da solução.

A discussão citada acima baseia-se nas malhas de Chorin, Kuznetsov-Fortin e

MAC. A figura abaixo, extraída de SOUZA (1995), mostra uma representação gráfica

das variáveis (velocidades e pressão) em cada uma das três malhas (FIGURA l).

u_£

Chorin Kuznetsov-Fortin MAC

FIGURA l - Malhas de Discretizaçao

Neste trabalho, utüizamos uma espécie de variação da maüia MAC ("Staggered

grid" ou malha alternada) para um caso ü-idimensional Um dos motivos da utilização

da malha alternada é que ela tem um forte embasamento físico: o volume de controle.
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Nesta proposta, as velocidades (u, v, w) são definidas no centro de cada face da

célula, ou seja, nos pontos Ui+j/2j, k, u,.i/2,j, k, v,,^j/2, k. v,-, j.i/2, k , w;, y, k+m, w,, y, k-i/2 e a

pressão é calculada nos nós (pij).

A célula 3D é definida de modo que o ponto i, j , k é o centro da célula sendo

que i representa um ponto na direção x, j na direção y e k na direçao z como mostra a

j5gura a seguir ÇFIGURA 2):

Vt,j+l/2,k ~Wi,j,k-l/2

Ui-!/2,j,k Ui+l/2,j,k Ui.l/2,j\k líí+j/2,j,k

ví,j-l/2, k ^i,J,k+}/2

i-lS2^ïi2,k-ïi2

i-l/2j-l/2,k-l/2

v.
i+l/2j-lk,lE-l^^ T ÍJ+^2>k

^

u
i+U2j,]i

l-l/2j-l/2,kfl^

J. - - - J^
i+l^j+1/2,

i+U2j+l/2,k-lff

XA

i+l/ZJ-1^2,ltí-l/2

FIGURA 2 - Célula Tridimensional
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3.4 Discretização das Equações

A discretização das equações é feita utüizando um esquema de Diferenças

Finitas explícito, dividindo o lago em células tridimensionais, sendo que as

velocidades são defímdas no centro de cada face da célula e a pressão no centro da

célula.

O esquema explícito adotado é centrado para a discretização das equações nas

direções espaciais e progressivo na direçâo temporal. O anexo B traz o processo de

discretização das equações.

A seguir, apresentamos as equações já discretizadas.

Quantidade de movimento na direção x:

Cd/2)^ =^(i/2).^ +^<-^o{^+^+C}+/)+£+F+G)

onde:

1/2 2
<Sc ^ 1J'A -M''ÁÂr'

B = Íy[(uv)-^.WW -<"v) ,.„„,„,„,, ]

C = ^[(^) ,,ci/2V^(V2) - (^) ,,„,,„„ ]

!)=iv^w—^(p..u-Pu)

~S^\- ^l^+(l/2)J,í~(l/2)luf+(l/2)J^-l -u'+(l/2)J,í,

^I^+(U2)j,í+(l/2)lu'+(I/2)j,í - ui^Ï12\J,k,

~^\- ^2^H.ij^Aui+(3/2)j,í ~ ui+W2)J,k ,

^a2 f ij,k \ ^+(1/2) J\k ~ ui-(\!2),j,k,

0 = (^ ^2j^^/2)j-+(l/2),í(^(l/2)J+l^ ~ ^(l/2)j,íj - (3-1 1)

^a^i^\l-í)J-(\12\k\uï^v2^'k ~ U'+0/2)J-U,

Quantidade de movimento na direção y:
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v^d/2u=^(i/2),í+^/(-^{^+5+C}-Z)+£+F+C?)

onde:

= ~SK\- ;'+(l+2)^+(v2)^ -lm?J'-(l/2)j+(l/2),A^

S=^[v^,,-v2J

c=í[{vw):ww-w-(vw),^,^,}

D^"..WW-Jy[Pw-Pu}

~^[ ^l^-J+(l/2),A-(l/2)lv'J+(l/2)^-I ~ví,MV2),k] ~-

1 l^J+(l/2),í+(I/2)lv'J+(l/2),í-V7J+(1/2).A-+1J

^2~[ la2A+(i/2)j+(ü2),^v;+U+0/2),í ~v(j+(l/2),A;

^ 2^_(ï/2V+0/2ulv'J+(l/2),A ~vi-\WIÏ\k,

G=^r[ (^),^(\w,w-\ww)- (3'12)

1 a2hjAvi'w2^~ví^~m.k.

Equação da continuidade:

wiJM(V2) = wi,j,k-(l/l) ~

u^(\12\J,k~ui-(\JT)J,k , ví,MV2),k~~vij-(V2},k }^ (3-13)
•+•

Sx Sy

As velocidades que não são realmente calculadas pelo método, são consideradas

como sendo a média aritmética entre as velocidades calculadas. Observando-se as

equações já discretizadas para as velocidades u, v, e w percebe-se a necessidade de tal

artifício. Assim, por exemplo:

u(ij,k) = ( M(i-l/2J,í) - M(r-l/2j,í) ) / 2 (3.14)
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3.5 Campo de Pressão

O tratamento dado ao cálculo da pressão constitui-se num dos pontos

importantes na resolução do problema.

Várias abordagens são encontradas na literatura para o cálculo da pressão sendo

que a proposta apresentada por PATANKAR & SPALDFNG (1972), baseada no

algoritmo SFMPLE ("Serai-Implicit for Pressure Linked Equations"), tem tido sucesso

e deve ser objeto de estudos para futuros trabalhos.

Neste trabalho, deduz-se uma equação do tipo Poisson para a pressão e é

resolvida em conjunto com as outras equações do escoamento. Este procedimento

pode trazer problemas de convergência, segundo WROBEL (1989), mas nos teste de

LIGGETT (1970) apresentou um bom comportamento. Os problemas de

convergência podem ser corrigidos tornando os incrementos temporais e espaciais de

modo adequado. Tal problema, constitui-se em uma limitação do método explícito.

Seguindo, apresentaremos os principais passos da dedução da equação da

equação da pressão. Lembramos que a hipótese de equilíbrio hidrostático simplifica o

problema neste momento fazendo com que a análise seja bidimensional ao invés de

tridimensional. Com isto a equação é baseada nas velocidades médias calculadas

verticalmente e são indicadas nas equações através de uma barra ^ J. Tem-se então os

seguintes passos:

Passo l: Integra-se as equações da quantidade de movimento (3.6) e (3.7) com

os limites z = -hatéz= 0, obtendo-se:

õ L—\ ô (.—
hu ]+—\hnv

ô )x v / ^
—(HU)+RQ\
õt

ôp
-h:l^-+a^x-^TBx+<X

—hv=

^ i.-\ ^ {.-(hu)+-^(hu)
õ^ v / ôy

(3.15)
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õ-{^^1
ôx

\huv +
ôy

Í(hv)+Ka\-

^ . . _ _ _ . :
-íï^+a.Ty-a^By+a-

õy

-hu^

õ'

ôx'•^^}õy
(3.16)

onde os subscritos S representam superfície e B o fundo.

Passo 2: Deriva-se as equações (3.15) e (3.16) com relação a x e y

respectivamente e em seguida somando-as, obtendo-se:

ôlp õ^p \[õhôp õhôp
ôx õy h\^õx âx õy Sy.

l) õ D [ô1 D õ2 D
•+a^\ ——+— \+R,h[ 0t ' ^\^x2 ' ôyï J' ^

f2 ^2
'~Í\ , cl~ Í7~2

õy1õx
{)MÏ}+^(hvï)+2^,(fmv)

õ-xôy
(3.17)

+Í-^-Jy^+^a'^-a^^+fy[a'Ty-a^^\

A discretização da equação da pressão (3.17) em Diferenças Fimtas é feita de

modo análogo ao desenvolvido para as velocidades e mostrada abaixo.

l
Pu =

PM J+p^ . PW+PU-Ï . l

+
.2x~

•+

s y
+

h
ffhp^-p û
<?x 20 x

•+

ôx2 ' Ô y2

õh p^-pu-^ ('"'L™,-N,-(W, N ,,^,-N,,-,

ô y 10 y
•+

J-C1/2)

ô x Sy

D,'J
-a-

A.,/-2ü,,+A-u . D,^-2D,,+D,^
+St~^\ ôxl " 6y2

(^Ty ~CC,TBy.

(+(U2)J

s

' 'j+0/2)

x

-(as^y -a,r"y.

l'~(l/2V

' íj-(ü2)

ôy
+«00,.

(3.18)

onde:
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OU 0V ff^\. Ô i ^—\ Ô
JD=ll^+^+^^z=^(/i")+fïïN (3-19)^~h\^x õy õz) ÔXY ~' õy

O último termo da equação 3.18 é não linear e dado por:

|^2| -2|W| +|Au2| 1/ïv2) -2|Àv2| +{hv2}
Í+1J 'l ! 'l J ^ ! l-U . v /'j+l v /i J v /'J-1

^=~8^ ~+^Jyr
(3.20)

hw\. ..... . ..._. —2[huv}. ..._. ._,. —(/iïfv) ._,. ._._ —\huv\
f+(l/2)j+(l/2) -\ --- / f-(U2)J-(l/2) '•""-/i+(l/2)J-(I/2) v--" /(-(l/2)j+(V2)

Ô x0 y

Termos de atrito no fundo, T^. e T^y são dados por:

2ui+(l/2)J,m
^L(,/2v= "sï"' (3-21)

onde m é a. menor célula em uma coluna.

3.6 Condições Iniciais e de Contorno

Neste ponto vamos apresentar, de modo geral, como serão tratadas as

condições miciais e de contorno para o modelo de circulação das águas induzidas pelo

vento.

A adoção de valores iniciais obtidos via técnicas de monitoramento, por

exemplo, certamente contribuem para o processo de resolução uma vez que estes

representam fisicamente o problema em questão.

PRAAGMAN (1982) diz que a influência de valores imciais desaparecem

durante o processo numérico e que a adoção da partida fria ("cold start"), que nada

mais é que micializar todos as variáveis com zero, apresenta bons resultados.

Já as condições de contorno admitem as seguintes possibilidades:

- contorno aberto: Na superfície üvre são considerados os efeitos do atrito provocado

pelo vento sobre a água. Deste modo na equação 3.11 o termo
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ui+(l/2)J,ic-l ~uí+(lf2),J,k _, _i_ _^.^...r_i _ _._„ ^ ^ „_ __^_^~
é substituído por ï-ç e na equação òA'2. o termo

víj+(l/2),í-l —v(J+(I/2),í

az

é substituído por Ty . Sendo que ïjç e r-y são proporcionais à
ôz,

velocidade do vento e dados por:

^= Par^D^U^

^ = ParcDU.

onde: py - massa específica do ar,

CQ - coeficiente de arrasto do vento,

u^ - velocidade do vento nas direções x e y.

- contorno fechado: Formado pela fronteira água-terra. Neste caso é suficiente supor

que a velocidade normal ao contorno seja nula.

No fundo são considerados os efeitos provocados pelo atrito da água com o

leito. Assim, considerando que o subscrito m indica um célula de fundo, tem-se na

equação (3.11) o termo uw^m-^u'^^m substituído por TB. e o termo
ôz

^d/2),^-'^(i/2),^ da equação (3.12) substituído pwrsy . Onde:
ôz

T^PCA"1^2}'"

ÏBy=PCÁU2+v2}v

e p : massa específica da água,

Cf : coeficiente de atrito no fundo sendo que nesse trabalho utiliza-se a

Fórmula de Chezy.
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3.7 Consistência, Convergência e Estabilidade

WROBEL (1989) e MARISKA (1995) afínnam em seus trabalhos que para um

esquema numérico produzir bons resultados é necessário que ele apresente

propriedades de consistência, convergência e estabilidade.

Consistência

Um esquema numérico de Diferenças Finitas é dito consistente quando ao refinar

as aproximações, no limite, as mesmas se tomam matematícamente equivalente às

equações ongmais.

Convergência

A convergência é a condição pela qual a solução de um esquema aproximado

tende para a solução exata da equação diferencial à medida que se diminuem os

incrementos espacial e temporal.

Estabilidade

A estabilidade de um esquema numérico, garante que não haja ampliação do erro

numérico de um passo de tempo para o seguinte.

O estudo sobre critérios de consistência, convergência e estabilidade para

métodos numéricos é bastante complicado visto que as equações envolvem muitos

termos e vários não são lineares. Um estudo sobre instabilidade pode ser visto no

trabalho de WEARE (1976).

HODLDEBRAND apud WROBEL desenvolveu estudos sobre o assunto em

questão chegando até o critério de estabilidade bastante utilizado em métodos

numérico no seu caso explícito. Tal critério é conhecido como "Critério de Couraat"

e dado do seguinte modo:

p<,

HILDEBRAND, F.B., Finite Difference Equations and Sünulations, Preníice Hall, New York, 1983. apud

WROBEL, L.C.; EIGER,S. ; ROSMÂN, P.C.; TUCCI, C.E.; CÏRILLO, J.A.; CABRAL, J.P. Métodos

Numéricos em Recursos Hídricos, ABRH, Rio de Janeiro, 1989, p.20.
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k_
P=c-^-

e c : é uma constante física do problema

k: incremento temporal

h: incremento espacial

BLUMBERG (1977) desenvolveu um modelo numérico para representar a

circulação em rios e estuários e neste utilizou o seguinte critério de estabilidade:

A?^
l l

-+-

,AJT Ay/J

onde:

A/ : incremento de tempo crítico para a estabilidade do método

g : aceleração da gravidade

Anax : profundidade ináxima

Áx : incremento espacial na direção x.

Ây : incremento espacial na direção y.

PRANDLE & CROOKSHANK (1974) trabalharam com um critério de

estabilidade semelhante ao de BLUMBERG (1977), utiUzado no seu modelo

numérico para a representação da circulação das águas em estuários.

onde ÁS é o incremento espacial característico. Neste momento, supões-se que AS =

Ax^ A^.

As propostas apresentadas por BLUMBERG (1977) e PRANDLE &

CROOKSRANK (1974) foram utilizadas para a determinação do incremento de

tempo nos testes feitos neste trabalho.



4 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

4.1 Introdução

Este capítulo descreve^ em linhas gerais, alguns pontos críticos da

implementação computacional do modelo desenvolvido.

Procurou-se desenvolver um código que utilizasse a menor quantidade possível

de memória, já que este é um dos problemas críticos de um modelo numérico. Mas a

otimização total do programa é debcada para uma futura análise.

A linguagem utilizada para a implementação computacional foi Fortran 77 com

o compüador FTN77 e o expansor de memória DBOS. O DBOS possui um

gerenciador de memória possibilitando utilizar praticamente toda a memória RAM

disponível no micro computador, deste modo, conseguimos implementar programas

que possuem um grande número de variáveis. Além do aspecto memória, que é

bastante importante, um outro fator que motivou a utüização da linguagem Fortraa

foi o grande número de trabalhos desenvolvidos na Engenharia HÍdráuüca utilizando

esta linguagem de programação e também a excelente performance de seu

processador numérico. Segue em anexo um disquete com a listagem do programa.

Seguindo, apresentamos um fluxograma do programa e um comentário sobre as

principais rotinas utilizadas.

4.2 Fluxograma

O caminho que os dados percorrem no programa é descrito no fluxograma

apresentado a seguir (FIGURA 3):
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Início

Descrição do
domínio

I
Parâmetros

de entrada

Pressão

Velocidade

ï
Incremento

do tempo

sim Arquivo de
impressão

FIGURA 3 - Fluxograma
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4.3 Descrição das Principais Rotinas

Antes de entrar nas rotinas, são criados os arquivos que conterão os resultados

da simulação. O arquivo "maior.res" conterá as maiores velocidades nas direções x e

y, na superfície, em um ponto pertencente ao domínio onde se deseja analisar, já no

arquivo ítvel_vert.res" estarão dispostas as velocidades variando com a profundidade

(na vertical) nas direções x e y e os arquivos com extensão ".wi", como por exemplo

ítvell.wi", trazem as coordenadas (x,y) das células interiores ao domínio na superfície

e a intensidade das velocidades nas direções x e y , u e v respectivamente, nessa

mesma célula.

Posteriormente o arquivo "descr.wi", predefinido pelo usuário, se encarrega de

descrever o contorno da região estuda através de pontos (x,y) dispostos sobre um

sistema de coordenadas cartesiaaas no plano bidimensional. Desse modo para

representar uma região retangular, como no caso proposto por LÍggett(1970), são

necessários apenas quatro pontos. Assim esse arquivo conterá o número de pontos

necessários para representar o contorno, as coordenadas desses pontos e também o

números de células internas ao domínio.

i - Rotina de Entrada do Domímo

Nesta rotina, todos os dados acerca de cada célula do domínio em

questão são fornecidas. Estas entradas estão organizadas no arquivo "ent_dom.dat

do seguinte modo:

• número máximo de células na vertical (ncz). Aqui, cada célula na vertical

pode ser entendida como uma camada.

• em cada camada, número de células no plano horizontal (ncxy).

Descrevemos, a seguir, as informações sobre cada uma das células em uma

camada.

A. i, j, k: índices associados às coordenadas cartesianas i —> x, j —>y, k—>ïy

B. kf: indica a posição k da célula de fundo correspondente à célula que está

sendo lida,
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C. norte, sul, leste, oeste, cima, baixo: assumem valores que podem ser zero

ou um. O valor zero indica que a célula que está sendo Uda não é de

contorno, um indica que é de contorno,

D. fïnxo_c : assume valor zero se não houver fluxo de contorno e um se

houver algum fluxo de contorno. Este fluxo pode ser de entrada ou saída,

E. vcont u, vcont v, vcont w: havendo um fluxo de contorno, a intensidade

das velocidades nas direções x , y e z serão representadas nas vadáveis

vcont_u, vcont_v, vcont_w respectivamente. Se não houver fluxo de

contorno as variáveis assumirão valor zero.

ii - Rotina de Entrada de Dados

Os parâmetros de entrada, organizados no arquivo "arq_ent.dat", são

dispostos na seguinte ordem:

• Largura máxima na direção x (cm),

• Comprimento máximo na direção y (cm),

• Profundidade máxima na direção T. (cm),

• Incremento na direção x - dx - (cm),

• Incremento na direção y- dy - (cm),

• Incremento na direção z - dz - (cm),

• Parâmetro de Coriolis (rad/s),

• Tensão superficial na direção x (cm /s ),

• Tensão superficial na direção y (cm /s ),

• Viscosidade horizontal turbulenta (cm /s),

• Viscosidade vertical turbulenta na superfície (cm /s),

• Viscosidade vertical turbulenta no fundo (cm /s),

• Tempo total em que se deseja analisar (s),

• Incremento de tempo - dt (s),

• Passo para impressão dos resultados (s),

• Densidade da água (g/cm ),

• Coeficiente de Chesy (cm /s).
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Nessa rotina, ainda são feitas as adimensionalizações das variáveis seguindo as

formulas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 apresentadas no capítulo 3. Calcula-se o número de

Rossby e por fim são calculados fatores de dimeDsionalização para as componentes de

velocidade u, v e w.

üi - Rotina de Pressão.

Esta rotina resolve a equação (3.18) de pressão na superfície. A esta

rotina estão ligadas funções para o cálculo das velocidades médias na vertical e

também dos termos não lineares.

iv - Rotina de Velocidades.

Aqui, são resolvidas as equações (3.11, 3.12 e 3.13) que representam,

respectivamente, as velocidades na direção x, y e z.

Nas rotinas de pressão e velocidades os contornos são identificados a partir

dos dados do domínio representados nas seguintes variáveis indicadoras de contorno:

norte, sul, leste, oeste, cima e baixo. Lembramos que o valor zero indica célula de

contorno.

v - A impressão de resultados.

Os resultados estão organizados nos seguintes arquivos:

"maior.res" - se encarrega das maiores velocidades, tornados em vários tempos, em

uma célula interior ao domínio. Esse arquivo foi utilizado na elaboração dos gráficos

de variação da viscosidade turbulenta (Tempo x velocidade).

• 'tvel_vert.res - contém as velocidades variando com a profundidade em

vários tempos. E utilizado na elaboração dos gráficos de Profundidade x velocidade.

• ítvel*.wi" - contém as coordenadas e as velocidades superficiais nas

direções x e y para todas as células interiores ao domínio e é utilizado juntamente com
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o arquivo de descrição do domínio, "descr.wi", nos gráficos de padrões de

circulação. A elaboração desses gráficos foi feita utüizando o software de visualização

ítwiew" juntamente com o software "SURFER".



5 RESULTADOS DO MODELO COMPUTACIONAL

5.1 Verificação do Modelo

A etapa de verificação do modelo constitui-se numa das etapas mais

importantes do desenvolvimento de um modelo numérico. Neste capítulo

analisaremos a confiabÜidade do modelo sob os seguintes aspectos:

i - Analisar o programa computacional para verificar se este está livre de erros de

programação (compilação e depuração).

ü - Verificar se o programa não gera nenhum resíduo, ou seja, se existe uma ou mais

variáveis acumulando ou assumindo valores que causem erros no resultado. Para

fazer este teste adotamos todas as variáveis de entrada nulas, no nosso caso

adotamos a mexistência de vento no domínio, e verificamos fluxo nulo na saída de

dados. Deste modo, podemos concluir que não houve circulação da água no lago

e as velocidades foram todas nulas o que era esperado.

üi - Nesta etapa de verificação, os resultados do modelo desenvolvido são

comparados com o desenvolvido por LIGGETT (1970), o que faremos à seguir.

5.2 Comparação com o Trabalho de Liggett

Utilizamos os dados de LIGGETT (1970) e seguimos o seu procedimento de

análise a fim de realizar uma melhor verificação do modelo desenvolvido. A análise

será concentrada nos efeitos provocados pela variação da viscosidade horizontal e

vertical turbulenta.
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Liggett utilizou os seguintes dados para constituir o domínio na realização dos

testes:

Largura Máxima - x : 31250 m,

Largura Máxima (L) - y : 125000 m,

Profundidade Máxima (D)-z : 80 m,

Incremento em x - Ôx : 3125 m,

Incremento em y - Ôy : 3125 m,

Incremento em z - ôz : 8 m.

Os parâmetros do problema são dados abaixo:

Parâmetro de Corioüs - f: 0.0001 rad/s,

Aceleração da gravidade - g: 980 cm/s ,

Coeficiente de Chesy - C : 800 cm(l/2)/s,

Tensão superficial em x - Tx: 0.0,

Tensão superficial em y - Ty: 1.0 cm /s .

Tais dados mostram um vento, predominantemente, na direção y (norte) e de

aproximadamente 8,7 m/s de intensidade.

E o tempo utilizado com critério de parada do programa foram:

Tempo limite : 100000 s ^ 27.78 h,

Incremento de tempo - ôt: 10 s.

Considerando os dados do domínio podemos chegar aos seguinte valores:

Número de células em x - ncx: 10,

Número de células em y - ncy: 40,

Número de células em z - ncz: 10.

A FIGURA 4 descreve o lago onde os resultados estão baseados:
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FIGURA 4 - Lago hipotético utilizado por Liggett

TESTE l - Efeitos da variação da viscosidade horizontal turbulenta (ü)

O efeito da viscosidade horizontal turbulenta foi estudado adotando-se uma

viscosidade vertical turbulenta constante T) = 200 cm /s e admitmdo-se uma variação

da viscosidade horizontal de zero até 1.5625 x 10 cmIs. Mais precisamente foram

considerados quatro valores de v para análise:

ü = O ^=> az = O (adimensional),

ü = 1.5625 x 10 cm /s ^=> ai ^ 0.001 (adimensional),

ü = 7,28125 x 10 cm /s ===> 0.1 = 0.005 (adimensional),

ü = 1.5625 x 10 cm /s ==> ai = 0.01 (adimensional).

Não foram considerados valores da viscosidade horizontal entre O e 1.5625 x

10 porque para estes valores não ocorre variação significativa nas velocidades e no

padrão de circulação. Estes mesmos valores de viscosidade horizontal foram

desconsiderados no trabalho de Liggett
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Lembramos aqui, que o modelo trabalha com as variáveis adimensionalisadas e

que: a^ =
T? ü

a^ =' fD1' "2-^2

Para melhor visualização dos resultados foram elaborados gráficos procurando

analisar o significado da variação da viscosidade horizontal turbulenta, o tempo

aproximado de equilíbrio (estado permanente), os efeitos com a profundidade e os

padrões de cü-culação obtidos. Vejamos:

o

Variação da Viscosidade Horizontal Turbulenta

0.00 0.56 1.11 1.67 2.22 2.78 3.33 3.89 4.44 5.00 5.56

Te m po (h)

-affa2=0.0

alfa 2 =0.001

•alfa 2 =0.005

-alfa 2 =0.01

FIGURA 5 - Tempo x velocidade
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Variação da Viscosidade Horizontal Turbulenta

-alfa 2 =0.0

-alfa 2 =0.001

•atfa2 =0.005

-alfa 2 =0.01

0,00 2,78 5,56 8,33 11,11 13,89 16,67 19,44 22,22 25,00 27,78

Tempo (h)

FIGURA 6 - Tempo x velocidade

A FIGURA 5 e a FIGURA 6 mostram que para altos valores de a-i o lago entra

em equilíbrio aproximadamente depois de l hora. Para valores de ai da viscosidade

horizontal turbulenta próximos de zero, o lago passa a entrar em equilíbrio

aproximadamente após 20 horas. Tais dados foram obtidos para um ponto do domínio

próximo do contorno, onde as velocidades devem ser mais baixas.

•••0000

•t*OOK>

i4 s » r

llttt (OlWUtSiOWLCSS)

FIGURA 7 - Variação da viscosidade horizontal turbulenta, Liggett (1970)
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Observando a FIGURA 6 e a FIGURA 7, notamos um comportamento dos

gráficos muito parecidos, lembrando que os dados de LIGGETT (1970) estão

adimensionaJisados. Acreditamos que as possíveis desigualdades entre os dois gráficos

foram causada pêlos diferentes pontos analisados no domínio.

•atfa2=0.0

-alfa 2 =0.001

•alfa 2 =0.005

-alfa 2 =0.01

Profundidade (m]

FIGURA 8 - Profundidade x velocidade

O perfil de velocidades com a vertical (profundidade) não apresenta grande

variação (FIGURA 8). Só notamos uma alteração significativa nas velocidades

quando existe uma grande variação nos valores da viscosidade turbulenta horizontal.

Como esperávamos a alteração da viscosidade horizontal turbulenta não produz

efeitos signi&cantes quando analisamos a velocidade x profundidade. Esta análise foi

feita para um ponto no centro do domínio. As velocidades negativas devem-se ao

refluxo da água produzido pela circulação.

A seguir são apresentados gráficos demonstrativos do padrão de circulação do

lago decorridos aproximadamente 1,40 he 11 h de simulação para os seguintes

valores de az.

a-i = O e 02 = 0.005

.c
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Paà-ões de circulação para a2=0.0
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Padrões de circulação para a2=0.005
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ocorreu mudanças consideráveis no padrão de circulação no tempo analisado, como

era esperado uma vez que pêlos gráficos as velocidades se estabilizaram

aproximadamente em l hora.

Concluímos então que a influência da viscosidade horizontal turbulenta é

pequena em lagos onde as dimensões horizontais são muito maiores que as verticais e

que a adoção de um valor próximo de zero para a viscosidade horizontal turbulenta

parece ser mais realístico.

TESTE 2 - Efeitos da variação da viscosidade vertical turbulenta (r|)

A análise da viscosidade vertical turbulenta foi feita de modo semelhante ao

caso anterior, ou seja, com os mesmos dados de domínio, enü'ada e valores dos

coeficientes. Agora, adotamos uma viscosidade horizontal igual a zero e variamos os

valores de T| como segue:

==> ai = 0.015 (adimensional),

==> ai = 0.025 (adimensional),

==> ai == 0.031 (adimensional),

==> ai = 0.047 (adimensional).

Ti=100cm2/s

T] = 160 cm /s

TI = 200 cm2/s

TI = 300 cm2/s

o

Variação da Viscosidade Vertical Turtxilenta

0,00 2,78 5,56 8,33 11,11 13,89 16,67 19,44 22,22 25,00 27,78

Tempo (h)

-alfa 1=0.015

-atfa1 =0.025

-atfa1 =0.031

- alfa 1 =0.047

FIGURA 11 - Variação da viscosidade vertical turbulenta análise com o tempo
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A FIGURA 11 mostra que a influência da viscosidade vertical turbulenta é

bastante considerável, uma vez que, comparando com a viscosidade horizontal

alteramos muito pouco o valor da viscosidade vertical para obter variações

consideráveis na velocidade. Neste momento, lembramos que a variação da

viscosidade horizontal turbulenta foi da ordem de 10 vezes para produzir uma

variação significativa nas velocidades (Teste l), enquanto na viscosidade vertical a

variação foi da ordem de 3 vezes.

Podemos notar, também, neste gráfico, que aumentando os valores da

viscosidade vertical turbulenta, e portanto de ai, as velocidades diminuem como era

esperado. Como no teste anterior, escolhemos um ponto próximo do contorno para

analisar a viscosidade vertical turbulenta.
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FIGURA 12 -Variação da viscosidade vertical turbulenta, LÍggett (1970)

Observando a FIGURA 11 e a FIGURA 12 notamos o mesmo comportamento

dos gráficos, apesar dos valores não comcidirem. Estas desigualdades se deve,

provavelmente, a diferentes pontos anaUsados do dommio.
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Perfil de velocidade com a vertical

-alfa 1=0.015

•alfa 1=0.025

•alfa 1=0.031

-alfa 2 =0.01

Profundidade (m)

FIGURA 13 - Profundidade x velocidade

Na FIGURA 13 notamos que a variação da viscosidade vertical turbulenta,

para os quatro teste, não apresentou um grande variação da velocidade com a

profundidade. As velocidades negativas se devem ao fato de haver um refluxo

provocado pela circulação das águas.

A seguir são mostrados gráficos com os padrões de circulação obtidos para os

seguintes valores de a i:

ai =0.015 e ai =0.031
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Padrões de circulação para oci=:0.015
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Padrõescircula(parai=0.03
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dois casos estes valores são diferentes de zero, ao contrário do que ocorre na

viscosidade horizontal que esta influência só é percebida para 0.2 ^ 0.0.

5.2.1 Comentários gerais sobre os testes

Os testes realizados apresentaram bons resultados quando comparados aos

obtidos por LIGGETT(1970), como comentaremos a seguir:

Os gráficos de tempo x velocidade apresentaram comportamento e escala

numérica bastante semelhante aos de LIGGETT(1970). A mesma semelhança pode

ser vista nos gráficos de padrão de circulação tornados decorridos 1.40 h e 11 h..

Lembramos que em seu trabalho, Liggett não mencionou o ponto ou os pontos do

domínio onde os dados foram retirados para a elaboração dos gráficos. Com isto

coube a nós realizarmos vários testes em pontos diferentes do domínio e constatar

que para pontos no centro do domínio os gráficos de tempo x velocidade apresentam

oscilações antes de caminhar para a estabiüdade.

Os gráficos que mostram o perfil de velocidades com a vertical não foram

elaborados por Liggett em seu trabalho. Elaboramos tais gráficos com a fínaüdade de

analisar as velocidades verticais e verificar que o comportamento parabólico, típico de

um reservatório, estava de fato ocorrendo.

Notamos com estes testes que para uma malha mais grosseira, com poucos

pontos, o perfil parabólico não ocorreu, estando este mais próximo de um perfil

tmear.



6 APLICAÇÃO DO MODELO

6.1 Introdução

O modelo desenvolvido será aplicado ao reservatório do Lobo (Broa), situado

na região central do Estado de São Paulo entre os municípios de Brotas e Itirapina.

Está situado a uma altitude de 705 metros e compreende uma bacia hidrográfica de

227,7 Km. O reservatório recebe a contribuição de quatro afluentes principais:

Ribeirão Itaqueri, Ribeirão do Lobo, Córrego dos Perdizes, Córrego do Geraldo;

como pode se observado na FIGURA 16 retirada de RIO(1994).

Ababco fornecemos algumas das suas características:

- comprimento máximo: 7,5 Km;

- largura máxima: 2,2 Km;

- profundidade máxima: 13,5 m;

- profundidade média: 4,0 m;

- volume: 22.000.000m3;

- área da superfície: 21,0 Km.
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6.2 Entradas Utilizadas (Parâmetros)

Abaixo fornecemos os dados utilizados no programa computacional:

Largura Máxima - x : 2,2 km;

Comprimento Máximo (L) - y : 7,5 km;

Profundidade Máxima (D)-z : 13 m;

Incremento em x - Ôx : 50 m;

Incremento em y - 5y : 50 m;

Incremento em z - ôz : 1,3 ÜL

Os parâmetros do problema são dados ababco:

Parâmetro de Coriolis -/: 0.0001 rad/s;

Aceleração da gravidade - g: 980 cm/s;

Coeficiente de Chesy - C : 100 cm(l/2)/s;

Viscosidade Horizontal Turbulenta - u: 0,0;

Viscosidade Vertical Turbulenta " 77: 90,0 cm /s.

Os dados referentes ao coeficiente de Chesy e a viscosidade vertical turbulenta

apresentam uma variação de lago para lago. Neste trabalho esses valores, citados

acima, foram retirados de NISfflDA (l 995).

A velocidade média dos principais afluentes:

Ribeirão Itaqueri: 0,1653 m/s;

Ribeirão do Lobo,: 0,2286 m/s;

Córrego dos Perdizes: 0,1067 m/s;

Córrego do Geraldo: 0,1653 m/s.

Na simulação foi considerado um vento com velocidade de 552 cm/s com

componentes Wx = 320 cm/s e Wy = 450 cm/s e forma um ângulo de 55° com a

horizontal. Os dados relacionados a velocidade média dos afluentes e com relação ao

vento foram obtidos por REO (1994) e também utilizados por NISíGDA (1995), que

acarretam nos seguintes valores para as tensões superficiais:

Tensão superficial emx " Tx'. 0,135 cm /s ;

Tensão superficial emy - Ty : 0,267 cm /s .

E o tempo utilizado como critério de parada do programa foram:
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Tempo limite : 36000 s = 10 h;

Incremento de tempo - Ô? : 5 s.

A obtenção do incremento de tempo foi feita, primeiramente, adotando o

critério proposto por PRANDLE & CROOKSHANK (1974) e posteriormente

analisando a convergência do problema e atendendo às limitações do método

explícito..

Considerando os dados do domínio chegamos aos seguinte valores:

Número de células no domínio: 9558;

Número de células no plano x-y 1916.

O trabalho computacional foi executado em um micro computador PC "pentium

MMX", 200Mhz, 64 Mbytes de memória RAM. Nesta fase do trabalho, notamos que

o gerenciador de memória DBOS utiliza somente 32 Mbytes de memória RAM

disponível no microcomputador. Este fato limita a capacidade de armazenamento das

variáveis, consequentemente limitando o número de células do nosso programa.

Assim, o número máximo de células no domínio que conseguimos executar o nosso

programa num microcomputador com a configuração acima é 9558.

A FIGURA 17 representa uma malha desenvolvida para a represa do Broa. Esta

malha é apenas um exemplo, porque esta figura foi feita utilizando o software Surfer e

neste sofíware se trabalharmos com um número de células maior a visualização fica

bastante prejudicada.

Esta figura é importante para que o leitor tenha uma ideia das camadas do fundo

que foram trabalhadas no programa computacional e da representação de uma malha.

Nesta figura acrescentamos, aiada, as cotas das camadas do fundo, utilizadas para

separar os níveis.

A área demarcada em amarelo é a região onde está localizado o ponto em que

os dados serão analisados no próximo item.
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6.3 Resultados Obtidos

O programa simulou a circulação das águas em um período de 10 horas e seu

tempo de processamento foi de aproximadamente 2,5 horas. A FIGURA 18 mostra o

gráfico referente a velocidade com relação ao tempo na superfície, neste podemos

observar que apesar do gráfico não ter estabilizado no tempo em que o programa foi

executado, o perfil do gráfico foi muito parecido com o que ocorreu nas FIGURA 5 e

FIGURA 6 que apresentamos no capítulo 5, sendo que a velocidade máxima foi

atingida decorridos aproximadamente 6 horas.

FIGURA 18 - Tempo x velocidade

A FIGURA 19 representa um gráfico relacionando profundidade e velocidade, o

perfil deste gráfico é análogo ao gráfico da FIGURA 8, o gráfico referente a represa

do lobo, também, apresenta o perfil parabólico como era esperado.

O perfil parabólico não é tão evidente como o da FIGURA 8, uma das hipóteses

deste fato ocorrer, é que a quantidade de pontos na vertical (profundidade) pode não

ser suficiente para representar bem o lago. Isto não foi possível verificar por causa das

limitações do equipamento computacional, mas em nossos testes aumentado o

número de pontos, ou seja, refinando a malha, conseguimos este perfil cada vez
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melhor, mais parecido com o parabólico. Na literatura, muitos autores afirmam que

melhores resultados podem ser vistos em malhas mais refinadas, tanto que em malhas

grosseiras às vezes obtem-se um perfil linear.

FIGURA. 19 - Profundidade x velocidade

Os gráficos de circulação na superfície (FIGURA 20, FIGURA 21, FIGURA 22

e FIGURA 23) comportam-se conforme o previsto, uma vez que as setas, na região

central do lago, apontam na direção do vento que foi estabelecido como condição

inicial e para pontos próximos à parede as velocidades diminuenL Estes gráficos

foram desenhados retirando um graade número de pontos (células) para que

pudéssemos visualizar meüaor a direção e o tamanho das setas que representam a

magnitude da velocidade. O fato de algumas setas ultrapassarem o domínio se deve à

escala utilizada para representar as velocidades.
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FIGURA 20 - Padrões de circulação decorridos 20,8 minutos

Na FIGURA 21, FIGURA 22 e FIGURA 23 notamos uma discreta diferença

nos padrões de circulação, isto significa que, o programa computacional, simulando

um período de 4 horas, não calcula mudanças bruscas no sentido e no valor das

velocidades, como era o esperado.



Aplicação do Modelo 57

FIGURA. 21 - Padrões de circulação decorridos 41,6 minutos
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FIGURA 22 - Padrões de circulação decorridos 1,3 horas
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FIGURA 23 - Padrões de circulação decorridos 4,1 horas

Na FEGURA 24 apresentamos os padrões de circulação após 8 horas de

simulação, somente nesta etapa é que notamos mudanças significativa, onde podem

ser notados um refluxo maior. Por esse motivo é que a maioria das setas não apontam

para a mesma direçao como ocorria nos gráficos anteriores.
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FIGURA 24 - Padrões de circulação decorridos 8,3 horas



7 CONCLUSÕES

As simulações de circulação de águas induzida pelo vento realizadas em lagos

representaram bem as características hidrodinâmicas.

Os resultados obtidos através da técnica de diferenças finitas se mostraram

coerentes com o que deve ocorrer na reaüdade; os gráficos que sintetizam os

resultados do modelo computacional ficaram próximos aos apresentados na Uteratura,

o que dá confíabüidade ao algoritmo computacional desenvolvido neste trabaüio.

A técnica das diferenças finitas, para a resolução do problema apresentado,

mostrou-se eficiente, de fácü entendimento e manuseio na resolução do problema de

circulação das aguas.

Uma das dificuldades encontradas foi o ajuste dos parâmetros de entrada, por

exemplo, a viscosidade vertical Uirbulenta, uma vez que este parâmetro varia de lago

para lago e não encontramos dados mais precisos sobre este valor a respeito do Broa.

Sugerimos um trabalho experimental sobre viscosidade vertical turbulenta muito útil

para a calibração do modelo.

No computador utilizado para fazer as simulações não foi possível trabalhar

com urna malha mais refinada; como dissemos anterionnente, utilizamos o número

máximo de células; talvez trabalhando com malhas com maior número de pontos,

principalmente na vertical, possamos simular este problema para período maior que

10 horas, este período foi determmado através de um ajuste dos incrementos espaciais

e temporais a fim de atender aos limites da máquina e também do método explícito.

Sugerimos em trabalhos futuros, colocar uraa visualização nos parâmetros de

entrada, bem como uma saída gráfica acoplada ao programa. Além disso, recomenda-

se fazer um estudo de otimização do programa, a fim de reduzir o tempo

computacional gasto para executar cada iteração. Poder-se-Ía acrescentar ao
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programa um gerador de malhas, pois, desta forma, poderia se reduzir o número de

variáveis, buscando economia de memória.



ANEXO A



ADIMENSIONALIZAÇÂO

O processo de adimensionalização se dá através das seguintes mudanças de

variáveis:

x = x^L , y = y^L, z = z^D

SD.. .. SD.. ... ^2
T""V=XV"W=^-

h = hD, p = pgDp^ - pgz^D

rjê_. _ Tfê
~fLTX'ry^~fLx ~ ^r " xi " y ~ fr "y

onde * representa as vadáveis adimensionalisadas.

Com isso, passamos a desenvolver cada um dos termos das equações

envolvidas no problema com o objetivo de obter as equações já adimensionalisadas

Desenvolvimento da equação da pressão

Equação da pressão a ser adimensionalisada:

l^p
--g=0

p ô z
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efetuando o processo de mudança de variáveis (p e z), temos:

-^J^(psDp.-PgDz.)-g=0

pgD
pD

õ T?» ^2,

ô z* õz^
-g=0

-á
õp^

Ô '2•»
-l -s=o

õ p*
-g^r+g-g=Q

'*

ô p»

ff z»
=0

então, a equação adimensionalisada se toma:

ô p»

a '^
=0

Desenvolvimento da equação da quantidade de movimento em x: u.

Equação da quantidade de movimento na direção x a ser adimensionalisada:

ou au ô õ
'+^~+^~^+^uw)-fv=~~^~+

ôt ôx ff y' ' 02.

l õ p _^_{_ffu\ _^(^^u\ ff { Õu
pâx õz\^ ôz] ffx\^ ffx) ôy\^ ôy.

efetuando o processo de mudança de variáveis (u, v, -w, p, x, y, z e /) para cada um

dos termos da equação acima, temos:

ou õ \gD \ gD ff u.
~Jï = J^l~/2^J=-T7r7

^l/J
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ou- g2 D2 ôui g2 D2 õzà
•2 r2 2 r3ôx f'L'LBx. fllf ôx

ôifv g^D^ <^u^v^ g^DZ ôu^v
•2 7-2ôy flLlL ffy. fiLi ôy

.2 r^3 2 r^2fftfw g^D3 õu^w^ g^DZ ôu^-w

•2 r3ôz flVD ôz. flL' ôz.

'^ZL _ ëD.
-yv=-/TV-=-TV-

l ô p l
p ôx p

0
Sx^L

(pgDp.+ pgz.D}

pgD\õp.
L ^ffx^

SD^P-_ ._A_(pOÍS:^—/7^Z*=0)
;, ' ~ 0 X*

0 ( ÔU\ Ô { 0 (gD\
T^ ~Jz)= ^Ml77 ^MW"

gD ô \ ri ôu^

L ffz\fD1 ô z.

õ f ou ô õ (gD\ \ gD ff ( u ou.
^l/ ~^c)= ô(x.L)[ ff[x.L}^Jt)u ) = ~TJ^[~fl2^

ô l ^) ^Z) ô | / <?u,
-l ü-

ây\u õ y) L ôy\fl} õ y.

Substituindo esses termos na equação de quantidade de movimento em x, temos

(deste passo em diante supriremos * das equações adimensionalisadas, fizemos isto

somente para simplificação destas equações) :

.2 r->2 .2 r^2 2 r->2gDõu g'D2 ôuj- g'DZ õuv gíD1 ôuw gD
+ •2 r3 + •2 r3

+•
2 r3L fft ' fití õx flf õy ' fiV Bz L

v=
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SD_^P_ ^D^S_t]_õu\ íSL-õ-S-°_au\ gD ^ ( u ôu
L~ôx+L'^z[fD2 õz) L ôx^fl? õx) L ôy^flï~ôy,

SD
com R^= 7T^eai=-^2-'a2=^

ü

L
multiplicando a equação por —^- e agrupando os termos a equação de quantidade de

gD

movimento ,na direção x fica adimensionaHsada como segue:

ffu

at
+R,

OU Õ / , <9>
•+^—{uv)+^-{uw)

õp õ \ õu\ ô \ ôu\ ô f ou
-v=~~=T:+^\al^\+^:\a2~.\+^~.\a2'

ÔX ffz\^~l 0Z) ÕX^ z ôx) ôy\~ z í?y,

O desenvolvimento da equação de quantidade de movimento na direção y é

feita de modo análogo ao desenvolvido para a direção x.

Desenvolvimento da equação da continuidade

Equação da continuidade a ser adimensionalisada:

ou ffv âw
:+^:+:^:=0

<?x

efetuando o processo de mudança de variáveis (u, v, w, p, x, y e z) para cada um dos

termos:

ô
ô (x. L)

gD
\-fL

õ
+

õ (y.L)

gD
VfL

õ
+

ô(z.D)

gD-

ifl1
•w, =0

gD ôu^ gD õu^ gD ^w,
•+ +•

fLL ô^ fL1 ôy^ • Dflf ôz^
==0



Adimensionalização 68

fl2
multiplicando a equação acüna por —^- temos a equação da continuidade

gD

adimensionalisada, como segue:

Ô M, ^ V» ^ W^
-+^—+^—":0

c, tíy^ ü/z,



ANEXO B



DISCRETIZAÇÃO

Discretização da equação de quantidade de movimento na direçâo x

O desenvolvimento da discretização da equação de quantidade de movimento

na direção x já adimensionalisada será feito termo por termo estimando no ponto

u^AJ,k

ou

õt
•+R.

ou2 ^ õ ^ ^ õ
-+—{uv)+—{uw)

'z

Õp 0 { 0U\ Õ [ ÔU\ 0 [ OU
-v =-^~+^Tl al ^T l+^^l ff2'ÏT 1+~^:1 a2

ôx ' ôz^"L ôz) ' ôx\^'i õx) õy\^''i ôy,

fn+l —11"
t'+ÏÁJ,k ~ui+lAj,k

õt M

OU u^\j,k ~uiJ,k

ô x Âx

õ f ^ uv'^Áj^A^~uv^j-y,,k

õy
(w)=

Ay

9 / . UW^J.^A-UW^J^A

õz
{uw) =

Az

v = V.^J.K

à )p P MJ-Pi j

ôx Ax
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ô\ õu\ õ
-[ a

ffz^õzF ôz
ffl

u'+ÏÁJ,k-y, ~UÍ^AJMÏÁ

A^

ô
ôz

a^u^A,j\k-y,

Az

õ
ôz

aï u^jMyi

Az

a ^YzJ^A U^J,k-ï ~a^^jMY2 i+y^'k

Az2

a^VlJ,k-yz UÍ^/2J^~a ^ÂJMYz U^/2J^Ï

Az2

0[ ÔU\ 0
•\a

^X\JÁ 0XJ ÔX
a.

{u^,j,k-u.,jA

Ax

õ
âx

°-2 ui+\J,k

Ax

ô
<9x

al u'J,k

ÁX

a ,..., _ .u2^I.y,í U^ÁJ,k ~ a 2,^^ ui^J,k

ÁX2

2/+lj,A ui^Aj,k ~a 2ij,k uí-y^j\k

Ax2

õ[ ôu\ õ
-\a

õy^'iôy) ôy
a'

u'^/2J^~u^,.!-ÏA,k

Ay

a
õy

a2 ui^J^k

^y

õ
õy

a2 ui^Aj-y,,k

^y

a ^YzJ+y^ ui^Aj^,k ~aZi+yzJ-}A,k ui^Á.J,k

"AT"
°'2,^,y+^,í ui+}Aj,k~a2,+y,j-^k ui^Á,j-ï,k

"AT"

Logo, isolando u^y ,^. teremos:
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<u^ = ",.ww + õt{-Ro {A+B+C}+D+E+F+G)

onde:

= Ôx^ Jvk ~ J'í '

B = Õy[(uv) '+<l/2)-'+<"2>.t - {uv) "<.">.-<."» l

C - ^[M ,.(1/2Ü^-(1/2) - (^ ,^,,^,,, ]Ôz

ü=v.(+(I/2)J,í ~^~^\PMJ ~Pi,} ,õ x

~Q^\- ^I^+(V2)j,í-(V2)^+(v2)^-I -tí'+(l/2)j,í

^l^+(l/2)J,í+(l/2)lu'+(l/2)J^-uí+(l/2)J,A,

F=~S^[ {az},^,Áu^w-^w

[a2 } i j,k \ U'+(1/2)J,A - ui-{\il\j,k,

G=^^ +̂(l/2)j+(l/2),^u'+Cl/2V+I.Í ~ MI+(ü2)j,í

kl .(V2)j-(U2),^+0/2V>í - U'+(I/2V-u) l

Discretizando em v (v; ,,i/,,):
l,J^'/ï^

ôv

0t
+R,

0 { \. âv . ff
w+~^~+^^vw^

x

ffp ô f ^v1 ^ f ^v] õ \ ôv
+u^~~~+^~\ al ^T 1+^~~1 a2 T": 1+^-1 a2

ff y ' õz\^'1 0z) ôx\J'^ ôx) ~ õy\^~L ôy.

^v vij^/i,k~vij^,k

fft Ar

0 í.^\ UV^Á^y^~uv^/^ÏA,k
[uv)= —"" '" , ——

õx Áx

2 ,.2 ,,2
V7j-n,í - v~ij,k

8y \y
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^L(^ vwu^-ÏA~VWW^ÏA
[vw)=-

u = u•'J^/2,k

ô )p P,j+i-P^,

ff y ^y

õ f ^v1 ^
•\ -̂1/1 1—õz\võz) õz

a

f.

v',J^,k-'A ',J^^

Az

õ
ôz

al v'J^/2,k~lA

Az

ô
ôz

aiv'j^AMÍA

Az

a ^j^A.k-y^ v'j^Â,k-i ~aïij^,k^ v'j^k

~^~
a^,^ÏA.k-lA V'J^ ~a Ï'J+ÏÁMK V'J^^\

-Azr

ô f ^v1 <?
-\a

ffx[~'z ôx) ôx

aïv^yij^~azvi-y,,j^k

Ax

õ
ôx

or2 vi+y,j^A,k

Áx

ô
õx

ff2 ui-^J^A,k

Áx

2^,y+^,í í''^j+l/2,k ^l,-y^j^,k "'J^k

Ax2

a2i-lAj+y2,kvíj+y2^~a 2,-^j+^,íví-u+^,í

A?~

õ\ õv\ õ
Jy[alJy)=Jy

a2VU^,k~a2v,,j,k

A^

ô

õy\
a2ui,J+l,!c

Ay

ô

õy\
a2vij,k

Ay
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a ^J+l.kvtJ+3A,k ~a2i,j,kviJ^k

~w
a2'J+\,kviJ^A,k~a2iJ,kviJ-y^k

A^

n+1
Logo, isolando v;,^/_ ^ teremos:

V^(1/2V = ^J.(W + 6t (-^0 U +B+C}-D+E+F+G)

onde:

.UV) ,+(l+2)j+(l/2),í - ^uvf ,-(i/2)j+(l/2),í .

B ;P^u-<Jõy

c = ^[(VU?)-^(^U-(1/2) -(^) ,^,,,^^

D=u;J+(l/2),í ~~^\p!^ ~piJ

l
^"l. ^ l^J+(Ü2U-(ôz^

k),

j+(Ü2),í-(l/2)l v'J+(V2),í-l - v'j+(l/2),í

J+(l/2),í+(l/2)l VU+(V2),k -v7j+(l/2),í+l,,í+l,

F=T^~^ ^a^W!2WmÁvii -v.S X2 L v"'2/'+(l/2)j+(l/2),íV'+Wl/2),í ^J+(l/2),í

^2^_(i/2)j+(i/2),ílv'J+(V2),í - v;-lj+(l/2),í ,

G= ^[ (a^wÁVJ ,j+(3/2),k ~ víj+(l/2),Aõyi

^a2 ) ij^ [v'J+(V2),k ~ v/J-(l/2),í ^

Discretizando a equação da continuidade já adimensionalisada

ou ui^,j,k-ui-y,j,k

õx Ax

^v vu^-vu-y^

õy &y



Discretização 75

^w w!j,k-y,-w,jMlA

ôz Az

Logo:

ui^j,k~ui-y,j,k , vu^k~vu-y^ , WUMK~WÜ,^A

Ax A^ Az

Extraindo a velocidade vertical -w. , „.,/ teremos:
1,J,K~^'/1

WÜMIA=WW-ÏÂ-^
U^ÁJ,k~ui-yzJ,k . VU^k~viJ-^,k

Ax
•+

A^

A componente de velocidade w ^ y é calculada de modo que a continuidade

seja satisfeita.

Todos os termos da equação acmia são calculados no mesmo tempo.

Desenvolvimento do processo de discretização para os termos de pressão

Pelo fato da pressão e suas derivadas não variarem verticalmente devido a

hipótese de equilíbrio hidrostático; a equação de pressão será baseada nas velocidades

médias calculadas verticalmente. Deste modo:

u=—\,uâz^ v=-^Çvdz e ifv^^-í ,(uv)dz
--A / ^ --A ^ --A

Podemos generalizar as equações acima da seguinte forma: ^ )=~r S ,\ ) à.z

Assim, percorremos os seguintes passos no desenvolvimento da equação de pressão:
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Integra-se verticalmente as equações de quantidade de movimento nas direções x e y,

abaixo faremos a integração para cada termo da equação de quantidade de

movimento:

O primeiro termo da equação é:
õ u

ôt

>, integrando-a: J , —üz = —^ J, udz,/, _^__ „ ^ ^^ ^^ ,_^_,

l
como vimos anteriormente: u = —

h'-^

então:
ou õ[hu

õt ôt

De forma análoga, para os outros termos, chegaremos às seguintes igualdades:

ôuï ^\hu

õx Sx

õ(uv) ô (huv)
o y ff y

õ{uw} õ
õz õz •Lh

-v=— l ^vdz=—hv
•i-h

ôp ^õp
•^-h-

f_,{uv)dz = O (w(x,yft) = w{x,y,-h) = ü)

ô f ou
^IQ'-^J=J-»

õ f ou
Jz[alJz,
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ff ft) OU
Lai^r^=£yiô z ^"1 õz

õu\

ôz\
-a

ôu\
1^1

-h

= asTx ~ aBTBx

õ f ou
7x[a2jx)=n

ô \ ou
^x{ õ 'x,

kfe=

Ô2 \ (ü j ^2(Au)
\ï-uâz\=a^^

õï

alJ7[^

ô [ ou
-l a =f,õv^lõy) --"

õ [ ou
^l"2^. \dz=

S'1 \ p ,1 ^2(/w)
udz\ = a"a4^\^' 2 n..2õ y

Lembrando que a-, é considerado constante para as equações acima:

Logo, na direção x temos:

ô[hu}
at +^o!

^(hu2) ^(huv)
ôx ôy

—/ÏV=

.ap
~h~^+a^-~aBTBx+^^

õl[hu} õ\ím)
~Jx2~+~7y2~ (BI)

Analogamente na direçâo y temos:

ô[hv}
ôt

+R,
ff[hví} õ(huv)
ôy ôx

—hu=
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õp
-h^:+a.Tx-aB^B.+a

õy

ô2[hv) ff2(hv}
~õTJr~9yr (B2)

Derivando com relação a x cada termo separadamente da equação (BI) temos:

õ
õx

^(hu)
at

õ
õt

ô[hu}
ôx

õ
õx

ô \hu

ôx

2 —2

õ x

õ
ff x

ô \hicv\

õy

ô 2(huv)
ôxôy

â[hv)
ôx

Ô
ôx

ÕJ_
õx

õh ô p , ô p

0x ff x ff x

ô
ôx

[a^.-asT^}

ô
ôx

ff2[hu} õl[hu}
ÔXÀ ff y'

^
õx'

ô[hu)
ôx

õ
+

õ y
^{hu)

õx

Logo a equação (BI) fica:

ff
ôt

^(hu)
ôx

+R,
õï[hu1} S\hu)
ôx õxõy

^(hv)
ôx
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ô h ô p , ô p õ
--À—+—(a.-z-.-oífiTfiJ+a.JxJx~"Jxl^x[usï'~UBlB'1^1

2ô~

ô x'

â(hu)
ôx

+
õ2

õ y
^{hu)

õx

Derivando com relação a y cada termo da equação (B2) temos:

(B3)

ô
õy

õ (kv)
ôt

õ
õt

^(hv)
õy

ô
õy

ô [huv\

ôx

ô\huv)
ffxôy

ô
õy

ô[hv

õy

õ1 [hv
õy-

^(hu)
õy

õ
õy

:õp-
[h~ty\

ah õ p , ô~ p
~+h^2~

õyôy ôy^

õ
Sy

[a^y-aBÏBy]

0
õy

õ2[hv) ^2(hv
ô x' õ y

õï

â x'

ô (kv
õy

ô
+-

õy
â[hv

õy

Logo a equação (B2) fica:

ô
at

ô (kv)
õy

+R,
^2{huv) õ^

•+——^-
ôxôy õ y'

ff[hu}
õy
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õ h õ p , ô p ô
~~h~^~+^~\asTv-aBTBv]+a:'s"y ^B"By} ' "-2

ô
õx'

ff[hv]
õy

+-
õ
õ y

^(hv)
9y

(B4)

Adicionando as equações (B3) e (B4) obteremos:

õ
0t

ff[hu}
ô x

õ
+-

õt
õ[hv}

õy
+^!

ffl[hu1} ff\huv) õ\hu!) ô2[hv2}
ôx õxõy õxffy õy

õ (hu) ff (hv)
õy õx

õ
ôt

ô (hu) õ (hv)
ff x ôy A

ffl[hu2} õl[hv2} _â2(huv)
ô^ ôy 0x0 y

õ (hu) õ (hv)
õy õx

ô(hu) â[h~v)
Seja D= \ /+

ô 'x ff y

â D
^+Ã°

Ô2[hu2} Ô'1 [hvl\ ^^uv)
•+—L—+2-õxï ' ô y2 ' ~ õ^ôy

0 (hu) õ (hv)
ôy ôx

0 h ô p , ô p ô h ô p , ô p ô f \ õ
^~h^~^^^~h^+^a^~a^^+^[a^y~a^^+ôx ôx ôxí õy õy " ôyí ôx õy

+a,
õ
ff ^

â(ïw}
ôx

+
ô
sy

õ(hu)
ffx

+•

õï

õ x'

^(hv)
ffy

+
õï

õ y
õ [kv)

õy

a (hu) â[hv}
Lembrando que:D=—;;—~+—;,—^, substitiiremos este valor no lado direito da

õy

equação acima, resultando em:

õ D
^7+Ã»

ff2[hu2} ffl[hv1} ^2(huv)
._l-—v , / +2-

ffx ff y âxôy

õ (hu) õ (kv)
õy õx
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ô h ô p , ô p ô h õ p ^ ô2 p õ ( \ ô
=~Jx^x~hJ7~Jy^y~hW+^[a'T'~aBTB')+^y[a'Ty~"BTBy]+

+a-

õ2-D õ2D

~ô7^~õ7.

Isolando os termos de pressão e dividindo por h:

õ1 p ô'1 p l

õx2 ~ô^ ~h
õ h ô p ô h ô p
ôx ôx õy õy

l J BD
h \ ôt + a.

0 2D ff2 D

^x2 õyí -^1
ff2[hu2} ^2(h7) ^2(huv)
~^x2+ õy1 õxõy

+

^(hu) â[hv} ô i ^ õ
~Jy~+^t+J~^asT' -a^+7y[a'Ty -a^

Discretizando no ponto (y), cada um dos temios da equação anterior:

fflp p^,J-2pi.J+p^

ôx' A x'

ff ï P P^ï-2Pij+Pu-ï

õy- Ay

õ h ô p õh\
ôx ôx âx\

Pi^j-p,^

2Ax

ô h ô p ôh\
õy õy ôy\

p.^-p^-,

2^y

a D Dn+l-Dn A j

0t Ôt Õt
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Segundo LIGGETT (1970) o valor de D^+l será zero. Deste modo erros de

divergência no tempo (n) serão usados como fator de correção na pressão, para

dinunuir erros de divergência no tempo (n+1).

9ÏD D,^-2D,,+D^
õ 'x2 A x'

B^ D^-2D^+D,^
õy A^

õ1 (hu2) [hul}^-Íhul}^[huï}^
0^ A^

^) [hvl},^-Áhv\+{hvl\..
õ y

õ 2(huv) _ õ
2~—^—^-=2-

õxffy âx

A y:

õ [huv\

ôy
=2

õ
ôx

hKv). , ,/ -{hicv} .
i,J+^ v >' ij-^

Ay

=^
\^ïuv}.. ,/ ., ,/ -^2/V), ,/ ,,,/ -{hicv}, ,/ ,/ +[hifv}^ ,/'i+VïJ+yi V"""/'-'-2J+>2 v"'"/'+K.2rii ' v"""'r/'-}2j-X

Axày

0(hv) N,^,-(^,
ôx ÁX

ô[hu) W^Â-^u-1

õy Ay

^.r^-a^r^] ,,/ ,-^-r,-o^/,j,''sïx ~ UBC' Bxf \ws~x —is- isxf^y^j \~s- x —15- sx/j_^^

ôx A^c
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OT,T,, -a^T^} .. -la.-T^-apT,
''st'y~^'Bt'By] \"s'y -D- ^!,j+^ \"s-y "13'^hj-^

õy A^

Isolando p,, temos:

Pu = 2 2
Ax2 A)/2.

P^+P^J, PW+PU~Ï

/^xi Ar

l
+h

^h{ pMj-p^j \. sn PW+PU-Ï

_^x^ 2A^ ;' By\ 2Ay

D,
l, J

fft
-a'

D,^-2D,.,+D,-u . A,^-2A.,+A.,-i

Á^ A y-
+

+^Qj+
\hu}. .^/~[hu), ,_i/ l^vLi/ ,-lÀV)._i/ .''j+Yz Y'~~l'j-yi v"/'+yi,j Y" ^-Yïj

^y Ax
+

(^^-^^^-(a^-G^T^ /lJ

Ax

^-^^J^-^-O^J,^
A^

8u=

hu2} -2{hu2} +{hT?} {h7} _-2{hv2} +{h7}
'/+IJ V h J \ ! í-ÏJ ^ 'íj+ï \ !i J V l ij-\

~^x~2 +&7~ +

Jrt
^uv).. I/.. l/ +l^uv)., I/ .. l/ -^MV)., l/ ._!/ +l^m7)._l/'^y-ij+y-i' v""r/'+^j+>2 v'"r/'+^j->2 iv""r/f-^,.í^_

AxA^

ô[hu\ õ\hv\
Onde o termo D = —;,—'-+ — ^ —'- discretizado corresponde a:
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M,,/.-(hu),,/. ^v)..,,//-M.,_,'i+vi,j y'"Jt-'AJ . v"/'j+1/2 v'r/'J-1

l'j Ax ' Ay
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