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RESUMO

MONTEIRO Jr., L.A. Implantacdo de um modelo tridimensional para a circulagdo
das dguas induzida pelo vento em lagos. Séo Carlos, 1998. 88p. Dissertacdo
(Mestrado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S3o Paulo.

Este trabalho apresenta um estudo sobre a circulagfo das 4guas induzida pelo
vento em lagos, utilizando um método explicito de diferencas finitas tridimensional.
Desenvolveu-se um programa computacional cujos resultados se mostraram
satisfatérios quando comparados com os de literatura e coerentes quando aplicado 2

Represa do Lobo.

Palavras chaves: modelo matemético; diferengas finitas; lagos.



ABSTRACT

MONTEIRO Jr., L.A. Implementation of a three-dimensional model for the
circulation of the waters induced by the wind in lakes. S8o Carlos, 1998. 88p.

Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de
Séo Paulo.

This work presents a study of water circulation in reservoir induced by winds; It
was used a tri-dimensional hydrodynamic models based on finite difference approach.
It was developed a computational algorithm and tested with simplified domain and
applied to simulate the water circulation in Lobo Reservoir, SP. When compared with

literature the numerical results can be considered satisfactory.

Key words: mathematical model; finite differences; lakes.



1 INTRODUGAO

1.1 Apresentacao

Um dos componentes mais importantes para a vida humana € a 4gua. Assim,
com a degradacfio dos corpos d’agua, ao longo dos anos, foi necessario desenvolver
técnicas para o seu tratamento e formas de gerenciamento.

Alguns dos fatores, que mais contribuiram para a degradacdo e escassez dos
recursos hidricos, foram o crescimento populacional desordenado e o
desenvolvimento tecnoldgico e industrial. Este altimo favoreceu o aumento de
residuos industriais que muitas vezes s3o jogados nos rios.

Conseqiientemente a comunidade cientifica tem, cada vez mais, estudado os
problemas relativos aos recursos hidricos, buscando desenvolver técnicas capazes de
gerenciar tais recursos, como pode ser visto no trabalho de BARTH(1987).

Na literatura notamos um aumento considerdvel nos estudos sobre lagos, muito
embora os problemas associados a rios e estuarios possuam uma bibliografia mais
NuIMerosa.

A circulacdio das 4guas induzida pelo vento € uma das responsaveis pelo
transporte de nutrientes e dispersio de poluentes. Nos tltimos anos, tem aumentado a
evidéncia de que a mistura de processos fisicos em lagos e reservatérios influenciam
nas caracteristicas quimicas e biolégicas do mesmo.

Na construcdo de reservatérios e no gerenciamento de lagos naturais, os
engenheiros tém desenvolvido "ferramentas" para analisar e prognosticar as
caracteristicas de mistura do lago através da circulacio das dguas induzidas pelo

vento.
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Neste trabalho apresenta-se um modelo numérico computacional capaz de
representar a circulagdo das d4guas em lagos. Em particular seré analisada a circulacio
na Represa do Lobo, localizada no municipio de Itirapina - SP.

A mviabilidade de uma solucdo analitica para o problema € um fator que
incentiva a pesquisa e o desenvolvimento de modelos numéricos computacionais.

No passado, vérios modelos fisicos e laboratoriais foram desenvolvidos para se
analisar 0s processos de mistura, no entanto, tais modelos nio eram capazes de
simular realisticamente o vento e as condi¢cdes de fundo, entre outros pardmetros.

Atualmente, tem-se descrito tais problemas através de modelos numéricos,
voltados & implementacio em computadores. Isto se deve ao desenvolvimento de
computadores de alta velocidade e grande capacidade de armazenamento aliados ao
baixo custo de aquisicBio, além disso o uso de estagdes de trabalho permitem a
resolucdo da maioria dos problemas numéricos de interesse da engenharia
(MALISKA (1995))

Os modelos numéricos computacionais exigem cuidados para a representagiio
ideal de um problema. Os fen6menos de circulagdo em lagos sfo descritos de maneira
completa por modelos tridimensionais, muito embora, varios trabalhos foram
desenvolvidos utilizando modelos bidimensionais fazendo uma hip6tese de
profundidade média, desprezando as caracteristicas do fundo do lago.

Os modelos tridimensionais apresentam dificuldades computacionais de
armazenamento de varidveis € sd0, em geral, mais lentos que os bidimensionais, cerca
de 10 vezes segundo JIN e KRANENBURG (1993).

Para muitos corpos d'dgua, a hipétese de se trabalhar com 4guas rasas €
bastante razoavel. Além da hipétese citada, vérias outras simplificacdes tém sido
usadas na literatura, dentre elas destacam-se: o tratamento dos termos ndo lineares,
coeficientes de viscosidade turbulenta e as condi¢cGes de contorno no fundo.

O modelo tem base nas equagdes da continuidade e quantidade de movimento,
tomadas em suas formas tridimensionais, gerando um campo de velocidades.

Uma das dificuldades de um bom programa computacional € a saida de dados.

Assim, para melhorar a visualizacdo dos resultados buscou-se uma saida grafica, que
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representa o campo de velocidades. Esta visualizacdo grafica foi conseguida através
do software “vview”, desenvolvido na PUC do Rio de Janeiro.

Este trabalho estd dividido em 8 capitulos, sendo que no capitulo 1 consta a
introduciio € os objetivos. No capitulo 2 fez-se uma revisdo bibliografica citando
alguns trabalhos sobre circulaco de 4guas induzida pelo vento. O capitulo 3 descreve
a metodologia aplicada, onde as equacbes sdo apresentadas e discretizadas, € o
esquema numerico utilizado e o algoritmo serfio definidos. Os aspectos
computacionais serdo tratados no capftulo 4. A verificagio do modelo € feita no
capftulo 5. Os principais resultados obtidos serfio apresentados no capitulo 6, sendo
que as conclusdes e recomendacdes para futuros trabalhos serio mostrados no

capitulo 7 ¢ por fim no capitulo 8 serfio apresentadas as referéncias bibliograficas
utilizadas.

1.2 Objetivos

Este trabalho consiste no desenvolvimento de um modelo numérico
tridimensional que represente a circulagio das dguas induzidas pelo vento em um
lago.

Para tanto passamos pelas seguintes etapas:

— Reconhecer o problema buscando na literatura subsidios para o estudo.

— Equacionar ¢ desenvolver um esquema numérico capaz de representar o

problema.

— Implementar o problema, primeiramente para dominios simples objetivando

uma avaliacdo inicial e por fim aplica-lo & Represa do Lobo (Broa),

localizada no municipio de Itirapina - SP.



2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Introducao

Neste capitulo comentaremos alguns dos trabalhos mais relevantes sobre
circulagdo de 4guas induzida pelo vento em lagos, com o objetivo de apresentar
algumas das diferentes formas com que o assunto vem sendo abordado ao longo dos
anos.

O capitulo baseia-se, fundamentalmente, nos trabalhos de LIGGETT (1970),
FALCONER et al. (1990), PONCE & YABUSAKI (1981), KOUTITAS &
O’CONNOR (1980), entre outros.

Na literatura, encontramos basicamente duas formas de estudar o problema de
circulacio em lagos. Existem os trabalhos experimentais, que consistem no
monitoramento e medicdes feitas com equipamentos proprios como citados em
BAINES & KNAPP (1965). Tais experimentos foram utilizados para a verificacdo e
ajustes do modelo desenvolvido por WU & TSANIS (1995). Um outro modo de se
tratar o problema € através de um modelo matemético.

Um modelo matematico é constituido basicamente de um conjunto de equacdes,
que representam um determinado fendmeno fisico. A resolugio de problemas
modelados matematicamente pode ser feita de dois modos: Solugdes Analiticas

(exatas) e Modelos Numéricos (solugSes aproximadas).
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2.2 Solugdes Analiticas

Ainda que as solugSes analiticas apresentem resultados precisos, elas sdo
raramente usadas devido, principalmente, a grandes dificuldades de tratamento das
equagdes (diferenciacbes e integracdes). Isto faz com que tais solugdes sejam
adotadas somente em casos bastante especificos em que se consideram muitas
simplificagGes.

O artigo escrito por WU & TSANIS (1995) mostra um estudo numérico das
correntes de agua induzidas pelo vento e também apresenta, sem muitos detalhes, uma
solugéo analitica para o caso permanente e unidimensional.

LIGGETT & HADJITHEODOROU (1969), LIGGETT (1969) e LYNCH &
GRAY (1978) mostram em seus trabalhos o desenvolvimento das equagdes até atingir
uma solucdo analitica para a circulagdo em lagos rasos e homogéneos; é um estudo
para o caso permanente e tridimensional.

LIU & PEREZ (1971) trabalharam com as equac¢des adimensionalisadas
tridimensionais de um modo semelhante ao desenvolvido por LIGGETT &
HADJITHEODOROU (1969); a diferenca entre os dois € que no segundo trabalho foi
utilizado o pardmetro de Coriolis.

2.3 Modelos Numéricos

Para um modelo matemidtico existem varios modelos numéricos possiveis.
Assim, por exemplo, 0 modelo numérico pode ser desenvolvido via Método das
Diferencas Finitas, Método dos Elementos Finitos, como podemos observar nos
trabalhos de GALLAGER et al. (1973) e NISHIDA (1995), ou mesmo combina¢cfes
das duas técnicas anteriores, como no trabalho de KOUTITAS & O’CONNOR
(1980).

A adociio de modelos numéricos para problemas de circulacdo de &guas
induzida pelo vento, tem se constituido numa prética bastante comum nos ultimos
anos. A evolucdo dos computadores € uma das principais razdes para o aumento da

utilizacéo dos modelos numéricos.
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Existem varios niveis de sofisticacio de modelos numéricos, que variam
conforme o detalhamento do problema. Para o caso de circulagdo das aguas, existem
varios modelos propostos na literatura, dentre eles destacam-se modelos
bidimensionais, tridimensionais ¢ os modelos que se colocam de forma intermediéria,
os chamados modelos quasi-tridimensionais.

A modelagem € feita de modo completo em trés dimensGes e € representado
pelas equagdes de Navier-Stokes. Os modelos numéricos se completam com a

introducéo das condicdes inicias e de contorno.

2.4 Equacoes Governantes

“Temos uma compreensdo limitada da multiplicidade de varidveis
interdependentes que compdem os sistemas ambientais. Somos incapazes de escrever
detalhadamente o que ocorre, mesmo se nos restringirmos a aspectos fisicos, tais
como a circulagdo e o transporte de uma substincia em escoamentos geofisicos.
Visando a planejar nossas intervencdes no meio ambiente recorremos 4 modelagéo,
isto €, uma idealizacdo simplificada dos complexos sistemas naturais” (WROBEL et
al., 1989, p. 158).

As equagdes vao representar de modo matemético um fendmeno da natureza,
que no caso ¢ a circulagiio das dguas em lagos provocada pela agio do vento.

Baseado em aspectos fisicos e experimentais conclui-s¢ que o escoamento em
corpos d’dgua rasos é turbulento. As equagdes de Navier-Stokes sdo as que
representam o fendmeno de modo completo. Tais equagdes sdo baseadas no principio
de conservaciio da quantidade de movimento (2° lei de Newton) e a conservagéo de
massa para um volume de controle. O plano horizontal ¢ definido pelos eixos
cartesianos Ox € Oy tomados no sentido anti-horario e o eixo vertical Oz, ¢ tomado
positivo no sentido superficie - fundo.

No desenvolvimento das equagdes, em geral, consideram as seguintes hipdteses:

- Lago homogéneo.
- Pressdo em equilibrio hidrostatico.
Esta hipotese restringe a soluciio 8 LAGOS RASOS onde:
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D/L =< 1
D : profundidade maxima,
L : largura maxima.
- As elevagbes da superficie da adgua sdo pequenas quando comparadas a
profundidade do lago.
Com base nas hipéteses acima, LIGGETT (1970) adotou o seguinte
equacionamento:

Continuidade:

du v dw 2.1
oz oyt oz 0

Quantidade de movimento na direcio x:

ot ox (9}’ oz (2.2)

Quantidade de movimento na direcéo y:

dv & & 5 @
ar+axWﬂ+ayv'+aJw”+ﬁ“' 2.3)

10p, 2 [ ﬁv]+ 3 [ 5v]+ 8 @)avj
-_—— —_— _— —— —_— —_—
poy &z no”z ox\ ox) Gy\ Iy

Presséo em equilibrio hidrostético:

(2.4)
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8
Na superficie, onde z = 0, tem-se:
Ju__ Iv_ (2.5)
77 az _Tx:n ﬁz_ry

u, v, w : componentes de wvelocidade nas direcdes x, y e z
respectivamente,
t : tempo,

f: pardmetro de Coriolis,

p: massa especifica da agua,

P : pressao,

n: viscosidade vertical turbulenta,

v : viscosidade horizontal turbulenta,

g : acelerac@o da gravidade,

Ty, Ty  tensdo superficial do vento nas dire¢Ses x e y respectivamente.

2.4.1 Analise das tensdes

Neste item apresentamos a forma com que as tensdes sio tratadas na literatura.

- Tensdo no Fundo

A tens@io no fundo € causada pelo atrito do fluido com o leito. Para
representd-lo aplica-se a lei quadratica, que segundo PONCE & YABUSAKI (1981),

ZHOU (1995), MUIN & SPAULDING (19972), MUIN & SPAULDING (1997b),
entre outros € dada por:

A M pCf(uz +V2)%”

Tey ™ pCf(u2 +v2)%v
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onde p : massa especifica,
C, : coeficiente de atrito no fundo, que pode ser obtido através das

seguintes féormulas:

Formula de Chezy C,= % onde C ¢ o coeficiente de Chezy

ou

2

Férmula de Manning C, = r onde n € o coeficiente de Manning.

Tais formulaces podem ser melhor estudadas através de DAILY &

HARLEMAN (1966).
JIN & KRANENBURG (1993) afirmam em seu trabalho que em escoamentos

de grande escala, existe uma camada préxima ao fundo, onde a distribuicdo de

velocidade € logaritmica. E ¢ dada por:

*
Lt i)
k \z,

onde: u,: velocidade proxima do fundo,
k: constante de Von Karméan (= 0,4),
z: altura da camada do fundo,
Zo: altura da rugosidade no fundo.
Esta mesma formulacio foi adotada nos trabalhos de KOUTITAS &
O’CONNOR (1980) e WU & TSANIS (1995).
HUANG & SPAULDING (1995) e JOHNSON et al. (1993) introduziram as
leis logaritmicas no coeficiente de arrasto C (Chezy), utilizando o valor de k= 0,42.

CZE'IH(AZ)I

Zy
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- Tensdo na Superficie Livre

A tensdo na superficie livre € causada pelo atrito do vento com superficie da
agua, JOHNSON et al. (1993), WU & TSANIS (1995) e FALCONER et al. (1991)

adotaram a seguinte formulagZo:

Doy = JDarC’Duw,f u

Wy

U

ry = parCDuwy

W
onde: P, - massa especifica do ar,
C,. - coeficiente de arrasto do vento,
u, - velocidade do vento medida a 10 m da superficie livre.

» 1,1.107° para u, <6m/s
2~ 1(0,61+0,063u,)10 para u, ) 6m/s

WROBEL et al. (1989) apresenta a seguinte férmula para o coeficiente de

arrasto:
C,, = 0,001(0,8+ 0,065z, )

J4 SALOMOM" apud JESUS (1989) faz a seguinte recomendacio baseado em
varias observacdes:

{0,0015 para u, <15m/s
b710,0026 para u, ) 15m/s

* SALOMON, J.C.; LE HIR, P. Etude de estuare de la Seine, Université de Bretagne Occidentale, Faculté
des Sciences et Technigue, France apud JESUS, J.A.O. Modelo numérico de circulagdo e qualidade da dgua
em estudrios bem misturados, aplicagdo no estudrio de Guaiba. Sdo Carlos, 1989. Dissertacdo (Mestrado)-
Escola de Engenharia de Séo Carlos - Universidade de Sdo Paulo.
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e ainda afirma que o coeficiente de arrasto pode sofrer uma variagio entre 0,0009 e
0,0062 para varios estudrios no mundo.
Prosseguindo, faremos uma andlise de alguns Modelos Numéricos

(bidimensionais, tridimensionais, etc.) que tratam o problema.

2.5 Modelos Numéricos

Como ja foi mencionado anteriormente, existem varios niveis de sofisticacido

para os modelos numéricos.

2.5.1 Modelo Bidimensional

A modelagem bidimensional € bastante usada. Sua representacdo, em geral, se
dd no plano horizontal X-Y, no caso mais comum, ou no plano X-Z, no caso de
estudrios muito estratificados.

O modelo proposto por PONCE & YABUSAKI (1981) parte das equagdes de
Navier-Stokes realizando vérias simplificagdes chegando as equagdes de
profundidades médias. Trés foram as simplificagdes bésicas utilizadas:

- As velocidades verticais foram desprezadas

- Astensdes do vento e os efeitos do vento geostrofico também foram desprezados.

- Utilizag@io de valores médios para descrever as propriedades do escoamento que
variam verticalmente (com a profundidade).

Dentre as hip6teses mencionadas acima, a de maior destaque € a tltima, pois é
ela que faz com que a analise deixe de ser tridimensional, j& que as distribui¢des de
velocidades na vertical s@io praticamente perdidas. No entanto, PONCE &
YABUSAKI (1981) argumentam que tais informa¢des podem ser desprezadas
quando se trabalha com 4guas rasas.

Os efeitos das tensdes de cisalhamento nfo sfo tratadas explicitamente, s3o
introduzidas como um fator de correcfo na rotina que trata das velocidades médias.

As tensdes de fundo, também n3o tem tratamento especial, € usada a expressio
de Chezy.
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A discretizacfio das equacdes € feita utilizando Diferencas Finitas, adotando-se
Ax igual a Ay.

PONCE & YABUSAKI (1981) adotaram um esquema centrado para a
discretizacfo espacial, ¢ um esquema de diferencas de primeira ordem progressiva
para a discretizaco temporal.

O procedimento usado para resolver as equagdes discretizadas € uma espécie de
derivagdo do Método ADI, sendo que cada estigio de tempo contém um esquema
implicito seguido de um esquema explicito. Tal procedimento resolve as equacées da
quantidade de movimento nas direcdes x e y separadamente, permitindo que um
problema bidimensional seja tratado como uma seqii€éncia de problemas
unidimensionais. Desta forma, no primeiro estagio as equag¢bes da quantidade de
movimento na direcfo x e da continuidade so tratadas de modo implicito, enquanto a
equacdo da quantidade de movimento na direcéo y € explicita. No segundo estagio as
equacles da quantidade de movimento na dire¢do y e da continuidade sdo tratadas de
modo implicito, enquanto a equacdo da quantidade de movimento na direcdo x €
explicita.

Os contornos foram tratados de duas formas:

- contornos abertos: fluxo de massa € igual a zero nas dire¢des perpendiculares ao
contorno.
- contornos fechados: neste caso adota-se uma condicdo de "no-slip", e para pontos
fora do dominio adota-se o ponto imagem.
Exemplos de modelos numéricos bidimensionais podem ser encontrados nos

trabalhos de JESUS (1989) e de HU & KOT (1997)

2.5.2 Modelo Tridimensional

Meétodo das Células

LIGGETT (1970), desenvolveu um modelo tridimensional, Método das Células,
para a modelagem da circulagéo das dguas de um lago, tomando por base as equagdes

da quantidade de movimento nfo linearizadas, incluindo a viscosidade horizontal
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turbulenta e admitindo que a viscosidade vertical turbulenta pode variar de ponto para
ponto.

No desenvolvimento das equagdes, LIGGETT (1970) fez as seguintes
hipdteses:

- Lago homogéneo.

- Pressdo em equilibrio hidrostético (restringe a lagos rasos).

- As elevacbes da superficie da agua sfio pequenas quando comparadas com a
profundidade do lago.

O Método das Células faz uma adimensionalizacio das equacgGes através de
mudancas de variaveis.

A discretizacdio das equacgbes € feita utilizando um esquema de Diferencas
Finitas explicito, dividindo o lago em células tridimensionais.

LIGGETT (1970) faz um tratamento especial para a pressio. O Método da
Células envolve a soluggio de equacio do tipo Poisson para a presséo, que € definida
no centro de cada célula. A hipétese de equilibrio hidrostatico faz com que a pressdo
ndo varie verticalmente, assim a equacio de pressio € baseada nas velocidades médias
calculadas verticalmente. A discretizacio da pressZo € feita com base nas equagdes de
quantidade de movimento nas direcdes x e y, integradas verticalmente. LIGGETT
(1970) ainda introduz um fator de correcfo nos termos de pressdo com o objetivo de
diminuir erros de divergéncia em tempos futuros.

Os contornos séo divididos em trés casos:

- Superficie
- Fundo
- Laterais

Cabe ressaltar que € feito uso da condicdo de "no-slip”, que os contornos de
fundo sdo separados em trés casos e também um tratamento especifico para as
condi¢cdes de contorno nos termos de presséo.

Na simulagfio realizada por LIGGETT (1970) com o Método das Células
verificou-se que os efeitos da variagdo da viscosidade turbulenta influenciam de forma

pequena, porém, detectavel nas velocidades e no modelo de circulagdo. Outro fator
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importante, foi o aparecimento de algumas instabilidades durante os célculos, que

foram corrigidas com a diminui¢&o do incremento de tempo.

Modelo de Koutitas e O'Connor

KOUTITAS & O'CONNOR (1980) elaboraram um modelo tridimensional para
escoamentos induzidos pelo vento e por marés em regides costeiras. Mais
precisamente o trabalho foi aplicado na Baia de Thessaloniki, na Grécia.

O modelo parte das equacSes da quantidade de movimento e da continuidade,
tridimensionais, linearizadas e integradas verticalmente. As condi¢des de contorno
utilizadas séo basicamente quatro: na superficie livre, no fundo, contorno a mar aberto
e nas paredes. Na superficie livre considera-se os efeitos da velocidade do vento, no
fundo utiliza-se "no-slip", no contorno a mar aberto podem ser adotadas técnicas de
monitoramento ou mesmo formulacdes empiricas e nas paredes a componente normal
de velocidade € igual a zero.

KOUTITAS & O'CONNOR (1980) utilizaram uma combina¢io de Diferengas
Finitas e Elementos Finitos para solucionar o problema. A técnica de Elementos
Finitos € usada para descrever a variagio das velocidades verticalmente, ou seja a
soma de todos os elementos em uma vertical compde a matriz global. Qualquer termo
derivativo com relagéio a x e y, que aparece na matriz global sera substituido pela
respectiva expressio em Diferencas Finitas centrada.

Os campos de pressdo sdo determinados através da equagio da continuidade,
mtegrada verticalmente, discretizada em Diferencas Finitas.

A viscosidade turbulenta € outro ponto que KOUTITAS & O'CONNOR (1980)
destacam, apresentando trés formas diferentes de anélise.

O método em si mostra-se um pouco complicado na discretizagio das equacdes
e no tratamento Diferencas Finitas/Elementos Finitos, porém, os testes realizados

neste trabalho mostram que o modelo se comporta de forma bastante boa.
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Modelo de Falconer, George e Hall

Na modelagem tridimensional da circulagdo das aguas de um lago, raso e
homogéneo induzida pelo vento, FALCONER et al (1991) utilizaram
equacionamento e hipéteses bastante semelhantes as de LIGGETT (1970), agora
baseadas nas camadas médias. FALCONER et al. (1991) também desconsideraram a
presenca de afluentes e efluentes.

Os termos de atrito do vento sobre a dgua séio expressos por funcdes empiricas
proporcionais as velocidades do vento, massa especifica do ar e a um coeficiente de
resisténcia do ar. Tal coeficiente é apresentado na literatura com varias propostas,
FALCONER et al. (1991) adotam um valor empirico proposto por MUNK" (1955).

J& para as tensdes cisalhantes no fundo e em regiGes internas do lago, foram
utilizadas as expressdes de Darcy-Weisbach e Boussinesq, sendo esta tltima também
adotada por JIN & KRANENBURG (1993).

Os campos de pressdes sdo determinados a partir das equagdes da continuidade
e quantidade de movimento, integradas verticalmente.

As equacGes diferenciais parciais sdo, entfio, discretizadas utilizando

combinag¢des de esquemas de Diferencas Finitas explicitos e implicitos.

2.5.3 Modelo Quasi-tridimensional

JIN & KRANENBURG (1993), desenvolveram um modelo quasi-
tridimensional para a circulagéo de aguas rasas.

As hipéteses, bem como o desenvolvimento das equacdes s3o bastante
semelhantes aos adotados por LIGGETT (1970) e FALCONER et al. (1991).
Utilizaram-se basicamente as equacdes de 4guas rasas tridimensionais, nfo
linearizadas, integradas verticalmente.

O modelo € composto de dois mddulos acoplados. Para cada passo de tempo,
dois passos intermedidrios séo realizados. O primeiro médulo resolve as equacgdes da

continuidade e quantidade de movimento na direcfio x, ja integrada, procurando

* MUNK, W.H. Wind stress on water: an hypothesis. Q.J.R. Meteorol.Soc.1955 p. 320-332.
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estabelecer os niveis da superficie livre (pressdo) e os escoamentos de profundidades
médias num plano horizontal.

No segundo moédulo resolvem-se as equagbes de Aguas rasas, agora nio
integradas verticalmente, obtendo-se as distribui¢cdes de velocidades verticais.

As condicdes de contorno na superficie livre sfo proporcionais s componentes
de tensdo cisalhante do vento. Ja os termos de atrito no fundo seguem a expressdo de
Boussinesq. Uma distribuicdo parabdlica simples foi usada para a viscosidade
turbulenta.

JIN & KRANENBURG (1993) usaram o modelo k-¢ para validar alguns

resultados em casos especificos, obtendo boas respostas.

2.6 Métodos Numéricos Usados na Resolucao do Problema

A utilizacdo de métodos numéricos estd diretamente ligada a evolugdo da
informatica.

Os métodos de Diferencas Finitas e Elementos Finitos sdo os que predominam
na literatura, na area da Engenharia Hidraulica.

Muito embora o método dos elementos finitos seja bastante eficiente na
representacdo do contorno de uma regifo, ele apresenta um tratamento complexo das
equacdes, onde os aspectos fisicos do problema tornam-se obscuros.

O método das Diferencas Finitas tem tido uma certa predilecdo por parte dos
pesquisadores da area. Neste trabalho apresentamos uma no¢éo dos aspectos tedricos

do método das Diferencas Finitas.



3 METODOLOGIA

3.1 Introducao

Este capitulo descreve a metodologia empregada no desenvolvimento do
modelo de circulagdo das aguas induzida pelo vento em lagos.

O desenvolvimento do modelo se d4 com base nas equacdes de Navier-Stokes,
equagdes (2.1), (2.2), (2.3) descritas no capitulo anterior, adicionando-se as
condi¢des iniciais € de contorno.

A metodologia adotada neste trabalho tem base no modelo desenvolvido por
LIGGETT (1970). A adogdo desta metodologia baseia-se, fundamentalmente, em sua
“simplicidade” e eficiéncia no tratamento e resolucdo das equagdes. Acreditamos,
com isto, desenvolver um trabalho que, também, sirva de base para o
desenvolvimento de outros modelos, que utilizem técnicas mais complexas para

resolver o problema.

3.2 Adimensionalizacdao das Equacdes

O modelo utiliza as equacdes adimensionalisadas através das seguintes

mudancas de varidveis:

to=ft (.1)

32)
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h P z
, = P 3.3
h="7: P e D (3.3)
* #* r
z. =&; 7 =& (3.4)
g ng
T* _ﬂer_ T* _-ﬂ'TBy
g T g

onde % é uma profundidade local.

Sendo assim, tem-se as seguintes equagGes adimensionalisadas (lembramos que
daqui por diante o simbolo * sera suprimido de todas as varidveis que j& estio
adimensionalisadas):

Continuidade:

é’u av é’w
é’x a"y dz

3.5)

Quantidade de movimento na direcéo x:

f”_&i{ @}Li[ @}i{ @] o
dx 025 6z) 6x\ %2 o Ay azo”y ’
Quantidade de movimento na direcéo y:

g PN
ar ROLé’x b5, Y ¥ g W B

_9p 0 ( ﬁv] . ( av] 3 [ ﬁvJ a7
é’y fz\_'dz) dx\?*dx) Sy *dy )
Pressdo em equilibrio hidrostético:
op
——= 3.8
oz (3-8)

As condi¢des de contorno na superficie onde z=0 e u= v = w, so:

=z (3.9)
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O numero de Rossby aparece multiplicando os termos n#o lineares da equagéo
do movimento.

Os termos de dissipagio contém os seguintes parametros:

(3.10)

O anexo A apresenta o processo de adimensionalizagdo com mais detalhes.

3.3 Malha de Discretizacao

Antes de iniciar o processo de discretizacdo das equagdes determinou-se a
malha na qual as equacgdes serfio discretizadas.

A literatura apresenta vérios tipos de malhas. SOUZA (1995) cita o trabalho de
PEYRET & TAYLOR (1983) sobre uma malha de discretizacdo ideal, visto que esta
pode influenciar na qualidade da solugdo.

A discuss3o citada acima baseia-se nas malhas de Chorin, Kuznetsov-Fortin e
MAC. A figura abaixo, extraida de SOUZA (1995), mostra uma representagéo grafica
das variaveis (velocidades e press@o) em cada uma das trés malhas (FIGURA 1).

T r | r
. u PLE
ulfv %: Q: (=] eV eV
A ——
P D
\A \A
e e
r T T
Chorin Kuznetsov-Fortin MAC

FIGURA 1 - Malhas de Discretizagéo
Neste trabalho, utilizamos uma espécie de variacgo da malha MAC (“Staggered
grid” ou malha alternada) para um caso tridimensional. Um dos motivos da utilizaggo

da malha alternada € que ela tem um forte embasamento fisico: o volume de controle.
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Nesta proposta, as velocidades (, v, w) sdo definidas no centro de cada face da
célula, ou seja, nos pontos i1z, j k » Uils2, ), k. Vi j+1/2, k Vi, j-1/2, k s Wi, j, k+1/2, Wi, j, k-1/2 € @
pressio € calculada nos nés (pi)).

A célula 3D ¢ definida de modo que o ponto i, j, k£ € o centro da célula sendo
que i representa um ponto na direcdo x, j na direcdo y e k na direcdio z como mostra a

figura a seguir (FIGURA 2):

Vi, j+1/2, k Wi, j, k-1/2
Ui-1/2,j k 5 f, k Ui+1/2, ), k Ui172,, k i f: k Ui+1/2,] k
-y @ —_— -5z & —
Ox ox
Vij1/2, k Wi j ke+12
zck
s AW, T I
i1z j+liz 1102 ! #+12,5+12. 1k 12
|
V
: = ! ij+lizk
12,512k 12 seiibers A
I .
’f
F “ .
i-1/2,5.k | u i+123.k
PSS ; I —
¥i
Vi,j—l.‘z,l: ,L o i G
1+ 12,5+ 12, e+ 102
/ £ L kerli2
'
p
’ ' )
XL
&

LS e | i+12.5-12, )+ 122

FIGURA 2 - Célula Tridimensional
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3.4 Discretizacao das Equacoes

A discretizagdio das equagdes € feita utilizando um esquema de Diferencgas
Finitas explicito, dividindo o lago em células tridimensionais, sendo que as
velocidades sdo definidas no centro de cada face da célula e a pressdo no centro da
célula.

O esquema explicito adotado € centrado para a discretizacio das equacdes nas
direcdes espaciais e progressivo na direcdo temporal. O anexo B traz o processo de
discretizacio das equacdes.

A seguir, apresentamos as equagdes ja discretizadas.

Quantidade de movimento na direcéo x:

n+1

Uty 1k = Uz +OH~Ro{A+B+Cl+ D+ E+F+G)
onde:

1
I 2
A= &(uiﬂ,j,k _ur',j,fc)

1
= 5[(1“’) #+(1/2), 7+ (U2),k —(uv) H(mﬁuml

1+(1/2),f k+(1/2) ]

1
Cr= E[(uw) i+(1/2),7,k-(12) — (HW)

D= vi+(112),j,k - é(pm,; - piJ)
1
E= g[ (a1) +1/2) J,k.,(lfz)(uﬁ(l/Z),j,k—l - ui+(1!2),j,k) -
(a 1) i+(1/2), j,k,,(l,z)(un(uz), SO ui+(l/‘2)J,k) ]
F= é—[ (az ),-+1J"k(ui+(3/2),j,k ~Ui(112),),k ) -
(az ) ik ( Uiy, ~ Uiur2), j,k) ]
i |
G= 517[ (a2)i+(1,’2) J+(1[2)1k(uf+(1.’2), Lk ui+(l;’2)J,fc) - (3.11)

(az)p,(m) J-([/g)’k(ui—f(]/Z),_f,k - u!+(1."2),j—1,!c) ]

Quantidade de movimento na direc3o y:
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n+l

VI ok = Vi +OH(~Ry{ A+ B+C}—D+E +F+G)
onde:

1
4= g [( uv) +(1+2),7+(1/2).k —(uv) f—(l/2)J+(1fz),k]
1
2 2
Bi= E[V ij+Lk —V l,“]

= 5[("“’)1‘&(1&),1:—(1/2) ~(vw) .ﬁmwm,]

( )j,J'.;.(l,'z),k_(l/z)(vi,j+(1.’2),k—1 - Vi,j+(1/2),k) -

ag\~

[
al)

—

i HU), k+(y2)( Vi jsre ~ Vi, j+(i/2),k+1) ]

1
F= &xz[ ( ),,,(1,2) ,j+(l/2)k( Vis1 je(U2)k _vi,j-i-(l!?.),k)_
(az), —2) ”,,,(1,2),,( Vi i+ (U2)k _vi—1J+(1!2),k) ]
1
. 12
- @)2 [ ( ); J+1’k(vu+(3f2),k _vr‘,j+(1!2),k) - (3 )
(az), gk ( Vi U2k —vi,j—(lIZ),k) ]
Equaco da continuidade:
Wi jreri2) = Wijh-u2) ~
(ui-e-(llZ),j,k — U2k Ll Vi jruank ~ Vig-(uak J& (3.13)
ox %y

As velocidades que ndo sio realmente calculadas pelo método, sdo consideradas
como sendo a média aritmética entre as velocidades calculadas. Observando-se as
equacdes ja discretizadas para as velocidades u, v, e w percebe-se a necessidade de tal

artificio. Assim, por exemplo:

ujry = (U140 - Ua-ngh ) | 2 (3.14)
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3.5 Campo de Pressao

O tratamento dado ao célculo da pressfio constitui-se num dos pontos
importantes na resolugio do problema.

Vérias abordagens séo encontradas na literatura para o célculo da pressio sendo
que a proposta apresentada por PATANKAR & SPALDING (1972), baseada no
algoritmo SIMPLE (“Semi-Implicit for Pressure Linked Equations™), tem tido sucesso
e deve ser objeto de estudos para futuros trabalhos.

Neste trabalho, deduz-se uma equagdio do tipo Poisson para a pressdo ¢ é
resolvida em conjunto com as outras equagdes do escoamento. Este procedimento
pode trazer problemas de convergéncia, segundo WROBEL (1989), mas nos teste de
LIGGETT (1970) apresentou um bom comportamento. Os problemas de
convergéncia podem ser corrigidos tomando os incrementos temporais e espaciais de
modo adequado. Tal problema, constitui-se em uma limitacio do método explicito.

Seguindo, apresentaremos os principais passos da deducdo da equacdo da
equacgdo da pressdo. Lembramos que a hip6tese de equilibrio hidrostatico simplifica o
problema neste momento fazendo com que a analise seja bidimensional ao invés de

tridimensional. Com isto a equagfio € baseada nas velocidades médias calculadas
verticalmente e séo indicadas nas equacSes através de uma barra (_) Tem-se entdo os
seguintes passos:

Passo 1: Integra-se as equagdes da quantidade de movimento (3.6) e (3.7) com

os limites z = -h até z = 0, obtendo-se:

% (i) + R, {% ()« ﬁiy(h_)} =

—hg—‘z+asfx—ab13x+a2|:;22 ()2 (hﬂ)} (3.15)



Metodologia 24

% (h)+ R, [;—x (1) + a—y(h?)} —hu=
_hZ—iﬂxsry — a7, +a2[ 50"; (v )+ j;z (h;)} (3.16)

onde os subscritos S representam superficie ¢ B o fundo.

Passo 2: Deriva-se as equacdes (3.15) e (3.16) com relagdo a x ¢ y

respectivamente e em seguida somando-as, obtendo-se:

3p 52p+ (5hap é’hé’pJ
h\éxdx Jdydiy

25222} 201 2415 o

b7 a ;- 174 17
+E(hv) é’y(hu) +5(a51x —abrﬁx) +a—y(as1:y —cx,,rBy)}

A discretizagio da equacdo da pressfio (3.17) em Diferengas Finitas € feita de

modo analogo ao desenvolvido para as velocidades e mostrada abaixo.

1 Pinj; t Py  Pijat Pija 1\_0'?]'1 P — Piay
pz,_,l = 2 2 I +

. 5% 5y* h fx 28 x
§x* &)

Gh Pijn~ Pija i (hv)n(uzy _(h;) =V2)J (ha)i,ﬁ(l&) -_(h;l)fJ-(Uz) _
oy 20y ox oy
D, [D ~2D,;+ Doy | Diya=2Dy+ Dy J_ (18)
St &% 5y
(as"'x - abTBx)w(uz),j —(asrx B abr&)i—wzy

ox

1

(as Ty =Gt By)l,J+(1/2) (asf” _a”TB”’)u-(m) |

5 +Ry 0

Y

J

onde:
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ou v dw
D= F[é’x . §Z}z ax(h_)+ y(‘) (3.19)

O 1ltimo termo da equacgéo 3.18 € néo linear e dado por:

Qi,j = 5x2 5y2
3 — _ & . (3.20)
N (huv) (U2)7H(12) 2(huv) i~(1/2),j~(1/2) —(huv) H{U2)j-(U2) (huv) i~(1/2),j+(1/2)
Oxdy
Termos de atrito no fundo, T € TRy sdo dados por:
2u, .
i+(1/2),j,m
T (321)

onde m € a menor célula em uma coluna.

3.6 Condicoes Iniciais e de Contorno

Neste ponto vamos apresentar, de modo geral, como serdo tratadas as
condic¢des iniciais e de contorno para o modelo de circulacdo das dguas induzidas pelo
vento.

A adocdo de valores iniciais obtidos via técnicas de monitoramento, por
exemplo, certamente contribuem para o processo de resolucdo uma vez que estes
representam fisicamente o problema em questéo.

PRAAGMAN (1982) diz que a influéncia de valores iniciais desaparecem
durante o processo numérico e que a adocio da partida fria (“cold start™), que nada
mais € que inicializar todos as varidveis com zero, apresenta bons resultados.

J4 as condi¢des de contorno admitem as seguintes possibilidades:

- contorno aberto: Na superficie livre s@o considerados os efeitos do atrito provocado

pelo vento sobre a 4gua. Deste modo na equagdo 3.11 0 termo
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Uinq/2) k-1 ~ Wir(1/2),) .k

oz

¢ substituido por 7, e na equacdo 3.12 o termo

Vi jeuank-1 " Vi j+1/2).k

oz

velocidade do vento e dados por:

¢ substituido por 7, . Sendo que 7 € 7y, sd0 proporcionais a

Tx = parCDuwx uwx
Ty = parCDuwy uwy
onde: p., - massa especifica do ar,
C, - coeficiente de arrasto do vento,
u, - velocidade do vento nas direces x € y.

- contorno fechado: Formado pela fronteira dgua-terra. Neste caso € suficiente supor
que a velocidade normal ao contorno seja nula.
No fundo sSio considerados os efeitos provocados pelo atrito da 4gua com o

leito. Assim, considerando que o subscrito m indica um célula de fundo, tem-se na

Yivarayjm-1 — Yivara), jm

equacio (3.11) o termo
quagdo (3.11) =

substituido por 7z € 0 termo

Vi jri2ym-1 " Vi j+@i2)m

oz

da equagZo (3.12) substituido porzs, . Onde:

=

z-Bx=pCf(u2+v2) u

T

Z-By=pC'f(u2 +v2)7v
e p : massa especifica da agua,
C; : coeficiente de atrito no fundo sendo que nesse trabalho utiliza-se a

Formula de Chezy.
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3.7 Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

WROBEL (1989) e MARISKA (1995) afirmam em seus trabalhos que para um
esquema numérico produzir bons resultados € necessdrio que ele apresente

propriedades de consisténcia, convergéncia e estabilidade.

- Consisténcia
Um esquema numérico de Diferencas Finitas € dito consistente quando ao refinar
as aproximacgdes, no limite, as mesmas se tornam matematicamente equivalente as
equacdes originais.

- Convergéncia
A convergéncia € a condicdo pela qual a solugdo de um esquema aproximado
tende para a solucdo exata da equacdo diferencial 2 medida que se diminuem os
incrementos espacial e temporal.

- Estabilidade
A estabilidade de um esquema numérico, garante que nio haja ampliacdo do erro

numérico de um passo de tempo para o seguinte.

O estudo sobre critérios de consisténcia, convergéncia e estabilidade para
métodos numéricos é bastante complicado visto que as equacdes envolvem muitos
termos e varios ndo sZo lineares. Um estudo sobre instabilidade pode ser visto no
trabalho de WEARE (1976).

HILDEBRAND" apud WROBEL desenvolveu estudos sobre o assunto em
questdo chegando até o critério de estabilidade bastante utilizado em métodos
numérico no seu caso explicito. Tal critério € conhecido como “Critério de Courant”

e dado do seguinte modo:

" HILDEBRAND, F.B., Finite Difference Equations and Simulations, Prentice Hall, New York, 1983. apud
WROBEL, L.C.; EIGER,S. ; ROSMAN, P.C.; TUCCI, C.E.; CIRILLO, JA.; CABRAL, J.P. Métodos
Numéricos em Recursos Hidricos, ABRH, Rio de Janeiro, 1989, p.20.
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k
onde p= €z
e ¢ : ¢ uma constante fisica do problema

k : incremento temporal

h : incremento espacial

BLUMBERG (1977) desenvolveu um modelo numérico para representar a

circulacdo em rios e estudrios e neste utilizou o seguinte critério de estabilidade:
I ik
e
onde:
At, : incremento de tempo critico para a estabilidade do método
g :aceleracdio da gravidade
D_... : profundidade méxima

Ax :incremento espacial na direcéo x.

Ay :incremento espacial na direcéo y.

PRANDLE & CROOKSHANK (1974) trabalharam com um critério de
estabilidade semelhante ao de BLUMBERG (1977), utilizado no seu modelo

numérico para a representaco da circulacdo das dguas em estudrios.

_AS
gD

max

At <

onde AS € o incremento espacial caracteristico. Neste momento, supdes-se que AS =
Ax = Ay.

As propostas apresentadas por BLUMBERG (1977) e PRANDLE &
CROOKSHANK (1974) foram utilizadas para a determinacdo do incremento de

tempo nos testes feitos neste trabalho.



4 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

4.1 Introducio

Este capitulo descreve, em linhas gerais, alguns pontos criticos da
implementacdo computacional do modelo desenvolvido.

Procurou-se desenvolver um codigo que utilizasse a menor quantidade possivel
de memoria, ja que este € um dos problemas criticos de um modelo numérico. Mas a
otimizac#o total do programa € deixada para uma futura anilise.

A linguagem utilizada para a implementag@o computacional foi Fortran 77 com
o compilador FTN77 e o expansor de meméria DBOS. O DBOS possui um
gerenciador de memoria possibilitando utilizar praticamente toda a memoéria RAM
disponivel no microcomputador, deste modo, conseguimos implementar programas
que possuem um grande nimero de varidveis. Além do aspecto memoéria, que é
bastante importante, um outro fator que motivou a utilizagio da linguagem Fortran
foi o grande nimero de trabalhos desenvolvidos na Engenharia Hidraulica utilizando
esta linguagem de programacio e também a excelente performance de seu
processador numérico. Segue em anexo um disquete com a listagem do programa.

Seguindo, apresentamos um fluxograma do programa e um comentério sobre as

principais rotinas utilizadas.

4.2 Fluxograma

O caminho que os dados percorrem no programa € descrito no fluxograma
apresentado a seguir (FIGURA 3):
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Inicio

Descrigéo do
dominio

Y

Parametros
de entrada

—]

Presséo

Y

Velocidade
L]

Incremento
do tempo

'

Arquivo de
impressdo

FIGURA 3 - Fluxograma
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4.3 Descricao das Principais Rotinas

Antes de entrar nas rotinas, s3o criados os arquivos que conterdo os resultados
da simulagdo. O arquivo “maior.res” contera as maiores velocidades nas direg¢des x e
¥, na superficie, em um ponto pertencente ao dominio onde se deseja analisar, ja no
arquivo “vel vert.res” estarfio dispostas as velocidades variando com a profundidade
(na vertical) nas dire¢Bes x € y € 0s arquivos com extensdo “.vvi”, como por exemplo
“vell.vvi”, trazem as coordenadas (x,y) das células interiores ao dominio na superficie
e a intensidade das velocidades nas diregdes x € ¥ , # e v respectivamente, nessa
mesma célula.

Posteriormente o arquivo “descr.vvi”, predefinido pelo usuério, se encarrega de
descrever o contorno da regifio estuda através de pontos (x,y) dispostos sobre um
sistema de coordenadas cartesianas no plano bidimensional. Desse modo para
representar uma regifio retangular, como no caso proposto por Liggett(1970), sdo
necessarios apenas quatro pontos. Assim esse arquivo conterd o nimero de pontos
necessarios para representar o contorno, as coordenadas desses pontos e também o

nuameros de células internas ao dominio.

i- Rotina de Entrada do Dominio
Nesta rotina, todos os dados acerca de cada célula do dominio em

questdo sdo fornecidas. Estas entradas estdo organizadas no arquivo “ent_dom.dat™
do seguinte modo:

e nimero maximo de células na vertical (ncz). Aqui, cada célula na vertical

pode ser entendida como uma camada.

e em cada camada, nimero de células no plano horizontal (ncxy).

Descrevemos, a seguir, as informagdes sobre cada uma das células em uma
camada.

A. i, J, k: indices associados as coordenadas cartesianas i —»x, j =y, k— z,

B. kf: indica a posicdo & da célula de fundo correspondente & célula que estd

sendo lida,
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C. norte, sul, leste, oeste, cima, baixo: assumem valores que podem ser zero
ou um. O valor zero indica que a célula que estd sendo lida ndo € de
contorno, um indica que € de contorno,

D. fluxo _c : assume valor zero se nfio houver fluxo de contorno e um se
houver algum fluxo de contorno. Este fluxo pode ser de entrada ou saida,

E. vcont_u, vcont v, vcont w: havendo um fluxo de contorno, a intensidade
das velocidades nas direcGes x , y e z serfo representadas nas varidveis
vcont_u, vcont_v, vcont w respectivamente. Se ndo houver fluxo de

contorno as variaveis assumirdo valor zero.

ii - Rotina de Entrada de Dados

Os pardmetros de entrada, organizados no arquivo “arq ent.dat”, sdo

dispostos na seguinte ordem:
e Largura maxima na direcéio x (cm),
e Comprimento maximo na direcdo y (cm),
e Profundidade maxima na direcZo z (cm),
e Incremento na direco x - dx - (cm), -
e Incremento na dire¢do y- dy - (cm),
e Incremento na direcdo z - dz - (cm),
e Parametro de Coriolis (rad/s),
e Tensdo superficial na diregdo x (cm?/s°),
o Tensdo superficial na direciio y (cm’/s’),
e Viscosidade horizontal turbulenta (cm?/s),
e Viscosidade vertical turbulenta na superficie (cm®/s),
o Viscosidade vertical turbulenta no fundo (cm?/s),
e Tempo total em que se deseja analisar (s),
e Incremento de tempo - dt (s),
e Passo para impressdo dos resultados (s),
e Densidade da dgua (g/cm’),
e Coeficiente de Chesy (cm'?/s).
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Nessa rotina, ainda sfo feitas as adimensionaliza¢Ges das varidveis seguindo as
formulas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 apresentadas no capitulo 3. Calcula-se o nimero de
Rossby e por fim sdo calculados fatores de dimensionaliza¢do para as componentes de

velocidade u, ve w.

iii - Rotina de Pressdo.
Esta rotina resolve a equacéo (3.18) de pressdo na superficie. A esta
rotina estdo ligadas fungdes para o céalculo das velocidades médias na vertical e

também dos termos nfo lineares.

iv - Rotina de Velocidades.
Aqui, sfo resolvidas as equagdes (3.11, 3.12 e 3.13) que representam,

respectivamente, as velocidades na diregdo x, y e z.

Nas rotinas de pressdo e velocidades os contornos sio identificados a partir
dos dados do dominio representados nas seguintes variaveis indicadoras de contorno:
norte, sul, leste, oeste, cima e baixo. Lembramos que o valor zero indica célula de

contorno.

v — A mmpressdo de resultados.
Os resultados estdo organizados nos seguintes arquivos:

“maior.res” - se encarrega das maiores velocidades, tomados em varios tempos, em
uma c€lula interior ao dominio. Esse arquivo foi utilizado na elaboragfio dos graficos
de variagdo da viscosidade turbulenta (Tempo x velocidade).

e “vel vert.res” — contém as velocidades variando com a profundidade em
vérios tempos. E utilizado na elaboragiio dos graficos de Profundidade x velocidade.

o “vel*.vvi” — contém as coordenadas e as velocidades superficiais nas

diregGes x e y para todas as células interiores ao dominio e € utilizado juntamente com
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o arquivo de descricio do dominio, “descr.vvi”, nos grificos de padrdes de
circulagéio. A elaboragfo desses gréficos foi feita utilizando o software de visualizagio

“vview” juntamente com o software “SURFER”.



5 RESULTADOS DO MODELO COMPUTACIONAL

5.1 Verificacdo do Modelo

A etapa de verificacdo do modelo constitui-se numa das etapas mais
importantes do desenvolvimento de um modelo numérico. Neste capitulo
analisaremos a confiabilidade do modelo sob os seguintes aspectos:

i- Analisar o programa computacional para verificar se este estd livre de erros de
programacéo (compilacéo e depuragdo).

ii - Verificar se o programa nio gera nenhum residuo, ou seja, se existe uma ou mais
varidveis acumulando ou assumindo valores que causem erros no resultado. Para
fazer este teste adotamos todas as varidveis de entrada nulas, no nosso caso
adotamos a inexisténcia de vento no dominio, e verificamos fluxo nulo na saida de
dados. Deste modo, podemos concluir que nfo houve circulacdo da 4gua no lago
e as velocidades foram todas nulas o que era esperado.

iii - Nesta etapa de verificagdo, os resultados do modelo desenvolvido s@o

comparados com o desenvolvido por LIGGETT (1970), o que faremos a seguir.

5.2 Comparagio com o Trabalho de Liggett

Utilizamos os dados de LIGGETT (1970) e seguimos o seu procedimento de
anilise a fim de realizar uma melhor verificacdo do modelo desenvolvido. A analise
ser4 concentrada nos efeitos provocados pela variagdo da viscosidade horizontal e

vertical turbulenta.



Resultados do Modelo Computacional 36

Liggett utilizou os seguintes dados para constituir o dominio na realizacdo dos

testes:

Largura Méxima - x : 31250 m,
Largura Méxima (L) -y : 125000 m,
Profundidade Maxima (D)-z : 80 m,
Incremento em x - 6x : 3125 m,
Incremento em y - dy : 3125 m,
Incremento em z - 8z : 8 m.

Os pardmetros do problema sdo dados abaixo:
Pardmetro de Coriolis - f: 0.0001 rad/s,
Aceleragio da gravidade - g: 980 cm/s?,
Coeficiente de Chesy - C: 800 cm"?s,
Tensdo superficial em x - 7, : 0.0,
Tensdo superficial em y - 7,: 1.0 cm’/s’.

Tais dados mostram um vento, predominantemente, na direcio y (norte) e de

aproximadamente 8,7 m/s de intensidade.

E o tempo utilizado com critério de parada do programa foram:
Tempo limite : 100000 s =~ 27.78 h,
Incremento de tempo -8t: 10 s.

Considerando os dados do dominio podemos chegar aos seguinte valores:

Numero de células em x - ncx: 10,
Numero de células em y - ncy: 40,
Numero de células em z - ncz: 10.

A FIGURA 4 descreve o lago onde os resultados estdo baseados:
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FIGURA 4 - Lago hipotético utilizado por Liggett

TESTE 1 - Efeitos da variago da viscosidade horizontal turbulenta (v)
O efeito da viscosidade horizontal turbulenta foi estudado adotando-se uma
viscosidade vertical turbulenta constante n = 200 cm’/s e admitindo-se uma variagio
da viscosidade horizontal de zero até 1.5625 x 10° cm’/s. Mais precisamente foram

considerados quatro valores de v para analise:

v=0 => ¢ = 0 (adimensional),

v =1.5625x 10" cm’/s => o, = 0.001 (adimensional),
v =7,28125x 10" cm®/s => @, = 0.005 (adimensional),
v = 1.5625 x 10° cm?/s => @, = 0.01 (adimensional).

N3o foram considerados valores da viscosidade horizontal entre 0 e 1.5625 x
107 porque para estes valores nfio ocorre variagdo significativa nas velocidades e no
padrio de circulagdo. Estes mesmos valores de viscosidade horizontal foram

desconsiderados no trabalho de Liggett.
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Lembramos aqui, que o modelo trabalha com as varidveis adimensionalisadas e

i _v

o T

Para melhor visualizaciio dos resultados foram elaborados graficos procurando

que: a,=

analisar o significado da variagdo da viscosidade horizontal turbulenta, o tempo
aproximado de equilibrio (estado permanente), os efeitos com a profundidade e os

padrdes de circulacdo obtidos. Vejamos:

Variagdo da Viscosidade Horizontal Turbulenta

06

05+
) 1
s L afa2=00
Q
o alfa 2=0.001
T 03+
8 ——alfa2 =0.005
2 _
% 02+ alfa2=0.01
=

01+

O.as;:‘:::z:-r::::z::i

000 056 111 167 222 278 333 389 444 500 556

Tempo (h)

FIGURA 5 - Tempo x velocidade
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Variacao da Viscosidade Horizontal Turbulenta
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o
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=]
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000 278 55 833 11,11 13,89 1667 1944 2222 2500 27,78
Tempo (h)

FIGURA 6 - Tempo x velocidade

A FIGURA 5 e a FIGURA 6 mostram que para altos valores de a» o lago entra
em equilibrio aproximadamente depois de 1 hora. Para valores de o, da viscosidade
horizontal turbulenta préximos de zero, o lago passa a entrar em equilibrio

aproximadamente apds 20 horas. Tais dados foram obtidos para um ponto do dominio

préximo do contorno, onde as velocidades devem ser mais baixas.

W7 T "1 T 171 T T YT TTT

MAXIMUM VELOCITY M0? (DRENSIONLESS)

I E | e B . g A g Svomes
1 2 3 < S L] T L] ? 10

TIME (DIMENSIONLESS)

FIGURA 7 — Variac#o da viscosidade horizontal turbulenta, Liggett (1970)
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Observando a FIGURA 6 e a FIGURA 7, notamos um comportamento dos
graficos muito parecidos, lembrando que os dados de LIGGETT (1970) estdo
adimensionalisados. Acreditamos que as possiveis desigualdades entre os dois gréaficos

foram causada pelos diferentes pontos analisados no dominio.

alfa2=0.0
alfa 2=0.001
alfa 2=0.005
alfa2=0.01

Velocidade (cm/s)

Profundidade (m)

FIGURA 8 — Profundidade x velocidade

O perfil de velocidades com a vertical (profundidade) ndo apresenta grande
variacdo (FIGURA 8). S0 notamos uma alteragéio significativa nas velocidades
quando existe uma grande variagdo nos valores da viscosidade turbulenta horizontal.
Como esperavamos a alteraciio da viscosidade horizontal turbulenta nfo produz
efeitos significantes quando analisamos a velocidade x profundidade. Esta analise foi
feita para um ponto no centro do dominio. As velocidades negativas devem-se ao
refluxo da agua produzido pela circulagéo.

A seguir sdo apresentados graficos demonstrativos do padréio de circulagdo do
lago decorridos aproximadamente 1,40 h e 11 h de simulagfio para os seguintes

valores de a»:

=0 ea=0.005

: T
’ ¥
Sops

&
2 Hibligieca €
_,‘ —d
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Padrdes de circulagio para a,;=0.0
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FIGURA 9 — Padrges de circulacio para a, = 0.0
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nao

t=11h

FIGURA 10 - Padrdes de circulagéo para oz = 0.005
Observando a FIGURA 9 e a FIGURA 10 notamos graficamente a influéncia da

1.40h

t

viscosidade horizontal no lago hipotético, ou seja, quando aumentamos a viscosidade
horizontal o efeito de circulagdo se torna menos evidente. Na FIGURA 10
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ocorreu mudancas consideraveis no padrdo de circulacio no tempo analisado, como
era esperado uma vez que pelos graficos as velocidades se estabilizaram
aproximadamente em 1 hora.

Concluimos entdo que a influéncia da viscosidade horizontal turbulenta é
pequena em lagos onde as dimensdes horizontais sd0 muito maiores que as verticais e

que a adocdo de um valor proximo de zero para a viscosidade horizontal turbulenta

parece ser mais realistico.

TESTE 2 - Efeitos da variacio da viscosidade vertical turbulenta (1))

A anilise da viscosidade vertical turbulenta foi feita de modo semelhante ao
caso anterior, ou seja, com os mesmos dados de dominio, entrada e valores dos
coeficientes. Agora, adotamos uma viscosidade horizontal igual a zero e variamos os

valores de 1 como segue:

n =100 cm’/s => q; = 0.015 (adimensional),
N =160 cm’/s => o; = 0.025 (adimensional),
n =200 cm’/s ==> q; = 0.031 (adimensional),
n =300 cm®/s => o; = 0.047 (adimensional).

Variagio da Viscosidade Vertical Turbulenta
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FIGURA 11 - Variagio da viscosidade vertical turbulenta analise com o tempo
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A FIGURA 11 mostra que a influéncia da viscosidade vertical turbulenta é
bastante consideravel, uma vez que, comparando com a viscosidade horizontal
alteramos muito pouco o valor da viscosidade vertical para obter variagGes
consideraveis na velocidade. Neste momento, lembramos que a variagdo da
viscosidade horizontal turbulenta foi da ordem de 107 vezes para produzir uma
variacéio significativa nas velocidades (Teste 1), enquanto na viscosidade vertical a
variaco foi da ordem de 3 vezes.

Podemos notar, também, neste grafico, que aumentando os valores da
viscosidade vertical turbulenta, e portanto de «; , as velocidades diminuem como era
esperado. Como no teste anterior, escolhemos um ponto préximo do contorno para

analisar a viscosidade vertical turbulenta.
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FIGURA 12 —Variacdo da viscosidade vertical turbulenta, Liggett (1970)
Observando a FIGURA 11 e a FIGURA 12 notamos 0 mesmo comportamento

dos graficos, apesar dos valores ndo coincidirem. Estas desigualdades se deve,

provavelmente, a diferentes pontos analisados do dominio.
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Perfil de velocidade com a vertical

‘é alfa1=0015
® alfa1=0025
E ——alfa1=0.031
8 alfa2=0.01
=

Profundidade (m)

FIGURA 13 - Profundidade x velocidade
Na FIGURA 13 notamos que a variagdo da viscosidade vertical turbulenta,
para os quatro teste, ndo apresentou um grande variacdo da velocidade com a
profundidade. As velocidades negativas se devem ao fato de haver um refluxo
provocado pela circulag@o das dguas.
A seguir sdo mostrados graficos com os padrdes de circulagdo obtidos para os
seguintes valores de o;:

a;=0.015e0; =0.031
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0.015

Padrdes de circulagdo para a+
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FIGURA 14 - Padrdes de circulacio para a;



47

Resultados do Modelo Computacional

Padroescirculagarw=0.03
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FIGURA 15 - Padrdes de circulaggo para o

A FIGURA 14 e a FIGURA 15 demonstram que para os dois casos o efeito de

circulacdio é muito influenciado pelo valor da viscosidade vertical, lembrando que nos
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dois casos estes valores sfo diferentes de zero, ao contrario do que ocorre na

viscosidade horizontal que esta influéncia s6 é percebida para o, = 0.0.

5.2.1 Comentirios gerais sobre os testes

Os testes realizados apresentaram bons resultados quando comparados aos
obtidos por LIGGETT(1970), como comentaremos a seguir:

Os grificos de tempo x velocidade apresentaram comportamento e escala
numérica bastante semelhante aos de LIGGETT(1970). A mesma semelhanga pode
ser vista nos graficos de padrio de circulagdo tomados decorridos 1.40 h e 11 h..
Lembramos que em seu trabalho, Liggett nfio mencionou o ponto ou os pontos do
dominio onde os dados foram retirados para a elaboragdo dos graficos. Com isto
coube a nds realizarmos varios testes em pontos diferentes do dominio e constatar
que para pontos no centro do dominio os graficos de tempo x velocidade apresentam
oscilagdes antes de caminhar para a estabilidade.

Os graficos que mostram o perfil de velocidades com a vertical nfo foram
elaborados por Liggett em seu trabalho. Elaboramos tais graficos com a finalidade de
analisar as velocidades verticais e verificar que o comportamento parabélico, tipico de
um reservatorio, estava de fato ocorrendo.

Notamos com estes testes que para uma malha mais grosseira, com poucos

pontos, o perfil parabdlico ndo ocorreu, estando este mais préximo de um perfil
linear.



6 APLICACAO DO MODELO

6.1 Introducao

O modelo desenvolvido sera aplicado ao reservatério do Lobo (Broa), situado
na regido central do Estado de So Paulo entre os municipios de Brotas e Itirapina.
Est4 situado a uma altitude de 705 metros e compreende uma bacia hidrogréfica de
2277 Km®. O reservatorio recebe a contribuigdo de quatro afluentes principais:
Ribeirsio Itaqueri, Ribeirdio do Lobo, Cérrego dos Perdizes, Corrego do Geraldo;
como pode se observado na FIGURA 16 retirada de RIO(1994).

Abaixo fornecemos algumas das suas caracteristicas:

— comprimento maximo: 7,5 Km;

— largura maxima: 2,2 Km;

— profundidade maxima: 13,5 m;

— profundidade média: 4,0 m;

— volume: 22.000.000 m’;
— area da superficie: 21,0 Km’.
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6.2 Entradas Utilizadas (Parametros)

Abaixo fornecemos os dados utilizados no programa computacional:

Largura Méxima - X 2,2 km;
Comprimento Maximo (L) -y : 7,5 km;
Profundidade Méxima (D)-z : 13 m;
Incremento em x - 8x : 50 m;
Incremento em y - dy : 50 m;
Incremento em z - 8z : 1.3 m.

Os pardmetros do problema séo dados abaixo:

Parametro de Coriolis - f: 0.0001 rad/s;
Aceleracdo da gravidade - g: 980 cm/s’;
Coeficiente de Chesy - C: 100 cm™"?/s;
Viscosidade Horizontal Turbulenta - v: 0,0;
Viscosidade Vertical Turbulenta - 7: 90,0 cm’/s.

Os dados referentes ao coeficiente de Chesy e a viscosidade vertical turbulenta
apresentam uma variacdo de lago para lago. Neste trabalho esses valores, citados
acima, foram retirados de NISHIDA (1995) .

A velocidade média dos principais afluentes:

Ribeirzo Itaqueri: 0,1653 m/s;
Ribeirfo do Lobo,:  0,2286 m/s;
Corrego dos Perdizes: 0,1067 m/s;
Coérrego do Geraldo: 0,1653 my/s.

Na simulacdo foi considerado um vento com velocidade de 552 cm/s com
componentes W, = 320 cm/s e W, = 450 cm/s e forma um &ngulo de 55° com a
horizontal. Os dados relacionados a velocidade média dos afluentes e com relagdo ao
vento foram obtidos por RIO (1994) e também utilizados por NISHIDA (1995), que
acarretam nos seguintes valores para as tensdes superficiais:

Tensdo superficial em x - %1 0,135 cm?/s’;
Tensdo superficialem y - 7,: 0,267 cm’/s”.

E o tempo utilizado como critério de parada do programa foram:
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Tempo limite : 36000 s=10h;
Incremento de tempo - 67: 5.

A obtencdo do incremento de tempo foi feita, primeiramente, adotando o
critério proposto por PRANDLE & CROOKSHANK (1974) e posteriormente
analisando a convergéncia do problema e atendendo as limitagdes do método
explicito..

Considerando os dados do dominio chegamos aos seguinte valores:

Numero de células no dominio: 9558;
Numero de células no plano x-y 1916.

O trabalho computacional foi executado em um microcomputador PC “pentium
MMX?”, 200Mhz, 64 Mbytes de memoria RAM. Nesta fase do trabalho, notamos que
o gerenciador de memoéria DBOS utiliza somente 32 Mbytes de meméria RAM
disponivel no microcomputador. Este fato limita a capacidade de armazenamento das
variaveis, consequentemente limitando o mimero de células do nosso programa.
Assim, o nimero maximo de células no dominio que conseguimos executar 0 nosso
programa num microcomputador com a configura¢io acima é 9558.

A FIGURA 17 representa uma malha desenvolvida para a represa do Broa. Esta
malha € apenas um exemplo, porque esta figura foi feita utilizando o software Surfer e
neste software se trabalharmos com um numero de células maior a visualizagdio fica
bastante prejudicada.

Esta figura é importante para que o leitor tenha uma idéia das camadas do fundo
que foram trabalhadas no programa computacional € da representacio de uma malha.
Nesta figura acrescentamos, ainda, as cotas das camadas do fundo, utilizadas para
separar 0s niveis.

A area demarcada em amarelo € a regifio onde esté4 localizado o ponto em que

os dados serfio analisados no proximo item.
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FIGURA 17 — Exemplo de uma malha.
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6.3 Resultados Obtidos

O programa simulou a circulaggio das 4guas em um periodo de 10 horas e seu
tempo de processamento foi de aproximadamente 2,5 horas. A FIGURA 18 mostra o
grafico referente a velocidade com relagdio ao tempo na superficie, neste podemos
observar que apesar do grafico nfo ter estabilizado no tempo em que o programa foi
executado, o perfil do grafico foi muito parecido com o que ocorreu nas FIGURA 5 e
FIGURA 6 que apresentamos no capitulo 5, sendo que a velocidade maxima foi

atingida decorridos aproximadamente 6 horas.

Velocidade (cm/s)

0,00 10 222 3,33 444 5,56 6,67 7,78 8,89 10,00
Tempo (h)

FIGURA 18 - Tempo x velocidade

A FIGURA 19 representa um grafico relacionando profundidade e velocidade, o
perfil deste grafico é andlogo ao grafico da FIGURA 8, o gréfico referente a represa
do lobo, também, apresenta o perfil parabolico como era esperado.

O perfil parabélico ndo é tdo evidente como o da FIGURA 8, uma das hip6teses
deste fato ocorrer, é que a quantidade de pontos na vertical (profundidade) pode n2o
ser suficiente para representar bem o lago. Isto nfo foi possivel verificar por causa das
limitagdes do equipamento computacional, mas em nossos testes aumentado o

mimero de pontos, ou seja, refinando a malha, conseguimos este perfil cada vez
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melhor, mais parecido com o parabdlico. Na literatura, muitos autores afirmam que
melhores resultados podem ser vistos em malhas mais refinadas, tanto que em malhas

grosseiras as vezes obtem-se um perfil linear.

0.8

Velocidade (cmis)

Profundidade (m)

FIGURA 19 — Profundidade x velocidade

Os gréaficos de circulacio na superficie (FIGURA 20, FIGURA 21, FIGURA 22
e FIGURA 23) comportam-se conforme o previsto, uma vez que as setas, na regido
central do lago, apontam na direcdo do vento que foi estabelecido como condigéo
inicial ¢ para pontos préximos & parede as velocidades diminuem. Estes gréficos
foram desenhados retirando um grande ntimero de pontos (células) para que
pudéssemos visualizar melhor a diregdo e o tamanho das setas que representam a
magnitude da velocidade. O fato de algumas setas ultrapassarem o dominio se deve &

escala utilizada para representar as velocidades.
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FIGURA 20 — Padrdes de circulacdo decorridos 20,8 minutos

Na FIGURA 21, FIGURA 22 e FIGURA 23 notamos uma discreta diferenca
nos padrdes de circulacio, isto significa que, o programa computacional, simulando
um periodo de 4 horas, nfio calcula mudancas bruscas no sentido e no valor das

velocidades, como era o esperado.



Aplicagdo do Modelo

3

FIGURA 21 - Padrdes de circulagéo decorridos 41,6 minutos
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FIGURA 22 - Padrées de circulagdo decorridos 1,3 horas
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FIGURA 23 - Padrdes de circulacio decorridos 4,1 horas

Na FIGURA 24 apresentamos os padrdes de circulagdo apds 8 horas de
simulacfo, somente nesta etapa é que notamos mudancas significativa, onde podem
ser notados um refluxo maior. Por esse motivo € que a maioria das setas nfio apontam

para a mesma direcéio como ocorria nos graficos anteriores.
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FIGURA 24 — Padrdes de circulago decorridos 8,3 horas
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7 CONCLUSOES

As simulagdes de circulagdo de 4guas induzida pelo vento realizadas em lagos
representaram bem as caracteristicas hidrodinimicas.

Os resultados obtidos através da técnica de diferencas finitas se mostraram
coerentes com o que deve ocorrer na realidade; os graficos que sintetizam os
resultados do modelo computacional ficaram préximos aos apresentados na literatura,
o que d4 confiabilidade ao algoritmo computacional desenvolvido neste trabalho.

A técnica das diferencas finitas, para a resolu¢cdo do problema apresentado,
mostrou-se eficiente, de facil entendimento e manuseio na resolucéo do problema de
circulacdo das 4guas.

Uma das dificuldades encontradas foi o ajuste dos pardmetros de entrada, por
exemplo, a viscosidade vertical turbulenta, uma vez que este pardmetro varia de lago
para lago e ndo encontramos dados mais precisos sobre este valor a respeito do Broa.
Sugerimos um trabalho experimental sobre viscosidade vertical turbulenta muito util
para a calibragdo do modelo.

No computador utilizado para fazer as simulagdes ndo foi possivel trabalhar
com uma malha mais refinada; como dissemos anteriormente, utilizamos o numero
méximo de células; talvez trabalhando com malhas com maior nimero de pontos,
principalmente na vertical, possamos simular este problema para periodo maior que
10 horas, este periodo foi determinado através de um ajuste dos incrementos espaciais
e temporais a fim de atender aos limites da maquina e também do método explicito.

Sugerimos em trabalhos futuros, colocar uma visualizacdo nos pardmetros de
entrada, bem como uma saida grifica acoplada ao programa. Além disso, recomenda-
se fazer um estudo de otimizaciio do programa, a fim de reduzir o tempo

computacional gasto para executar cada iteragdo. Poder-se-ia  acrescentar ao
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programa um gerador de malhas, pois, desta forma, poderia se reduzir o numero de

variaveis, buscando economia de memoria.



ANEXO A



ADIMENSIONALIZACAO

O processo de adimensionalizacdo se d4 através das seguintes mudancas de

variaveis:

=l o = Yely =20

h=hD, p= pgDp. - pgz.D

*

¥ ¥

& =ﬂ—gr* z =Lgr
X ﬂ x?2 ﬂ

onde * representa as varidveis adimensionalisadas.

Com isso, passamos a desenvolver cada um dos termos das equacdes

envolvidas no problema com o objetivo de obter as equacdes ja adimensionalisadas

Desenvolvimento da equacgéo da pressdo
Equac@o da presséo a ser adimensionalisada:

19p

p oz g=9
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efetuando o processo de mudanca de variaveis (p e z), temos:

io’"
pdz.D

(pgDp*—pgDz,)—gzo

pgD!_ﬁp., é’z..-[
pD I_o"z,= diz;

g=0

ap. 3
Az,

0

entdo, a equacdo adimensionalisada se torna:

E D«
=0
22,

Desenvolvimento da equacgéo da quantidade de movimento em x: .

Equagéo da quantidade de movimento na direcéo x a ser adimensionalisada:

ou 0 0P ) o 1@&( a"_u]+_a_[ éu}_af é‘u}
2f  dx é’yw é’zuw - pdx é’znéz ﬁxué’x é’ykvﬁy

efetuando o processo de mudanca de varidveis (¥, v, w, p, X, J, z € f) para cada um

dos termos da equacéo acima, temos:

du__2o [£ ]_ﬁé’m
a"r‘a[iJ %)L b

¥
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ouw gD’ Jul gD’ A ul
gx  LrLéx. L éx

Juv g?D* Suwv. 3 g’D* du.v.,
gy JALE &y PP

Suw  g'D* Juw. g’D’ Suw.
Az  fI’D S8z  fI}) de.

—ﬁz=—f%v* =—%v*

S5 staltalih) 2l

5( o”u]_ o [ 2 [g] )\ 8D o (Lé’u.]
ox\ 5x)” o) o (nD)\ L)) L ox\ A ox.

a( 0”u} gD & [y é’u*]
2| cu) gD
oy\"ay)” L ay.\/ o

Substituindo esses termos na equagio de quantidade de movimento em x, temos

(deste passo em diante supriremos * das equacGes adimensionalisadas, fizemos isto

somente para simplificacéo destas equagdes) :

gDéu g’D?* év’ gDzé‘uv g’D* Juw gD
L Jdt fL3 fLa" ff}az I

) | —
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gDo”p+gD0"( 7 o”u)+gD 0”(0 ﬁuj gDi(_U__&’_uJ
L 6x L z2\D* dz)" L ax\f? dx v\ 2 8y

v

fLZ

D
com R =g—ea1=

0 f2L2

.

JDZ > az =
. o L :

multiplicando a equacgédo por _gD e agrupando os termos a equacdo de quantidade de

movimento na direcdo x fica adimensionalisada como segue:

ou Jlow o\ 0l Q+i[ @J+i[ zz}rz( ﬂ]
at Lé’x é’yw o"zqu == 2% 52) 95\ 5% ﬁyazo”y

O desenvolvimento da equacdo de quantidade de movimento na direcdo y €

feita de modo anilogo ao desenvolvido para a dire¢do x.

Desenvolvimento da equacgdo da continuidade
Equac#o da continuidade a ser adimensionalisada:

o"u av o"w
o"x c?y Az

efetuando o processo de mudanca de variaveis (¥, v, w, p, x, ¥ e z) para cada um dos

termos:

gD du, gD 7 gD2 ow,
2 ox. 20y, DI o
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2
multiplicando a equagio acima por oD temos a equacdo da continuidade
g

adimensionalisada, como segue:

du, N av, Jow,
+
éx: ay: az’t

=0
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DISCRETIZACAO

Discretizacdo da equacéo de quantidade de movimento na direcdo x

O desenvolvimento da discretizacio da equacéo de quantidade de movimento

na dire¢do x ja adimensionalisada serd feito termo por termo estimando no ponto
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1
F= S x2 [ (al)z+(1/2)J+(1/2),k(Vr'+1J+(1!2),k - viaf+(1f2),ff) -
(az) i—(112) J+(1,2),k(vi, sk~ Viet, j+(1/2),."t) ]
1
G= 5 yz [ (aZ),"j+1’k(vi,j+(3."2),k "'va+(112),k) .

(az ) ik (Vr',j+(1/2),k —Vij-2)k ) ]

Discretizando a equacéo da continuidade j4 adimensionalisada

Su YUy je ~ Uiy sk
cx Ax

v Viuyr " Vii-yk

3y Ay

1
J
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AW Wi k- " Wik

Az Az

Logo:

Usnrsje ~Yinig ik a Vi et ~ Vi -tk 2 Wi ks~ Wi a-y

Ax Ay Az

=0

Extraindo a velocidade vertical w, | , ., teremos:

[u

ieig ik " Wik Vi T Vig-yk —|
W, =W ., ., —AZ +
i, J,k+) i,j, k=Y Ax Ay

A componente de velocidade w, ., € calculada de modo que a continuidade

seja satisfeita.

Todos os termos da equagfo acima séo calculados no mesmo tempo.

Desenvolvimento do processo de discretizagio para os termos de presséo
Pelo fato da pressdo e suas derivadas ndo variarem verticalmente devido a
hipétese de equilibrio hidrostatico; a equagdo de presséo sera baseada nas velocidades

médias calculadas verticalmente. Deste modo:

iy Lo, 5=3boa

NI»—-
'--'a

Podemos generalizar as equacdes acima da seguinte forma: ( ) = h( )a’z

3=
!

Assim, percorremos 0s seguintes passos no desenvolvimento da equagdo de pressdo:
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Integra-se verticalmente as equacgdes de quantidade de movimento nas direcdes x e y,
abaixo faremos a integracfio para cada termo da equacio de quantidade de

movimento:

s  du
O primeiro termo da equacéo €: 57

Ju é

ortanto, inte do-a: —dz=—
F R Y Tl TR

udz,

) . - 1
como vimos anteriormente: u = Z .[Dhudz

De forma anéloga, para os outros termos, chegaremos as seguintes igualdades:

ou’ *é’ (h;?)
Ax  Ox
o(w) I (mw)
oy 8y
E(uw) é’_

(uwv)dz=0 (w(x,y,O) =w(x,y,—h) = 0)
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O N

azé’ [fudz] az—aghzi)

Lembrando que «, € considerado constante para as equagdes acima:

Logo, na direcdo x temos:

[ & (na ;] _
+R0[ P J——hv=
o [ o) o%{mu) ]
=—h5—i+asrx—a3r3x+a2[ é’(xzu)+ a”(yzu)J (B1)

Analogamente na dire¢io y temos:
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dp [62(mv) o%(mv) ]

=—h§—y+asrx—a31'3x+a{ o + é‘sz

(B2)

Derivando com relagdo a x cada termo separadamente da equacéo (B1) temos:

ol o(n))

[ 1
ox| ot _|=ELWJ

o |6 (mm)| &%nw)
dx| dy J= 8%y

& ()

ax

ol apl on 2
hé’pJ=é’ o”p+hé’ 120
dx| x| Idxéx ox

a
E(asi—x . anB:c)

5 !_é’z(hﬁ)Jra"z(hﬁ)_': o [o(n)] o (5 () |
x| Ix* oy* | ox*| Ox J 2y} dx _\

Logo a equagéo (B1) fica:
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__0hdp_,&p 7 ré’zra”(huﬂ 52 o(m)]
T 9x dx  Axt Ox

2+-—(asrx—a31r3x)+a La”x |_ éx é’y L éx J
(B3)
Derivando com relaggo a y cada termo da equacgéo (B2) temos:

1
o |

o la(m)] rh

Q>|m

o |o(mw)] o%mw)
oyl Ix __ ox8y

dy| dy a2y

& (hu)

oy

ol opl| onop ha P
é’y|_ é’yJ dydy @y

Logo a equagéo (B2) fica:

o lo(m w22 ()] 5(m
ELyJ [(_) ()J_()z

oxly ay*
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Shdp Fp & L o2[a(m)] o2 [a(m)]]
~Z537 5y2+5y(a5ry—asrw)+aztaxzt Fy +

Adicionando as equagdes (B3) e (B4) obteremos:

o)), o[ 2°1)  othim) o) o)

.
( J+R0 I + + — +
cy L dx oxdy Ixly oy 2y

a_{@Jr@}&{é;@f;(f)+Qa;§:;u—;)}_a (2, 2(#)

8 2(h5)-| & (hu) 2 (v

E UL é;xz éyl 5x5y J_ ay ﬁx —
_ Jdhdp 0"p 5hé’p é’zp+0”( )+i( .
T fxdx  AxP dydy dy* Ox AT, — AT 5y T, —QpTp,

o [om)] o*[o(m)], 22[om)] o*[o(m]]_
+a[é’x|_ 2% |27 ox |Tae oy |Toy| o H‘
o(m) &(m)

Lembrando que:D = S + FP substituiremos este valor no lado direito da
Yy

equacio acima, resultando em:

5D (a?(h?) 6% (w’)
W+ROL P + P +2




Discretizacio

81

_ Jdhdp FPp Shdp §2p+0"
- dxdx Ox* Oydy Iy Ix

0z

(asrx —aBer) +

82D 52D
@, x> +0"sz

Isolando os termos de pressdo e dividindo por #:

52p+§%ujfﬁhﬁp+§h§p1_
ax* 8y hLé’xé’x 3y 8yl

L[ o0 [s°p 27p] [o%(md) 62(W) 5 {hw) |
=—i—+a § -R, —+ 4
h| &t ZLé’xz éyZJ [ Ex 8y éxo”yJ

S\m) o8lhv) & P
_ ;;—’) 5 ((?x) +ax{asz-x_aBTBX)+§_y(a5TY_aBTBj;)}

Discretizando no ponto (i,f), cada um dos termos da equagdo anterior:

7= P Disyj _2pi,j + Dy
axt Ax?

5’2p _ pi,j+1_2pi,j +pi,j—1
ay* Ay

é’_y(a“"ry —aBrBy) +

dhdp oh

Dis1; — Piay

Ox dx x|

ohdp Jh

2Ax

Pija— Di

3y dy &yl

aD_Dn+l_Dn _D

2Ay

iJ

ot ot

ot
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Segundo LIGGETT (1970) o valor de D" ! serd zero. Deste modo erros de
divergéncia no tempo () serdo usados como fator de correcdio na pressdo, para

diminuir erros de divergéncia no tempo (r+1).

o ? D D:‘+1,j _2Dz',j +Di—1,j

O x? Ax?

0”2 D Di,j+1_2Df,j+Dz',j—1

o mw) o |o(mm)|

_ _5 o l— (hmi,ﬁ% _(ha)i,j-%—l:
Oxly 5xL oy

é’xi_ Ay J

_ 2{ (ha)ﬂ%,ﬁ}é _(ha)f—}é,ﬁ% —(hmﬁ-%,j—% +(ha):—%,,r—}é—|

Ax Ay _]

() (haﬂ%,f _(h;)i-%,j

ox Ax

4 (ha) _ (ha)f,ﬁ% _(hai,.f-%
y

7 Ay

074 (asfx B aBer) _ (“s"'x - “BTBx)H%,j —(a;:x - aBer)j—}{,j
ox - Ax
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g (asry = aBrBy) (as?’-y - aBrBy)i,ﬁVz _(asfy - aBTBy)j’J._%

oy Ay

Isolando p, ; temos:

1 {Pm,j +2pr‘—1,j . Di jn1 +7pf,j-1 +
J Ax e

+l é’h(pi+1J '_pz-l,jj_i_ dh (.pi,j+] +pr',,f—1]+
h é’xk 2Ax é’y\ 2Ay

[D

i+1,7

~2D,+ Dy Do =2D,+ Dy T+

ot » Ax? Ay?

(h;),,j+yz _(h;)i,j—% (h;)n}g,f _(h;)f—%,j—l
Ay B Ax J

—+

|“
RO, +
i

I_ (ha)ﬂ}g,_ﬁz +(h;) iV j+ Y —(h_u;) i+, -1 +(h;;) :—5,,4},5_}

+2|L Ax Ay |

o(m) o(mw) .
Onde o termo D= 5 + 2 discretizado corresponde a:

X
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84
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