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RES UMD

Dada a importadncia crescente da analise dinamica de mecanismos
elasticos devido principalmente a uma necessidade de velocidades da
operac%o maiores e uma precis¥o de posicionamento também mais
acurada, este trabalho apresenta a evolug8o das técnicas para
analise dinamica destes mecanismos, bem como um estudo de um modelo
baseado no metodo dos elementos finitos para este tipo de analise.

¢ feita ainda uma andlise comparativa, para um mecanlsmo
particular, entre os resultados experimentais, os resultados

obtidos através do processo baseado no método dos etementos finitos

e o método tradicional de analise (método quase sstatica)l.



ABSTRACT

Diven the 1increasing importance of dynamics analysis of elastic
mechanism, due essentialy to the necessity of higher operating
speeds and a greater positioning accuracy, this work shows the
evolution of the technics of dynamics analysis of these mechanisms,
as well as a study of a model based in the finite elemente method
for this kind of analysis.

Is done yet a comparative analysis, for a particutar‘mechanism,
between the experimental results, the results obtained from the
process based in the finite element method and the trad;tional way

of analysis (quasi estatic method).
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NOTRCAO

A fim de facilitar o entendimento do texto, os nomes das
variaveis apresentadas no decorrer do mesmo v3o0 sendo definidas na
medida de sua utilizagda.

Quanto aos simbolos, para o desenvolvimento matricial sdo
adotados colchetes "[1" para indicar matrizes e chaves "{1}" para
indicar vetores. Versores e as expressfes da ailgebra vetorial ténm
seus elementos identificados por uma seta * —* sobré a Lletra
correspondente 3 seu nome.

(s demais simbolos matemadticos wutilizados t&m o significade

usual encontrado na bibliografisa.
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1 _-_INTRODUGCZO

1.1 Descricdo do Problema

A partir do final da década de 60 houve um grande avango no
campo de estudo da cinematica (21,27 e 321. R sintese cinematica
comecou a se tornar uma poderosa ferramenta de projeto para os
engenheiros, ultrapassando as técnicas antigas agora denominadas
"cinematica classica". Entretanto, a hipétese de corpo rigido ainda
prevalecia quando do estudo cinematico dos mecanismos.

Quanto a analise dindmica, tradicionalmente wutilizavam-se
métodos de analise de <corpo rigido para o projeto dos mecanismos,
onde todos os componentes eram tratados como corpos ndo
deformaveis. Apds a analise dindmica eram calculadas as deformagdles
e tensBes a que os componentes estavam sujeitos. Este enfoque
produz resultados satisfatdrios apenas na medida que a velocidade
de operag¥o permaneca bem menor que a freqiUé&ncia natural do sistema
em estudo.

O0s mecanismos, compostos de articulagBes, engrenagens, barras,
etc., n¥o0 s¥%o realmente rigidos e sim elasticos e se deformam
quando sujeitos a esforgos estaticos ou din3micos. Portanto apenas
nos movimentos “lentos® e onde os esforgos s%o "“pequenos" & que O
projetista pode desconsiderar o efeito elastico.

Atualmente, os mecanismos devem operar a velocidades cada vez
maiores e com uma precis¥%o de posicionamento também crescente.
Devido &s altas velocidades de operagSo, para reduzir as forgas de
inércia e consequentemente o torque necessario da maquina, as
articulagBes e os membros dos mecanismos devem ser feitos t3o leves
quanto possivel. Entretanto, com a diminuig8oc da rigidez dos
componentes, maiores ser3o as deformagBes elasticas, bem como as

vibrag8es devido as forgas externas e de inércia, dependentes do
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tempo. Estas deformag8es elasticas podem aumentar a imprecis3o de
posicionamento bem como o nivel de tens¥e nos membros. Com isto,
pode ficar inviavel a operagdo, devido a imprecisdo de
posicionamento, ou ocorrer uma falha por fadiga, devido ao
incremento de tens¥o a que os componentes est¥o sujeitos, acoplados

3 sua natureza ciclica.

Analisando estas possibilidades nota-se a necessidade do
desenvolvimento de um procedimento eficiente e versdtil que leve em
conta os efeitos citades, e que permita ao projetista desenvolver
mecanismos mais Lteves, satisfazendo aos requisitos de

posicionamento e nivel de tensdes.

1.2 Linhas de Estudo

Os artigos apresentados por Lowen e Jandrasits (251, e por
Erdman e Sandor [14] apresentam de forma <clara e concisa os
progressos [21,27 e 321 na &4rea de andlise dinamica de estruturas
até o inicio da década de 70.

ﬁe uma maneira geral os desenvolvimentos neste campo, a partir
da década de 70, podem ser divididos em duas categorias. Na
primeira os componentes s¥o0o tratados como continuos. Os trabalhos
que seguem esta lLinha consideram que apenas um dos componentes tem
um comportamento eléastico, sendo que os restantes s3o considerados
como corpo rigido. As equag8es do movimento para estes sistemas
continuos sdo obtidas com o auxilio de algumas hipoteses
simplificadoras.

Na segunda categoria, os componentes elasticos do mecanismo sdo
modelados como sistemas com pardmetros discretizados. Utilizando
esta aproximag¥o, um sistema continuo & reduzideo a um sistema
discreto com um nomero finito de graus de Lliberdade. Esta

aproximac8o é bastante simplificada com a utilizag83o0 do método dos
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elementos finitas. R vantagem em se wusar este método esta em que

ele fornece um procedimento relativamente simples e principalmente

sistemidtico de modelar mecanismos complexos.

1.3 Objetivos

A proposta deste trabalho, dada a importi3ncia crescente da
analise din3dmica de mecanismos elasticos, e os poucos estudos que
tem sido feitos em nosso pais sobre o tema, & apresentar a evolugdo
das técnicas para analise destes mecanismos, bem como, estudar um
modelo para analise dos mesmos, baseadoc na teoria dos elementos
finitos.

Espera-se ainda que o trabalho sirva como um texto introdutério
a pessoas 1interessadas pelo assunto e também gue o mesmo possa ser
utilizado como pontoc de partida para pesquisas futuras, inclusive

do proprio autor.
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2 - FORMULACAQO DAS EQUACSES DO MOVIMENTO (10,521

As equag8es do movimento de uma estrutura s¥o as expresslies
matematicas que definem os deslocamentos em fung3o do tempo.
A formulag¥o0 das equagBes do movimento de um sistema dindmico é

possivelmente a fase mais importante, e muitas vezes a mais

trabalhosa, do procedimento inteiro de analise. Ser3o mostrados a
seguir os métodos para se obter as equagBes do movimento,
utilizados com maior freqii@ncia nas publicag8es sobre o assunto.

0 apéndice A mostra a obteng¥0c das equagles do movimento segundo
os tréds diferentes métodos para um mesmo exemplo de dais graus de
liberdade. Convém ressaltar ainda que estes métodos s3o apenas

variac¥es de técnicas para se obter as equagBes do movimento.

2.1 - Equilibrio Direto (usando o principio de d 'Alembert)

As equag8es do movimento, sob o enfoque da din3mica do ponto,
representam as express8es da segunda lei de Newton, "a variagdo da
quantidade de movimento de uma massa m é igual a forga aplicada na
mesma® [10]1. Esta relag3o0o pode ser expressa segundo a equagdo

diferencial:

FCt) = d(m.df/dt)/dt (2.1)

onde F(t) & a forca aplicada e F(t) o vetor posigdo da massa m.
Para a maioria dos problemas na dindmica das estruturas pode ser
pressuposto que a massa n¥o varia com o tempo, e portanto, neste

caso a equagdo (2.1) pode ser escrita como:

—

(t) = m.d2F/dtz = m.F(t) (2.1.a)
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onde os pontos representam a derivada em rela¢gd3o ao tempo, ou

ainda:
FCt) - m.7v(t) = 0 (2.1.b)
onde o segundo termo, - m.ﬁ(t), é denominado forga de inércia.

0 conceito de que uma massa "desenvolve' uma forga de inércia
proporcional a8 aceleragd3o e oposta & mesma é& conhecido como

principio de d Alembert. £€ um método bastante Gtil para a analise

estrutural dindmica, porque permite expressar as equagfes de
equilibrio dindmico. A forga E?t) pode incluir varios tipos de

forgas atuantes na massa m; vinculos elasticos que se op8e ao
deslocamento, forgas viscosas que resistem a velocidade, e
independentemente qualquer forga externa.

Portanto, se wuma forga de inércia que resiste & aceleragdo &
introduzida, as equaglBes do movimento s3o simplesmente as
expressBes do equilibrio de todas as forgas que atuam na massa. Em
muitos problemas simples, este método se mostra mais eficaz para

formular as equaglies do movimento.

2.2 - Principio dos Trabalhos Virtuais

Se o sistema estrutural & complexo, entretanto, e envolve alguns
componentes interconectados, a obteng%oc da express3o do equilibrio
direto de todas as forgas atuantes no sistema estrutural pode ser
trabalhosa. Muitas vezes, as varias forgas envolvidas podem ser
expressas em termos de seus componentes nos graus de liberdade de
deslocamento, e neste caso, o principio dos trabalhos virtuais pode
ser usado para formular as equag8es do movimento com maior

facilidade.
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Este principio diz que se um sistema que est3d em equilibrio sob

a ac¥%o de um determinado conjunto de forgas é submetido a um
deslocamento virtual, isto &, qualquer deslocamento compativel com
os graus de liberdade do sistema, o trabalho total realizado pelas
forgas serd nulo. Portanto as equagBes do movimento podem ser
estabelecidas a partir da identifica¢¥o0 de todas as forgas atuantes
no sistema, incltuindo as forgas de inércia definidas de acordo com
o principic de d'Alembert. Ent¥o as equagBes do movimento sdo
obtidas pela introdug¥o de deslocamentos virtuais correspondentes a
cada grau de liberdade e igualando o trabalho total a zero. R maior
vantagem deste enfoque & que o trabalho virtual é uma grandeza
escalar e pode ser adicionada algebricamente, enquanto as forgas
atuantes na estrutura s¥c grandezas vetoriais e podem sér apenas

superpostas vetorialmente.

2.3 - Principio de Hamilton

Uma outra maneira de abordar o problema de estabelecer as
equacg8es vetoriais de equilibrio é correlacionando os tipos de
energia do sistema de uma forma variacionalt. 0 principio de

Hamilton pode ser expresso por:

jSCEC-EP)dt + [sw,,cdt =0 (2.2)
t T

ande:

EC = energia cinética total do sistema

EP = energia potencial do sistema, incluindo tanto a energia

de deformagdo, quanto a energia potencial de qualquer

forga conservativa externa
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W.,. = trabalho realizado pelas forgas n3o conservativas
atuantes no sistema
§ 1indica variag%o0 durante o intervalo de tempo
0 principio de Hamilton diz que a variag¥o da energia cinética e
potencial adicionada ao trabalho realizado pelas forgas ndo
conservativas durante o intervalo de tempo considerado, deve ser
nula. A aplicac¥%o0 deste principio Lleva direto &8s equag8es do
movimento de qualquer sistema. O processo difere do método do
trabalho virtual na medida que as forgas elasticas e de inércia nd3o
sdo explicitamente envolvidas, wutilizando-se em seu.,Lugar as
variacBes da energia potencial e cinética, respectivamente. Esta
formulag¥c tem a vantagem de tratar somente com grandezas escalares
(energia), enquanto forgas e deslocamentos usados para determinar o
trabalho virtual s3%o0 grandezas vetoriais, apesar do trabalho em si

ser uma grandeza escalar.
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3 - EVOLUCKO HISTORICA DAS PESQUISAS

Os trabalhos, aqui classificados de primeiro tipo
[22,23,42,43,44 e 451, onde os componentes s¥%o tratados como
continuos, se wutilizam basicamente de principies wvariacionais
(principalmente o principio de Hamilton) para obter as equag8es do
movimento.

Thompson [43,44 e 45], faoi um dos pesquisadores que mais se
utilizou deste enfoque para a analise din3mica de mecanismos. Na
referéncia [451 ele analisou wum mecanismo plano, cujos membros
estavam ligados por articulagBes. Na referéncia [44], coﬁ o auxilio
de algumas hipdteses simplificadoras, apresenta um estudo analitico
e experimental de um mecanismo fabricado de material composto
(fibra de vidro) e, portanto, n3o homogéneo. |

Ainda utilizando o principio variacional, Jandrasits e Lowen [22
e 231, estudaram o comportamento elastodindmico de um mecanismo de
quatro barras com contrapeso. As equa¢8es linearizadas do movimento
foram obtidas a partir do principio de Hamilton, com a introdugdo
de hipéteses simplificadoras adequadas para o problema em questdo.
A estabilidade do sistema também foi estudada. R solugdo obtida foi
aplicada em um mecanismo de quatro barras, encontrando-se uma
correlag30 entre os valores calculados e o0s valores obtidos
experimentalmente.

Sutherland, na referéncia [42], investigou o movimento de um
mecanismo elastico de quatro bérras. As equacBes do movimento foram
resolvidas utilizando o principio de substituig8o dos termos das
equagBes por séries harmdnicas. Sutherland comparou ainda as
deformag8es obtidas analiticamente, descritas por séries
harmdnicas, com as obtidas experimentalmente.

A fim de tornar possivel a resolug80 de mecanismos mais

complexos (geometricamentel, com varios componentes eldsticos, de
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um modo sistematico, uma grande parte das pesquisas realizadas em
anilise dindmica de estruturas wvoltou-se para a utilizacgHo de
técnicas de resolug¥o com os pard3metros envolvidos concentrados em
alguns pontos (problemas do segundo tipo).

Dentro deste enfoque, Winfrey [55] foi um dos primeiros
pesquisadores a aplicar uma técnica de discretizag8o0 para a solugdo
de um mecanismo com componentes eldsticas. Ele utilizou o método
dos elementos finitos, elementos do tipo viga, para formar a matriz
de massa ([M] e a matriz de rigidez [K1, dependentes do tempo. R
seguir formulou as equag@es Llinearizadas do movimento, segundo a

equag3o:
[MI{i} + [KI{u} = (0} (3.1)

onde {u} e (U} s3%o respectivamente os vetores deslocamento e
aceleragdo, dos graus de Lliberdade do modelo, e {Q} é o vetor que
contém as respectivas forgas de inércia bem como as forgas externas
atuantes no sistema. Através da anédlise modal (ver apéndice E) a
equagdo 3.1 & desacoplada e as equagBes resultantes s3o integradas
numericamente. Este método permite, com um acréscimo na
complexidade da solug83o, a obteng3c0 das deformag8es elasticas dos
componentes, lembrando ainda que varias hipdteses simplificadoras
foram utilizadas. A principal hipbétese &€ a de um modelo linear, a
fim de permitir a superposig8o dos efeitos. Com o intuito de
simplificar as equagdes, Winfréy fez algumas suposig8es na escolha
do sistema de coordenadas, o que restringiu o problema quanto ao
aspecto geométrico. Este sistema escolhido permite fornecer as
informag8es de deformag8es, porém houve dificuldades para obter a
distribuig80 de esforgos nos componentes. 0O mecanismo analisado por
Winfrey, para demonstrar a técnica proposta, foi um mecanismo

eldstico plano de quatro barras.
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Erdman, Sandor e Oakberg [15] propuseram um método de analise de
um mecanismo plano, onde alguns componentes s8o0o considerados
elasticos, baseado no método da flexibilidade.

Sadler e Sandor [37] desenvolveram um método de anadlise elasto-
dindmica, com pardmetros concentrados. Este método consiste,
basicamente, em modelar um componente que tem massa distribuida,
como um componente em que sua massa estd concentrada em alguns
pontos ao longo do mesmo. Estes autores aplicaram a teoria de vigas
de Euler para obter as equagBes diferenciais n¥o Llineares do
movimento. A fim de obter a resposta do sistema, estas equagles
diferenciais foram integradas numericamente. Foram analigados, para
exemplificar o procedimento proposto, componentes com secgdo
transversal tanto constante quanto variavel. RApresentaram ainda um
procedimento para otimizar a secg¥o dos componentes, usando como
condig¥o principal, a n¥o variag8c da massa total dos mesmos.

Preocupados em obter um método mais geral, no sentido de ampliar
o campo de validade do modelo, Imam, Sandor e Kramer - [20]
desenvolveram um método para anilise de mecanismos planos, baseado
no método da rigidez, tomando como hipétese que os componentes do
mecanismo se comportam como vigas. Foi proposto também um método de
otimizag80 das dimens8es geométricas dos componentes.

Sandor e Zhuang [39], <continuando o trabalho desenvolvido na
referéncia [371, tinearizaram e desacoplaram as equag8es ndo
lineares do movimento, obtidas na analise elasto-dindmica do
mecanismo com massas concentradas. 0 modelo proposto foi aplicado
a um mecanismo de quatro barras, comparando-se os resultados
calculados com os valores obtidos experimentalmente.

Kohli e Sandor [24]1 investigaram o problema de vibrag8es
lineares em mecanismos, quando as forgas de inércia, devido as
altas velocidades de operac%o, provocam deformagBes eladsticas nos

componentes do mecanismo. & pressuposto, neste trabalho, que as
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deformagBes eldsticas n¥o afetam o movimento de corpo rigido do

mecanismo. O procedimento utilizado consiste basicamente em: a)
discretizac¥3o0 da massa dos componentes ao lLongo de alguns pontos do
mesmo; b) obteng¥o da equac8es do movimento (equagBes diferenciais
Nn¥0 lineares); c) utilizag¥o de técnicas numéricas para a resolugdo
destas.

Golebiewski e Sadler [18] analisaram o problema das tens8es
devidas aos momentos fletores em um mecanismo, onde apenas um dos
componentes era considerado eléstico. Rs equagB8es do movimento
foram obtidas a partir do principio de d'Alembert, wutitizando
pardmetros concentrados. Foi incluido ainda na anéLise,.o efeito de
amortecimento viscoso. HAs equagles diferenciais obtidas foram
integradas numericamente.

Sunada e Dubowsky [41] desenvolveram wum programa denominado
SALEM (Spatial Analysis of Linkages with Elastic Members) que
determina o comportamento dindmico de um mecanismo inteiro a partir
dos dados de saida de uma anélise feita em cada componente do
mecanismo individualmente, com um programa de uso geral baseado no
método dos elementos finitos (NASTRAN). O método foi exemplificado
com dois problemas, sendo um no plano e outro no espago.

Dubowsky e Young [13] estudaram analitica e experimentalmente os
esforgos nas jungdes de componentes de mecanismos que operam 2
altas velocidades. Foi investigado principalmente o efeito da folga
existente nas articulag8es dos mecanismos e a conseqiiente ampliagdo
dos esforgos nos componentes dos mesmos.

Allen e Harrel [4] também se preocuparam com os esforgos nas
conex8es de um mecanismo e propuseram um método de estuda-los,
utilizando um sistema de forgas equivalentes. Com a wutilizacdo
deste método, estudaram os esforcos nas articulagles de um

mecanismo de quatro barras.
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Nath e Ghosh [30]1, utitizando o método dos elementos finitos,
desenvolveram uma técnica de solugdo0 para obter a resposta de um
mecanismo elastico plano. RAs equagBes diferenciais do movimento do
sistema foram obtidas wutilizando elementos do tipo viga. Afs
equag8es incluem termos que relacionam o movimento de corpo rigido
com o movimento elastico do mecanismo. £ proposto ainda um método
para resolver o problema da matriz rigidez do sistema se tornar
singular devido & existéncia dos graus de liberdade do movimento de
corpo rigido do mecanismo. Num trabalho subsequente ([31] as
equag8es do movimento s3¥o resolvidas, obtendo-se a resposta
permanente do sistema. A técnica utilizada <consiste em expressar
cada termo das equacBes diferenciais do movimento por uma série
harmnica. Convém ressaltar que Bahgat e Willmert (61,
desenvolveram anteriormente um método bastante semelhante ao
descrito acima.

Wehage e Haug [531 apresentaram um método para a analise
din3mica de sistemas com forcas impulsivas, ou seja, quandoc o tempo
de atuac¥o da forca é muito menor que o inverso da freqUéncia mais
baixa do sistema.

Shabana [40] estudou mecanismos flexiveis, cujas matrizes de
inércia s¥o variaveis no tempo. Isto o levou a duas representagles
diferentes das n%o Llinearidades da inércia: uma baseada numa
formulac%o de massa consistente, e a outra utilizando a técnica de
massas aglutinadas.

Usoro, Nadira e Mahil [S50] apresentaram uma técnica, baseada no
método dos elementos finitos, para modelar manipuladores flexiveis.
Cada componente do manipulador é tratado como um conjunto de
elementos, para os quais s¥o obtidas individualmente as expressfes
da energia cinética e da energia potencial. A partir destas

express8es é obtido o modelo dind3mico do sistema.
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Alexander e Lawrence [3] investigaram experimentalmente a

resposta dinamica de um mecanismo etastico. Os resultados obtidos

foram muito utilizados por outros pesquisadores, para a verificacgdo
da validade de seus modelos de andlise analiticos e numéricos. Pelo
namero de citagBes da referéncia [3]1, encontrados na bibliografia
estudada, pode-se dizer que este foi o trabalho mais importante de
investigac¥o experimental de uma mecanismo elastico.

Ainda dentro do enfoque do 2¢ tipo de solugBes, notou-se uma
preocupac¥o acentuada com a escolha do sistema de coordenadas mais
adequado [1,2,16,33 e 341. Convém ressaltar que este item aumenta
sua importédncia relativa na analise dindmica de um ﬁécanismo na

medida em que aumentam os graus de liberdade do sistema.
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4 - FORMULACXO DAS EQUACBES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO

4.1 Introducdo

0 objetivo deste capitulo é apresentar a formulac¥o das equacfes
diferenciais do movimento de um mecanismo elastico. As equagles do
movimento ser%o obtidas através do método dos elementos finitos.
Trata-se de uma abordagem aproximada, gue reduz o sistema continuo,
e portanto, com infinitos graus de liberdade, a um sistema
discretizado com um nimero finito de graus de Lliberdade. Este
método para solucgc¥o das equagBes diferenciais do movimento foi

inicialmente proposto por Midha [28 e 281.

4.2 Método dos elementos finitos [11,56 e 571

Segundo a abordagem da teoria dos elementos finitos o continuo &
subdividido, por meio de Llinhas ou superficies, em elementos
finitos. Estes elementos, por sua vez, est3o interligados por um
namero finito de pontos nodais (nés), situados em suas fronteiras.

0 método dos elementos finitos parte do pressuposto que o vetor
de deslocamentos {(d} de um ponto interno ao elemento pode ser

apraoximado por wuma func3oc dos deslocamentos nodais {u=}, como

mostrado abaixo:

(d} = [NI{u*} ' (4.1)
onde

dx
T T (4.2)
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dx, dy e dz s3o0 os componentes do desltocamento do ponto nas

direg8es x, y e z, respectivamente,

o A O
ui
]
{us)r =< uj S (4.3)
!
uk
~N -~
e ui, wuj, uk s%o os deslocamentos generalizados nos graus de

liberdade i, j e kK respectivamente.

A ordem do vetor {(u=~} é& 1igual ac noOmero total de. graus de
liberdade nodais do elemento. Convém lembrar gue os deslocamentos
generalizados, representados pelo vetor {u=}, ndo se Limitam a
deslocamentas de translag3o, podendo conter também deslocamentos
rotacionais [561. A matriz [N] contém as fungB8es de interpolagdo
gue relacionam os deslocamentos {u*} com os deslocamentos internos
ao elemento.

A figura 4.1 ilustra o elemento finito do tipo viga nos estados
deformado e n3¥oc deformado. Para um elemento do tipo wviga, em

movimento plano, a egquagdo 4.1 torna-se:
U,

dx N, O 0 N4 0 0 Ux

dy 0 Ng N3 0 Ns Né Us
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Figura 4.1 Elemento finito do tipo viga
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<
> (4.4)

onde [111]:

Na 28 S el (e (4.5)
INES ER SIS v sl S N ZITNIE. e (iRt Ji (4.8)
Ny = x[{(L - x)/L]= (4.7)
N, = x/L (4.8)
Ng = 3(x/L)= -2(x/L)= (4.9)
N, = - (L - xJ(x/L)= (4.10)
e:

L @ o comprimento do elemento

x é€ medido do ndé i1 para o né6 j.

Deve ser observado que as fun¢g8es de interpolagd3o podem ser
escolhidas baseadas em diferentes teorias ou aproximag8es, conforme
o problema que se estd analisando. Entretanto, para assegurar a
convergéncia do processo, 3s fungBes de interpolag3o devem
satisfazer aos sequintes critérios [561:

1 - Quando os graus de liberdade nodais do elemento apresentarem
deslocamentos compativeis com um estadoc de deformag8o constante no
elemento, as func8es de interpolag3o devem produzir este estado de
deformac30 constante. Uma conseqiiéncia desta condig8o é a garantia
de deformac30o nula para um elemento que estd se deslocando como

corpo rigido.
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2N As fung8es de 1interpolagdo devem assegurar que 0S
deslocamentos nas interfaces entre elementos sejam finitas, ainda
gue indeterminadas.

Uma vez estabelecidas as fung®es de interpolag¥o, as deformagles
e as tens8es internas ao elemento podem ser determinadas como
fungBes dos deslocamentos nodais {u~}. O apéndice C apresenta, de
modo resumido, a abordagem aproximada do método dos elementos

finitos para uma analise estdtica linear de um corpo continuo.

4.3 Descric¥o das Equac8es Diferenciais do Movimento

A equacdc diferencial matricial do movimento para um elemento
finito do mecanismo serd desenvolvida wusando as equac8es de

Lagrange, cbtidas a partir do principio de Hamilton, na forma:

d/dt (3EC/3{G=1}) - QO(EC)/3{u=~} + J(EP)/d{u~} = (Q} (4.11)

onde {u=} representa os deslocamentos nodais generalizados, (EP)
a energia potencial, (EC) a energia cinética do elemento, e {(Q} as
forgas externas generalizadas atuantes no elemento.

Uma vez determinado as equagcBes do movimento para cada elemento,
elas ser3o combinadas para formar as equag8es do movimento para
cada componente do mecanismo e, finalmente, de maneira analoga,
para o mecanismo inteiro.

A energia cinética (EC) para um dGnico elemento serd desenvolvida
a seguir. A figura 4.2 mostra uma parte de um elemento tipico, que
faz parte de um componente do mecanismo, e o sistema de coordenadas
gque serd utilizado no desenvolvimento das equag8es do movimento.

A origem do sistema de coordenadas (x,y,z), chamado de local,
estd lLocalizada num ponto qualquer do componente n¥o deformado que

contém o elemento, e esse sistema de coordenadas acompanha o
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Figura 4.2 Parte de um elemento finito e o sistema
de coordenadas associado
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movimento de corpo rigido deste componente. Entende-se por
movimento de corpo rigido o movimento gque o mecanismo teria se
todos os seus componentes se comportassem como corpos rigidos, ou
seja, que, para todos os pontos do componente, a distdncia entre
dois deles quaisquer permanecesse constante. 0 vetor {d} que
representa o deslocamento deste ponto arbitrario do componente,
devido as deformag8es elidsticas do mesmo, & expresso no sistema de
coordenadas locais (x,y,z).

0 sistema de coordenadas (X,Y,Z) estd fixo. O sistema (X1,Y1,Z1)
tem a mesma origem do sistema (X,Y,Z), porém estd orientado de modo
a permanecer sempre paralelo aoc sistema (x,y,z). O vetﬁr {Ro} & o
vetor posic%c da origem do sistema de coordenadas locais (x,y,z). O
vetor (R} da figura 4.2, expresso no sistema de ;oérdenadas

(X,Y,Z), & dado por:
{R} = (Ro} + [T]1 (d} (4.12)
onde [Tl & a matriz de transformag3o de rotagc3o entre o sistema
de coordenadas locais (x,y,z) e o sistema de coordenadas (X,Y,Z).
Derivando a equac80 4.12 em relagdo ao tempo, cbtemos:
{R} = {Ro} + [TI1(d} + [T](é} ' . (4.13)

Da equagdo 4.1, {(d} e (d} podem ser expressos por:

(NI{u=} (4.14)

-~

Q.

—
"

INI{ b=} (4.15)

-~

a.

—
"

onde a matriz I[N] contém as fungBes de interpolag¥o descritas na
sec3¥0 4.2, que s¥o independentes do tempo, e ({u~} contém os

deslocamentos nodais generalizados do elemento. Lembrando que as
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funcBes de interpolagd%o devem permitir o deslocamento de corpo

rigido do etemento, (Ro} e {Ro} podem ser expressos de maneira

analoga, como:

{Ro} = [T1INI{Uo} (4.18)
{Ro} = [T1INI(Uo? (4.17)

onde os vetaores {Uo} e {(Uo} representam respectivamente as
velocidades e acelerag8es generalizadas de corpo rigido dos graus
de liberdade nodais do elemento expressos no sistema (X1,Y1,Z1).

R equacdo 4.13 pode ser expressa, entdo como:

(R} = (Ro} + [TIINI{u=} + [TIINI{G=)} ,.(4'18)
A energia cinética (EC) do elemento [111 sera:

EC = (1/2) J'ﬁ(é}Tik}dv (4.19)

onde dV é o elemento diferencial de volume e p a densidade,
pressuposta constante, dentro do elemento. 0O superescrito T indica
o transposto do vetor ou da matriz.

Substituindo a expressdo 4.18 em 4.13, temos:

EC = (1/2)J.y({R0}T +{u® }TINITLTIT + (Us3TINITLTIT)*

+ ({Ro} +[TIINI{u*} +[TIINI{u=1)dV (4.20)
Desenvolvendo a expressdo, obtemos:
EE) = (1/2)J’f({é0}7{éo} ¢ 2(Ro}T[TIINI(u=} + 2{Ro}T[TIINI{u=}

+ {u*}T[N]T[T]T[%][N](u'} + 2(u'}T[N]T[%]T[T][N](G'}

+ {d’}T[N]T[T]T[T][N]{J'})dv (4.21)
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Usando 4.271, o primeiro termo da equagdo 4.11 torna-se (ver

apéndice D):

O(EC) /(=) = J'f((NJT[T]T(éO} + [N]T[TJT[f][N](u*} +

+ [NITLTITITIINICG=3)dV (4.22)

d(A(EC)I/B{d=1)/dt = J PCINITETIT(Ro} + [NITITI"(Ro}
# INITCTITCTIONICu=} + [NITCTITCTIINICu=}
¢ 2INITITITCTIONICG=3 + INITCTITCTIINICG")

¢ [NITLTITITIINI{u®})dV (4.23)

De modo anadlogo 3 obteng¥o da equaclo 4.22, o segundo termo da

equagdo 4.11, torna-se:

d(EC) /3lu~} = J'pctNJT[fJT{éo} ¢ INITETITLTIONI(u?

+ [N]T[}]T[T][N](J~})dv (4.24)

As forgcas externas atuantes no elemento podem ser divididas em
trés conjuntos: as forgas externas nodais devido & agdo dos
elementos adjacentes ({Qell}), as forgas externas devido a ag¢3o de
outros componentes do mecanismo ({Qc}), e finalmente, as forgas

externas equivalentes as distribuidas no elemento ({Qex}). Logo:

{Q} = {Qel} + {Qc} + {Qex?} (4.25)

A energia potencial do sistema serd a prépria energia de
deformac¥o do sistema devido & deformac3o eléastica. 0O terceiro

termo da equac3o 4.11, de acordo com as referéncias [11, 56 e 571,

torna-se:
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S(EP)/d{u=} = [k=l{u=} (4.28)

onde [k*] é a matriz de rigidez do elemento, sendo calculada a
partir das funglBes de interpolag8o ([Nl do elemento e das
propriedades do material.

Combinando as equag8es 4.11, 4.16, 4.17, 4.23, 4.24, 4.25 e

4.26, a equac¥o do movimento para um dnico elemento finito, sera:

J’f([N]T[T]T[T][N](Uo~} # [NITETITLTIINICU=)

¢+ 2INITCTITCTICNICGO®} + CNITLTITITIINI(u=1})dV + [kel{u=} =

{Qel=} + {(Qc=} + {Qex=} (4.27)
Lembrando que [TITIT] = {IJ, pois [Tl & wuma matriz ortogonal
temos:

J-f([N]T[N]{UO”} + [NITINI{u=)} + 2[N]T[T]T[%][N](d~}
+# INITCTITCTIINICu=3)dV +lk=1{u=} = {Qel=} + {Qce} + {Qex=}
(4.28)
Definindo J-f[N]T[N]dV como a matriz de massa do elemento [m=1],
bem como as matrizes de ‘“"velocidade®" e “*aceleragdo" de <corpo

rigide, como:

Em=] j_p[N]TtT]T[%][N]dv (4.29)

(m, ]

f rovareraretaonaay (4.30)
e fazendo estas substituig®es na equagd3o 4.28, obtemos:

[m=J{u=} + [K=l{u=} = {(Qel=} + {Qc=} + {Qex=} - [m']{Uo'}

- 2[m_=3{u*} - [m.=1{u=} (4.31)
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Convém notar que o termo 2lm_=1{0u*} corresponde as forgas devido
3 aceleracgd0 de Coriolis, e o termo [m,~]{u=) corresponde as forgas
devido as acelerag8es normal e tangencial [12].

As equacdes do movimento para um componente inteiro do mecanismo
s¥0 obtidas através da montagem da matriz do componente a partir

das matrizes de seus elementos [57]1, como se segue:

(m=)1ij (4.32)

(me)ij = |

yes

onde o superescrito © denocta a matriz de um compqnente do
mecanismo, i e j s%0 o numero das Llinhas e colunas da matriz,
respectivamente, e denotam o©s graus de Lliberdade do sistema.
Portanto, (m<)ij é o termo da Llinha i e coluna j da mafriz [me ]
(matriz de massa do componente) e (m=)ij & o termo da linha i e
coluna j da matriz [me] (matriz de massa do elemento). O nimero de
elementos varia de 1 até n, onde n & o niumero total de elementos do

componente.

De modo analogo:

(Ke)ij = é; (k=i j (4.33)

(moe2ij = L (mo=)ij (4.34)
exl

(mac)ij = £ (maw)ij (4.35)
e:z4

(Qce)ij = 51 (Qc=)ij (4.36)
e=

(Qex<)ij = 51 (Gex=)ij (4.37)

(Qele)ij = 51 (Qet=)ij = 0 (4.38)

As forgas generalizadas oriundas dos elementos adjacentes {Qel+}
sdo agora forgas internas ao componente, que de acordo com o
principio da ag8%0 e reag¥o0, s¥o de mesma direg83c e médulo, com

sentidos contrarios, portanto se cancelam.
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As equag¢Bes do movimento, para um componente do mecanismo, podem

ser escritas como:

(mel{u=)} + [kel{u=} = (OQc=} + {(Qex=} - fme1{Uos} - 2 [mvc](aﬁ}

= [mgae1{u=} (4.39)

onde o vetor {uc} contém os deslocamentos dos graus de liberdade
de todo o componente do mecanismo e {Uo=} contém as aceleragdes
absolutas de corpo rigido do componente.

0 préximo passo sera a obteng¥o das equag8es do movimento para o
mecanismo inteiro. Inicialmente & necessario transformaé os termos
do vetor {uc}, que s30 comuns para diferentes componentes do
mecanismo, para um mesmo sistema de coordenadas. Isto & necessario
para assequrar a compatibilidade dos deslocamentos, velocidades e
aceleracg8es dos n6s que s3¥o comuns a dois ou mais componentes do
mecanismo. Percebe-se a necessidade desta condig%0 quando dois ou
mais componentes do mecanismo est3o ligados através de uma
articulac¥o ou algum outro tipo de vinculo. R figura 4.3 ilustra
esta situagdo: (u,*,ux*) sdo los deslocamentos nas direg8es x e vy,
respectivamente, do né i no sistema He coordenadas do componente 1;
(us2,u.2?) s30 os deslocamentos nas diregdes x e y, respectivamente,
do né i no sistema de coordenadas do componente 2, e (u’,,u’>) sdo
os deslocamentos "transformados" no sistema de coordenadas comum.

Seja [TrlT, a matriz de transformag8o dos graus de liberdade
comuns de componentes diferentes para um mesmo sistema de
coordenadas. Os graus de liberdade que s3oc internos aos componentes
n3o s3¥o afetados por esta matriz de transformag3o. Exemplificando
para a figura 4.3, somente os graus de liberdade associados com o
né i s¥o afetados por [Trl, todos os outros permanecem inalterados.
Este método de transformar apenas o0s graus de tiberdade

necessarios, & muito mais eficiente que a transformagdo
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Figura 4.3 Transformagéo do grau de liberdade
comum a dois componentes
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desnecessaria de todos os graus de Liberdade do sistema para um

sistema de coordenadas comum.

Logo:

fue’) = [TrlT{ue} (4.40)
e como [(Trl é ortogonal, e portanto, [Trlv = [Tprl-*,

{u=} = [Tel{u=’} (4.41)
fhed = (Trltu='} & [Trllus’} (4.42)
{Uc} = [Trlue’} + 2 [TrlI{U=') + [Trluc’} (4.43)
{Uo=) = [Trl{Uos"? (4.44)

Substituindo as equagles 4.41 a 4.44 em 4.33, obtemos:

Emed (ETel€us') + 2 CTPI0ue™3 + [Trl{uc’}) +0KeTETPICUS"} =

{Qce} + (Qex=} - [mellTrl (Uoe')

- 2 [mVC]((fr]{UC'} + [TrI{U="}) - Etma=10(Trl{us"1} (4.45)
Multiplicando por [TrlT™ e rearranjando, temos:

[TrlTime10TriCue’} + [TrlTCKkellTriCuc’} =

[Trl7{Bc=} + [TrlTv{Qex=1} -[TP]T[mc][TP]{GOC'}

- 2(LTPITEM=1LTr] + CTrITCmucdCTeld{us’}

- ([Tr]T[m=][¥r] + 2 [TPJT[mVCJ[fr] + [(Terl"Im,c1LlTrl){u="?

(4.48)

Fazendo:
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[me’] = [TrlTCmellTr] (4.47)
[ke’] = [TelTlke1(Tr] (4.48)
[mdde’] = [TrITImelC(Tr] (4.49)
[mdue’] = [TrlvImyc1(Tr] (4.50)
Emac’] = [TrlvEme=1CTr] (4.51)
[md=’] = [TrlvImel0Tr] (4.52)
[mee’] = [TrlvimuelCTr] (4.53)
{Qee’) = [Tri17{Qce) (4.54)

{Qex<'} = [Trl7{0ex<} (4.55)
e substituindo estes termos na equag8oc 4.46, obtemos:

(me’3{Us<’} + [ke’'l{uc’} = {Qce’} + {Qex='} - [me’I{Uo="}
- 2([md="']1] +[mv¢'])(&=’} - (Imdd=’'1 + 2{md,<’1 + [m,='1){u=’1}
(4.586)

R transformagd3o anterior permite facilmente impor as condig8es
de compatibilidade de deslocamentos, velocidades e acelerag8es de
todos os graus de Lliberdade do mecanismo. Feito iste, as matrizes
do mecanismo inteiro podem ser obtidas a partir das matrizes de
cada componente [57], de modo similar aoc realizado para se obter as
matrizes de cada componente, a partir das matrizes dos elementos.

Portanto, a matriz de massa é:
" .

(M)ij = £ (m="')i) (4.57)
C=1

onde i e j s%o0 os numeros das Llinhas e colunas da matriz,
respectivamente. 0 nimero do componente c varia de 1 até p, onde p
@ o numero total de componentes do sistema.

De maneira andloga:



IvV.16

(K)ij = §| (Ke’)ij (4.58)
(Md)ij = é. (md=’)ij (4.53)
MvIij = £ Cmver)ij (4.60)
(Mdd)ij = £ (mdde’)ij (4.61)
(Mdv)ij = é} (mdo<’)1ij (4.62)
(Ma)ij = él (mae’)ij (4.63)
(Qex)i = E (Qex=’)i (4.64)
(@c)i = Bt dBieeokd = 1o (4.65)

n
"
-

Os carregamentos generalizados provenientes dos componentes
adjacentes s30 agora forgas internas ao mecanismo, e portanto, de
acordo com o principio da ag3o0 e reag3o, s30 de mesmo médulo e
diregd80, e sentidos contrarios, logo o somatdrio é nulo.

As equagdes do movimento, para o mecanismo inteiro, podem ser

escritas como:

[MI{u} + [KI{u} = {Qex} - [M]{Uo} - 2(IMd] + [MvI){u4} -

- ([Mdd]l + 2[Mdv] + [Mall){u} (4.66)
onde os vetores {u}, {4}, (U} e {ﬁo} contém os deslocamentos,
velocidades, acelerag8es, e acelerag8es de corpo rigido,

respectivamente, dos graus de lLiberdade de todo o mecanismo.

A raz8oc de separar os vetores {u} e {0} na equag3o0 acima é que
as matrizes [M] e [K] possuem algumas propriedades muito Gteis,
como a simetria, das quais podemos tirar proveito durante a solugdo
das equacBes do movimento. As matrizes [Mdl, [Mv]l, [Mdd]l e [Mdvl,
entretanto, n8o s8%o0 simétricas e portanto devem estar separadas de
(Ml e [K] de modo a preservar a simetria destas UGltimas.

No capitulo seguinte serd apresentado um método para resolugdo

das equag8es do movimento.



§ - FORMULACAO DE UM MeTODO DE RESOLUCAO DAS EQUACSES

DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO (23]

A equac¥o0 matricial (4.66) do capitulo anterior representa as
equagc8es do movimento para um mecanismo eldstico. As matrizes [M],
(K], [Mdl, etc. n8o s%o constantes, e sim fung8es dependentes da
posig30 de <cada componente do mecanismo. Nota-se esta dependéncia
através da matriz de transformagcdo [Tr]l (equag3o 4.40), que é
necessaria para assegurar a compatibilidade de deslocamentos,
velocidades e acelerag8es dos graus de liberdade que s3o0 comuns a
dois ou mais componentes.

Um método possivel de solug3o0 da equacg3o (4.66) é a integragdo
numérica. Este método tem o inconveniente, de mesmo para se obter a
solugd0 para o regime permanente, & necessadrio a integragdo do
sistema de equac8es por varios ciclos, a fim de eliminar os efeitos
do transiente inicial. Este procedimento tende a consumir muito
tempo de processamento, mesmo para sistemas de poucos graus de
Liberdade.

0 método apresentado a seguir & semelhante ao proposto por Midha
{291, que & capaz de obter a solug3o em regime permanente de um
sistema de equag8es diferenciais Llineares de segunda ordem com
coeficientes periddicos em fungdo do tempo.

0 procedimento se baseia na divis3oc do periodo fundamental num
nimero discreto de subintervalos de tempo. Durante cada um destes
subintervalos de tempo é pressuposto que os coeficientes das
equag8es diferenciais, que s3o fung3o0 do tempo, sejam constantes.
Para garantir a continuidade, os deslocamentos e as velocidades
finais de um subintervalo devem ser iguais aos deslocamentos e as

velocidades 1iniciais do subintervalo seguinte. 0O sistema de



V.2

equagdes & entdo resolvido para se obter a resposta do sistema em

cada um dos subintervalos.

S.1 - Modificac80 e Desacoplamento das Equag8es do Movimento

A equa¢c3o (4.66) representa um conjunto de equag8es diferenciais
acopladas. Para aplicar o método proposto e obter a resposta em
regime permanente ¢é necessario que as equagBes sejam desacopladas.
Este desacoplamento consiste em obter um conjunto de equagBes, onde
cada uma das mesmas envolve apenas uma variavel do sistema e suas
derivadas [38].

Este procedimento de desacoplamento pode n3oc ser possivel na
presenga das matrizes nd3oc simétricas [Md], [Mv], [Mddl, [Mdv] e
[Mal. Estas matrizes representam os efeitos de acoplamento entre as
velocidades e acelerag8es de corpo rigido do mecanismo, e OS
deslocamentas elasticos {u} e velocidades {4}. Para pequenos
deslocamentos esses termos 5501 peduenos quando comparados com 0S5
outros termos da equag3oc (4.66). Convém ressaltar ainda que a
maioria dos pesquisadores desprezou esses efeitos em s5uas
pesquisas. A partir deste ponto também serd feita esta aproximagdo
neste trabalho, e portanto, ser¥o desprezados os efeitos de
acoplamento entre o movimento de corpo rigido e o movimento
elastico.

Feita essa simplificac8o0, a equacg8o (4.66) torna-se:
[MICU} + [KI{u} = (Qex} - [MI(Uo} (5.1)

A equac30 (5.1) pode agora ser facilmente desacoplada aplicando
a técnica da superposic¥oc modal (ver apéndice E).
Fazendo o desacoplamento da equag3o (5.1), obtemos para um grau

de lLliberdade genérico i:



Vi o+ w, Ry, = (8,}7{Qex} - (8, )7(MItUo} (5.2)
onde

v - "deslocamento generalizade"

w, = - quadrado da freqgiiéncia natural do sistema

{0,1} - modo de vibrar ortonormalizado com relag8o a [M]
Obtidas as fung8es y,(t), a resposta nas coordenadas originais

pode ser obtida da equag8o0 (E.S5), ou seja:

{u} = [3]1 (y} (5.3)

onde [%] @ a matriz dos modos de vibrar ortonormalizados com

relac¥%o [M] e {y} o vetor dos "deslocamentos generalizados"”.

5.2 - Método para a Obtenc3¥o da Resposta Permanente do Sistema

A equacdo (5.4) representa um sistema de um grau de liberdade,

com coeficientes constantes.

my(t) + ky(t) P (t) (5.4)

onde P%(t) é uma fung30 do tempo. 0 deslocamento y(t) e a

velocidade Q(t), s30 dadas por [101:

t
y(t) = Asenwt + Bcoswt + (1/mw) j P+(r)senw(t-r)dr (5.5)
-]
T
y(t) = Awcoswt - Bwsenwt + (1/m) J P*(t)cosw(t-r)dr . (5.8)

(]
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Os primeiros dois termos da equagdo (5.5) representam a solugdo
homogénea da equag3o (5.4). 0O terceiro termo representa a resposta
do sistema 3 excitag3c P+(t). A soma desses termos fornece a
resposta total do sistema em fungdo do tempo.

A equagdo (5.7) representa um sistema de um grau de liberdade,

com coeficientes periédicos com o tempo.

mCtl)yCt) + kK(tly(t) = P=(t) (5.7)
onde '

m(t) = m(t+T) | (5.8)
kKCt) = Kk(t+T) (5.9)
wlt) = (k(t)/m(t)Irrs2=9w(t+T) _ (5.10)
T - periodo do sistema

0 método para obter a resposta do sistema para o regime
permanente é baseado na discretizag3o dos pardmetros continuos do
sistema. Isto serd feito pela divis3o do periodo T em n

subintervalos iguais, tais que:

T = T/n i (5.11)

Os parémetros m(Ct), k(i) e w(t) s3o ent3o pressupostos
constantes durante «cada subintervalo, como mostrado na figura 5.7.
0 problema é ent30 reduzido a resolug¥o de equag8es diferenciais de
segunda ordem com coeficientes constantes.

A forma geral das equag8es (5.5) e (5.6) para um subintervalo i,

s3o:

y(t) = A, senw, (t-t,_,) + E.cosw.(t—t,ni)
h

+ (1/mw,) j.P*(r)senw.(t-r)dT (5.12)
ti-1
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y(t) = A,w,cosw, (t-t,_y) - B,w,senw,(t-t,_,)
t
¢ C1/m) J Pe(r)cosw, (t-7)dr (5.13)
T
08 .5 MME et E HiZE G2 i) B WE G012 5ol & 0T

A fim de manter a continuidade da solug¥o em todos os instantes
intermediarios, isto &, em t,, to,...,t..., devem ser impostas as
condicBes de compatibilidade de deslocamentos e velocidades entre
os subintervalos, ou seja, que os deslocamentos e as velocidades
finais de um subintervalo sejam iguais aos deslocamentos e 3as
velocidades iniciais do subintervalo seguinte. Estas equagBes de
compatibilidade est%oc descritas no apéndice F (o nidmero das

equacBes segue a convencdo adotada no referido apéndice).

]
o

(F.2a) - (F.1c)

{]
o

(F.2b) - (F.1d)
(F.3a) - (F.2c) = 0

(F.3b) - (F.2d) = 0 (5.14)

[ 1
1 1

(F.na) - (F.(n-1)c) =0

(F.nb) - (F.(n-1)d) = 0

Como, por hipédtese, 0 mecanismo estd operando de forma
periddica, obtém-se duas equag8es adicionais, 1igualando os

par3metros (deslocamento e velocidade) no final do ciclo (periodo)
com os iniciais como se segue (o nimero das equagBes segue a

convencdo adotada no apéndice F):

(5.15)

f
o

(F.1a) - (F.nc)

"
o

(F.1b) - (F.nd)



As equacBes (5.14) e (5.15) podem ser expressas de uma forma

matricial, segundo a equagdo (5.16), onde:

— ] N
10010 codoocotos @ O Eoctmoaas by ay R, ¢,
S ol R T b U A o S i Fl
by, a, 1 0 E 5 c: c’\ R3 c,
eq dZ 0 w3 E 3 E E A3 FZ
] 1 i I
' 1 I ' x ! | '
| [} 1 i
E E . 5 E E X < s L= E L (5.16)
: : ___________ 0 O B T 1 ' : :
) I et 0 0-—--———-~ : ! ' .
T P i B Co-1
! i : E 0 0 An Fn—l
Of SOl <5 S egpal b, a, 1 0 B, G
SR o= e e e w
L n dn S 1_ A1 Y, f‘n )
a, = - senw, (t,-t,.,) (5.17)
b, 8- 2 COSW,(t,-t,~1) (5.18)
t?
c, = (1/mw,;) j’P"(T)senw.(t,-r)dT (5.19)
T
d' = - VICOSW|(t|"t|_1) (5-20)
e, L W|SenW|(t|-t|..1) (5.21)
t;
f, = (1/m) J-P*(T)cosw,(t.-r)dr (5.22)

tia
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As condicBes de compatibilidade de deslocamentos e velocidades
resultam em 2(n-1) equagBes contendo 2n varidveis. As condig8es
obtidas da equag3o (5.15) fornecem as duas equag8es necessarias
para tornar o sistema de equagles determinado, ja que, as 2n
equacdes obtidas acima s%o0 lLlinearmente independentes (obtidas em n
instantes distintos) [29].

A equag¥%o0 (5.16) representa, portanto, um sistema de equag8es
lineares nas variaveis A, e B,, cuja solugd3o pode ser obtida a
partir de qualquer método de resolug3o de um sistema de equag8es
lineares. A fim de se escolher o método mais adequado para o
problema em quest3o, deve-se considerar a ordem da matriz envolvida
(duas vezes o nUumero de subintervalos adotados), bem como que a
maioria dos seus termos tem o valor nulo. Assim sendo, apesar da
ordem da matriz ser elevada, ela é esparsa.

Assim uma vez conhecidos os termos A, e B, obtém-se a resposta

em cada um dos subintervalos t,, e portanto, em todo o periodo T.
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6 - ANALISE DE UM MECANISMO_PLANO DE QUATRO BARRAS [Z26)

Este capitulo tem por finalidade mostrar, para um Ccaso0
particular, o método tradicionalmente empregado para se obter as
tensBes e deformagBes nos componentes de um mecanismo. Com este
intuito sera desenvolvido o procedimento para se obter as
deformag8es nos pontos médios de wum mecanismo plano <cujos
componentes tém uma seg¥o transversal constante. A escolha deste
tipo particular de mecanismo e tipo de resposta (deformagdo nos
pontos médics dos componentes) reside no fato de se ter resultadas
experimentais disponiveis {31 bem coma 0Os resultados obtidos por
Turcic [48 e 491 utilizando o procedimento baseado no método dos
elementos finitos estudado nos capitulos 4 e 5. Assim sendo podera
ser feito nao capit&to sequinte wuma analise comparativa dos
resultadas para um mesmo mecanismo.

A figura 6.1 mostra um desenho esquemdtico de um mecanismo de

quatro barras plano.

6.7 Analise Cinematica

Sers feito inicialmente uma analise cinemdtica de corpo rigido.
Adotar-se-4 por hipétese, a fim de se fazer wuma analise com as
mesmas condicBes geométricas e de carregamento gque as apresentadas
nas referéncias [3, 48 e 481, que a manivela terd uma rotagdo
constante e conhecida. R partir desta velocidade angular, bem coma

das condig@es geométricas do mecanismo, sera determinado o

movimento de cada componente do mecanismo.
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Figura 6.2 Modelo do mecanismo e o sistema de

coordenadas utilizado

A figura 6.2 mostra o esquema do mecanismo de quatro barras, bem
como o sistema de coordenadas OXYZ utilizado. Os componentes OA, AB
e BC tém respectivamente os comprimentos a3, b e c; as massa m,, M
e Mmy; as secBes transversais A,, A, e A e os momentos de inércia
I,, I, e Is. S%0 consideradas ainda as massas concentradas mb e ms
em A e B respectivamente. O sistema OXYZ estd fixo em 0O e orientado
de modo que os pontos fixos 0O e C do mecanismo pertengam ao eixo
das abscissas 0OX.

Temos por hipoétese ent3oc, que a velocidade angular é1 do
componente OA é& constante e que o mecanisma ¢é composto por
componentes rigidos.

0 vetor posigc3o Fs para o ponto B do mecanismo & o resultante de
duas equag8es vetoriais independentes: T, = (B-R) + (RA-0) e
fs = (B-C) + (C-0). Estas equag8es podem ser combinadas, como

mostrado a seguir, e suas derivadas determinar3o a velocidade vy e

a aceleragdo ﬁ; de ponto B.
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7, = acos®,T + asen®,J + bcosB.T + bsend.J =

I ccoseaf + cseneaj. (6.1)
Vs = - aw,senB,1 + aw,cos6,J - bwosenB,I + bw.cos8.J =

2 = cwasenezf + cw3c0593j’ (6.2)
ﬁ; = - awlﬁcoself - awimseneij.— bwzzcosezT - bwzﬁsenemj’—

- bwzsenBQT'+bQ2cosemJ.= - cw32c0593f.— cw3ﬁsen933‘~

- cﬁgsen93iy+ CwxC0505d (6.3)
onde w, e w, s¥0 respectivamente a velocidade e aceleragdo

angular do componente i do mecanismo.

Nas equagBes precedentes, conhecem-se os comprimentos constantes
a, b, c e L. Sendo o componente OA a pega motora, ent3o 8,, w, e Ql
também s3¥o0o conhecidos, lembrando que para o caso particutar em
estudo w, = cte, lLogo Ql = 0. Nota-se ent3o que as incognitas a

serem determinadas através das trés equag8es s3o0o: B8,, Bz, Wa, Wi,

Pode-se determinar as velocidades angulares w, e ws, igualando-

se as partes em T e J: através de eguagdo (6.2}, como se segue:

Cwxsenbx {6.4)

aw, send, + bwosenB.,

aw; c0os6, + bw.cosB, CwsC0SB5 (6.5)

Multiplicando-se a equac3o (6.4) por cosBs e a equagd8o (6.5) por

senB;, temos:
aw,sen®,cosB, + bwo,senB,cos8; = cwizsenbBxcos8; (6.6)

CwxC0sBx5en8, (6.7)

aw,co0s68,s5enB; + bw,cosB,s5enBy
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Subtraindo-se a equagdo (6.8) da equag3o (6.7) e isolando wx:

w, = -law,sen(B85-8,)1/[bsen(B85-8.,)1 (6.8)

&2

De modo semelhante:
ws = [aw,sen{(8,-8,)1/[csen(B,-064)1 (6.9)

Pode-se determinar as aceleragBes angutares w2 e w3, igualando-

as partes em T e J: através da equacdo (6.3), como se segue:
L4 ]
aw,2cosB, + bw.2cosB., + bws.senB., = cwy®cosB, + cwzsenBy (6.10)

Cws?senB, - Cwxc0s585 (6.11)

L]
aw;?senB,; + bwp®senb, - bw,cosB,

Multiplicando-se a equac¢3o (6.10) por cosBy, a equagdo (6.11)

por senB, e somando as duas, obtemos:

aw,®(cosB,cosB8,+senB,senbs) + bw.?(cosB,cosBs + senB,senBs) +

b&m(senemcosea—sen63cosea) = cws?({cos®B +sen®8y) (6.12)
isolando &2:
W = [aw,2c0s5(B85-0,) + bw2c0s(85-68.) - cws21/[bsen(85-6.)]

(6.13)

De modo semethante:

&3 = [aw,2cos(0,-8,) - cwz2cos(8,-85) + bwo2]/[csen(85-62)1

(6.14)
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Antes de se efetuar os calculos numéricos dos valores de w., wx,
&2 e J3 pelas equagBes (6.8), (6.9), (6.13) e (6.1714) e necessario
que sejam determinados os angulos 8, e 8, como fungles de B6,.
Embora parecga que 0s dois Aangulos incégnitos possam ser
determinados pela equacdo (6.1), e na verdade podem, a dificuldade
encontrada estd nas relagBes trigonométricas, que s¥o complicadas
algebricamente. Uma alternativa para solug¥o destes 3ngulos é a de
incluir o vetor posic¥o C-A de comprimento m como mostrado na
figura 6.3. 0 comprimento varidvel m e o angulo 6, podem ser

determinados de modo mais facil em fungd3o de 8,.

Figura 6.3 Configuragao auxiliar

Temos que:

C-AR = (C-0) + (0-AD (6.15)

Desenvolvendo:
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mcosG,f + msen8,J = LI - acos89,]I - asenB,d (6.16)

- —
Iguatando-se os termos em I e J respectivamente:

mcos8,, L - acosB, (6.17)

msen®,, asen®, (6.18)

Elevando ao quadrado as equag8es (6.17) e (6.18) e somando

membro a membro, obtém-se o comprimento m:
m2 = a2 + |2 - 2alcos8, (6.13)
0 8ngulo O, pode ser determinado através da equagdo (6.18):
senB, = -(a/m)senB, (6.20)

A fim de obter a relac¥o entre 8., e 85 com m e O, serd utilizado

a seguinte relagdo vetorial:
B-A = (B-C) + (C-A) (6.21)
Desenvolvendo e igualando os termos em T e I.respectivamente:

mcosB, + ccosBs ' (6.22)

bcosO,

bsen®., = msenB, + csenBs (6.23)

Elevando ao quadrado as equag8es (6.22) e (6.23) e somando

membro a membro, obtemos:
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b2 = m2 + c2 +2mc(cos8,cos8x-5enb,,5enb5) (6.24)

Rearranjando:

cos(8,-8,) = (b= - m® - c®)/2Zmc (6.25)

De modo semelhante:

cos(8,-68,) = (b2 + m2 - c2)/2Zmb (6.26)

Como 6, e m s30 conhecidos, as equag8es (6.25) e (6.26)
determinam os angulos B, e 65.

As equac¥es que determinam as posigBes angulares sdo criticas.
Pode-se ver que a equac3o (6.20) determina dois valores de 8, e gue
as equagfes (6.24) e (6.25) determinam dois valores de (8,-8,) e
(8,,-85). Portanto deve-se tomar o cuidado em selecionar o0s valores
reais desses A8ngulos para o mecanismo em estudo; pode-se obter
outros valtores para uma configurag8o geométrica diferente.

A acelerac¥o do ponto A pode ser facilmente determinada, como se

segue:

7, = acos8,I + asen®,J (6.27)

Derivando duas vezes em relagdo ao tempo, obtemos:

A, = - awlﬁcoself - aw,mseneij. (6.28)
Com o intuito de determinmar os esforgos em A e B, serd
necessario ainda, a determinag3c da acelerag¥o do centro de

gravidade G2, conforme a figura 5.4, do componente RB do mecanismo.
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A aceleragdo do ponto G2 é& dada por [121:

Al = 8L s SEAdG - ¢ NG B (6.29)

Desenvolvendo, obtemos:

ﬁ;z (-aw,2co0s8, - w.bsenb./2 - wmﬁbCOSSQIZ)T

+

(-aw,2senB, + w.bcosO./2 - w.2bsenb,/2)}J (6.30)

6.2 Determinagd3o dos Esforcos nas ArticulacgBes A e B

A fim de determinar os esforgos nas articulgB8es A e B, serd
isolado inicialmente o componente AB, incluindo portanto as

incognitas Xa, Ya, Xe e Y, conforme mostra a figura B6.4.

Figura 6.4 Diagrama de esforgos (AB)

Aplicando o teorema do movimento do baricentro [12] para este

componente, temos:
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Xow + Xg = mMoPgox (6.31)
Yo + Ys = mufgay

Aplicando o teorema do momento angular [121, lembrando que se

trata de movimento plano e adotando como polo o centro de gravidade

G2, obtemos:

XobsenB., + Y,bcosB, - Y bcosB., - XybsenB, = 20 W (6.32)

Rearranjando:

(Xo-Xp)senBs + (Yy-YadcosB. = 2d.wnlb (6.33)

Substituindo a equag8o (6.31) em (6.33), obtemos:

- Z2XpsenB, + 2YgzcosB, = ZJEGQIb - MmufgaxsenB. +muApayCosBa
(6.34)

Para se obter a ultima equacHo, necessaria para a determinagdo
das incégnitas Xs, Ya, Xs © Ys, o componente BC serd isolado do
mecanismo conforme a figura 6.5, tomando-se o cuidado de respeitar
a convengdo ja& adotada para as incdgnitas X, e Yu.

Aplicando o teorema do momento angutar [121, analogamente ao
realizado para o componente AB, e adotando como polo o ponto €

(fixo), obtemos:

Xscsend3 - YpccosB83 = Jsws (6.35)
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Figura 6.5 Diagrama de esforgos (BC)

Resolvendo o sistema formado pelas equagles (6.34) e (6.35):

XB 8 [m;,cose:;(b\:l;g/'lz - qc;'_:zxsene-_:glz + ﬂf;27C059;,/2) +

+ (ms + ms/3)cwzcosB,1/sen(B,-6.) (6.36)

Yo = [masenBs(bwa/12 - Apaxsen®,/2 + Az.y,cos8,/2) +

+ (ms + my/3)cwssenB,l/sen(B5-6,) (6.37)

Substituindo os valores de (6.36) e (6.37) em (6.31) obtemos os
valores de X, e Yo, e por conseguinte, os esforgos nas articulac8es

A e B.

6.3 Determinacdo das deformacfies nos pontos médios daos

componentes
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Serd determinado inicialmente a deformag3c no ponto médio do
componente OR. A fim de facilitar o equacionamento, serd feita uma
transformagd3o de coordenadas de mode que os esforgos sejam
divididos em duas componentes, uma na direg3c OR (axial) e a outra

na direc3oc perpendicular, conforme a figura 6.6.

-
W
>
w
>

RS RARN

Figura 6.6 Diagrama de esforgos transformados (CA)

Respeitando a convenc¢do adotada para a determinagd3o dos

esforgos, temos que:

Ra

XasenB, - Y,cos0, (6.386)

Sea = Xaco0s8,; + Y,senB, (6.37)

A deformagdc no ponto médio serd dada pela equagdo:

81 - E,,l + €F'1 (8.38)

onde

€, > deformag80 no ponto médio do componente 1 (0R)
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€aa » deformac%o no ponto médio do componente 1 devido aos
esforgos axiais

E=a » deformag3%o0 no ponto médio do componente 1 devido a flexdo

AR deformagdo €,, & dada por:

€ar = Ejn + Euyg (6.39)
onde
€,., = deformag8o devido a forga de inércia

€.. = deformag¥3o0 devido aoc esforgo ativo.

De acordo com a refer8ncia [461:

€, = (mb + 3m, /8)aw,2/A,E (6.40)

Ga.t = o) SQ/QLE (8.41)

onde E é o modulo de elasticidade do material dos componentes.

Substituindo as equag8es (6.40) e (6.41) em (6.39):

Egl = (mb + ami/B)awi'z/nlE i Sﬁ/niE (8.42)

A deformag8o €., & dada, segundo a referéncia [46], por:

Eps =

= RAnia/ZIiE (8.43)

onde n, é a dist3ncia da linha neutra até a extremidade superior

da segdo0 transversal OA.



Substituindo as equag8es (6.42) e (6.43) em (6.38),

eﬁl

A deformagdo

forma analoga,

(mb + 3m, /8)aw,=2/A,E

no

VI.1l4

obtemos:

SA/RAE - Ranya/2I,E (6.44)

ponto médio do componente AB serad obtido de

como se seque (figura 6.7):

2
y" -
7] A As
? W ¢ B A S
z :
Al
Figura 6.7 Diagrama de esforgos transformados (AB)

Fazendo uma

transformagdo de

coordenadas mantendo a convengdo

adotada para os esforgos, obtemos:
Ss = XgcosB, + YgsenB, (6.45)
Rg = - XysenB, + YgcosB, (6.46)
e aplicando a mesma transformagd3oc de coordenadas para as

acelerag8es:



A i

- aw;®cosH,

D
b
i

VI.15

-t

- awy®send,d =

P
= (- aw,2cosB,cos8., - aw,®senB,senB,)i +
&
+ (-~ aw,2cos9,senB, aw,®senB, cosB,)]j (6.47)
i o -l
A, = (- aw,2co0sB, - bw,®cosB. - bwpsen8,)I +
» -
+ (- aw;2senB, - bwy®senB, + bwW,cosB,)Jd =
= (- aw,®cosB,cosO, - aw,?senB,senB, - bw,?)i +
b d
+ (+ aw,®cosH,senB, - aw,®senB,cosB, + bw,2)]) (6.48)

A deformagdo no ponto

realizado para o componente 1,

médio sera

forma analoga ao

dada, de

por:

€ = Eaa + B (6.49)
onde de acordo com a referéncia [461:

€az = L[Sy + 3mowo2b/8 + mpaw,?cos(6,-6,)/2]1/A-E (6.50)
€e2 = [-Rob + maobaw,®sen(8,-08,)/4 + Smab2w,/241n,/2I,E (6.51)

onde n, @ a distdncia da linha neutra até a extremidade superior

da secc3do transversal do componente 2 (AB).

R deformag®0 no ponto

obtido de forma anadloga ao

obedecendo a convenc¥o adotada

esforgos,

médio do

componente 3 (BC), também sera

componente 1,

realizado para o

para as direg8es e sentidos dos

como se segue (figura 65.8):
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AR
:

Figura 6.8 Diagrama de esforgos transformados (BC)

R'E) = Xsseneg i YE;C0593 (8.52)
S’y = Xzco0sB8; + YysenOy A (6.53)
ﬁ; = cw32? + cQzT (6.54)

A deformag%0 no ponto médio do componente 3 (BC), de acordo com

a referéncia [46), serd dada pela equagdo:

€y = €ax t+ Epyz (6.55)
onde

€az = [-S'g + (ms + 3mz/8)wx=2c/81/R4E (6.56)
€eus = [-R’gc + (ms + S5mz/24)cRwsIng/214E (6.57)

onde n; é a distancia da linha neutra até a extremidade superior
da sec8o0 transversal do componente 3 (RB).
AR partir das equacBes apresentadas neste capitulo foi feito um

programa (MECQBAR), wutilizando o aplicativo LOTUS 123, para obter
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as deformac8es nos pontos médios de um mecanismo de quatro barras,

obedecendo as hipéteses mencionadas no desenvolvimento das equagdes

anteriores.

Utilizando este programa foram obtidos os resultados para todas
as variaveis utilizadas nas equac8es em fungdo da posigde do
mecanismo (8,). AR descric3o do mecanismo utilizado, os resul tados
obtidos com o programa MECO@BAR, bem como uma analise comparativa
com 0s resultados experimentais e os obtidos com um modelo de
analise baseado no método dos elementos finitos ser3o apresentados

no capitulo seguinte.
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7 _- ANALISE COMPARATIVA DOS RESULTADOS

A fim de fazer wuma analise comparativa entre os resultados
obtidos com o programa MECOBAR, os resultados obtidos por Turcic
nas refer8ncias [48 e 49] utilizando o método dos elementos finitos
discutido nos capitulos 4 e 5, e os resultados experimentais da
referéncia [491], analisou-se as deformag8es nos pontos médios dos
componentes de um mecanismo plano de quatro barras quando é imposta

uma rotacdo constante a manivela.

7.1 - Descricdo do Mecanismo Utilizado

0 mecanismo analisado, mostrado na figura 6.1, & feito de fitas
de aluminio de 1,6 mm de espessura e 25,4 mm de largura (para a
manivela, componente OR, foi wusado wuma fita com 2,5 vezes a
espessura de 1,6mm). O acoplador (componente AB) & conectado a
manivela e ao seguidor através de rolamentos esféricos montados em
tuvas. A massa total dos rolamentos e das luvas em cada extremo do
acoplador &€ de mb = 0,0452 kg no ponto A e ms = 0,0375 kg no ponto
B, respectivamente. Convém ressaltar que estas massas para fins de
analise tanto através do programa MECOBAR como pelo método dos
elementos finitos s%o consideradas concentradas nos pontos A e B
respectivamente.

As deformacgBes nos pontos médios dos componentes do mecanismo
foram obtidas para uma velocidade angular constante da manivela de
wy, = 32,3 radl/s.

As dimens8es dos componentes, bem como os outros parametros
necessdrios para a definig¥o completa do mecanismo de quatro barras

utitizado est8o na tabela 7.1.
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Tabela 7.1 Par3ametros do mecanismo de quatro barras

| Parametro j Manivela | Rcoplador | Seguidor i
=:============= fe=mmmmmmmommes T P B e e

e | I | i
] Area | 1,07 cm= | 0,406 cm= ] 0,406 cm= |
I I I I i
po——m = fommmm e fomm e prmmm e .
| | I I |
] Comprimento | 10,80 cm ] 27,834 cm | 27,05 cm i
i | I | I
v — Fomm oo Fommm e prmmm o ;
| Momento | | | ]
I de | 1,82x10-2 cm<} 8,87x10~-* cm* | 8,67x10-% cm* ]
] Inércia j | | i
f———— e m e el SLAN 1 - 1 SN e L TG bl ad . o ik §
| i
] Dist3ncia entre os apoios (00) S ZS AT ) i
I : i
}] Mdédulo de elasticidade (E) = 7,1x107 kPa i
| i
| Densidade em massa (p) = 2,71x10-3 kg/cm3 i
I i
T T T T T T T T T = ====4
7.2 - Modelo para Analise com o Método dos Elementos Finitas

Para as dimens8es apresentadas no item

prevalecendo sob

re as dimens8es

largura e

7.1, com o comprimento

espessu

ra, cada um dos

componentes pode ser modelado por elementos finitos do tipo viga.

A mateiz de

inércia e a matriz de rigidez para um elemento do

tipo viga de Euler s¥o dadas de acordo com as refer&ncias [7, 56 e

§71 por:
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_1/3 0 0 1/6 0 0 i
0 13/35 11L7210 0 8/70 -13L/420
0 11L/210 L=2/7105 0 13L/420 -L=2/140
[m«1= AL
1/86 0 0 1/3 0 0
0 9/70 13L/7420 0 13/35 -11L/210
0 -13L 7420 -L=/140 0 -11L/210 L=/10S
3 (;i1)
I A 0 0 -A 0 0 B
0 121/L= 6I/L 0 -121/L= éI/L
0 BI/L 41 0 -6I/L -21
[ke«1l= E/L
-R 0 0 A 0 0
0 -121/L=  -BI/L 0 121/L= -BI/L
0 6I/L -21 0 -6I/L 41
¥ (7{2)
onde:
£ = densidade em massa
A = Aarea da secgdo transversal
L = comprimento do elemento
E = médulo de elasticidade
I = momento de inércia em relag8o0 & linha neutra

A matriz de transformag¥o de coordenadas [T] é definida por:

cos® -senb
(71l = (7.3)

senb cosH

@ suas derivadas como:
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Figura 7.1 Modelo de elementos finitos para o
mecanismo de quatro barras
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. , |-sen® -cos®©

[Tl = © (7.4)
cosB -s5enb

4 -senb -cosB ’ cosH -senB

vy 8 G - 0= (7.5)
cos®9 -sanB send cos@

onde 8 @& a posigd¥o angular do componente.

A partir das equagBes anteriores & possivel obter todas as
matrizes que aparecem na equag¥o diferencial do movimeato para um
elemento. As matrizes de cada um dos componentes e do mecanismo
inteiro s8o0 ent¥o obtidas a partir da uni3o das matpizes dos
elementos, como mostrado no capitulo 4.

A figura 7.1 ilustra o modelo de elementos finitos utilizado
para o mecanismo eldstico de quatro barras. 0 modelo é composto de

nove elementos do tipo viga e vinte e sete graus de liberdade.

7.3 - Resultados

Os resultados da analise do mecanismo de quatro barras, descrito
no item 7.1, através do programa MECQBAR (baseado no
desenQolvimento apresentado no capitulo anterior), est3o
apresentados no apéndice G. Estes resultados mostram os valores de
todas as wvariaveis utilizadas, no desenvolvimento apresentado no
capitulo 6, em fungdc do &ngulo da manivela 8,.

A partir destes resultados foram montados graficos que mostram 3
relagdo entre a deformag3o no pontoc médio do componente com a

posigdo da manivela (8,). Assim as figuras 7.2, 7.3 e 7.4 mostram
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os graficos da deformag3o no ponto médio em fung3o de 8, para os
componentes OR, AB e BC respectivamente.

AR partir dos resultados obtidos por Turcic nas refer@ncias [48 e
491, para um processo baseado no método dos elementos finitos, e
utilizando o mesmoc mecanismo descrito no item 7.1, foram montadas
as figuras 7.5 e 7.6 que mostram os graficos da deformac3o no ponto
médio em fung3o de B, para os componentes HB e BC respectivamente.

Ainda a partir da referéncia [49]1, ressaltando que Turcic se

utilizou do mesmo processo desenvolvido por Hlexander e Lawrence

[3] para obter seus resultados experimentais, foram montadas as
figuras 7.7 e 7.8 que mostram as deformagfes, obtidas
experimentalmente, no ponto médioc em fungdoc de ©; para os

componentes AB e BL respectivamente.

7.4 - Analise Comparativa

As principais hipdteses, gquanto as caracteristicas dindmicas do
movimento, adotadas pelos dois modelos analiticos estudados s8o:
- articulagBes sem atrito e sem folga

- o movimento do mecanismo & plano

velocidade da manivela constante

Ainda para o modelo baseado no método dos elementos finitas os
deslocamentos elasticos a partir da posigdo de equilibrio de corpo
rigido, come definido no capitulo 4, s30 considerados pequenos,
permitindo-se ent3o wutilizar o principio da superposig8c dos
efeitos. J&4 para o modelo apresentado no capitulo 6, apesar de se
calcularem as deformag8es nos pontos médios dos componentes, estes
s3o considerados rigidos para fins de analise (determinagdo de

caracteristicas cinemadticas e dindmicas do mecanismol.
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€ importante notar que ao tomar como hip6tese ‘"pequenos
deslocamentos" para o modelo baseado no método dos elementos
finitos, para elementos do tipo viga, impltica pressupor que 0S
deslocamentos transversais 530 independentes dos deslocamentos e
esforcos axiais (observar a matriz de rigidez, -equag8o (7.2)).
Entretanto, uma forgca axial compressiva tende a provocar um aumento
no deslocamento transversal. Uma forga axial de trac%o implica um
comportamento inverso. Assim sendo, ao analisar os resultados deve
ser lLembrada a hipdétese adotada (pequenos deslocamentos) para o
modelo utilizado (método dos elementos finitos).

A partir dos resultados obtidos, préprios e da biELiografia
pesquisada, foram montadas as figuras 7.9 e 7.10. Elas apresentam,
num mesmo grafico, para o acoplador (AB) e para o seguidor (BC)
respectivamente, a deformagdo no ponto médio do componeﬁté segundo
os resultados obtidos com o programa MECOBRAR, os resultados com o
modelo baseado no método dos elementos finitos e os resultados
experimentais.

Analisandao as curvas das figuras 7.9 e 7.10, observa-se que
mesmo desprezando os termaos de acoplamento entrg a deformagdo e o
movimento de "corpo rigido", o modelo baseado no método dos
elementos finitos forneceu um resultado melhor que o obtido com o
programa MECABAR, gquando comparado com os resultados experimentais.

Os resultados obtidos com o programa MECABAR n%o oscilam como os
experimentais nem apresentam os picos de deformacB8es. Observando
este efeito decidiu-se calcular a freqléncia natural do acoplador
(AB) e do seguidor (BC) e comparar com a freqlidncia medida
experimentalmente.

A freqléncia natural de vibrag%c do acoplador (AB) e do seguidor
(BC) segundo a refer@ncia ([19]1, considerando cada componente como

uma vigs biapoiada, é dada por:



VII.15

(PL) DIANeDLL DR oGl

IR BE8 8IS FEE ILP SIF L8R FIE E9F 607 874 2oL g8 00°0
| L 1 1 | g " | 1 1 1 { 1 { L i s i 1 | 1 | 1 %-QQQ ..Q!!
ﬂnﬂ e
“3 %
o — Povn I -
ﬁ TVINIWIYIIXT — w &00°0
JAN - + |
qVgdOaN ~ O “ a8 | 000 0~
__ _ f g... )
18- Bl

w oA | ) _ ﬁ ,,,.31 10000~
; ___ A , ‘ _ \ |
o) ____ﬂ, 4 __ ﬂ/ m \__ i Bl

|
il i XN
= ﬁ_w , _ﬁ___ ﬁ | ~__ N ] JR \
a1 Wy | |
,__,A___ _w/m;,ﬁg___nm.t.fm _ x.,,__, _W ~._ ___5 — 10060
P ] __ __ f _ ..,... _ .,.,._5 ___
| ) _ \
Y f i | | ? __ﬁ — 20000
SR AL
¥ __%
! —- B0Q00
#2000

(MNOJ)

dv JdLNINOAWOD O OVOvWAO44d

6°L BINSTA

ODODULLOLIPD



VII.16

(PML) DAoL B 0FTLED

IR'S B3 QL% S MLF O BIF L8F ¥iE g89°¢ 602 &

1 2 1 ! { ) 1 1 | 1 | ) | 8 ] 1 ] L 1

J.

g

g3

80 20°0

i
gl |

1 t 1 |

TVINIWNIYIIXE -V

aan -+
YVEOOIN ~[]

5300°0-

— 00070~

— B300 Q-

— o000~

~ 10000~

J

— £300°0

— 30070

(PNOD) 28 3JIN

i

iSRS I

0T°, ©IN3T4

v

O I9NH 0430

E00Q00

ODODULLOLID



VII.17
n2r2{El/mLS (7.6)

£
3
"

onde:

Calculando a freqléncia natural de ordem mais baixa para o

acoplador e para o seguidor segundo a equag¥o (7.6), obtemos:

w.,{AB) = 298,2 rad/s = 47,5 Hz
w.,(BC) = 318,171 rad/s = 50.6 Hz
Analisando as figuras 7.7 e 7.8, obtemos as freqguéncias de

vibrag¥o medidas experimentalmente para o acoplador e para o

sequidor respectivamente.

We, (AB)

"

274,7 radls

43,7 Hz

Was (BC) 307,0 radl/s

48,9 Hz

Comparando ent3c os valores das frequéncias naturais com os
valores obtidos experimentalmente, nota-se que os componentes estdo
vibrando (basicamente no primeiro modo), o que n¥0 é& considerado no
programa MECQBAR, pois os componentes s¥c considerados rigidos.
Assim sendo, na medida em que o mecanismo opera em velocidades que
ocasioném a vibrag3o de seus componentes, uma analise do tipo da
apresentada no capitulo 6 éMEEDBﬂR), se mostra insuficiente,
inclusive fornecendo resultados de deformagBes abaixo dos reais
(experimentais). Portanto, pelo menos para este exemplo particular,
nota-se a import3ncia de se ter um método mais acurado, como O
modelo baseado no método dos elementos finitos, para a determinagdo

das deformacg8es e tens8es nos componentes de um mecanismo.
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Analisando as frequUéncias dos componentes segundo o modelo dos
elementos finitos para o mecanismo, observa-se que elas sdo um
pouco maiores que as obtidas experimentalmente. Isto & notado nas
figuras 7.9 e 7.10 onde se comparam todas as curvas obtidas. Nota-
se ainda que a curva baseada no modelo dos elementos finitos, e a
obtida experimentalmente est3o fora de fase. Este efeito n8o é
muito relevante sob o ponto de vista de projeto, desde que as
amplitudes estdo em razoadvel correspondéncia. A discord8ncia obtida
para os valores das frequéncias pode ser devida ao fato de que a
discretizacl3o pelo método dos elementos finitos leva a modelos mais

rigidos.
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8 - CONCLUSBES E TRABALHOS FUTUROS

0 objetivo deste trabalho foi apresentar a evolug3o técnica dos
procedimentos wutilizadas para analise dindmica de mecanismos
elasticos, bem como, estudar um modelo de analise baseado no método
dos elementos finitos.

Para tanto foi realizada uma pesquisa bibliografica, a partir da
qual, foi apresentado wuma evolug8c histdérica das pesquisas,
ressaltando as duas principais Llinhas de estudo adotadas pelos
pesquisadores da area.

Dentro dos procedimentos onde os pardmetros s3o discretizados,
estudou-se um modelo baseado na teoria dos elementos finitos,
inicialmente desenvolvido por Midha [28], e a seguir aprimorado por
Turcic [471.

Foi desenvolvido ainda um programa (MECA@BAR) com o intuito de
poder comparar o0s resultados obtidos por Turcic [49] e Rlexander e
Lawrence [3] para um mecanismo de quatro barras particular com o
método tradicional de andlise dind&mica de mecanismos, descrito no
capitulo B.

0 mecanismo de quatro barras estudado, bem como a discretizagdo
utilizada para o modelo baseado na teoria dos elementos finitos,
est8o0 apresentados no capitulo 7. Foram ainda construidos gréaficos
mostrando a deformagdoc no ponto médio dos componentes para este
mecanismo particular a partir dos resultados experimentais, dos
resultados obtidos por Turcic com o modelo baseado no método dos
elementos finitos e dos resultados obtidos com o programa MECQBAR.

A partir da analise destes resultados observou-se que, pelo

menos para algumas velocidades do mecanismo, onde os componentes
comegam a vibrar, aproximando-se da ressondncia, os resultados
obtidos com o método tradicional podem diferir bastante da

realidade, sendo, portanto, necessario um modelo que possa
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representar estes efeitos de forma mais acurada, como o modelo
baseado na teoria dos elementos finitos estudado.

Em termos de trabalhos futuros, com o intuito principal de dar
continuidade a este trabalho introdutério, podem-se destacar os
seguintes itens:

(1) - elaboragdc de um programa de computador a

partir do modelo baseado no método dos elementos
finitos estudado.

(2) - estudar a viabilidade de incluir no modelo os
termos da equagdo (4.66) que foram desprezados.

3y - inclus3o do efeito de amortecimento Hno
referido modelo.

(4) - generalizag%0 do método de anadlise, de modo a
poder incluir os efeitos de folgas e atrito nas
articulagBes do mecanismo.

Espera-se ter desenvolvido um texto introdutério sobre a analise

din3dmica de mecanismos elasticos. Também se espera, a partir dos
estudos efetuados, continuar a realizar pesquisas sobre o tema, de
modo a contribuir, embora que modestamente, para o avango dos

estudos nesta area em nosso pais.
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APENDICE A - EXEMPLO PARA DOIS GRAUS DE LIBERDADE [10 e 38]

7 CH i A
: g Il v iy
79 ]

7%

R AT 7 T e A T A T

Figura A.1 Exemplo de dois graus de liberdade

RAs equagdes do movimento para o sistema mostrado na figura A.1

podem ser obtidas por qualquer um dos procedimentos comentados no

capitulo 2.

A.1 Método Direto

- - - -
l fi r l f2 I ra
fer fe: B
eiEl m | ~E2 fe2 | m 2
—~ —— — -
.—)
PRLLI fIi taz | faz | B

8 (RCF () GG
AT Tk TR Tk

Figura A.2 Diagrama de forgas atuantes
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As equagBes do movimento que sio as expressBes de equilibrio das

forgas atuantes em cada grau de liberdade, s30 dadas por:

fr + fn + fu + fCt) = 0 (A.1)

As forgas representadas pelos trés primeiros termos desta
equac%0 s30 fungd0 do deslocamento r(t) ou de suas derivadas.

R forga de inércia, segundo o principioc de d'Alembert, &
resultante do produto da massa pela aceleracdo:

f = -mF(t) (A.2a)

A forga de amortecimento, se amortecimento viscoso linear, é ©

produto da constante de amortecimento pela velocidade:

fo = -—ci(t) (A.2b)

Finalmente a forga elistica & dada pelo produto da constante

eldstica de mola pelo deslocamento:

fe = -kr(t) (A.2¢)

Introduzindo as equag8es (AR.2) na equag%o (R.1), obtemos as

equag8es do movimento para os dois graus de liberdade:

Myfs + Cofz + KyF3 = fg + KalFa - F1) ¢+ calfn - 1) (A.3)
= o 5 — . 28
Mot + Cz(rg " Pi) + kz(f‘g} o ‘\1) B fz

Rearranjando:



myfy + (cy + €aldry -

Mafm - Cofy + Cafe -

A.2 Método do Trabalho Virtual

As forgas

A.1b. Se fornecermos as
8f, e &rn respectivamente,
0 trabalho

como:

atuantes nas

massas

massas m,

est3o

e My

A.3

=R E L (R.4)
identificadas na figura

os deslocamentos virtuais

cada uma das forgas realizarad trabalho.

total realizado pelo sistema de forgas pode ser escrito

{
¢

fradfa + faadfy + fgy8rgPs f1SF: - fea8fy - fa2d
— — —
+ fgzsf-‘-; v fg;_tsp_'; + fxzsl:’g + fQSF; = 0
Colocando 8r; e 8r> em evidéncia, obtemos:
— — —
8;:({51 + fAi + fI‘l + f:l. - fE2 - fAZ‘) +
— —

Como 82 e 8fn s%c # 0 e arbitrarios, ent$o:

e — — -— e -—
fea + tay + 23 + 4 - fea - a2 = 0
— . — —tr -
feo + faz + fzo + f2o = 0

Rearranjando e substituindc as equag8es (R.2) em

. 0
—t —t - —
m;?’: + (C;l + C;z)r';l - Coalfa ¢ (k1 + kz)ri ~ k;g @ =
ve . . —
mzf'-; - Cafy + Czl-‘-; = k;_;I'T: + k'_gl:; = f;_:

i
(A.%)
(A.6)
(R.7)
(R.7), obtemos:
i (A.8)



A.3 Método da Enerqgia

A energia cinética do sistema pode ser definida,

EC =
A energia potencial,
mola:
EP = Kypr,=
As forgas
amortecimento F:i e F:m

do trabalho

}
|

O
€
3
n
n
-
ey
O
"
+
-
[
[>~3
he ]
B ‘

j —; l:’ + (-C,,P_;_ T
t,

. -.‘ -
+ Mofadrs + (-corfa +

Os termos . da equag8o

integrados por partes de

Lembrando que §F =

Hamilton a

My r,212 + mar2/2

n30 conservativas

representada

/2 + k (Pg"ri) /2

e as cargas aplicadas f,

v

de Hamilton, obtemos:

Cafy *+ Cafa - kyrfy - K
2 — —> =

Cwly -~ k-_gf‘z + kgl‘i + f:_;

(A.10) referentes

acordo com:

*a
s = 2o+
mrér] - |mrédrdt
t, i &

pela

deste sistema

por:
(A.9%a)

energia acumulada na
(A.39b)

s30 as forgas de

e f;. A variacgdo

- C a8 F - CalFa-ri)8(Fn-FD)

as

variac3o0 de 8f entre os limites de integrag$o t,

realizado por estas forgas pode ser expresso por:

(RA.9c)
Py + Kafz + f‘_:)s‘::
Yéf-ldt = 0 ( R.10)
massas podem ser

(R.1M)

d(8#)/dt e que de acordo com o principio de

e t- é
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nula, resulta que o primeiro termo do lado direite da equagdo

(R.11) é& nulo, e portanto, a equagdo (R.10) torna-se:

T2
> 2. 2, 2 — — = ==
[('mif?i - Cy4Py = Caly + Colas - kiF‘; E k;gr-_‘_ + k:zf':_: + f1)8P1 +
]
hod o i — — = — -
+ (-m:_,f‘-;_- = Coafp + Caly - k;_.l";_, + kzr1 + :_))sf‘:gldt = 0 (n.12)

Lembrando ainda que &8Fy; e 8. s3¥o arbitrarios, ent30 a equagdo

R.12 s6 seri satisfeita quando os termos entre paréntesis forem

nulos, logo:

Lo 7 LR TR S ) | SRRl S > SR IR SIS e TR S (R.13)
o] . . B = o
m:_-r:_) ] C;_)Pi + C:zr;_) - k-—.!‘,_ + kgf‘m = 2



APENDICE B - NOTACXO INDICIAL {39 e 51)

Pela notac3o indicial, substitui-se a denominagdo de eixos x,y e
z por indices numéricaos.

Por exemplo:

V = (vx,vy,vz} = {vy ,va,vz} = (v, } , i = 1,2,3

- =

a . b = a,b, + asb, + axbsx

Para uma maior facilidade de representagdo, utiliza-se ainda

dois autros simbolos:

- delta de Kronecker

dij = 0 se i # j
§ij = 1 se i = j
- €ijk

€ijk = 0 se dois subscritos s3o iguais

€ijk = 1 se i,j,k formam uma permutagdo par de
PR 2, RNE

€ijk =-1 se i,j,k formam uma permutag3o0 impar de
5 ¥28leld

Segundo a conveng3o de soma de Einstein, se um indice aparece
repetido em uma parcela, um somatério deve ser feito para os
valores possiveis deste indice.

Teremos entdo:

aib; = asb, + axbs + azbs = a . b

(37B); = €ijk ajbk
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APENDICE C - ANALISE ESTATICA LINEAR PELO MéTODO DOS_ELEMENTOS

FINITOS (7, 8, 38 e 571

A abordagem proposta, segundo o método dos elementos finitos
consiste nos seguintes passos:

¥ 0 continuo & subdividido, por meio de Llinhas ou superficies
imaginarias, em elementos finitos;

* Estes elementos devem estar interligados por um numero finito
de pontos nodais (nés), situados em suas fronteiras. Os
deslocamentos destes néds ser3o as incognitas basicas do problema;

%¥ Um conjunto de fung8es & selecionado para definir
univocamente, dentro de cada elemento finito, a distribuigdo de
deslocamentos em termos dos seus deslocamentos nodais;

¥ Essas "“fung8es de deslocamento” definem univocamente a
distribuig8o0 de deformag8es dentro de um elemento em termos dos
seus deslocamentos nodais. Essas deformagBes, em conjunto com as
deformagBes iniciais e gpropriedades do material, definirdo a
distribuigdo de tensdes no elemento e em suas fronteiras;

% Determina-se um sistema de forgas concentradas nos nos,
equivalente as tens8es, nas fronteiras e & qualquer carregamento
distribuido;

% Determinag3c das propriedades dos elementos a partir das
caracteristicas geométricas e do material. Cada elemento tem seu
préprio nimero e conex8es nodais (incidéncia) especificados. Se as
propriedades referem-se a um mesmo sistema de coordenadas, chamado
global, obtemos as posig8es de cada elemento na matriz de rigidez
global;

¥ Montagem das equag8es finais (adigdo dos elementos
correspondentes);

¥ Incltus8o das condig8es de contorno. Eliminag3o das linhas e

colunas correspondentes a deslocamentos pre-determinados;
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* Resolugd3o das equag8es e obten¢g3oc das tensBes e esforgos

internos.



APENDICE D - DIFERENCIACAO DR EQUACAD 4.21 [47]

0 objetivo deste apéndice é mostrar o desenvolvimento algébrico
necessario para se obter a equagdo 4.22 a partir da equagdo 4.21.

Rpesar da referéncia [47] apresentar a diferenciagdo da equacdo
4.21, convém ressaltar que embora a conclus3a esteja correta
algumas justificativas apresentadas s3o incorretas.

Retomando a equag¢do 4.21:

BE 2 (1/2)J-P((éo}'(éo} + 2(Ro*}TITIINI{u=} + 2(Ro}" [TIINI{u»?
¢ {u PP INITITIPLTIONICu ) + 2{u= ) [NITITITITIINI (U=}

+ (ue IWINITETITLTIINICU® 3D dV (D. 1)

Lembrando que a matriz [Tl é& ortogonal, e portanto, {TI"LT]

= [I1, podemos definir as seguintesmatrizes (p x p):

(A = INITCTIYITILN] (D.2)
[B) = [NI*[TI"[TILN] (D.3)
EC) = INIVLTITLTILN] (D.4)
(D) = CNITCTITLTILIN] (B.5)
onde a ordem da matriz (p), é igual a dois para problemas

bidimensionais e igual a trés para problemas tridimensionais.
Pode-se mostrar que a matriz [A} & simétrica, como visto abaixo.
Da algebra matricial {35 e 541, temos que [EITLFILE] sempre

serd simétrica se a matriz [Fl for simétrica, independentemente da

matriz [E]l. Na equag¥c D.2, o produto interno ([TI1vI[T]) & simétrico

porque a matriz [T)] é ortogonal. Assim sendo a matriz [A] @



D.2
simetrica, e wutilizando as equagBes 4.16 e D.2 a D.5 podemos

reescrever a equagdo D.1, como:

EC = (1/2) [ p((Uo=}7IAI(Uo=) + 2 {Uo= 7" [BI(u~)}
+ 2 {(Uo*3}"[AI(G*} + {u=)}"[Cl{u"} + 2 {u=37[DI{d=)
+ (0"} [AI{G=1)dV (D.6)

Derivando a equa¢3o0 acima em relagdo a {4=), temos:

dEC/a{u=} = (1/2) J P(d(Z(Uo'}T[Q]{G"})/a(G°)

+ 0(2(ue)}"IDI(d"3) /(") + A({i=3"[AI{u*2)/d{u=2})dV (D.7)

Cada um dos trés termos da equag3c anterior ser3o derivados
separadamente.
0 primeiro termo é:

3(2(Uo= )} [AT{u~1)/d{ =} (D.8)

Adotando uma notag¥c tensorial [35] para a express3do acima,

temos:
3(2(Uo=)Ti(A)ij(a=)j)/a(de)k = (D.3)
= (2(Uo*) i (RI1jI% BC0=)j/a(u=)k (D.10)
mas O(Uu=)j/a(u=)k = &jk (D.11)

onde &jk é& o delta de Kroenecker (ver apéndice B).

Assim D.10 & igual a zero para j # k. Fazendo j k para

examinar os termos n30 nulos da express3o D.10, temos:



D.3
2(Uo=)Ti(A)ik = 2(A)TKi(Uo=)i (D.12)

Transformando a expressdo (D.12) para a forma matricial

novamente, temos:

20A17 (Vo= ) (D.13)

e portanto:

6(2{00°}T[Q]{G~})/6{J-} = Z[Q]T{Go-} (D.14)

De um modo anadlogo, temos para o segundo termo da equag3o D.7:

0(2{u=}T[D1{U=2)/3{d=} = 2[DIr{u=} (D.15)

0 terceiro termo da equacgdo D.7 é:

(4=} [AI{U~1) /(i1 (D.16)

Este termo pode ser expresso tensorialmente, como:

B (u=)Ti(AYij(u=)j)/di=dk = (D.17)

=(3CU=)Ti/ACu*)k) % (AXijCa=)j + (O=)Ti(A)Yij * (B(a=)j/a(u=)k)
(D.18)

Eliminando os termos nulos, analogamente ao realizado para o

primeiro termo da equac¥o D.7, temos:

(AIKkj(a=)j + (U=)i(A)ik (D.19)



Lembrando que a matriz [R] é simétrica,

vezes 0 mesmo

2(R)Kkm(a=Im

D.4

e o aparecimento de duas

indice indica somatéria (ver apéndice B), temos:

E portanto na forma matricial:

(=T [AI(0=3)/8(d4*} = 2[A1{u~}

Substituindo as equag8es D.14,

O(EC)/3{d=)

ou

Q(EC)Y/a{ G}

u

(D.20)
(0D.21)
D.1S e D.21 em D.7:
J’P([Q]T(Go'} + [D)7{u=} + [A1 {d=1})dV (D.22)

f,r([N]T[T]T(éo} ¢ INITITITCTIINICu=) +

# [NITETITITICNICU=2)dV

(D.23)



APENDICE E - METODO DA SUPERPOSICAO_MODAL (7, e 381

R esséncia do método de analise dind8mica por superposigdo modal
@ a mudanga de base para coordenadas generalizadas, que consiste na
mudanga de um conjuntc de "n" equagBes do movimento acopladas de um
sistema de miltiplos graus de liberdade, para um conjunto de "n"
equagles desacopladas.

A equag¥0 do movimento pode ser definida, como j}& visto, pela

seqguinte equag%c diferencial matricial para os "n" graus de

liberdade:
[MI{UY + [CI{0Y + [KI{u} = {(P(t)} (E.1)
onde:
(M1 = matriz de massa
[C] = matriz de amortecimento
[K] = matriz de rigidez
(U} = wvetor acelerag8o
{4} = vetor velocidade
{ul = vetor deslocamento
{P(t)} = wvetor carregamento

Para um sistema n¥c amortecido, em vibragd¥o livre, a equagdo
(E.1) pode ser reduzida ao seguinte problema de autovalores e

autovetores:

(€K1 - w=[M1) (&8} = (0} (E.2)
onde:
w2 - autovalores (quadrado das freqUéncias naturais do

sistema)



{9} - autovetores (modos de vibrar correspondentes)

Podendo assim determinar a matriz modal [gl e a matriz

espectral [Q], onde:

(2] = [ (@4, (@) ... (08,1} 1 (E.3)
e 0

(Q=1 = ! W, g3 f (E.4)
| 0 WSS

Fazendo a seqguinte mudanca de coordenadas, utilizando-se da

matriz modal [2]1, obtemos:
{u} = [21{y2 (E.S)

Como a matriz modal é formada por vetores ortogonais entre si
(571, ela é n¥o singular, havendo portanto uma relagdo biunivoca
entre {u} e {y}. Os componentes de {y} s5%0 chamados de
deslocamentos generalizados.

Substituindo (E.5) em (E.1) e pré-multiplicando por [2]7, temos:
[M=1{y} + [(C*1{y} + [K*1{y} = {P*} (E.B)

onde:

(M=] = [(817(MIL2]
(C+1 = [817[C1(&]
(K1 = [2]7(KI[&]
{(Px} = [317(P}



Como [2] é ortonormalizado em relag8o0 a [M], temos:

[217IMILE]

[I] (E.7)

[ (2I7IKIC2] [Q=] (E.8)

onde [I] & a matriz identidade.

Substituindo (E.7) e (E.8) em (E.B), resulta:

(¥} + [C=1{y} + [Q=21{y} = (P~} (E.3)

com as seguintes condig@es iniciais:

{yo} = [817[MI{u 1} (E.10)
{yo} = [BITIMICG,) (E.11)
Na equagdo (E.9) nada se pode afirmar com relag8c a0

desacoplamento dos termos referentes ao amortecimento ({9}).
Noentanto, fazendo a hipdtese de que o amortecimento total & a

soma dos amortecimentos individuais em cada modo, pode-se supor a

. relagd3o [(381:

( {gg }T[C]{ﬂ_l} = 2w,f,6‘,J (E.12)

l onde:

i il - fator de amortecimento

' 8§,, - delta de Kronecker (ver apéndice B)

1

{ Ou seja, a ortogonalidade dos modos também existe com relagdo a

[C], possibilitando a utilizac¥o do método da superposigdo modal.



;;I + 2W|f|;'» + W Ry, = p,* (E.13)

Cada uma das n equag8es (E.13) corresponde a um sistema de um
grau de Lliberdade, que pode ser resolvido imediatamente para

qualquer excitag¥0, wusando algum método de integrag3o direta ou a

Férmula de Duhamel.

Obtidas as fungdes y,(t), a resposta nas coordenadas originais

pode ser obtida da equagdo (E.D), ou seja:

{u} = E y, {0,} (E.14)



A equag%0 do deslocamento e da velocidade de <cada grau de

Liberdade, para um intervalo genérico i, como visto no capitulo S

(equag8es (5.12) e (5.13)), s3o0 dadas por:

y(t) = A,senw, (t-t,_,) + B,cosw, (t-t,_,)
t
+ (1/mw, ) J~P”(r)senw.(t—r)dr (F.A)
ti‘l
y(t) = A,w,cosw, (t-t,_,) - B,w,senw, (t-t,_,)
%
+ (1/m) JFP“(r)cosw.(t-r)dr (F.B)

iy

BIAIRISIR G t e T e I = 2 i
A, e B, descrevem as 2n incégnitas do sistema, e sdo
determinadas pelas condig8es iniciais no instante t = t,_,.
Para o primeiro intervalo, 0 < t < t,, de acorda cam as equag8es

(F.A) e (F.B), obtemos:

y(t) = ﬂlsenwl(t{ + B,cosw, (t)
+ (1 /mwy ) J-P“(r)senwi(t-r)dr (F.1)
o
e
y(t) = Bywycosw, (t) - Bywysenw, (t)
+

t .
(1Im).J P*(r)cosw, (t-1T)dr
0

Analogamente para t, ¢ t ¢ to,

y(t) = ﬂzsenwz(t{t,) + Bocoswa(t-t,)

+ (1/mwy) J-P“(r)senwz(t-r)dr (F.2)
Y



y(t)

A.wacoswa (t-t,) - Bowasenwa(t-t,)
t

+

(1Im).J-P“(r)coswz(t-r)dr
t,

e assim por diante para t;, < t < ty, etc..

para t,.. <t ¢ t,.,, temos:

y(t) = A, _,s5enw,,.,(t-t,._2) + B, .,cosw,._,(t-t,,_.)
t

+ (1/mwn-y) J—P“(r)senwn,l(t—r)dr (F.n-1)
tho2
e
ylt) = P aWne3COSWhoy (tot_n) = BoosWn_ssenw,., (t-t,_2)

+

S
(1lm).f P*(r)cosw,,., (t-r)dr

Th-y

Finalmente, para t,.;, < t ¢ t,., temos:

y(t) = A,senw,,(t-t,.,_.,) + B,cosw,(t-t,_,)
t
+ (1/mw,) J'P“(r)senwn(t—r)dr (F.n)
tha
e
y(t) = A w.cosw,(t-t,._,) - B.w.senw,(t-t,_,)
t
+ (1/m)_}-P“(r)coswn(t—v)dr
th-s

Utilizando as equac8es (F.1), para t = 0:

y(0) = B, (F.1a)
y(0) = A,w, (F.1b)
para t = t,:
y(t,) = A,senw, t, + B,cosw, t,

+ (1/mw, ) J—;“(T)senwi(ti—r)dr (F.1c)

(o)



e
Q(tl) = ﬂlw,_cosi:wit1 - B,wy,senw, t,
i

+ (1/m) P*(r)cosw, (t, -17)dT (F.1d)

o

Utilizando as equag8es (F.2), em t = t,:

y(t,) = B. (F.2a)
e
y(ty) = Azws (F.2b)
e para t = t.:
y(tz) = nzsenw;;_)(tg—ti) + B;_)COSWz(tQ—ti)
2
+ (1/mws) J’P“(r)senwz(tz—r)dr (F.2c¢c)
t
e
Q(tz) = Q;_rw;ncostw;g(tz"ti) il BszsenWQ(tg_tj_)
2
+ (1/m)Jf-P“(T)coswz(tz—r)dr (F.2d)
Tty
Finalmente, usando as equagl8es (F.n) em t = t,.,:
VIGHESSS) S =S (F.na)
e
yCto_y) = A.w, (F.nb)
e para t = t,:
y(t,) = ﬂnsenwn(gﬁ—tn_l) + B,.cosw,(t,-t,,-3)
+ (1lmwn)‘J’P“(T)senw"(tn—r)dr (F.nc)
t'ﬂ—.l
e
Q(tm) = ﬂanCOSXr(tn—tn_i) - B.w.senw,(t, -t _,)
n
+ (1/m) J-P“(r)coswn(tn—r)dr (F.nd)

i



APENDICE G - RESULTADOS DO PROGRAMA MECABAR
CONSTANTES TETA 1 M TETA M TETR 2
1.080E-01 0 0.14605 0 1.243731
2.794E-01 0.2617393 0.152312 -0.18447 1.050003
2.705E-01 0.523598 0.168344 -0.32438 0.883802
3.230E+01 0.785398 0.183371 -0.40578 0.762374
2.540E-01 1.047197 0.220793 -0.43721 0.683829
2.714E+03 1.308996 0.2483949 -0.43217 0.637226
3.135E-02 1.5707386 0.275987 -0.40187 0.615514
3.079E-02 1.832595 0.300603 -0.35423 0.613642
2.8981E-02 2.084335 0.321851 -0.23471 0.628634
1.070E-04 2.356134 0.3338036 -0.22703 0.658833
4.0B60E-05 2.617983 0.351654 -0.15403 0.703598
4.060E-05 2.8797393 0.3593539 -0.07782 0.762209
1.B820E-10 3.1415392 0.36185 9.BE-17 0.834027
8.670E-12 3.403392 0.359359 0.077826 0.317862
8.670E-12 3.6651391 0.351654 0.154087 1.011734
7.100E+10 3.926990 0.339036 0.2270381 1.113075
2.120E-03 4.1887390 0.321851 0.234715 1.218065
8.000E-04 4.450588 0.300603 0.354236 1.322115
8.000E-04 4.712388 0.2753987 0.401870 1.418255
4.520E-02 4.974188 0.248943 0.432174 1.501575
3.755E-02 5.235987 0.220793 0.437211 1.558253
5.487787 0.1393371 0.405783 1.574552
5.759586 0.169344 0.324388 1.532578
6.021385 0.152312 0.184473 1.4183862
6.283185 0.14B05 1.5E-15 1.243731
6.544984 0.152312 -0.18447 1.050003
6.806784 0.169344 -0.32438 0.883802
7.068583 0.193371 -0.40578 0.762374

=S S L NNNNNNNNNNNNRN 0

TETAR 3

.780411
.610380
.509068
.480926
.508561
.576315
.666600
.7683937
.878724
.987218
.0390918
.186272
.270575%
.341825
.399114
.441401
.468155
.478410
.470341
.440664
.3833984
.282505
.157844
.978343
.780411
.610380
.5090868
.480826



NOOOOUuddDDDWWWWNNNN-S 2 300000

.2B617398
.523598
.785338
.047187
.3083996
.570736
.832585
.0843395
.356134
.617333
.8738733
.141532
.4033392
.665191
.9263830
.188730
. 450588
.712388
.974188
.2353987
.487787
. 759586
.021385
.283185
.5443884
.806784
.068583

-23.8738 -23.8739
-22.9018 -17.1958
-17.7718 -7.761392
-12.1560 0.439331
-7.57327 6.232687
-4.08468 39.3940481
-1.37536 12.12507
0.853730 13.21850
2.814133 13.50733
4.636503 13.17138
6.384470 12.34343
8.064191 11.12334
9.633333 9.633333
11.01388 7.948133
.10785 6.148894
.808396 4.273486
.00268 2.303484
.55050 0.184730
11.25858 -2.24185
8.834176 -5.19100
4.848209 -8.395774
-1.20739 -13.8027
-9.46832 -19.4782
-18.33883 -24.1043
-23.8739 -23.8739
-22.8019 -17.1958
-17.7718 -7.76192
-12.1560 0.433331

ONMADNDNW

-285.303
464 .3676
718.3320
639.3071
492.5451
375.4006
239.3683
254.3802
231.4032
2138.5640
211.8632
201.7171
183.8360
154.7734
112.39744
57.70412
-12.6862
-102.784
-221.925
-385. 163
-509.564
-890.224
-1120.43
-930.060
-285.303
464.3676
718.3320
633.3071

454.9632
1100.310
1139.539
864.5085
574.1868
352.8492
195.0824
80.68713
-5.93017
-74.1515
-128.101
-169.234
-198.088
-218.171
-226.930
-236.011
-250.079
-277.087
-326.211
-407.720
-527.922
-665.022
-699.226
-354.118
454 .8632
1100.310
1133.5389
864.5035

-88.2957
-294.245
-308.675
-232.318
-155.675
-85.3002
-48.7254
-12.0434
16.50266
37.32885
50.55347
56.72563
57.153948
53.84504
49.05136
44.81632
43.31834
46.15152
55.34901
76.70145
113.9048
169.0919
214.3281
150.3500
-88.2357
-294.245
-308.875
-232.813

-176.415
-91.7084
2.743380
20.93651
-0.98334
-27.2564
-44.6353
-50.6566
-46.5414
-34.8093
-18.5427
-0.92386
15.30735
28.50019
38.32643
45.63836
51.98023
59.06152
68.25236
79.58338
88.83154
80.16367
18.32077
-106.179
-176.415
-91.7094
2.7438380
20.93651

o2



NOOOOOUNUulsadADDDWWWWNNNN_L,=2 2220000

.2617898
.523588
.785398
.047187
. 308936
.570736
.832585
.094385
. 356134
.617883
.878733
.1415382
.403392
.6651391
. 9263880
.188730
.450588
.712388
.974188
.235887
.497787
.758586
.021385
.283185
.5443884
.806784
.068583

-112.623
-108.785
-97.5345
-79.6365
-56.3115
-28.1480
-6.9E-15
23.14301
56.31157
79.63659
87 .53451
108.7856
112.6231
108.7856
87 .53451
79.63659
56.31157
23.14801
2.1E-14
-23.1430
-56.3115
-73.6365
-97.5345
-108.785
-112.623
-108.785
-87.5345
~-78.6365

-29.1480
-56.3115
-78.6365
-97.5345
-108.785
-112.623
-108.785
-97.5345
-79.6365
-56.3115
-29.1430

3.6E~14
29.14801
56.31157
79.63658
97.53451
108.7856
112.68231
108.7856
87.53451
79.63658
56.31157
29.14301

2.3E-13
-29.1480
-56.3115
-79.6365

-100.458
-201.515
-203.104
-156.278
-105.993
-62.2246
-24.3627
8.552807
36.40711
58.48272
74.04339
82.75562
84.88131
81.31532
73.238233
62.27646
43.81526
37.65027
27 .97450
23.77621
28.73665
44.72763
58.38731
20.78223
-100.458
-201.5915
-203.104
-156.278

7.6
28.
47 .
62.
74.
83
90.
94.
93.
79.
37.

-38.
-88.
-60.
—2B].
-28.

53677
82460
31300
63778
75737

.82357

43805
18750
18303
30013
81617
5152
2076
4232
7810
3500

.75518
.17736
.74851
.27818
.85788
.08448
.08583
.1137
. 4438
.4128
.2885
.3147
. 5855
.9350
.83903
. 74394
. 7566
.3113
.1677
.9704
.0055
. 2411
.5423
-36.2362
26.75518
83.17736
86.74851
58.27813

XB
3.336934
13.04043
16.14224
12.44594
7.844438
4.514117
2.418655
1.119476
0.273141
-0.32152
-0.75812
-1.06275
-1.23326
-1.272380
-1.20614
-1.07086
-0.89660
-0.68377
-0.33084
0.0633899
0.736437
1.385748
1.002753
-0.46057
3.336934
13.04048
16.14224
12.44584



NOOOOOUITUDADEDNWWWWONNNNS 2222000

.261738
.523588
.785398
.047187
.308986
.570796
.832585
.0943865
.356194
.617993
.87397393
.141582
.403392
.665191
.9263980

.188780

.450583
.712388
.974188
.235987
.497787
. 759586
.021385
.283185
.544984
.8068784
.068583

14.38226
7.420323
3.338301
1.028035
-0.30782
-1.11268
-1.62785
-1.98725
-2.26230
-2.48586
-2.67448
-2.85055
-3.06207
-3.38418
-3.98246
-5.04084
-6.390643
-10.0311
-14.5045
-17.7226
-10.3858
12.40018
27 .88042
23.88360
14.38226

-6.42974
-19.2444
-22.33851
-17.2572
-11.1076
-6.42380
-3.16870
-0.85616
.847711
.122013
.037683
.610521
.846781
.776328
.4625390
.988146
.430245
.842886
.252089
.6685830
.150114
-0.00873
0.795103
1.100330
-6.42374
-18.2444
-22.3951
-17.2572

COL=SNNWWOWWWNOo

-15.1158
-29.7408
-24.7141
-15.2858
-8.93684
-5.43243
-3.44876
-2.14651
-1.10511
-0.13384
.835003
.799233
.721586
.5613904
.307348
.990478
.695708
.566182
.825131
.806156
12.83330
16.96440
18.886488
9.200076
-15.1158
-239.7408
-24.7141
-15.2858

eNOOAEDDMWUN-O

15.11580
23.74660
10.20546
-1.39387
-5.15105
-4.804693
-3.16870
-1.38255
.181580
.405844
.241978
.672455
.721596
.463148
.988878
.415862
.743200
-0.08064
-1.25208
-3.18382
-6.57885
-11.9834
-16.7540
-9.17138
15.11580
23.74660
10.20546
-1.39337

O == NNNN-O

-6.42874
-26.2862
-31.7518
-23.0114
-13.2933
-6.91148
-3.44876
-1.85178
-1.38081
-1.58513
-2.21321
-3.02180
-3.84678
-4.56954
-5.15236
-5.64174
-6.14775
-6.81943
-7.82513
-9.288897
-11.0965
-12.0018
-8.75486
-1.31825
-6.423974
-26.2862
-31.7518
-23.0114

COoO000O0OC OO0 0COOO0DOCOO0O00COO0OO0OO

.000001
.000004
.000005
.000003
.000002
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000001
.000002
.000002
.000002
.000001
.000001
.000001
.000004
.000005
.000003



NOOOOUTNJUEDDDDAWWWWNNNN_2A2a 2000

.2617398
.523538
.785398
.047187
.30838386
.5707396
.832535
. 094335
.356134
.617333
.879793
.141592
.403392
.685131
. 9269830
.188730
.450588
.712388
.974188
.235387
.487787
.758586
.021385
.283185
.544884
.806784

.00010
0.000013
0.000051
0.000047
0.000031
0.000013
-0.00000
-0.00001
-0.00002
-0.00002
.00002
.00002
.00001
.00001
.00000
0.000000
0.000012
0.000031
0.000065
0.000118
0.000166
0.000091

-0.00023
-0.00010

-0.00014
-0.00023
-0.00008
0.000017
0.000053
0.000049
0.000032
0.000014
-0.00000
.00001
.00002
.00002
.00002
.00002
.00001
.00001
.00000
0.000002
0.000014
0.000033
0.000067
0.000121
0.000168
0.000082
-0.00014
-0.00023
-0.000089

.068583 0.000013 0.000017

5.614401
2.568341
0.737971
.43338
.25086
.86377
.33087
.66384
.88767
.05632
.22008
.43485
.02825
.04208
-6.88551
-10.0210
~14.50386
-17.6714
-10.3360

=1

.823702
.560769
.670685
.794188
.796077

.00260
.55711
.89631
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