MANUEL DE REZENDE SIMOES CORREA NETO

ANALISE DE METODOS NUMERICOS PARA DETERMINACAO

DE FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS DE VIBRACAO DE

ESTRUTURAS DISCRETIZADAS POR ELEMENTOS FINITOS

Sao Paulo,

1988

Dissertagdo apresentada a
Escola Politécnica da USP
para obtengdo do titulo
de Mestre em Engenharia

Mec8nica.




MANUEL, DE REZENDE SIMOES CORREA NETO
Eng. Mec8nico, Faculdade de Engenharia

de Guaratinguetd da UNESP, 1983

ANALISE DE METODOS NUMERICOS PARA DETERMINACAO
DE FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS DE VIBRACAO DE
ESTRUTURAS DISCRETIZADAS POR ELEMENTOS FINITOS

DissertacBo apresentada a
Escola Politécnica da USP
para obtencao do titulo
de Mestre em Engenharia

Mecénica.

Orientador: Prof. Dr. RONALDO DE BREYNE SALVAGNI,

Departamento de Engenharia Mec@nica da EPUSP

Sao Paulo, 1989



ESU

Este trabalho apresenta uma andlise de varios métodos numéricos
utilizados atualmente para determinacgsio de frequéncias e modos na-
turais de vibracso de estruturas discretizadas pelo método dos e-
lementos finitos.

Apés uma introdugio sobre a obtencdo das matrizes de rigidez e
massa da estrutura e ac problema matemdtico de valores préprios,
sao apresentados diversos técnicas para determinacao de frequénci-
as e modos naturais de vibragao.

Devido as caracteristicas especiais das matrizes de rigidez e
massa da estrutura (reais, simétricas, de banda, etc.) s&o anali-
sados os métodos de solucaéo que levam em consideracado estas carac-
teristicas para otimizagao da eficiéncia.

Sao estudadas as caracteristicas numéricas de cada método, a-
través da andlise do nuimero de operacgdes e a quantidade de memdri-

a necessarios ao processo de solucao.




STRAC

This work presents a survey of several numerical methods cur-
rently in use for calculation of natural mode shapes and frequen-
cies, of structures discretized using the finite element method.

After an introduction to construction of the stiffness and mass
structural matrices and'to tbe eigenvalue problem, several methods
for computation of frequen&ies and mode shapes are presented.

Due the special properties éf,thg matrices envolved ( real ,
symmetric, band form, ete. ) are énalysed here only methods that
take advantages of these properties for efficiency optimization.
The numerical characteristics of each method are studied
through the operations number and storagde requirements for the so-

lution process.
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1 - INTRODUCAO

Os requisitos de seguranca, desempenho e confiabilidade de cer-
tas estruturas tém levado a necessidade de uma ampla andlise para
se determinar seu comportamento frente a carregamentos dinfimicos.

Podemos destacar como exemplos tipicos de andlise: a resposta
dinémica de edificios, barragens e usinas nucleares em caso de
terremotos; estruturas aeronduticas submetidas a turbulénecia du-
rante o vBo; plataformas maritimas de perfuracdo; vibractes em na-
vios; instabilidade dinSimica em pontes; ressonfincia em turbinas,
ete.

Na andlise dinfmica de estruturas geralmente estamos interessa-
dos em : ;

a) obter a resposta din8mica da estrutura, expressa em termos
de deslocamentos e tensoes internas em funcao do tempo, a um de-
terminado carregamento din8mico;

b) verificar se uma dada frequéncia de excitagdo estd proxima
de alguma frequéncia natural do sistema (andlise de resson8incia);

c) minimizar, através de algum tipo de corregio, a amplitude de
vibracao de sistemas reais.

O primeiro passo no estudo do comportamento estédtico ou din8mi-
co de uma estrutura é representéd-la através de um modelo analiti-
co.[1,2]

Dentre os diversos métodos de representacio, o "Método dos Ele-
mentos Finitos" fornece, na maioria dos casos, o mais eficiente
procedimento para expressar os deslocamentos de configuracoes es-
truturais quaisquer por meio de um conjunto discreto de coordena-
das.

Durante varios anos a principal é&nfase do Método dos Elementos
Finitos foi dada a problemas estdticos. Apesar disto, as vantagens
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do método para andlise de resposta dinBmica sao no minimo tao
grandes quanto no caso estédtico.

Em 1960, R.W. Clough introduziu o termo "elementos finitos"” em
seu trabalho "The finite element method in plane stress analysis”.
Neste trabalho o método foi apresentado como uma extensao das téc-
nicas de andlise estrutural para a solucao de problemas do conti-
nuo. A partir dai houve uma grande difusao do método e seu sucesso
residiu principalmente no fato de que o grande nlmero de operagoes
a ele inerentes podiam ser executas pelo recentemente desenvolvido
computador digital. (3]

Uma vez estabelecidas as propriedades da estrutura, através do
M.E.F., o passo seguinte é a formulacdo das equacgdes do movimento,
cuja solucsio fornecerd a resposta din8mica do sistema.

Para a determinac@o da resposta dinfimica de estruturas lineares
o procedimento analitico de majior importéncia e mais utilizado na
pratica é o Método da Superposigac Modal (também denominado de de-
composig#o modal ou dos modos normais). [1-6]

0 método da superposicao modal consiste em se utilizar os modos
naturais de vibracao para representar os deélocamentos dos pontos
nodais da estrutura.

Esta transformagao de coordenadas serve para mudar um conjunto
de n equacdes de movimento acopladas, de um sistema de n graus de
liberdade, para um conjunto de n equacgdes desacopladas. Ou seja ,
se pode tratar com n egquacoes diferenciais independentes em vez de
um sistema de equacgdes simult8neas, reduzindo o esforgo requerido
para a solucédo.

Em geral n#io é necessdrio incluir na andlise por superposicao
modal a resposta de todos os modos de vibrar. Para muitos tipos de
carregamento dinfimico apenas uma fragdoc do total de modos necessi-
tam ser considerados para obter-se uma boa aproximacao da resposta
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real do sistema.

Mais frequentemente, apenas os primeiros p modos do sistema ne-
cessitam ser considerados, p << n.

Na analise din8mica por superposicao modal o principal esforgo
numérico é gasto na determinacao das frequéncias e modos naturais
de vibracdo. Realmente, muita atengao tem sido direcionada na ela-
boracsio de métodos eficientes de solucao devido ao grande esforgo
computacional envolvido, ou seja, devido & necessidade de grande
capacidade de memdéria para armazenagem de dados e ac tempo de com-
putacdo elevado.

O objetivo deste trabalho foi o estudo e a andlise dos métodos
para determinacao das frequéncias e modos naturais de vibracao, de
estruturas discretizadas por elementos finitos, onde geralmente
estao presentes matrizes.de ordem superior a alguns milhares.

Foi realizada uma extensa pesquisa bibliogrédfica sobre o tema e
pretende-se, como contribuigao deste trabalho, apresentar uma com-
pilacéio atualizada dos principais métodos utilizados na pratica,
onde iremos analisar seus fundamentos tedricos, limitacoes e apli-
cabilidade.

Como o problema de valores préprios aparece em diversas aplica-
gcoes cientificas (estabilidade elastica, estabilidade de circuitos
elétricos, transmissao de calor, etc.), existe uma infinidade de
métodos para sua solugao. Na realidade, grande parte dos métodos
existentes foram desenvolvidos para tratar com matrizes gerais.

Entretanto, na andlise de vibracdes mec8nicas por elementos fi-
nitos as matrizes possuem caracteristicas bastante especiais (rea-
is, simétricas, etc.).

Os métodos aqui apresentados sao considerados mais eficientes
por levarem em conta as caracteristicas especiais das matrizes que
resultam da representacéo da estrutura utilizando-se o Método dos
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Elementos Finitos.

Até muito recentemente a andlise din8mica de estruturas era
realizada utilizando-se exclusivamente computadores de grande por-
te.

O desenvolvimento de microcomputadores de maiores velocidade de
processamento e capacidade de memoria té&m, no entanto , tornado
possivel a andlise de sistemas estruturais com centenas ou mesmo

milhares de graus de liberdade. ([8]




I1I. FORMULACAO DAS FQUACOES DO MOVIMENTO
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para o estudo do comportamento, estdtico ou dinSmico , de uma
estrutura ¢ feita, geralmente, uma idealizacao desta através de um
modelo analitico de par8metros discretos.

No método dos elementos finitos os par@metros sao os desloca-
mentos de certos pontos da estrutura e, o nimero de par@metros que
deve ser considerado para representar os efeitos de todos os es-
forcos significantes sa&o chamados de "graus de liberdade” do sis-

tenma.

1 = UACO MOV

Consideremos que o movimento da estrutura seja definido através
do conjunto de deslocamentos de um nimero finito de pontos em fun-

cao do tempo [1] :

(2.1) v=[wvu(t) , va(t) , ... , w(t) ]

As equacdes de movimento do sistema podem ser deduzidas a par-
tir do equilibrio das forgas efetivas associadas a cada grau de
liberdade do sistema. Em geral, quatro tipos de forcas est@ao en-
volvidas em cada ponto i da estrutura: a forga externa p.(t) e as
forcas que resultam do movimento, isto &, de inércia f:., de amor-

tecimento fa: e resistente eldstica fa:

Entdo, para cada grau de liberdade o equilibrio dinamico pode

Ser expresso por.




f:1 + far + far = P ()
(2.2) fiz + faz + frz = p2(t)
fizs + fas + fas = ps(t)

Representando em forma matricial, para os n graus de liberdade

temos:
(2.3) f: + fa + fa = p(t)

Considerando de gue o comportamento da estrutura € linear, de
forma que o principio de superposiga@o possa ser aplicado , que o
amortecimento é do tipo viscoso e utilizando-se o principio de

D’Alembert, a equacao (2.3) fbmg a forma:

(2.4) MW+ C v+ K v huiey
onde,

M=[ms] ; i=1l,n ; Jj=1,n

& 2 matriz dos coeficientes de influéncia de massa, ms , defini-
dos como:

ms: forca de inércia associada ao grau de liberdade i, decorrente
de uma aceleracdo unitdria do grau de liberdade j. 0O conjunto M
dos coeficientes de influ&ncia de massa, ms, € denominado matriz

de massa da estrutura.
€ = [eysld . ; 3=um 5 J=1,58

& a matriz dos coeficientes de influ&ncia de amortecimento, c©€is ,

definidos como:




cis: forgca de amortecimento associada ao grau de liberdade i de-
decorrente de uma velocidade unitdria do grau de 1liberdade Jj. O
conjunto C dos coeficientes de influéncia de amortecimento, cs, é

denominado matriz de amortecimento da estrutura.

K=(kis] ; i=1,n ; Jj=1,n

é a matriz dos coeficientes de influ&ncia de rigidez, kis, defini-

dos como:

kis: forca resistente associada ao grau de liberdade i decorrente

de um deslocamento unitdrio do grau de liberdade j. O conjunto K

dos coeficientes de influé&ncia de rigidez, kis, é denominado ma-—

triz de rigidez da estrutura.

v=4{w} ; i=1l;n

é o vetor dos deslocamentos dos pontos nodais da estrutura.

v ={w} ; i=l,n

é o vetor das velocidades dos pontos nodais da estrutura.

v={w} ; i=1,n

é o vetor das aceleracdes dos pontos nodais da estrutura.




A discretizacao por elementos finitos é um procedimento aproxi-
mado de cdlculo no qual o "continuo" é subdividido por meio de 1li-
nhas e superficies imagindrias em "elementos finitos"” interligados
entre si através de pontos nodais situados nas fronteiras de cada
elemento.

A distribuicdo de deslocamentos dentro de cada "elemento fini-
to" € definida em fungfo dos deslocamentos dos pontos nodais. Es-
sas “"funcdes de deslocamento” definem univocamente a distribuigao
de deformacdes dentro de um elemento em termos de seus deslocamen-—
tos nodais. Essas deformagdes, Jjuntamente com as deformacoes ini-
ciais e propriedades dos materiais da estrutura definirao a dis-
tribuicao de tensoes no elemenﬁo e em suas fronteiras.

Na andlise de estruturas o método pode ser entendida como uma
extens8o das técnicas que representavaﬁ & estrutura como uma mon-
tagem de vigas ou trelicas. Utiliza-se © mesmo procedimento de
andlise matricial porém, em vez de vigas e trelicas, sao emprega-
dos "elementos finitos"”.

N&o é do escopo do presente trabalho a apresentacao detalhada
das caracteristicas do método dos elementos finitos. Desta forma,
serdo apresentedas apenas alguns aspectos pertinentes visto que
sua formulacao pode ser encontrada na bibliografia indicada.

No método dos elementos finitos as propriedades da estrutura
completa sfo determinadas a partir das propriedades de cada um dos
elementos finitos e somadas de uma maneira apropriada.

Consequentemente, o problema da definicdo das propriedades de
uma estrutura qualquer é reduzido basicamente & avaliagaoc das pro-
priedades de um elemento tipico.
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11.2.1 - A MATRIZ DE RIGIDEZ

A matriz de rigidez K* de um elemento é dada por [9]:

1]
A e

(2.5) K- B DB dVv

onde a integracdo & estendida ao volume V do elemento, e:

D : matriz obtida das propriedades eldsticas do material que rela-

ciona tensoes e deformacgdes, definida por:

sendo o : vetor das tensoes

e : vetor das deformacoes

B : matriz derivada das funcoes de interpolacao, relacionando as
deformacoes em qualquer ponto de um elemento com os deslocamentos

dos pontos nodais deste, definida por:

sendo v* : vetor dos deslocamentos nodais do elemento.

A matriz de rigidez da estrutura é entao obtida através da com-
posicao adequada das matrizes de rigidez de todos os elementos fi-
nitos, utilizando-se o método direto da rigidez.

Para realizar esta composigao cada matriz elementar, K* , € es-
crita como uma matriz Ki de ordem igual a matriz de rigidez da es-
trutura, onde todos os elementos sac nulos com excegao daqueles
que correspondem aos graus de liberdade do elemento.
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A matriz de rigidez da estrutura assim determinada € real,

drada, de ordem (nxn) e é simétrica, ou seja kis= ks .
Qutra caracteristica da matriz de rigidez é que os
ndo nulos concentram-se junto a diagonal principal.
esta caracteristica sfo denominadas matrizes de banda ou
de faixa (“"band matrix"). Isto é,

para J > i + m

onde 2m«+1 é a largura de banda da matriz K.

Exemplo : A matriz abaixo possui m.=2
__\\ \\ —
kia O 0 N0 0 0
~ N
~ ~
kaz ks 0 0 0
SN ~N
kss~. O kss > O
S
K = kei* ke 0 i
simétrica ks\s kso
Kee

A energia de deformagso armazenada em uma estrutura
pode ser expressa em termos da matriz de rigidez, sendo

trabalho realizado pelas forgas externas [1,9]

(2.6)

Considerando que a estruture estéd sob

equacgdo (2.4) é simplificada para:

(2.7)
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Substituindo a eq. (2.7) em (2.6) e levando-se em conta a s8i-

metria da matriz de rigidez, obtém-se:

(2.8) e='/2 (Kv)y v='/2 vV Kv

Como a energia de deformacio de uma estrutura estdvel durante
qualquer estado de deformacido deve ser sempre positiva {13, resul-

ta que :

(2.98) v Kv> O

Matrizes K que satisfazem a condic®o acima, onde v é um vetor
arbitrdrio ndo nulo, s8o ditas ser definidas positivas.

Por outro lado, se a estrutura possuir algum movimento de corpo
rigido, isto €, movimento sem deformacg@o de nenhum dos elementos ,

a matriz € semidefinida positiva : ]
L A

(2.10) vi Kvz0

onde v© K v = 0 quando v corresponde a um movimento de corpo rigi-
do.

Os autovalores correspondentes aos modos de movimento de corpo
rigido s&oc iguais a zero.

Estruturas nao-vinculadas ou apenas parcialmente vinculadas ex-
ternamente contra movimentos de corpo rigido possuem matriz de ri-
gidez singular (det K = 0).

Como certos métodos utilizados na determinacio de autovalores e
autovetores nao operam com matrizes singulares € necessario proce-
der uma modificacfo para tornar nao-singular a matriz K de forma a

adequd~-la a aplicacao de tais métodos.
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O procedimento utilizado é denominado “"deslocamento espectral”

ou simplesmente "deslocamento" (shifting). ([1,3,9,12]

K’ =K+ 6 M

onde § &€ o deslocamento utilizado.
E evidente que a matriz K’ obtida acima em geral serd nao sin-
gular mesmo que K seja singular.

Partindo da equagao caracteristica (vide cap.I11I):

(2.11) (K-uM)g=0

utilizando o artificio,

( K+ 5 M-pM-6M) g=20

Obtém-se, :-
(2.12) (K> -TtM)g=0
onde,
(2.13) T =+ 6

Pode-se demonstrar que a eq. (2.11) é equivalente a eq. (2.12)
de forma que os modos de vibrag2o nao sao afetados pelo desloca-
mento da matriz de rigidez. {[1,3]

Os autovalores do novo problema sao iguais aos autovalores do
problema original, u , acrescidos do deslocamento & , segundo a
relagéo (2.13).

Além do propdsito descrito acima, o ‘"deslocamento” pode ser
utilizado para acelerar cdlculos e convergéncia numérica em certos
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métodos de determinagao dos valores préprios.

11.2.2 - A MATRIZ DE MASSA

Existem dois procedimentos comumente utilizados para se deter-
minar as propriedades de massa da estrutura. O mais simples resul-
ta na chamada da "matriz de massa discreta" e o outro na ‘“matriz
de massa consistente". [1,2,3,9]

O procedimento mais simples para definir as propriedades de
massa de uma estrutura qualquer € supor que as massas estido con-
centradas nos pontos em que 0OS deslocamentos sdoc definidos.

A matriz obtida seguindo-se este procedimento é denominada "ma-
+riz de massa discreta” ("lumped mass matrix").

A matriz de massa discreta € uma matriz diagonal com alguns

termos da diagonal eventualmente nulos

,“;:‘.:.;;
m O 0 0|
m= 0 0
ms 0
M=
simétrica
M

Um outro procedimento também utilizado na préatica resulta na
chamada "matriz de massa consistente”, no qual é levado em consi-
deracéio a distribuigfio de massa ao longo do elemento.

Sao utilizadas as mesmas funcdes de interpolacsio consideradas

na determinacdo da matriz de rigidez. {9]

N ¢ N 4V

%
"

(2.14)
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onde,
N : vetor das funcoes de interpolac8o (functSes de forma)

¢ : massa por unidade de volume

A matriz de massa consistente possui em geral a mesma configu-
racdo, isto &, a mesma disposic8o de termos nulos e ndo nulos, que
a matriz de rigidez.

A matriz de massa consistente é sempre simétrica, definida po-
sitiva e de banda enquanto que a matriz de massa discreta é defi-
nida positivae caso os elementos da diagonal sejam todos positivos.

Uma vantagem signficativa da matriz de massa discreta é a de
facilitar as operacdes numéricas para a solugfio das equagdbes do
movimento. Para muitos processos computacionais a matriz de massa
discreta é, na maioria das vezes, mais conveniente, mesmo sacrifi-

cando um pouco a precis&o dos cédlculos.

i
By

11.2.3 - TRI E_AMORTECIMENTO

Para uma boa aproximac&o das condigdes reais de vibragao do
sistema, muitas vezes as forgas de amortecimento presentes na es-
trutura t8m que ser levadas em consideragao.

As forcas de amortecimento s#o originadas de diferentes fontes,
tais como: atrito interno do material ou entre elementos da estru-
tura, atrito devido ao movimento de corpos em superficies secas,
atrito devido ao movimento em superficies lubrificadas, etc.

Dentre todas estas fontes de dissipaczo de energia, o caso onde
a forca de amortecimento é proporcional a velocidade , chamado
semortecimento viscoso, é a mais simples de ser tratada analitica-
mente.

Por esta raz@o as forcas de amortecimento de natureza complica-
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da sao normalmente substituidas, para fins de andlise , por um
amortecimento viscoso equivalente, cujo propdésito € aproximar a
dissipagdo total de energia durante a resposta do sistema.[5,7,10]

Se as varias forgas de amortecimento atuantes em uma estrutura
pudessem ser determinadas quantitativamente, o conceito wusual de
elementos finitos poderia ser utilizado para definir os coeficien-

tes de amortecimento do sistema. [1,9]

(2.14) c = [ NecN av

onde ¢ representa uma propriedade de amortecimento, do tipo visco-
so.

Depois que os coeficientes de influéncia de amortecimento de
cada elemento fossem determinados, a matriz de amortecimento da
estrutura completa poderia ser optida pelo processo de superposi-
¢80, equivalente ao método direto dé'rigidez.

Na realidade, entretanto, a avaligéio‘Jda propriedade ¢ ( ou
qualguer outra propriedade de amortecimento)} € impraticavel.

Por esta razao, o amortecimento € geralmente expresso em termos
de "porcentagens de amortecimento” estabelecidas a partir de ensa-
ios em modelos ou em estruturas semelhantes. [1,3,4,8]

Um procedimento utilizado na prdtica € o denominado “amorteci-

Rayleigh", no qual a matriz C é suposta ser da forma:
(2.15) C=aM+DbK

onde as constantes a e b sao determinadas de duas diferentes por-
centagens de amortecimento correspondentes a duas diferentes fre-

quéncias de vibragso da estrutura. Este procedimento é particular-
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mente vantajoso quendo se utiliza o método da supsrposicao modal,
pois a matriz de amortecimento ird satisfazer as condig¢tes de or-
togonalidade, desacoplendo as equacgdes do movimento com amorteci-

mento. [1,3,9]
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III - VIBRACOES LIVRES NAO-AMORTECIDAS

As equacgbes do movimento para um sistema em vibracao livre (au-

séncia de forgas externas) e sem amortecimento torna-se:
(3.1) Mv+Kv=0

onde O é um vetor nulo.
Considerando que o movimento de vibrag&o é harménico simples, a

solugdo da eq. (3.1) € do tipo:
(3.2) v = ¢ sen w{t—-ts)

onde, ¢ é um vetor de ordem n que representa o modo de vi-
brac8o do sistema; t € a variiavel tempo; to € uma constante;

w é uma constante que representa a frequéncia de vibracao

Ne

(rad/s) do sistema.

E importante observar que a forma de vibracsio ¢ do sistema nao
varia com o tempo; apenas a amplitude varia.

Substituindo a solucéo (3.2) no conjunto de equagdes do movi-

mento (3.1) obtém-se:
(3.3) (K-w M) g=20
A equacdo acima também pode ser escrita na forma
(3.4) Kg=uMg
onde u = wW*.

A equacéo (3.4) € denominada "Problema Generalizado de Valores
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Préprios”.

Para existir uma solucfo n8io trivial é necessédrio que:

(3.5) det (K- u M) =0

O determinante da equac8o acima pode ser expandido para forne-

cer um polinfmio de grau n:

(3.6) p(u) = @ + &1 p + @ P2+ ... + @8- W07 4+ =0

O polindmio de (3.6) & denominado "polindmio caracteristico” e

possui n raizes, u, denominados autovetores ou vetores proprios,

A cada raiz us corresponde um vetor ¢ denominado autovetor ou ve-

tor prdprio:

#r e
(3.7) # = | & ; =l .. R
| ¥ | s
Ou seja, as n raizes (1, M2,..., Mr) do polinbmio caracteris-

tico representam os quadrados das frequéncias dos n modos de vi-
bracdo (¢, #,...,¢ ) do sistema, respectivamente.
A soluc&o completa de (3.4) € o conjunto de n autopares

(s, ¢ ), com:

(3.8) M

IA
5
A
IA
¥

ou seja, M1 & o autovalor de menor magnitude do sistema.
Podemos definir a matriz ® cujas colunas sa&ao os autovetores
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#, e uma matriz diagonal U que contém os autovalores u: em sua

diagonal principal:

¢ll ¢12 . . . ¢Ln
#zl ﬁz . . . ﬁZn
(3.9) S=[h ¢h..@]-= ,
o - e e
¥ &Y
M= 0
(3.10) U=
0
L Mo

e escrever as n solugdes de (3.4) na forma:

(3.11) K$8=M&0U

1 T TS OPRIEDADES DO OVALO (8]

Os autopares possuem certas propriedades importantes que sao
diretamente utilizadas na concepcao de métodos de solugao do pro-

blema de autovalores. [3]

a) Se ¢ é um autovetor, a ¢ também o €, onde a € um numero re-
al qualquer.

Ou seja, um autovetor é definido apenas por sua direg¢do no es-—
paco. Esta propriedade permite que sejam introduzidos fatores de
escala que facilitam o ﬂrocesso de cdlculo para determinacao dos

valores préprios do problema.
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b) Os autovetores do problema K ¢ = u M ¢ que correspondem a
autovalores distintos s#@io Unicos e ortogonais com relagdo as ma-

trizes de massa e rigidez:

{
o

(3.12) ot Mg » 1#J

i
1=

(3.13) #*t K ¢ 5. (Y

Como decorréncia da propriedade (a), pode ser feita uma "norma-

lizacso" dos autovetores com relacBo a matriz de massa M:

(3.14) #t Mg = 1

Podemos dizer entao que os autovetores s&c “ortonormais” com

relacdo a matriz de massa, satisfazendo:
(3.15) ﬁtt M ﬂ.s = 813
(3.18) Bt K@ = wm 8,

onde 8:s é o delta de Kronecker,

8is = O para i # J
§:5 = 1 para i = j
c) Se o) autovalor M1 possui multiplicidade m
( M = Wees = ... = Hi+m-1 Yy existem m autovetores
B, Pis1,..., P+m-2 associados a .
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Embora os autovetores ns8o sejam Unicos, eles podem ser escolhi-
dos de tal modo a formar uma base do subespagco vetorial de dimen-

s8o m, satisfazendo as relacoes (3.15) e (3.16).
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IV - AS FORMAS GENERALIZADA E CLASSICA

g

DO PROBLEMA DE VALORES PROPRIOS

O problema de valores préprios mais simples estd na chamada

forma cléssica:
(4.1) Kg=ug

na qual aparece apenas uma matriz quadrada.

O problema de valores préprios em sua forma cldssica € o0 mais
comumente encontrado em apélise cientifica e muitos outros proble-
mas de valores proprios pbdém.ser reduzidos a ela.

Por esta razdo o estudo do problema cldssico tem atraido a mai-
oria das atencdes em andlise numérica e um grande numero de méto-
dos eficientes de solugao sao disponiveis.

O problema generalizado
(4.2) Kg=uM¢g

pode ser transformado ou “reduzido” a forma cléssica.

Mediante isto, & possivel utilizarmos os diversos métodos de
solucéo disponiveis para o problema cléssico, além do fato de que
as propriedades dos autovalores, dos autovetores e dos polinSBmios
caracteristicos do problema generalizado podem ser deduzidas das
propriedades de seus correspondentes no problema cléssico.

Um modo bastante simples para reduzir (4.2) para a forma clés-

sica seria pré-multiplicar os 2 lados da eguagao por M*:

(4.3) M K¢#

n
x
-
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onde os autovalores e autovetores de M 'K saoc iguais ao do proble-
ma (4.1).

Esta técnica, entretanto, destréi a simetria do problema e por
esta razao nao € utilizada.

Geralmente a reducao para a forma clédssica é obtida decompondo-
se a matriz M , através da fatorizacdo de Cholesky, na forma [3 ,

11,12]

(4.4) M=85

onde S é uma matriz triangular inferior.

S11
Szt‘ S22
S =
Sni1 Snz2 o o o San
_ -

Substituindo (4.4) em (4.2), premultiplicando por S°' obtém-se:

(4.5) Ag =u¢
onde,

(4.6) g’ =5 ¢

(4.7) A=8*K&St

Os autovalores u: do problema (4.5) sao os mesmos do problema
original, e os autovetores do problema original sac calculados por
(4.6).

Quando a matriz de massa M é diagonal, A tem a mesma largura de
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banda de K. Entretanto, se M for matriz de banda A é em geral uma
matriz densa.

Quando a matriz M é mal-condicionada, com relagao a inversao, a
reducao do problema para a forma cldssica ird interferir na preci-
sao dos autovalores de ordem mais baixa. Neste casoc deve-se utili-
zar o método da decomposicao espectral de M que, apesar do maior
ntimero de operacoes envolvidas, € um processo mais estdvel numeri-

camente [3],
(4.8) M=RIF R

onde D> € a matriz dos autovalores de M, e R € a matriz dos au-
tovetores de M.
Neste caso, a matrié's p&ée:se;‘e;crita como
3 !. 5

(4.9) S=RD
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V - METODOS BASICOS

V.1 - O METODO DE JACOBI

O método de Jacobi foi originalmente proposto, em 1848, para a
solugao do problema cldssico. [3,11-18]

Foi utilizado, em um computador digital, pela primeira vez en
1953. [14]

No método de Jacobi a matriz original, real e simétrica , é
transformada em uma forma diagonal D através de uma sequéncia de
rotacoes planas (transformacdoes de similaridade).

Os elementos da diagonal de D s&o os autovalores da matriz ori-
ginal (Teorema dos Eixos Principais).

Na prética, a diasgonalizacao é terminada quando os elementos
nac diagonais tornam-se suficientemente pequenos.

Considerando o problema de valores préprios em sua forma clas-

sica,
(5.1) Kg=ung
a k-ésima iteracao é:

(5.2) Kier = Pt K P

onde P é uma matriz ortogonal (P.Pt = I) montada de forma a anular

um elemento fora da diagonal principal de K.

Para anular o elemento (i, j), tem-se:
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i-ésima j-ésima

coluna coluna
— 2L
1
cos©o ~send i-ésima
(5.3) P. = linha
-send cos® j-ésima
linha
v 1_—

onde © & selecionado da uondicdo que o elemento (i, J) em Kc«a
zZero.

Entéo, escolhemos © tal que

2 kis .
(5.4) tan 28 = ——m—m8m8 —— ", kis # kss
kii ~ kss
x
(5.5) 0 = — s kis = kus
4

Para k ---> o ,temos

(5.6) K =0

onde U é matriz diagonal e seus elementos sao os autovalores

problema. (Egquacac 3.10)

E também,

1]
o

(5.7) P. P Ps ... P«

seja

VIt

do

onde & & a matriz cujas colunas sao os autovetores do problems,
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(1, 2, ..., #]1. (Equagao 3.9)

Para a implementacaéo do método é necessdrio decidir qual o ele-
mento que ird ser reduzido a zero . Na proposicac original de
Jacobi, escolhia-se o maior elemento fora da diagonal principal.
No entanto esta pesquisa consome tempo € € preferivel aplicar o
método sequencialmente (por linha ou por coluna) . A desvantagem
deste Ultimo procedimento é que gqualquer que seja o valor do ele-
mento este € sempre zerado; isto &, o elemento pode ser quase nulo
que ainda assim uma rotacao € aplicada.

Um outro procedimento utilizado é aquele em que os elementos
fora da diagonal sao testados sequencialmente e uma rotagcao 86 €
aplicada se o elemento & maior que um‘dado valor minimo para aque-
le passo. Deve ser lembrado, entretanéa, que um elemento uma veZ
anulado pode se tornar diferente de zero em rotacdes subsequentes.

Para verificacdo da convergéncia (toleréncia s), adota-se [3]

klt(z-hl) — k“(:)
(5.8) l <10 ; i=1,...,n
k‘1(=+t)
kijtl'il)
(5.9) l < 10" ; todo i,J ; 1 < J
k.tt‘:’-l, kJJ(x#l)

A relacao (5.8) deve ser satisfeita porque o elemento kig c=+2?
é uma aproximacao corrente de um autovalor e esta relacaoc estabe-
lece que as aproximacoes corrente e Gltima nao devem diferir nos
primeiros s digitos.

A relacao (5.9) assegura que os termos situados fora da diago-

nal principal sao de pequena magnitude quando comparados com oOs
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termos diagonais.
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( Como pode ser notado das equagoes (5.6) e (5.7), o método
: Jacobi fornece a solucao completa do problema, isto € , todos
{ autovalores e autovetores.
{
(
( Exemplo: Calcular os autovalores e autovetores da matriz K
‘ 5 -4 1 0
i K = -4 6 -4 1
1 -4 6 -4
0 1 -4 5
1 - para o elemento (1,2) cosO = 0,7497 sen® = 0.6618
. [ 0.7497 -0.6618 0 O
P, = 0.6618 0.7497 0 0
' 0 0 1 0
( 0 0 0 1
i
[ 1.469 0 ~1.898  0.6618
K- = P.KP. = 0 9.531 -3.661 0.7497
-1.898 -3.661 . . 6 -4
i 0.6618 0.7497 -4 5
\ - para o elemento (1,3)  cos® = 0.9398 sen® = 0.3416
, 0.9398 0 -0. 3416 0
P = 0 1 0 0
0. 34186 0 0.9398 0
0 0 0 1
0.7792 -1.250 0 0.7444
Ks = P =| -1.250 9.531 -3. 440 0.7497
) -3. 440 6.690 -3.986
-0.7444 0.7497 -3.986 5
- para o elemento (1,4) cos® = 0.9857 sen® = 0.1687
0.9857 0 0 -0.1687
Ps = 0 1 0 0
0 0 1 0
0. 1687 0 0 0.9857
' 0.6518 -1.106 -0.6725 0
KEs = PsK:Ps = | -1.106 9.531 -3. 440 0.9499
-0.6725 -3.440 6.690 -3.928
0 0.9499 -3.928 5.127

de
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- para o elemento (2,3)
1
P. = 0
0
0
0.6518
Ks = PaKePa = |~0.5453
-1.174
0

- para o elemento (2, 4)

1
Ps = 0
o)
0
0.6518
K. = PsKsPs = | -0.5088
-1.174
0.1935

cos6 = 00,8312

0

0

0.8312 0.5560

-0. 5560 0.8312
0 0
-0.5453 -1.174
11.83 0
0 4.388
2.974 -2.737
cos® = 0.9349
0 0
0.9349 0 -0
0 1
0.3549 0 0
-0.5098 -1.174
12.96 0.98713
-0,9713 4.388
0 -2.559

sen® = -0.5560

=O0CO

0
2.974
-2.737

5.127

sen® = 0.3549

0

. 3549
0

. 9349

0.1935
0
-2.559
3.999

- para completar a passada, anularemOS“b,elemento (3,4)

utilizando
1 0
P. = 0 1
0 0
0 0
0.6518
K = P-K.P. = |-0.5098
-0.9926
-0.6560

cos® = 00,7335
0 0

0 0
0.7335 0.67
-0.6797 0.73
-0.5098 -0.9926
12.96 -0.7124
-0.7124 6,7596

-0.6602 0

sen® = -0.6797

87
35

-0.6560
-0.6602
0
1.6272

- Apos a terceira passada € atingida a precisaoc estabelecida,

0.1459

0.3717
¢ = 0.6015
0.6015
L9.3717

13.08

-0.3717
0.6015
-0.6015
0.3717

-29-

.854

1.9

-0.6015
0.3717
0.3717

-0.6015

-

10

-0.6015
-0.3717
0.3717
0.6015




ordenando,

§!

0.1459
1.910
6.854
13.09

temos:

Ed

R R R

[ 0.3717
[-0.6015
[-0.6015
[-0.3717
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0.6015
-0.3717
0.3717
0.6015

0.6015
0.3717
0.3717
~-0.6015

0.3717 1+
0.6015 1*
-0.6015 ]*
0.3717 1*



V.2 - O METODO DE JACOBI GENERALIZADO

Para a solucao direta do problema generalizado

(5.10) Kg=uM¢g

ou seja, sem a reducéo para a forma cldssica, podemos wutilizar o
Método de Jacobi Generalizado que opera sobre K e M. (3]

Utilizando a notacao do item anterior,

i-ésima j—ésima
coluna coluna
0 A
1
i a i-ésima
(5.11) P. = linha
B 1 j-ésima
linha
1

onde as constantes a , 3 sao selecionadas de tal modo a reduzir a
zero, simultaneamente, o elemento (i, Jj) em K e M.

Realizando as multiplicacdes Pt Kc Pk e Pt M P« e uti-
lizando a condicdo de que kis e ms devem anular-se, no passo

k+1, obtemos as seguintes equagoes

(5.12) a ks + (1 +aB) ks +B kis =0

(5.13) a ma: + (1 + aB) ms + Bms =0

=G~




Resolvendo para a e 8 obtém-se

kss* ' ki *
{5.14) qQ = ——— e B = - ——
X X
onde,
{5.15) Kie* = ket mus -~ M ks
(5.16) kis® = Kis mus - Mss Kis
k* (k* )2 v
{(5.17) A= + (sinal k¥*) / —————— + kis* kss®
2 4
(5.18) kK* = ki« mus - ms Ky

O processo de solucaéo € analogo ao método de Jacobi para a so-
lugao do problema cldssico. A diferenca é que adora o fator de
acoplamento {(mus)®/m. mss}*’* Adeve. ser calculado para cada
passo k, a menos que M seja diagonal, e a transformacao é aplicada
a K. e M.

A convergéncia é determinada pela comparacao entre sucessivas
aproximacdes dos autovalores e verificando se os elementos fora da
diagonal principal sao suficientemente pequenos; isto é, sendo 2

a Ultima iterac2o, a convergéncia foi obtida se:

u‘(z-"l) l m(z)
(5.19) e <10 ; i=1,...,n
u‘ z+1)
kit‘t,
onde Ms =7 _
mi‘(zr
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= (k‘-‘(:tvl) )2 q
(5.20)
k“(:*l’ k’.’(:ﬁ-l)
¥ (m!’(z-ﬁl) )2 .
(5.21)
m“‘:"t) m"(l*l)
It

172

10°=

IA

172

A

10~=

onde 10-* é a precisao estabelecida.

Quando a convergéncia € atingida, as

forma diagonal,

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

ou seja
Ke ——->
M. -—-->
—;z/mx
U=

T =P P> ...

diag [k«]

diag [m]

k= /M

P. diag
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V.3 - METODOS DE ITERACAO VETORIAL

Neste capitulo iremos apresentar os métodos de iteracao vetori-
jal. A denominacao "iteragao vetorial"” é de certa forma redundan-
te, pois todos os métodos para solugéo do problema de valores pré-
prios (n > 3) sao essencialmente iterativos.

Os métodos de iteracio vetorial possuem a caracteristica de de-
terminar inicialmente um autovetor (ou um grupo deles) e a partir
dai determinar o(s) seu(s) autovalor(es) correspondente(s).

Os métodos de iteracao vetorial operam diretamente sobre a e-

quacao matricial
(5.286) Kg=-uM¢g

nao sendo necessdria a transformacao para a forma cldssica.
Inicialmente arbitra-se um valor paf& m{u=1, em geral) e um
valor inicial x. para o autovetor ¢.
Os métodos de iterag@o consistem em substituir continuamente o
vetor “tentativa" por um vetor melhorado, até que um autovetor se-
Jja obtido.

Calculando o lado direito da equacao (5.26) tem-se
(5.27) Do =1 Mx
Podemos escrever
(5.28) Kx = Do . X E X
0 vetor x: € uma melhor aproximacao de um autovetor, do que .

Repetindo o processo, teremos uma aproximacao cada vez melhor de
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um autovetor do problema.
0 procedimento acima é a base do método da iteracaoc inversa e
outros métodos iterativos operam de maneira similar.
Historicamente, iterag@o foi aplicada a um problema de autova-
lor em 1898 por Vianello no estudo de problemas de flambagem. Em
1904 Stodola aplicou o processo ao problema de velocidades criti-
cas de rotacgado. A aplicacao do deslocamento de origem dos autova-
lores para acelerar a convergéncia do metodo da iteracao inversa
foi aplicada por Wielandt em 1944.
Em muitos textos os metodos de iteracao vetorial sao referidos co-

mo método de Stodola ou Mises.

V.3.1 — O METODO DA ITERACAO DIRETA OU METODO DA POTENCIA

O método da iteracgdo direta é utilizado para calcular % e
simultaneamente, o autovalor correspondente u~ € calculado [1,3,
11-16]. Embora o método da poté@ncia possa ser aplicado diretamente
ao problema generalizado iremos, inicialmente, considerar o pro-

blema de autovalores na forma cldssica a titulo de simplicidade

(5.29) Kg=u¢g
Seja M1, M=2,..., Mn O conjunto de autovalores da matriz K,
satisfazendo
(5.30) O = M1 = pz £ ... € Mn

ou seja, o maior autovalor u~ € simples.
Iniciendo com um vetor arbitriario x , € adotando-se u = 1 ,
pode-se realizar infinitas iteragoes do tipo
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(5.31) X+1 = K s Jeit= OS2I 1.

que & uma sequéncia de iteracoes do vetor X com a matriz K

Kx , B » , KK x%

dai o nome método da poténcia.

Como o conjunto de autovetores é uma base do espago vetorial de

dimensao n, qualguer vetor x» pode ser expresso na forma

(5.32) Xe a1 $h + 02 g + ... + an

Desenvolvendo a sequéncia (5.31) de iteracgdes e rearranjando os

termos vem

13 3 1 3
(5.33) X = M {0 (/) i + a2 (M2/0) ¢ + ... +
el «
."V‘i"i‘\, ;
+ ... + On-1 (’J.n—l/“.n) .ﬂ'\—l + an ¢1 }
Desde que ms/un < 1 para i = 1,2,...,n-1
M ™
(5.34) l1im =0 st =L RS . . e
k-—>e Jn

Para a~ # 0, ou seja, se o vetor inicial x nao for perpendicu-

lar a ¢. tem-se

(5.35) lim Xk = O Un* @n

K=o

Ou seja, o vetor x« aproxima-se do autovetor ¢ (nao-normali-
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zado) com crescente exatidao.

Se a~ & igual a zero no vetor inicial %, aparentemente nao te-
remos convergéncia do método. Entretanto, na prdtica, os erros de
arredondamento fazem com que em vez de se produzir um vetor X+ a
partir do vetor x , é produzido .. + 2, onde 2z é um vetor for-
mado pelos erros de arrendondamento. Se este vetor contém um mGl-
tiplo nao-nulo de ¢, este efeito ird crescer durante as iteracoes
e iré tornar-se a parte dominante do vetor. [12,16]

A convergéncia do método é linear, visto que os componentes do
vetor X« diminuem com os quocientes m/m. <1 ,i =1,2,...,n-1,

A taxa de convergéncia & determinada pelo maior dos quocientes, ou

se ja,

Hn-1

Ma

Quanto menor a raz8c Mn-1/Un , maior serd a taxa de convergen-
cia. |

Como foi comentado anteriormente, o método de jteracao direta
pode ser aplicado ao problema generalizado sem a necessidade de
transformacéo.

Iniciando com um vetor arbitrario x, realizam-se as iteracoes
(5.36) M %+ = K x k =0,1,2,...
Para a implementacaéo computacional & introduzido um fator de
escala para evitar o crescimento do médulo dos vetores. Normalmen-

te utiliza-se a condicao de ortonormalidade dos vetores com rela-

cao a matriz M ,
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(5.37) Xieert M Her = 1

Adotando o fator de escala acima,

Xx+1

(5.38) Xke1 =

~ i 1/2
( Xr1® M Hees )

Desde que X» nao seja M-ortogonal a # ( %t Mdg # 0 ) tem-se,
Xi+r ———> ¢ quando k ——> o

O método consiste na solucao das equagoes (5.36) onde se cal-
cula um vetor xs: que possui direcao mais préxima a um autovetor
do gque o vetor X..

Umea vez determinado o autovetor ¢, © h3.9_130va10r correspondente

pode ser calculado através do quociente &éﬁﬁayleigh

#° K ¢

(5.39) R () = —m8m——
gt M ¢

0
¥

V.3.2 - 0 METODQ DA ITERACAO INVERSA

O método da iteracdo inversa € complementar ao método da potén-
cia, fornecendo o menor autovetor pa e o autovetor, ¢ ,correspon-
dente. [1,3,11-16]

Aqui a matriz K é suposta positiva definida, enquanto M pode
ser semidefinida positiva.

Apés arbitrar-se um vetor inicial x , calcula-se
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(5.40)

(5.41)

Supondo X.* M ¢

K Xus: = M 2 k =0,1,2,...

RKic+1

X+ =
& a 1/2
( X1t M Mo )
= 0, para k ——-> » tem-se:
Xk+1 ———7 b

Na prética, a implementac&o computacional é feita da

forma: utilizando y: = M x , tem-se para k = 1, 2,...

{5.42) K %+1 = 3
(5.43) Yeer = M Xeen
a1 HKees® W
(5.44) R (X+r) = — —
Kic+1t P
Ve
(5.45) Y+ = — o
(Hear® Fesr yr/2
Contanto que y:t # # O, tem-se para k ——-> o
VYisr ——=> M g
e R (;k+1) —D> M1

Em (5.44) & obtida uma aproximacao do menor autovalor
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quociente de Rayleigh R(;L..). E esta aproximacao de p € utiliza-
da para determinar a convergéncia do método.

Considerando a corrente aproximagac de u: como wm ‘**'’, isto 6,

TR LA LR R(;L+;), teremos convergéncia quando
ux(k-’-l) o th““
________________ < tol
“ Ck+1)

A andlise de convergéncia da iteragfo vetorial para ¢ pode ser
feita segundo a abordagem utilizada anteriormente. Para o método
da iteracdo inversa, a taxa de convergéncia € dada por M1 /M= .

Se houver multiplicidade de autovalores, ma = gz = ... = U= , @&
taxa de convergéncia € dada por pi/pmert
Como o problema generalizédo‘_K # = u Mg pode ser escrito na

forma

(5.46) Mg=p'Kg
a utilizacao da iteracao inversa para a resolucio de (5.46) & e-
quivalente a resolucado do problema generalizado pelo método da i-

teracao direta.

Exemplo: Utilizar o método da iteragao inversa para determinar uma

aproximacao do primeiro autopar (u:, ¢:) do problema generalizado,

onde K e M sdéo dadas abaixo. Utilizar tol = 10°¢ para medir a con-
vergéncecia.
2 -1 0 0 0
K = -1 2 -1 0 M= 2
0 -1 2 -1 0
0 0 -1 1 1
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Iniciando a iteracao com x = [ 1 1 1 1 ]J* e procedendo

como de (5.42) a (5.45),

0 = 3 _ 0
Yy = 2 4 o) == 6 g Y2 = 10
0 7 0
1 8 8
b X2* W 0.0
R(xz=) = —— = 0.1470588 e Y2 = 1.02899
X2t = 0.0
0.68599

As prdoximas iteracoes s80 realizadas da mesma forma e os resulta-
dos estio sumarizados na tabela abaixo. Apés 5 jteracoes foi obti-

da a converg8ncia, com a precisac desejada.

“! tk+1) _“.1("’

k i+ Y+ R{xu+1 ) p 4
ul(k-!-l.)
1 3 0 0.1470588 - 0
6 12 1.02899
7 0] 0
8 8 0.68599
2 1.71499 0 0.1464646 0.004056795132 0
3.42997 6.85894 1.00504
4.11597 ¢) 0
4.80196 4.801986 0.70353
3 1.70856 0 0.1464471 0.000119538581 0
3.41713 6.83426 1.00087
4.12066 0 0
4.82418 4.82418 0. 70649
4 1.70736 0 0. 1464466 0. 000003518889 0
3.41472 6.82944 1.00015
4.12121 0 0
4.82771 4.82771 0.70700
5 1.70715 0 0.1464466 0. 000000103589 0
3.41430 6.82860 1.00003
4,12130 0 0
4.82830 4.82830 0.70709
portanto,
0.25001
pr = 0.146447 8 ¢ = | 0.50001
0.60355
0.70709
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V.3.3 - ACELERACAO DE CONVERGENCIA

Um incoveniente dos métodos de iteracao vetorial é que em al-
guns casos podem convergir muito lentamente, dependendo da razao
Un-1/un (método da poténcia) ou da razao m /M2 (iteracao inversa).

Para aumentar a taxa de convergéncia dos métodos de iteragao
vetorial podemos utilizar do artificio do “"deslocamento da origem
dos autovalores", que tambem € utilizado para remogao de singula-
ridade de matrizes semidefinidas positivas. [1,3,9,11,12]

Novamente iremos considerar o problema cléssico para a andlise

de convergéncia gquando se utiliza o "deslocamento”.

V.3.3.1 - DESLOCAMENTO DE ORIGEM - METODO DA ITERACAO INVERSA

Considerando o método da itefﬁcéo inversa para o problema clés-

sico, tem-se para o vetor inicial x. arbitrdrio e u = 1,
(5.47) K Xkcer = s B SN .

Utilizando (5.32) e (5.47) vem

(5.48) e = an (1/m) ¢ + a= (1/p=2) g + ... + ¢ (1/00) &
ou
(5.49) X = s {on gh o+ 0a (M/u2) g b ... + a0 (/M) gD

que iré convergir para o autovetor #. ( nao — normalizado ) desde

que M1 < My 5, J = 2,...,nD.

Se, no entanto, iterarmos com a matriz deslocada K - 861 ,
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(5.50) (K - 8I) ez = . K= AR, . L
temos para a k-ésima iteracao

(56.51) %X = (l/ux—S)k #h + a (l/uz-ﬁ)k @ + ... +

+ ... + an (1/un—6; @
onde o termo dominante do lado direito da igualdade corresponde ao
menor valor (m - §).

De fato, dado qualguer escalar §, se existir um autovalor par-

ticular ps tal que |us - 8| € menor do que qualquer |[m - 5| pa—-
rai=Jj, o vetor x ird convergir para o autovetor associado a
M.

Ou seja, no método da iteracao inversa, a utilizacao de um des-
locamento & faz o método convergir para o autovetor associado
ao autovalor ps mais préximo de §.

A taxa de convergéncia é a taxa com que
| 3
{{us = 8)/(me - 01} -—=> 0
onde |uMe - 8| = min jwe - 8| , P =J

Como us € o autovalor mais préximo a &, a taxa de convergéncia

para o autovetor ¢s; em (5.50) serd dada pela maior razao entre

uj—t—ﬁ u..t+1'-5
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V.4 - METODOS DE ITERACAO POLINOMIAL

Os métodos polinomiais baseiam-se na propriedade de que os au-
tovalores do problema K g = u M ¢ sao as raizes do polinfBmio ca-

racteristico
(5.52) p(n) = det (K - uM)

Teoricamente, o problema da determinacao dos autovalores é re-
solvido quando o polintmio caracteristico é determinado e suas ra-
izes s&o computadas por algum método tradicional.

Uma vez que iremos computar as raizes de um polinémio de grau
n, todos os métodos sao de cardter essencialmente iterativo.

Existem 2 estratégias bédsicas: computar as raizes do polinfmio
caracteristico determinado explicitamente ou computar as raizes
sem que seja necessério determinar o polindmio caracteristico,
chamada aqui de iteragho implicita.

Nos métodos de iteracao polinomial a solugdo pode ser obtida
utilizando-se as matrizes K e M transformadas ( tridiagonais, por
exemplo) ou em sua forma original. Se sao requeridos poucos auto-
valores a solucéo utilizando-se as matrizes originais & quase sem-
pre mais efetiva.

Nos métodos de iteracho polinomial apenas os autovalores sAo
computados. Os autovetores correspondentes normalmente saoc calcu-

lados utilizando-se métodos de iteragao vetorial.
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V.4.1 - ITERACAO POLINOMIAL EXPLICITA

Neste método, o primeiro passo € escrever o polindmio caracte-

ristico p(u) numa forma explicita, tal como:

(5.53) P(R) = @ U™ 4+ Qn-y " + ... + 10 B+ G

determinando os coeficientes ao ,..., .

ApSs isto sao calculados os autovalores.

Sob o ponto de vista tedrico, os métodos de iteracao polinomial
explicita sao convenientes.

Numericamente, entretanto, apresentam uma séria dificuldade
pequenas variacoes nos coeficientes o ,..., On ocasionam gran-—
des erros nas raizes do polindmio. [11,12]

Como erros de arrendondamento s8o inerentes ao cdlculo computa-
cional, estes métodos tem encontrado aplicacféo prdtica muito limi-
tada e somente s80 empregados utilizando-se um nimeroc muito grande

de algarismos significativos no computador.

V.4.2 - ITERACAO POLINOMIAIL IMPLICITA

No método da iterac&o polinomial implicita é determinado o va-
lor de p(u) sem que seja necessdrio determinar-se os coeficientes
d ,..., & de (5.52). [11]

O valor de p(n) pode ser obtido através da decomposicao de
K - u M em uma matriz triangular inferior unitaria L e uma matriz

triangular superior S,

(5.54) K-uM=LS
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onde,

1
124 1 0
1z, 1s2 1
j A=
1nl 1n2 .« = » ln,n-l 1
F—sz T
S21 S22 0
S=31 Ss2 Ssx
|

Sn1 Sn2 RS > Bp,n-1 Son

O polindmio caracteristico p(u) pode entao ser determinado por

(2]

(5.55) p(pn) = det (K- u M) =det LL . det 8 = T Sis
L=

As raizes u2 podem ser obtidas utilizando-se algum processo
iterativo conhecido.

Em geral utiliza-se o método da iteragao da secante, baseado em
interpolacdes lineares.

Para w-1 < w ,

pu)

(556) U+ = WUk = (Uk - Uk—l)
P(ux) - p(uk-1)

onde u« € a k—-ésima iteracao.
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Exemplo: Calcular u: do problema K ¢ = u M ¢ , onde

2 -1 0 172
K=1]-1 4 -1 M= 1
0 -1 2 1/2
adotando us = -1 e w = 0,

5/2 =i 0

p(-1) = det -1 5 -1 =
0 -1 5/2
1 5/2 1 -2/5 0
= det | -2/5 1 23/5 1 -5/23] =
0 -5/23 1 105/46 1

p(-1) = 26.25

2 -1 0
da mesma forma, p(0) = det | -1 4 -1 1= 12
0 -1 2
Utilizando eq. (5.56)
12
us = 0 - [0 - {(-1)] 5 us = 0,8421
12 - 26.25

Procedendo da mesma forma obtém-se:

p(0.8421) = 4.7150 3 us = 1.3871
p(1.3871) = 1.8487 H us = 1.7380
p(1.7380) = 0.63136 ; us = 1.8203
p(1.9203) = 0.16899 ; ur = 1.8870
p(1.9870) = 0.026347 H us = 1.8993

apés seis iteracoes temos uma aproximacao ao primeiro autovalor,

Mmoo o= 1.9993

-




¢rd)

Considerando K a matriz de ordem (n-r) obtida suprimindo-se

as ultimas r linhas e colunas de K, obtém-se o problema:

Lr2 ird ter) (r

(5.57) K ¢ =pn 8

tr) {0) {0)
onde ] & um vetor de ordem (n-r) e K = RSy <, M = M e
{0

g =8

Por exemplo, para r = 2 teriamos

- . AN B s
k=, k=2 lar 1P ke, n-2
1)
K =
kn-2.1 kn—z‘.'zn-.. " e kn-2,n-2

Os polindmios caracteristicos associados a estes problemas sao
funcoes de varidveis reais que formam uma sequé&ncia de Sturm, que
possui uma importante propriedade.

ropriedad separacao dos autovalore

Os autovalores do problema

(r+1) Cr+1) (r+1) (r+l)

(5.58) K P — p

separam as raizes do problema (8.1), isto é [11]
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{r) {r+3? {(r) tr+1)?

(5.59) "

IA
E
A
|3
IA
|5
A
A

(r) Cr+1) Lr)

Mn-r-1 X |Mo-r-1 < Mn-r

Tomando-se um valor arbitrdrio ux« e supondo que seja possivel a
decomposicio da matriz ( K - ux M ) na forma L DL+ ( onde L ¢€
matriz triangular inferior e unitdria e D é matriz diagonal) pode-
se demonstrar que: o numero de elementos negativos na diagonal
principal de D é igual ao nimero de autovalores menores que Uw.

Deste forma, se i < Uk < Mis1 , irao existir i elementos ne-

gativos na diagonal de D.

Exemplo: Considere as matrizes

2 1 ). L 0 0
K = 1 3 2 M= 10 1 0
1 2 4 b 0 0 1

adotando ux = 3,

-1 1 1
K - 3M = 1 0 2 ; fatorando na forma L D Lf,
1 2 1
| _
W 1
il -1 1 -1 -1
K - 3M = |-1 1 1 1 3
= 3 | -7 1

conclui-se, devido ao sinal algébrico dos elementos da matriz D ,

que o problema possui 2 autovalores menores do que 3.

De fato pois: m:. = 1.307878
uz = 1.643104
us = 6.048817,

Esta propriedade da sequéncia de Sturm pode ser utilizada para
localizar qualquer autovalor desejado. [3,11,12,18,18,32,33]
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Utiliza-se o método da bissccéo de intervalos para a determina-
cao dos autovalores desejados.

A base do método da biseccao é a decomposicao de K - ux M na
forma L D Lt e selecionar u de tal forma a se obter, dos sinais
algébricos dos elementos diagonais de D, informagdes sobre os au-
tovalores. Por exemplo, se desejarmos os autovalores dentro de um
dado intervalo (ui,u.) deve-se proceder da seguinte maneira:

a) fatorar K - wuw M e determinar o nuimero de autovalores, a ,
menores que .
b) fatorar K - u= M e determinar o numero de autovalores, a= ,
menores que Ua.
c) utilizar um procedimento de bisecgao do intervalo (w,us) para

isolar os autovalores nele contidos.
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VI - METODOS AVANCADOS

Quando a ordem das matrizes K e M é muito alta, caso de estru-
turas muito grandes ou complexas, existem métodos especificos para

a solucdo do problema generalizado.

(6.1) Kg=uMg

Estes métodos, denominados neste trabalho de métodos avancados,
combinam os processos basicos de solucao abordados nos capitulos
anteriores, no intuito de criar-se um procedimento de solucado mais
eficiente para grandes problemas. [3,20-31]

Em geral um problema é considerado grande quando apenas parte
dele é possivel de ser armazenada na memdria principal do computa-
dor. Assim, para estes tipos de problemas, € muito mais econfmico
determinar apenas aqueles autovalores € autovetores requeridos em
vez de se calcular todos (como no método de Jacobi, por exemplo).

Como, geralmente, numa andlise dinZimica de estruturas discreti-
zadas por elementos finitos estamos interessados em obter somente
alguns autopares do problema, principalmente no caso de matrizes K
e M mutio grandes, sao empregados os métodos descritos agqui.

Os métodos aqui apresentados foram desenvolvidos para a deter-
minac8o dos p menores autovalores e autovetores mas também podem,
com a utilizacBo da estratégia do deslocamento serem utilizados
para o cdlculo dos maiores autopares como € requerido na andlise
de flambagem ou para cdlculo de autopares dentro de uma faixa do

espectro.

-51-




VI.1 - O METODO DA BUSCA DO DETERMINANTE

A primeira consideracac a ser feita sobre o método da busca do
determinante ("determinant search") € a de que ele opera direta-
mente sobre o problema generalizado (6.1). [3,20,23,25,31]

O método da busca do determinante é uma combinacao de 3 técni-
cas fundamentais: iteracao polinomial, propriedade da sequéncia de

Sturm e iteracao vetorial.

a) E utilizada a iteracao polinomial implicita com o polinfmio ca-
racteristico p(u) no intuito de se obter, inicialmente, uma “apro-
ximacéo” do autovalor desejado.

Utilizando o fato de que os autovalores sfio as raizes do poli-

ndmio caracteristico

(6.2) p(u) =det ( K- n M)

para avaliar p(un), a matriz K - u M é fatorada na forma Lt D L,
descrita anteriormente. Desta forma

n

(6.3) p(.U.) =% dis = dar dz2 ... dnn
fm=]
Iremos considerar a determinacg@o do primeiro autovalor, que é
um caso tipico. Se ux-: e u sao duas aproximagoes de m , onde
Uk-1 < u < M1 , a "aproximacao" seguinte, ux+.. é dada por

p{uw)
(6.4) Uk+r = uw — f (W = We-1)

P(uc) — p{uk-1}

onde f € uma constante. Quando f = 1 tem-se a iteracao da secante

descrita anteriormente.
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Na prética, para aceleracéo de convergéncia, o valor de f é du-
plicado apés cada jteracdo em que ux nao sofreu alteracao em seus

dois digitos mais significativos.

b) A iteracao polinomial € continuada até que se consiga passar

por um ou mais autovalores.

E utilizada a propriedade da seguéncia de Sturm para fornecer in-

formacoes a respeito do nimeroc de autovalores menores que u. , O
- » - - (1]

que ux, o0 que serve para detectar se a iteragao polinomial pas-—-

sou" por uma raiz simples ou um grupo de raizes.

c) Uma vez estabelecido que a iteracao polinomial "passou" por uma
ou mais raizes (autovalores), utiliza-se o método da iteracao in-
versa, com deslocamento igual ao valor de u. , para determinacao
precisa dos autovetores e autovalores. O processo € continuado até
que se calculem os p autopares regheridos.

A iteracao descrita acima para ul e ¢ é tipica e pode ser uti-
lizada para calcular qualquer outro autopar, digamos (Miss+:, Bie1),
utilizando-se em vez de p(u) como em (6.4) o polinBmio ps;(un) modi-

ficado sem as raizes M1 , ..., M3 ,

=14%Y

(6.5) Ps(m)

|
u

n (h = Mi)

fa=}

onde . representa uma aproximag2o precisa do autovalor .
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Vi.2 - O METODO DA ITERACAO POR SUBESPACOS

O objetivo bdsico do método € determinar os p menores autovalores

e autovetores do problema generalizado, satisfazendo

(6.6) K 2 = M & o

(nxn) (tnxp? {nxn)d toxp? tpxp?

onde U é matriz diagonal contendo os p menores autovalores de

(6.1). [1,3,20-22,24,29,31]

(6.7) U = diag [pns] e @ Sl 0GB

e ® contém os p autovetores correspondentes

'y

(6.8) =L, ..., & 1

Os p autovetores devem satisfazer as condigdes de ortogonalida-

de:

(6.9) * K»=0

(6.10) & M®

1}
]

onde I € matriz identidade (pxp).
0 método da iteragso por subespacos consiste basicamente em:
a) estabelecer um conjunto de g vetores iniciais, q > p, onde p €
o nuimero de autopares a ser determinado ;
b) utilizar iteracao inversa simultfinea para os q vetores e andli-

se de Rayleigh-Ritz a fim de se obter uma reducgao do problema , da
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ordem n para a ordem q. Determinar os autopares do problema redu-
zido que sao "aproximagdes" dos menores autopares do problema ge-

neralizado original (6.1).
c) apds a convergéncia da iteraca@o, utilizar a propriedade da se-

quéncia de Sturm para a verificacao dos autopares calculados.

VI.2.1 - A ANALISE DE RAYLEIGH-RITZ

Na andlise de Ritz, a hipdtese bidsica é considerar um conjunto

de vetores ¢ como combinacdes lineares dos vetores de Ritz r.

2

dados por [1,3] :

(611) gt = 21 I 5 i=1,...,q

Mo

onde z: sao denominados coordenadas de Ritz ou coordenadas genera-

lizadas.

Os vetores m» , ordem (nxl), s@o formas arbitradas, linearmen-

te independentes.

Para o vetor ¢ o coeficiente de Rayleigh é dado por

a q -

z z 21 235 Kis
1= dm2 k*

(6.12) R(g") = =
a Q - m*
Z E 2 23 Mg
1m3 3my

onde,
(6.13) kKis* =t K 1
(6.14) mis* =t M ry
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Ritz propds que os coeficientes z: fossem escolhidos de modo a

tornar o coeficiente de Rayleigh R(#") estaciondrio. Desta forma

O R(#*)
{6.156) —_—_— =0 BP0 LR )

az:

pois z: sf&o0 as Gnicas variaveis.

Substituindo (6.12) em (6.15) resulta que

L] 9
2o I zZs ki - 2K 2 zZs mst
O R(#) 4 45
(6.16) = SN0
Z (m")2
Utilizando p* = k*/m* ,
q
(6.17) Z 2s (kis* = 0" ms*) =0 k= para i=1,...,q

J=1

Escrevendo as q equacoes de (6.17) na forma matricial, obtém

se o problema de valores préprios

(6.18) K z = ot M z

Caqng? (gxil) tqxq) tqxl)

onde K* e M sao matrizes de ordem (gxq) cujos elementos sao

definidos por (6.13) e (6.14), respectivamente,

(6.19) K* =R KR

(6.20) M

"
3

MR

onde R é dado por
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(6.21) Bo= o e - B2 .0 Bad

e z é o vetor das coordenadas de Ritz

(6.22) 2t =[22 22 ... 2¢ ]

Desta forma, verifica-se que e possivel através da andlise de
Rayleigh-Ritz a redugido do problema original de n graus de liber-
dade para um sistema de q graus de liberdade, q < n, expresso pela
equacao (6.18).

A solucéo de (6.18) produz q autovalores Sl d s Ve que

sao aproximacdes dos autovalores do problema original e q autove-

tores
zit = [ 2t 2;’1 v Zal ]
(6.23) 22t = [ 2 222 ... 2% ]
2ot = [ 219 229 ... 2Zq% ]

0 conjunto de todas as solugoes pode ser expresso por:

{(6.24) Z=[2 Z ... % ]

matriz que agrupa todos os autovetores de (6.18), e

(6.25) 0 = diag [ m*, M=2",..., Ma" ]

matriz diagonal dos autovalores de (6.18).

Podemos escrever, para o conjunto de q autopares
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(6.26) B Z = M2

Os autovalores us* obtidos representam boas aproximacoes dos p
menores autovalores m do problema K g =u Mg , desde que
0 <p <aq/2 . [1,3]

Os autovetores =z sao utilizados para avaliar os vetores
#*,... , #" oS quais sao "aproximacoes” dos autovetores do pro-

blema original. De (8.11) e (6.23),

(6.27) Bt = I Zt T ARE=S1e N S )

ou,

(6.28) g* = R = AR =SS al

Para o conjunto das solugdes, tem-se

(6.29) ol R Z

{nxg) {rnxq? tgqrq)

Na andlise din8mica prdtica é utilizada, inicialmente, a itera-
cao inversa (simulténea) a fim de se obter uma boa estimativa para
os vetores de Ritz.

Uma vez estabelecido um conjunto de q vetores iniciais , & ,
no inicio de cada passo da solugcdo, obtém-se através da iteracéo

inversa, a estimativa dos vetores de Ritz, r:

(6.30) K R M 2
Uma vez estimados os vetores de Ritz é feita a reducao do pro-
blema para a forma descrita em (6.26), com as matrizes de rigidez

e massa reduzides, K* e M respectivamente , determinadas por
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(6.19) e (6.20).

Para a determinacao dos autopares do problema reduzido utiliza-
se o Método de Jacobi Generalizado. Vale notar que, como o proble-
ma (6.26) ¢ de pequena ordem, o método de Jacobi €& bastante efici-
ente.

Posteriormente sao determinadas as “"aproximacoes"” , #* , dos

autovetores do problema original através de:

(6.31) ¥ = R Z

Caso nao tenha sido verificado o critério de convergéncia pré-
estabelecido, determina-se um novo conjunto de vetores de Ritz a-
través de (6.30), utilizando-se do conjunto de vetores ¥ obtido
em (6.31), e repete~-se o processo.

Na implementacao computacional tem-se:

a) estabelecer o conjunto de q vetores de partida, X

b) iteracho inversa e andlise de Rayleigh-Ritz

(6.32) B Xsr = MX"

(6.33) Moer* = Keos® M Xeos

(6.34) Ke1® = Xeor® K Xews

(6.35) Bocs® Boer = Mooo® Ton Bier®
(6.386) Xo's = Wen B
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Desde que os vetores de X:* n&oc sejam ortogonais a um dos auto-

vetores ¢, ¢, ... , # , tem-se para k ~-—-> o
Owss® -—=> U
Xisv1®* ———-> &

A convergéncia do método é medida utilizando-se as "aproximacd-

es" dos autovalores nos passos (k-1) e (k), wm* % e wu* ¢*-1?7,

respectivamente, para i = 1,...,p

Lh.*(k*l) A u‘*(k)

(6.37) s tol i=1,...,p

niﬂ(kﬁl)

Apds a determinag@o dos autovetores € necessadrio verificar se
aqueles sao realmente os autovetores requeridos j4 que as relacoes
(6.9) e (6.10) sao satisfeitas para quaisquer autopares.

Para esta verificacdo € utilizada a propriedade da sequéncia de
Sturm aplicando-se um deslocamento 8§ > M. , onde . € o maior au-
tovalor calculado.

A propriedade da sequéncia de Sturm ird determinar o nimero de

autovalores menores do que 3, que no caso deve ser p.
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VI.3 - O METODO DE LANCZOS

O método de Lanczos foi originalmente proposto em 1850 como
forma de tridiagonalizar matrizes simétricas. Recentemente foi re-
cuperado como um eficiente método para computar um nimero reduzido
de autovalores/autovetores de matrizes esparsas de alta ordem. [22,
23, 28, 29, 34-41].

Diversas versoes do método de Lanczos requerem a transformacao
do problema generalizado para a forma cléssica. Devido as caracte-
risticas de convergéncia do método, geralmente escolhe-se a matriz
de rigidez para ser decomposta através do processo de Cholesky (e-
quacao 4.4), a fim de se obter a reducao do problema.

Considerando o problema de valores préprios em sua forma clas-

sica,
(6.38) Ag=u¢g

podemos afirmar que o objetivo do método € obter uma matriz tridi-
agonal T de ordem m (m < n), a partir da matriz A, e determinar os
autovalores/autovetores desta matriz tridiagonal.

Os autovalores de T sao, conforme procedimento de Rayleigh-Ritz
aproximagdes dos autovalores p:« do problema (6.38).

A grapde aplicabilidade do método de Lanczos reside no fato de
que boas aproximacoes dos autovalores (e correspondentes autoveto-
res) dos extremos do espectro surgem para valores pequenos de m.

Considere uma sequéncia de vetores q, obtidos através de:
(6.39) Bs Qs+r = Aaqa - a g - Bi-1 Q-1 = X ; 3=1,...,m

onde g =0 e a € um vetor arbitrariamente escolhido.
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Os coeficientes a:. e Bi-1 s8o tomados de forma a fazer Qi+« or-
togonal a gs e qi-1. O coeficiente B € escolhido para que q«

tenha médulo unitario.

Deste modo,
(6.40) as = @t A q;
(6.41) Bs = |l=f

A sequéncia de vetores gerada através de (6.39) € mutuamente

ortogonal, podendo-se escrever

(6.42) @ Q=1

onde Q@ € a matriz dos vetores de Lanczos,

(6.43) Q=[ a g ... G ]

Utilizando-se da matriz ortogonal Q € possivel, através do pro-

cedimento de Rayleigh-Ritz (segao VI.2.1), a transformacao do pro-

blema A g = u ¢ na forma,

(6.44) Ty=ny
onde,

(6.45) T=@ AQ
e

(6.486) g = Quys

A transformacao (6.46) pode ser escrita para os m autovetores
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(6.47) )

QY

A matriz T assim obtida é tridiagonal e seus elementos s3oc os

coeficientes a e B da expressao (6.39)

r o4} Bx T
B oz B=

(6.48) T =

Qm -1 Bm—:

ﬁm—l Clm

A solucao de (6.44) € bastante simplificada pelo fato de T ser
uma matriz tridiagonal, podendo ser utilizado o método da biseccao
ou ainda o algoritmo QR. [11, 16]

A solucao do problema (6.44) fornecerd as aproximacées dos au-

topares do problema A g = p ¢ ,

(6.49) Mt ———— > M

(6.50) Q¥ === >

Pode ser demonstrado [32] que irao surgir boas aproximagoes dos
autovalores do final do espectro para valores de m tao pequenos
quanto 2n'‘%.

No método de Lanczos nao é necessario fixar, a priori, o Gltimo
passo de iteracao j (= m). O processo progride até que as p "apro-
ximagoes dos autopares” desejadas ( wm*, ‘Y’ ), i=1,...,p sejam
obtidas dentro da precisfo estabelecida. Exatamente, isto deveria
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ocorrer para j=n mas, geralmente se dd4 muito antes. Valores tipi-
cos sao p=10, m=300, n=10*.([32]

Para monitar convergéncia utiliza-se o valor da norma

(6.51) la s - é well
Utilizando (6.44) e (6.46), a norma acima torna-se
(6.52) |laqs. - @B |

(6.53) Il (aQ - @T) ¥ |l

Reescrevendo a equacao (6.?9) em forma matricial,
(6.54) AQ - Q@ T = et

onde est =[O0 O ... 01] é¢ um vetor de ordem J

e s = Qi+ .

A norma {6.51) torna-se

(6.55) '“(&aneﬁ)ya“ = R Ieﬁy;|
ou

(6.56) A& - w|| =8 |wn]

onde yi= € 0o m—ésimo elemento de yi .

A conclusao importante da eq. (6.56) € que pode-se obter a es-
timativa de erro sem calcular-se ¢ e , consequentemente, sem se
utilizar da matriz @ que pode ser mantida na memdria secundéria,
representando uma considerdvel economia computacional.

O comportamento real do método de Lanczos, entretanto , difere
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um pouco da teoria. O efeito dos erros de arredondamento no pro-
cesso € bastante significativo, destruindo a ortogonalidade entre
as colunas da matriz @, ou seja, entre os vetores q.. Devido a es-
te motivo, o método passa a convergir para autovalores repetidos.

Lanczos propds que fosse feita reortogonalizacao entre o novo
vetor e os vetores previamente computados q., em cada passo da i-
teracio, para corrigir o problema. No entanto , a implementacao
computacional deste procedimento, denominado de “reortogonalizacao
completa" é muito despendiosa.

Recentes desenvolvimentos do método de Lanczos sao baseados em
reortogonalizacdes parciais ou seletivas, em lugar da completa. A
idéia basica € ortogonalizar . apenas com relacao aos autoveto-
res computados [32, 34, 36]. Desta maneira, ¢ mantido um certo
grau de ortogonalidade entre os vetores de Lanczos, o que € sufi-

ciente para assegurar a convergéncia. Quantitativamente o grau de

de independéncia linear pode ser medido através da norma

(6.57) 1o = [T - @t Qll

Desde que 1l < tol, onde tol € a preciséo (toler8ncia) estabele-
cida, a iteracado prossegue sem reortogonalizacdo. Quando l= atinge
a tolerfincia l., & feita a reortogonalizagao e a iteracao prosse-—

gue (valor tipico para l. € 0.01}).
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Em vez de se reduzir explicitamente o problema generalizado pa-
ra a forma cléssica antes da aplicacdo do algoritmo de Lanczos ,
diferentes versoes do método té&m sido propostas utilizando a es-
tratégia da "reducdo implicita" do problema [29,32,33,37,40].

Desta maneira, o método de Lanczos é aplicado a matriz K 'M sem
que este produto seja computado explicitamente, o que destruiria a

simetria e esparsidade do problema.
Exemplificando, o vetor w = M* K u é computado em 2 etapas:
(6.58) a) v =Mu
(6.58) b) Kw=vw , calculando w
Procedendo desta forma é possivel explorar a esparsidade e si-
metria das matrizes envolvidas.
A implementacao computacional do método de Lanczos com reducao

implicita é proposta abaixo. [29,37]

(a) triangularizar a matriz de rigidez

(6.60) K=LDL*
(b) adotar @ = 0 , um vetor inicial r. e R = (rotMro)?’?
(c) para i=1,2,...,m

(6.61) QG = rs-1 / B
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(6.62) rs =K' M a
(6.63) I s s
(6.64) e i R
(6.65) b efiin . ainal
(6.66) By = (vt M r)i’2

(d) computar os autopares (um*,y:) da matriz T e testar conver-

géncia.

0 algoritmo procede como anteriormente descrito, exceto pelo fato

de que as colunas da matriz Q s&o agora M-ortogonais:

(6.67) T MQ-=1

satisfazendo a seguinte relacao [32],

(6.68) @ (MK'M) Q=T

Utilizando-se da transformacgdo (6.46) obtém-se, da maneira si-

milar o problema,

(6.69) T8 =

-




VII - ANALISE E DISCUSSAO DOS METODOS

VII.1 - ARMAZENAGEM DAS MATRIZES K K M

A primeira consideracao a ser feita sobre os métodos para de-
terminacao de valores préprios € sobre a armazenagem das matrizes

K e M, na meméria do computador.

Para se obter vantagem das caracteristicas das matrizes de ri-
gidez e massa é adotado um esquema especial de armazenagem e ende-
recamento dos elementos, vizando minimizar os requisitos de memo-

ria.

Sendo a matriz K simétrica, € necessdrio armazenar apenas OS €-—
lementos da diagonal principal e aqueles situados acima desta, por

exemplo.

Devido as caracteristicas de banda da matriz, somente sao ar-
mazenados os elementos situados dentro da banda da matriz. Isto &,
os elementos nulos situados fora da banda da matriz nao necessitam
ser armazenados, representando uma considerdvel economia de memé-

ria.

Desta forma, em vez de se utilizar uma varidvel indexada de 2
indices (em linguagem FORTRAN: K(I,J) ) para representar os ele-
mentos da matriz de rigidez, utiliza-se uma varidvel de um sé in-

dice na forma descrita a seguir.

Por exemplo, para um sistema de ordem 8:
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ka2 ka3 0

kss  ksa kse
kea  kes  Kae
RS o=
kss  kse kse
simétrica
koo ke koo
k»7  kee
kes
(a) matriz de rigidez da estrutura
A(1)  A(3) A(9)
A(2)  A(5) A(8)
A(4) A(7) ‘ A(15)
A(B) A(11)  A(14)
i A(10) A(13) A(21)
A(12) A(17) A(20)
A(186) A(19)
A(18)

DiIacGA=[ 1 2 4 6 10 12 16 18 22 ]

(b) Armazenagem da matriz de rigidez, utilizando uma

variavel indexada, A, de um s6 indice.

Os elementos da matriz K sao armazenados na varidvel A e também
¢ definida uma varidvel DIAGA que armazena os enderecos dos ele-
mentos diagonais de K em A. Isto €, o enderego do i-ésimo elemento
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diagonal de K, ki, em A € DIAGA(I).

Desta forma, o numero de elementos n&o nulos na i-ésima coluna
de K é igual a DIAGA(I+1) - DIAG(I) e os enderecos dos elementos
serao DIAGA(I), DIAGA(I)+1, DIAGA(I)+2, ..., DIAGA(I+1)-1.

Procedimentos de armazenagem deste tipo sa@o utilizados eficien-
temente em programas computacionais de andlise estrutural. [26, 30,

31]

VII.2 - METODOS BASICOS

vIiI.2.1 - JACOBI

0 método de Jacobi fornece a solugadao completa do problema, isto
&, todos os autovalores e autovetores.

Durante cada passo k da solucfo, as matrizes permanece simétri-
ca, podendo-se trabalhar com sua parte triangular superior.

No método de Jacobi Generalizado se evita a transformagdo do
problema para a forma padréo, calculando diretamente todos os au-
tovalores e autovetores do problema generalizado.

Pode-se demonstrar que a convergéncia do metodo é quadréatica,
quando os elementos fora da diagonal sao de pequena magnitude, ou
seja, quando o problema estd quase resolvido. Porisso, quando os
elementos nao-diagonais s80c esparsos € pequenos, o método de Jaco-
bi & bastante eficiente. [11]

Grandes vantagens do método de Jacobi sao sua simplicidade, fa-

cilidade de implementacac computacional, estabilidade e convergén-—
cia.

Os cdlculos envolvidos na solucio estao representados abaixo,
onde & fornecido o numero de operacoes e a meméria principal vre-

querida, para uma varredura das matrizes. 0O nlmero total de varre-
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duras completas dependem da magnitude e posigao dos elementos nao-
disgonais e da precisao estabelecida para a solugao. Em geral , a

solugcao é obtida depois de 2 a 8 varreduras. [11,12,18]

numero de memdéria
operacdes requerida
- cdlculo dos fatores 6
de acoplamento
ks 52 ms?
kia ki Mis My
utilizando
- anular elemento (i, J) 4dn + 12 simetria das
matrizes
kis®* = kie s — ma Kis
kss® = kys mus - mus Ras n{n+2)
k* = kis Mss - mus Kus
k‘ (k‘)z
x=—+{sinalk* }\/ ———+ki1*kss*
2 4
ks kis*
a= e B = -
X X
Kk+l =ERs Kk P
Mk-n. - Pkt Mk Pk
- cadlculo dos autovetores 2n n?
(P, ... Pu-1 )P«
- total para 1 varredura 3n® + 6n? 2n® + 2n

Tebela 7.1 - Sumdrio do Método de Jacobi Generalizado

Como numa andlise din&mica por elementos finitos estamos inte-
ressados, na maioria das vezes, em poucos autopares nao se Jjusti-
fica a aplicacao direta do método de Jacobi, principalmente para
grandes problemas.

Porisso o método de Jacobi deve ser empregado em problemas que
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envolvam matrizes de pequena ordem ou como método auxiliar de um
processo de solucao (caso do metodo da iteracédo por subespagos on-

de é aplicado para resolugao de um problema de ordem reduzida).

VII.2.2 - ITERACAQ VETOQRIAL

Os métodos de iteracao vetorial sao particularmente simples de
implementar de forma que se possa levar vantagem da esparsidade
das matrizes.

Uma dificuldade inicial destes métodos € que convergéncia pode
ser muito lenta, dependendo da razao Mmi/M= (iteracao inversa) e
Mn-1 /M~ (poténecia), o que leva a utilizagao do "deslocamento es-—
pectral®”.

Em ambos métodos a utilizacao do deslocamento aumenta a rapidez

Sx

de convergéncia. No entanto, pafa olmétodo da poténcia, a conver-
géncia pode ser obtida apenas para ¢ menor (um,gh) ou o maior
{(mn, ¥ ) autopar. Para a iteragaéo inversa, a utilizacao do desloca-
mento possibilita a obtencfo de qualquer autopar e a taxa de con-
vergéncia pode ser bastante alta, segundo uma apropriada escolha
de 8. Porisso o método da iteracao inversa é muito mais importante
na determinacao de valores préprios para andlise de vibracgoes.

Na pratica, entretanto, a dificuldade reside em arbitrar um va-
lor conveniente para o deslocamento 8.

Uma outra dificuldade da iteracao vetorial é que apds a conver-
€éncia do método para um autopar, digamos (M, ), € necessédrio u-
tilizar um processo de ortogonalizacao vetorial para impedir que a
convergénecia se dé novamente para o mesmoc autopar. Para tal € ne-
cessario calcular os autovetores com precisao relativamente alta e
aplicar o processo de ortogonalizacao em cada passo da iteracgao. E
também impraticavel garantir a convergéncia para um autopar espe-
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cifico, arbitrariamente escolhido.

VIiI.2.3 - ODOS RACAO OMI TO A S

PROPRI E c R

O método de iteracao polinomial requer, para cada iteracéo ,
1/2nm.® + 3/2nm< operacdes para decomposicao triangular e cerca de
1/2nm.? para o cdlculo de p(u), onde m=metade da largura de banda
de K. Para matrizes de pequena largura o método € eficiente.

Entretanto, durante a iteraczo, o método pode "passar"” por duas
raizes por exemplo, © qQue nac seria detectado através da mudanca
de sinal. Porisso o método de iteracéo polinomial sé é implementa-
do em conjunto com outras técnicas.

O método da biseccao pode ser aplicado diretamente ao problema
generalizado, determinando apenas os autovalores. Uma evidente 1i-
mitacao € que os autovetores nao podem ser determinados. Entretan-
to, quando os autovalores sao calculados com alguma precisfo, pode
ser utilizado o método da iteracéo inversa para tal.

O método da biseccao é eficientemente utilizado para sistemas
de alta ordem de pequena largura de banda, pois é baseado na de-
composicgaoc triangular de matriz (1/2nm.? + 3/2nm< operagdes por
decomposicgao).

E particularmente eficiente quando sac requeridos alguns poucos
autovalores dentro de um determinado intervalo, distante de u..

0O método possul entretanto duas grandes desvantagens: a conver-
g€éncia ¢ muito lenta quando existe um agrupamento de autovalores e
pode ser necessario a permutac@éo entre linhas da matriz K durante
a decomposicao triangular, requerendo maiores nimero de cédlculos e

memdéria pois a simetria € destruida.
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VII.3 - METODOS AVANCADOS

VII.3.1 - METODO DA BUSCA DO DETERMINANTE

0O método da busca do determinante é normalmente utilizado para
o cdlculo dos p menores autovalores e correspondentes autovetores

do problema generalizado.

A idéia bdsica do método é determinar uma boa aproximacéo, de
forma econdmica, de um autovalor e a partir dai aplicar o método

da iteracio inversa para a determinacido de um autopar.

Obtendo-se uma boa aproximaci@o do autovalor requerido , nac €
necessdrio proceder a ortogonalizac®o com relagfo a todos os auto-
vetores calculados previamente. Na referéncia [3] sugere-se utili-
zar o processo de ortogonalizac8o de Gram-Schmidt com relag@o aos
Gltimos 6 autovetores calculados, durante a aplicacio da iteracé@o

inversa.

O método da busca do determinante & mais eficiente quando im-
plementado como uma rotina de solugiéo "in core”, quer dizer , na
memdria principal do computador. Como este método tem sido aplica-
do a andlise de matrizes de pequena largura de banda em computado-
res de grande porte, sistemas de alta ordem podem ser resolvidos

utilizando-se a memdéria principal.

0 nuimero de iteracOes necessaria para a solugao depende do sis-
tema considerado. Sao necessarias cerca de seis iteragoes da se-

cante e seis iteracOes inversas para a determinacao de um autopar.

A tabela abaixo apresenta o sumério da solugao [3]:
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- iteracao da secante

K=K- oM

by
"

LDL

P(Ok) = ; di:

LR B

- iteracao inversa

K x+1 = 3
Y+1 = M x

=1 }-(k-ut Y
R{xk+s )=

X+t Yi+1
&

;k+l - 2 -5 -y

Yre1 = A=1 -
(xk"-lt yk"'l )1/2

onde @g; = Mg e as = X+t

- estimativa do erro

- total para p menores autopares

s

supondo 8 iteracdes por autopar

numero de memdria

operacoes requerida
n
1/2nm? +3/2nm
n
utilizando
simetria das
matrizes
n(2m+1)
n{m+1l) + 10n
n
2n
13n
Snm+2n
(2nn? +26nm+116n)p

Tabela 7.2 - Sumario do método da busca do determinante,

considerando a matriz de massa diagonal.

(m = metade da largura de banda de K)
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VII.3.2 - METODO DA ITERACAO POR SUBESPACOS

Quando a largura de banda das matrizes K e M aumenta, a itera-
céo através de polindmios requerem muito mais operagdes do que a
jteracao polinomial. Nestes casos é vantajoso utilizar o método da
iteracao por subespagos, que se baseia na iteracao inversa simul-
t8nea com um conjunto de vetores.

O método também foi desenvolvido para problemas em que as ma-
trizes sao grandes demais para serem armazenadas na meméria prin-
pal do computador.

0 objetivo do método € determinar os p menores autovalores e
correspondentes autovetores, sendo aplicado diretamente ac proble-
ma generalizado.

E utilizado o fato de que os -autovetores formam uma base M -
ortonormal do espago vetorial de diﬁenséo p. Através da iteracao
(simulténea com vdrios vetores) inversa, a base vetorial formada
pelos vetores iniciais, E., irad continuamente, até a precisao pré-
estabelecida, se aproximando da base formada pelos autovalores,
E..

Supondo que a ordenacao dos vetores em X.+1 € tal que o i-ésimo
elemento diagonal em Ucs: & maior que o (i-1)-ésimo elemento,
i=2,...,p , entdo a i-ésima coluna de X«.: converge linearmente
para ¢ e a taxa de convergéncia é dada por p /Me+:. Consequente—
mente os primeiros modos convergem mais rapidamente. Em geral a
iteracao é realizada com q vetores (g>p) para acelerar o Pprocesso
de convergéncia mas, naturalmente, isto requer um adicional de
cdlculo em cada iteracéo. Pela experiéncia, tem sido proposto que
uma escolha adequada é q = min (2p,p+8). [1,3,31]

A tabela abaixo apresenta um sumdrio do método da iteracao por
subespacos, indicando numero de operacoes e memdria requerida. [3]
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nimero de memdéria

operacoes requerida

- fatorizacao de K
K=LDL 1/2nm® +3/2nm
- iteragao subespaco
K Xeor = Y ng(2m+1)

. / método im-
Kier = Xesr® Y ' 1/2nq(q+1) plementadp
o i utilizando
Yees = M Xeua nqg "  a memSria

= A auxiliar
Mces = Xear® Yian 1/2nq(q+1)
Kic+s Qk+1 = M. Q<*x | | PPy 10q3
Ye+s = ?k-*l Q:-u nq’

- sequéncia Sturm

K=K- & M n

K=LDL 1/2nn? +3/2nm

- estimativa do erro 5nm+2n

- total para p menores autopa- nme +nm{3+5p)+2np
res supondo 10 iteracoes e +20nq{(m+q+3/2)
a=min{2p, p+8} +100g®

Tabela 7.3 - Sumdrio do método da iteracaéo por subespacos,
considerando a matriz de massa diagonal.
{m = metade da largura de banda de K)

/

VII.3.3 - METODO DE LANCZOS

0 método de Lanczos tem sido aplicado na determinacac dos meno-
res autovalores e correspondentes autovetores.

Pode ser aplicado ao problema classico ou diretamente ao pro-
blema generalizado utilizando-se do artificio da redugao implici-

ta.
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Apesar do custo inicial da redugao para a forma cldssica , na
primeira versao do método (problema cldssico) a matriz A s6 € en-
volvida em pré-multiplicacgoes com vetores (Ax), o que possibilita
a exploracao das caracteristicas especiais de A.

Na implementacio direta sobre o problema generalizado, nao héd a
necessidade de se reduzir o problema. Entretanto, a cada iteracgao,
deve-se resolver o sistema de gquacaes (6.62).

ApSGs terceira iteracao € possivel armazenar o vetor qs-. na ffie-
méria auxiliar. Ele nao & necessario até que o autovetor ¢ tenha
que ser calculado através de ¢ = Q y:.

A tabela abaixo fornece um resumoc do método, indicando o nGmero

de iteracdes e memdria requerida ( adaptado da ref.[29] ).

numero de memoria
operacoes requerida
- fatorizacao de K
K=LDIL: 1/2nm® +3/2nm
- cdlculo vetores de Lanczos (2m+1)n+6n
Qs = l'.‘J—x/BJ
rs = K* Mqs n{m+1l} + 4n
s = s — 35 Qi-1 + 23
as = st M aq;
B_i-n = [r:"Mrs]”z
- ortogonalizacao com relagao 2n
a um autovetor
- testar convergéncia e 30j4nJ
computar um autovetor
- total para p autopares su- 1/2nm® +3/2mn+
pondo 2p iteragoes para a + 2pn(2m+9) +
solucao + p(2p+1)(n+30)

Tabela 7.4 - Sumdrio do método de Lanczos considerando a matriz
de massa diagonal.
(m = metade da largura de banda de K).
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VII.4 - COMPARAGAO DE EFICIENCIA

Para fazermos uma comparagao aproximada da eficiéncia computa-

cional dos métodos, poderemos utilizar o nGmero de operacgoes re-—

lativos a cada método,

fornecido nas tabelas 7.1,

7.2, T8 T

método

Lanczos

It. Subespacos

B.Determinante

Jacobi Gener.

no. operacoes

1/2nm® + 3/2nm + 2np(2m+9) + (n+30)(p+2p*)

nm® + nm(3+5p) + 2np + 20ng(m+q9+3/2) + 100g*

{2nm? 4+ 26nm 4+ 116n)p

=~ 10n®

Tabela 7.5 - Comparacao de eficiéncia computacional,

formulacédo geral

*
Atribuindo valores tipicos de problemas de andlise estrutural ,

podemos obter a tabela abaixo,

1000
1000
468

20
40
45

60

nimero de operagoes (M=10%)

Lanczos
1,02 M
2.21 M
9.68 M

Iter. Sub.
11.91 M
25.07 M

112.55 M

Busca Det.
10.05 M
30.49 M

149.83 M

Jacobi
10000 M
10000 M
1025 M

Tabela 7.6 - Comparacao de eficiéncia computacional,

valores especificos (n=ordem das matrizes;

de banda de K; p=nimero de autopares desejados).

M é suposta diagonal.

Lelgh

=meia largura

A matriz



VII.5 -

Durante o processo de cdlculo dos autovalores/autovetores € ne-
cessdrio a resolucgdo de sistemas lineares de equagodes.

A discretizagao de estruturas pelo método dos elementos finitos
resulta um grandes sistemas de equacoes. Em muitos problemas, os
sistemas sao tao grandes que a necessidade de armazenagem de dados
elementos excede a quantidade Ae meméria principal do computador ,
particularmente quando minis/microcomputadores sao ﬁtilizados.

Nestas situacgdOes € necessdrio a utilizacéo da memdria auxiliar.

Um dos procedimentos mais utilizados € dividir as matrizes em
blocos, ou submatrizes, e proceder a resolucio do sistema por par-
tes, permanecendo na memdéria principal apenas a submatriz que esta
sendo efetivamente utilizada. [43, 43]

Assim pode-se analisar éstruturas cuja necessidade de armazena-
gem excede a meméria principal, fazendo-se uso da memdria secundd-
ria para armazenar os blocos de informacoes relativas a cada sub-
matriz.

Quando a memdria auxiliar é utilizada por um programa, os bene-
ficios derivados de uma maior capacidade tém a sua contrapartida
no aumento do tempo de processamento. Consequentemente, ¢é essenci-
al que a transferéncia de dados entre as memdrias principal e au-
xiliar (E/S) seja minimizada para tornar estes métodos praticos.

No programa SAP-IV [31], & utilizado o método da iteracao por
subespacos para determinacao dos sautovalores/autovetores de sis-
temas cuja necessidade de armazenagem de dados supera a quantidade
de memdéria principal do computador. Para a rotina desenvolvida os
requisitos de meméria principal sao pequenos, utilizando-se da es-
estratégia descrita acima.

O método da busca do determinante também € disponivel no pro-
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grama SAP-IV. Entretando este método requer muitas decomposicoes
triangulares e pode competir com a iteracao por subespacos somente
para problemas de pequena largura de banda e que podem ser resol-
vidos sem utilizacao de memdria auxiliar.

No método da iteracéo por subespagos , as equagoes (6.32) a
(6.36) sao resolvidas de forma independente, utilizando-se do pro-
cedimento de particaoc de matri;es. e

Durante o processo de solugao através da iteracﬁs por subespa-
cos, o sistema de equacoes (6.35) €& resolvido "in core”, ou seja
na memdéria principal.

Para a solucao de (6.35) utiliza-se o método de Jacobi Genera-
lizedo, que requer cerca de 2q2 + 2g locacéeé de memdria e, no
caso de muitos vetores serem calculados, este requisito de memdéria
pode governar o tamanho do proBleman

A necessidade de memdria para o método de Lanczos € considera-
velemente menor do que para a iteragao por subespagos. Além dos
fatores L e D (decomposigao triangular de K) deve ser mantido na
memSria principal apenas a matriz tridiagonal (2j locacbes de me-
mdéria), 2 vetores (2n locacgdes) para cdlculo do vetor de Lanczos
e 1 vetor (n locagoes) para a ortogonalizacao.

A iteracao por subespacos deve acessar a base de vetores a cada
iteracao (2qn locagoes) e resolver o problema reduzido (6.35) tam—
bém durante cada iteracao (292 + 2q locacoes), além dos fatores L

e D da matriz K.

VII.8 - IMPLEMENTACAO DOS METODOS EM COMPUTACAO PARALELA/VETORIAL

O desenvolvimento de novas arquiteturas de computacao tém pos-

sibilitado a solugao de problemas mais complexos € a redugao do
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tempo de processamento. Algoritmos, baseados em cdlculos sequenci-
ais necessitam ser modificados ou substituidos por algoritmos que
exploram as vantadens destes novos sistemas.

O processamento paralelo implica em 2 ou mais tarefas sendo e-
xecutadas simultaneamente, em diferentes processadores. Assim sen-—
do, as aplicacdes mais adequadas ao processamento paralelo sao a-
quelas que requerem um grande numero de cédlculos independentes,
com um minimo de comunicagao entre os processadores.

Muito trabalho tem sido devotado ao desenvolvimento de algorit-
mos para computadores de arquitetura avancada. [43-45]

E proposta a implementacdo do método de Lanczos para computagao
paralela [48]. A idéia bdsica do processo €& introduzir diversos
deslocamentos espectrais 8§, diferentes, e entaoc realizar a compu-
tacao simulténea dos autovalores (nos diferentes processadores),
em diferentes faixas do espectro. Deste modo, a implementagcao do
método € feita nos seguintes passos:

a) introduzir o deslocamento espectral §

b) decomposicao triangular das matriz de rigidez utilizando o

deslocamento §
K" = K-M=LDL:
c) proceder a reducao para o problema Ty = u* y
d) utilizar o método da bisecgao para obter os autovalores da

matriz’' tridiagonal.

A utilizacao desta estratégia leva a superposicac de alguns au-
tovalores, ou melhor, ao cdlculo de mesmos autovalores por 2 pro-
cessadores diferentes. Isto acarreta, naturalmente, um certo des-
perdicio de tempo, embora estes autovalores repetidos seja utili-
zados para verificagcao dos resultados.

Através da utilizacao de vdrios deslocamentos espectrais & pos-
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sivel explorar o paralelismo pois cada processador pode eXxecutar
os célculos em faixas diferentes do espectro, independentemente ,
podendo assim menter as vantagens do método de Lanczos. Como forma
de evitar & excessiva superposicao de cdlculos, proporia a utili-
zacao da propriedade da sequéncia de Sturm para separacgao das fai-
xas, antes da aplicacao do algoritmo de Lanczos. Desta maneira ,
conhecendo-se a priori o nimero de autovalores situados dentro das
determinadas faixas, seria poésivel minimizar os cdlculos.

A utilizacao da estratégia do deslocamento parece, segundo es-
tes experimentos iniciais, ser bastante eficaz no processamento

paralelo pois também acelera a convergéncia [29,32].

VII.7 - OBSERVACOES SOBRE O DESENVOLVIMENTO DE PROGRAMAS

Atualmente existem poderosos programas de andlise estrutural
comercialmente disponiveis +tais como SAP, NASTRAN, GENESYS ,
STRUDL, etc. A producac de um bom programa, no entanto, naoc € uma
tarefa facil exigindo uma grande técnica e experiénecia de progra-
macao. Como em qualquer campo da engenharia, o programador deve
criar um protétipo, testd-lo repetidamente e ir obtendo melhorias
antes de lancar comercialmente o produtoc que serd utilizado em di-
ferentes computadores.

Devido ao tamanho das matrizes envolvidas, tais programas pos-
suem uma arquitetura bastante complexa de forma a buscar o miéximo
de eficié&ncia, reduzindo aoc minimo a memdria requerida e o tempo
de processamento. Em geral, estes programas possuem uma boa combi-
nagao de técnicas para obtencéo das matrizes K e M, movimentacao
de dados entre a memdria principal e auxiliar , determinacao dos
resultados e manuseio de informagoes.

Estas dificuldades, associadas ao alto custo do desenvolvimento
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de um novo programa, tém levado 4 adaptac&o dos programas comerci-
almente existentes, caso dos departamentos de Engenharia Mec8nica
e Naval da EPUSP que utiliza o programa SAP-4 para desenvolvimen-
to de suas andlises. E também o caso do "SAP User’s Group" da Uni-
versity of Southern California que ja& produziu as versoes SAP-5 ,

SAP-6 e SAP-7.
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VIII - CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTURQOS

A andlise dinSmica de estruturas discretizadas por elementos
finitos requer um grande esforgo computacional. A ordem das matri-
zes envolvidas pode étingir até alguns milhares, dependendo do ta-
manho e complexidade da estrutura e refinamento da andlise.

Os altos custos computacionais envolvidos aliados & necessidade
de se resolver problemas de crescente complexidade tém gerado éui-
tas pesquisas de métodos mais eficientes. A import@ncia que o es-
tudo de grandes problemas matriciais assumiu, proporcionou o de-
senvolvimento de um novo campo de estudo, comumente denominado de
“tecnologia de matrizes esparsas”.

Muitos métodos eficientes sao atualmente disponiveis para a re-
solugcao do problema de valores préprios envolvendo matrizes de pe-
quena ordem [18,26], sendo que uma boa parte destes sao baseados
nas técnicas descritas no capitulo V.

Para problemas grandes, ou seja, aqueles em que apenas uma par—’
te das matrizes é possivel de ser armazenada na memdSria principal,

os métodos bédsicos sao, entrentanto, ineficientes.

Desta forma, quando o sistema considerado € grande, procura-se
combinar as técnicas bdsicas descritas no capitulo V no sentido de
se criar procedimentos mais poderosos de cdlculo, denominados nes-
te trabalho de métodos avancados. As técnicas descritas no capitu-
lo VI sao extensivamente utilizadas em diversos programas computa-
cionais. [3,9, 18, 26,29, 30, 31]

Uma grande dificuldade reside em como comparar a eficiéncia dos
diversos métodos. A comparacao dos métodos através de programas,
utilizados como "caixas pretas” nao fornecem um indicativo seguro
sobre as ventagens de um método sobre outro, que permita a genera-
lizacao do conceito.
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Assim, procurou-se analisar os nétodos com relacdo a memdria
e numero de operagdes necessdrios a cada rasso de iteracao.

Devido ao cardter essencialmente iterativo dos métodos é impra-
ticdvel determinar-se o ndmero de iteracdoes necessérias rara a
convergéncia. Isto é.extremamente dependente das caracteristicas
do problema (como da distribuicao dos autovalores, por exemplo).

Para uma avaliacao do ntmero de iteracoes necessarias, Procurou-se

recorrer a valores disponiveis na bibliografia. s

Naturalmente, os valores encontrados nas referéncias sao dUteis
na medida em que se pode estabelecer uma "previsfo" sobre a rapi-
dez dos métodos. Sao valores considerados médios surgidos da reso-
lucdo de problemas tipicos de sndlise estrutural, podendo sofrer
variacoes conforme o tipo de problema e solucao requerida.

O programa SAP-IV utiliza os métodos da busca do determinante e
da iteracéo por subespagos. O método da busca do determinante ¢
adequado a resolucao de problemas cuja largura de banda das matri-—‘
zes € pequena, pois é baseado em iteragdes polinomiais. A imple-
mentagao do método € feita utilizando-se apenas a memdria princi-
pal do computador. Como sio necessérias muitas decomposicoes tri-
angulares, a utilizacdo da memdria auxiliar diminui bastante a e-
ficiénecia do método.

O método da iteragdo por subespacos é um procedimento mais ge—
ral utilizado pelo programa para a determinacao de autovalores/au-
vetores. E mais eficiente na resolucaoc de sistemas com grande lar-
gura de banda ou sistemas grandes demais bPara armazenagem na memd-—
ria principal do computador.

Através da andlise realizada, é possivel se prever uma conside-—
rédvel superioridade do método de Lanczos com relagcaoc aos métodos

da iteracao por subespagoes e busca do determinante. Esta conclu-
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sao é verificada na prdtica por védrios investigadores [29, 35, 36,
40]. As comparacoes de eficifncia sao realizadas apenas conside-
rando-se o tempo de processamento central, utilizando os programas .
(computadores de grande porte, digitais) como "caixas pretas"”. As
vantagens do método de Lanczos podem, a principio, serem estendi-
das para a implementacao em mini/microcomputadores e também para o
processamento paralelo.

Deixaria como sugestao para futuros trabalhos, o.desenvolviéen—
to de um algoritmo baseado no método de Lanczos a ser implementado
no programa SAP-IV. A versao SAP-7, desenvolvida pela University
of Southern California, utiliza o método de Lanczos como o algo-
ritmo recomendado para a solucaoc do problema de valores prdéprios
[35]. Para este desenvolvimento seria necessdrio fazer uma compa-
ragao das vantagens da implementagao com redugao implicita do pro-
blema.

Outra sugestf@o para trabalhos seria a andlise através da utili-
zacao do conjunto de vetores de Lanczos para gerar a base de’
transformagao de coordenadas, em vez do conjunto de autovetores u-
tilizado no método da superposicao modal. Proposicao original em:
Dynamic Analysis by Direct Superposition of Ritz Vectors, Edward
.. Wilson et alli, Earthquake Engineering and Structural Dynamics,
10 : 813-821, 1982. A referéncia 37 aborda o método para andlise

dinfmica de plataformas maritimas, indicando vasta bibliografia.
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