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Resumo

Este trabalho tem como primeiro objetivo o desenvolvimento de um gerador de
malhas ndo-estruturadas para aplicagdio em problemas de mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor. O desenvolvimento de um algoritmo baseado no Método dos
Volumes Finitos para malhas ndo-estruturadas e para a solugdo de problemas de
condugdo e convecgdo € o segundo objetivo.

O gerador de malhas apresentado permite construir malhas ndo-estruturadas,
com elementos na forma triangular, sobre dominios com geometria complexa, adaptadas
as fronteiras desse dominio. Além da geragido da malha, é apresentado um estudo sobre
o tratamento qualitativo da mesma, mostrando dois métodos de amaciamento: o Método
dos Tridngulos € o Método dos Poligonos. Alguns resultados sdo apresentados para
ilustrar o processo. Dois algoritmos, um para condugdo e outro para convecgio de calor,
foram desenvolvidos, usando os tridngulos da malha como volumes de controle. Para
validar os resultados, € apresentada uma comparagdo com uma solugdo analitica
conhecida de problemas com condi¢do de contorno simples. Algumas sugestdes sdo
feitas no sentido de aprimorar a metodologia desenvolvida e poder dar continuidade a

pesquisa .



Abstract

The first objective of this work is to develop an unstructured mesh generator for
Fluids Dynamics and Heat Transfer problems. The development of an algorithm, based
on the Finite Volume Method, for unstructured meshes and for the solution of
conduction and convection problems, is the second objective.

The mesh generator presented allows to construct unstructured meshes, with
triangular shape elements, over domains with complex geometry, fitted to the
boundaries of this domain. Besides the generation of the mesh, a study about the
qualitative enhancement of the meshes is presented using two methods: Triangles
Method and Polygons Method. Some results are shown to illustrate the process. Two
algorithms, one for conduction and the other for convection, are developed, using the
triangles as the control volumes. For validating the results, a comparison with known
analytical solutions of simple boundary conditions problems is made. Some suggestions
are made in order to improve the methodology adopted and to keep the track of the

research.




I. Introducao

Os problemas de mecénica dos fluidos, assim como transferéncia de calor, ou
ambos integrados, sdo freqiientes na engenharia, apresentando uma vasta gama de
aplicagdes, desde sistemas de ventilagdo e processos termodindmicos, até projetos
aerodinimicos e hidrodindmicos. Para investigar esses problemas, pode-se utilizar uma
abordagem experimental, numérica ou analitica. Na verdade as trés se completam.

Este trabalho tem por finalidade apresentar uma abordagem estritamente
numérica dos problemas citados acima. Para isso sdo utilizados modelos matematicos
baseados nas equagdes gerais de balango da mecéinica dos fluidos. Essas equagoes se
baseiam nos principios da conservagdo da massa, energia e quantidade de movimento.
Para buscar a solugiio dessas equagdes, sdo utilizados, na maioria das vezes, métodos
numéricos. Os métodos numéricos baseiam-se em processos que discretizam o dominio
em estudo. Entre os métodos numéricos, os trés mais conhecidos sdo o Método de
Diferengas Finitas, que aproxima as equagoes gefais a forma de diferengas , 0 Método
dos Volumes Finitos, que considera os fluxos e variagdes das propriedades em estudo
em pequenos volumes de controle € o Método dos Elementos Finitos, onde as
aproximagdes sdo baseadas na aplicagdo de principios variacionais ou métodos de
minimizagio de erros da conservagdo da propriedade em estudo em regides finitas.

Dessa forma, a metodologia mais adequada para a simulagdo numérica de um
problema de escoamento limitado por fronteiras de geometria arbitréria, seja através de
uma passagem ou em torno de um corpo submerso, pode ser dividida em duas etapas:
discretizagdo do dominio em estudo e resolugio das equagdes do modelo matemético
sobre esse dominio. A primeira etapa é comumente chamada de “pré-processamento”.

E fundamental a escolha adequada dos sistema de coordenadas onde se
processaré a discretizagdo do dominio. Uma escolha inadequada pode tornar muito mais

dificil a especificagdo das condigdes de contorno do problema em estudo. Por exemplo,
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quando se analisa o escoamento no interior de um conduto de secdo circular, onde o
emprego de um sistema de coordenadas cartesiano implica numa representacao
tridimensional do problema, a adogdo de um sistema cilindrico, que considera a simetria
axial das fronteiras fisicas, representa-o na forma bi-dimensional. Infelizmente, em
muitos dos casos que apresentam interesse préitico para estudo do escoamento, as
fronteiras nio tém uma geometria simples. Esse fato levou ao desenvolvimento de
metodologias para obtengdo de malhas que se moldam as formas das fronteiras do
escoamento.

A vantagem principal da utilizagdo de malhas que se moldam as fronteiras do
escoamento estd na facilidade de especificacdo das condi¢des de contorno das
propriedades em estudo. Como os elementos ou volumes que discretizam o dominio sdo
moldados as fronteiras, ndo sdo necessarias interpolagdes para especificar as condigdes
de contorno. Outros motivos para a utilizago desse tipo de malha podem ser verificados
na solugiio de escoamentos viscosos, que sdo controlados pelos gradientes elevados de
velocidade préximos a fronteira. Nesse caso, se a malha ndo fosse moldada a fronteira
do escoamento, seriam necessdrias interpolagdes préximas da superficie que
provocariam erros que poderiam se propagar por todo o dominio.

Dentre as malhas que se moldam a fronteira do escoamento, podemos classifica-
los em dois tipos. Um deles é conhecido como malhas estruturadas e o outro como
malhas ndo-estruturadas. As malhas estruturadas nada mais sdo que um sistema de
coordenadas que se molda as fronteiras do escoamento. As linhas de coordenadas
constantes sdo utilizadas para delinear o contorno dos elementos que acabam por ser
quadrilateros. Dessa forma, os elementos apresentam entre si uma relagdo de sequéncia
no sentido das coordenadas. As malhas ndo-estruturadas sdo construidas em cima de um
sistema de coordenadas, seja ele cartesiano ou ndo, sendo que sua estrutura é definida
pela disposicdo aleatéria dos elementos sobre o dominio. Esses elementos podem ser

variados, ou seja, tridngulos, quadrildteros, pentdgonos, hexégonos, etc. Note que
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mesmo no caso das malhas ndo-estruturadas os elementos se moldam a fronteira do
escoamento.

Ambos os tipos apresentam vantagens e desvantagens. As malhas estruturadas
sio uma forma elegante de abordagem do problema, uma vez que definida uma
transformagdo para um dado dominio, todo o trabalho de célculo é efetuado sobre o
espaco transformado. Para regides que apresentam simetrias e a fronteira do escoamento
¢ definida por uma linha continua, sem ressaltos, esse método ¢é ideal, pois além de
versatil, apresenta bons resultados. Porém, quando a geometria do escoamento é muito
complexa, apresentando ressaltos e regides pontiagudas, torna-se dificil a geragdo de
uma malha com boa qualidade ou até mesmo impossivel para certos casos. As regides
de ressaltos ndo serdo discretizadas adequadamente, pois préximos delas elementos ou
volumes com distor¢des elevadas aparecem, tornando a solugdo grosseira € sem
precisio. Também €& importante citar a dificuldade de se executar refinamentos
dinAmicos sobre a malha durante uma simulagdo. Problemas tridimensionais com
geometria complexa se tornam muito complicados.

Para as malhas ndo-estruturadas, ressalos e regides pontiagudas ndo sdo
obsticulos. Como os elementos sdo distribuidos aleatoriamente sobre o dominio, todas
as regides podem ser preenchidas igualmente, ndo se permitido o aparecimento de
elementos de proporgdes indesejadas, obtendo-se uma solugdo, se ndo quantitativa,
qualitativamente 6tima. Os refinamentos podem ser feitos dinamicamente durante uma
simulago, ndo necessitando estar parando e comegando novamente os calculos para que
sejam realizadas interpolagées.

Porém, os esforcos sdo muito maiores em problemas que sio resolvidos com
malhas ndo-estruturadas. Além de célculos mais extensos, sdo necessdrios mais recursos
de equipamentos, como memoria e velocidade de processamento. Além disso, métodos
do tipo TDMA ndo sdo aplicados dada a distribuigdo aleatéria dos volumes.

Dependendo da geometria do dominio, é mais conveniente utilizar-se malhas
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estruturadas. Dessa forma, o ideal é trabathar com malhas hibridas, onde para cada parte
do dominio se aplica um dos métodos, conforme as caracteristicas da regido.

O objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um algoritmo para a solugdo
de Problemas de Condugdo e Convecgdo de Calor baseado no Método dos Volumes
Finitos (MVF) para malhas ndo-estruturadas. Conforme explicado no inicio, esse
método visa efetuar o balanco da propriedade em estudo em pequenos volumes de
controle. As equagdes da Dinimica dos Fluidos e Transferéncia de Calor sdo
discretizadas para poderem ser aplicadas diretamente em cada um dos pequenos
volumes que constituem o dominio. Utiliza-se um método iterativo, Método de Gauss-
Seidel, que varre a malha toda e, conforme o erro obtido, recomega 0 processo ou
termina-o, trazendo o resultado final. Sdo necessérios alguns critérios para garantir a
convergéncia do processo e também que os resultados obtidos sejam fisicamente
realisticos. A obtengio desse algoritmo foi a contribui¢do deste trabalho a Dindmica dos
Fluidos Computacional, criando possibilidades de novas pesquisas, visando ampliar a
compreensdo do assunto.

Viérias abordagens sdo possiveis no desenvolvimento do MVF, dependendo
basicamente de como sdo construidos os volumes. Uma possibilidade € utilizar os
préprios volumes obtidos na geragdo da malha. Dessa forma todo o célculo é efetuado
tomando-se como referéncia o centro do volume. Essa abordagem € interessante, pois
permite a aplicagio do método numérico diretamente sobre a matha gerada e por isso foi
a opgdo escolhida para implementagdo do MVF neste trabalho. Outra possibilidade €
construir volumes de controle a partir da composi¢do entre os volumes que
compartilhem um mesmo né da malha gerada, criando-se assim poligonos com um né
central. Esse procedimento é mais drduo, pois necessita de um retrabalho da malha
gerada, mas pode vir a trazer resultados mais precisos, pois um nimero maior de

componentes influenciam cada volume. Essa abordagem pode ser vista em

Maliska(1995) como ser4 visto na revisdo bibliografica apresentada a seguir.
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Uma vez desenvolvido o gerador de malhas e o método numérico, deve-se
verificar a validade desse método. Para isso sdo escolhidos problemas simples com
solucdo analitica para a equagdo de balango e essa € compada com as solugdes obtidas
pelo método numérico. Esse procedimento permite se obter confiabilidade na utilizagdo
da ferramenta desenvolvida em casos com geometria mais complexa, porém a andlise do
pesquisador é essencial para verificar a natureza dos resultados.

Uma breve descricdo de cada capitulo desta dissertacdo é dada a seguir. No
capitulo 1, sdo citados brevemente os conceitos de geragdo de malhas estruturadas e
dados alguns exemplos. E formulado um método de geragdo de malhas ndo-estruturadas
descrito em detalhes, abordando conceitos algébricos e geométricos. No final do
capitulo sdo explicados os parimetros utilizados na geragdo das malhas ndo-estruturadas
e também sdo mostrados alguns resultados obtidos para diversas geometrias. O capitulo
2 apresenta ferramentas para o tratamento qualitativo das malhas ndo-estruturadas. Dois
métodos de amaciamento sio descritos, o Método dos Triéngulos € o Método dos
Poligonos, assim como seus respectivos resultados. Depois, ainda no capitulo 2, €
mostrado como gerar malhas em dominios multiplamente conexos. Alguns exemplos
sdo apresentados de forma ilustrativa. Para concluir este capitulo é apresentada a
estrutura de dados e as relagdes de coletividade utilizadas pelo gerador de malhas ndo
estruturadas.

O capitulo 3 apresenta o Método dos Volumes Finitos para problemas de
conducdo de calor. Nesse capitulo estdo inclusos conceitos bdsicos do Método dos
Volumes Finitos que sdo utilizados no capitulo seguinte. Um caso teste € apresentado
para validar o método. No capitulo 4 ¢ apresentado o Método dos Volumes Finitos para
problemas convectivos. Um caso teste é apresentado para validar o método. Para
finalizar sdo apresentadas as conclusdes finais e sugestdes para novas pesquisas, dando

continuidade ao trabalho ji desenvolvido até o momento. Um apéndice foi incluido,

onde encontram-se as listagens dos programas gerados.



II. Revisao Bibliografica

Este trabalho visa estabelecer um método para a geragdo de malhas ndo-
estruturadas para a aplicagdo em dindmica dos fluidos computacional. Inicialmente é
feito um resumo de malhas estruturadas, que apesar de anteceder a utilizagdo das ndo-
estruturadas, ndo deixa de ser uma drea ainda a ser explorada. Dessa forma, esta revisdo
aborda os dois métodos de geragdo de malhas.

Os trabalhos de Meneghini(1989) e Volpe(1993) foram muito importantes para
compreender o processo de geragdo de malhas estruturadas . Dentro desses trabalhos €
possivel obter um referéncia completa sobre o tema.

As malhas estruturadas consistem em sistemas de coordenadas adaptados a
fronteira do escoamento. Esses sistemas podem ser obtidos através da solugdo numérica
de equagbes diferenciais. Winslow(1966) utiliza a equagdo de Laplace.
Thompson(1974) aprimorou e desenvolveu o método, cabendo a ele os méritos da
divulgacdo da utilizagdo desses sistemas. Godundv(1972) apresenta uma metodologia
para controle do espagamento do sistema gerado. Thompson(1977) aprimora esse
método através da equagio de Poisson, conseguindo um controle mais efetivo.

Os sistemas de coordenadas gerados até entdo apresentavam o inconveniente de
gerar sistemas de coordenadas ndo ortogonais, dificultando a aplicagdo dos métodos
numéricos. Dessa forma, Hung(1977), Pope(1978) e Ryskin(1983) propuseram
metodologias semelhantes para a geragdo de um sistema ortogonal, que consiste
basicamente na solu¢do de um sistema de equagdes advindas da defini¢do do operador
diferencial Laplaciano para um sistema ortogonal e da relagdo entre os fatores de escala.
Brackbill(1982) e Giannakopoulos(1988) mostram uma nova metodologia para a
obtengdo de sistemas ortogonais que se baseia em principios variacionais, procurando

minimizar certos funcionais que representam propriedades do mapeamento.
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Em George(1991) sdo citadas dois métodos automdticos para a geragdo de
malhas ndo-estruturadas, o Método de Voronoi ¢ o Método do Avango Frontal
(Advancing Front Method). Peraire(1990) descreve o Método do Avango Frontal e
mostra que é mais interessante que o Método de Voronoi, pois esse ultimo trabalha com
pontos pré-determinados, cabendo ao pesquisador definir a posi¢do dos pontos.

George(1991) descreve o processo de como se obter uma malha ndo-estruturada
através do Método do Avango Frontal, mostrando que existem duas etapas necessarias, a
geragdo da malha propriamente dita e o amaciamento dessa malha. Porém ndo fica claro
como desenvolver esse amaciamento. Peraire(1990) também mostra a necessidade
desses dois procedimentos e determina um caminho para o amaciamento.

Peraire(1987) e Peraire(1990) citam a necessidade de refinamento na malha
gerada em posigdes especificas. Essas posigSes sdo determinadas pelos resultados do
método numérico aplicado. E o que se chama Refinamento Adaptado ("Adaptative
Remeshing"). Marcum(1995) apresenta um procedimento que utiliza um processo
iterativo de criagdio de pontos que visa estabelecer pontos otimizados, sem necessidade
de amaciamento posterior. Os resultados obtidos sdo qualitativamente semelhantes aos
dos métodos citados acima.

Quanto A solugdo das equagdes da Termodinimica e da Dindmica dos Fluidos,
emprega-se o Método dos Volumes Finitos. Patankar(1980) € referéncia obrigatéria, pois
além de ser o grande divulgador do método também foi um dos criadores do mesmo.
Este método propde que se divida o dominio em estudo em um conjunto de volumes de
dimens®es finitas. Sobre esses volumes se realizam os balangos de massa, quantidade de
movimento e energia. As equagdes que descrevem os principios de conservagdo dessas
grandezas fazem-no na forma diferencial, e sdo discretizadas e resolvidas
numericamente.

Thiart(1990) apresenta um método que empregam malhas computacionais que
ndo deslocam os pontos nos quais as velocidades sdo calculadas em relagdo aqueles das

demais grandezas (nonstaggered grid). Baliga (1983) propde um método para
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escoamentos incompressiveis ¢ troca dc calor para malhas ndo-cstruturadas, utilizando
um abordagem de elementos finitos para volumes de controle. Os volumes sao
poligonos formados pela mediana dos tridngulos vizinhos a um mesmo no.
Maliska(1995) apresenta um estudo completo sobre o Método dos Volumes Finitos com
uma abordagem para malhas ndo-estruturadas. Utiliza um enfoque para Diagramas de
Voronoi. Mostra como implementar o Método de Gauss Seidel ¢ o SIMPLEC para o
caso de malhas ndo-estruturadas. No caso do célculo do campo de velocidades,

apresenta uma proposta que ainda ndo fora testada.



1. Geracao de Malhas para Dinamica dos Fluidos Computacional

1.1 Malhas Estruturadas

1.1.1 Introdugao

As malhas estruturadas sdo compostas por elementos que estdo fixos ao sistema
de coordenadas utilizado. Dessa forma, em um sistema bi-dimensional, um elemento
pode ser identificado como sendo o n-ésimo elemento da m-ésima coluna. Dentre os
sistemas de coordenadas utilizados, o sistema de coordenadas orientadas de acordo com
as fronteiras do escoamento, ou seja, um sistema de coordenadas que se moldam as
formas das fronteiras do escoamento, € tratado neste capitulo.

Esse tipo de malha facilita a especificagdo das condi¢des de contorno das
propriedades em estudo, pois as fronteiras do escoamento sdo representadas por linhas
de coordenadas constantes, ndo necessitando nenhum tipo de interpolagdo ou outro
mecanismo artificial que altere a forma da fronteira fisica. Como nesse sistema as
coordenadas acompanham as eventuais curvaturas do dominio, ndo existirdo erros
grosseiros inerentes a interpolagdes que seriam necessdrias em um sistema cartesiano.
Em um escoamento viscoso, no qual a solugdo é controlada pelos gradientes de
velocidade préximos a fronteira, os possiveis erros provenientes de interpolagdes se

propagariam por toda a regido de estudo.
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Nesta se¢do serd dada uma breve explicagio de como se obter malhas
estruturadas para geometrias arbitrdrias, uma vez que o escopo do trabalho esti no
desenvolvimento de métodos para a geragdo de malhas ndo-estruturadas. Para se efetuar
um estudo mais aprofundado no tema, pode-se consultar os trabalhos de
Meneghini(1989) e Volpe(1993) citados na bibliografia, trabalhos esses que se basearam

no método de Thompson(1974) para geragdo de malhas estruturadas.

1.1.2 Fundamentos matematicos

A geracdo do sistema de coordenadas desejado constitui-se em uma
transformac@o do espaco fisico em um espago matemadtico. Essa transformagdo deve ser
bi-univoca, a fim de que o problema a ser resolvid6 apresente apenas um solugdo. Caso
contrdrio seria invidvel determinar uma solugdo para um problema, pois, para cada
elemento no espago matemadtico, poderia haver mais que um elemento correspondente
no espago fisico.

Considere o dominio de um escoamento dado nas coordenadas cartesianas x e y

conforme a figura 1.1.
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EspaGo Fisico

Figura 1.1 - Dominio do escoamento dado em coordenadas cartesianas.

Considere agora um sistema generalizado de coordenadas € e m conforme a

figura 1.2.
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EspaGo matemdlico transformado
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Figura 1.2 - Espago matematico transformado em coordenadas generalizadas.

Dessa forma as transformagdes para cada sistema de coordenadas sdo dadas por:

E=8&(x,y) e n=1(x,y) (1.1)

x=x(§n) e y=y(@Emn) (1.2)

A matriz jacobiana da transformagio (1.1) é definida como:

% 9
_|dx 9y
1= (50 o (1.3)

ox dy
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€ a matriz jacobiana da tran$formagéo (1.2) é definida como:

x ax
_|9& dn

Jz—ﬁl Y (1.4)
9 on

O Jacobiano ( J ) é definido como o determinante da matriz J,, ou seja:

oxdy 0xd
J = det[J, =—a—2-5%—£52— (1.5)

Quando o Jacobiano ¢ igual a zero (J = 0), a transformagdo ndo € bi-univoca.
Dessa forma ndo deve existir nenhum ponto sobre o dominio que apresente J = 0. Uma
maneira de garantir isso é verificando se o sinal do Jacobiano € igual em todos os
pontos, ou seja, sempre positivo ou sempre negativo. Isso, levando-se em conta que, a
varia¢cao do Jacobiano sobre o dominio é continua.

O sistema de coordenadas a ser obtido deve ser tal que os contornos I',, e I,

no espago fisico correspondam aos contornos Iy e I''(;y no espago matemético

transformado. Da mesma maneira, as linhas que delimitam o dominio I['; e P

- . * » A
passam a corresponder, no espago transformado, as linhas I' 3) € T' (4). Tem-se assim
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*® * * *
que I' o) = n,, =constante, I' 2y = N, = constante, I =&, =constantee I' 4 =

€, = constante (figuras 1.1e 1.2).

1.1.3 Definicdo do sistema de coordenadas

A geragio do sistema de coordenadas consiste na obtengdo das fungdes
E=E(x,y) e n=1n(x,y), as quais permitem uma relagdo bi-univoca entre o espago
fisico e 0 espago matematico transformado, como visto na se¢do 1.1.2. Para a relag@o ser
bi-univoca o Jacobiano deve existir em todos os pontos do dominio, ou seja, nunca se
anular. Dessa forma, a existéncia do Jacobiano deve ser verificada ponto-a-ponto na
obtengio das fungdes & = &(x,y) e N=n(X,y).

Para que o sistema de coordenadas gerado seja orientado de acordo com as
fronteiras do dominio, as fungdes & =&(x,y) e n=mn(x,y) devem assumir valores
maximos € minimos apenas nas fronteiras do dominio. Considerando o dominio
indicado na figura 1.3, as fronteiras sdo Iy, I',,, I; € I,,. A maneira mais simples de
se obter as fungbes de transformagdo seria considerar uma interpolagdo linear em x e y
das fungdes € =&(x,y) e n="1(x,y). A equagdo de Laplace satisfaz esta condig¢do de
linearidade. Alem disso, por esta equagdo diferencial ser do tipo eliptica, no caso de
condi¢dio de Dirichlet pode-se especificar as condi¢gdes de contorno em todas as
fronteiras do dominio. Considerando que & =¢&(x,y) € n=7(x,y) sejam harmdnicas,

isto é, satisfagcam a equagdo de Laplace, Thompson(1974) mostra que o Jacobiano ndo



Cap.l - Geracio de Malhas para Dindmica dos Fluidos Computacional 15

se anula, sendo por essa razdo um transformagio bi-univoca. Assim, a maneira mais

simples de se obter um sistema de coordenadas orientado de acordo com as fronteiras do
dominio é fazer com que as fungdes & =E(x,y) € n="n(x,y) satisfacam a equagdo de

Laplace:

e, oE
F¥D + ay2 =0 (1.6)
’n 9’n
Rl (1.7)

FRONTEIRA SUPERIOR

Lo Ty txey)

FRONTE!RA

FRONTEIRA

Lz Tiay(xy)
T Tisy(xy) L

L

FRONTEIRA INFERIOR
Figyz Tiafxay)

Figura 1.3 - Condicdes de contorno para se obter as fungdes & = E(X,y) e 1 =N(X,y).
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As condig¢Ges de contorno para resolver o caso da figura 1.3 sdo:

r { & = g(l)(x9y)
o M =", = constante
r { & = i(z)(x,y)
o ta M =T, = constante
{ £ =&, =constante
em [
&) N ="NgXY)
£ =&, =constante
em I, {

N ="My XYy)

Marion(1970) mostra que a equagdo de Laplace tem a propriedade de sua
solugdo assumir valores mdximos e minimos apenas nas fronteiras do dominio,
satisfazendo assim as exigéncias discutidas no inicio da se¢@o. Dessa forma, a utilizagdo
das equagdes de Laplace mostra-se muito adequada. As equagdes (1.6) e (1.7) sdo
dificeis de serem resolvidas numericamente devido as condi¢bes de contorno. Na figura
1.4 pode-se verificar qhe no espago fisico o contorno I, corresponde a 7, = constante
e para ele ser avaliado devem ser efetuadas interpolagdes em x e y. Winslow(1966)
propde uma solugéo para esse problema através da inversdo das varidveis independentes
e dependentes nas equagdes (1.6) e (1.7). Dessa forma, ndo se procura obter as fungdes
€ =E&(x,y) e n=n(x,y), mas sim as fungdes x = x(§,1n) e y=y(&,n). A partir dessa

inversdo, as equagdes (1.6) e (1.7) se transformam em:



onde

r

z
(1)
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r

()

(x,y)

17

y RS

g, o G, OF ., (1.8)
E»n agz g2 3Em gu anz = .
9’ 9? 9’
g2 a_g)zl'—Zglz a&,a};] + g an)zl =0 (1.9)
x| [oy]
g, = -{);]— + 5’5 (1.10)
_xa wdy
x| [oyT
gu = "a_&" i 'a_&‘ (1.12)
na /I":Hzﬂ‘”: St
TR L
P
(o) {b)
o, €

Figura 1.4 - a) Espaco fisico; b) Espaco matemdtico transformado.
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As equagdes (1.8) e (1.9), com varidveis independentes € e m, sdo resolvidas no
espago matemético transformado, no qual as condigdes de contorno sdo muito mais
simples. Quando essas equagdes sdo resolvidas numericamente, néo ¢ necessdrio utilizar
interpolagdes para a avaliagdo das condigdes de contorno. Apesar de (1.8) e (1.9)
formarem um sistema de equagdes diferenciais elipticas quase-lineares mais complexo
do que o sistema de equagdes de Laplace (1.7) e (1.8), do ponto de vista numérico ndo
h4 dificuldades maiores. As equagdes (1.8) e (1.9) sdo chamadas na literatura de
"equagdes de Thompson", por ter sido esse pesquisador o primeiro a propor o uso delas

para a geragdo de coordenadas orientadas de acordo com as fronteiras do escoamento.

1.1.4 Controle do espacamento da malha

O controle do espagamento da malha é tema de grande importincia. Para
entendé-lo basta pensar no estudo da camada limite, onde predominam gradientes
elevados de velocidade nas regides préximas aos contornos fisicos do escoamento. Se
ndo forem tomadas precaugdes na geragdo da malha, erros grosseiros podem ser
propagados. Para solucionar esse tipo de problema, ndo basta gerar um malha com
espagamento pequeno no dominio todo. Esse procedimento provocaria um aumento
exagerado e desnecessdrio do tempo de processamento e da utilizagdo da meméria do
computador. A melhor medida é controlar o espagamento em regides especificas de

interesse.
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Godunov(1972) propds que um sistema de coordenadas seja criado a partir das

equagdes (1.6) e (1.7), porém ndo homogéneas. Dessa forma tem-se:

02 0?
ax§+a—y§~=P(x,y) (1.12)
a’n 9’
x 2+——a = Q(X,Y) (1.13)

Thompson(1974) nota que se P e Q sdo tomadas como fungdes de Eemn, o

controle é mais efetivo:

2 o

2 -PEm (114)
an 2 |

S o= QG (115)

Invertendo-se as varidveis dependentes e independentes, essas equagdes tornam-

se no espago transformado em:

0%x 0%x ’x . | 9x _ox
gxn agz_zglz a&_,aﬂ+gllan2+J|: a& +Q :| 0 (1.16)
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o’y 2%y %y L. 9y 9y
g22 a&Z _2g|2 a&an-}'gll anz +J Pag"'QaT‘ "O (1~17)

Quando P e Q sdo tomadas como constantes positivas, as coordenadas £ e 1} se

aproximam de & gimy € M(memay TeSpectivamente. No caso de P e Q serem tomadas
como constantes negativas, as coordenadas P € Q se aproximam de & uim) € M(mtnima)

respectivamente. Normalmente, P e Q sdo fungdes escolhidas de forma a se obter uma
concentragio de linhas de coordenadas constantes em regioes determinadas.

Embora esse tipo de procedimento nem sempre apresente o resultado desejado,
como por exemplo a possibilidade de geragdo de malhas com deformagdes exageradas,
onde a nio ortogonalidade pode ser elevada, foi utilizado extensamente na bibliografia e
mostrou-se essencial na resolugdo de problemas, uma vez que era a tinica maneira de se
conseguir um controle sobre o espagamento da malha em regioes especificas. Com o
surgimento das malhas ndo-estruturadas tornou-se mais facil o controle do espagamento
em regides de interesse, pois acrescentar elementos numa malha desse tipo ndo confere
grande complexidade e pode ser feito em qualquer local do dominio, conforme o
interesse do estudo que se esteja fazendo. Essa é mais uma razéo para 0 avango €

desenvolvimento dos métodos de geragdo de malhas ndo-estruturadas.
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1.1.5 Geracio de malhas ortogonais

O sistema de coordenadas gerado nas segBes anteriores ndo é necessariamente
um sistema ortogonal. A utilizagdo de sistemas de coordenadas ortogonais ¢ muito
interessante, uma vez que as equagdes basicas da Mecénica dos Fluidos tornam-se mais
simples. Isso ocorre, pois o tensor métrico em um sistema ortogonal apresenta apenas 0s
* termos da diagonal principal diferentes de zero.

Um dos métodos para a geragio de um sistema de coordenadas ortogonais é
através da transformacio conforme. Nesse caso os fatores de escala sdo iguais a
unidade. Isso faz com que o 4ngulo entre duas linhas de coordenadas constantes no
espago fisico seja conservado no espago transformado. Por essa razdo, um quadrado no
sistema de coordenadas xy serd transformado em um quadrado no sistema &n.
Fornberg(1980) cita que a igualdade dos fatores de escala pode ser uma exigéncia por
demais restritiva, fornecendo sistemas de coordenadas mau condicionadas e sem
utilidade pratica. Hung(1977) e Pope(1978) sugerem que uma relagdo entre os fatores de
escala constante e diferente da unidade. Ryskin(1983) mostra que essa metodologia
ainda é restritiva, uma vez que a relagdo entre os fatores de escala ndo pode ser tomada
como uma fungio varidvel sobre o dominio.

Outros métodos para geragdo de sistemas de coordenadas ortogonais sdo
baseados em principios variacionais. Nesse caso procura-se minimizar funcionais que
expressam a ndo ortogonalidade do sistema. Exemplos desse procedimento podem ser

encontrados em Brackbill(1982) e Giannakopoulos(1988).
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Um terceiro procedimento para a geragdo de sistemas ortogonais consiste na
resolugdo de uma equagdo diferencial hiperbdlica. Essa equagdo € obtida considerando
as possiveis relagdes do célculo vetorial e diferencial que representam a condigdo de
ortogonalidade.

Os métodos de geragéo de sistemas ortogonais tém maior restrigdo que o método
de Thompson(1974) descrito nas seg¢des anteriores. Esses métodos, alem de apresentar
problemas de nédo convergéncia ¢ de distor¢Ges nio desejadas das linhas de coordenadas,
mostram uma certa dependéncia em relagdo a geometria particular do caso em estudo.
Esse é custo de se utilizar um sistema ortogonal. Mesmo assim, o uso de sistemas de
coordenadas ortogonais € muito interessante, uma vez que as equagdes bdsicas sdo em
muito simplificadas. Cabe ao pesquisador decidir o seu uso ou ndo, baseando-se na

geometria do dominio.

1.1.6 Resultados

Nesta se¢do sdo apresentados alguns exemplos de malha estruturada baseado no
contorno do tiinel de vento do IPT (Instituto de Pesquisa Tecnoldgica do Estado de Sdo
Paulo) conforme Volpe(1993). A primeira malha apresentada é chamada de homogénea,
pois nela nio foram executados refinamentos e nem ortogonalizacdes. A segunda malha
estd refinada nas paredes utilizando-se fungdes P e Q. A terceira malha é uma malha
ortogonalizada. Note que o indica o nivel de ortogonalidade da malha. Quanto menor

for o valor de Io, mais ortogonal sdo os elementos gerados. O indice /te indica o niimero
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de iteragdes que foram necessdrias para a convergéncia do programa. A figura 1.5
mostra uma malha estruturada sem controle de espagamento € sem ortogonalizag¢do

(Malha Homogénea).

Malha Homogenes

Figura 1.5 - MalhaHomogénea

Utilizando-se as fungdes de controle de espagamento dadas abaixo:

P, m) = _z_{ ) sgn(§ - &(i) ) exp(_c(i)|§ - é’;(i)l i

m

200, 5815 =& )exp(—dy (B =8 )" +(N=11)")
-




Cap.l - Geracdo de Malhas para Dindmica dos Fluidos Computacional

Q(E,n) = _Z P, sgn(n—";)) eXp(—f(i)|T1 = 11m| -
i=1

m

qu sgn(n—"n; ) exp(=s; \/(ﬁ -&i) +Mm-ng)")
=1

onde

LINHAS DE COORDENADA FIXAS

A | & | M
| 0 1
2 0 21
3 0 0
410 0

COORDENADAS DE PONTOS FIXOS

@ &y | M

1 1 1
2 1 21
3 50 |1
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COEFICIENTES DE P ¢ Q- linhas fixas

() | &g | @] Py | Gy

1 100 00 |1400.0| 0.5

2 |00 00 |14000{ 0.5

3100100 0.0 0.0

4 100 ] 00 0.0 0.0

COEFICIENTES DE P ¢ Q - Pontos fixos

G) | b3) | 4@ | a@) | s@)

1 00 (0.0 [800.0 |0.5

2 00 100 8000 |0.5

3 0.0 {(0.0 |800.0 |05

4 (00 |00 (800.0 |05

pode-se obter a malha da figura 1.6.
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Ll

F"E:

f ntl

Malha

2. 368589586386 LSE—-0006

b

Io

Ite

Figura 1.6 - Malha com Controle de Espacamento

2

o = | [V&.Vn] FPav

I
Invertendo as varidveis dependentes obtém-se:

Utilizando-se a fungdo de ortogonalizagdo abaixo:

] d&dn

axax dydy
9 am | 9E on

i
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pode-se obter a malha ortogonalizada da figura 1.7.

i

= &l

|

O togona 1

Ma lha

C¥ChE ek

L armbyclald

F670010010%31E—

.2

I

3.0}

e

21D

Ite

Figura 1.7 - Malha ortogonalizada
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1.2 Malhas nio-estruturadas - fundamentos geométricos

1.2.1 Introducio

Existem inimeros métodos para a geragdo de malhas ndo-estruturadas. Muitos
deles sdo "manuais”, ou seja, 0 usudrio tem que executar passo-a-passo a discretizagdo
do dominio, fazendo com que a geragdo torne-se quase artesanal. E natural que o
resultado obtido seja bom para malhas simples, porém em aplicagdes préticas da
dindmica dos fluidos computacional, torna-se quase impossivel gerar malhas
manualmente, uma vez que o nimero de elementos criados pode ser muito elevado e a
complexidade da fronteira pode ser considerdvel. Dai veio a necessidade de criar-se
métodos automaticos.

Entre os métodos automadticos, George(1991) descreve o Método do Avango
Frontal (Advancing Front Method) e o Método de Voronoi. J& Peraire(1990), cita
apenas o Método do Avango Frontal, o qual é utilizado extensamente em seus trabalhos.

O trabalho apresentado nesta dissertagdo ¢ baseado no Método do Avango
Frontal. Esse é um método ciclico, no qual cada ciclo preencherd com tridangulos uma
determinada faixa do dominio em questdo. O avango é dado na diregdo central do
dominio obrigando o fechamento da malha. Os triﬁnlgulos gerados serdo tomados como
volumes de controle para a aplicagdo do Método dos Volumes Finitos.

Neste capitulo (Fundamentos Geométricos) é mostrado o algoritmo bésico para a
geracdo da malha através das condigOes para a criagdo dos tridngulos e o processo

ciclico a ser seguido. No préximo capitulo (Fundamentos Algébricos) sdo descritos
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todos os cdlculos necessdrios para a execugdo desse método. Assim sendo, enquanto os
fundamentos geométricos compreendem uma visdo global, os fundamentos algébricos,

permitem uma visdo detalhada de cada seg¢@o do processo de geragdo.

1.2.2 Defini¢do do contorno (obtencio da frente de partida)

O contorno do dominio é o ponto de partida para o processo de geragio da
malha. O primeiro passo consiste em discretizar a linha do contorno com pontos. Esses
pontos unidos por segmentos de reta formam o contorno poligonal do dominio. Esse

contorno poligonal corresponde a frente de partida da malha (figura 1.8).

Figura 1.8 - Discretizacio do contorno do dominio.
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1.2.3 Criacdo dos tridngulos

A criagdo dos tridngulos (ou elementos) ¢ dada a partir da frente de partida. Os
segmentos da frente sdo os lados dos tridngulos. Cada vez que um triéngulo ¢ criado a
frente deve ser atualizada. O contorno do dominio nunca se altera, porém a frente
avangard em diregdo ao centro como se fosse uma espiral.

Cada dois segmentos consecutivos da frente formam um angulo o. Conforme a
medida desse 4ngulo existem trés caminhos a serem seguidos para a criagdo dos

tridngulos. Esses caminhos sdo definidos da seguinte maneira:

a)para LIS <LS

Figura 1.9 - Caso a) de geracio de triangulos.
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n 5 Sl :
onde LI= 2 e LS= gn (figura 1.9), sendo LI o limite inferior € LS o limite superior

do angulo a.l

Dois tridngulos sdo criados neste caso conforme as linhas tracejadas na figura
1.9. Note que S pertence a bissetriz do angulo o. George(1991) cita a seguinte

recomendag#o para que os tridngulos sejam aproximadamente equilateros:

1
dSS, = (20S,S, +2dSS, +dS,S, +dS,S;) (1.18)

Ve

T T
George(1991) ainda cita que € necessdrio garantir que ESBS(ZW—g) e

w3

L e - - .
<yYy<(@2n- —5-) . Caso essas condi¢des ndo se confirmem, ndo se caracteriza este caso.

Esses valores sdo empiricos € mostraram bons resultados.

2
1o valor determinado por George(1991) para LS é diferente. Ele sugere = 5 Tt. Como serd visto no

capitulo 2 segdo 1, esses valores sdo pardmetros que devem ser variados conforme o dominio em
questdo.
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b) para o > LS

Figura 1.10 - Caso b) de geragdo de triangulos.

St
onde LS = ?(flgura 1.10).2

O triangulo sera criado conforme as linhas tracejadas da figura 1.10 Para que

seja aproximadamente equildtero, a proporgdo da altura do tridngulo sobre o
I 3
comprimento do segmento da frente deve ser de o Para esse caso George(1991)

apenas acrescenta que deve-se utilizar o menor dos dois segmentos da frente para a

criagdo do tridngulo. Alem disso, é necessdrio também a verificagdo de outras 3
= - T . . . -
condigdes que sdo : e &> 3°© v > LS. Caso essas condig¢des ndo se confirmem, ndo se

caracteriza este caso. Essas ultimas condi¢des ndo sdo citadas em nenhuma referéncia,

mas encontradas pelo autor deste trabatho.

2vide nota de rodapé n. 1
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3
c) para O <g1t (figura 1.11)

Figura 1.11 - Caso c) de geracio de tridngulos.

Um tridngulo € obtido através da unido dos dois segmentos, conforme mostra a
linha tracejada da figura 1.11. Neste caso, além das condi¢es dadas para a, também é
necessario verificar se b e g > 0. Deve-se, no entanto, tomar o cuidado de primeiro
tentar formar os tridngulos conforme o caso a). Caso ndo seja possivel, daf entéo, deve-

se verificar as condi¢Ges para este caso.

1.2.4 Verifica¢do de um ponto novo

Conforme visto nos casos a) e b) da se¢do 1.2.3, para a criagdo dos tridngulos, é
necessério a determinagdo de um ponto novo dentro do dominio. A determinagdo desse
ponto seguird os critérios geométricos também citados na segdo 1.2.3. Porém, para

garantir que esse ponto ndo esteja em um local inapropriado, é necessério fazer uma
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verificagdo. Essa verificagdo garantird que nenhum ponto novo sobreponha um elemento
j4 existente e que também néo esteja fora do dominio.

Se, apesar de todas as condigdes citadas na se¢ao 1.2.3 serem, satisfeitas, for
verificada uma posi¢io irregular para o ponto novo, o(s) tridngulo(s) ndo seré(do)
criado(s). Caso a verificagio determine que a posigdo desse ponto novo € adequada,
entdo o(s) tridngulo(s) serd(do) criado(s) € a frente atualizada.

A partir da criagdo do ponto novo, novo(s) tridngulo(s) é(sdo) formado(s). A
verificagio consiste em garantir que os segmentos que compdem os lados desse(s)
novo(s) tridngulo(s), ndo cruzem nenhum outro segmento da frente, alem de seus

préprios vizinhos.

1.2.5 Atualizacio da frente

Peraire(1987) mostra uma técnica de realizar a atualiza¢do da frente. O método
apresentado nesta se¢do & totalmente baseado nessa técnica, levando-se em conta a
forma de abordagem para a criagdo dos tridngulos citada acima.

Um tridngulo s6 é criado quando todas as condi¢des das se¢des 1.2.3 e 1.2.4 sdo
satisfeitas. Apds a criagdo de um tridngulo novo na malha, a frente deve ser atualizada.
Para cada um dos trés casos de criagdo de tridngulos existe um processo de atualizagdo
da frente diferente. Os processos I, Il e II abaixo referem-se aos casos a), b) e ¢) da

se¢do 1.2.3 respectivamente.
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I) Esse é o processo mais simples dos tiés. Dois tridngulos sdo criados, sendo que 0s
dois segmentos da frente que estavam sendo utilizados, deixam de fazer parte da frente e
os dois segmentos novos, que surgiram com a criagdo dos tridngulos, assumem essas

posicdes. Veja as figurasl1.9 e 1.10.

-

.
waancesssensanasasnas)
0

Figura 1.12 - Frente antes da atualizagfio para o caso a).

(essassesansevncnsanes

»

Figura 1.13 - Frente depois da atualizag¢io para o caso a).
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Um exemplo é dado pela figura 1.14.

2
2
1 3 1 3
4
8 a6
5 7 gV>o
7
6
antes depois

Figura 1.14 - Exemplo da atualizac¢do da frente para o caso a).

II) Neste processo um tridngulo € criado sobre um segmento ja existente. A frente antes

da criagdo do tridngulo pode ser vista na figura 1.15.

Figura 1.15 - Frente antes da atualizagiio para o caso b).

Ap6s a criagdo do tridngulo a frente fica conforme a figura 1.16.
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Figura 1.16 - Frente depois da atualiza¢io para o caso b).

Pode-se perceber que foi acrescentado um segmento a frente neste caso. Por isso
a atualizacdo da frente agora é mais complexa. No caso das figuras 1.12 e 1.13, o
segmento 2 passa a ser o primeiro lado do tridngulo novo. A partir de entdo os
segmentos restantes da frente sdo renumerados até o segmento 1, que ndo € alterado.

Um exemplo é dado pela figura 1.17.

Figura 1.17 - Exemplo da atualizagio da frente para o caso b).
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) Neste processo ocorre o oposto do caso anterior. O tridngulo criado

decrementa um segmento da frente. Veja as figuras 1.15 e 1.16.

Figura 1.18 - Frente antes da atualizagio para o caso c).

Figura 1.19 - Frente depois da atualizagio para o caso c).

O segmento 2 passa a ser o segmento novo do tridngulo gerado. A partir de dai,
os segmentos restantes da frente s3o renumerados até o segmento 1, que ndo € alterado.

Um exemplo é dado pela figura 1.20.
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2
PR 1 :
4 4
) 5 7
6 5
7 6
antes depois

Figura 1.20 - Exemplo da atualizagio da frente para o caso c).

1.2.6 Condic¢do de fechamento da malha

A formacdo da malha é feita através das sucessivas criagdes de tridngulos. Para
isso existe um ponteiro que indica o segmento que estd sendo analisado. Apds a criagio
ou nio de novo(s) tridngulo(s) o ponteiro passa para o préximo segmento da frente.
Dessa forma a frente é percorrida (no sentido anti-horério), os tridngulos sdo criados, a
frente atualizada. Quando a frente for composta por apenas trés segmentos, o dltimo
elemento é criado com esses segmentos € a malha é dita fechada. Um exemplo € dado

pela figura 1.21.
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- Q - 2
fechamento da frente

Figura 1.21 - Condigio de fechamento da malha.

1.3 Malhas nio-estruturadas - fundamentos algébricos

1.3.1 Introducio

Na se¢do anterior (Fundamentos Geométricos) foi apresentada uma visdo global
do processo de geragio de malhas ndo-estruturadas através do Método do Avango
Frontal. Toda a dlgebra envolvida no processo de geragio é mostrada neste capitulo, que
serve como suporte aos procedimentos definidos no capitulo anterior. Por isso, apds
uma leitura inicial, é recomendédvel uma a leitura em paralelo com o capitulo anterior.
Dessa forma os conceitos abordados ficardo mais claros e melhor direcionados.

( Para a modelagem dos elementos triangulares e dos segmentos da frente, sdo
utilizados amplamente os conceitos da geometria vetorial. Essa ferramenta permite uma
abordagem matricial, limpa e clara na geragdo das malhas. Caso contrdrio, as rotinas

( seriam cheias de condig¢des do tipo " if ", o que ndo ¢ desejdvel, pois esse tipo de



Cap.l - Geragio de Malhas para Dindmica dos Fluidos Computacional 41

condigdo dificulta a vetorizagdo do cédigo, tornando-o também menos elegante. Um
cédigo vetorizado trabalha com resultados diretos e ndo depende de condi¢des externas,
propiciando principalmente uma leitura clara e correta dos conceitos envolvidos. E

quando o c6digo se avoluma, torna-se quase impossivel atentar-se a todos os detalhes.

1.3.2 Definicdo de segmento x vetor

Cada segmento € definido através de dois pontos, P,(x,,y,,z,) e P,(X,,Y,,2Z,).

Esses dois pontos definem um vetor 5(u,v,w) da seguinte forma:

S(u,v,w) =P, - P, (1.19)
onde
u=x,—X,
V=0Y—)
W=z, -2,

Como a malha gerada € bi-dimensional, os valores na direcdo de z sdo
considerados unitdrios, ou seja, z,,z, =1 e por conseqiiéncia w=0.

Veja figura 1.22.
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i 2,52)
P2

{xl,y1
P1

Figura 1.22 - Um vetor definido por dois pontos.

1.3.3 Vetores ortogonais

42

O produto vetorial entre dois vetores §;(u,,v,,w,) € 5,(u,,v,,w,) apresenta

os seguintes resultados:

v, W, W, u, w, v

—

1+

-

j+

—

§AS, = k,

V, W, W, U, u, Vv,

onde (_i.,_j, k) é uma base ortogonal conforme a figura 1.23.

hase oriogonal

Figura 1.23 - Representagiio de uma base ortogonal.

(1.20)
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O plano (i,]) é o plano sobre o qual a malha serd gerada. Alem disso, quando
dois vetores ortogonais sdo multiplicados vetorialmente, um terceiro vetor, ortogonal
aos dois primeiros, surge. Assim, considerando um vetor §(u,,v,,w,) que esteja
contido no plano (i,]) e outro vetor §,(u,,v,,w,) que seja normal ao plano G,7),
tem-se:

w, =0=7, :u,7+v,j
N - (1.21) e (1.22)
u,,v, =0=73, =w,k

O produto vetorial entre esses dois vetores €:

SRR A FR U O R U 1Y P LR S " 123
S A% =, w21+w2 olitlo ol (1.23)
5 AS, =v,w27—u,w23 (1.24)

Ou seja, o vetor resultante também estd no plano (i,]). Se §,(u,,v,,w,) for

unitirio, tem-se w, =1. Entéo:

A% =V,i-U,]= % (1.25)

Dessa forma, o vetor ortogonal a §,(u,,v,) é §,(v,,~u,), sendo que §,(v;,—u;)

estd contido no plano (a,)).
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1.3.4 Determinagio de interior X exterior do dominio

Pode-se obter um vetor ortogonal a um outro vetor que represente um segmento
da frente conforme visto na secio 1.3.3. Se o vetor sobre o segmento indicar 0 sentido
horério da frente, o vetor ortogonal a ele sempre apontard para o interior do dominio
(veja figura 1.23). Dessa forma, os pontos novos assim como os elementos novos sao
construidos no interior do dominio, ndo havendo o risco de criar tridngulos exteriores.
Essa caracterfstica é garantida pela "regra da méo direita” quando € efetuada uma

multiplicac@o vetorial.

1.3.5 Equacio de uma reta

Dado um vetor §, um escalar a e um ponto inicial P,, uma reta é definida da

seguinte maneira:

rnP=P +0s (1.26)
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1.3.6 Cilculo de Angulos entre dois segmentos consecutivos

Considerando figura 1.24, pode-se obter dois vetores sobre os segmentos PP, e

P,P, . Eles sdo respectivamente §,(u;,V,) € 5, (u,,v,).

P3
s2

sl
P1

Figura 1.24 - Dois vetores sobre dois segmentos consecutivos da frente.

Como ¢ sabido da édlgebra vetorial,

S o, (1.27)
[s.lI.

onde
5% =(uu, +v,v,) (1.28)

' s, = Ju? +v2 (1.29)
' 5, = fu2 +v3 (1.30)
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] - T . L
Se cos@  for negativo, entao 6>E e se cos® for positivo, entao

1t Pl -~ pd Pl A
0< E .Através da funcdo arco coseno, obtém-se q. Porém, para angulos replementares,

cosO é igual e de mesmo sinal. Dessa forma nédo € possivel saber se o dngulo medido é
maior ou menor que o angulo raso. Para descobrir isso, € necessério utilizar alguns
artificios.

Utilizando os conceitos de vetores ortogonais da se¢do 1.3.3, é possivel obter

dois vetores, §,, € §,,, ortogonais a § € §, respectivamente. Através do conceito de

equagio de reta dado na segdo 1.3.5, tem-se:

r:P=P +0,5, (1.31)

sP=P, +0,5, (1.32)

Se o ponto de intercessdo entre as retas r ¢ s estiver dentro do dominio, o angulo
procurado serd menor que o dngulo raso, caso contrdrio, se o ponto de intercessdo
estiver fora do dominio, o dngulo serd maior que o 4ngulo raso (segdo 1.3.5). Veja figura

1.25.

P3 P3
4' ‘\
"\
"’ “t
, i
/] :
».  interior p2 P2 exterior o
\\‘ ’ i
§ 5
y
\\’ '!"
P1 P1

Figura 1.25 - Duas situagdes possiveis de formagio de angulos entre dois segmentos consecutivos da
frente.
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Através do sinal de o, e o, é possivel determinar se o ponto de intelecgdo estd
dentro ou fora do dominio. Se o, e o, forem positivos, o ponto de intercessdo estard
dentro do dominio, caso contrdrio, estard no exterior. Dessa forma, basta resolver um
sistema de duas equagdes com duas incognitas.

Resumidamente o processo é descrito em trés etapas: a primeira etapa consiste
em obter os vetores ortogonais aos vetores que se apoiam sobre os segmentos que
compdem o Angulo a ser medido; a segunda etapa determina se o angulo é agudo ou

obtuso e a terceira etapa define se o angulo ¢ maior ou menor que o angulo raso.

1.3.7 Bissetriz de angulos

Para a criacio dos tridngulos da segdo 1.2.3 a) € necessério construir a bissetriz
do angulo o. Para isso, usa-se os conceitos de ortogonalidade descritos na se¢do 1.3.3.

Considere a figura 1.26.

P1 P3

sl 52
P2

Figura 1.26 - Angulo formado entre dois segmentos da frente conforme seciio 1.2.3 a).
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Verifique que a intercessdo entre as duas retas perpendiculares aos vetores

§,(u,,v,) e §,(u,,v,) € um ponto e que esse ponto € o ponto P,(X,,Y,,Z,) definem

uma reta conforme a figura 1.27.

P1 P3

sl s2
P2

Figura 1.27 - Bissetriz do dngulo o.

Essa reta é a bissetriz do angulo o.. Observe porém que os segmentos podem ser
de comprimentos diferentes. Nesse caso a reta obtida ndo € a bissetriz. Por isso €

necessario que as perpendiculares passem por pontos eqiiidistantes ao ponto P, sobre 0s

segmentos. Veja figura 1.28.

Figura 1.28 - Bissetriz do 4ngulo o formado por dois segmentos de tamanho diferente.
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1.3.8 Altura de tridngulos

Para criar um tridngulo conforme mostra a segdo 1.2.3 b) é necessario obter-se a
altura desse tridngulo. Esse € um processo simples que consiste em tragcar uma

perpendicular sobre o ponto médio do segmento da frente, conforme figura 1.29.

Figura 1.29 - Ponto médio do segmento para construgao do tridngulo conforme se¢do 1.2.3 b).

Utilizando os conceitos da segdo 1.3.3 define-se um vetor ortogonal ao segmento
da frente. Utilizando o ponto médio desse segmento, obtém-se uma reta que é

perpendicular ao segmento. Sobre essa reta apoia-se a altura do tridngulo(figura 1.30).
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Figura 1.30 - Perpendicular sobre o ponto médio do segmento para construgio do triangulo da
se¢ido 1.2.3 b).

1.3.9 Verificacdo de um ponto novo

A partir da criagdo de um ponto novo, surgem lados do(s) novo(s) elemento(s),
que ndo podem cruzar a frente. Para garantir que um lado de um elemento novo ndo
cruze a frente é necessdrio que seja feita uma verificagdo segmento a segmento da
frente. Para essa verificagdo, sdo colocadas retas sobrepondo o lado do tridngulo novo ¢

o segmento da frente. Veja figura 1.31.
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exterior
P3
interior 52
P1 P4
P2
P
\r
s

Figura 1.31 - Um ponto novo sobre a frente e a verificacio de sua posicao.

A localizagio do ponto de intercessdo entre as retas r € s determina se 0s

segmentos se cruzam ou nio. Assim tem-se:

P =P +as, (1.33)
sP=P, +f5, (1.34)

onde:

1: : ~ ~
Se0<o<le0l< B<I,entdo os segmentos s€ cruzam € 0 ponto nOvo ndo
serve para a criagio de novos elementos. Caso, ou o ou B, esteja fora desse intervalo, o

ponto novo é adequado para a construgdo de novos elementos.
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1.4 Malhas ndo-estruturadas - Parametros

1.4.1 Introducao

Nas se¢des 2 e¢ 3 foi mostrado todo o processo para geragdo das malhas ndo-
estruturadas. Na se¢do 1.2.3 foram mostrados dois pardmetros importantes na escolha do
tipo de elemento a ser gerado. Esses pardmetros foram chamados de LS e LI e definem o
aspecto geral da malha. Este capitulo visa mostrar a maneira como os parimetros
influenciam a formac@io da malha. Também € neste capitulo que se encontram os
exemplos dos resultados obtidos através do método apresentado nos capitulos
anteriores. Os exemplos sido dados de maneira ilustrativa para mostrar os diferentes

resultados obtidos através da variagdo dos pardmetros.

1.4.2 Influéncia de LS e LI na formagio dos tridAngulos

Como pode ser visto na segdo 1.2.3, LS e LI definem os limites superior e
inferior respectivamente para a escolha do tipo de tridngulo a ser criado. Esses limites
definem trés intervalos diferentes que sdo: oo < LI, LIS <LS, oo>LS. Para cada
intervalo, € criado um tipo diferente de tridngulo. A variagdo dos pardmetros determina

onde deve comegar e terminar cada tipo. Dessa forma, se for aumentado o valor de LS,
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as condi¢Ges para a criagdo dos tridngulos do tipo b) ficam mais limitadas, abrindo
maior espago para tridngulos do tipo a) e c). Ja LI determina como o espago para a
criagdo dos tridngulos é dividido entre os tipos a) e ¢). Quanto menor for LI, maior
espago havera para os tridngulos do tipo a) e vice-versa.

Todos os valores mostrados neste texto sdo provenientes da experiéncia do
autor, ndo havendo outras referéncias. Como fora mostrado na seg¢do 1.2.3,
George(1991) cita alguns valores, porém esses valores sdo fixos. Foi notado que esses
valores dependem de cada contorno e do aspecto da malha desejado. Existem casos em
que se deseja malhas mais abertas e outros malhas mais fechadas. O resultado final deve
ser qualificado conforme o estudo que se deseja fazer no dado dominio e essa andlise s6
pode ser feita com base no método numérico a ser adotado posteriormente. Dessa forma,
cabe ao especialista na drea de dindmica dos fluidos computacional definir os
pardmetros mais adequados. Para isso ele precisa testar diferentes valores desses

parametros até atingir o resultado desejado.

1.4.3 Resultados

Nesta etapa do processo a malha gerada, também chamada de malha original,
apresenta elementos indesejados principalmente no momento do fechamento. Pode-se
notar linhas nas regides onde ocorreu o fechamento. Numa etapa posterior, a malha
original é amaciada, ou seja, seus elementos sédo distribufdos mais uniformemente sobre

o dominio de forma que os tridngulos sejam aproximadamente equildteros. Nesta fase €
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2z s

avaliado apenas o aspecto geral da malha. A partir dai ji é possivel definir os
pardmetros mais adequados e entdo passar para a segunda etapa, a qual serd vista nos

préximos capitulos.

Os exemplos dados ao longo deste trabalho visam obter uma malha com
elementos aproximadamente homogéneos. Para efeitos didaticos, as variagdes nos
parametros sdo feitas unitariamente. Assim, existe uma limitagdo nas possibilidades de
variag@o. Porém isso ndo é necessério, as variagdes podem e devem ser feitas com

parcelas fracionadas, conforme a necessidade do pesquisador.

1.4.3.1 Malha gerada no interior de um circulo

Como exemplo inicial foi escolhido um contorno na forma circular e dividido

em 120 partes iguais. Para esse contorno foram experimentados quatro combinagdes

. 5
diferentes para os pardmetros LI e LS. A figura 1.32 mostra o caso para LI =-1—2—n e

LS—H
—lzn.
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3228

5 11
Figura 1.32 - Circulo com LI = ETL e LS= '1'515 .

Note que os elementos do centro do circulo sdo muito grandes. Esses elementos,
indesejados no caso aqui apresentado, sdo provenientes principalmente dos tridngulos

do tipo a) apresentados na segdo 1.2.3. Dessa forma, uma segunda malha foi gerada com

5 9
os pardmetros LI = E—n e LS= En , conforme figura 1.33.
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Circulo com LI = 1—2'11: e LS=

Figura 1.33

4o

los do tipo b), havendo uma concentrag
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surgiram muitos tri

?

Nesse caso

ao

temente a malha n

0€s € consequen

exagerada de pequenos elementos em algumas regi

os limites foram deslocados para cima,

K

fechou. Para resolver esse problema

10

6

> 7, conforme a figura 1.34.

1215 e LS=

sendo LI
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\ ¢ R
upraro de elementos!
_.__!',ﬂ"

Humera de nos: 1731

o
-

6 10
Figura 1.34 - Circulo com LI = —1‘511: e LS = -ﬁn .

z

E possivel notar uma melhora sensivel no aspecto geral da malha, porém os
elementos do centro ainda estdo muito grandes. Essa distorgdo de tamanho ja € menor
que a apresentada na figura 1.32, mas a malha ainda n#o estd adequada. Para diminuir a

formagdo desses elementos nao desejados, os limites para os tridngulo do tipo a) sdo

3340
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, obtém-se a malha

LS—81c
~ 2

diminuidos novamente. Dessa forma, usando LI = 5 T c

da figura 1.33.

48043

o de elenento

24603

nos .

ero de

.Nun

LS=o
="

6
—121te

irculo com LI

C

Figura 1.35

Essa malha j4 estd adequada, apresentando grande homogeneidade. Dependendo

da aplicagdio, pode-se desejar uma menor concentragao de tridngulos. Para isso, basta
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6

ampliar um pouco o intervalo para tridngulos do caso a), ou seja, para LI= 12“ e

, obtém-se a malha da figura 1.36.

9
LS= 12“

elenenios: 3546

(_u_'iié roo e

|

o

el

18

—sHunero de nos

9

T eLS=En.

-5
T 12

Figura 1.36 - Circulo com LI
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Note que a concentragio de elementos em alguns locais diminuiu, porém é
possivel observar o surgimento de alguns tridngulos maiores. Cabe ao pesquisador

determinar qual malha se adapta melhor ao seu problema.

1.4.3.2 Malha gerada no interior de um Tinel de Vento

Este exemplo utiliza o0 mesmo contorno (tinel de vento) apresentado na segdo
1.1 (Malhas estruturadas). E importante citar que neste caso o contorno nio estd
dividido em partes iguais. Pode-se notar uma diminui¢do dos elementos na regido de
estreitamento. Isso é desejado, uma vez que para maior definigdo do escoamento €
necessirio que elementos menores sejam criados nessa regido. Por outro lado, a parte
larga do tinel ndo necessita de tanta defini¢do, podendo o contorno ser discretizado em

partes maiores. O resultado € uma distribuicdo de elementos mais concentrada no

estreitamento.

. - sl n 7 10
Utilizando-se inicialmente os pardmetros LI=1—21t e LS=En, obtém-se a

malha da figura 1.37.
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Figura 1.37

1. Esses

unc

v

Nota-se uma "costura" de tridngulos do tipo c) vindo dos cantos do t

10

do LS = 121‘c.

6

elementos podem ser eliminados diminuindo LI para LI = D T € manten

O resultado é mostrado na figura 1.38.
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MHunero de elenenlos. 2084

Hunero de nos: 1112

6 10
Figura 1.38 - Tinel com LI = En e LS = En.

A matha gerada apresenta um aspecto geral muito bom, com variagdo

homogénea dos tridngulos, conforme desejado. Um outro experimento foi efetuado com

6 11
os pardmetros LI = 1—21t e LS= En. Os resultados sdo mostrados na figura 1.39.
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-’ 3 W 3
"ﬁ'\fl
R oy

NHumero de elemnentos: 1892

Hunero de nos: 1016

6 11
Figura 1.39 - Tnel com LI = '1—2-15 e LS = En :

O aumento de LS aumentou a quantidade de tridngulos do tipo a), gerando
alguns tridngulos grandes indesejados. Porém o aspecto geral da malha.também é bome
cabe ao pesquisador decidir qual malha utilizar. Malhas com menos elementos exigem
menor tempo de célculo para a resolugao do método numérico, o que pode ser desejavel,

mas por outro lado ndo trazem resultados tdo precisos quanto malhas mais refinadas.
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1.4.3.3 Malha gerada no interior de meio Tiinel de Vento

|

2.

possive

s

O tinel de vento mostrado no exemplo 2 apresenta simetria radial. E

tirar beneficio dessa simetria dividindo-se o dominio, gerando a malha sobre esse

40 maior

spelhando a outra metade. As vantagens s

dominio dividido ¢ depois ¢

© pode ser vista na figura 1.40.

o
12

8
t RIS
ros lzneLS

A

homogeneidade da malha ¢ menor tempo de cilculo. A malha gerada para meio-tinel
com os parime

876

elenentos!

o)

Husero oy

398

Hunero de nos:

11

LS=121t.

8

Figura 1.40 - Meio-tinel com LI = '1—211: e
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Note que aparece uma "costura” vinda do canto do tinel. Essa costura € devida a

geragdo inapropriada de tridngulos do tipo c). Para evitar isso é possivel diminuir LI

6 i1
para LI = —En e manter LS = —En. O resultado pode ser visto na figura 1.41.

Huiero de elenentos: 276

VAVAVAVAVA

N
3

Humero de nos: 548

6 11
Figura 1.41 - Meio-tiinel com LI=—nelLS=

12 12"
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1.4.3.4 Malha gerada ao redor de um degrau

O dominio apresentado neste exemplo foi escolhido para exemplificar o caso de
fronteiras que apresentam ressaltos. As malhas nio-estruturadas sdo muito versateis €
poderosas nesses casos, ndo apresentando dificuldades maiores. Os elementos gerados

8 11
sio homogéneos € bem comportados. Para os par@metros LI:ER e LS:ETC

obtém-se a malha da figura 1.42.

Hurmero de slenentos!:

Hunero de nos: 510

8 11
Figura 1.42 - Degrau com LI = l—z‘n e LS = _l—in .

920
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Note que surgiram muitos elementos indesejados. E possivel notar algumas
"costuras" provenientes de tridngulos do tipo c) e alguns tridngulos grandes do tipo a).
Para resolver o problema da "costura" deve-se diminuir LI e para evitar tridngulos do

tipo a) com tamanho fora do padrdo deve-se diminuir LS. Assim sendo, utilizando

6

10
LI= En e LS= Eﬂ: , a malha gerada pode ser vista na figura 1.43.

Humcro de elementos: 1126

Hunero de nos: 613

Fi 143-D LI——G- LS—'I—O‘
igura 1.43 - Degrau com = 1211: € = 121‘(:.

Ainda existem muitos tridngulos grandes do tipo a). Mais uma diminuigéo de LS

. Lt 6 9 ]
é necessdria, utilizando os parametros LI = 1—2—15 e LS = 1—2n, conforme a figura 1.44.
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Hunero de elenenlos:

Humero de nos: 670

6 9

Figura 1.44 - Degrau com LI = En e LS= ETE X

Note que ainda existem algumas "costuras”, porém com pouca expressividade. A
malha j4 apresenta um aspecto geral muito bom. O amaciamento eliminard o problema

dessas pequenas "costuras'. Um outro caso interessante para ser citado é caso dos

6 8
parametros LI = 1—211: e LS= —lan, que pode ser visto na figura 1.45.

1240
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Humero de elenentos! 1302

Hunero de nos. 701

6
Figura 1.45 - Degrau com LI = En e LS= 'l“in .

Aqui as "costuras” mudaram de lado e também néo representam problemas. O

aspecto geral dessa malha também estd muito bom.




2. Tratamento Qualitativo de Malhas Nio-Estruturadas

2.1 Amaciamento da malha (método dos triangulos)

2.1.1 Introducio

No capitulo 1 (seg¢des 1.2 e 1.3) foi mostrado como se obter uma malha néo-
estruturada a partir do contorno de um dominio. A aparéncia da malha é resultado direto
da discretizagdo do contorno do dominio e dos paridmetros estabelecidos (segdo 1.4). Na
se¢do 1.4 também sdo mostrados os resultados obtidos e pode-se observar alguns
problemas como a grande variagdo de tamanho entre tridngulos vizinhos e tridngulos
mal formados, ou seja, "pouco equildteros".

Nesta segdo é apresentada uma técnica para diminuir essas diferengas. E o que se
chama de Amaciamento da Malha. George(1991) cita a necessidade de se adotar essa
técnica, porém nada diz a respeito da forma como deve ser feita. Peraire(1990) também
mostra essa necessidade e explica que os lados dos elementos funcionam como molas de
dureza proporcional ao comprimento dos lados. Os nés sdo movimentados até esse
sistema entrar em equilibrio. Essa é a idéia basica utilizada na pr6xima segdo (método
dos poligonos). Nesta se¢do é apresentado um método diferente, desenvolvido pelo
autor desta dissertagdo, que visa aproximar os tridngulos a tridngulos equildteros. Os
elementos da malha sio mantidos, porém seus nés sdo mudados de lugar para, dessa

forma, mudar as proporg¢des dos tridngulos. Esse remanejamento de nés € feito segundo
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critérios que garantem que ndo haja deterioragdio da malha, ou seja, ndo haja
sobreposicio de tridngulos.

O amaciamento apresenta limites. Esses limites sdo inerentes ao prdprio
processo, como serd visto nas préximas se¢des, e também provém da malha original.
Para que os tridngulos sejam equildteros, os nés devem possuir seis elementos ligados a
eles. Porém, na geragdo da malha, aparecem nds com mais ou menos que seis elementos
atrelados. Dessa forina, torna-se impossivel que todos os elementos sejam equiléteros,

existindo uma distor¢do nos elementos.

2.1.2 O processo de amaciar

O rearranjo dos nés tem que ser feito muito lentamente para ndo deteriorar a
malha. Alem disso, o amaciamento deve comegar com 0s elementos mais distorcidos da
malha. Mede-se a distor¢do de um elemento através da razdo entre as medidas dos seus

lados. Dessa forma tem-se:

onde L,,L, e L, sdo os lados de um tridngulo definidos conforme a figura 2.1.
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Figura 2.1 - lados de um trisingulo.

O processo consiste em varrer a malha elemento a elemento. Os tridngulos que
apresentam distor¢do maior que um determinado pardmetro (A) sdo ajustados. Os
tridngulo com distor¢do menor ndo sdo tocados. Apds o tltimo elemento ser verificado,
0 processo recomega. Se, durante uma varredura na malha, ndo for encontrado nenhum
elemento com distor¢do maior que o parimetro definido, entdo esse pardmetro €

( diminuido e o processo recomega. Dessa forma todos os tridngulos que apresentam
alguma distorgéo sdo ajustados. O processo termina quando o parametro for igual a zero

(figura 2.2).

2.1.3 Ajustando os nos

Ajuste dos nés é feito em pequenos incrementos ou decrementos nos lados dos

( tridngulos. Assim para o tridngulo da figura 2.1 o lado L, é esticado em 0,1%! de sua

medida enquanto que o lado L, € reduzido em 0,1% de sua medida (figura 2.3).

Yvalor empirico encontrado pelo autor
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Repare que as variagdes no comprimento se ddo nos dois extremos dos lados,
sendo metade em cada sentido. Dessa forma o tridingulo executa uma "rotagdo",
permitindo um acentamento melhor entre os elementos. Caso as variagbes fossem
somente em um sentido, os tridAngulos estariam fixos em um dos nds, o que proibiria o

rearranjo entre eles.
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Figura 2.2 - fluxograma de amaciamento.
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Figura 2.3 - tridingulo ajustando.

2.1.4 Estabelecendo os limites

Como foi visto na se¢io 2.1.2, o processo de amaciamento da malha é ciclico.
Também foi visto que existe um parimetro de comparagdo para determinar quais
elementos serdo ajustados em cada ciclo. Os limites do amaciamento estdo diretamente
ligados a esse parametro.

Esse parAmetro define um percentual da diferenca entre o comprimento dos
lados do tridngulo, representando a distor¢do do elemento. Se um tridngulo apresentar
distor¢do maior que o pardmetro definido, ele € rearranjado, de tal forma que ap6s vérias
passagens, esse elemento deve se aproximar de um tridngulo equildtero. O pardmetro €
diminuido sempre que nio for encontrado nenhum elemento com distor¢do maior que
ele. Acontece que quando existem mais ou menos do que seis elementos atrelados a um
nd, esses tridngulos nunca poderdo ser equiliteros. Dessa forma sempre apresentardo
uma distor¢do que impedird a diminui¢do do valor do pardmetro. Assim o processo

permanece rodando eternamente, sem que o parimetro alcance o seu valor minimo que €
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zero. Os elementos que apresentam distorgdo menor que o pardmetro nunca sdo tocados
e consequentemente nunca sao corrigidos.

Para contornar essa limitagio, pode-se fazer com que o pardmetro seja diminuido
depois de um niimero determinado de passagens sem que houvesse alteragdo nele. Deve-
se tomar o cuidado de ndo diminuir o parimetro antes de ter-se ajustado todos os
elementos que ainda podiam ser ajustados antes desta diminuigdo. Em alguns casos, isso
pode levar a deterioragdo da malha, vindo a existir elementos que cruzem as fronteiras
de outros. Uma maneira é apenas utilizar essa técnica quando a distor¢io maxima dos
elementos ndo for maior que um limite pré-estabelecido. Assim o processo se dard
normalmente e quando a distor¢io maxima dos elementos for menor que esse limite,
utiliza-se essa técnica de diminuig¢do do pardmetro. Isso permite que o pardmetro atinja
o valor zero e termine 0 processo.

Outra limitagdo que € inerente ao processo estd no fato de cada elemento fazer
fronteira com outros dois(no caso da fronteira do dominio) ou trés elementos. A
mudanga nas propor¢des de um elemento necessariamente muda as proporgdes dos
outros elementos. Se essa mudanga ndo for favorivel, existird uma necessidade de
rearranjar os elementos vizinhos. Dessa forma o processo se transforma em uma disputa
de "cabo-de-guerra", enquanto um elemento requisita uma mudanga num sentido, o
vizinho requisita uma mudan¢a no outro. E por isso que duas providéncias foram
tomadas, uma é a variacdo lenta € gradual entre as proporgdes do tridngulo e a outra é

efetuar a mudanga em todos os nds do elemento, conforme visto na se¢do 2.1.3.
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2.1.5 Resultados

Os resultados apresentados aqui sdo relativos as malhas geradas no capitulo 1.
Foram escolhidas as malhas com melhor aspecto geral para serem amaciadas. Dessa

forma é possivel fazer a comparagdo entre as malhas ndo amaciadas e as malhas

amaciadas.

2.1.5.1 Malha gerada no interior de um circulo

A malha da figura 1.29, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.4.
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A malha da figura 1.32, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.5.

4804

elementos

e dex

2463

de nos:

Lo

15
—127te

.n

Figura 2.5 - Malha da figura 1.32 amaciada pelo método dos triingulos, com LI

LS = .
S 121t
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A malha da figura 1.33, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.6.

Figura 2.6 - Malha da figura 1.33 amaciada pelo método dos tridngulos, com LI=—me

12

LS=—m.
S 12“
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2.1.5.2 Malha gerada no interior de um Tinel de Vento
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2.1.5.3 Malha gerada no interior de meio Tiinel de Vento

A malha da figura 1.38, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.8.
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Figura 2.8 - Malha da figura 1.38 amaciada pelo método dos tridngulos, com LI= D) T e
11

LS=i'2‘1t.
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2.1.5.4 Malha gerada ao redor de um degrau

83

A malha da figura 1.42, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.9.
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A malha da figura 1.43, apés o amaciamento pelo método dos tridngulos,

resultou na malha da figura 2.10.
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2.2 Amaciamento da malha (método dos poligonos)

2.2.1 Introdugao

Outro método de amaciamento foi desenvolvido procurando melhorar os
resultados do primeiro. Este método, que serd descrito nas préximas segdes, também faz
o ajuste da malha através do rearranjo dos nés. Porém a diferenca entre este método € 0
anterior é que um né é visto como o centro de um poligono formado por todos os
elementos que estdo atrelados a ele. Variagdes sdo feitas na posi¢do desse né procurando
colocd-lo no centro do poligono. Esse método € citado por Peraire(1990).

As mesmas limitacdes existem neste caso, porém o resultado perseguido €
estabelecido utilizando-se um niimero maior de pardmetros que sio todos os elementos
vizinhos que se atrelam a um mesmo nd. O processo envolve mais consideragdes, porém
ele converge com um ndmero menor de iteragdes, de 3 a cinco 5, sendo
incomparavelmente mais rdpido que o anterior. Os resultados obtidos foram melhores

que os anteriores, como serd mostrado no final desta seg¢do.
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2.2.2 Definicédo dos vizinhos

Os vizinhos sdo definidos como os elementos que estdo atrelados a um mesmo

nd, conforme a figura 2.11.

Figura 2.11 - elementos vizinhos.

Dessa forma, um né qualquer pode ser considerado o "centro" de um poligono,

que é formado pelos elementos vizinhos, conforme figura 2.12.

Figura 2.12 - né central de um poligono formado por elementos vizinhos.
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2.2.3 O processo de amaciar

Amaciar a malha, neste caso, consiste em colocar um determinado né no centro
do poligono formado pelos seus vizinhos. Para isso, utiliza-se a resultante entre 0s

vetores formados pelo né central e seus vizinhos, conforme a figura 2.13.

Figura 2.13 - resultante entre os vetores formado pelos vizinhos e o né central.

Essa resultante indica o local onde deve ser colocado o né central, conforme a
figura 2.14. Uma vez ajustado um poligono, o mesmo processo é aplicado a um outro n6
central e seu poligono. Note que os nds que formam o contorno nunca sdo alterados.
Como os poligonos estdo ligados aos outros elementos da malha, existe o efeito de
"cabo-de-guerra" entre os poligonos, similar ao do capitulo anterior, que encontra o

equilibrio depois de 3 a 5 ciclos de ajuste sobre a toda malha.
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Figura 2.14 - né central colocado no centro do poligono.

2.2.4 Consideracoes finais

Este método é muito rapido, durando de 10 a 15 segundos para uma malha de
aproximadamente 2000 elementos. No método dos tridngulos apresentado no capitulo
anterior, esse tempo seria de aproximadamente 20 minutos. Além disso, os resultados
obtidos através do método dos poligonos sio melhores, apresentando elementos mais
homogéneos, como pode ser visto na proxima se¢ao.

Dessa forma, o método dos tridngulos se estabelece como uma contribui¢do do
autor, porém com limitagdes no que se refere ao tempo de processamento. Porém, é
importante entender que foi de grande contribui¢do para o desenvolvimento total do
trabalho, uma vez que foi o primeiro método a ser desenvolvido € permitiu uma visdo

mais clara para a abordagem do problema, convergindo para a obteng@io do método dos

poligonos.
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2.2.5 Resultados

As malhas apresentadas aqui sdo referentes as mesmas malhas originais que
foram utilizadas no amaciamento do capitulo anterior (método dos tridngulo). Dessa
forma é possivel fazer uma comparagdo entre os dois tipos de amaciamento. As regioes
circuladas com caneta estio destacadas para que se possa verificar mais facilmente as
diferengas entre os dois métodos. Os resultados apresentados aqui se mostraram mais
bem comportados que os do capitulo anterior. Apesar de as diferengas serem sutis,

podem influenciar o resultado do método numérico a ser aplicado.

2.2.5.1 Malha gerada no interior de um circulo

A malha da figura 1.29, ap6s o amaciamento pelo método dos poligonos,

resultou na malha da figura 2.15.
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A malha da figura 1.33, apés o amaciamento pelo método dos poligonos,

resultou na malha da figura 2.17.
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Figura 2.17 - Malha da figura 1.33 amaciada pelo método dos poligonos, com LI
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2.2.5.2 Malha gerada no interior de um Tinel de Vento

A malha da figura 1.35, ap6s o amaciamento pelo método dos poligonos,

resultou na malha da figura 2.18.

Hunero de elemenios: 2084

Numero de nos: 1112

Figura 2.18 - Malha da figura 1.35 amaciada pelo método dos poligonos, com L= En e
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S 12n
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2.2.5.3 Malha gerada no interior de meio Tiinel de Vento
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A malha da figura 1.38, ap6s o amaciamento pelo método dos poligonos,

Figura 2.19 - Malha da figura 1.38 amaciada pelo método dos poligones, com LI = '1—2113 e

resultou na malha da figura 2.19.
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2.2.5.4 Malha gerada ao redor de um degrau

A malha da figura 1.42, apés o amaciamento pelo método dos poligonos,

resultou na malha da figura 2.20.
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A malha da figura 1.43, apés o amaciamento pelo método dos poligonos,

resultou na malha da figura 2.21.
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2.3 Dominios multiplamente conexos

2.3.1 Introducgdo

Os dominios multiplamente conexos sdo de grande importincia para as
aplicagdes da mecanica dos fluidos. Problemas relacionados a aerodindmica e
hidrodindmica como escoamento ao redor de asas, aerofélios, submarinos, etc., assim
como vibragdes induzidas por vértices nos elementos cilindricos de plataformas de
prospec¢do de petrdleo, pontes, etc., ¢ mais uma vasta gama de estudos utilizam
dominios multiplamente conexos. Isso torna essencial a utilizagdo de malhas especiais
para esse tipo de dominio.

Nesta se¢do é mostrado como se obter malhas ndo-estruturadas para dominios
multiplamente conexos. O método de geragdo é absolutamente o mesmo apresentado
nos capitulo 1. O que diferencia um dominio simplesmente conexo de um
multiplamente conexo é simplesmente a definigdo de seu contorno. Uma vez definido o
contorno adequadamente, a rotina de geracdo de malhas a ser utilizada € a mesma para
todos os casos. Isso facilita muito o trabalho do pesquisador que ndo necessita de rotinas
diferent;as para cada abordagem e também permite uma andlise simples e direta do

problema.




Cap. 2 - Tratamento Qualitativo de Malhas Nao-Estruturadas 98

2.3.2 Defini¢ido do contorno

O contorno de um dominio multiplamente conexo é discretizado da mesma
maneira que um dominio simplesmente conexo. A diferenca estd no fato de no primeiro

caso existir um contorno externo ¢ outro(s) interno(s), conforme a figura 200

Figura 2.22 - dominio multiplamente conexo.

Como visto na se¢io 1.2, a discretizagdo do contorno € a jungdo dos pontos por
segmentos de reta, determina a frente de partida para o processo de geragdo dos
elementos da malha. Fica claro entdo entdio que a frente de partida deve ser continua,
sem interrupgdes. Quando o dominio é multiplamente conexo, 0s contornos interno(s) e
externo ficam separados. Para que a frente seja continua, deve-se definir uma linha de

ligagdo entre os contornos, conforme a figura 2.23.
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Figura 2.23 - linhas de juncao entre contornos.

Essas linhas de juncdo entre os contornos também precisam ser discretizadas. A
frente deve ser definida como uma seqiiéncia de segmentos consecutivos e as linhas de
jungdo servem como pontes, porém ndo apenas num sentido e sim para ir voltar de um
contorno interno. Essas pontes de duas mios utilizam os mesmos pontos para ir e voltar,

porém em cada caso a frente estard enxergando lados opostos do dominio, conforme a

figura 2.24.

Figura 2.24 - discretizagao do contorno.
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A frente, por definigdo (vide segdiol.2), roda no sentido anti-hordrio para o
contorno externo e no sentido hordrio para o(s) contornos internos (figura 2.25). Uma
vez definida esta seqiiéncia, a frente de partida estd pronta e o problema passa a ser
similar ao caso dos dominios simplesmente conexos. Os parametros LI e LS sdo
utilizados da mesma maneira que fora explicada na segdo 1.4. para que se consiga obter
a malha adequada ao problema em estudo. Os métodos de amaciamento mostrados nas

secoes 2.1. € 2.2. também podem ser utilizados sem modificagOes.

Figura 2.25 - frente de partida.
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2.3.3 Resultado

2.3.3.1 Circulo duplamente conexo

Como primeiro exemplo é mostrado o caso de um dominio duplamente conexo,

frculo pequeno define o contorno interno de um dominio circular. Os

onde um ¢

: 660

381

ero de elenentos

_lo
B ks

6

metros utilizados foram LI = En e LS

A

pard

.

10
12

LS

Figura 2.26 - Dominio duplamente conexo com LI= '1‘5 Te
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Essa malha, quando amaciada pelo Método dos Tridngulos fica conforme a

figura 2.27.
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Figura 2.27 - Malha da figura 2.26 amaciada pelo Método dos Tridngulos.



103

Cap. 2 - Tratamento Qualitativo de Malhas Nao-Estruturadas

E, a malha da figura 2.26, quando amaciada pclo Método dos Poligonos, fica

conforme a figura 2.28.

yd
s

660

hiro de elenentos

o

-

7
NHunero de nos

.y

381

o g

Figura 2.28 - Malha da figura 2.26 amaciada pelo Método dos Poligonos.
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2.3.3.2 Circulo triplamente conexo

Este exemplo mostra um dominio triplamente conexo, onde dois circulos de

tamanhos diferentes formam os contornos internos de um dominio circular. Os

6 10
3 { a LI='— LS:——- :
parame 1ros 5ao0 12 T c 12 T

hnjﬁ
3 l«\up&ro de elenenlos. #76
e

| Munero de nos: 503

10

Figura 2.29 - Dominio triplamente conexo com LI=—m% e LS =-—m.

12 12
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*A

Essa malha amaciada pelo Método dos Tridngulos pode ser vista na figura 2.30.

876

503

-
5.

=]
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s A

Figura 2.30 - Malha da figura 2.29 amaciada pelo Método dos Tridngulos.
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A malha da figura 2.29, amaciada pclo Método dos Poligonos, pode ser vista na

figura 2.31.

876

Figura 2.31 - Malha da figura 2.26 amaciada pelo Método dos Poligonos.
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2.3.3.3 Circulo multiplamente conexo

fnio multiplamente conexo, onde quatro

Aqui é mostrado o caso de um dom

formam os contornos internos de um

’

los, trés de mesmo tamanho ¢ um menor

circu

rd

= iR

LS

6

T‘ine

o LI

a

dominio circular. Os pardmetros utilizados s

Y

- o P,
ARYAY

, .
O om L)

- ..,

=,
[}

7 i s
sty

2611

A

o o

1416

de nos:

HMHunero

e

n'

_92
12

LS

6

Figura 2.32 - Dominio multiplamente conexo com LI = En e
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Essa malha amaciada pelo Método dos Tridngulos pode ser vista na figura 2.33.

1416

o dde nos:

Lumetr

Figura 2.33 - Malha da figura 2.32 amaciada pelo Método dos Triangulos.
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A malha da figura 2.32, amaciada pclo Método dos Poligonos, pode ser vista na

figura 2.34.

7

—.rl g

2611

5.

ﬁug}v':ro de elemnanto

Humero de nos

1416

—,

Figura 2.34 - Malha da figura 2.32 amaciada pelo Método dos Poligonos.
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2.4 Organizacio dos dados (conectividade)

2.4.1 Introducio

A malha gerada nos capitulos anteriores nada mais € que um conjunto de dados
organizados através de ralagdes de conectividade entre os nés. Os dados sdo gravados
em forma de arquivos texto. Esses arquivos contém uma seqiiéncia simples de nimeros.
Esses nimeros ndo significam nada se ndo existir uma relagfo entre eles. Neste capitulo
é visto como esses dados sdo organizados.

Os dados sdo obtidos ao longo do processo de geragdo da malha e s@o
armazenados em varidveis na forma de vetores. A cada elemento criado essas varidveis
sdo atualizadas. No final do processo, todos os pontos, assim como os elementos da
malha estio armazenados na meméria RAM. Através de um protocolo, esses dados sdo
transferidos para o disco. Para 1é-los € utilizd-los novamente, basta ler o disco utilizando
0 mesmo protocolo.

Para a defini¢do dos nés vizinhos, conforme a se¢@o 7.2, é necessdria uma rotina
a parte que utiliza os dados da malha gerada. Essa rotina é processada apds o
fechamento da malha e armazena na memoria todos os nés vizinhos a cada né da malha.
Da mesma maneira que para os outros dados, através de um protocolo, esses dados sdo

transferidos e podem posteriormente ser lidos do disco.
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2.4.2 Estruturacéo dos dados

Uma malha é composta por todos os seus elementos justapostos. Esses

elementos sdo tridingulos e por isso possuem 3 vértices. Esses vértices sdo os nds da

malha. Cada né possue coordenadas X,Y no plano cartesiano. Essas coordenadas sdo o

ponto de partida para estabelecer a estrutura dos dados (figura 2.35).

OBJETO

COMPONENTES

Nés

Coordenadas
XeVY

Elementos

Yérices
3 nds

Matha

Elementos
n elementos

Figura 2.35 - formagio da malha.

Dessa forma, uma lista com as coordenadas X,Y de cada né é estabelecida. Cada

nd, no momento da sua criagdo, durante o processo de geragdo da malha, recebe um

nimero seqiiencial, consecutivo, incrementado de uma unidade. Esse nimero estd

relacionado diretamente com as coordenadas do né no espago cartesiano. Essa lista

entdo, armazena todos os nds e suas respectivas coordenadas (figura 2.36).
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No Coordenadas
1 b4 Y1
2 X2 Y2
3 p &} Y3
4 X4 Y4

Figura 2.36 - lista com os nés e as respectivas coordenadas.

Uma lista cheia de pontos ndo define uma malha. E necessdrio definir as ligagdes
entre esses pontos, ou as relagdes de conectividade. Essas relagdes sdo obtidas através
das defini¢es dos elementos que compdem a malha. Um elemento € definido por trés
nés, sendo cada um deles um vértice do tridngulo. Entdo surge uma segunda lista que

armazena os elementos através dos nimeros dos nds que os compdem (figura 2.37)

Elemento VYértices

1 N611  N612 Nol13
2 N621 N622 Na23
3 N631 N632 N633
4 No41 No42 No43

Figura 2.37 - lista com os elementos e respectivos vértices.
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Assim, a primeira lista determina as coordenadas de cada né da malha, enquanto

que a segunda lista determina como esses nos sio ligados para formar a malha.

2.4.3 Os vizinhos

Uma outra maneira de definir a conectividade entre os nds € através dos nés
vizinhos. Cada né estd atrelado a outros nds conforme a se¢do 7.2..Assim, todos 0s
elementos que tiverem um mesmo nd em comum, sdo elementos vizinhos. Dessa forma,
também existem duas listas, a primeira com as coordenadas dos nds, conforme a se¢do
2.4.2., e a segunda que armazena quais sdo os nds vizinhos de cada né. Unindo cada né

com o seu vizinho, é possivel formar a malha (figura2.38).

No Nbs vizinhos

No11 N612 No13 N614 N615 No16 No17
N621 N622 N623 N624 N625 N626

N631 N632 N633 N634 N635 N&36

N641 N642 N643 Nb44

N651 N652 N653 No54 N655 N656 N657
N661 N662 No63 No64 N665 N666

U e N~

Figura 2.38 - lista com os vizinhos de cada né.
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2.4.4 Contorno e frente

O contorno é formado pelos nés utilizados para discretizar a fronteira do
dominio. Esses nés e suas respectivas coordenadas estabelecem uma lista. Essa lista é
utilizada como frente de partida no processo de geragdo da malha. Essa frente €
armazenada de tal forma que mostra a ligagdo de um né com o seu consecutivo,

conforme a figura 2.39.

112|3}4]|5|6|7|8|9 |10
21314|5]16]7(8]9(10]1
Figura 2.39 - estrutura da frente.

Note que quando a frente € atualizada e a relag@o entre um né e seu consecutivo
¢ mudada, troca-se os pares de tal forma que a frente siga um caminho diferente,

conforme a figura 2.40.
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—
W
(L]
[~}

71819 10
6]7]8]9)10}1

7 ala lwl

b
W M
[
221

6
5|617(8]9]10}1

Figura 2.40 - frente alterada pela delecao de um segmento.

2.4.5 Parametros

Existem ainda pardmetros especificos para cada malha que também é importante
serem citados. Para cada malha hia o Numero de Nés, o Nimero de Elementos, o valor
méximo de X e Y e o valor minimo de X e Y. Esses pardmetros sdo armazenados antes
das listas com as relagdes de conectividade. Esses parimetros, além de representarem
caracteristicas da malha, sdo usados para definir os protocolos de gravagéo e leitura dos
dados em disco. Também sdo utilizados nas rotinas graficas para definir os limites da

tela (figura 2.41).
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NNds
NElemento
Xmax
Ymax
Xmin

Y'min

Figura 2.41 - lista de parametros.



3. Método dos Volumes Finitos: Problemas de Conducao de Calor

3.1 Introducao

Neste capitulo é apresentada a formulagdo para o problema de Condugdo de
Calor. Essa formulagdo é baseada no Método dos Volumes Finitos utilizando elementos
triangulares, diferentemente de Patankar(1980) que utiliza elementos quadrangulares.
Dessa forma pode-se utilizar malhas ndo-estruturadas conforme visto nos capitulos
anteriores.

Os elementos triangulares gerados pelo método desenvolvido neste trabalho nio
apresentam necessariamente lados ortogonais as linhas que unem os centréides dos
elementos. Isso pode gerar erros, uma vez que a integragdo das equagdes diferenciais
que foram apresentadas no capitulo anterior é feita segundo a dire¢io normal 2
superficie do volume de controle. Assim sendo, é necessdrio utilizar projegdes normais
que corrijam as disténcias entre os centrdides, conforme visto em Arkell(1995).

Os cilculos sdo feitos no proprio centréide, determinando assim o Método
Centrado no Volume. Isso simplifica a modelagem, uma vez que sfo claros os limites de
cada volume de controle. Um elemento ¢ influenciado pelos seus vizinhos diretamente
sem necessidade de estar levando em conta aspectos como interpolagdes entre os nés
que, além de inserirem maior complexidade, podem estar inserindo erros numéricos

devido a arredondamentos.
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Apesar de simplificar a resolugdo, o0 Método Centrado no Volume néo € direto
quanto as condigdes de contorno. Essas geralmente sdo dadas na fronteira do volume e
ndo no centro do mesmo. Para resolver esse problema o autor desenvolveu um método
que associa elementos planos, ou seja, elementos definidos apenas por um segmento de
reta, no contorno do dominio. Esse elemento plano possui um centréide que € definido
como o ponto médio desse segmento (figura 3.1). A distincia entre os centréides passa a
ser entdo a normal entre o centréide do elemento interior € o segmento. Dessa forma

resolve-se o problema das condi¢des de contorno sem dificultar a resolugdo do método.

Vv,
Vi

V3 (centro de um elemento
plano na fronteira do dominio)

figura 3.1 - elemento na fronteira e seus vizinhos.

O desenvolvimento detalhado do método é apresentado a seguir. No final sdo
mostrados os resultados obtidos comparados a resultados analiticos. Os resultados

obtidos foram muito bons, validando assim o método utilizado.
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3.2 Discretizac¢do da Equacio de Conducdo de Calor

A equagdo para transferéncia de calor por condugdo térmica, em regime

transitério e considerando o termo fonte, pode ser escrita como abaixo:

T d dT
—a-t———(k-é;) > (k——-) —Z(k$)+S 3.1

onde k € a condutividade térmica, T € a temperatura, S € o termo fonte, p € a densidade e
¢ € o calor especifico a pressdo constante.

No Meétodo dos Volumes Finitos calcula-se as variagcdes de determinada
propriedade entre pequenos volumes de controle, que sd@o os préprios elementos da
malha. Assim sendo, cada tridngulo corresponde a um volume de controle. Como as
equagbes acima estdo na forma diferencial, precisa-se integra-las para depois poder
discretizd-las em cada volume. Para facilitar as dedugdes, ¢ utilizada a forma
unidimensional da equagdo 3.1 (direcdo x). Além disso, o termo fonte é desconsiderado

nesse momento, mas serd acrescentado no item 3.4. Dessa forma, tem-se:
t+at 0T At
pc j [ 5= j ——(k——-)dxdt (3.2)

Considerando que o valor de T no centro do volume prevaleca sobre todo o

volume de controle, pode-se dizer que:
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pef [ g—fdtdx = peAX(T! = T°) (3.3)

onde Tl: corresponde a temperatura num momento posterior € T: corresponde &

temperatura num momento anterior. Ax corresponde a variagdo espacial na diregdo x do

volume de controle.

dT
Seguindo o mesmo raciocinio para k—— na equagdo 3.2, porém agora

ox

considerando que T varie de forma linear dentro do volume de controle, obtém-se:

AL ¢ O oT s k_ (T_p —Tp) kJr (Tp —T+p)
L J:ax(k ) dxdt = f [ 5T o t (3.4)

onde o subscrito ‘- refere-se ao espago imediatamente anterior ao ponto P e o subscrito

‘+’ refere-se ao espago imediatamente posterior ao ponto P, conforme a figura abaixo:

ox ox,

-P P +P

figura 3.2 - volume de controle unidimensional.

Dessa forma, utilizando-se a equagdo 3.3 e 3.4 sobre a equagio 3.2, chega-se ao

seguinte resultado:

e (M = | kD =T
PeAX(T! ~T?) = j[ 6)‘(’ D _ é’x P }dt 3.5)
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2,

E necessirio saber como a temperatura T varia no tempo. Para isso

Patankar(1980) propde a seguinte relagio:

[Tar =T + - DT (3.6)

onde f é um fator de ponderagdo entre 0 e 1. Usando férmulas andlogas para T, ¢ T}, a

equagdo 3.5 pode ser escrita como:

peAX(T, - T)) =

Ox ox, Ox_ ox,

i 1 i 1 0 0 0 0
f[k_(T_p -T) k. (T, —T+p)}+(1_f)lik_(T_p ~T) k(T —Tﬂ,)] s
Considerando o sobrescrito 1 para os novos valores de T no instante de tempo

t+ At,a equagdo 3.7 é rearranjada da seguinte maneira:

a,T, =a_ [T, +(1- DT |+a,, [T, +01- 0TS, |+[ad - (1-Da_, -1 -Da,, e

(3.8)

onde
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k.
B, Sy
-+ = 5x.
a = k,
T e,
o _ PCcAx
T A

_ 0
a,=fa_,+fa, +a,

onde A, representa o intervalo de tempo entre dois instantes consecutivos.

A equagdo 3.8 representa a forma discretizada da equagfo para transferéncia de
calor por condug@o térmica, em regime transitério sem considerar o termo fonte e numa
tinica diregdo (diregdo x). Por analogia pode-se deduzir as equagdes para os casos bi-

dimensional e tridimensional.

3.3 O Esquema Implicito

Conforme o valor do fator de ponderagdo f adotado, a equagdo discretizada recai

em um dos 3 esquemas de equacdo diferencial parabdlica:

f =0 - esquema explicito
f =0,5 - esquema Crank-Nicolson

f =1 - esquema implicito
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A interpretaggio grifica de cada esquema pode ser vista na figura 3.3.

o Explicito
g1 S
Tp Crank-Nicolson
| S
T ==
Implicito
t t+ At

figura 3.3 - interpretacio grifica dos esquemas.

Como o tnico valor de f que garante que o coeficiente de T: na equagdo 3.8

nunca seja negativo é 1, o esquema a ser utilizado é o esquema implicito. A razéo disso
é satisfazer os requisitos de simplicidade e comportamento fisico realista, como serd
explicado mais adiante no item Critérios de Convergéncia.

Adotando-se entdo f = 1, a equagéo 3.8 pode ser simplificada para:

a,T =a,T, +a,T, +aT 3.9)

+p TP

onde
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k_

a_p = -8—)—(-?
k,

Bp = ox,

o PCAX
A

3.4 Utilizagao do Termo Fonte

Geralmente o termo fonte € uma funcgio de T e € importante determinar essa na
discretizagdo da equacdo de transferéncia de calor. Como as equagdes discretizadas sdo
obtidas através de dlgebra linear, pode-se levar em conta apenas a dependéncia linear do
termo fonte em relagdo a T. Dessa forma pode-se escrever o termo fonte médio da

seguinte maneira:

S=S +S.T (3.10)

¢ PP

onde S, representa a parte constante de S, enquanto S, € o coeficiente de T,. S, ndo

representa o valor de S no ponto P, como pode-se pensar. Nessa andlise, considera-se

que o valor de T, prevalega sobre todo o volume de controle.
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Quando S é uma fungdo ndo-linear de T, hd a necessidade de linearizar essa

fungdo. Nesse caso, os valores de S, e S, sdo recalculados a partir dos valores de T

obtidos durante o processo iterativo.

Utilizando-se o termo fonte linearizado, a equagédo de discretizagio resulta em:

a, T, =a T +a,T, +b 3.11)

+p 4p

onde

k_
A J==
> = 5
k,
a =
ok,
o PCAX
A

b=S,Ax+a,T,

= o _
a,=a_, +a,, +a —S Ax



Cap3. - Método dos Volumes Finitos: Problemas de Conducdo de Calor 126

3.5 Aspectos Geométricos para Malhas Nao-estruturadas

Num primeiro momento é importante entender alguns aspectos geométricos da
malha ndo-estruturada, seja para condugdo de calor, convec¢do ou escoamento, para
depois poder aplicar as equagGes discretizadas. Numa malha desse tipo, as faces dos
elementos ndo estdo sempre direcionadas na mesma diregdo. Dessa forma nédo é possivel
determinar por onde € a entrada e a saida do elemento. O balango em um volume de
controle, utilizando-se o principio da continuidade, é que determina os fluxos de massa

e energia.

BN N

%AV

figura 3.4 - regiao discretizada de um dominio qualquer.

<

A figura 3.4 apresenta um regido discretizada de um dominio qualquer. Para
efeito de estudo sdo mostrados o volume P e seus vizinhos. A andlise feita aqui, com
apenas um dos vizinhos, é vélida para todos os vizinhos e para todos os elementos da
malha, com excegdo dos elementos que se situam na fronteira do dominio. Para esses

elementos, a relagdo com os vizinhos internos ao dominio é a mesma, mas a relagéio
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com o vizinho externo, que se trata de um elemento plano, conforme explicado na
introdugdo, acontece de outra forma, que também é explicada a seguir.
Determina-se o centro de um elemento através do encontro das medianas,

conforme a figura 3.5.

LR

figura 3.5 - centréide de um volume.

A andlise a ser feita agora € o balango entre um elemento e seus vizinhos. Para

isso sdo utilizados os elementos P e V| da figura 3.4 ampliados conforme a figura 3.6.

figura 3.6 - distancia entre dois centréides.

Onde 0 € o angulo entre a normal ao lado em comum e a reta que une os dois

centros. Como o balango feito no volume de controle considera o fluxo de entrada e
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saida na diregdo normal 2 superficie de contato, a distincia entre os dois elementos se
torna PV, cos0 L

Para o caso dos elementos da borda, onde 1 ou 2 elementos vizinhos sio

elementos planos, a situacio fica como mostrada na figura 3.7.

L

Figura 3.7 - Distancia entre centréides na fronteira.

A distancia entre os dois centrdides corresponde ao segmento tragado na figura
3.7. Dessa forma fica simples a abordagem no contorno. Os cdlculos podem ser

efetuados exatamente da mesma maneira que € feito no caso de elementos interiores.

3.6 Equacoes Discretizadas para Malhas Nao-estruturadas

Para a dedugio da equagdo de discretizagdo das malhas ndo-estruturadas s@o
utilizados os conceitos apresentados no item anterior aplicados a equagéo 3.11. Deve-se
lembrar que a deduc@o feita para a equagdo 3.11 levou em consideragdo uma situagdo

unidimensional. No caso das malhas ndo-estruturadas apresentadas nesta dissertagdo a

! Essa aproximagio ¢ apresentada em Peraire(1990) e considera que, dentro de um dado volume de
controle, a propriedade em estudo seja constante sobre todo o volume. Maiores detalhes sobre esta
aproximagéo sdo apresentados no capitulo 5.
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situagdo é bi-dimensional. Isso acarreta que o fluxo de calor se d4 sobre uma superficie,

que no caso é o lado em comum entre um elemento e seu vizinho, conforme figura 3.8.

figura 3.8 - elemento P e seus vizinhos.

Dessa forma, a equagdo de discretizag@o pode ser escrita da seguinte maneira:

a, T, =ay Ty, +ay,Ty, +ay,Ty; +b 3.12)

onde

kv, AB
a _ ——— ==
VI PV, cosO,

k,,BC
a = o
V2 PV, cos0,

kpy;CA
a =l
V3 PV, cos@,

o _PCA,

a
At
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b=S.A, + aﬁT‘?

— 0 —
a, =ay, +ay, tay;+a, —S A,
onde A, ¢ a érea do elemento P e o indice PV indica a interface entre o elemento P e o

vizinho V.

3.7 Método Numeérico - Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é um método simples no qual os valores das varidveis
sdo calculados elemento-a-elemento, numa determinada ordem. Apenas um valor para T
é armazenado na memdria para cada elemento. No inicio do processo iterativo, esse
valor é a estimativa inicial para a temperatura de cada elemento. Depois, os valores a
serem usados sdo os obtidos na iteragdo anterior. Toda vez que um valor novo €
calculado para um elemento, esse valor substitui o valor anterior, que deixa de existir.
Dessa forma, o espaco de memdria necessirio € minimo. Seja a equagdo de

discretizagdo 3.12:

a,T, =ay /Ty, +a,,Ty, +ay;Ty; +b (3.12)

sendo T}, o valor a ser calculado num determinado instante do processo, tem-se:
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_ay Ty, +ay, Ty, +ay, Ty + b

ap

(3.13)

p

Para os elementos vizinhos ja calculados, os valores da temperatura sdo os mais
recentes, para os elementos vizinhos ainda ndo calculados, os valores da temperatura sao
provenientes da iteragdo anterior. Quando todos os elementos tiverem sido visitados,
uma iteracdo estard completa. O processo recomega entdo e se repete até que a diferenca
de temperatura em cada elemento, entre uma iteragdo e outra, seja menor que um €erro

determinado. Ou seja:

> -

< Erro (3.19)

TMAX

D . . - . .
onde T, € o valor da temperatura numa iteragdo posterior, Tlf € o valor da temperatura

numa iteracdo anterior € Tyax € o valor maximo da temperatura. O valor de Tyax
geralmente corresponde ao maior valor da condigdo de contorno, mas caso seja
considerado um termo fonte, essa temperatura é incerta. Mesmo assim, o maior valor da
condigdo de contorno, geralmente se comporta muito bem. O pior que pode acontecer é
estar trabalhando com uma precisdo maior que a estabelecida e consequentemente tomar

mais tempo para convergir, porem nio compromete os resultados obtidos.
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3.8 Critérios para Consisténcia e Convergéncia

Quando se desenvolve um método numérico, o primeiro aspecto que deve-se ter
em mente é o fato desse método ter comportamento fisico realistico ou ndo. Um método
que ndo se comporta realisticamente ndo é um método consistente € ndo tem aplicagdo
prética. Alguns critérios devem ser estabelecidos para garantir a consisténcia do método.
O segundo aspecto a ser analisado é a convergéncia do método. Um método que ndo
converge ndo traz resultado algum, sendo necessdrio estabelecer critérios para a
convergéncia.

Para garantir a consisténcia de um método numérico pode-se levar em conta

quatro critérios basicos conforme Patankar(1980):

e Consisténcia nas faces dos volumes de controle: o fluxo de calor que sai de
um volume de controle através de uma face deve ser idéntico ao fluxo de calor que entra
o préximo volume de controle através da mesma face. Para garantir isso deve-se tomar
cuidado com perfis de variagdo de temperatura quadriticos ou superiores, pois a sua
derivada pode ter valores diferentes para uma mesma face, se provinda de um elemento
ou de outro. Outro aspecto que pode gerar inconsisténcia é utilizar, para uma mesma
face, a condutividade térmica do centro do elemento de um lado e do centro do outro
elemento para o outro lado. Nesse caso, deve-se utilizar um valor calculado para a face
entre os elementos, através de interpolagdo, de tal forma que o valor seja 0 mesmo se

calculado por um lado ou pelo outro.

e Coeficientes positivos: se a temperatura de um elemento aumenta € as outras

condigdes sdo mantidas inalteradas, entdo a temperatura dos vizinhos desse elemento
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deve aumentar também. Para que isso ocorra, os coeficientes da equacdo 3.12 devem ter
todos o mesmo sinal. Por motivo tinico de simplificacdo, todos os coeficientes devem
ser positivos ao invés de negativos. Porem isso ndo faz nenhuma diferencga.

® Linearizagio do termo fonte com inclinagdo negativa: considerando a equag@do
3.12 percebe-se que mesmo que todos os coeficientes dos elementos vizinhos sejarﬁ
positivos, o coeficiente do elemento central a, pode ser negativo dependendo do valor
de S;. Para evitar isso, basta garantir que S, ndo seja positivo. Dessa forma, quando o
termo fonte € linearizado conforme a equagdo 3.10, o coeficiente S, deve sempre ser
menor ou igual a zero.

® soma dos coeficientes dos vizinhos: quando o termo fonte ndo existir e as
temperaturas dos vizinhos forem iguais, a temperatura do elemento central T, deve ser

igual a elas. Dessa forma tem-se:
a,=ay +ay, +ay, 3.15)

No Método de Gauss-Seidel, para garantir que haja convergéncia,
Patankar(1980) cita que é necessédrio observar o seguinte critério, conhecido como

critério de Scarborough:

<1 para todas as equagdes

|av1 tay, + av3l

|ap|

(3.16)

< | para pelo menos uma equagio
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Esse critério é suficiente, mas ndo necessario. Isso quer dizer que as vezes pode-
se violar esse critério e mesmo assim obter-se convergéncia. Porem, para garantir que
haja convergéncia, convém sempre seguir esse critério. Também € importante notar que
alguns dos critérios de consisténcia citados acima terminam por garantir o critério de

Scarborough. Por exemplo, a presenca de S, negativo garante que: -

law +ay, +av3|

=

<1 G.17)

Outro aspecto, a necessidade de todos os coeficientes serem positivos garante que:

Iavx +ay, +av3' -1 (3.18)

S

para todas as equagdes. Falta apenas determinar onde estd a equagdo para que a condi¢do
acima seja menor que um. Essa equagdo estd nas condi¢cGes de contorno, pois para o
critério de Scarborough a somatdria dos vizinhos deve ser calculada apenas nos
vizinhos desconhecidos e a, por outro lado leva em conta todos os vizinhos, inclusive o
coeficiente do(s) ponto(s) do contorno(s).

Dessa forma, os critérios acima além de garantirem resultados fisicamente
realisticos, também asseguram que o método numérico convirja. Isso tudo sem serem
contraditérios, mas sim complementares. O Método de Gauss-Seidel, como apresentado,
apesar de ser simples, pode acabar sendo um método de convergéncia lenta. Por isso

usa-se técnicas de sobre e sub-relaxagdo que sdo vistas no préximo item.
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3.9 Sobre-relaxac¢io e Sub-relaxacio

Na solugdo iterativa de equagdes algébricas ou no processo iterativo como um
todo usado para lidar com nio-linearidades, geralmente € necessario acelerar ou redq;ir
as mudangas, de iteragdo a iteragdo, nos valores da varidvel dependente. Esse processo €
chamado de sobre-relaxacdo ou sub-relaxagdo, dependendo se as mudangas na varidvel
sdo aceleradas ou reduzidas. Para o Método de Gauss-Seidel utiliza-se sobre-relaxagio,
resultando num esquema chamado de SOR (Sucessive Over-Relaxation).

Dois métodos de aplica¢do de relaxagdo sdo apresentados. O primeiro, levando-

se em conta a equagdo 3.13, adiciona-se e subtrai-se T:‘ (temperatura num iteragido

anterior) no lado direito da equagéo:

(aVlTVl +ay,Ty, +ay,Ty; +b

a

T =T* +

-T) (3.19)

onde o termo dentro dos paréntesis representa a variagdo de T, produzida na iteragdo

atual. Pode-se alterar essa variag@o através da introdugdo de um fator de relaxagdo o.

Assim:

ay, Ty, +ay,Ty, +ay;Ty; +b

P p
aP

~T%) (3.20)

. e . . . A - .
Quando as iteragdes convergem, ou seja, Ty fique igual a T, implica que os

valores de T também satisfagam a equacgdo original. Quando o estiver entre 0 € 1, 0
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efeito resultante é de sub-relaxacdo e, quando o for maior que 1, o efeito € de sobre-
relaxagio. Exemplos de valores podem ser vistos em Roache(1982).

Nido existem regras gerais para escolher o valor de o. Deve-se basear na
experiéncia do pesquisador para cada caso. Também ndo hd necessidade de manter-se o
mesmo valor para o durante todo o processo iterativo. Nem para todos os elementos da
malha é necessério manter-se o mesmo valor de ¢, porem é conveniente que 0 seja.

O segundo método consiste na substitui¢do da equagdo de discretizag@o por:

(a, +1)T, = a, Ty, +a,,Ty, +ay,Ty; +b+iT, (3.20)

onde i € chamado de inércia. Valores positivos de i resultam em sub-relaxagdo e valores
positivos resultam em sobre-relaxagdo. Também nesse caso o valor de i deve ser obtido
através de experi€ncia.

Nesta formulagdo pode-se considerar a solugdo de regime transitério como um

caso particular de sub-relaxagdo para o regime permanente, onde T;’ simplesmente
representa o valor da iteragdo anterior T, , a T, atua como iT, e i é andlogo ao

. o 0 v 0 ol = . e i
coeficiente a . Além disso a variagdo no tempo corresponde as iteragGes.
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3.10 Resultados

Para poder validar o método, é feita uma comparagio entre o método numérico
apresentado neste capitulo e a solugfo analitica para um problema com condigdo de .
contorno simples. A solugdo analitica utilizada pode ser vista em Holman(1983) e
representa a solug¢do do problema bi-dimensional de condugdo de calor em uma placa

quadrada.

3.10.1 Analise Analitica da Conducao de Calor Bi-dimensional

O desenvolvimento serd realizado considerando a placa retangular mostrada na

figura 3.9. Considerando a equagio para a condug@o de calor:
d (0T d (0T
— |k=— |+ — |k=—| = 3.21
ax(kax]+ay(kay) 0 (3.21)

Considerando condutividade térmica, K, constante, tém-se:

9°T 9°T
k(axz +ay2]=0 (3.22)
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Em se tratando das condigdes de contorno, trés lados da placa sdo mantidos a
uma temperatura T; = constante e sobre o outro lado existe uma dada distribuigdo de
temperatura. Considera-se para este tltimo lado uma distribuigdo senoidal da mesma.

O método de separagdo de varidveis € utilizado na resolucdo analitica da
equagdo (3.22). O ponto fundamental deste método, segundo Holman(1983), € que a
solugdo da equagdo diferencial é admitida na forma do seguinte produto entre fungdes

da coordenada x ¢ da coordenada y:

T=XY (3.23)

onde
X =X (x),
Y=Y (y).
Voltando as condic¢des de contorno, t€m-se:
T=T, emy=0
T=T, emx=0
T=T, emx=W

TX
T=T, sen(——-) + T, (3.24)

emy=H,



Cap3. - Método dos Volumes Finitos: Problemas de Condugdo de Calor 139

onde T,, é a amplitude da fungdo seno. Substituindo a equagao (3.23) na equagdo (3.22),

tém-se:

(3.25)

Observa-se que cada lado da equagdo acima € independente do outro, uma vez
que x e y sdo varidveis independentes. Pode-se entdo obter duas equagdes diferenciais

ordindrias em termos de uma constante, chamada de constante de separagdo:

d*X
1 +A%2X=0 (3.26)
d’y
iy -A%2Y=0 (3.27)

A &lgebra deste problema pode ser simplificada pela seguinte mudanga de

varidveis:

6=T-T, (3.28)
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Linhas de Fluxo de Calor

Isotermas

T=fx)

T T
|

.3
i
-

v
o

Figura 3.9 - Linhas de Fluxo de Calor e Isotermas em uma placa retangular. Ao longo de cada lado
sio mostradas as condi¢des de contorno utilizadas.

Utilizando-se as 3 primeiras condigdes de contorno do problema (temperaturas
constantes ao longo do lado da placa) e resolvendo as equagdes algébricas associadas

chega-se a seguinte relag@o para o valor de A:

A= — (3.29)

Na equagdo acima 7 é um nimero inteiro. Dessa forma a solu¢@io da equagéio diferencial
pode ser escrita como uma soma das solugdes para cada valor de #. Uma vez que esta €

uma soma infinita, a solugdo final é dada pela seguinte série infinita:
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nw x nmw y

W senh W

0 =T-T, = »,C,sen (3.30)

n=1

Nesta expressdo as constantes foram combinadas e os termos exponenciais
convertidos em uma fungfio hiperbdlica. Aplicando-se a condi¢do de contorno final

(distribuic@o senoidal), chega-se a:

T X Z nm x nt H
T, sen~- T, = Y .C, sen W senh — (3.31)

n=1

onde deve-se ter C, = 0 paran > 1. A solugio final serd, portanto:

senh(n y/W) T X
sen + T, (3.32)

™ senh(mr H/W) W

Para a obtengdo da distribui¢do de temperatura através da equagdo acima, foi
realizado um programa tomando-se uma malha ndo-estruturada representando a placa
em estudo, conforme figura 3.10, e calculando o valor da temperatura nos centros dos

elementos. Foram utilizados os seguintes valores para os parimetros T, Ti, We H:

Tm = 150°C, T, =30°C, W=H=40 (3.33)
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Numero de elementos -»> 510 Numero de nos —-> 286
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Figura 3.10 - Malha nio-estruturada representando uma placa quadrada.

A figura 3.11 mostra a distribui¢do de temperatura obtida pelo modelo analitico
e visualizada utilizando o programa ENSIGHT disponivel no Laboratério de

Computagido Cientifica Avangada da USP (LCCA).
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Figura 3.11 - Isotermas do problema bi-dimensional de condugiio de calor através do método
analitico e plotada através do pregrama de visualizagio ENSIGHT.

3.10.2 Analise Numérica da Conducio de Calor Bi-dimensional

Nesta etapa procurar-se mostrar os resultados obtidos para o problema bi-
dimensional da condug@o de calor em uma placa plana em regime permanente, através do
método numérico implementado. O Método dos Volumes Finitos foi utilizado
inicialmente para a malha néo-estruturada da figura 3.10.

A solugdo numérica e a solugdo analitica sdo dadas a seguir. A solugdo

numérica praticamente coincide com a solugdo analitica, ndo s6 qualitativamente como
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quantitativamente, conforme a tabela 3.1. Conforme pode-se observar nesta tabela, o
maior erro encontrado é de 1,95 %, cujo elemento encontra-se no contorno, no canto

superior direito da placa.

Figura 3.12. Isotermas do problema bi-dimensional de condugciio de calor através do método
numérico empregando a malha nio-estruturada da figura 3.10 e plotada através do programa de
visualizacio ENSIGHT.
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Menor diferenga percentual encontrada entre a solugdo analitica e

ol & 7,9 E-04 %
a numérica
Menor diferenca absoluta encontrada entre a solug@o analitica e a 2.7 E-04
numérica
Nimero do elemento de ocorréncia na malha ndo-estruturada 138
Temperatura do elemento (solugfio analitica) 34,06183 °C
Temperatura do elemento (solu¢do numérica) 34,06156 °C
Maior diferenca percentual encontrada entre a solugdo analitica e 1.95 %
a numérica 4
Maior diferenca absoluta encontrada entre a solugio analiticae a 1,21109
numérica
Numero do elemento de ocorréncia na malha estruturada 138
Temperatura do elemento (solugéo analitica) 62,11352°C
Temperatura do elemento (solu¢do numérica) 60,90243 °C

Tabela 3.1. Comparaciio entre a solugio analitica e a solu¢io numérica para o problema bi-

dimensional de conducgio de calor.



4. Método dos Volumes Finitos: Problemas de Conveccio de Calor
4.1 Introducao

Nesta secdo sdo tratados problemas onde convecgdo e conducdo estdo presentes
simultaneamente, considerando conhecido o campo de velocidades. Consideracoes
geométricas sdo necessdrias em complementagdo as feitas no capitulo anterior. Agora
sdo levados em conta grandezas vetoriais que influenciam o fluxo de calor. Por isso é
necessaria uma abordagem nova que leva em conta essas grandezas. Porém toda essa

construcdo ¢ feita em cima dos conceitos ja apresentados no capitulo anterior.

4.2 Discretizacio da Equacio de Convecgio

Um aspecto importante a ser observado no problema de convecgdo € o fato do
campo de velocidades ter que satisfazer a equacdio da continuidade. Dessa forma,

conforme pode ser visto em Patankar (1980):

B 42 ouy+ (o) 4 (pw) =0 4l
S (U +3 (V) +3 (o) = @)
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' onde u, v e w representam as velocidades nas dire¢des X, Y e Z respectivamente € p € a

( densidade do fluido em estudo.

A equagio diferencial da convecgéo pode ser escrita da seguinte forma:

2. (o) 42 (pUT) + = (pVT) + = (pwT) =

0 kdT, 0 k dT 9 k dT
g(c—pgﬂgy(c—pa—y +5"(—C‘1;*a;)+5 4.2)

onde k € a condutividade térmica do fluido em estudo e Cp € o calor especifico a pressdo
constante..

Aplicando-se a equagdo 4.1 sobre a equagdo 4.2 obtem-se:

Par TP ox pvay PYaz = ox Cp ax) ay(Cp ay) az(Cp az) =

que € a forma da equagdo de convecgdo que serd utilizada neste capitulo.

Como no capitulo anterior, primeiro utiliza-se um caso simples para deduzir a
equacgdo de discretizagdo, para depois poder expandi-la para o situagdo completa. Dessa
forma, considerando a equagdo unidimensional em regime permanente, estando

presentes apenas os termos de conveccio e difusdo, tem-se:

d k dT

d
. o ) == (EI'; el 44

que pode ser escrita como:
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s it
e
definindo
T
gl Cp dx
tem-se:
a_
dx

Integrando-se sobre o volume de controle da figura 3.2, obtem-se:

A equagio da continuidade 4.1 torna-se:
i( )=0
dx e

ou

pu = constante

148

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Considerando k e Cp constante , num dominio de 0<x <L, pode-se obter a

solugdo exata para a equagdo 4.7:
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em x=0 T=Tp

em x=L T=T_L

¢ a solucgdo é:

T-T, exp(Px/L)-1
T, -T,  exp(P)-1

onde P é o nimero de Peclet definido como:

149

(4.11)

(4.12)

Substituindo To e Ty por T,, e T, e utilizando esse perfil da solugdo exata sobre a

equagdo 4.6, obtem-se:

T NP Texp(P) -1
€
o =il
Vo=R(Ty+ o o o))

onde

(4.13)

(4.14)
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F =pu_
F+ = pu+
P = pu_ox_
k_/Cp.
_ pu,dx,
=X, /Cp,

u_ e u, sdo velocidades nas interfaces dos elementos

Dessa forma a equag@o 4.8 fica:

F (T, +———"-)-F.(T +———Tﬂ—)—0 (4.15)
P Texp(P) -1 TP Texp(P) -1 ‘

+p

que pode ser colocada da seguinte maneira:

a, T, =a_ T +a T (4.16)

+p T +p

F
al =0 —=—"=
Poexp(P)-1
_ E exp(P,)

a, =
P exp(P,) -1

a,=a_+a,

A figura 4.1 apresenta graficamente a solugdo representada pela equagdo 4.16.
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Figura 4.1 - Solugao exata para o problema convectivo

4.3 Generalizagdo da Equacio de Discretizagao

A equagdo 4.15 obtida no item anterior € obtida através da solug@io exata da
equagio diferencial para um problema unidimensional em regime permanente. Isso pode
ser muito bom por um lado, pois permite obter-se resultados realisticos e precisos, por
outro lado essa equacdo utiliza exponenciais que tomam um tempo computacional
considerdvel para serem calculadas. Além disso, os resultados obtidos ndo sdo exatos
para casos bi ou tri-dimensionais e termos fonte diferentes de zero, o que ndo justifica o
gasto de tempo computacional extra. Para lidar com essa dificuldade necessita-se de um

esquema computacional eficiente e que traga bons resultados.
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Para evitar o uso da fungdo exponencial, Patankar[1980] apresenta uma
formulagdo generalizada, onde diversas fungdes aproximadoras podem ser utilizadas.

Dessa forma tem-se:

+p T +p

apr = a_pT_p +a, T 4.17)

onde

a_, =D_A(P_|)+[F.,0]

a,, =D,A(P,)+[-F, 0]

a,=a_+a,
k_/Cp._
D_=——=
- Ox_
k,/Cp.
D, =—t—*+
* ox,

[F_ ,O] ¢ o valor maior entre F. e O (zero)

[— F, ,O] € o valor maior entre F, e 0 (zero)

e A(Pl) é uma fungdo do nimero de Peclet. Essa fungdo provém de expressdes
interpoladoras simplificadas. Estas expressdes procuram levar em conta a importincia
relativa dos termos convectivos e difusivos da equacdo de balango, o que pode ser
considerado diretamente através da avaliagdo do niimero de Peclet local. Uma série de
expressoes desse tipo sdo encontradas em Patankar(1980) e apresentadas na tabela 4.1.
A figura 4.2 mostra uma comparagdo entre a solugdo exata apresentada na se¢do 4.2 € os

diversos esquemas apresentados na tabela 4.1.
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Scheme Formula for A(VP1)
Central difference 1-—-0.51P1

Upwind 1

Hybrid 0, I —0.51P1])
Power law 10,1 —0.141PH* |
Exponential (exact) 1Pi/[exp (1P — 1]

Tabela 4.1 - A funcio A(IPl) para diversos esquemas.

1.0
L Upwind
& n
< 0.5 Exponential {exact)
3 N
o N
W / Power law
o Hybrid
L 1 L L g g
0 2 4 6 8
Central difference 1P|

Figura 4.2 - Comparacio entre a fungio A(IPI) e a solugio exata para os esquemas da tabela 4.1.
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Como pode ser visto na figura 4.2, o esquema Power Law € o mais préximo da solugéo
exata e consequentemente é a opgdo adotada.

Ainda estd faltando considerar o regime transitério e o termo fonte.
Analogamente, como foi feito no capitulo anterior no caso da condugéo, as equagdes

completas podem ser escritas como:

aT =a T +a,T, +b (4.18)

+p T+p

onde

a_ =D_A(P.|)+[-F 0]

a,, = D,A(P,)) +[F. 0]
0 pyAX
P At

. 00
b=SAx+a,T,

' 0
a,=a_+a, +a, —S,Ax

p

E importante notar que os coeficientes da equaggo 4.18 serdo sempre positivos, o
que atende ao critério de Scarborough apresentado na segdo 3.8, garantindo solugdes

fisicamente realisticas.
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4.4 Aspectos Geométricas para Malhas Nao-estruturadas

A convecgio existe a partir da existéncia de um campo de velocidades que € uma
grandeza vetorial. Por ser vetorial, essa grandeza exibe ndo apenas intensidade, mas
também uma dire¢io e um sentido. Com isso, ndo basta utilizar interpolagGes
diretamente, mas € preciso antes calcular resultantes que levam em conta essas dire¢oes
e sentidos, para depois entdo poder-se interpolar as intensidades.

Para os volumes finitos em estudo, precisa-se definir as velocidades que entram
e saem deles, na diregdo normal as superficies de contato. Essas superficies de contato
nada mais sdo que as faces dos elementos triangulares que compdem a malha. Dessa

forma tem-se:

Figura 4.3 - velocidade normal a interface de dois elementos.

O campo de velocidades é dado no centro de cada elemento através da

composicdo de vetores nas dire¢des ortogonais X e Y conforme figura abaixo:
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Figura 4.4 - componentes da velocidade nos centrdides.

Para o cdlculo do vetor velocidade normal & uma face, primeiro obtém-se a
resultante nas diregdes X e Y entre os dois elementos que se tocam por essa face. Para
isso deve-se considerar a distincia entre o centro de cada elemento e a face conforme

visto em 3.5. (figura 3.6). Os vetores nas dire¢des X e Y podem ser vistos na figura 4.5.

Vy

Figura 4.5 - componentes da velocidade na interface.

A partir dos valores de V, ¢ V, na face, pode-se obter o valor de VN como Vvisto

na figura 4.3.
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4.5 Equacio de Discretizacio para Malhas Nao-estruturadas

Como nas malhas ndo-estruturadas ndo existe uma dire¢@o preferencial, como €
o caso das linhas de coordenadas para as malhas estruturadas, adota-se que o vetor
velocidade é considerado positivo quando sai do volume de controle e negativo quando
enira nele.

Analogamente a se¢do 3.7, a equagdo de discretizagdo para as malhas ndo-
estruturadas pode ser obtida a partir da equagdo para o caso unidimensional, lembrando-
se que o caso das malhas ndo-estruturadas trata de um problema bi-dimensional e por
isso deve-se considerar o fluxo de calor através de superficies, que sdo os lados dos

elementos.
a, T, =ayTy, +ay,Ty, +a,,Ty; +b “4.19)

onde
ay, = Dy,A(IP, ) +[-F,,,0]
ay, =Dy, A(IP,,I) +[-F,,,0]
ay; = Dy;A(IP,) +[-F;,0]

0

o pAV
= At

b=ScAV + agT;’

a, =ay, +ay, +ay; +a, —SpAV
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F,, =pV,,AB
F,, = pVy, BC
F,, = pVy;CA
_kw/Cp,, AB
Vi PV, cos0,
Ky, /Cpy, BC

2 PV, cos0,

_ ky,/Cp,,CA
Ve PV, cos0,

P = pVN,P_VlcosB,
o ky,/Cpy,

pVsz;\—’:cose2
PV2 = k C
v2/ Pv2

_ PVy;PV; cosB,
i kys/Cpy,

Vi € a velocidade na interface entre Pe V,
Vnz € a velocidade na interface entre P e V,
Vi3 € a velocidade na interface entre P e V3
[-Fv1,0] é o maior valor entre -Fy; e 0 (zero)
[-Fv2,0] é o maior valor entre -Fy; e 0 (zero)

[-Fv3,0] € o maior valor entre -Fy; ¢ O (zero)
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4.6 Resultados

Para poder validar o método, da mesma maneira que no capitulo anterior, € feita
uma comparagio entre o método numérico apresentado neste capitulo e a solugdo
analitica para um problema com geometria simples. O modelo analitico utilizado ¢
encontrado em White(1974) e apresenta a resolugio do problema de convecgdo de calor

em um escoamento em regime permanente entre duas placas paralelas.

4.6.1 Solucdo analitica da Convecgio de Calor para o escoamento entre duas
placas paralelas)

Na figura 4.6, duas pl.acas infinitas estdo afastadas de 2h e a placa superior move
a uma velocidade U relativa a inferior. Um gradiente de pressdo também existe na
direcio X. A placa superior estd & temperatura constante T; e a placa inferior estd a
temperatura constante Tp. Essas condigbes de contorno sdo independentes de X e Z,

dessa forma T =T(y) e a tinica componente da velocidade é u=u(y) . As equagdes da

continuidade, momento e energia podem ser escrita da seguinte maneira:

Continuidade _a_g = (4.20)
ox
Momento D 421
o dX “’ dy2 e )
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d’T  (du?
[ Energia O=k——=+ u[— j (4.22)

( Y=+h,u=U,T=T,

_I__, u=uy), T=T1(y) 4 movendo
----------------------------------- 2h
v

dp/dx = constante

Y=-h,u=0,T=T,

Figura 4.6 - Escoamento entre duas placas planas.

A equagdo da continuidade (4.20) simplesmente garante que 4 = u(y). A equagdo
de momento (4.21) pode ser integrada duas vezes para obter u, e depois, integrando a
equacio da energia (4.22) duas vezes, obtém-se T. Para utilizar um nimero minimo de

parametros, as seguintes varidveis adimensionais sdo definidas:

= T =2l 4.23)
Uy === = .
U T, ~T,
Dessa forma, as equagdes bésicas ficam da seguinte maneira:
d>u®  h* dp
Momento —d—y—; = EJ—E; = —B = constante 4.24)
d°T" Ok du” Y’
Energia = ! -|= (4.25)
dy® k(T -To)| \dy

onde B é um gradiente de pressdo adimensional € o pardmetro na equagdo 4.25 € o

niimero de Brinkman, o qual é o produto entre os niimeros de Prandtl e Eckert:
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wu* ucp U
k(T,-T,) k Cp(T,-T,

= PrEc (4.26)

As condig¢des de contorno sio condigdo de aderéncia e temperatura constante nas

placas:
Emy" =+1 u' =1 T =1
Emy =-1 u' =0 T =0 (4.27)

A equacdo 4.24 pode entdo ser resolvida através de uma integracdo dupla:
* 1 * 1 *2
u =—2-(1+y )+-2—B(1—y ) (4.28)

Esta solucdo, a qual é independente da temperatura, pode ser vista na figura 4.7.
Se o valor de B for negativo, significa que o gradiente de press@o € oposto ao

movimento da placa superior.

+1

! | !
B=-2,17/ : i
=7 /0 : ]

!
\

\
N\,

~

-1 0 1 2 3 4

Figura 4.7 - Distribuiciio de velocidades do escoamento entre duas placas paralelas.
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Com u" da equagio 4.28, a equagdo 4.25 determina uma distribuigdo de T" da

seguinte maneira:

P Pr EcB Iy Pr EcB?

i_*3
i =y s

= . r Ec 2 o
T =2 (1+y)+——(-y™)- (1-y") (429

A distribui¢io de temperaturas para PrEc aproximadamente zero, baseado na

equagdo 4.29, pode ser vista na figura 4.8.

Figura 4.8 - Distribuicio de temperaturas para PrEc = 0.

O fluido utilizado na simulag3o foi a 4gua nas seguintes condi¢Ges:
To=10°C
T, =65.55°C
PrEc = 2,52 x 10°

B=10

Para a solu¢io numérica, utilizando o Método dos Volumes Finitos, a malha néo-

estruturada utilizada nas simulagdes é mostrada na figura 4.9. O detalhe desta malha,
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préximo 2 regido de entrada, é apresentado na figura 4.10. O resultado obtido pode ser

visto na distribui¢do de temperaturas da figura 4.11.

Numero de elementos -> 4762 Numero de nos —> 29545

Figura 4.9 - Malha n3o-estruturada entre duas placas paralelas.

£
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Figura 4.10 - Detalhe da malha da figura 4.8 mostrando a regido de entrada.
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temperatira

e H

480 et

Figura 4.11 - Isotermas do problema bi-dimensional de convecgfio de calor através do método
analitico e plotada através do programa de visualizacio ENSIGHT.

4.6.2 Anilise Numérica da Conveccio de Calor Bi-dimensional

Nesta etapa procura-se mostrar os resultados obtidos para o problema bi-
dimensional da convecgdo de calor para o escoamento de agua entre duas placas
paralelas em regime permanente, através do método numérico implementado. O Método

dos Volumes Finitos foi utilizado inicialmente para malha néo-estruturada da figura 4.9.
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A solugio numérica é mostrada na figura 4.12. E possivel perceber que a
solugdo numérica praticamente coincide com a solu¢io analitica, conforme a tabela 4.1.
O maior erro encontrado foi de 0,79 % e se encontra em um elemento que se localiza no

contorno da malha.

2080 =)

Figura 4.11. Isotermas do problema bi-dimensional de conveccio de calor através do método
numérico empregando a malha néio-estruturada da figura 4.8 e plotada através do programa de
visualizacio ENSIGHT.

O pequeno erro mostra a aplicabilidade do Método dos Volumes Finitos,

desenvolvido nesta dissetagdo, para solugdes de problemas de convecgdo.
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Menor diferenca percentual encontrada entre a solugdo analitica e

b 2.4E-05 %
a numérica
Menor diferenca absoluta encontrada entre a solugdo analitica ¢ a 2.9 E-06
numeérica
Nimero do elemento de ocorréncia na malha ndo-estruturada 604
Temperatura do elemento (solugdo analitica) 12,29619 °C
Temperatura do elemento (solugio numérica) 12,29619 °C
Maior diferenca percentual encontrada entre a solucdo analitica e a 0.79 %
numeérica y
Maior diferenca absoluta encontrada entre a solugdo analitica e a 0,49204
numérica
Niimero do elemento de ocorréncia na malha estruturada 322
Temperatura do elemento (solucdo analitica) 62,61858 °C
Temperatura do elemento (solu¢do numérica) 63,11062 °C

Tabela 4.2. Comparagio entre a solugio analitica e a solu¢iio numérica para o problema bi-

dimensional de convecgao de calor.



5. Discussao dos Resultados e Conclusoes

As malhas estruturadas que foram apresentadas no capitulo 1 servem para
ilustrar o processo de geragdo desse tipo de malha. Trés casos diferentes foram
apresentados para poder ilustrar como gerar malhas sobre um mesmo dominio com
caracteristicas diferentes. A figura 1.5 mostra uma malha homogénea onde néo hd
controle de espagamento nem controle sobre a ortogonalizagdo dos elementos. J4 a
figura 1.6 mostra a mesma malha, porém com controle de espagamento na diregdo
horizontal. Esse controle permite aumentar a precisdo dos cdlculos numa regido onde a
camada limite se forma. E sempre interessante efetuar o controle de espagamento da
malha sobre regides onde as caracteristicas do fendmeno fisico a ser estudado possuem
gradientes elevados. Como no caso das malhas estruturadas, o Método dos Volumes
Finitos depende da métrica, quanto mais ortogonais forem os elementos, melhor seréo
os resultados obtidos. Nesse intuito sdo geradas malhas ortogonalizadas conforme a
figura 1.7.

Como o foco principal do trabalho estd nas malhas nfo-estruturadas, foram
apresentados malhas para diversos dominios com caracteristicas diferentes. Primeiro foi
mostrado um dominio circular (figuras 1.32 a 1.36). E interessante analisar esse tipo de
dominio, pois a partir dele pode-se construir dominios multiplamente conexos que
venham a simular escoamentos sobre corpos, como por exemplo cilindros, asas, etc.
Foram apresentadas diversas variagdes nos parametros LI e LS para poder exemplificar
o método de obtencdo das malhas. Pode-se perceber que com o manuseio desses

parimetros é possivel direcionar o tipo de malha que se deseja. Esse procedimento,
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apesar de flexivel, muitas vezes pode tomar algum tempo para poder gerar a malha
desejada.

No segundo exemplo apresentado de malha ndo-estruturada € mostrado o tinel
de vento do IPT (figuras 1.37 a 1.39). Esse exemplo é muito bom para poder mostra
como efetuar o controle de espagamento sobre regides desejadas. Note que no
estreitamento do tinel os elementos sdo menores, 0 que ¢é interessante, pois 0Os
gradientes de velocidade ¢ pressdo devem ser maiores. No gerador desenvolvido isso é
simples de ser obtido através do controle sobre o espagamento entre 0s pontos do
contorno. Note porém que ndo é possivel controlar o espagamento dos elementos que
estdo préximos a fronteira do dominio, como foi feito no caso das malhas estruturadas.
Existem técnicas que definem a razdo de aspecto entre as diregOes verticais e horizontais
dos elementos, bem como sobre o comprimento dos mesmos. Essa razdo de aspecto
pode ser variada conforme a regido do dominio, tornando possivel escolher que tipo de
elementos construir em cada regidio. Esse ndo é um procedimento de facil
implementacdo e o pesquisador precisa escolher as regides de interesse antes de gerar a
malha. Outra possibilidade é o refinamento da malha sobre a regido desejada. O
refinamento pode ser feito apds efetuados os cdlculos numéricos e ser verificado onde
estdo os maiores gradientes da propriedade em estudo. Esse método é muito mais
interessante, pois permite avaliar o fendmeno antes e depois escolher a regido que
precisa de maior controle sobre o espagamento. Alem disso a sua implementagdo € mais
simples e direta.

As figuras 1.40 a 1.42 mostram o mesmo tinel de vento das figuras anteriores,
porém cortado ao meio. O objetivo desse corte € aproveitar a simetria axial que existe na

geometria. Pode ser mais rdpido e pritico gerar malhas sobre dominios menos
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complexos e depois juntd-los. Além disso a malha final, obtida a partir da jungédo entre
as malhas parciais, € mais uniforme, pois as partes sdo idénticas. Também pode-se gerar
malhas com concentragio de elementos diferentes em regides diferentes. Esse
procedimento é conhecido como construgdo de blocos e permite simplificar a geragéo de
malhas para dominios complexos.

O ultimo exemplo apresentado (figuras 1.43 a.1.40) serve para ilustrar casos
onde haja uma variagdo brusca na fronteira do dominio. Casos como esse demonstram a
grande versatilidade das malhas ndo-estruturadas sobre as malhas estruturadas. Pode-se
observar que os elementos obtidos ndo perdem a uniformidade por causa do ressalto. Ao
contrario, o ressalto é contornado pela malha como se a fronteira fosse uma linha reta.
Geralmente sobre esses ressaltos encontra-se formagdo de recirculagdo e com uma
malha esparsa ndio é possivel capturar tal efeito. Vale lembrar que essa malha também
poderia ser gerada através da construgdo de blocos.

As malhas obtidas no capitulo 1 sdo malhas que apresentam elementos muito
distorcidos, principalmente na regido de fechamento, onde encontra-se uma “costura”.
Esses elementos naturalmente ndo sio desejados e precisam ser corrigidos. O capitulo 2
mostra exatamente como isso é feito. As mesmas malhas do capitulo 1 foram usadas
para poder usd-las como referéncia. O primeiro método apresentado, o Método dos
Triéngulos, é uma abordagem exclusiva do autor deste trabalho. O método atingiu o seu
objetivo, transformando os elementos distorcidos em elementos regulares, porém 0
tempo computacional utilizado foi muito elevado. O segundo método apresentado, o
Método dos Poligonos, mostrou-se muito eficiente. Com tempo computacional
reduzido, pode-se obter uma 6tima regulatizagdo dos elementos. O pesquisador deve

sempre proceder com o amaciamento da malha apés té-la gerado. Porém ndo hd a
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necessidade de aplicar os dois métodos de amaciamentos, um apgs o outro. Foram feitos
testes e verificou-se que ndo hd ganhos nesse sentido. A sugestdo € que se use o Método

dos Poligonos.

A metodologia apresentada para a geragdo de malhas ndo-estruturadas em
dominios multiplamente conexos mostrou-se eficiente e comprovou a eficiéncia e
flexibilidade do gerador de malhas desenvolvido. Dominios multiplamente conexos sao
de vasta utilizagio na Termodinimica e Dindmica dos Fluidos, pois permitem a
simulagdo de fendmenos fisicos ao redor de corpos. A técnica da linha de corte €
simples de ser aplicada e pode também ser usada para determinar uma regiao com
espagamento diferenciado, através da variagdo entre as distincias dos ndés que
discretizam a linha. Vale lembrar que uma vez gerada a malha, o processo de
amaciamento di-se normalmente, sem precisar de ajustes especiais para o fato do
dominio ser multiplamente conexo. Isso provém do fato da linha de corte fazer parte do
contorno do dominio. Dessa forma, com o mesmo gerador, é possivel discretizar
dominios de natureza complexa e variada.

A estrutura de dados escolhida para armazenar as informagdes das malhas foi a
mais simples encontrada. Qualquer pesquisador que queira utilizar uma malha criada
pelo gerador desenvolvido terd facilidade em ler as informagdes e fazer uso delas. Isso é
muito bom de forma geral, pois permite a universalizagdo das malhas. Por outro lado,
para poder tirar proveito dessa simplicidade, ndo é possivel obter de forma direta dados
mais especificos, como por exemplo quais sdo os elementos vizinhos de um dado
elemento. Para resolver esse problema, foram criadas rotinas que buscam essas
informagdes no banco de dados que compdem a malha e as trazem de forma organizada.

O aspecto preponderante aqui € que todas as informagdes estdo disponiveis de uma
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forma simplificada. Basta ao pesquisador determinar quais sdo suas necessidades e
através de rotinas complementares, buscd-las no banco de dados da malha gerada. Isso
permite ao pesquisador incrementar a biblioteca de aplicativos de pés tratamento das
malhas. Nada impede que um novo método de amaciamento seja desenvolvido ou que
um método de refinamento seja criado. Dessa forma, o que pode parecer um
inconveniente, acaba por tornar-se numa ferramenta poderosa e flexivel.

Diferentemente do Método dos Elementos Finitos, onde, a partir de principios
variacionais, minimiza-se o erro de uma fungio, sendo a matematica envolvida mais
complexa, no caso do Método dos Volumes Finitos a matemdtica necessaria é
relativamente simples, com a vantagem das equagdes discretizadas representarem 0s
fendmenos fisicos em estudo. Essa é uma abordagem elegante para engenheiros, pois
permite o desenvolvimento de simulagdes de fendmenos novos através da discretizagdo
das equagdes em estudo. Ambos os métodos trazem resultados satisfatSrios, o que
permite ao pesquisador escolher aquele que mais interessa-lo.

Para efetuar os balangos das propriedades em estudo, o Método dos Volumes
Finitos pode fazer uso tanto dos nés da malha quanto dos centros dos elementos. Na
verdade a escolha deve-se a forma como é construido o volume de controle. No caso de
malhas com elementos triangulares, que é o caso deste trabalho, os volumes de controle
podem ser compostos por elementos que tenham um mesmo né em comum (elementos
vizinhos), formando poligonos, ou o préprio elemento pode ser considerado como um
volume de controle. No caso dos volumes de controle serem poligonos compostos pelos
elementos vizinhos, os balangos sio efetuados nos nés da malha e, no caso dos volumes

de controle serem os préprios elementos da malha, os balangos sdo efetuados no centro
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dos elementos. Por motivos de simplificagdo o autor escolheu trabalhar com volumes de
controle constituidos pelo préprio elemento.

Para os problemas de condugdo de calor os resultados obtidos foram
satisfatérios. O maior erro obtido em relagdo ao célculo analitico foi de 1,95 %. Vale
aqui colocar que o elemento que apresentou esse €rro localiza-se na fronteira do
dominio. Foi possivel verificar que quanto mais ao centro da malha, os erros
diminufram. O que pode explicar esse fato sdo as condi¢des de contorno que nao sao
dadas nos nés e os balancos serem efetuados no centro dos elementos. Se os balangos
fossem efetuados nos nds, as condicdes de contorno seriam dadas também nos nés. Uma
vez que todas as interpolagdes adotadas foram lineares, um erro pode provir de
aproximagdes grosseiras. Outro aspecto importante a ser colocado € o fato de cada
volume de controle ser influenciado por apenas trés elementos. No caso dos volumes
poligonais, esses sdo influenciados por quatro ou mais nés. Ou seja, o balango das
propriedades leva em conta mais informagdes, o que deve trazer melhores resultados.

A aproximagio feita para se avaliar o fluxo da propriedade em estudo através da
interface entre dois volumes de controle, considera que a propriedade é constante dentro
de todo o volume. Conforme a figura 5.1, pode-se fazer uma expansdo em série de
Taylor, desprezando termos de segunda ordem, a partir do ponto V, obtendo-se para o

valor da propriedade em V’:

)
by =0y +§% (5.1)
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Figura 5.1 - Aproximagio entre os valoresde Ve V’.

. d : e
Na metodologia utilizada, considera-se 5% = 0. Uma alternativa seria utilizar-se

0 .
de uma expansdo em série de Taylor e avaliar i localmente. Esta opgdo nao foi

on
testada nesta dissertacdio e corresponderia a uma avaliagio do fluxo com uma precisdo
correta até termos de primeira ordem.

As mesmas observacdes citadas acima sobre problemas difusivos sdo vélidas
para os problemas de convectivos. Cabe ainda colocar que a dificuldade de se
determinar a diregdo principal das faces dos elementos em malhas ndo-estruturadas foi
sobreposta pela utilizagdo do esquema Power Law proposto por Patankar(1980), que
leva em conta o Ntmero de Peclet. O Niimero de Peclet representa a razdo entre as
forcas de convectivas e difusivas. Dessa forma, quando as forgas convectivas forem
menos representativas, as forgas difusivas influenciam com maior peso o balango das
propriedades e vice-versa. Assim, através da definicdo de velocidade positiva ou

velocidade negativa, conforme o vetor aponte para dentro ou para fora do volume, pode-
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se facilmente determinar qual a influéncia que um elemento exerce sobre o seu vizinho e
qual a natureza dessa influéncia.

O trabalho desenvolvido cumpriu com sua propbsta inicial de utilizar malhas
ndo-estruturadas em Dinimica dos Fluidos Computacional. Os temas abordados foram
investigados em profundidade e os resultados obtidos foram plenamente aceitdveis. A
extensdo do trabalho foi grande, partindo do inicio do processo de geragdo de malhas,
explorando o tratamento qualitativo das malhas e desenvolvendo métodos numéricos
para serem aplicados sobre as malhas, exigindo grande esforco e dedicacdo do autor.
Trouxe como recompensa modelos e métodos que poderdo ser aplicados e melhorados a
qualquer momento, além da grande satisfagio proveniente de tal realizac@o.

As malhas ndo-estruturadas estabelecem-se como alternativa muito propicia para
aplicagdes na Dindmica dos Fluidos devido a sua grande flexibilidade. Por se tratar de
uma area recente do conhecimento, ainda permite a descoberta e desenvolvimento de
muitas ferramentas. A bibliografia disponivel estd sendo formada, tornando necessério
para os pesquisadores da 4rea muita criatividade. De qualquer maneira, vé-se claramente
uma migragdo para esse tipo de malhas entre os pesquisadores, o que devera solidificar
os conceitos € métodos de geragdo das malhas ndo-estruturadas. Vale lembrar que as
malhas estruturadas nfo deixam de ter um espago neste universo dindmico da ciéncia. O
uso de malhas hibridas possivelmente representa a melhor resposta as demandas dos
pesquisadores, onde pode-se usufruir das vantagens de ambos os tipos.

O Meétodo dos Volumes Finitos mostrou um grande potencial de utilizagdo e
deve ser mais explorado em busca de melhorar os resultados e ampliar a gama de
aplicagdes. As referéncias encontradas tratam principalmente de aplicagdes em malhas

estruturadas. Toda a bibliografia disponivel para a aplicagdo sobre malhas ndo-
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estruturadas é atual e ainda ndo estd completa. Percebe-se que grande parte dos
pesquisadores preferiu a utilizagdo das malhas ndo-estruturadas vinculadas ao Método

dos Elementos Finitos.



6. Sugestdes para Novas Pesquisas

O gerador de malhas ndo-estruturadas obtido por este trabalho permite a geragdo de
malhas sobre dominios bi-dimensionais com geometria complexa. Os métodos de
tratamento qualitativo das malhas sdo adequados e verséteis. Porém ainda restam muitas
ferramentas a serem desenvolvidas. Possivelmente a mais importante delas seja um
refinador adaptativo para regides especificas. Com esse refinador poder-se-ia refinar regiGes
da malha, através da inser¢do de elementos, possibilitando obter calculos mais apurados
sobre regiGes que apresentem gradientes elevados das propriedades em estudo. Adaptativo,
pois possibilitaria o refinamento conforme os resultados obtidos pelo método numérico
empregado. Outra sugestio é o desenvolvimento de malhas hibridas. Nesse caso o
importante é definir como serd a relagdo de conectividade entre os elementos e nds dos
diferentes tipos de malhas. Naturalmente o método numérico terd que seguir a mesma
16gica.

Na questdo do Método dos Volumes Finitos poder-se-ia utilizar os Volumes de
Voronoi. Dessa forma acredita-se na melhora dos resultados obtidos. A definicao desses
volumes se daria através de um programa complementar, que trabalhe sobre a malha gerada
para um determinado dominio. Esse programa verificaria todos os elementos vizinhos a um
mesmo né e determinaria o poligono composto pelas mediatrizes dos lados desses

elementos. Depois seria necessdrio adaptar-se o método numérico para os novos volumes
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de controle. Isso modificaria a forma de especificar as condi¢bes de contorno e do

balanceamento das propriedades.

Outra possibilidade interessante seria desenvolver o Método dos Volumes Finitos
para regimes transitérios e com a presenga do termo fonte. Na verdade toda a formulagdo ja
fora apresentada, bastando a implementagdo do método. Com isso, as possibilidades de
aplicagdes tornam-se mais extensas e completas. E importante destacar a necessidade do
desenvolvimento do Método dos Volumes Finitos para calcular o campo de velocidades de
um escoamento em malhas ndo-estruturadas. A grande dificuldade seria a caréncia de
referéncias bibliogrificas e naturalmente a implementagdo de um dos métodos de
acoplamento entre velocidade e pressdo, como por exemplo o SIMPLE, SIMPLER ou
SIMPLEC, entre outros. Para finalizar é importante citar a necessidade de desenvolvimento
de modelos para escoamentos turbulentos. Modelos k-£ podem ser aplicados diretamente,
uma vez que a equagdo de transporte de uma propriedade genérica ja fora obtida. Além
disso, outros modelos, como por exemplo LES, podem trazer grandes contribui¢bes as

pesquisas da érea.
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