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Resumo

Este trabalho apresenta o método das ordenadas discretas para o calculo das trocas de
calor por radiacdo. Este método foi selecionado pela possibilidade de se integrar a um

programa CFD (Computational Fluid Dynamics).

Inicialmente, o método foi experimentado na simulagdo de um problema puro de

radiagdo, unidimensional, que possui solugo analitica.

A seguir, foi aplicado na simulagdo de um trocador de calor de forno sidertrgico,
constituido por dois tubos concéntricos, onde escoam, em fluxos turbulentos e co-
correntes, gases de combustdo no tubo interno, e ar no espago anular. O método foi
aplicado tanto no compartimento do ar quanto do gas, sendo que, nesse Gltimo, sua

integragdo com a técnica CFD foi testada.
Os resultados da simulaga@o foram comparados com dados de projeto.

Este trabalho mostra a simplicidade conceitual e a facilidade operacional do método.

X1
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Abstract

This work presents the discrete ordenates method for radiation heat transfer calculation.

This method has been selected aiming for an integration with a CFD program.

The method has been tested to solve a radiative unidimensional problem which has an

analytical solution.

Then, the method has been applied to simulate a two concentric tubes, with combustion
gases flow in the inside tube and air flow in the cylindrical annulus. The flows are
turbulent and cocurrent. The method has been applied on air and gas sections; and in the

later, its integration with a CFD program was tested.
The simulation results have been compared with project parameters.

This work shows the conceptual simplicity and the operational facility of the method.

Nii
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1. Introducao

As técnicas empregadas para projeto e desenvolvimento de sistemas de combustio,

assim como para diagnostico de problemas em equipamentos existentes tém sofrido

mudangas consideraveis nos ultimos anos.

As técnicas tradicionais baseadas na utilizagdo intensiva de dados experimentais e
correlagbes empiricas globais, obtidas em equipamentos e condigdes de operagdo
semelhantes aos do projeto tém sido substituidas por programas computacionais que

simulam os fendmenos complexos e interrelacionados que ocorrem numa cimara de

combustdo.

Os principais programas para simula¢do de equipamentos de combustio tiveram
impulso a partir da desenvoltura que adquiriu a area da engenharia denominada CFD

(Computacional Fluid Dynamics), isto ¢, Dinimica dos Fluidos Computacional,

Atualmente, o conhecimento de um conjunto de rotinas capazes de simular
numericamente escoamentos mono ou multicomponente, mono ou bifasico, com

transferéncia de calor, com reagdes quimicas, ja estd consolidado e é relativamente
difundido.

Os programas comerciais disponiveis para tal finalidade e mesmo programas
desenvolvidos em universidades tém pequenas diferengas no conjunto de rotinas de
base. Essas rotinas baseiam-se na solugio das equagdes diferenciais de conservacio da

massa e da quantidade de movimento através de uma técnica de discretizacdo'.

Mas, se é verdade que as rotinas para a simulagdo de escoamentos estfio relativamente
consagradas e disseminadas no meio académico brasileiro, ndo se pode fazer tal

afirmativa para os métodos de célculo das trocas de calor por radiacio.

Apesar da importancia fundamental desse tema para processos a altas temperaturas, sao

pouquissimos os pesquisadores que, nas universidades ou centros de pesquisas do pais,

dedicam-se ao estudo desse tema.

' Por essa razio, pode-se falar de um método ou uma técnica CFD.



CCCoCCo0¢

CCCC¢

C

cccecccececececcccccecccococac

Alguns fatos ajudam a explicar essas situacio:

* a dificil compatibilidade do equacionamento da troca de calor por radiagio com as
equagdes basicas de conservagdo. Radiagio ¢ um fendmeno que relaciona um
volume de controle com todos os demais elementos (de volume e de superficie) do
dominio, enquanto que as equagdes de conservagio (massa, quantidade de
movimento e eriergia, considerando-se trocas de calor por condugdo e convecgio),

relacionam um volume apenas com os elementos de volume ou de superficie

imediatamente vizinhos;

* a necessidade de manipulagbes matematicas trabalhosas para obter-se solugio
mesmo nos casos onde o calculo da radiag¢do térmica esta dissociado do calculo dos

perfis das pressdes e das velocidades.

O advento dos programas computacionais comerciais importados que incorporam
rotinas para o calculo da radiagdo térmica, presente nos dias de hoje, nio torna
prescindivel o trabalho de pesquisadores brasileiros no tema da radiagéo, pelo contrario,
h& que se ter conhecimento do fendmeno, da aplicabilidade e limitagdes de modelos
matematicos desenvolvidos para sua simulagdo. Os modelos de radiagio tém seu

respectivos campos de aplicagdo e , assim, generalizagBes de alguns modelos podem

levar a resultados incorretos.

Esses programas comerciais apenas facilitam o trabalho matematico de se alcancar a
convergéncia de solugbes, o que também deve ser valorizado. Mas, apresentam a
modelagem de importantes fendmenos, da qual a radiagao é apenas um exemplo, como
“caixas-pretas”, isto €, ndo € possivel fazer alteragdes no codigo fonte que equaciona o

fendmeno.

Assim, para poder-se utilizar plenamente esses programas, ha que se ter especialistas em
radiagdo, nos métodos de calculo das trocas radiativas e nos outros fendmenos fisicos

presentes no problema em estudo, além de experiéncia em simulagio numérica na area
CFD.

Essas razoes, associadas ao fato da especializagio profissional do autor situar-se na area

de combustdo industrial, levaram a escolha do tema do presente trabalho.
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Anteriormente a este trabalho, o autor ja detinha conhecimento de assuntos correlatos,
na medida em que o equacionamento e o tratamento matematico de escoamento

turbulento confinado foi objeto de sua dissertagio de mestrado.
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2. Objetivo proposto e formulagdo do problema

2.1. Objetivo proposto

O objetivo proposto do programa de doutorado foi o estudo das trocas de calor por
radiagdo ex. equipamentos de uso industrial. Além disso, propunha-se a selecio de um

método matematico capaz de calcular essas trocas e capaz de se integrar num programa
CFD.

O método denominado de “ordenadas discretas” foi selecionado por atender as duas
P

especificagdes mencionadas acima.

Inicialmente, verificou-se a validade do método aplicando-o num problema que tem
solugdo conhecida.. Esse problema tratou exclusivamente de trocas de calor por

radiagao, sem a influéncia de condug@o ou convecgio.

Em seguida, o método foi, entdo, incorporado ao programa CFD desenvolvido pelo
autor no seu programa de mestrado e aplicado na simulagdo de um recuperador de calor
de forno da indGstria siderurgica. Esse caso foi escolhido por representar uma aplicagio

industrial do qual se obteve parimetros de operacio.

2.2. Formulagéo do problema do recuperador de calor

O objeto do estudo € um recuperador de calor de um forno de laminagio de uma
siderurgica. Este recuperador foi objeto de estudo da equipe do atual Laboratorio de
Combustao e Gaseificagio do IPT em 1982. Naquela época, essa equipe, da qual o autor
faz parte, detinha apenas conhecimentos incipientes sobre o célculo da troca de calor
por radiagdo. Desenhos ¢ dados operacionais desse recuperador, fornecidos pela

siderurgica naquela época, foram guardados e serdo utilizados nesse trabalho.
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O recuperador de calor se compde de dois dutos circulares concéntricos. Escoando co-
correntemente tem-se, no duto interno, gases quentes obtidos pela combustdo de éleo no

forno e, na coroa circular, ar que ira alimentar os queimadores do forno.

O problema proposto € a simulagdo da operagdo desse equipamento obtendo-se a
distribuigdo de temperaturas dos gases no duto interno e do ar na coroa circular e
comparar as temperaturas de saida desses gases e do ar com os valores fornecidos pelo

seu fabricante.

saida dos gases

A

saida do ar < HR

1,70

1,75 m ‘

546 m

saida do ar — ] |

A

entrada dos gases

Figura 2.1. Desenho esquematico do trocador de calor.

Foram adotadas as seguintes hipoteses

s regime estacionario

fluido incompressivel

1 e .
* escoamento turbulento’ e axtssimétrico

' Os escoamentos dos gases ¢ do ar 1ém nameros de Reynolds da ordem dc 107.000 ¢ 64,000
respectivamente.
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E simples perceber que o sistema de coordenadas que melhor se adapta a este tipo de

escoamento € o cilindrico.
A solugdo desse problema, rigorosamente, exige a solugéo de dois problemas acoplados:

s determinar os perfis de temperaturas e de trocas de calor para o escoamento de ar na

coroa circular;

e determinar os perfis de velocidades, temperaturas e trocas de calor para o

escoamento dos gases de combustdo no duto interno do recuperador de calor.

A separagdo nesses dois problemas ocorre naturalmente por existirem dois escoamentos

distintos, confinados em se¢des fisicamente separadas.

Ambos os problemas foram resolvidos utilizando-se 0 método das ordenadas discretas

para o calculo das trocas de calor por radiag@o.

O primeiro problema, do escoamento de ar na coroa circular, foi resolvido admitindo as

seguintes premissas:
e 0 escoamento turbulento tem perfil de velocidades achatado (“plug-flow™).
¢ 0 meio, por ser ar atmosférico, ndo ¢ participativo com relagio a radiagio’.

e a radiagio emitida pelas superficies sao isotropicas, isto €, sua intensidade

independe da diregdo do feixe de radiagao.

O segundo problema, do escoamento de gases no duto interno, foi resolvido admitindo

as seguintes premissas;

e o0 meio nao € espalhador de radiagdo, ja que se pode considerar desprezivel a
concentragido de material particulado, que € o principal agente de espalhamento da

radiagao em gases originados de camaras de combustao;

* Esse faio sc traduziu no algoritno de calculo dus trocas de calor por radiagio da scguinte maneira:
+ desprezou-sc os termos relativo a espalhamento da radiagio;
«  admitiu-sc um valor muito pequeno para o cocficiente de absorgdo total do meto (0.001).

6
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e aradiagdo emitida pelo gas € isotropica.

* 0 meio € cinzento, isto €, o coeficiente de absorgdo independe do comprimento de

onda da radiagio’.

Os dois problemas foram resolvidos de maneira acoplada, isto €, ambos foram

resolvidos para o mesmo perfil de temperaturas da parede entre eles.

* Grande parte da literatura encontrada na pesquisa bibliografica realizada relativa a processo de
combustao adota cssa hipotesc. Essa hipotese ¢ valida especialmente quando a presenga de fuligem ou
matenial particulado for expressiva. Essa hipétese permite uma grande simplificagio no tratamento
matemitico comparativamente ao caso de cquacionar as trocas de calor por radiagio em cada intervalo do
espectro de comprimentos de onda.
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3. Revisao da literatura

Neste trabalho, a pesquisa bibliografica esteve orientada basicamente ao estudo da

radiag3o térmica e & sua modelagem matematica.

O tema da turbuléncia e os métodos constitutivos de uma técnica CFD foram temas de
estudo por ocasido do mestrado do autor, e assim, a pesquisa bibliografica desses
topicos, bem como comentérios acerca dela, foram apresentados naquela dissertagio de

mestrado [JEN (1989)].

A pesquisa bibliografica ndo se restringiu ao método das ordenadas discretas,
empregado para o calculo das trocas de calor por radiagdo que o autor deste trabalho
considera como um dos mais adequados para utilizar-se acoplado a um programa CFD.
Mesmo porque essa opinido foi uma das conclusdes da pesquisa bibliografica como sera

comentado mais adiante.

No inicio da pesquisa bibliografica procurou-se recuperar e estudar os trabalhos numa
ordem proxima da cronologica para ter uma visdo da evolugdo dos meétodos de
simulagao da radiagdo térmica. Assim, a apresentagdo do trabalho realizado no
levantamento, recuperacdo e estudo da literatura relacionada ao tema tem também

algum carater de resenha.

Inicialmente € conveniente comentar alguns dos poucos livros que tratam
exclusivamente do tema da radiagdo. Nos cursos de graduagdo, radia¢ao € estudado na
disciplina “Transferéncia de Calor” ou “Fendmenos de Transporte” e, assim, comparece

nos livros textos dessas disciplinas em pequenos capitulos.

Um dos primeiros livros que tratou exclusivamente da radiagdo foi escrito por
HOTTEL; SAROFIM (1967); nele sdc apresentados detalhadamente os conceitos e a

técnica envolvidos no método das zonas para o célculo das trocas de calor por radiagao.

No entanto, aparentemente, o livio gue se consagrou como livro texto nesta area foi o
escrito por SIEGEL. BHOWELL (1972). Tem entre seus méritos, uma apresentagao dos

topicos bastante didatica e adogao de uma cuidadosa notagdo para expressar as equagdes



relacionadas no fendmeno. Sua terceira edi¢do, de 1992, apresenta inumeros acréscimos

em relacdo a edigdo anterior.

Outro livro que merece destaque foi escrito por MODEST (1993); nele encontram-se
varios detalhes de desenvolvimento dos modelos elaborados para o calculo da troca de

calor por radiag@o.

Contendo uma exposi¢do resumida dos conceitos necessarios para a modelagem da
troca de calor por radiagdo, o artigo de VISKANTA (1987) foi muito proveitoso ao

autor desse texto, assim como o seminario interno de SOUSA (1989).

Meétodo das zonas

O método das zonas, pioneiro nas aplicagdes de engenharia, estd detalhadamente
descrito em HOTTEL; SAROFIM (1967). Nesse método, a superficie e o volume do
dominio de interesse sdo divididos num certo nimero de zonas, em cada qual admite-se
distribui¢ao uniforme de propriedades. As areas diretas de troca de calor entre os
elementos de superficie e de volume sio calculadas e, a seguir, as areas totais sdo
obtidas através de operagdes matriciais. Assim, esse método reduz o problema da

transferéncia radiativa a solugio de um conjunto de equagdes algébricas nao lineares.

Originalmente, o método das zonas foi aplicado em casos nos quais os perfis de
velocidade eram conhecidos ou estabelecidos e admitidos como independentes das
trocas de calor por radiagdo. Mais recentemente, o método das zonas foi conjugado com
uma técnica CFD, isto €, o calculo do perfil de velocidades também faz parte do
problema, mas admite que o meio é “transparente” a radiagdo, isto €, que as trocas de
caler por radiag@o s6 ocorrem entre os elementos de superficie presentes no dominio de
interesse. Dessa maneira, a radiago n@o participa nas equagdes de conservagao dos

. . R
elementos de volumes internos do dominio .

VAN DONGEN (1983) apresentou um trabalho no qual empregou um método semi-

empirico, que combinava o método das zonas para o calculo das trocas radiativas e uma

' E dessa mancira que os primeiros programas comerciais CFD simulavam os casos de combusto,
comu pode~se percebher da leitura da notas do programa PHOENIX versio 1.5,

9



técnica integral para o calculo dos perfis de escoamento, para a simulagdo de fornalhas.
O parimetro empirico foi a viscosidade turbulenta. A comparagéo com dados medidos

foi satisfatoria para os casos onde o escoamento advindo do queimador ndo tinha

componente tangencial.

Método de MonteCarlo

O método de Monte Carlo enfoca a radiagdo como o trinsito de “pacotes de energia”
(fotons). Esse método realiza 0 acompanhamento de um conjunto de fotons desde os
seus pontos de emissdo, passando por suas iteragdes com particulas de matéria do meio
até os pontos onde sdo completamente absorvidos. As trocas de calor por radiagdo sdo
calculadas através do balanco estatistico do conjunto de fotons. A resolugdo de

problemas matematicos por métodos estatisticos envolve sempre o uso de nimeros

randémicos>.

O método de Monte Carlo apresenta as deficiéncias de requerer grande tempo

computacional e estar sujeito ao erro estatistico associado & geragio de numeros

randdmicos.

STEWARD; CANNON (1971) apresentaram um trabalho baseado na aplicagdo do
método de “Monte Carlo” para o calculo do fluxo radiativo em fornalha cilindrica, em

casos cujos perfis de escoamento eram estabelecidos “a priori”.

Os métodos das zonas e o de Monte Carle distinguem-se dos demais métodos pelo tipo
de equacionamento adotado para o calculo da troca radiativa. O primeiro método,
equaciona esse cilculo a partir de um balango entre duas zonas fazendo uso das “areas

de troca”. O segundo obtém esse calculo a partir do acompanhamento de um conjunto

de fotons.

Ambos os métodos apresentam equagdes para a troca radiativa diferentes da forma
diferencial. Assim, eles sdo incompativeis com os métodos que partem das equagoes

diferenciais de conservacio, como os da técnica CFD.

10
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Metodo dos fluxos

Os métodos que se conjugam com essa técnica sio os chamados métodos de fluxos. A
equagdo empregada para o calculo da troca radiativa € obtida a partir do balan¢o
diferencial da intensidade de radiagdo (espectral ou total) realizado num volume de
controle. Essa equagfo diferencial, denominada de “equacdo de transferéncia radiativa”
contém uma integral que representa a influéncia das intensidades de radiagao incidentes

no volume de controle vindas de todas as diregdes”.

Assim, todos os métodos de fluxos admitem que a intensidade de radia¢do € fungio da
posicdo e da diregdo de propagag@o, e do comprimento de onda, no caso de considerar-
se radiagdo espectral. Usualmente, a dependéncia funcional com a diregdo complica o
problema ja que todas as diregdes possiveis devem ser consideradas. Por essa razdo, ¢
desejavel separar a dependéncia direcional da dependéncia espacial para simplificar o

equacionamento matematico.

Se for assumido que a intensidade de radiag@o seja uniforme em certos intervalos do
angulo sélido, a equagfo de transferéncia radiativa ¢ significativamente simplificada
reduzindo-se as equagdes integro-diferenciais a um conjunto de equagdes diferenciais
lineares acopladas em termos das intensidades ou fluxos de radiagdo médios. Variando-
se 0 numero de angulos solidos para os quais a intensidade de radiagdo € assumida
como constante, obtém-se diferentes métodos de fluxos, taits como de 2 fluxos, de 4 ou 6

fluxos.

Uma outra maneira de evitar expressdes complicadas na equagdo de transferéncia
radiativa, devido a dependéncia angular da intensidade, € integrar aquela equagdo no
espaco depois de multiplica-la por certos cosenos diretores. Essa técnica origina os

chamados métodos “dos momentos’.

O método dos “harmdnicos esféricos” é desenvolvido similarmente, mas um método

matematico mais sofisticado de integracdo da equagdo de transferéncia radiativa €

empregado.

? Nameros randémicos podem ser associados aos “jogos de azar”, presentes em cassinos. Por essa
razio, esses métodos de amostragem receberam o nome de Monte Carlo, lembrando o famoso
casine curopeun de Monaco.

? Por essa razio, essa € uma equacio integro-diferencial.

11



CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcCcccccccc

O método das “ordenadas discretas” é obtido discretizando-se todo o &ngulo sélido num
numero finito de diregdes ordenadas com seus fatores de ponderagio correspondentes.
A equagdo de transferéncia radiativa € aplicada para cada diregio ordenada e a integral

presente naquela equagdo € substituida por uma quadratura numérica.

Um outro método que parte da equagdo de transferéncia radiativa mas combina técnicas
do método das zonas e de Monte Carlo € o chamado método da “transferéncia discreta”,
desenvolvido por LOCKWOOD; SHAH (1976). Eles admitiram que os feixes de
radiag@o tém suas diregdes estabelecidas deterministicamente e ndo estatisticamente, e
que todas as diregdes constituem um conjunto ortogonal, obtendo-se uma técnica que

requer menor tempo de computagio que o método das zonas € o de Monte Carlo.

Métodos dos multiplos fluxes

GIBSON; MONAHAN (1971) foram os autores de um trabalho que pode-se colocar
como um dos precursores do método dos fluxos. Eles utilizaram hip6teses
simplificadoras assumidas por estudiosos da radiagdo entre estrelas para aplici-las na
simulagio de uma chama de combustivel pulverizado de geometria axissimétrica. Tem
como base um modelo unidimensional para a equagio de transferéncia da radiagio, que,
apOs manipulagdes matematicas, apresenta o termo da troca de calor por radiagio como
resultado de um sistema composto por duas equagdes diferenciais ordinarias. Essas
manipulagbes matematicas ndo sdo faceis de se acompanhar, pelo contrario, pode-se
dizer gue elas sio relativamente obscuras. Nao se conseguiu chegar 4 mesma expressao
que aqueles autores. Para o mesmo caso, MODEST (1993) apresenta uma formulagio
alternativa, rigorosamente correta no seu desenvolvimento. Essa formulacio alternativa

€ a base de trabalhos posteriores enfocando o uso do método dos fluxos, em especial, o

das ordenadas discretas.

LOWES et al. (1974) estenderam a equagao final obtida por Gibson e Monahan para um
dominio bidimensional, desenvolvendo um modelo de quatro fluxos para um sistema
axissimétrico e compararam os resultados obtidos por esse modelo com os obtidos pelo
meétodo das zonas e com os valores medidos de experimentos com uma fornalha da

International Flame Research Foundation (IFRF).
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GOSMAN; LOCKWOOD (1973) foram pioneiros em inserir um modelo de quatro
fluxos para transferéncia radiativa num programa CFD. Naquela época, os modelos de
turbuléncia ainda ndo estavam consolidados e variavam bastante entre si. Assim, ndo é
de estranhar as discrepancias encontradas comparando-se os resultados obtidos com os

valores medidos numa fornalha a gas da IFRF.

DEMARCO; LOCKWOOD (1975) criaram um método de seis fluxos e o aplicaram no
calculo das trocas de calor de uma fornalha retangular. A base desse método € a
admissdo de uma expressio para a distribuicdo angular da intensidade de radiagio
baseada na sua expansdo em série de Taylor, truncando-se apés o segundo termo nas
dire¢des coordenadas. Essa distribuigdo foi, entdo, substituida na equagio de
transferéncia radiativa e a equagio resultante integrada sobre angulos solidos tendo os
eixos coordenados cartesianos como eixos de simetria para produzir as seis

4 ~ ~ A~ . 4
aproximac¢des da equagdo de transferéncia.

Esse mesmo método € o centro dos artigos de LOCKWOOD; SHAH (1976) e
HJERTAGER; MAGNUSSEN (1982). O primeiro desses artigos, reportou a sua
aplicagdo em casos que possuem solugdes exatas, portanto dando énfase a casos
unidimensionais. O segundo reportou a aplicagio desse método acoplado a um

programa CFD, simulando, em trés dimensdes, uma fornalha retangular [FRF.

VARMA (1979) apresentou um método de quatro fluxos cuja contribui¢io foi o
tratamento dado ao termo de espalhamento da equagdo de transferéncia radiativa. Tal

termo ndo pode ser desprezado em chamas de carvdo pulverizado, que sio os casos

abordados pelo artigo.

Método das ordenadas discretas

Pelo estudo da literatura recolhida, pode-se perceber que € esse método vem ganhando

impulso mais recentemente. As razdes que explicam esse fato sio:

* Esse método csta fortemente condicionada i geometria retangular. Uma indicagio disso ¢ que niio
s¢ encontra na literatura nenhwm registro de sua aplicagio em casos com outros tipos de geometria.
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a simplicidade para resolver a equagdo de transferéncia radiativa, incluindo-se o
termo de espalhamento da radiag@o, que pode ser considerado tanto isotropico
quanto anisotropico. Essa simplicidade contrasta com outros métodos que exigem

analises matematicas sofisticadas;

o a facilidade de resolver o sistema de equagdes diferenciais ordinarias. Para isso,
pode-se langar mao de pacotes de rotinas matematicas disponiveis comercialmente,

dispensando o pesquisador de algum trabalho computacional;

e a facilidade de integrar suas rotinas computacionais em codigos computacionais
CFD.

Os pesquisadores Fiveland e Truelove foram os pioneiros em aplicar o método das
ordenadas discretas a problemas da area de transmissdo de calor. Historicamente esse
método foi proposto para o estudo da troca de radiagdo entre estrelas e, para o caso
bidimensional em coordenadas cilindricas, recebeu uma grande contribuigdo de fisicos

no estudo do fluxo de néutrons em reatores atdmicos.

FIVELAND (1982) apresenta uma aplicagdo do método para geometrias cilindricas com
simetria axial e simulou a operago de duas fornalhas cilindricas. Os resultados obtidos
foram comparados com os obtidos nas aplicagdes de outros métodos numéricos aos
mesmos casos, sem uma confrontagdo com valores medidos. No desenvolvimento
apresentado, ele utiliza uma aproximagdo do termo da dependéncia angular da
intensidade de radiagio sugerido por CARLSON; LATHROP (1968) em seu estudo de

reatores atdomicos.

O desenvolvimento que Fiveland elaborou serviu de base ao calculo das trocas
radiativas do problema do presente trabalho, na medida em que poucas modificagdes a
esse desenvolvimento foram introduzidas por pesquisadores até¢ os dias de hoje. Esse

desenvolvimento ¢ apresentado no capitulo 5.

FIVELAND (1984,1987) apresentou a aplicagdo do método para dominios retangulares.
Particularmente, o primeiro desses artigos reporta as aplicagdes do método que ele fez
em varios casos, comparando seus resultados com os de outros métodos, numa espécie

de “benchmark”, isto ¢, tendo como critério tempo de processamento de computador. E

14
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concluiu que esse método requer menor tempo de processamento que o método das

zonas e dos harmodnicos esféricos.

TRUELOVE (1987) modificou ¢ trabatho de FIVELAND (1984) apenas num detalhe
da técnica da quadratura numeérica utilizada para o célculo da integral sobre as diregdes

em 47 estereo-radianos.

Em outro trabalho, TRUELOVE (1988) aplicou o método simulando uma fornalha
tridimensional, de formato retangular, com meio participativo. O caso estudado foi
idealizado, isto é, ndo correspondeu a ensaio real onde tenham sido feitas medigdes.
Truelove comparou os resultados com outros obtidos através dos métodos de
harménicos esféricos e das zonas. Adotando o ultimo como aquele que produz
resultados mais proximos da realidade, concluiu que o método das ordenadas discretas

produz resultados superiores aos do método dos harmdnicos esféricos.

JAMALUDDIN; SMITH (1988) aplicaram o método das ordenadas discretas no estudo
da combustdo de carvao pulverizado em fornalha cilindrica. Como as incertezas dos
resultados numéricos podem ser devidos a falta de conhecimento das propriedades
radiativas e também devido a imprecisdes inerentes ao modelo de radiagdo, esses
pesquisadores fizeram um estudo de sensibilidade do modelo em relagdo a variavels,
como as propriedades radiativas e pardmetros relevantes do sistema (tamanho das

particulas e temperatura das particuias). Neste estudo concluiram que:

e tanto as aproximagdes de segunda e quarta ordem, Sy € S4, predizem a transferéncia
radiativa num meio participativo com precisio aceitdvel, ndo sendo necessario

o . s
empregar aproximagoes de maior ordem’;

e imprecisdes na determinagdo da concentragio € temperatura das particulas
acarretam maiores desvios dos calculos da transferéncia radiativa do que aqueles
causados por imprecisdes na determinagio dos coeficientes de absorgdo e de

espathamento do meio.

* A ordem do método das ordenadas discretas estd associada ao nimero de diregies que representa
todo o angulo solido em torno do volume clementar (ver item s.2.3).

is
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KUMAR et al. (1990) apresentaram um trabalho no qual compararam véarios esquemas
de quadratura no calculo da transferéncia radiativa através de meio participativo num

dominio unidimensional.
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4. Técnica “CFD”: equacionamento basico e método numérico

4.1. Preambulo

Nos dias de hoje, ¢ conhecido como CFD a area da engenharia que, através de
simulagdo numeérica, estuda problemas nos quais a influéncia do perfil de escoame...o ¢
fundamental. E uma 4rea bastante abrangente em relacio tanto a diversidade de
problemas abordados (como exemplos, formagdo de vortices na esteira de um corpo
rigido imerso num fluxo ou escoamento supersdnico), quanto aos métodos numéricos

empregados na elaboragdo do programa de simulagéo.

Considerando-se que:

s esta area € hoje relativamente conhecida, sendo objeto de cursos de pds-graduagio

em todas as principais escolas de engenharia do pais;

e 0s topicos fundamentais abordados por este programa de doutorado sdo a troca de
calor por radiagdo e o método das ordenadas discretas para o seu calculo e, assim, a
técnica CFD € apenas um “ambiente envoltorio” ao qual se incorporou a subrotina

computacional do método,

serdao descritas apenas sucintamente, as caracteristicas basicas do método CFD
empregado, reservando-se uma descrigdo mais detalhada para a modelagem da troca de

calor por radiag@o.

O programa CFD utilizado emprega o método denominado “dos volumes finitos”,
também conhecido como o método das “diferencas finitas com enfoque no volume de
controle”. Ele se distingue do método das diferengas finitas convencional por discretizar
as equagdes obtidas apos a integragdo das equagdes diferenciais num volume elementar,
enquanto que no meétodo das diferengas finitas a discretizagdo ¢ obtida partindo-se

diretamente das equagoes diferenciais.

17
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4.2. A variante do método empregada na técnica CFD

Pode-se dizer que o método dos volumes finitos possui inameras variantes, em funcao
dos diferentes modos de abordagem de algumas especificidades do método. Algumas

dessas especificidades sdo comentadas a seguir:

» aselecdo das variaveis a serem determinadas.

Por este cntério distingue-se duas linhas: aquela que baseia o equacionamento do
escoamento nas fungdes “linha de corrente” e “vorticidade” e a linha conhecida com
“das variaveis primitivas”, que baseia 0 equacionamento do escoamento nas variaveis:

pressdo, componentes do vetor velocidade etc.

O método escolhido baseia o0 equacionamento nas “variaveis primitivas”.

e autilizagdo de malhas “desencontradas” para as componentes da velocidade.

Meétodo tradicionalmente utilizado, adota uma matha para as variaveis principais do
fendmeno (pressdo, temperatura, concentragio, “k e epslon” etc) e malhas especificas
para as componentes da velocidade. Tais malhas s3o especificadas de maneira que essas
componentes sejam calculadas nas interfaces dos volumes de controle da malha das

variavels principais.

» as fungdes de interpolagao utilizadas para se calcular os valores das variaveis, ou de

suas derivadas, entre dois pontos nodais.

Os métodos da diferenga central, “upwind” e “hibridos” estio entre os métodos

utilizados para isso. Adotou-se um método “hibrido” descrito por MALISKA (1995).
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e a forma da equagio para atualizagdo em cada iteragdo do campo de pressdes na

k2

assim denominada formulag@o “incompressivel

Nesta formulagdo, uma equagdo de estado € empregada para atualizagio em cada
iteracdo do campo de densidade e o método pelo qual se determina uma expressao para
atualizar os valores do campo de pressdo é o que diferencia uma variante de outra. Os
primeiros métodos reportados em literatura e, portanto relativamente conhecidos, sdo
SIMPLE, SIMPLER, SIMPLEC entre outros. Adotou-se o método denominado PRIME,
também descrito por MALISKA (1995).

A seguir serdo comentados topicos especiais do método escolthido.

4.3. Forma geral das equac¢é6es diferenciais de conservagao

As equagdes diferenciais de conservagio da massa, quantidade de movimento e energia

constituem as equacdes basicas nas quais se estrutura a técnica CFD.
Essas equagdes podem ser representadas pela seguinte expressao geral:

pi Vg=V.(r,V4)+S, (4.1)
onde os parametros ¢, I', e S, assumem grupos diferentes para representar as
diferentes equagdes'.

Discretizando-se as equagdes diferenciais de conservagdo obltém-se a seguinte

expressao:
- PRI\ 2
a ¢, =2.a,¢,+87T, (4.2)
!
T A hipétese de regime estacionirio esti subentendida nessa expressiio.
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onde a,=y a,-5,1, 4.3)

¢, ¢ o valor da variavel ¢ no volume de controle em consideracio
@, € o valor da varidvel ¢ no volume de controle adjacente i

a, € o coeficiente que traduz a influéncia do volume adjacente i ao volume

em consideragao

§=S5,¢,+8, ¢ o termo fonte da variavel ¢

v, ¢ o volume do volume de controle em consideracéo

4.4, Turbuléncia

O programa desenvolvido no programa de mestrado admite os escoamentos como
turbulentos como sdo a maior parte dos escoamentos tratados pela engenharia.
Escoamentos laminares também podem ser simulados pois s@o contemplados pelo
equacionamento mais abrangente dos escoamentos turbulentos (isto €, o
equacionamento do escoamento laminar é formalmente igual ao do caso turbulento,

porém com simplificagdes nos coeficientes).

O enfoque dado a turbuléncia, neste trabalho, € o enfoque mais tradicional, baseado nos
valores médios, no tempo, das grandezas envolvidas no escoamento. Sio exatamente
tais valores médios aqueles obtidos pelos instrumentos usuais de medigdo como, por

exemplo, o tubo de Pitot, 0 manometro tipo Bourdon, o termopar etc.

Por esse enfoque, os parametros principais do escoamento sio decompostos nos seus
componentes médio e flutuante e aplicados nas equagdes diferenciais de conservagao.
Nessas equagdes, os termos sao reagrupadgos, com consideragdes quanto aos produtos de
flutuagdes, obtendo-se novas equagdes diferenciais cujas varidveis principais sdo os

valores médios dos pardmetros principais do escoamento.
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Na equagio de conservagido da quantidade de movimento, o termo das tensdes de
Reynolds ¢ modelado segundo o modelo de Boussinesq, que o calcula como o produto
do gradiente da velocidade média no tempo e de um parimetro que se denomina

viscosidade turbulenta, fazendo uma analogia com a lei de Newton da viscosidade.

Dessa maneira, chega-se a uma expressao formalmente igual aquela que representa a
conservagio da quantidade de movimento para o escoamento laminar, escrita em termos

dos valores médios das varidveis e com seu coeficiente de transferéncia modificado para

levar em conta a influéncia da turbuléncia.

A introdugdo da viscosidade turbulenta fornece um meio de fechar o equacionamento
baseado na equagdo de conservagdo da quantidade de movimento pois, assim, o efeito
da turbuléncia resume-se no calculo do perfil dessa viscosidade. As demais equagdes de

conservagdo (energia, espécies quimicas...) tém seus coeficientes de transferéncia

alterados por similaridade em rela¢@o a viscosidade turbulenta.

A viscosidade turbulenta é propriedade do escoamento e ndo do fluido e, mesmo entre

dois pontos adjacentes, pode variar bastante dependendo da intensidade da turbuléncia.

Para introduzir o efeito da turbuléncia utilizou-se o modelo de dois parametros
denominado “k e £”, provavelmente o mais utilizado na técnica CFD. As equagoOes de “k

e £” também podem ser expressas pela expressio geral, equagdo (4.1).

Junto a superficies solidas, as equagbes de “k e £”, possuem condi¢des de contorno
obtidas a partir das assim chamadas “fungdes de parede”. Essas tém como base

expressdes empiricas levantadas para a distribuigdo das velocidades no escoamento

turbulento confinado por superficies s6lidas.

4.5. Comentarios sobre a condigdo de contorno na segao de saida das
variaveis do escoamento

Os gases produte da combustao percorrem um trecho de 5,46 metros no duto cujo

diametro mede 1,7 metros. Nessa condigao, na qual o percurso € pouco maior do que
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trés didmetros do conduto, seu perfil de velocidades da secdo transversal ao escoamento
. . . - e 12 . n -
pouco vanara a partir do perfil inicial’. As variagdes ocorrerio somente nas

proximidades da parede do duto.

Admitindo que os gases entram no recuperador de calor com perfil achatado (“plug-

flow”), pode-se classificar o escoamento como parabdlico, isto €, escoamento sem

correntes de recirculagéo.

Considerando-se ainda, que a jusante do recuperador de calor situa-se um “recuperador
de convecgdo” e que, esse Ultimo, constituido por um banco de tubos imersos no
escoamento do gas, atuara como retificador do fluxo de gas, a condi¢do de contorno

mais adequada para a segio de saida € a do perfil de velocidade estacionario.

* O perfil do “escoamento plenamente desenvolvido™ s6 ¢ alcancada apds cerca de 10 a 12 didmetros de
distiincia da segiio de entrada,
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5. A equagéao de energia e o método das ordenadas discretas

5.1. A equacgdo de energia

A forma geral da equagdo diferencial de conservagdo de energia para um fluido em

movimento pode ser escrita, conforme SPARROW; CESS (1978) como':

DT oT _ - Dp
c,—=pc, | —+v. VT |==V g+ T—+ud 5.1
p,,D,p,,[al ] j+pT o +ud (5.1)
onde ¢ € o vetor fluxo térmico total

o ¢ a funcdo dissipagao

Preferiu-se essa expressdo, que tem a temperatura como variavel dependente, do que
uma expressdo em funcdo da entalpia de estagnagdo. Assim, a variagdo da energia
interna devido a variagdo da energia cinética esta sendo desprezada, o que ¢ bastante
razoavel no escoamento sem altos gradientes de velocidade do duto central do
recuperador de calor.

Dp*

Os termos associados ao trabalho realizado pelas forgas de pressio E/}T-—

, a
D)
dissipagdo viscosa (u®) ¢ a taxa de liberagdo de calor internamente ao volume de

controle (Q) foram desprezados no desenvolvimento realizado por serem irrelevantes.

Efetuando essas simplificagdes e admitindo regime estacionario, a equagio anterior se

reduz a:

o V=4 (5.2)
C-n

1

Nio sc considera outros cfcilos da radiagiio. por screm insignificantes face ao scu efcito como
mecanismo adicional de troca de calor.
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Como as trocas por radiagdo apresentam-se no termo V.g, vale a pena comenta-lo. Esse
termo expressa as trocas térmicas que o volume do fluido realiza com as suas
vizinhangas e sua forma matematica foi obtida através do balango dessas trocas num
volume de controle. Por exemplo, em coordenadas retangulares, tem-se o volume de

controle representado na Figura 3.1,

' (6
» ’ [qu‘ + f]" afr}/.rd:
g,dxdz : ¥

Figura 5.1. Esquema de volume de controle mostrando o fluxo térmico na diregio y.

O termo que expressa a poténcia que o volume de controle recebe das vizinhangas ¢:

{qx —(qx +%dxﬂdydz+ q, —((]). +%dy} dxdz+lqz ~(qz +9Al"—dzﬂdxdy
3 &y .

‘-

(5.3)

Portanto, ¢, , por exemplo, representa o fluxo térmico total que incide na face x = 0 do

volume de controle.

A expresséo (5.3) pode ser dividida por dV = dx dy dz, resultando no termo presente na

equagdo (5.1):

59 6q. &g )
-(%+4+% = V.§ (5.4)

ox oy 0z

Se o meio ¢ participante quanto a radiagio, isto €, se emite, absorve ¢ espalha radiagao,

o vetor fluxo térmico total pode ser desmembrado em dois termos como:

El‘:(l(-’“z]r ( :

U
¥
~—

onde ¢ ¢ o vetor fluxo de calor devido a condugao
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q, € o vetor fluxo térmico devido & radiagdo

Os componentes de g, representam os fluxos de radiagdo incidentes em cada uma das
faces do volume de controle e, ¢, representa o fluxo total de radia¢do incidente no

volume, chamado de vetor fluxo térmico por radiagZo.

O vetor fluxo de calor por condugdo € usualmente representado como:
q,=—kVT (5.6)

Assim, utilizando-se as equagdes (5.5) e (5.6), a expressdo (5.2) pode ser reescrita

como:

€p

p¥.VT=V. CLVJI'J-M (5.7)

4

Essa equagdo sera transformada para considerar a influéncia da turbuléncia nas trocas
térmicas. Essa transformagdo € analoga aquela realizada na equagdo de conservagdo da
quantidade de movimento, quando se substituiu a viscosidade pela viscosidade efetiva.
No caso presente, a transformagdo consiste na substituigdo do coeficiente difusivo por

um coeficiente efetivo, que sera relacionado & viscosidade efetiva por similaridade.

Assim:

v‘ (_]r

Cp

pi VT=v.(r, , v7)- (5.8)

{
onde T, =47 (5.9)

T

Or
ro € o0 cocficiente difusivo efetivo da equagho de energia
4, €aviscosidade turbulenta

o, ¢ o parametro de similaridade entre T, e u,, . eeigual 2a 0.7
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A expressdao (5.8) encontra-se escrita segundo a forma geral das equagGes de
conservagdo, equagdo (4.1), e, portanto, uma expressdo discretizada semelhante a
equagao (4.2) pode ser derivada a partir dela. Essa equagdo resultante sera valida para
todos os pontos do dominio onde forem validos os coeficientes difusivos efetivos, o que
exclui os pontos proximos as camadas limites adjacentes a superficies solidas. O uso
desses coeficientes ndo produz bons resultados nessas regides por estas nio

apresentarem a turbuléncia plenamente desenvolvida.

Essa restrigdo pode ser contornada com o uso das expressdes empiricas que calculam os
coeficientes locais de troca de calor (“coeficientes de pelicula”), que, por sua vez,

permitem o calculo dos fluxos de poténcia trocados entre a superficie e o fluido.

Assim, a equagdo discretizada resultante, valida para os volumes de controle adjacentes

as superficies solidas, sofre duas alteragdes:

o o coeficiente (a,) que traduz a influéncia da regido proxima da camada limite ao

volume de controle em consideragao ¢ anulado,

e ¢ adicionado um termo fonte correspondente ao fluxo de poténcia trocado entre a

superficie s6lida e o volume de controle. Esse termo ¢ equacionado como:

na (T, -T)

r

Q= (5.10)

. ’

r

onde A ¢ o coeficiente de pelicula

A, € a area de troca de calor entre o volume de controle e a superficie que

Ihe ¢ adjacente

T, € a temperatura da superficie
// ¢ a temperatura do volume de controle
l"l, ¢ o volume do volume de controle.

26
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Voltando a equagdo (5.8), deve-se agora, relacionar ¢, com as intensidades de radiagdo

que incidem e/ou partem do volume de controle.

A intensidade de radiacio pode ser definida como o fluxo de radiagéo, associado a um
feixe que se propaga em determinada direc¢do, por unidade de dngulo solido centrado na

direcdo de propagagdo do feixe.

Considerando que a energia radiativa apresenta-se segregada por diferentes intervalos
de comprimento de onda, pode-se distinguir entre intensidade de radiagio espectral
(associada a um determinado intervalo do espectro de comprimentos de onda) e a

intensidade de radiac3o total, isto €, considerando todo o espectro de comprimentos de

onda.

Assim:

Intensidade espectral I, = fluxo de poténcia / dngulo so6lido / comprimento de
onda

Intensidade total I = fluxo de poténcia / dangulo solido

No desenvolvimento subsequente sera utilizado somente o conceito de intensidade de

radiagio total.

Figura 5.2. Esquema de feixes de radiac@o incidente ¢ emergente de uma superficie.

A partir dessas definigdes, observando-se a TFigura 5.2, a poténcia que atinge a

superficie dA4 devida a um feixe de radia¢io vindo da diregdo &, €:

d0, =1(3,)d, dA, =1(5,)d, (cos0, dA) (5.11)



C (

’
\

ccoceecocgcccCceccCccccccrccccccccccccccccoccar

Da mesma maneira, a poténcia que sai da superficie d4 devida a um feixe de radiagio

pela dire¢do s, é:
do,=1(3,)dQ, cos8, dA (5.12)

Pode-se perceber que fluxos associados a feixes de radiagdo que saem da superficie dA

sao positivos ja que cosd, >0 enquanto que os fluxos associados a feixes de radiagido

que atingem a superficie dA sdo negativos (cos@i <O).

O fluxo de radiagdo que o volume de controle recebe devido aos feixes que o atingem,

vindos de todas as diregdes, €:

9,,= [1(5)cos6,dQ, (5.13)
4

Analogamente, o fluxo de radiagdo que o volume de controle perde, devido aos feixes

que o abandonam por todas as diregdes, €:

q,_o=f1(§a)cosé’o dQ, (5.14)
4r

O fluxo liquido de radiagao pode ser calculado pela soma de ambas as parcelas:

4,=4q,,+4,,= J](E)cos@dQ (5.15)
dr

Como cosf=i1.5, a expressao anterior pode ser reescrita como:

g = j/(i)ﬁ.fdﬂ:ﬁ.j/(ﬁ).?dg (5.16)
4r 4r

Considere-se agora um volume de controle convexo qualquer envolvido por um niimero
qualquer de faces de dimensdes arbitrarias. A expressao (5.16) ¢ valida para cada face

do volume de controle.

Lembrando que n.a=comp a (isto €, o produto vetorial entre um vetor e um versor

resulta no componente do velor na diregio do versor), ¢, pode ser interpretado como a
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parcela do fluxo térmico liquido que o volume troca com suas

correspondente a face de normal emergente 7. Assim,
q,=0.q,

Conclui-se que o vetor fluxo térmico devido a radiagao € dado por:

g, = [1(5)5dQ
4

5.2. Modelagem da troca térmica radiativa

5.2.1. A equacgao de transferéncia radiativa

vizinhangas

(5.17)

(5.18)

Para o calculo de V.g,, deve-se partir da chamada equagio de transferéncia radiativa.

Essa equagdo expressa o balango de energia de um feixe de radiagao que

se desloca na

direcdo § ao atravessar um volume de controle de um meio material, considerando os

efeitos de emissdo, absorgdo e espalhamento de radiagao.
Ela pode ser expressa como, conforme SIEGEL; HOWELL (1972):

dl

=3 Vi=-(a+o ) +al,+ == [1()¢(5.5)d0
dy 4 ;.
onde
dl . ) . . .
d_ ¢ a derivada direcional da intensidade de
A)
diregao de propagacio,
(avo.)] ¢ a atenuagio devida a absorgio e ao

pelo meio;

(5.19)

radiagdio na

espalhamento
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al, € a contribuigdo devida a emissao do meio

. [](E,.)gzﬁ(fi,i)dﬂl € a contribuigdo devida ao espalhamento na

dire¢do §, da radiacdo vinda de outras diregdes

que incide no volume de controle.

A equagao de transferéncia radiativa expressa o balango de um unico feixe de radiagio;
portanto, para obter-se o balango do volume de controle, deve-se integra-la sobre todos

os angulos sélidos, resultando:

[3.v1d0=-[(a+0)1dQ+ [al,d0+ [2= [1(5) ¢ (5.5)d0,d0  (5.20)

4.:7 g 4” 4n

No termo do lado esquerdo da equagdo anierior, os operadores matematicos podem ser
intercambiados ja que a dire¢do 5§ e as coordenadas espaciais sdo independentes entre

si.

V.[15 dQ=-[(a+o,)1d+ '[albdQ+I:‘ [1G)¢6.5)a,a0 (521
4r 45 A 7Z.4¢7

4r

Combinando com a equagio (5.18), pode-se concluir que:

Az 4:47r 4

V.G, == [la+c,)1dQ~ [al,d+ [T [1(,) ¢ (5, ,5)de, dO (5.22)
47

Essa equagdo indica que, se as intensidades de radiagao de todas as dire¢des, assim
como as propriedades do meio, forem conhecidas ¢ possivel calcular V.g, em cada

volume de controle para, a seguir, proceder-se ao calculo da equagio de energia.

Para o caso em estudo, a equagdo anterior pode ser simplificada admitindo que o meio
emite e absorve mas nao espalha radiacio. Essa simplificacio se justifica por ser
desprezivel a concentragio volumétrica dos solidos particulados no gas produto de
combustdo, principal agente espalhador de radiacio em meios semelhantes. Assim. a

equagao fica.
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V.G,=-[ald+ [al,dQ (

“r 4

5.2.2. O método das ordenadas discretas

Referindo-se & equagd@o anterior, percebe-se, obviamente, que ndo ha método que
permita determinar as intensidades de radiagdo em todas as diregbes. Um problema

analogo a este consiste em calcular a integral de uma fungdo F(x) num intervalo Ax.

Para o calculo dessa integral, numericamente igual a area sob a curva (Figura 5.3), nio

sio calculados todos os valores de /(x) no intervalo considerado.

Ft

>

) AX
Figura 5.3. Desenho esquematico apresentando a area como o calculo de integral.

Considere-se novamente a Figura 5.3. E simples perceber que:

j/f(x)dxsi}?(xm)mm (5.24)

m=1
ou, dito em palavras, a integral pode ser aproximada por uma quadratura numérica.

O método das ordenadas discretas bascia-se numa aproximagéo semelhante, ou seja:

N

Jl-'(.'\")cIQEZﬁ'(.xm)wm (5.25)

3l
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1sto €, integrais sobre dire¢des sdo substituidas por quadraturas numeéricas, baseadas

num numero limitado de diregdes (N) com seus respectivos fatores de ponderagio (i, ).

N
Obviamente, Zwm =4 (5.26)

. h

m=

Assim, a determinagdo de V.g, pode ser obtida, partindo da equagio (5.23).

Considerando que a radiagdo emitida por um corpo negro € isotropica, isto €, independe

da direc@o de propagagio, a equagdo mencionada pode ser reescrita como:

m=1

N
V.q, :a(—z [mwm+47r1bJ (5.27)

1sto €, a troca térmica liquida por radiagdo de um volume de controle pode ser calculada

a partir das intensidades de radiagdo de um nimero limitado de diregges.

O calculo dessas intensidades nas diregdes escolhidas pode ser feito também com a
utilizagdo da equagdo de transferéncia radiativa, pois ela nada mais ¢ do que uma
equagdo diferencial em termos das coordenadas espaciais necessitando tdo somente de

condi¢io(¢des) de contorno(s) para a sua resolugio.

Para um problema, em meio ndo espalhador de radiagdo, equacionado em coordenadas
retangulares, a equagéo de transferéncia radiativa pode ser escrita, a partir da equagéo

(5.19), como:

C cl o/
5,.VI =¢ —"+u, —=+n, —=—al, +al, (5.28)

cx cy cs

onde &, . u, e 1, sao os cosenos diretores da direcdo §

Fazendo desenvolvimento analogo para casos equacionados em coordenadas ortogonais

curvilineas (cilindricas ¢ esféricas), observa-se que, para uma diregdo 5, , seus cosenos

diretores variam com a cota do ponto considerado nessa dire¢do, diferentemente do que
ocorre com o equacionamento em coordenadas ortogonais retangulares. Para o caso de
geometria cilindrica, essa dificuldade adicional pode ser solucionada através do

procedimento apresentado a seguir.

2]
(3%
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Inicialmente, deve-se observar que a derivada direcional pode ser escrita como (com

notagdo de acordo com a Figura 5.4)":

5, VI, =2 S (1 V-2 (0, )4 5, S (5.29)
roor réy o

onde u, =senfcosy

n, =senfgseny

—
wh
w)
[}

~

£, =cosé

Portanto, a equagdo de transferéncia radiativa pode ser escrita como:

~ -~ “] .
ﬁi(r]m)—l-i(nm]m)+§m ! =—al_+al, paoram=12.N (5.31)
r or r oy gz

Figura 5.4. Esquema do sistema de coordenadas e angulos locais

na geometria cilindrica.

* A demonstragio da expressio (5.29) encontra-sc no Anexo 1.

“ad

3
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CARLSON; LATHROP (1968) propuseram substituir a derivada angular por uma

aproximagao de diferencas finitas:

%r_l_ F (77’” I )—‘ _ l (am-l'Z TSP T SR JR J
Lr Cy r

W
=y ni
onde as dire¢des (m +1/2) e (m—1/2) definem as bordas do intervalo angular W e

os coeficientes « s@o calculados de maneira a preservar a generalidade do esquema de

diferengas finitas face ao campo de intensidades de radiagzo.
Assim, assumindo campo /,, uniforme, obtém-se a formula de recorréncia:

rén

_a!// v=v

anHI. 2 am-]l'.’. = “'m

=w, 4, , m=12.N (5.33)

que pode ser usada para calcular «,,,,,, se um valor para «,,, puder ser calculado.

m+

Essa condigdo poder ser conseguida utilizando-se o seguinte artificio, lembrando que a

expressao (5.28) representa a variacao de uma componente de /_ devido a variagdo do

angulo y que ocorre numa propagacio diferencial do feixe:

e para m=1, escolhe-se uma dire¢do onde ndo haja variagdo desse angulo, o que

implica em, conforme (5.28):
2 =5, =0 (5.34)

e para compatibilizar-se com a formula de recorréncia, essa direcao niao deve fazer
parte do conjunto de dire¢des que representa o angulo solido de 47 estéreo-radianos,

o que 1mplica em:

1
<
—
tn
|99
N
S

A escolha da diregao g, =—1, com w, =0 atende os requisitos, permitindo a utilizagio

da formula de recorréncia com os valores iniciais mencionados.
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Combinando as expressdes anteriores, obtém-se a forma final da equacio de

transferéncia radiativa em coordenadas cilindricas:

19}
—_—
3
'
ty
S~
3
]
3
R
3
|
t
N~
3
|
3
—
A
93]
~—

Ho,
P

1 e, .- :
(r1,)-——=- & L =gl +al, (5.36)

r r W c:

D))

Essa € uma equagao diferencial que deve ser discretizada, isto €, transformada para uma
equacao algébrica valida para os pontos nodais do dominio. Para tanto, pode-se aplicar a

técnica dos volumes finitos.

Como 1lustragdo, apresenta-se a transformagdo do primeiro termo da equagio.

Integrando-o em dV’ =rdy _drd:z obtém-se:

z+d-y ~dy, R, edoy rdye | 1y

M O o
= —(rl_Jrdrdy_ dz= —\r  )dr|dy,_ dz=
w01 yraray.ds=p, [ | |[201)ar|av,

z v, TIg z ¥e s

T+dzy, +dl,‘/,

Ho f f(",,f wn =Tl )y 2=, (4,0, - A1) (5.37)

: Ve

onde: 4,,,4,, sao as areas das faces do volume perpendiculares a dire¢ao

I, ao norte e ao sul respectivamente,

T sdo as intensidades de radiagdao nas faces do volume de

controle, faces norte e sul respectivamente.

Aplicando essa técnica a toda a equagéo (5.36), obtém-se:

I an:+l.'21nt-l'2-an1—l Dlm-IIQ
:um (Ar.n]m.n - AI /m..‘ ) - (Ar,n - Ar,s) , +
M,
+ g n (A.'_f‘]".',t - A:.v }m_u ): —a ]m‘y, r +(l/b (538)
onde: A4.,,A4., sdo as areas das faces do volume perpendiculares a diregio
z. a este ¢ a oeste respectivamente.
1,..1,, sa0 as intensidades de radiagido nas faces do volume de

controle. faces este e oeste respectivamente.
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o ¢ a intensidade de radiagdo no volume de controle

considerado, na dire¢io .

Essa equagdo sera utilizada para calcular a intensidade de radiacio de determinada

direc@o no volume de controle (/,, .) a partir dos valores das intensidades em duas das

suas interfaces.
Ela assumira desenvolvimentos algébricos diferentes considerando:
a) a funcio de interpolaciio da intensidade de radiacio

A equagdo anterior deve ser simplificada pela adogdo de uma fungdo de interpolacio
que associe o valor da variavel no ponto nodal com seus valores nas duas interfaces

adjacentes numa dire¢do coordenada.
Para efeito de discuss@o, considerem-se as fungdes de interpolagio:

e Diferenga central
] <
Por exemplo: /,, :5(]""" +]...,5) (53.39)

o “Upwind”

Por exemplo, quando o feixe de radiagdo desloca-se, na dire¢ao Norte-Sul, do Sul para o

Norte: /1, =/ (5.40)

n,p n.s

A interpolagio por diferenga central, apesar de produzir a aproximagio de uma derivada
com menor erro de truncamento, nao € a escolha mais adequada para muitos
escoamentos. Muitas vezes, a adogio desse esquema acarreta a instabilidade do

procedimento de calculo ou a sua convergéncia em solucio fisicamente inconsistente.

O uso da fungdo “upwind” (quando a aproximagio adota o valor da variavel de um lado
s0) resolve o problema das instabilidades mas acarreta o problema conhecido como

“difusdo numérica”, quando a solugdo numérica atenua os gradientes internos do

problema real.
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A escolha entre essas opgdes deve considerar ndo apenas as dificuldades numéricas mas
também as caracteristicas do problema real. Em escoamento de fluidos, a adogdo do
esquema “upwind” tem sentido quando o efeito convectivo sobrepuja o difusivo; em

caso contrario, a interpolagdo por diferenga central é a escolha mais adequada.
No caso da radiacio, a discussdo € absolutamente semelhante.

A adogdo da diferenca central pode levar a instabilidades, muitas vezes impossibilitando
a convergéncia numa solugdo, por acarretar valores negativos para as intensidades de

radiagdo nos calculos iterativos (que ndo tém significado fisico, diga-se de passagem).

A adogdo da fungio “upwind” garante que nZo haja valores negativos para a intensidade

de radiacgdo nos calculos iterativos.

Sob a otica da realidade fisica, o esquema “upwind” para a interpolagdo da intensidade
de radiagdo tem sentido para meios cujos coeficientes de extingdo (absorcio mais
espalhamento) forem baixos; isto €, para meios pouco participativos. Em caso contrario,
isto €, para meios de altos valores para o coeficientes de extingio, o mais adequado é a

utiliza¢@o da interpolagio por diferenga central.

O programa desenvolvido possibilita 0 emprego das seguintes opgdes: “upwind” e

“diferenca ponderada”. Esta ultima apresenta uma fungio do seguinte tipo:
Lo, =1, +(0=7),, comO<y<] (5.41)

O esquema da diferenga central esta incorporado a expressio anterior como um caso

particular (¥=0.5)

b) dire¢iio e sentido de deslocamento do feixe de radiaciio

Como a equagéo final é uma equagdo diferencial parcial de primeira ordem em termos
das duas coordenadas espaciais, basta conhecer-se o valor da intensidade de radiacio
em duas faces para se determinar o scu valor no ponto nodal. A escolha dessas duas

faces dependera da direcao ¢ sentido de deslocamento do feixe de radiagéo.

Por exemplo, para feixes de radiagao deslocando-se no sentido Sudoeste para Nordeste.

a aplicagdo das condigdes de contorno das fronteiras Sul ¢ Oeste do dominio permitira
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calcular, em primeiro lugar, a intensidade de radiagdo do elemento de volume do canto
sudoeste (“inferior esquerdo™) e, em seguida, as intensidades de radiagdo nas faces
Norte e Este desse volume sdo determinadas, vide Figura 5.5. Feito isso, pode-se
determinar as intensidades de radiagdo nos pontos nodais adjacentes a esse volume de
controle. Prosseguindo-se com esse esquema as intensidades de radiagdo de todos os

volumes elementares do dominio sao calculados.

Figura 5.5. Esquema apresentando os contornos Sul e Oeste do dominio.

Desenvolvimentos semelhantes aplicam-se a feixes de radiagdo que se deslocam nas

demais diregdes.

Observe-se, portanto, que diferentes condigdes de contorno sio aplicadas para diferentes
feixes de radiagdo dependendo da direcdo e sentido em que se deslocam e que, para
contemplar um conjunto de diregdes representativo de todas as diregdes, condigdes de

contorno em todas as fronteiras devem ser especificadas.

Para finalizar a exposi¢io deste topico, apenas a titulo de exemplo, apresenta-se a

simplificacdo da equacao (5.38) advinda das seguintes consideragoes:
e direcdo de deslocamento do feixe de radiagiio: de Sudoeste para Nordeste.
o fungio de interpolagdo: diferenga ponderada.

‘] :;y]m-l/',' +(] - }/_‘)lm»lfﬁ :}/ ]m.n —L(] - ;/)/m..\ :}/ ]m.(‘ T(] - :/)/m,u (542)

m.
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chega-se a:

; pn ALl +8, AN, a1 L +yalV, (5.43)
— : : 5.43
" llm Ar.: +€n: A:.e —Ham-ll’: +;VaI'P ’
Onde A; :(1 _7) Arln +}/Ar,s
A; ZA_.‘Q :A:’w (544)

Assim, através dessa equagio (e outras semelhantes, elaboradas considerando as outras
dire¢tes de deslocamento) pode-se calcular as intensidades de radiagdo e, em seguida,
através da equagdo (5.23), calcular o divergente do vetor fluxo térmico por radiagdo, o
que permite resolver a equagdo de conservagdo de energia em todos os volumes

elementares do dominio.

Para a interpretacdo da solugdo de problema que envolve radiagdo, € conveniente,
apresentar os campos dos fluxos de poténcia radiativa nas dire¢des coordenadas ao

invés dos campos de intensidades de radiagio.

Considere-se o fluxo de poténcia radiativa que incide num ponto nodal vindo dos feixes

que possuam componente no sentido positivo do eixo ¢, Esses feixes possuem o

coseno dirctor u positivo. Esse fluxo pode ser calculado como:

q; =Y w,u,l, . paratodo ntal que u, >0 (5.45)

O fluxo de poténcia radiativa que incide no ponto nodal vindo dos feixes que possuam

componente no sentido negativo do eixo ¢, , analogamente, pode ser calculado como:

q; =y wop,l, . paratodo nital que g, <0 (5.40)
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Os fluxos de poténcia radiativa nos dois sentidos do eixo €. possuem expressdes

analogas:
q. =3 w,&.1, . paratodo nital que £, >0 (5.47)
q. => w,{.1, ,paratodom tal que £, <0 (5.48)

m

5.2.3. Selegédo do numero e das diregdes das ordenadas discretas

Embora a escolha do esquema da quadratura numérica seja arbitraria, foram feitas as

seguintes consideragdes:

Quanto ao numero de direcdes

O método das ordenadas discretas também € chamado de “método Sy ou “aproximagio
Sy, onde N indica o niimero de valores diferentes que cada coseno diretor assume. Por
exemplo, na denominada “aproximagdo S> simétrica”, cada coseno diretor pode assumir

os valores 0.5773503 e -0.5773503.

Pode-se calcular o nimero de dire¢des (17) que devem ser consideradas a partir da ordem

N através da seguinte expressio:
n=N(N+2) (5.49)

embora, varias diregdes podem ser desnecessarias para problemas uni e bidimensional

em razao de simetria.

JAMALUDDIN; SMITH (1988) constataram que aproximagodes de ordem 2 ou 4
fornecem resultados proximos, desaconselhando a utilizagao de aproximagoes de maior

ordem.
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Neste trabalho, adotou-se a aproximagio de ordem 4, o que significa a representagio do
angulo solido de 4m estéreo-radianos através de 24 dire¢des, sendo necessario, no

entanto, considerar-se apenas 12 em razio da simetria axial do problema.

Quanto a selecdo das direcdes

Podem ser encontradas na literatura varios esquemas de quadratura. Neste trabalho,

adotou-se as dire¢des mencionadas por LATHROP; CARLSON (1968).

5.3. Condigbes de contorno para a simulagao do trocador de calor

5.3.1. Para a equagéo da intensidade de radiagao

Para ambos os problemas, dos escoamentos de ar na coroa circular e do gas produto de

combustdo no duto interno, deve-se resolver a equacdo diferencial da intensidade de

radiagio de cada diregdo ordenada.
Considere-se um unico feixe de radiagio para efeito de raciocinio.

A condigdo de contorno determina o valor da intensidade de cada feixe de radiacio no

ponto do contorno pelo qual essa radiagdo entra no dominio do problema.

Se o ponto pelo qual esse feixe entra no dominio do problema pertence a um contorno
solido, a determinagio do valor de sua intensidade se faz computando a soma de duas
parcelas: a intensidade da radiagiio emitida e a da radiagdo refletida pelo ponto. O
contorno solido constitui-se como uma barreira a radiagio proveniente do meio externo

ao dominio.

Tal ndo € o caso se 0 ponto pertencer a um contorno gasoso. Nesse caso, deve-se

considerar a radiag@o proveniente do meio externo que entra no dominio por esse ponto.

Assim, observando o desenho esquematico do trocador de calor, novamente apresentado

na Figura 5.6, ¢ considerando que o dominio se reduz a metade em razio da simetria
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axial do fendmeno, pode-se distinguir as condi¢des de contorno para a equagio da
intensidade de radiagdo para ambos os problemas entre as seguintes categorias,

definidas em fungdo do contorno pelo qual a radiagio entra no dominio:

saida dos gases

+

saida do ar <! ]

.5.46 m

saida do ar —>m 7 .

entrada dos gases

Figura 5.6. Desenho esquematico do trocador de calor.

a) contorno solido

1, =¢l, +

(5.50)

V4

onde ¢J, ¢aintensidade da radiagdo emitida

qg .. . - . . .
Pq ¢ a intensidade da radiag@o refletida (¢ € o fluxo de radiagdo incidente
T

no ponto vindo de todas as diregdes de um semi espago)

Figura 5.7. Esquema apresentando as parcelas da intensidade de radiagio

cmergente de uma superficie solida.
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A expressdo (5.50) € a forma abrangente de equacionar a intensidade emitida por uma
superficie. Ela se simplifica se admitir-se que a superficie seja negra, como é o caso das
paredes do compartimento do gas. Essa hipotese baseia-se no fato de que tais
superficies, usualmente, encontram-se recobertas por uma camada de fulicem. Assim,

para essas superficies, vale a seguinte expressao:

I, =1, - (5.51)

b) contorno gasoso correspondente ao eixo de simetria axial

Esse caso € verificado no escoamento do gas no duto interno do recuperador de calor.

A hipétese da simetria axial indica que se um feixe de radiagio € emitido num ponto
qualquer da superficie interna do duto (ponto A) em dire¢do a um ponto qualquer
situado no eixo de simetria (ponto B), um outro feixe de igual intensidade também sera
emitido, partindo do ponto A’ (situado na mesma segao transversal do ponto A, porém

em posi¢do diametralmente oposta) em diregdo ao ponto B.

Ambos os feixes sofrem igual variagdo no percurso (atenuagdo devida a absor¢dio e
incremento devido & emissao do meio) e, por conseqiiéncia, possuirdio a mesma

intensidade ao atingir o eixo de simetria (Figura 5.8).

cixo de i
simetria i

B H
m' \

Figura 5.8 Desenho esquematico de dois feixes de radiagio simétricos
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Matematicamente, essa condigdo pode ser expressa como:

onde m e m’ sdo diregdes tais que:

Ho == Hpy

~~
W
w
(9}
~—

gm = gnl'

onde 4 e ¢ sdo os cosenos diretores de uma diregdo em relagio a &, e €

respectivamente.

c) contorno gaseso correspondente as secdes de entrada dos fluidos

e Para o escoamento do gas produto de combustdo no duto interno:

Pode-se supor que a radiagdo que entra no dominio, por esse contorno, € proveniente de

uma cavidade negra com temperatura igual a dos gases.

Essa hipotese se justifica pela consideragdo de que a relagdo (didgmetro do duto interno
do recuperador dividido pelo didmetro equivalente do volume do forno siderurgico) é
pequena. Neste caso, a se¢do de entrada dos gases no recuperador de calor comporta-se
como uma superficie negra cuja temperatura ¢ a temperatura da superficie interna das

paredes do forno.

Figura 5.9. Desenho esquematico de um orificio de uma cavidade esférica.
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Observando a Figura 5.9, pode-se perceber que o orificio € um “absorvedor perfeito”
porque praticamente toda a radiagao vinda do meio externo, que incide nele, é absorvida
pelas paredes internas da cavidade esférica; pode-se demonstrar que o orificio também é
um “emissor perfeito”B (apresentando assim as duas propriedades de um corpo negro).
Esse comportamento do onficio de uma cavidade esférica € o que justifica a utilizacéo

de fornos esféricos para calibragdo de medidores.

Assim:

¢ Para o escoamento do ar na coroa circular:

Pode-se supor que a radiagao que enira no dominio por esse contorno € proveniente de

uma cavidade negra que se encontra a temperatura de entrada do ar (temperatura

ambiente).

Essa hipotese se justifica novamente pela relagdo (didmetro equivalente do canal de
ar)/(diametro equivalente do plenum para distribuicdo do ar), inferior aquela que
justifica o comportamento da cavidade como uma superficie negra, conforme pode ser

observado na Figura 5.10.

Ar —— 1.22m

Gases

[}
3|

0.3

Figura S.10 Dimensdes do plenum e do conduto de ar

* Conforme PIKMAN (1987).
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d) contorno gasoso correspondente as secdes de saida dos fluidos

¢ Para o escoamento do gas produto de combustzo no duto interno:

Pode-se supor que a radiagio que entra no dominio por esse contorno € proveniente de

superficies solidas negras que se encontram a temperatura de saida do gas.

Essa hipotese se justifica pelo fato do recuperador em estudo ser o assim chamado
recuperador inferior e, colocado a jusante dele, situar-se o recuperador superior. Este,

também um pré-aquecedor de ar, € um recuperador “de convec¢do”, com tubos de ar

imersos no escoamento do gas.

A sec¢@o inferior do recuperador “de convecgio”, em particulér, em fungio das tomadas
de saida do ar e das jungdes dos tubos de ar, possui consideravel parte da sua segdo
transversal preenchida pela superficies dos tubos, cujas temperaturas externas
encontram-se bastante proximas & temperatura do gas nessa se¢do. Esse fato justifica

que a radiagdo emergente dessa se¢do seja proveniente de superficies solidas.

Essas superficies podem ser caracterizadas como negras porque, regra geral, estdo

impregnadas de fuligem.

e Para o escoamento do ar na coroa circular:

Pode-se supor que a radiagdo que entra ao dominio por esse contorno € proveniente de

uma cavidade negra que se encontra a temperatura de saida do ar.

Essa hipotese se justifica novamente pela relagdo (diametro equivalente do canal de
ar)/(diametro equivalente do plenum de captagio do ar). Esse plenum tem as mesmas

dimensdes que o de distribuigio, esquematicamente apresentado na Figura 5.10.
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5.3.2. Para a equacéo de energia

Considerando-se ambos os problemas, dos escoamentos de ar e do gas, as condi¢des de

contorno para a equagao de energia sao:

a) secio de entrada do fluido

A temperatura nessa se¢3o € a temperatura de entrada do fluido.

T=T,

b) contormo correspondente as paredes dos tubos

Em contornos dessa natureza, dois casos ocorrem:

o parede isolada: derivada radial da temperatura nula

E o caso do tubo externo que confina o escoamento do ar na coroa circular.

e temperatura pre-definida

~
I
~3

(2]

(5.55)

(5.56)

(5.57)

E o caso do tubo que separa o ar do gas. Deve-se entender “pré-definida™ como um

valor assumido para rodar o programa, valor que sera reiterado até sua convergéncia

(ver item 7.1).

¢) secio de saida do fluido

Nenhuma condi¢do de contorno for adotada.
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6. Validagcdo do método das ordenadas discretas

Antes de adaptar uma subrotina de calculo das trocas de calor radiativas segundo o
método das ordenadas discretas num programa CFD, foi executada uma etapa de
validagdo do método com os objetivos de verificar os resultados que o método

determina frente a resultados tedricos e adquirir alguma experiéncia na execugio do

algoritmo de calculo.

Foi selecionado um caso que tem solugdo apresentada na literatura, envolvendo
exclusivamente trocas de calor por radiagao, isto €, sem a interferéncia de condugao

e/ou convecgao.

Figura 6.1. Radiagao entre duas placas.

O problema escolhido foi o de determinar o perfil de temperatura do regime
estacionario (isto ¢, em equilibrio radiativo) entre duas placas paralelas, negras e
infinitas a temperaturas diferentes e constantes, separadas por um gas cinzento, nido

espalhador de radiagao, de coeficiente de absorgio constante.’

Nesse caso. o equacionamento segundo o método das ordenadas discretas possibilita

pequenas simplificagdes em relagio ao equacionamento desenvolvido no item 5.2.2

" SIEGEL: HOWELL (1972). item 14-6.2. pagina 446.
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Partindo-se da equagdo (3.28), admitido a hipotese do gas ser cinzento e ndo espalhador

tem-se:
d]"’:E.V]mza]b—alm ' (6.1)
ds
2 4
onde J, —omZ (6.2)

O problema € unidimensional, isto €, as variagdes ocorrem apenas em =, direcdo

perpendicular entre as placas. Chamando de dr=ad- e lembrando que x4 € o coseno

diretor da dire¢do § em relagdo a €_, pode-se reescrever a equagio anterior Como:

lum dl"f +1m =]b (63)
dr

que, por conveniéncia, pode ser separada nas seguintes equagdes:

dl = . _
Jurlniq}-]m :[b . (64)
dr
_zurln d]"l +]m— zjb (65)
dr

A expressao (6.4) é valida para os feixes de radiagao que se deslocam da placa inferior
em diregdo a placa superior, isto ¢, conforme o sentido positivo de z (nesse caso,
u'= u>0); enquanto que a expressao (6.5) vale para os feixes de radiagdo que partem
da placa superior em dire¢do a placa inferior, isto €, que se deslocam conforme o

sentido negativo de z (nesse caso, p'=- ¢>0).

O objetivo dessa notagio ¢ obter alguma simplificagio no algoritmo de calculo,
derivada da simetria cxistente entre as dire¢des que sdo escolhidas para integrar o
método das ordenadas discretas. Assim, para uma dire¢ao de coseno diretor p, havera

outra cujo coseno diretor serd — 4. e ambas possuem o mesmo fator de ponderagio w.

As equagdes (6.4) e (6.5) sho equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem e,

portanto, possuem como solugao:
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1, =1,+C ¢ (6.6)

] =1, +C e (6.7)

onde as constantes de integragdo C e C podem ser calculadas a partir das condi¢des de

contorno. Essas condicdes estabelecem:

e junto a placa Sul
t=0 = ["=]; (6.8)

e junto a placa Norte

T=7, = ' =]b_N (69)
2 T4
onde [, SLICAT (6.10)
Vs
‘oTy
I, =22x (6.11)
Vs

1, =1+ (s =1, ) (6.12)
1,7 =1, +(1, 1, )e ) vm (6.13)

As equagdes (6.12) e (6.13) calculam as intensidades de radiagao em qualquer ponto

entre as placas para todas as diregdes selecionadas.

A temperatura num determinado ponto pode ser calculada a partir da hipotese do regime
estar estacionario, isto €, em equilibrio radiativo. Nessa condi¢éo, a equagio de energia

se simplifica para:

V.G =0 (6.14)
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Combinando com a equagdo (5.27) vem:

V.q, =c{— [1dQ+4s1, |=0 (6.15)
47 ‘/

o que implica que o termo entre parénteses € nulo.

Pelo método das ordenadas discretas, essa integral pode ser aproximada como:

X
[rda=31,w, (6.16)
4r

m=1

ou fazendo uso da notagio mencionada anteriormente:

[140 =N”(1;, +17 I, (6.17)

4rx m=]
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