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gmin2 gluteus minimus
gmin3 gluteus minimus
semimem Semimembranosus
semiten Semitendinosus
bifemlh biceps femoris
bifemsh biceps femoris

sar Sartorius

addlong adductor longus
addbrev adductor brevis
amag1 adductor magnus
amag?2 adductor magnus
amag3 adductor magnus
tfl tensor fasciae latae
pect Pectineus

gra Gracilis

gmax| gluteus maximus
gmax2 gluteus maximus
gmax3 gluteus maximus
iliacus Iliacus

psoas Psoas

quadfem quadatus femoris
gem Gemelli

peri Periformis

rf rectus femoris
vasmed vastus medialis
vasint vastus intermedius
vaslat vastus lateralis
medgas Gastrocnemius
latgas Gastrocnemius

sol Soleus

tibpost tibialis posterior
flexdig [flexor digitorum longus
flexhal [flexor hallucis longus
tibant tibialis anterior
perbrev peroneus brevis
perlong peroneus longus
pertert peroneus tertius
extdig extensor digitorum longus
exthal extensor hallucis longus
ligpat ligamento patelar
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SIMM — Software for Iteractive Musculoskeletal Modelling
PCSA: Physiologica Cross-Sectional Area

HF=flexfo do quadril (e=extensao, f=flexio)
HA=adug#o do quadril (ad=adug¢do, ab=abdugio)
HR=rotagdo do quadril (i=interna, e=externa)
KA=angulo do joelho (e=extensdo, f=flexdo)
SA=angulo subtalar (i=inversdo, e=eversio)

MA= 4ngulo metatarso-falangeal (f=flexdo, e=extenso).
OCP: Optimal Control Problem

IP: indice de performance

TPBVP: Two Point Boundary Value Problems

RK1, ..., RK4: Runge-Kutta de 1%, ...., 4° ordem

SQP: Sequential Quadratic Programming

PLTE: erro local principal de truncamento

LTE: erro local de truncamento
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Lista de Simbolos

Capitulo 1,2e3

FM™,(F™) = fora muscular

FM™' (FM") = for¢a muscular quando o miisculo esta no comprimento 6timo
F,(F) = forga no elemento contratil

F™E (F™®) = for¢a no elemento passivo

F',(F") = for¢a no tenddo

L = comprimento do sarcomero

LM(IM) = comprimento do misculo

L",(L") = comprimento do tenddo

LM, (IM") = comprimento do atuador musculo-tendineo
vM,(¥™)= velocidade da fibra muscular

v,",(¥,") = velocidade de alongamento da fibra muscular
v.M,(¥.M) = velocidade encurtamento da fibra muscular
v',(vT) = velocidade do tendio

vMT (Y™ = velocidade do atuador musculo-tendineo
t,(t) =tempo

c',(c") =tensdo no tenddo

¢ " = deformagdo do tenddio

u(t), u(t) = excitagdo muscular

a(t),a(t) = ativagdo muscular

a,, = angulo da fibra muscular

LY = comprimento das fibras musculares projetado no eixo do tenddo
F,! = forga isométrica maxima do musculo

L% = comprimento 6timo das fibras musculares (desenvolvendo a for¢a méxima)
o, = dngulo 6timo da fibra muscular quando L™ = LY

g, = deformagdo no tendio quando F' = F)*

G, =tensdo no tendio quando F' = F)*

LT,(LT) = comprimento do tenddo relaxado

kSE,(k®) = rigidez das pontes cruzadas (SEE)

kT,(k")= rigidez do tenddo

E" = médulo de elasticidade do tendio

A" = area da sego transversal do tenddo

fl.= componente ativa da relagio for¢ga-comprimento

fl,= componente passiva da relagio forga-comprimento
v, = velocidade maxima de encurtamento das fibras musculares

T, = escala de tempo (1, =LY /v,, )
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T..,(T,,) = constante de tempo para contrago

T geacrs(Taea ) = CONStante de tempo para relaxamento

B = 1:ac:t/ Tdeact

F™ (F™) = Forga no elemento elastico em paralelo

FP (FP%) = Forga no elemento viscoso em paralelo

F (FF) = Forga no elemento contratil

B(B) = Coeficiente de amortecimento do elemento viscoso

k™, (k™) = rigidez do elemento elstico em paralelo (PE)

am(d) = curva de recrutamento em fungdo da largura de pulso da excitagdo

Te= Tdeact = constante de tempo para relaxamento

Capitulo 4

xgt): vetor de estados do sistema

u : controle 6timo

On: Hy —> R funcio de otimalidade

L3[0,1]: um espago de fungdes quadraticamente integraveis no intervalo [0,1]
1

{u(t),v(1)), = J(u(t),v(t))dt : produto interno num espago de fungGes continuas
0

1 1/2
lu(t)], = [ J(u(t),u(t))dt} : norma num espaco de fungdes continuas
0

Lg,z [0,1]: espago pré-hilbertiano de elementos de controle munido de norma e produto
interno de L7'[0,1].
Hoo,2 = mn X Lg;,Z [Oal] = (SR“ x Llcg,Z [0’1] ’ <.’O>H’

Otimos cujos elementos sdo pares de condiges iniciais, varidveis de controle
1 = (&,u): pares de condi¢des iniciais, variaveis de controle
Ho»: um subespago denso do espago de Hilbert H,= R" x L7'[0,1]

(), - <§’§'> +{u, “'>L2

‘| ): espago pré-hilbertiano de controles

Infyy =)y, =l +uf3

Uc B(O,p,,m): (uemm ||u’ Spmax) : um conjunto compacto e convexo de vinculos de
controle

U= {.1 €Ly [o1]lu(teUte [0,1]}: conjunto de controles admissiveis

H=%R"x U c H,: conjunto de pares (&,u) admissiveis contido num conjunto maior
B=R"x {u € Lzlz[O,l]Iu(t) e B(0,p )5t € [0,1]} C H,, dentro do qual sio validos os
resultados das equagdes diferenciais

qo = {1, 2, ..., g0}, go nimero de fungSes objetivo

q.= {1, 2, ..., g}, g. nimero de fun¢Ses de vinculo

q={L,2,...,9}, 9= g0+ ge, qctqo = {1+ qo, ..., gc + go}
x"(1): solugdio no tempo final do sistema dindmico x =h com a condic3o inicial 7.
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f': B = R, £(n) =" (&, x"(1)): solugdo da v-ésima fungio f no tempo final
HN: SRHXLNCHQO,Q,
Ly : subespaco de dimensdo finita de Lg,z[o,l] , gerado a partir de fungdes continuas por
partes
S

§k+l = —ik +AzbiKk,i s io = X(O) = & . ke {0, 1, veey N-l}

i=l1
A=1/N
tk=1/A
ki=tk t ¢ A

aij, Ci, bi determinam o método RK utilizado, e podem ser organizados na chamada matriz
de Butcher A = [c, A, bT]

Xy : estimativa de x(t,). A chamada malha de integracdo ou malha de discretizagdo
corresponde & seqiiéncia {t, }ﬁo .

I={iy, i, ..,ic} ={ies|c=ci, Vjes,j<i},

[={ies|cj=ci,ijjel}l,jer

r : numero de valores diferentes das componentes c; do vetor de Butcher

r : conjunto dos valores diferentes das componentes c; do vetor de Butcher

=_ (7 = = = m
u=(Up,Up,...,Ux_1), T xR
r

Uy = (U p5e 0 )
u ,eR”, jer

cada U, ; corresponde a uma amostra de controle u[ti ;]

N-1 r

T, V)lz = ZZ(ﬁk,ka,,‘>: produto interno Euclidiano

N=0 j=I

1; : vetor com comprimento igual a I; de elementos unitarios

1

ok = UG =[Uy 1,..., 05 , ]G
T = [tk, tk+1)

T

N-1
L = {u e L3 [0,1]| u(t) = ZZﬁk’j(D;,,k’j (), u,;eR”, Vte [0,1]} . subespago  de

k=0 j=1

controle L, de dimensio finita
Q;\Lk’j(t) sendo a fungdo base de L),
Gy ;(t) j-€simo polindmio de Lagrange,

o=(m (g M)
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VIA,N ¢ um mapa VL,N:LN]—> ;X‘Rm; u:V}\,N(ﬁ)
T

WA.N: HN_) HN Py WAN(T]) = (E.w VA,N (u))
Hy =R" xV,'\]’ y(Uy)c Hy: conjunto de vinculos para o problema de aproximagdo no
espago de fungdes (polinomiais continuas por partes)

p— _ n — I7
Hy =R"xuy CHN . jgem no espago de coeficientes

wo v (n) = max fy(n)
veq

yenym= max fy(m)
VGqc+

4o

fy:Hy >R, £ =C(EX),veq M=ED) =Wy
Viy'(m) = (Ve ' (n), Vu f3'(n)) :gradiente da fungéo de custo
Fye K, : derivadas de F(x,w) com rela¢do a x e ao j-ésimo componente de w;

Ly= ;\(I xR™ espago de coeficientes munido de norma e produto interno b,
r
— ~ ~ _ o= — g2
Q: Ly — Ly : uma transformagéo U =Q(u)=uMy
=)
£y () =5 ((5,TM}))
Nir-1
L(]G) ={ue Lz,z 01 ut)= Yagde (1), te[0,1];: espago de coeficientes de controle de
k=1

dimensio finita de B-splines

Kk N+r-l Narel

+r—

ty = {_} outy= {tk }k=—r+1
k=-r1+1

Ul = {ue LYo, €U, k=1,..,N+r1-1 }: conjuntos de vinculos de controle para o
problema de aproximagéo definido por splines

a@, ={a e LV, ax € R™ : varidveis de controle u = Z:H a0, (t) €Ly no
espago de coeficientes spline

Sns= L% — LY : mapa entre os elementos u e @,

1%(t,x(t),u(t)) <0 : vinculos de desigualdade nas trajetorias

g” (&,x(b)) < 0: vinculos de desigualdade terminais

~ g¥ (&,x(b)) =0: vinculos de igualdade terminais
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Resumo

Uma formulagio visando o aprimoramento de modelos matematicos da biomecénica da
postura humana (Menegaldo, 1997; Menegaldo e Weber, 1998) é apresentada neste
trabalho. A classe de modelos propostos contém sub-modelos envolvendo: multiplos
corpos rigidos, mecnica muscular, dinimica da ativagdio neural e geometria do membro
inferior. Aplicou-se aos modelos estudados uma metodologia para a determinagio de
controles 6timos em malha aberta utilizando algoritmos basecados na Teoria das
Aproximag¢des Consistentes (Polak, 1996; Schwartz, 1996), como uma tentativa de
reproduzir tarefas posturais nos modelos biomecanicos propostos, bem como determinar
funcionais fisiologicamente plausiveis para a solugdo do problema da redundéincia dos
atuadores musculares. Aplicagdes futuras do trabalho prevéem a simulagdo do
comportamento postural em individuos normais e em portadores de disfungdes, candidatos

a cirurgias corretivas no membro inferior.
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Abstract

This work presents improvements on a biomechanical model of the human posture
developed by the author (Menegaldo, 1997; Menegaldo ¢ Weber, 1998). Several sub-
models were analyzed, dealing with multi-body dynamics, muscle mechanics,
neuromuscular activation dynamics and lower limb musculotendon geometry. An
optimal control methodology developed by Schwartz (1996), based on Polak's
Consistent Approximations Theory (Polak, 1996), has been used to find open-loop
muscular activations patterns for postural tasks. Optimal cost functions were chosen and
tested to solve the optimal control problem, at the same time that the actuator
redundancy problem is solved in a physiologically feasible way. The resulting
methodology is to be applied, in the future, for numerical simulation of the posture
behavior in normal or impaired people who are candidate to orthopedic surgeries

procedures.
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Capitulo 1

Introducio

Modelos matemiaticos de sistemas biologicos constituem um dos campos com
maior crescimento no desenvolvimento cientifico atual. Apesar do enorme arcabougo de
técnicas de modelagem matemitica e simulagio hoje disponiveis, sua aplicagdo
generalizada em problemas prementes do ponto de vista clinico € ainda incipiente.

Com relacio ao sistema musculo-esquelético, a disponibilidade de modelos
mecanicos adequados pode fornecer contribuigdes significativas para o entendimento e
tratamento de suas afec¢des. Entretanto, o desenvolvimento de tais modelos exige um
aporte de esforgos e recursos proporcional a sua complexidade. Uma analise introdutdria
da natureza dos modelos em questdo revela que se tratam, na realidade, de conjuntos de
sub-modelos integrados:

e Modelos de multiplos corpos rigidos, semelhantes aos utilizados na robdtica

e Modelos da mecinica muscular
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e Modelos geométricos, capazes de relacionar as for¢as musculares com os

torques nas articulages dos modelos de miltiplos corpos rigidos

Diversas caracteristicas observadas neste sistema bioldgico introduzem um alto
grau de complexidade aos modelos em questdo: tratam-se, quase sempre, de modelos
dinAmicos ndo-lineares, com multiplas entradas e miltiplas saidas, muitos graus de
liberdade redundantes, com fortes acoplamentos, etc. Acrescente-se ainda a grande
dificuldade na determinagfio de parametros - varidveis alguns deles com o tempo, com
outros parimetros ou com variaveis de estado - para cada um dos sub-modelos, tanto de
valores médios para uma determinada populagio quanto para individuos singulares.

Bons modelos biomecanicos, entretanto, nio sdo suficientes para a reprodugio,
através de técnicas de simulagdo, da maior parte das operacGes efetuadas pelo sistema
miusculo-esquelético: o comportamento dindmico destes modelos depende intrinsecamente
do sistema de controle associado. Desde membros individuais até sistemas com multiplas
articulagdes, 0 comportamento mecéanico s pode ser reprodutivel por um modelo que
contemple um sistema de controle adequado: uma abordagem que efetivamente reproduza
o comportamento bioldgico do sistema musculo-esquelético com alguma riqueza ndo pode
prescindir nem dos aspectos biomecanicos nem dos relativos ao sistema de controle
neuronal. |

Trés abordagens principais de modelagem do complexo neuro-mecdnico humano
sdo encontrados na literatura: movimentos uniarticulares, postura e marcha. No primeiro
caso, considera-se usualmente um modelo cinematico mais ou menos detalhado da
articula¢@o, na tentativa de determinar com precisdo esfor¢os tendineos ou ligamentares
(Riener et al., 1996; Balthasar et al., 1996); o problema da redundincia de atuadores pode

também ser tratada neste sistema mecanico de um grau de liberdade cinematico (Enoka,
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1993; Kuo, 1996; Legreneur et al., 1996), concentrando a andlise nas estratégias de
recrutamento e somagfo das unidades motoras envolvidas na a¢fo uniarticular especifica.
A andlise da marcha, por sua vez, € a que pode fornecer os subsidios mais relevantes do
ponto de vista da reabilitagdo de portadores de lesGes musculo-esqueléticas ou neuronais.
Apesar disso, modelos detalhados da marcha humana sfo extremamente complexos, e a
interpretagdo de informagdes clinicamente relevantes deve ser feita de maneira criteriosa,
contando o analista com conhecimentos exaustivos do sistema bioldgico e das limitagGes
do modelo.

Outro interessante objeto de modelagem do sistema neuro-mecanico sdo as tarefas
posturais, ou a biomecdnica da postura. Situa-se a meio caminho entre os sistemas
uniarticulares e a marcha: ao mesmo tempo que requer um sistema de controle para varias
articulagdes atuando em conjunto, pode ser formulado com poucos graus de liberdade,
facilitando uma eventual andlise de estratégias de controle das unidades motoras. Além
disso, diversos modelos da biomecénica e do controle da postura, possuindo significativas
diferengas de complexidade podem reproduzir, segundo aspectos particulares,
comportamentos verificados experimentalmente (Barin, 1989). Isso possibilita a
implementagdo gradual e modular dos modelos, permitindo verificagdes de sub-modelos
particulares através de testes preliminares e a adequagio aos recursos computacionais
disponiveis.

A anilise biomecanica da postura, nfio obstante sua importincia no estudo deste
mecanismo bioldgico, bem como de diversos problemas relacionados a teoria de controle
motor ¢ a dindmica de sistemas, possui uma relevancia clinica nio menos importante: a
postura, enquanto conjunto de forgas exercidas pelo sistema muscular para controlar a

posigdo relativa entre os segmentos corporais (Massion, 1992), é um pré-requisito para a
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obtengdo do equilibrio. Entende-se, neste contexto, por equilibrio o posicionamento
ortostatico do corpo, tomado como um tnico conjunto, em relagdo ao campo gravitacional.

Na pratica clinica, um grande nimero de patologias sdo responsaveis direta ou
indiretamente por déficits posturais ou de equilibrio, sendo assim a avaliacio destas
fun¢des um importante indicador de disfungdes no aparelho vestibular e no sistema
proprioceptivo (nos receptores periféricos e no sistema coluna dorsal - lemnisco medial).
Outras doengas relacionadas com o funcionamento anormal dos nucleos da base, como o
mal de Parkinson, s3o responsaveis ainda por alteragdes no equilibrio. Plegias e paresias,
provocadas por acidentes vasculares, lesdes mecéanicas e tumores, introduzem muitas
vezes perdas de equilibrio associadas a problemas posturais.

Como ja foi dito, tentativas de simulagio computacional do movimento humano,
nio podendo prescindir de bons modelos biomecénicos, tampouco podem deixar de lado o
sistema de controle associado. Para tanto, é necessario em algum nivel da modelagem
abstrair-se do substrato fisico em questio e langar mdo de estratégias de engenharia como
uma tentativa de reproduzir o mesmo comportamento. Um exemplo classico disso é a
substituicdo da rede neuronal bioldgica, ou mais especificamente o cortex motor e seus
principais tratos descendentes, responsaveis pela formulagio de algumas estratégias e pela
geracdo de sinaié de controle motor, por um m;)delo dc;, confrole otimo (Pandy et al., 1992;
Kuo, 1995; Pandy et al., 1995; Menegaldo, 1997; Raash et al., 1997, Spégele et al., 1999,
Kaplan e Heegaard, 1999).

Esta abordagem baseia-se na idéia seminal de Bernstein, de considerar que a
distribuicdo de forcas entre diversos musculos que cruzam uma articulagio e que
produzem uma determinada agdo €, do ponto de vista matematico, um problema de

otimizag8o. Diversos pesquisadores (An et al., 1995; Yamaguchi et al., 1995; para uma
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revisdo, ver Tsirakos et al,, 1997) utilizaram este principio na anilise de modelos da
dindmica inversa, partindo do comportamento cinematico do corpo humano determinado
por meios opto-eletronicos. Calculando os torques articulares, procura-se determinar,
estaticamente, a contribui¢do de cada forga muscular que cruza a articulagdo. Entretanto,
este tipo de andlise difere da abordagem através do controle 6timo, que visa de fato
determinar as excitagdes neuro-musculares que levam o sistema de um estado para outro,
partindo apenas das equa¢des de movimento e de vinculos. No caso da otimizagio,
procura-se apenas minimizar um funcional algébrico, calculando um conjunto de forgas; ja
no caso do controle 6timo, o objetivo € determinar um conjunto de sinais de controle que
executem o movimento respeitando as equagdes dindmicas, a0 mesmo tempo que €
minimizada uma funcional, geralmente integral, que depende dos estados dindmicos e das
varidveis de controle ao longo de todo o movimento. Desde o ponto de vista matematico e
numérico, o problema de otimiza¢do € um dos sub-problemas do controle 6timo, ao menos
segundo os métodos de integragdo iterativa (Capitulo 4).

As idéias de otimizagfio e controle 6timo aplicadas ao controle motor tém ganhado
for¢a nos ultimos anos, porém diversas questdes permanecem abertas. Se é razoavel supor
que o sistema neurofisiologico de controle motor busca a minimizac¢do de um funcional na
geragdo de trajetérias para o movimento dos membros superior e inferior, varias
alternativas de escolha deste funcional ou indice de performance sdo possiveis: a soma das
forgas musculares elevadas a poténcia n (n=1,2,3..), a soma das tensGes musculares
(forga/area da se¢fio muscular), das suas derivadas temporais, a soma do calor dissipado na
contragdo muscular, entre outros (Pandy et al. 1995; Buchnan e Shreeve, 1996). A escolha
do funcional pode ainda depender do tipo de tarefa que esta sendo realizada ou que foi

planejada pelo cortex cerebral: movimentos rapidos e pouco precisos apresentardo
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provavelmente funcionais diferentes de movimentos lentos e delicados. Dentre os varios
tipos de vinculos, alguns deverdo ser obrigatoriamente respeitados para reproduzir a tarefa,
enquanto outros serdo menos relevantes. Alguns autores (Khang e Zajac, 1989; He et al,,
1991; Kuo, 1995; Menegaldo, 1997) utilizaram, ao invés da metodologia de controle
6timo para o caso nio-linear, a otimizago estdtica associada a técnicas de controle linear
com indice de performance quadrético; para cada aplica¢éo, uma ou outra técnica podera
ser a mais indicada (Zajac e Gordon, 1989): no caso de uma implementag&o artificial do
controle, para Estimulagdo Elétrica Neuro Muscular em portadores de lesdo medular por
exemplo, o tempo de processamento para o calculo do sinal de controle é critico, ao passo
que na reprodugdo numérica de movimentos naturais ndo. Diversas questdes poderiam
ainda ser levantadas, relativas por exemplo 4 influéncia do numero de graus de liberdade
do modelo dindmico no desempenho do sistema de controle (Kuo, 1996) e ac método de
controle 6timo empregado.

As questdes apontadas acima nio serdo respondidas provavelmente a curto prazo,
assim como a prescrigio de tratamentos e a formulagio de testes clinicos com o auxilio de
modelos matematicos. Todas convergem, porém, para uma comum necessidade: a
disponibilidade de bons modelos biomecénicos e de formulagdes adequadas de sistemas de
controle, necessarios também para a avaliagdo e validagdo experirnent‘al dds ﬁréprios

modelos biomecéanicos.

O Estado da Arte
Entre os poucos autores que se dedicaram ao estudo sistematico da aplicagdo de
técnicas de controle 6timo a sistemas musculo-esqueléticos, estdo o Prof. Marcus Pandy e

seus colaboradores, da Universidade do Texas em Austin. Os trabalhos que tém sido
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produzidos por esse grupo situam-se, 1o juizo do autor, no atual estado da arte da
abordagem aqui empregada. A maior parte dos trabalhos publicados sdo referentes ao
problema do salto vertical, ainda que movimentos nio balisticos de postura e marcha
também tenham sido estudados (Pandy et al., 1995; Anderson e Pandy, 1996).

Os primeiros trabalhos desse grupo (Pandy et al., 1990; Pandy e Zajac, 1991), fruto
da tese de Doutorado de Pandy na Universidade de Stanford, no grupo de Felix Zajac,
tratam de um modelo plano de 4 segmentos e 8 musculos, numa versdo modificada do
modelo de Zajac (1989) contendo um elemento elastico em série e sem elementos de
dissipagdo viscosa. Em principio, os bragos de momento sio variaveis em funcdo dos
angulos articulares, mas as expressdes empregadas e sua determinagdo ndo estdo
explicitadas nos artigos consultados. Foi empregado um método de controle 6timo tipo
bang-bang baseado numa versao modificada do algoritmo de Polak e Mayne (1975), com
controles assumindo valores 0 ou 1, sendo determinados os tempos de chaveamento de
cada musculo. Um aspecto interessante desse trabalho, estendido aos demais, ¢ a utilizagdo
de um método de otimizagdio estatica para determinar os valores iniciais dos estados, de
maneira que o modelo se encontre em equilibrio no inicio do processo de integragdo.
Pandy e Zajac (1991) trazem comparagdes das simula¢des com estudos experimentais do
problema do salto, tecendo consideracdes sobre os padrdes de acionamento muscular
observados.

A partir de 1992 (Pandy et al, 1992) até os trabalhos atuais, o problema de
controle 6timo passou a ser tratado como um problema de otimizagdo de parametros. Em
linhas gerais, as equagdes diferenciais do sistema dindmico sfo integradas empregando-se
uma malha de 600 a 1000 pontos para tempos de simulagdo inferiores 0.5s., sobre a qual €

estabelecida uma segunda malha bem mais esparsa de nos de controle, com até 16
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elementos. Nos pontos intermediarios da primeira malha, os valores das variaveis de
controle sio estimadas por interpolagdo linear. O problema de otimizag&o é resolvido com
o método de programagdo seqilencial quadritica proposto por Powell (1978). Uma
particularidade da abordagem ¢ a maneira como as matrizes jacobianas das fun¢des de
custo e vinculos sio calculadas: ao redor de um determinado ponto de operago, ¢
introduzida uma pequena perturbagdo em cada varidvel de controle, integrando-se o
sistema com essa nova condigdo. Com esse resultado, as derivadas s@o entdo estimadas por
diferencas finitas e o processo prossegue iterativamente, até que a varia¢io da fungdo de
custo seja pequena o suficiente. Tendo em conta o grande namero de variaveis envolvidas
e a complexidade das equagdes diferenciais, o custo computacional dessa metodologia €
bastante elevado, sendo necessirio o emprego de supercomputadores, ainda que o
algoritmo seja facilmente paralelizavel (Anderson et al, 1996). Por outro lado, 0 pequeno
nimero relativo de nés de controle fornece uma estimativa pouco refinada, do ponto de
vista da resolugdio temporal, dos padrdes de acionamento muscular obtidos.

Em 1995, Pandy et al. (1995) controlaram o movimento ndo balistico de levantar-
se de uma posi¢dio semi-agachada e sentada, empregando o mesmo modelo biomecénico.
Os autores mostraram a conveniéncia do emprego, nesses problemas, da fun¢éo de custo
que minimiza as derivadas das forgas musculéres. F0i>most.rada a semelhanga dessa fungédo
com a minimizacdo do jerk, isto ¢, da derivada da aceleragdo, proposta inicialmente por
Stein et al. (1996).

Nos trabalhos posteriores (Anderson et al, 1996; Anderson e Pandy, 1998;
Anderson e Pandy, 1999), foram feitos estudos introduzindo um modelo biomecénico

extremamente sofisticado: tridimensional com 23 graus de liberdade e 54 musculos. Esse
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modelo foi empregado tanto na simulagdo do salto vertical quanto da fase de apoio da

marcha.

Escopo do presente trabalho
Este trabalho, utilizando diversos subsidios de trabalhos anteriores (Menegaldo,
1997), visa:
1. Atingir o Estado da Arte na formulagdo de modelos matematicos do sistema musculo-
esquelético do membro inferior, segundo seus aspectos geométricos € da dindmica

muscular.

o

. Utilizacdo de métodos de controle 6timo baseados em teorias matematicas formalmente
bem fundamentadas e numericamente trataveis na geracdo de sinais de excitagdo neural
para tarefas posturais, levando o sistema de condi¢es iniciais dadas até condi¢Ges

finais requeridas respeitando os vinculos necessarios.

A partir do modelo de multiplos corpos rigidos da postura humana deduzido em
Menegaldo (1997) e do modelo da mecénica muscular estudado no mesmo trabalho,
procurou-se obter um modelo biomecénico mais refinado, utilizando um software de
modelagem do sistema musculo-esquelético e um modelo geométrico detalhado do
membro inferior humano de dominio publico. Foi elaborada, com base nesse modelo, uma
formulagdo computacionalmente conveniente da geometria, a partir de curvas de
regressdo. Além disso, 0 modelo da mecéanica muscular desenvolvido anteriormente sofreu
algumas modifica¢des, tendo em vista a solugdo de problemas numéricos na integragdo
das equagdes diferenciais e a adequagdo do modelo a testes experimentais com animais

(Menegaldo et al., 1999). No Capitulo 2 estd descrito em pormenores o modelo
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geométrico do membro inferior estudado. Procurou-se apresentd-lo de maneira que
ficassem facilmente distinguiveis todos os seus elementos e as hipdteses que foram
adotadas na sua elaboragdo. Conhecendo desta maneira 0 modelo, assim como as fontes
bibliograficas para a determinag@o de pardmetros do sistema musculo-esquelético, a tarefa
de apresentar propostas metodologicas para a obtencdo de pardmetros de sujeitos
particulares in vivo, essencial em futuras aplicagdes clinicas do modelo matematico, pode
ser facilitada. Neste mesmo Capitulo, foi implementado um método para o ajuste de
curvas multidimensionais, que permitem expressar os bracos de momento e o
comprimento dos atuadores musculo-tendineos através de expressdes polinomiais,
dependentes das coordenadas generalizadas do modelo.

O problema de controle, por sua vez, foi abordado utilizando algoritmos de
discretizagdo e solugdo do problema de programagdo nio-linear associado, desenvolvidos
por Elijah Polak e seus colaboradores. Este tratamento do problema de controle 6timo,
desenvolvido formalmente dentro da Teoria das Aproximagdes Consistentes proposta por
esse autor, possui diversos atrativos que justificaram seu emprego no presente trabalho.
Entre eles, a possibilidade de tratar problemas relativamente grandes, altamente ndo-
lineares, com diversos tipos de vinculo; além disso, o intenso formalismo matematico com
basé na teoria de anilise em espagos de Hilbert, garantem a consisténc':ia anélifica do
método. O método de discretizagdo, a partir de uma integragio tipo Runge-Kutta da
dindmica do sistema é adequada 4 sua ndo-linearidade, e os métodos de programac¢do nao-
linear, ou otimizagéo, estdo entre os mais robustos e confiaveis dentre os disponiveis na
extensa literatura a respeito. Os autores da Teoria desenvolveram também um software
compativel com ambiente Matlab chamado RIOTS (Recursive Integration Optimal

Trajectory Solver), capaz de tratar problemas de controle 4timo com relativa eficiéncia e
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confiabilidade. No Capitulo 4, esta formulado o problema de controle 6timo segundo os
principios da Teoria das Aproximagdes Consistentes. Alguns principios gerais
considerados relevantes para sua compreensdo estdo também expostos e, na medida do
possivel, explicados de maneira mais acessivel a leitores ndo familiarizados com essa
Teoria, assim como alguns conceitos de analise matematica. Foram omitidos, entretanto,
aspectos demasiadamente formais e demonstragdes, que o leitor podera encontrar na
bibliografia citada.

Sdo mostrados em seguida resultados preliminares da utilizagdo do método e do
software de controle em modelos com diversos e decrescentes tipos de simplificacSes,
tendo em vista a solugdo gradual dos problemas numéricos encontrados. Estes resultados
mostram curvas de trajetoria dos estados (deslocamentos e velocidades angulares) e das
variaveis de controle (ativagdes neuro-musculares) de um sujeito partindo de uma posi¢@o
inicial de flexdo do joelho até a postura ereta. A partir de um modelo de péndulo simples
controlado por atuadores de torque, foi desenvolvida progressivamente uma metodologia
para formulagdo e solugdo dos sistemas de controle 6timo usando modelos de crescente
complexidade: péndulo triplo com atuadores de torque sem dindmica, dindmicos lineares,
atuadores musculares lineares e, finalmente, atuadores musculares ndo-lineares. Algumas
fungdes de custo foram testadas, assim como selecionados os parametros de discretizagéo,
integragio e representacdio das trajetOrias de controle para cada modelo. Foram discutidas
e implementadas solugbes para diversos problemas numéricos que se apresentaram,
principalmente aqueles relacionados com a escolha da estimativa inicial do vetor de
controles e com o tempo de simulagdo. No capitulo seguinte, sio mostrados os resultados
finais obtidos com o modelo contendo musculos ndo-lineares e bragcos de momento

variaveis
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Uma caracteristica desejavel seria a de que o sistema de controle oferecesse
robustez diante de perturbagdes aleatorias que ocorram durante o movimento. O autor
supunha que essa propriedade poderia ser obtida, nio fossem alguns problemas numeéricos
discutidos a frente, formulando-se um problema de Controle Otimo Linear em malha
fechada com Critério de Desempenho Quadratico, associado ao problema original ndo-
linear. Entretanto, ndo foi possivel solucionar o problema formulado desta maneira. Nao
obstante, foi incluido um capitulo mostrando as tentativas adotadas neste trabalho e
discutindo a sua ineficiéncia.

Os resultados obtidos e discutidos nas Concluses demonstram a viabilidade da
utilizagio da técnica de controle otimo empregada para os modelos biomecénicos
propostos, assim como as diretrizes que podem ser sugeridas na implementaggo de

problemas da mesma natureza.
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Capitulo 2

Modelo geométrico do membro inferior

Neste capitulo esta descrito o0 modelo anatdmico do membro inferior a ser utilizado
no presente trabalho. Consiste num modelo de dominio publico (ver Figura 2.1)
desenvolvido por Scott Delp, da Northwestern University, Chicago, EUA' (Delp et al.,
1990). Este modelo, da maneira como é apresentado, pode ser utilizado num software de
modelagem geométrica do sistema musculo-esquelético desenvolvido pelo proprio autor
do modelo e colaboradores, conhecido como SIMM - Software for Iteractive

Musculoskeletal Modelling" (Delp e Loan, 1995). Nos proximos itens serd apresentada

' O modelo esta disponivel na home page da ISB — International Society of Biomechanics, no enderego
http://isb.ri.ccf.org/data/delp/, tendo sido desenvolvido na Veterans Affair R&D Center, Palo Alio, CA. Esta
mesma pagina traz uma lista de artigos em que o modelo foi empregado para diversas aplicacfes.

? Comercializado pela empresa Musculographics Inc., Evanston, IL (http://www.musculographics.com/)
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uma revisio das principais hipoteses assumidas na formulaggo deste modelo, assim como

dos trabalhos precedentes que forneceram os pardmetros por ele utilizado.

Figura 2.1: Modelo geométrico do membro inferior
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Entretanto, a maneira como o software ¢ utilizado normalmente nio ¢ adequada para
a simulagio de modelos integrados da biomecanica do sistema musculo-esquelético’,
controlados ainda por um sistema de controle das ativagdes musculares. Assim, a partir de
informagdes geométricas obtidas através do SIMM, foram ajustadas curvas de
interpolagdo polinomial, que fornecem valores dos bragos de momento e do comprimento
de atuadores musculo-tendineos, em fungfo de coordenadas generalizadas. Com isso, a
inclusio dessas grandezas numa rotina de simulagdo e controle do sistema musculo-

esquelético pode ser feita de maneira computacionalmente econdmica.

2.1 Revisdo bibliografica

As unidades basicas de definicdo do modelo sdo suas articulagdes. Dada uma
articulacdo, definem-se inicialmente as suas caracteristicas cinematicas, isto é, o
movimento em seis graus de liberdade (trés rotagdes e trés translagdes) que realiza em
fungdo da variagio das coordenadas generalizadas que configuram o seu estado. Isto ¢
feito a partir de fungdes cinemdticas, configurando o movimento, numa dada dire¢do, de
um corpo rigido em relagéo a outro. Por exemplo, sabe-se que na articulagdo do joelho, a
tibia apresenta uma translagdo na diregdo proximal com a extensdo, juntamente com uma
rotagio externa. Entretanto, esses movimentos estdo vinculados diretamente ao proprio
angulo de flexdo, sendo este uma coordenada generalizada. Um sumario das principais
caracteristicas dos modelos de articulagio utilizadas para quadril, joelho e tornozelo esta

mostrado na Tabela 2.1.

3 Existe um produto comercializado pela Musculographics Inc. chamado Dynamics Pipeline, que gera
equacdes de movimento através de um software de manipulagio simbolica conhecido como SD/FAST,
utilizando também suas rotinas de integragdo. Entretanto, o custo de tais produtos € bastante elevado e sua
versatilidade limitada, niio sendo possivel, a principio, a utiliza¢fo das rotinas de controle 6timo empregadas
neste trabalho.
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Articulagio | Caracteristicas

Quadril Junta esférica com trés graus de liberdade (Delp et al., 1990)

Joelho Junta plana de um grau de liberdade, baseada em Yamaguchi e Zajac
(1989). Leva em conta o ponto de contato variavel da articulagdo tibio-
femoral, a cinematica patelo-femoral e o efeito do aumento do brago d
momento do tenddo do quadriceps (Delp et al., 1990) '
Tornozelo, |Modeladas como juntas tipo pino (com um grau de liberdade), com eixos
subtalar e |localizados e orientados segundo Inman (1976) com pequenas alterag6es na

metatarso- | orientagdo da articulagdo metatarso-falangeal (Delp et al., 1990)
falangeal

Tabela 2.1: Caracteristicas dos modelos de articulagio utilizadas no modelo do membro

inferior.

As fungBes cinemdticas sdo definidas a partir de uma tabela de valores de
translacdo ou de angulo de rotagdo, em fungdo de uma coordenada generalizada. As
fungbes cinematicas estdo na Tabela 2.2. Entretanto, a defini¢do total do conjunto de
transformagdes lineares de um sistema de coordenadas para outro deve levar em conta
todas as translagdes e rotag:c">es4 que ocorrem entre Os segmentos. Estas, por sua vez,
podem ser fungdes cineméticas ou simplesmente valores constantes. Na Tabela 2.3 estio
mostradas as translages e rota¢des entre os referenciais, cujas localizagdes e orientagdes
estdo mostradas na Figura 2.2. As rotag3es entre um segmento e outro ocorrem ao redor de
eixos também definidos. A Tabela 2.4 traz as coordenadas dos eixos de rotagdo entre o

primeiro e o segundo segmento de cada articulago.

* Todas as unidades de comprimento do modelo estio expressas em metros e os ingulos em graus. Esta
convengdo € adotada ao longo de todo capitulo, a menos que se indique o conirario.
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Figura 2.2: Localizagdo dos sistemas de referéncia da pélvis, fémur, tibia e tornozelo

(Musculographics Inc., 1997)

KFuncio | Tabela de valores | Fungiio interpolada

f1 -360.0, -360.0 angulo de flexdo do quadril x rot. eixo z
360.0, 360.0

2 -360.0, -360.0 angulo de adugdo do quadril x rot. eixo x
360.0, 360.0 ' -

3 -360.0, -360.0 angulo de rota¢do do quadril x rot. eixo y
360.0, 360.0

4 -360.0, -360.0 angulo de flexdo do joelho x rot. eixo z
360.0, 360.0

5 -120.0, -0.00320

-100.0, 0.00179
-80.0, 0.00411
-60.0, 0.00410
-40.0, 0.00212
-20.0, -0.00100
-10.0, -0.00310
0.0, -0.00525

deslocamento dx da tibia x dngulo de flexdio do joelho
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4|
2 ; i ; ; A
-120 -100 -80 60 40 -20 0

4 nguic do peho

f6 -120.0, -0.4226 deslocamento dy da tibia x dngulo de flexdo do joelho
-70.0, -0.4082
-30.0, -0.3990 s _
-20.0, -0.3976 =
-10.0, -0.3966 o4 | —
0.0, -0.3960 -
z e
.:.: 041 p s
) 0.415 /,
S
//
042 e
e
7 -120.0, 0.0173 deslocamento dx do referencial tibial em relagdo ao
-80.0, 0.0324
-60.0, 0.0381 patelar x dngulo de flexdo do joelho
-40.0, 0.0430
-20.0, 0.0469 o0
-10.0, 0.0484 =
0.0, 0.0496 e
e
% 0.04 /
‘E 0.03
E 0.025
8 -120.0, -0.0219

-90.0, -0.0202

deslocamento dy do referencial tibial em relagdo ao
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-80.0, -0.0200
-60.0, -0.0204
-40.0, -0.0211
-20.0, -0.0219
-10.0, -0.0223
0.286,-0.0227

patelar x dngulo de flexdo do joelho

dy do ref. §biai para patelar

b
o
~
N

0.0225} \

-0.023
-120

N\

-100 -80 80 -40 -20 [} 20
4 ngule do joeho

9 -120.00, 17.65 rotagdo do referencial tibial em relagio ao patelar x
-114.59, 17.65
-83.51, 17.55 angulo de flexao do joelho
-30.16, 15.48
1.60, -2.12 20 . -
10.00, -16.04 N S
-4
‘E ) \ [
€ 0 ‘l.\ !
f10 -360.0, -360.0 angulo do tornozelo x rot. eixo z
360.0, 360.0
f11 -360.0, -360.0 angulo de inversdo (subtalar) x rot eixo x
360.0, 360.0
f12 -360.0, -360.0 angulo dos dedos (metatarso-falangeal) x rot. eixo x
360.0, 360.0
f13

progressdo da perna

(L VY G G VA G O G GO G G O G L G

Tabela 2.2: Fungdes cinemaiticas. Os valores mostrados na 2* coluna (mostrados por

segmentos de reta) sdo interpolados por uma spline ciibica (curva suave) pelo SIMM. As

amplitudes admissiveis de movimento estdo mostradas na Tabela 2.7.
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Articulaciio | Seg.1 |seg.2 ordem tx ty tz r (2 |r3
quadril Pelvis |[femur |tr3r1r2 [-.0707 |-0661 |.0835 |[f1 |f2 |f3
femoral- Femur |tibia tr3rir2 |5 f6 0 f4 |10 |0
tibial
tibio-patelar | Tibia |patelar |tr3rl1r2 |[f7 8 0.0024 (5 |0 |0
tornozelo |Tibia |talus tr3rlr2 |0 -0.43 0 flo (0 |0
subtalar Talus |calcaneu |trlr2r3 |-.04877 |-.04195 [.00792 [f11 [0 |[O
s
dedos Calcan |dedos [trl1r2r3 |0.1788 |-0.0020 |0.00108 (0 |0 |0
eus
ref. inercial |Ref. pelvis [tr1r2r3 |fI3 0 0 0 (0 |O
inercia
1
Tabela 2.3: Transformages entre os segmentos.
Articulacio eixo 1 eixo 2 eixo 3
Quadril 1.0 0.0 0.0 0.01.00.0 0.00.01.0
femoral-tibial 1.0 0.0 0.0 0.01.00.0 0.00.01.0
tibio-patelar 1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.00.01.0
Tornozelo 1.00.00.0 0.01.00.0 -0.10453 -0.17365
0.97925
Subtalar 0.781 0.60 -0.12 0.0 1.00.0 0.00.0 1.0
Metatarso- 0.5808 0.0-0.8140 [0.01.00.0 0.00.01.0
falangeal
ref. Inercial 1.00.0 0.0 0.01.00.0 0.00.01.0

Tabela 2.4:Coordenadas dos eixos de rotag@o entre o primeiro e o segundo segmento de

cada articulagfo, definidos na Tabela 2.3.

Uma importante grandeza geométrica a ser determinada é o comprimento dos
atuadores musculo-tendineos (LM") em funcdo das coordenadas generalizadas. Dispondo-
se dessas relagdes, € possivel realizar as simulagdes do sistema musculo-esquelético e de
controle sem considerar necessariamente a hipotese de que as contragdes musculares
sejam isométricas. O calculo de LM para cada atuador é feito a partir da distancia entre
sua origem e inser¢do tendo em conta, porém, os desvios que podem ocorrer quando o

atuador se dobra sobre estruturas ésseas. Nestes casos, os chamados wrapping points, ou
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pontos de contorno, sdo incluidos na definicio da trajetoria do musculo; entretanto, tais
pontos podem ou nio estar ativos, dependendo do valor da coordenada generalizada. Por
exemplo, para o musculo rectus femoris, considera-se que existe um ponto de contorno na
por¢do proximal do fémur quando o dngulo de flexdo do joelho esta entre -120.0° e -83.65°
(-120° corresponde a extensio maxima no modelo geométrico utilizado).

As coordenadas das origens e inser¢des musculares foram determinadas por Brand
et al. (1982), a partir de trés cadaveres (feminino 1,63 m, masculino 1,72 m e masculino
1,83 m). As coordenadas foram determinadas com o auxilio de marcadores opacos
posicionados nas regides de insergdo e origem muscular, através de Raio-X. Os resultados
apresentados pelos autores correspondem as médias dos trés espécimes, utilizando
sistemas de coordenadas sujeitos a fatores de escala dependentes de dimensdes anatdmicas
(para a defini¢do dessas coordenadas e fatores, ver por exemplo Menegaldo, 1997, Cap.
5). Na Tabela 2.5 estdo mostradas as coordenadas das inser¢des e origens para os 43
musculos que compde o modelo. Nesta mesma tabela estio relacionados os nomes

abreviados dos musculos que serfo utilizados ao longo do trabalho.
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Nome

NO

Abreviacdo

Coordenadas

X y z

segmento

gluteus medius

-0.0408 0.0304 0.1209
-0.0218 -0.0117 0.0555

Observacdes

pelvis
femur

compartimento anterior

gluteus medius

-0.0855 0.04450 0.0766
-0.0258 -0.0058 0.0527

pelvis
femur

compartimento médio

gluteus medius

-0.1223 0.0105 0.0648
-0.0309 -0.0047 0.0518

pelvis
femur

compartimento posterior

gluteus minimus

-0.0467 -0.0080 0.1056
-0.0072 -0.0104 0.0560

pelvis
femur

compartimento anterior

gluteus minimus

-0.0633 -0.0065 0.0991
-0.0096 -0.0104 0.0560

pelvis
femur

compartimento médio

gluteus minimus

-0.0834 -0.0063 0.0856
-0.0135 -0.0083 0.0550

pelvis
femur

compartimento posterior

Semimembranosu
Y

-0.1192 -0.1015 0.0695
-0.0243 -0.0536 -0.0194

pelvis
tibia

Semitendinosus

-0.1237 -0.1043 0.0603
-0.0314 -0.0545 -0.0146
-0.0113 -0.0746 -0.0245
0.0027 -0.0956 -0.0193

pelvis
tibia
tibia
tibia

biceps femoris

bifemlh

-0.1244 -0.1001 0.0666
-0.0081 -0.0729 0.0423

pelvis
tibia

cabeca longa

biceps femoris

10

bifemsh

0.0050 -0.2111 0.0234
-0.0101 —0.0725 0.0406

femur
tibia

cabeca curta

Sartorius

-0.0153 -0.0013 0.1242
-0.0030 -0.3568 -0.0421
-0.0056 -0.0419 -0.0399
0.0060 -0.0589 -0.0383
0.0243 -0.0840 -0.0252

pelvis
femur
tibia
tibia
tibia

adductor longus

addlong

-0.0316 -0.0836 0.0169
0.0050 -0.2111 0.0234

pelvis
femur

adductor brevis

addbrev

-0.0587 -0.0915 0.0164
0.0009 -0.1196 0.0294

pelvis
femur

adductor magnus

amagl

-0.0732 -0.1174 0.0255
-0.0045 -0.1211 0.0339

pelvis
femur

compartimento superior

adductor magnus

15

amag?

-0.0831 -0.1192 0.0308
0.0054 -0.2285 0.0227

pelvis
femur

compartimento médio

adductor magnus

16

amag3

-0.0771 -0.1181 0.0276
0.0070 -0.3837 -0.0266

pelvis
femur

compartimento inferior

tensor
latae

Jasciae

17

tfl

-0.0311 0.0214 0.1241
0.0294 -0.0995 0.0597
0.0054 -0.4049 0.0357
0.0060 -0.0487 0.0297

pelvis
femur
femur
tibia

Pectineus

pect

-0.0431 -0.0768 0.0451
-0.0122 -0.0822 0.0253

pelvis
femur

Gracilis

-0.0563 -0.1038 0.0079
-0.0154 -0.0475 -0.0358
0.0060 -0.0836 -0.0228

pelvis
tibia
tibia

gluteus maximus

20

gmaxl

-0.1195 0.0612 0.0700
-0.1291 0.0012 0.0886
-0.0457 -0.0248 0.0392
-0.0277 -0.0566 0.0470

pelvis
pelvis
femur
femur

compartimento superior
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gluteus maximus

21

-0.1349 0.0176 0.0563 -
0.1376 -0.0520 0.0914
-0.0426 -0.0530 0.0293
-0.0156 -0.1016 0.0419

pelvis
pelvis
femur
femur

compartimento médio

gluteus maximus

22

-0.1556 -0.0314 0.0058
-0.1529 -0.1052 0.0403
-0.0299 -0.1041 0.0135
-0.0060 -0.1419 0.0411

pelvis
pelvis
femur
femur

compartimento inferior
intecepta  muberosidade
isquidtica acimea de 60° de
flexdo do quagiril

Hiacus

23

iliacus

-0.0674 0.0365 0.0854
-0.0218 -0.0550 0.0851
0.0017 -0.0543 0.0057
-0.0193 -0.0621 0.0129

pelvis
pelvis
femur
femur

Psoas

24

psoas

-0.0647 0.0887 0.0289
-0.0238 -0.0570 0.0759
0.0016 -0.0507 0.0038
-0.0188 -0.0597 0.0104

pelvis
pelvis
femur
femur

quadatus femoris

25

quadfem

-0.1143 -0.1151 0.0520
-0.0381 -0.0359 0.0366

pelvis
fernur

Gemelli

26

gem

-0.1133 -0.0820 0.0714
-0.0142 -0.0033 0.0443

pelvis
femur

Periformis

27

peri

-0.1396 0.0003 0.0235
-0.1193 -0.0276 0.0657
-0.0148 -0.0036 0.0437

pelvis
pelvis
femur

rectus femoris

28

rf

-0.0295 -0.0311 0.0968
0.0334 -0.4030 0.0019
0.0121 0.0437-0.0010

pelvis
femur
patela

ativa de —128° a -83.65°
de flexfio do joelho

vastus medialis

28

vasmed

0.0140 -0.2099 0.0188
0.0356 -0.2769 0.0009
0.0370 -0.4048 -0.0125
0.0274 -0.4255 -0.0131
0.0063 0.0445 -0.0170

femur
femur
femur
femur
patela

ativa de —120%a —69.33°
ativa de —120%a —-101.99°
de flexdo do jowtho

vasius
intermedius

29

vasint

0.0290 -0.1924 0.0310
0.0335 -0.2084 0.0285
0.0343 -0.4030 0.0055
0.0058 0.0480 -0.0006

femur
femur
femur
patela

ativa de —120%a -81.36°
de flexdo do joedho

vastus lateralis

30

vaslat

0.0048 -0.1854 0.0349
0.0269 -0.2591 0.0409
0.0361 -0.4030 0.0205
0.0253 -0.4243 0.0184
0.0103 0.0423 0.0141

femur
femur
femur
femur
patela

ativa de —120“3 -69.33°
ativa de —120°2—-110.01°

Gastrocnemius

31

medgas

-0.0127 -0.3929 -0.0235
-0.0239 -0.4022 -0.0258
-0.0217 -0.0487 -0.0295
0.0044 0.0310 -0.0053

femur
femur
tibia
calcaneus

cabeca medial
ativa de -44.12° 3 5.73° de
flexio do joelhw

Gastrocnemius

32

latgas

-0.0155 -0.3946 0.0272
-0.0254 -0.4018 0.0274
-0.0242 -0.0481 0.0235
0.0044 0.0310 -0.0053

fernur
femur
tibia
calcaneus

cabega lateral
ativade -44.12°3 5.73° de
flexdo do joelho

Soleus

33

s0l

-0.0024 -0.1533 0.0071
0.0044 0.0310 -0.0053

tibia
calcaneus

libialis posterior

34

tibpost

-0.0094 -0.1348 0.0019
-0.0144 -0.4051 -0.0229
0.0417 0.0334 -0.0286
0.0772 0.0159 -0.0281

tibia
tibia
calcaneus
calcaneus
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Nexor  digitorum
longus

35

flexdig

-0.0083 -0.2046 -0.0018
-0.0154 -0.4051 -0.0196
0.0436 0.0315 -0.0280
0.0708 0.0176 -0.0263
0.1658 -0.0081 0.0116
-0.0019 -0.0078 0.0147
0.0285 -0.0071 0.0215
0.0441 -0.0060 0.0242

tibia

tibia
calcaneus
calcaneus
calcaneus
dedos
dedos
dedos

Sexor hallucis
longus

36

flexhal

-0.0079 -0.2334 0.0244
-0.0186 -0.4079 -0.0174
0.0374 0.0276 -0.0241
0.1038 0.0068 -0.0256
0.1726 -0.0053 -0.0269
0.0155 -0.0064 -0.0265
0.0562 -0.0102 -0.0181

tibia

tibia
calcaneus
calcaneus
calcaneus
dedos
dedos

tibialis anterior

37

tibant

0.0179 -0.1624 0.0115
0.0329 -0.3951 -0.0177
0.1166 0.0178 -0.0305

tibia
tibia
calcaneus

peroneus brevis

38

perbrey

-0.0070 -0.2646 0.0325
-0.0198 -0.4184 0.0283
-0.0144 -0.4295 0.0289
0.0471 0.0270 0.0233
0.0677 0.0219 0.0343

tibia
tibia
tibia
calcaneus
calcaneus

peroneus longus

39

perlong

0.0005 -0.1568 0.0362
-0.0207 -0.4205 0.0286
-0.0162 -0.4319 0.0289
0.0438 0.0230 0.0221
0.0681 0.0106 0.0284
0.0852 0.0069 0.0118
0.1203 0.0085 -0.0184

tibia
tibia
tibia
calcaneus
calcaneus
calcaneus
calcaneus

peroneus tertius

40

pertert

0.0010 -0.2804 0.0231
0.0229 -0.4069 0.0159
0.0857 0.0228 0.0299

tibia
tibia
calcaneus

exiensor
digitorum longus

41

extdig

0.0032 -0.1381 0.0276
0.0289 -0.4007 0.0072
0.0922 0.0388 -0.0001
0.1616 0.0055 0.0130
0.0003 0.0047 0.0153
0.0443 -0.0004 0.0250

tibia

tibia
calcaneus
calcaneus
dedos
dedos

extensor hallucis
longus

42

exthal

0.0012 -0.1767 0.0228
0.0326 -0.3985 -0.0085
0.0970 0.0389 -0.0211
0.1293 0.0309 -0.0257
0.1734 0.0139 -0.0280
0.0298 0.0041 -0.0245
0.0563 0.0034 -0.0186

tibia

tibia
calcaneus
calcaneus
calcaneus
dedos
dedos

ligamento patelar

43

ligpat

0.0390 -0.0822 0.0000

0.0021 0.0015 0.0001

tibia

patela

N O O N O U U S\

Tabela 2.5: Musculos utilizados, suas abreviaturas e coordenadas de origem e insercdo.
Duas coordenadas eventualmente definidas no mesmo segmento ndo alteram o LM" com a
varia¢do das coordenadas generalizadas; configuram apenas o caminho (path) do atuador

musculo-tendineo, necessario entretanto para o calculo correto de seu comprimento total.
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Os sistemas de referéncia estdo localizados segundo a Tabela 2.6 e a Figura 2.2 ; as

coordenadas generalizadas sdo relacionadas na Tabela 2.7.

Sistema de Localizag¢do

Referéncia

Pelvis Ponto meédio da linha que conecta as duas ASIS (espinhas iliacas
antero-superiores)

Fémur Centro da cabeca do fémur

Tibia Ponto médio entre os dois epicondilos femorais, com joelho na
posi¢do anatdmica

Patela Ponto mais distal do dpice da patela

Talus Ponto médio entre os maléolos lateral e medial

Calcaneo Ponto mais distal (e inferior) da superficie posterior do calcineo

Dedos Base do 2° metatarso

Tabela 2.6: Localizacdo dos sistemas de referéncia. Para todos os segmentos, o eixo x

aponta anteriormente, y superiormente e z lateralmente.

Nome da coordenada Codigo minimo (graus) maximo (graus)
generalizada

flexdo do quadril HF -10 extensdo 95 flexdo
aducdo do quadril HA -50 abdugdo 15 adugio
rotacdo do quadril HR -20 rot. interna 20 rot. externa
angulo do joelho KA -120 flexdo 0 (extensdo)
angulo do tornozelo AA -30 flexdo plantar 30 dorsiflexdo
angulo subtalar SA -20 inversdo 20 eversdo
angulo metatarso-falangeal MA -30 flexfio 30 extensdo

Tabela 2.7: Coordenadas generalizadas e sua amplitude admissivel de movimento.

Dado um misculo cuja linha de ago passa através dessa articulagfo, existe uma

distdncia minima entre a sua linha de ag@o e o centro instantaneo de velocidade nula da

articulagdo no caso plano’. Esta distdncia é conhecida como brago de momento (r) do

musculo em relacio a articulagio (Menegaldo, 1997, Cap. 5). A maneira apresentada por

* Considerando 0 movimento no espaco, o lugar geométrico em relagiio ao qual a velocidade de translagio é
nula € sempre uma reta. conhecida como eixo instanténeo de rotagdo.
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Delp et al.(1990) para calculo do brago de momento® considera que uma reta de tamanho r,

sofrendo um deslocamento angular infinitesimal d® em torno de uma de suas extremidades
descrevera, na outra extremidade, um arco de comprimento rd0. Assim, considerando uma

mudanga de-comprimento dLM" do atuador musculo-tendineo, ‘pode-se dizer que

rdo = dLM" eq. 2.1

ou seja, 0 brago de momento do muisculo i em relagiio & coordenada generalizada 6; é

calculada como
. diLM™ eq. 2.2
" de,

Utilizando a equac@o acima com uma aproximagdo por diferengas finitas o calculo do
brago de momento € feito de maneira simples, se L™” tiver sido previamente calculado’.

A mecinica muscular ¢ tratada pelo SIMM a partir de uma versio estatica do
modelo adimensional tipo Hill de Zajac (Zajac, 1989). Com isso, foi realizada pelos

autores do modelo uma coletdnea de pardmetros necessarios para definir cada musculo,
isto €, forga maxima (F,"), comprimento 6timo da fibra muscular (L) e angulo de

empenamento (a). Nesta etapa do presente trabatho, quando se pretende apenas o célculo
de r e LM tais parametros ndo sdo utilizados. Entretanto, o modelo da dindmica da
contragdo muscular que sera utilizado adiante os necessita, além de outros mais. Estes
parametros foram obtidos a partir de trés trabalhos, que serdo descritos sucintamente a

seguir. As referéncias para a obtengdo de cada um dos parametros dos musculos estudados

estdo mostradas na Tabela 2.8.

® Uma outra maneira para o calculo de r é apresentada em Delp e Loan (1995), utilizando a dinimica de
Kane (Kane e Levinson, 1985). Esse método ¢ adequado na situagdo em que as fun¢des cinematicas sdo
conhecidas através de expressoes analiticas.
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No trabalho apresentado por Wickievicz et al. (1983) foram utilizadas trés pernas
de cadaveres seccionadas em hemipelvectomia e fixadas em formalina. As articulagdes do
quadril e do joelho foram mantidas em extensio maxima, enquanto o tornozelo em flexdo
plantar maxima. Cada musculo foi dissecado fora do membro, sendo limpo de gordura e
tecido conjuntivo, e colocado em banho de formalina a 10% por dois a trés dias. Foram
lavados posteriormente numa solugdo tampio de fosfato de sédio e colocados em solugdo
a 15% de acido sulfurico para amolecer e retirar restos de tecido conjuntivo. Depois, 0s
musculos eram limpos em solugio tampdo de fosfato e memdos numa solucdo a 50%
de glicerol.

O angulo de empenamento era medido com um transferidor, segundo Gans et al.
(1965). Feixes de 10 a 20 fibras musculares foram dissecados de varias regides do
musculo e medidos os comprimentos de cada feixe com precisio de 1 mm. Calculava-se

area da se¢do transversal do misculo (PCSA), em cm’, como

PCSA= massaf[g] cos(a) .
comprimento da fibra[cm] p puscuio[2/cm” ]

sendo a densidade do misculo pmuseuto = 1,056 g/cm’. Brand et al. (1986) e Friederich e
Brand (1990) utilizaram dois caddveres embalsamados em posicéo anatdmica, um do sexo
masculino de 1,83 m de altura, 91 kg, 37 anos e outro do sexo feminino, 1,63 m, 59 Kg, 63
anos. Com uma régua, foram medidos os comprimentos dos musculos, desde o centréide
da origem ao da inser¢io, e os angulos de empenamento com um gonidmetro. O
comprimento das fibras musculares foi medido para cada musculo segundo o método
reportado por Spector et al. (1980), deixando-os em solu¢do salina de 1 a § dias e

posteriormente em 4cido nitrico, de 24h a 48h, com o objetivo de macerar o tecido. Cada

~ O célculo da diferenca de L™ nesta equacio pode ser feito considerando apenas a variagio da distincia
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musculo foi dissecado em virios feixes e, de cada feixe 10 a 20 fibras, eram separadas
num microscopio de dissecagdo. Com isso, medindo-se o comprimento de cada fibra foi
calculado o comprimento médio das fibras de cada miisculo. A 4rea da secdo transversal
foi calculada a partir do volume do musculo, medido através de deslocamento de liquido,
dividido pelo comprimento médio das ﬁbras.

Tomando 0 momento maximo gerado experimentalmente pelo grupo extensor do
Joelho como referéncia (Spector et al., 1980), foi utilizado um modelo estatico (Hoy et al.,
1990) no qual a érea da sedo transversal dos musculos era multiplicada por um fator de
escala. Quando o momento gerado na simulagio foi igual ao determinado
experimentalmente, variando esse fator, seu valor ficava associado & tensio muscular
maxima. Devido as diferencas de preparagio, e conseqiientemente de encolhimento dos
especimens, foram ajustados tensdes musculares maximas de 73 N/em?® por Wickievicz et
al. (1983) e 30 N/cm’ por Brand et al. (1986) e Friederich e Brand (1990). O comprimento
otimo das fibras musculares foi estimado por Hoy et al. (1990) por um fator (2.8/2.2),
correspondente a razio do comprimento 6timo do sarcomero®, de acordo com a teoria
microscopica da mecanica muscular (Gordon et. al, 1966), e o utilizado por Wickeiwicz.

Além desses pardmetros, foi necessario ainda determinar o comprimento do tenddo
relaxado’ (L*), o que foi feito segundo dois critérios (Delp et al., 1990). No primeiro,
utilizando o SIMM, considerava-se o comprimento do atuador musculo-tendineo

correspondente ao dngulo da articulagdo no qual, experimentalmente, pode ser verificado o

cntre duas coordenadas que sdo contiguas e estdo em segmentos diferentes (ver Tabela 2.5) .

* Wickeiwicz et al., (1983) utilizam no seu trabatho o comprimento Gtimo do sarcémero de 2,2 um, resultado
obtido por Gordon et. al. (1966) para o musculo do sapo aplicando a teoria microscopica dos filamentos
deslizantes da contragiio muscular. Entretanto, se forem utilizados os valores encontrados em humanos dos
comprimentos dos miofilamentos grossos e finos, a teoria mesma teoria fornece o valor de 2,8pm para o
comprimento 6timo do sarcémero (Hoy et al., 1990).

’ Mais precisamente, comprimento acima do qual o atuador misculo-tendineo comega a exercer algum
momento passivo na articulagio.
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inicio da geragdo do momento passivo. Tal comprimento, subtraido do comprimento 6timo
(supostamente coincidente com o comprimento acima do qual o misculo passa a exercer
forga passiva), fornecia valores de L5T. No segundo critério, variava-se os valores de L5T
até que o angulo referente ao pico de momento ativo medido no SIMM coincidisse com

valores experimentais, tomando assim este valor de L7,
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origem dos parimetros

valores utilizados dos parimetros

. 13
Masculo F;d LI;I o F;“ ngl a L
gmedl 2 3 3 546.0 0.0535 8.0 0.0780
gmed? 2 3 3 382.0 0.0845 0.0 0.0530
gmed3 2 3 3 435.0 0.0643 19.0 0.0530
gminl 2 3 3 180.0 0.0680 10.0 0.0160
gmin2 2 3 3 190.0 0.0560 0.0 0.0260

| gmin3 2 3 3 215.0 0.0380 1.0 0.0510
semimem 1 1 1 1030.0 0.0800 15.0 0.3590
semiten 1 1 1 328.0 0.2010 5.0 0.2620
bifemlh 1 1 1 717.0 0.1090 0.0 0.3410
bifemsh 1 1 1 402.0 0.1730 23.0 0.1000
sar 1 1 1 104.0 0.5790 0.0 0.0400
addlong 2 3 3 418.0 0.1380 6.0 0.1100
addbrev 2 3 3 286.0 0.1330 0.0 0.0200
amag! 2 3 3 346.0 0.0870 5.0 0.0600
amag? 2 3 3 312.0 0.1210 3.0 0.1300
amag3 2 3 3 4440 0.1310 5.0 0.2600
tfl 1 1 1 155.0 0.0950 3.0 0.4250
pect 2 3 3 117.0 0.1330 0.0 0.0010
gra 1 1 1 108.0 0.3520 3.0 0.1400
gmaxl 2 3 3 382.0 0.1420 5.0 0.1250
gmax2 2 3 3 546.0 .01470 0.0 0.1270
gmax3 2 3 3 368.0 0.1440 5.0 0.1450
iliacus 2 3 3 429.0 0.1000 7.0 0.0900
psoas 2 3 3 371.0 0.1040 8.0 0.1300
quadfem 2 3 3 254.0 0.0540 0.0 0.0240
gem 2 3 3 109.0 0.0240 0.0 0.0390
peri 2 3 3 296.0 0.0260 10.0 0.1150
rf 1 1 1 779.0 0.0840 5.0 0.3460
vasmed 1 1 1 1294.0 0.0890 5.0 0.1260
vasint 1 1 1 1365.0 0.0870 3.0 0.1360
vaslat 1 1 1 1871.0 0.0840 5.0 0.1570
medgas 2 1 1 1113.0 0.0450 17.0 0.4080
latgas 2 ] 1 488.0 0.0640 8.0 0.3850
sol 1 2 2 2839.0 0.0300 25.0 0.2860
tibpost 1 1 1 1270.0 0.0310 12.0 0.3100
flexdig 1 ] 1 310.0 0.0340 7.0 0.4000
flexhal 1 1 1 322.0 0.0430 10.0 0.3800
tibant 1 1 1 603.0 0.0980 5.0 0.2230
perbrev 1 1 1 348.0 0.0500 5.0 0.1610
perlong 1 1 1 754.0 0.0490 10.0 0.3450
pertert 2 3 3 90.0 0.0790 13.0 0.1000
extdig 1 1 1 341.0 0.1020 8.0 0.3450
exthal 1 1 1 108.0 0.1110 6.0 0.3050

30

Tabela 2.8: Pardmetros musculares e trabalhos que foram utilizados para escolha dos

pardmetros (1): Wickiewicz et al., 1993, (2): Brand et al., 1986, (3):Friederich ¢ Brand,

1990.
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2.2 Descri¢iao do ambiente SIMM

Uma vez definido conceitualmente o modelo do membro inferior e determinados os
parimetros necessarios, resta descrevé-lo através de uma linguagem computacional
adequada para sua visualizagfo € andlise. Isso pode ser feito com grande eficiéncia pelo
SIMM, cujos mddulos de entrada de informag¢Ges sobre o modelo e seus pardmetros estdo

descritos sumariamente a seguir.

2.2.1 Arquivos de ossos (bone files)

Como um auxilio a visualizagdo dos modelos, o SIMM utiliza arquivos de ossos
digitalizados. Cada osso ¢ parametrizado a partir de uma lista de coordenadas de vértices
de poligonos, estabelecendo as conexdes entre os vértices, cujas coordenadas podem ser
obtidas através de um sistema de digitalizagdo tridimensional, por exemplo o Polhemus
(Delp et al., 1990). A geragdo dos bonre files propriamente ditos € feita através de uma
rotina especifica incorporada ao SIMM chamada norm (Musculographics Inc., 1997, Cap.

5).

2.2.2 Arquives de musculos (muscle files)

Nos arquivos de musculos, define-se inicialmente as propriedades invariantes dos
musculos, isto é, a as relagdes de for¢a x comprimento, for¢a x velocidade, nas porgoes
ativa e passiva. As rela¢des fornecidas pelo modelo geométrico do SIMM ndo foram
empregadas.. Na dinidmica da contragdo muscular, foram utilizadas as relagdes ja

utilizadas em Menegaldo (1997).
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Defini¢do das propriedades do musculo padrio

beginmuscle defaultmuscle

begintendonforcelengthcurve

/* (tendon strain, normalized force) */
(-10.000,0.0000)

(-0.0020,0.0000)

(9.20200,345.0)
(20.0000,345.0)
endtendonforcelengthcurve

beginactiveforcelengthcurve

/* (norm length, norm force) */
{-5.00000,0.000000)
(0.000000,0.000000)
(0.401000,0.000000)

(2.200000,0.000000)
(5.000000,0.000000)
endactiveforcelengthcurve

beginpassiveforcelengthcurve
/* (norm length, norm force) */
(-5.00000,0.000000)

{5.000000,2.000000)
endpassiveforcelengthcurve

beginforcevelocitycurve

/* velocity, normalized force */
(-1.000000,0.000000)
(-0.950000,0.010417)

{0.950000,1.773155)
(1.000000,1.774455)

endforcevelocitycurve

max_contraction_velocity 10.0 /* fiberlengths/second */
ndmuscle

As propriedades de cada musculo sio entdo inseridas definido o seu nome, o
caminho, o grupo funcional a que pertence, F,*, LY, L%" e . Na existéncia de pontos de

contorno na definicdo do caminho do musculo, que podem ou ndo estar ativos em fungo
de coordenadas generalizadas, utiliza-se o comando ranges, seguido do intervalo em que

esta ativo,

Exemplo: vastus medialis

beginmuscle vasmed /* vastus medialis */

beginpoints

0.0140 -0.2099 0.0188 segment femur

0.0356 -0.2769 0.0009 segment femur

3J.0370 -0.4048 -0.0125 segment femur ranges 1 knee angle (-150.0, -69.33)
0.0274 -0.4255 -0.0131 segment femur ranges 1 knee_angle (-150.0, -101.99)
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0.0063 0.0445 -0.0170 segment patella

endpoints

begingroups knee_ext endgroups

max_force 1294.0 /* source: Wickiewicz */
optimal_ fiber_length 0.0890 /* source: Wickiewicz */
tendon_slack_length 0.1260 /* source: Delp */
pennation_angle 5.0 /* source: Wickiewicz */
endmuscle

2.2.3 Arquivos de articulagiio (joint files)

2

Os arquivos de articulagdo possuem a seguinte estrutura basica:
Definicdo de objetos globais, isto €, da cor e textura dos ossos e do chio, assim como
do nome do modelo.
Defini¢dio de cada articulagdo, isto €, seu nome, 0s segmentos que a compde, a ordem
de transformagdes lineares que reproduz a sua cinemtica, a orientagdo dos sistemas de

referéncia e as fungdes cinematicas de translacao e rotagao.

Exemplo: articula¢do do quadril

beginjoint hip

segments pelvis femur /* defines joint between pelv and femur */
order t r3 rl r2 /* translation, flexion, adduction, rotation */
axisl 1.0 0.0 0.0

axis2 0.0 1.0 0.0

axis3 0.0 0.0 1.0

X
Ty
Tz
r3
rl
r2

constant -.0707 /* from midpt. between ASIS to hip ctr. */
constant -.0661

constant .0835

function fl(hip flexion)

function f£2(hip adduction)

function £3(hip_ rectation)

endjoint

3.

Definicdio das coordenadas generalizadas e sua amplitude.

Exemplo:

begingencoord hip flexion /* hip flexion/extension */
range -10.0 95.0
endgencoord

4,

Lista dos arquivos de ossos que sdo utilizados em cada segmento.

Exemplo:
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beginsegment pelvis
beginfiles
pelvis.bin
sacrum.bin

endfiles

endsegment

5. Definigdo das fungdes cinematicas

Exemplo: Translagdio tx da tibia em relagdo ao fémur, em fungio do angulo de flexdo

(fungdo f5)

/* tx for femoral-tibial joint */
beginfunction f5 /* range of motion: 120 deg.flexion to O deg.ext */
/* knee angle, x-translation from femural to tibial frame */
(-120.0, -0.00320)

(-100.0, 0.00179)

{ -80.0, 0.00411)

{ -60.0, 0.00410)

{ -40.0, 0.00212)

( -20.0, -0.00100)

{ -10.0, -0.00310)

( 0.0, -0.00525)

endfunction

2.3 Determinagio das equacées de regressio para o comprimento e bragos de

momento dos atuadores musculo-tendineos

Para cada musculo definido no joint file foram determinadas curvas de regressao
multipla de valores do comprimento dos atuadores e de seus bragos de momento em
relagio as coordenadas generalizadas. Os musculos analisados dependiam destas

coordenadas segundo a Tabela 2.9:
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Muiisculo HF HA HR KA AA SA MA
gmedl f ab i

gmed2 ab

gmed3 e ab €

gminl f ab i

gmin2 ab
| gmin3 e ab €

semimem e ad f

semiten € ad f

bifemlh e ad f

bifemsh f

sar f ab f

addlong e ad f

addbrev e ad

amagl [ ad

amag? € ad

amag3 e ad

il f ab i

pect f ad

gra f ad f

gmaxl (S ab

gmax2 €

gmax3 3

iliacus f i

psoas f i

quadfem e

gem e

peri ab €

rf f e

vasmed e

vasint €

vaslat e

medgas f fp

latgas f fp

sol fp

tibpost fp i

flexdig fp i f

flexhal fp i f
tibant df i

perbrev fp e

perlong, fp e

pertert df e

extdig df e e
exthal df i €
ligpat e

Tabela 2.9: Cada coluna significa um grau de liberdade, sendo: HF=flexdo do quadril
(e=extensdo, f=flexdo); HA=adugio do quadril (ad=adugdo, ab=abdugio); HR=rotagdo do
quadril (i=interna, e=externa) KA=angulo do joelho (e=extensdo, f=flexdo); SA=angulo

subtalar (i=inversdo, e=eversio); MA= angulo metatarso-falangeal,(f=flexo, e=extensdo).
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Foi implementada um rotina em Matlab® responsivel pela geragio de arquivos
musculo.in, compativeis com o formato de arquivos do plor maker'® do SIMM. Esta rotina

possui a seguinte estrutura:

12 parte: geragdo de vetores de coordenadas generalizadas.
Dada a amplitude de movimento para cada coordenada generalizada, tal intervalo angular

¢ dividido em vinte partes iguais.

clear all

% geracdo de arquivo de entrada para o simm

3 calculo de rl, r2, r3 e Lmt para misculos especificados no arquivo
muscles_delp.in

dis=20; %$numero de pontos da malha de geracdoc das coordenadas generalizadas

thip flexion /* hip flexion/extension */
min=-10.0;

max=95.0;

HF=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

thip_adduction /* hip ab/adduction */
min=-50.0;

max=15.0;

HA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

+hip_rotation /* hip internal/external rotation */
min=-20.0;
max=20.0;

HR=min: (max-min)/{(dis-1) :max;

sknee_angle /* knee flexion */
min=-120.0;

max=5.0;

KA=min: (max-min) / (dis-1) :max;

tankle angle /* ankle motion */
min=-30.0;

max=30.0;

AA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

»subt_angle /* subtalar motion */
min=-20.0;

max=20.0;

SA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

“mtp_angle /* toe motion */

'® Rotina responsavel pelo calculoder e LM
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min=-30.0;
max=30.0;
MA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

22 parte: geragdo de um vetor de pontos de entrada, cuja primeira coluna é o nimero do
ponto e a segunda o valor da coordenada generalizada (exemplo da 2* por¢do do musculo

gluteus medius)

$gmed2

clear gmed2

for i=1l:dis,
gmed2=[gmed2;HA(1)];

end

cl=gmed2(:,1);

c0=1:length(cl);

minr=c0(1);

maxr=c0(length(cl));

3? parte: gera¢do do arquivo musculo.in

hdl=char('#include "simmkeys.h"');
musc=char{'gmed2');
datacolumns=size(gmed2, 2) +1;
datarows=size {(gmed2, 1)
fid = fopen('gmedZ2.in','w');
fprintf (£fid, '$10s\n',hdl);
fprintf (fid, "$s\n', "' '):
fprintf (fid, '$s %s\n', 'name’',musc);
fprintf (fid, '$s %i\n', 'datacolumns’,datacolumns);
fprintf (fid, '%s %i\n', 'datarows',datarows);
fprintf (fid, '%s %i %i\n', 'range',minr,maxr');
fprintf (£id, '%s\n’, 'wrap');
fprintf (fid, '$s\n', 'endheader’);
fprintf (fid, *%s\n', "' '):
fprintf (fid, '$s\t %s\t\n','leg tx’', 'hip adduction');
fprintf (fid, '$s\n',"' '};
for i=l:datarows,

fprintf(fid, '$i\t %$f\t\n',cO0(i),cl (i)}
end
fclose(fid);

Arquivo gerado:

#include "simmkeys.h"

name gmed?2
datacolumns 2
datarows 20
range 1 20
wrap
endheader

leg _tx hip_ adduction
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1 -50.000000
2 ~-46.578947
3 -43.157895
4 -39.736842
5 -36.315789
6 -32.894737
7 -29.473684
8 -26.052632
9 -22.631579
10 -19.210526
11 -15.789474
12 -12.368421
13 -8.947368

14 -5.526316
15 -2.105263
16 1.315789

17 4.736842

18 8.157895

19 11.578947
20 15.000000

No caso de um musculo cujo comprimento e bragos de momento dependem de
mais coordenadas generalizadas (2 ou 3), os arquivos de entrada sdo gerados de maneira
que, mantendo o valor inicial de duas coordenadas generalizadas, varia-se a terceira dentro
da amplitude de movimento correspondente. Posteriormente, toma-se o segundo valor da
2* coordenada generalizada, variando a terceira; mais adiante, a 1* coordenada € também
alterada pelo seu segundo valor. Procedendo de maneira sucessiva, sio gerados 400 (2
graus de liberdade) ou 8000 (trés graus de liberdade) pontos de conjuntos de valores das

coordenadas generalizadas, percorrendo toda a amplitude de movimento.

Exemplo: 17 porgéo do musculo gluteus medius (3 coordenadas generalizadas)

tgmedl
clear gmedl
for i=1l:dis,
for j=1:dis,
for k=1:dis,
gmedl=(gmedl;HF (i) HA(J) HR(kK)]:
end
end
end
cl=gmedl(:,1);
c2=gmedl(:,2);
c3=gmedl(:,3);
c0=1:length(cl);
minr=c0(1l};



L

({ (S GV G U

L

(U N G W O N Y

LN

C

maxr=c0 (length(c0));
hdl=char('#include "simmkeys.h"');
musc=char {'gmedl');
datacolumns=size (gmedl, 2)+1;
datarows=size (gmedl, 1);
fid = fopen{'gmedl.in', 'w');
fprintf (fid, '%10s\n', hdl);
fprintf (f£id, *$s\n", "' '};
fprintf (f£id, '$s $s\n’', 'name’,musc);
fprintf (fid, '$s $i\n', 'datacolumns',datacolumns);
fprintf (£id, '%s %i\n', 'datarows',datarows);
fprintf (fid, "%s %i $i\n', 'range’,minr,maxr');
fprintf (£id, *$s\n', "wrap');
fprintf (£id, '$s\n', 'endheader’);
fprintf (fid, *$s\n", " ');
fprintf (£id, *$s\t $s\t
%s\t\n','leg_tx','hip_flexion','hip_adduction','hip_rotation‘);
fprintf (£id, *%s\n’, " ');
for i=l:datarows,

fprintf (£fid, "%i\t $£\t $f\t %f\n',cO(i),cl(i),c2(i),c3(i));
end
fclose(fid);

Arquivo gerado

#include "simmkeys.h"

name gmedl
datacolumns 4
datarows 8000
range 1 8000
wrap
endheader

leg_tx hip_flexion hip_adduction hip_rotation

1 -10.000000 -50.000000 -20.000000
z -10.000000 -50.000000 -17.894737
3 -10.000000 -50.000000 -15.789474
4 -10.000000 -50.000000 -13.684211
S -10.000000 -50.000000 -11.578947
6 -10.000000 -50.000000 -9.473684
7 -10.000000 -50.000000 -7.368421
8 -10.000000 -50.000000 -5.263158
9 -10.000000 -50.000000 -3.157895
10 -10.000000 -50.000000 -1.052632
11 -10.000000 -50.000000 1.052632
12 -10.000000 -50.000000 3.157895
13 ~10.000000 -50.000000 5.263158
14 -10.000000 -50.000000 7.368421
15 -10.000000 ~50.000000 9.473684
16 -10.000000 -50.000000 11.578947
17 -10.000000 -50.000000 13.684211
i8 -10.000000 -50.000000 15.789474
19 -10.000000 -50.000000 17.894737
20 -10.000000 -50.000000 20.000000
21 -10.000000 -46.578947 -20.000000
22 -10.000000 -46.578947 -17.894737
23 -10.000000 -46.578947 -15.789474
24 -10.000000 -46.578947 -13.684211
25 -10.000000 -46.578947 -11.578947

39
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26
27
28
29
30

32
33
34

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

7990
7991
7992
7993
7994
7995
7996
7997
7998
7999
8000

~10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
~10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
~-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
~10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000
-10.000000

95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000
95.000000

-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
~-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
-46.578947
~-46.578947
-46.578947
-46.578947
-43.157895
—43.157895
-43.157895
-43.157895
—43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895
—-43.157895
—-43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895
—-43.157895
-43.157895
-43.157895
-43.157895

15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000
15.000000

-9.473684
-7.368421
-5.263158
-3.157895
-1.052632
1.052632
3.157895
5.263158
7.368421
9.473684
11.578947
13.684211
15.789474
17.894737
20.000000
-20.000000
-17.894737
-15.789474
-13.684211
-11.578947
-9.473684
~7.368421
-5.263158
-3.157895
-1.052632
1.052632
3.157895
5.263158
7.368421
9.473684
11.578947
13.684211
15.789474
17.894737
20.000000

~1.052632
.052632
.157895
.263158
.368421
9.473684
11.578847
13.684211
15.789474
17.894737
20.000000

~ W
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Os arquivos gerados neste formato podem entdo ser importados pelo SIMM. O

comprimento de cada atuador musculo-tendineo e os bragos de momento em relagdo as
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coordenadas generalizadas sdo entfo calculados segundo as hipdteses estabelecidas para o
modelo adotado.

Em fungdo dos graus de liberdade que determinam a geometria de cada misculo,
foram definidos 14 grupos (Tabela 2.10). Para cada grupo sfo gerados arquivos de saida
contendo uma seqiiéncia de valores de Ly, 1, I2 € 13 (Ou apenas r; ou r; e r2). Uma vez
calculados esses parametros, foi utilizado o Método dos Minimos Quadrados (por
exemplo, Press et al., 1992) para ajustar parametros de curvas de regressdo propostas para

cada uma das grandezas geométricas calculadas, em fungdo das coordenadas

generalizadas.

Grupos N° de coord. gen. Miusculos

] 3 gmed]1, gmed3, gminl, gmin3, addlong, tfl
2 1 gmed2, gmin2

3 3 semimem, semiten, bifemlh, sar, gra

4 1 bifemsh, vasint, vaslat, ligpat

5 2 adbrev, amagl, pect, gmax|

6 1 gmax2, gmax3

7 2 iliacus, psoas

8 1 quadfem, gem

9 2 peri

10 2 rf

11 2 medgas, latgas

12 1 sol

13 2 tibpost, tibiant, perbrev, perlong, pertert
14 3 flexdig, flexhal, extdig, exthal

Tabela 2.10: Grupos musculares selecionados com critério de possuirem parametros

dependentes das mesmas coordenadas generalizadas.

O método de ajuste consiste em, dada uma seqiiéncia de pontos (Xi,yi), ajustar os

coeficientes ax da equagio

y(x)= iakxk(x)
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sendo Xi(x) fun¢Ges base nio lineares.

Seja uma fungdo de mérito

2
a |l Yi— Zaka(xi)
~ k=1 eq. 2.4
i=1 G;

1

i

tal que n € o nmimero de medidas e G; é o desvio padrdo de cada medida x;. Normalmente, n

>>m.
A matriz de definicdo A (nxm) do problema de ajuste de curvas pode ser

construida a partir das m fungdes base Xy calculadas em n amostras x;, e dos n G;.

[ Xi(x)  X,(x,) Xu(x,) |
G, o, o,
X,(x2)  X,(x,;) Xm(x;)
A= 02 2 Cs eq. 2.5
X(x,) Xa(x)  Xp(x,)
61! On GD .

Sejam ainda os vetores a de m pardmetros a serem ajustados e b = {y. /c,} de dimensdo
m. Uma condig@0 necessaria para minimo da fun¢io de mérito é que

i —o eq. 2.6
da,

E possivel mostrar (Press et al., 1992) que esta condigdo fornece a seguinte equagdo

matricial

(ATA)a=ATb eq. 2.7
Cuja solugdo pode ser escrita como

a=(ATA) A™b eq. 2.8

sendo (-)° a matriz pseudo-inversa.
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O método pode ser aplicado para o problema do ajuste das equagdes de regressdo

de Ly, T1, T2 € 13 em fungdo das coordenadas generalizadas. Supondo o; =1 e tomando

como exemplo um musculo do Grupo 1, pode-se propor uma equacio do tipo:

L_.1.5,,5,(HF, HA,HR) = a, +a,HF +a,HA +a HR +a,HF* +a HA® +a,HR?

eq. 2.9

Lembrando que HF, HA HR sfo respectivamente os angulos de flexdo, adugéo e

rotagio do quadril, define-se a matriz A como

1  HF(Q) HA(1) HR(1) HE(1)* HA(1)?

HR(1)’
HR(2)’

| HF(8000) HA(8000) HR(8000) HF(8000)> HA(8000)° HR(8000)"

e os vetores a de coeficientes a determinar e b de valores de Lmt
a= [al a, a; a, a; 8 a?]

b=[L_ (1) L,(2) - L,(8000)]

eq. 2.10

eq. 2.11

eq. 2.12

é possivel calcular os valores de a utilizando a equagio normal dos minimos quadrados

a=(ATA) A™D.

Foi implementado um programa em linguagem MATLAB para o célculo dos

parimetros a;, assim como do erro médio e do desvio padrio da média com relagdo as

curvas originais geradas pelo SIMM.

Programa regrasci.m:

clear all
clear global

dis=20; $numero de pontos da malha de geracgao das coordenadas generalizadas

thip flexion /* hip flexion/extension */
min=-10.0;

max=95.0;

HF=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

$hip adduction /* hip ab/adduction */
min=-50.0;
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max=15.0;

HA=min: (max-min) / (dis-1) :max;

$hip rotation /* hip internal/external rotation */
min=-20.0;

max=20.0;

HR=min: (max-min) / (dis-1) :max;
%knee_angle /* knee flexion */
min=-120.0;

max=5.0;

KA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;
%$ankle_angle /* ankle motion */
min=-30.0;

max=30.0;
AA=min: (max-min)/(dis-1) ::max;
$subt angle /* subtalar motion */
min=-20.0;
max=20.0;
SA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

3mtp angle /* toe motion */
min=-30.0;
max=30.0;

MA=min: (max-min)/ (dis-1) :max;

sgrupo 1
load gl.asc;
Lmt=gl(:,2:7};
Lmtgl=zeros(size(Lmt,2),dis,dis,dis);
“cria matriz 3d do Lmt (HF,HA,HR) e recria vetor de entrada do arquivo .in, que
sera utilizado na interpolagio
for h=l:size(Lmt, 2},
for i=l:dis,
for j=1:dis,
for k=1l:dis,
Imtgl (i,3,k,h)=Lmt( (i-1)*dis*dis + (j-1)*dis + k , h )i
glr=[glr;HF (i) HA(j) HR{k)};
end
end
end
end
cl=glr(:,1):
c2=glr({:,2):
c3=glr(:,3);:

Algoritimo de ajuste de curvas

funcdo 1 para Lmt,
Lmt(HF,HA,HR)=al+a2*HF+a3*HA+a4*HR+a5*HFA2+a6*HA“2+a7*HR‘2+a8*HFA3+a9*HA“3+a10*H
R”3

funcao 2 para Lmt,
_mt (HF, HA, HR) =alta2*HF+a3*HA+a4 *HR+a5*HF*HA+a6*HF*HR+a7 *HA*HR

fungcdo 3 para Imt, Lmt (HF,HA, HR)=al+a2*HF+a3*HA+ad4*HR
+ funcao 4 para Lmt,
Lmt (HF, HA, HR) =al+a2*HF+a3*HA+ad *HR+a5*HF~2+a6*HA"2+a’ *HR~2+a8*HF*HA*HR

determinacio da matriz A e do vetor b
pl=zeros(lmt,size(Lmt,2));
p2=zeros (Lmt, size (Lmt,2));
pb3=zeros (Lmt, size(Lmt,2)):
pd=zeros(Lmt,size(lmt,2});
Zcr h=l:size(Lmt, 2},
for i=1:length(Lmt},
Al(i,:)=[1 cl(i) c2(i) e3(i) cl(i)"2 c2(i)"2 c3(i)”2 cl(i)”3 c2{(i)"3
c3(1)"3];
bl(i,h)=[Lmt(i,h)};
A2(i, :)=[1 cl(i) c2(i) c3(i) cl(i)*c2(i) cl(i)*c3(i) c2(i)*c3(i));
b2(i,h)=[Lmt (i, h)];
A3(i,:)=[1 cl(i) c2(i) c3(i)]);
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b3(i,h)=[Imt(i, h)];
A4 (i, :)=[1 cl(i) c2(i) c3(i) €l(i)"2 c2(i)"~2 c3(i)"2 cl(i)*c2(i)*c3(i)]s
b4 (i,h)=[Inmt(i,h)];
end
end
$calculo do vetor a de parametros ajustados por minimos quadrados e decomposigéo
SVD
for h=1:size(Imt,2),
al(:,h)=pinv(A1'*Al)*Al'*bl(:,h);
a2 (:,h)=pinv(A2'*A2) *A2'*b2(:,h);
a3 (:,h)=pinv(A3'*A3)*A3'*b3(:,h);
a4 (:,h)=pinv(A4'*A4)*A4"'*b4 (:,h);
end

3verificacdo da fung¢io de ajuste

erro=zeros{4,size(Lmt,2));

for h=1:size(lmt,2),

for i=l:dis,
for j=1:dis,

for k=1:dis,
Lmtglrl(i,j,k,hy=al(l,h)+al(2,h)*HF(i)+al(3,h)*HA(j)+al(4,h)*HR(k)+al({
5,h)*HF(i)*2+al(6,h)*HA(j)~2+al(7,h)*HR(k)~2+al (8,h)*HF(i)~3+al(9,h)*H
A(j)~3+al(10,h)*HR (k) ~3;
Lmtglr2(i,j,k,h)=a2({1,h)+a2(2,h)*HF(i)+a2(3,h)*HA(j)+a2(4,h)*HR (k) +a2(
S,h)*HF (i)*HA(j)+a2(6,h)*HF (i) *HR (k)+a2(7,h) *HA(j) *HR (k) ;
ILmtgir3(i,j, k,h)=a3(1,h)+a3(2,h)*HF(i)+a3(3,h)*HA(j)+a3(4,h)*HR(k);
Lmtglr4 (i,j,k,h)=a4(1l,h)+a4 (2,h)*HF(i)+a4(3,h)*HA(j)+a4 (4,h) *HR (k) *a4 (
S,h)*HF (i) "2+a4 (6,h)*HA (j)"~2+a4 (7,h) *HR (k) ~2+a4 (8,h) *HF (1) *HA (j ) *HR (k}

erro(l,h)=erro(l,h)+abs(ILmtgl(i,j, k,h)-Lmtglrl(i,j,k, h));
erro{2,h)=erro(2,h)+abs(Lmtgl(i,j, k,h)-Lmtglxr2(i,j, k, h));
erro(3,h)=erro(3,h)+abs (Lmtgl(i,j, %k, h)-Imtglr3(i,j, k,h)):
erro(4,h)=erro(4, h)+abs (Lmtgl(i,j, k,h)-Lmtglr4(i,j, k, h)});
home

end

end
end
end

for h=1:size(Lmt, 2),
erro(l,h)=erro(l,h)/length{(Lmt) ;
erro(2,h)=erro(2,h)/length(Lmt);
erro(3,h)=erro(3,h)/length(Lmt) ;
erro(4,h)=erro(4,h)/length(lmt);

end

erro

desv=zeros(4,size(Lmt,2));
for h=l:size(lmt, 2),
for i=l:dis,
for j=1:dis,
for k=1:dis,
desv(l,h)=desv(l,h)+(abs(Lmtgl(i,j,k,h)-Lmtglrl(i,j,k,h}}-
erro{l,h))"2;
desv{2,h)=desv (2, h)+(abs(Lmtgl(i, j, k, h)-Lmtglr2(i,j,k,h))-
erro(2,h))"2;
desv(3,h)=desv(3,h)+ (abs({ILmtgl (i, j, k,h)-Lmtglr3(i,j,k,h))-
erro(3,h))"2;
desv(4,h)=desv(4,h)+(abs (Imtgl(i, j, k,h)-Lmtglrd(i,j,k,h))-
erro(4,h))"2;
end
end
end
end

desv=(desv/ (length(lmt)-1)).~0.5
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Equagoes de regressio:

S3o propostas trés estruturas de equagdes de regressdo, para musculos que
dependem de uma, duas ou trés coordenadas generalizadas (Tabela 2.11). Para as duas
primeiras, quatro equagdes, com diversos graus de complexidade, e portanto de diferentes

custos computacionais foram ajustadas. Para terceira estrutura, trabalhou-se com trés

equacdes.
Estrutu | N° de Eq. Equagdes propostas
ra coord. N°
generaliz.
1 3 1 Lo.1,5.5(Q,Q,,Q,)=1, +a,Q, +2,Q, +2,Q, +3,Q," +3,Q,> +2,Q,’
+2,Q," +a,Q," +2,,Q,’
2 L_.5,05.6(Q,,Q,.Q,)=a, +2,Q, +2,Q, +2,Q, +23,Q, - Q, +2,Q,-Q, +2,Q,-Q,
3 L..5,.5.5(Q.Q,.Q,)=2,+2,Q, +a,Q, +3,Q,
4 Lo, 5.5(Q1.Q,,Q, )=2, +2,Q, +3,Q, +3,Q, +2,Q,” +2,Q,” +2,Q,’
+3,Q,+Q, -Q,
2 2 1 L..1.5(Q,.Q,)=2, +2,Q, +2,Q, +a,Q," +2,Q,” +a,Q,’ +a,Q,’
2 L..5.5(Q,.Q,)=23, +2,Q,+2,Q, +a,Q, -Q,
3 L,.5.0(Q,,Q,)=13, +a,Q, +3,Q,
4 Ln,r,,r,(Ql,Q2)= a, +a,Q, +a,Q, +a,Qlz +a,Q,2 +a,Q, -Q,
3 1 1 L..n(Q,)=2a +a,Q +2,Q  +a,Q’
2 L_,r,(Q,)=a,+alQ,+a,Q‘1
3 L,.t(Q)=2a,+a,Q

Tabela 2.11: Equagdes propostas para ajuste das curvas de LM e r em fungio das

coordenadas generalizadas.

Uma vez calculados os parametros a; das curvas ajustadas, os erros de ajuste e 0s
desvios padrdio, procurou-se selecionar, para cada grandeza de cada musculo qual das
curvas de interpolagdo propostas fornecia os menores erros de ajuste. Os resultados de tal
sele¢do se encontram na Tabela 2.12. ao passo que os parametros de ajuste, erros e desvios
padrdo se encontram no Anexo 2. llustrando a forma e o ajuste das curvas de regressdo
obtidas, na Figura 2.3, Figura 2.4 e Figura 2.5 estdo mostrados, para o musculo rectus
femoris, o comprimento do atuador musculo-tendineo e os bragos de momento em relagdo

a articulagio do quaril e do joelho, em func¢do das coordenadas generalizadas.
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Misculo  [L™  r, r; rs
gmed] 2 2 2 2
gmed2 1 1 X X
gmed3 2 2 1 2
gminl 2 2 2 1
gmin2 1 1 X X
gmin3 2 2 1 1
semimem 2 1 2 1
semiten 2 1 2 1
bifemih 1 1 2 1
bifemsh 1 1 X X
sar 1 1 2 1
addlong 2 2 1 1
addbrev 4 4 1 X
amagl 4 4 1 X
amag?2 4 4 1 X
amag3 4 4 4 X
tf] 2 2 2 2
pect 4 4 4 X
gra 1 2 1 1
gmaxl 4 4 4 X
gmax2 1 1 X X
gmax3 1 1 X X
iliacus 1 i 1 X
$0as 1 1 1 X
quadfem 1 1 X X
gem 1 1 X X
peri 1 4 4 X
rf 1 4 1 X
vasmed 1 1 X X
vasint 1 1 X X
vaslat 1 1 X X
medgas 1 1 1 X
latpas 1 1 1 X
sol 1 1 X X
tibpost 4 4 4 X
flexdig 2 2 2 1
flexhal 1 2 2 1
tibant 4 4 4 X
perbrev 4 4 4 X
perlong 4 4 4 X
pertert 4 4 4 X
extdig 1 1 1 1
exthal 1 1 1 1
ligpat 1 1 X X

Tabela 2.12: Sele¢do das equagGes de regressdo com minimo erro de ajuste, conforme

Tabela 2.11 e Anexo 1 (x - pardmetro ndo definido para o misculo)
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Lmt-rf {m)

flexdo do quadril (graus)

fiex&o do joelho {graus)

Figura 2.3: Comprimento do rectus femoris em fungdo das coordenadas generalizadas. A

curva real (branca) e a que se refere ao resultado da interpolagao (cinza) estdo superpostas.

-50

50

50 100

fiexso do joetho (graus) flex@io do quadril {graus)

Figura 2.4: Brago de momento do rectus femoris em relacdo ao centro da articualgio do

quadril em fungdo das coordenadas generalizadas. Curva real :branca; interpolada: cinza.
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r joslho-rf
o
o
W
Vi

100
50

-150 .50

flexo do joelho (graus) flexéo do quadil (graus)

Figura 2.5: Brago de momento do rectus femoris em relagdo ao centro da articulagdo do

joelho em fungfo das coordenadas generalizadas. Curva real :branca; interpolada: cinza.
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Capitulo 3

Refinamento e linearizacio de um modelo da mecidnica da
contracio muscular

Em trabalhos anteriores (Menegaldo, 1997; Menegaldo e Weber, 1998), foi feita a
formulagdo de um modelo tipo Hill, ou viscoelastico, da dinimica da contragdo muscular,
baseada no modelo de Zajac (1989). Apesar de apresentar diversas vantagens em relagio a
outros modelos do mesmo tipo, apresenta problemas numéricos na deativagdo, em faixas
de operagdo do musculo com baixos niveis de ativacdo e em musculos com tenddes
longos. Para sana-los, sdo introduzidos elementos elasticos e viscosos em paralelo aos
elementos contrateis (Schutte et al., 1993). Neste capitulo, é apresentada, de maneira
sintética, uma formulacdo aprimorada em relagdo aos trabalhos anteriores, guardando,

porém, os mesmos principios. Informagdes mais detalhadas podem ser encontradas nos
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trabalhos ja citados e em Menegaldo et al. (1999), onde estd mostrada também uma
validagdo experimental do modelo com o musculo /astissimus dorsi do céo.

Os elementos que compdem o modelo proposto estdo representados na Figura 3.1.

Figura 3.1: Modelo viscoelastico da mecénica da contragdo muscular

Este modelo obedece a nomenclatura a seguir, sendo os simbolos entre paréntesis,
usualmente assinalados com ~, referentes a grandeza fisica de forga, comprimento ou
tempo, divididas pelos pardmetros de adimensionalizagdo: for¢a maxima (ou forca no
comprimento 6timo) F,*, comprimento 6timo Ly e parmetro de escala de tempo t_,

respectivamente.

FM (FM) = for¢a muscular

FM,(F™') = forga muscular quando o miisculo esta no comprimento 6timo
FE (F®) = forga no elemento contratil

F*:, (F™) = for¢a no elemento passivo

F',(F") = forca no tendio

L’ = comprimento do sarcomero

L"(LM) = comprimento do musculo

LT, (I?) = comprimento do tendio

LM"(IM')= comprimento do atuador musculo-tendineo

vM,(¥M)= velocidade da fibra muscular

v, M, (¥,M)= velocidade de alongamento da fibra muscular -
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v.™,(¥.M)= velocidade encurtamento da fibra muscular
v',(¥") = velocidade do tendso

vMT (VM) = velocidade do atuador misculo-tendineo
t,(t) =tempo

o',(G") =tensio no tenddo

¢ " = deformagdo do tendio

u(t), u(t) = excitagdo muscular

a(t),a(t) = ativagdo muscular

a,, = angulo da fibra muscular

L'y = comprimento das fibras musculares projetado no eixo do tenddo
F," = forga isométrica méxima do musculo

LY = comprimento 6timo das fibras musculares (desenvolvendo a forga maxima)
a, = éngulo étimo da fibra muscular quando L™ = LY
£, = deformagdo no tenddo quando F' = FM

G, = tensdo no tenddo quando F' = FM

L!,(L") = comprimento do tendso relaxado

k°,(k*®) = rigidez das pontes cruzadas (SEE)
kT,(k")= rigidez do tendio

E" = médulo de elasticidade do tenddo

AT = area da se¢o transversal do tendéo

fl,= componente ativa da relago forga-comprimento

fl,= componente passiva da relagdo for¢a-comprimento
v, = velocidade maxima de encurtamento das fibras musculares

— M
1, = escala de tempo (1, = LY /v,,)
T,»(T,) = constante de tempo para contragdo
Tgeact> (Taean ) = cONStante de tempo para relaxamento

B = Tac(/ Tdeact
F™ (F™) = Forga no elemento elastico em paralelo

F (F™® )= Forga no elemento viscoso em paralelo
F®(F*) = Forga no elemento contratil
B(B) = Coeficiente de amortecimento do elemento viscoso

k", (k™) =rigidez do elemento eldstico em paralelo (PE)

am(d) = curva de recrutamento em fungdo da largura de pulso da excitacdo
T¢= Tdeact = constante de tempo para relaxamento

O aspecto central deste modelo é o funcionamento do elemento contratil. A partir

do modelo de Zajac, pode-se determinar, da relagdo entre a deformagio deste elemento e
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da deformag@o do tenddo, a primeira das duas equagdes diferenciais de 1* ordem — também
chamada dindmica da contragfo - que descrevem o comportamento mecinico do musculo.
Segundo o modelo de Zajac, mostrado na Figura 3.2, o comprimento do musculo relaxado,

correspondente a uma situagio de equilibrio, ¢ dado por:
[Mcosa+ L% =M Eq. 3.1
Supondo a contragdo do misculo, a expressio acima fica:

I

T Eq. 3.2

FT
cosaL+ o7 +
kT

Derivando os dois lados da equagéo acima em relagdo ao tempo adimensional T,

L Eq. 3.3
M cosa + f—T = YMT 1
k
isto é:
FT = ET(VMT -M cosa) Eq. 3.4

Figura 3.2: Modelo da dindmica da contragdo de Zajac (Zajac, 1989).

Duas relagbes constitutivas definem o comportamento mecinico do elemento
contratil, as relagdes forca x comprimento e forga x velocidade. Essas curvas foram
levantadas inicialmente por Hill para o musculo gastrocnemius do sapo, mas verificou-se

que seu comportamento poderia ser estendido para a maior parte dos musculos
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esqueléticos, tendo em conta alguns pardmetros de escala. Tais relagdes estdo mostradas

na Figura 3.3.

. Reiarciio foson-velockiade
-‘_‘h—..-* a=1
S — \\ —d
[ 1]
i 1 ,.:-‘-hﬁp\ -
! )
B
3 os -
Ol-——— e e e 2! _..__..._.Lb_x
05 i i 1 05 i
(] 05 1 1.5 2 <] 05 0 05 1
COMPrimOnio NOMMRZAcD YOIOCI OGS T SNCLNSMSNI0 NOTMEIR0e

Figura 3.3: Relagdes for¢a x comprimento e for¢a x velocidade. No grafico da esquerda, a
linha continua representa a relagdo for¢a x comprimento da componente ativa do musculo

(para a=1), a linha tracejada a componerite passiva e a outra linha a soma das duas

anteriores.

Relagio forga x comprimento'':

Componente ativa

"' Esses polindmios foram determinados utilizando os dados apresentados no modelo de Delp disponivel em
hup://isb.ri.ccf.org/datasdelp/. Os dados originais sdo utilizados pelo SIMM para determinar fungdes spline
da relagdo forga — comprimento. Aqui. os dados foram um pouco modificados, para que a forma final da
relagdo polinomial fornecesse um aspecto plausivel do ponto de vista fisiologico. Os dados utilizados estao
mostrados na Tabela 3.1
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fl, = FM =1.9523. T —5.8369- T +2.8726-T™ +3.1788 . T’
-1.2007-T™ - 0.0777

Componente passiva

fl, = F™ =1.9660 - [ - 5.2151-TM" + 4.8491. T’ —1.8220 . T™’
+0.2242 - M - 0.0004

fI(CY,a) = f1,(T)-a + A1 (M)
Relagéo forga x velocidade

¢ Contragédo
™ 1](73‘ 1) 5
—t— +—|=—
a 4)\ a 4 16

~M _ ~M
V, =—V

2 M*
~m a —aF
M=

© 4FM +a

FM = f1.FM'

2 M
M afl—aF
M =

¢ 4™ iafl

e Alongamento (V) = -v™)

M‘

ﬁM' Vo, +—
—=18-08 —2&+
a 1,6v
Vo~
a
_M FMa-—a’fl

V, ==y
7,6F" —14,48a-fl
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eq. 3.5

eq. 3.6

eq. 3.7

eq. 3.8

eq. 3.9

eq. 3.10

eq. 3.11

eq. 3.12

eq. 3.13
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fl ativa fl passiva
pontos 0,0 0.00000,0.000000
utilizados na 0.1,0 0.2,0
geragdo das 0.15,0
curvas forga x 0.2,0.1 0.4,0
comprimento, 0.25,0.2 0.6,0
nas sua 0.3,0.1 0.8,0
componentes 0.401000,0.000000 0.998000,0.000000
ativa e passiva 0.402000,0.000000 0.999000,0.000000
(comprimento, 0.403500,0.000000 1.000000,0.000000
forga) 0.527250,0.226667 1.100000,0.035
0.628750,0.636667 1.200000,0.120
0.628750,0.636667 1.300000,0.260
0.718750,0.856667 1.400000,0.550
0.718750,0.856667 1.500000,1.170
0.861250,0.950000 1.600000,2.000000
1.045000,0.993333 1.601000,2.000000
1.217500,0.770000 1.602000,2.000000
1.438750,0.246667
1.618750,0.000000
1.620000,0.000000
1.621000,0.000000
1.7,0.0
1.8,0.0
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Tabela 3.1: Pontos utilizados na geragdo das curvas for¢a x comprimento da porgdo ativa

do musculo

Com relagdo a mecénica dos tenddes, foi adotado um modelo elastico linear, supondo que

a curva de rigidez apresenta o comportamento mostrado na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Curva tedrica de rigidez do tendio (Zajac, 1989)

T
Sejam a tensdo o' =—= eadeformacio &' = =
) A’ ¢ L L!

s

r_ ALY (LT_LTS)

T T
Pela lei de Hooke, ' = ET¢". Se % = ETALL—T, temos que a forga no tenddo pode ser

5

calculada como:

FT = EFT (LT -17)

que, expressa em termos adimensionais, fica:

~r E'AT(IM)/~ eq. 3.14
F'= L (ﬁ](l‘ _Ls)

s

Com isso, o coeficiente de rigidez do tenddo é

~r ETAT(LY eq. 3.15
e

M
s FO
Nos niveis maximos de tensdo isométrica, a tensio de trabalho do tenddo é:
M

E
G, = ﬁ =32 MPa (1/3 tensdo de ruptura)

Sendo, segundo Butler et al. (1984), E' = 1.2 GPa,e L' =LT/L™ a rigidez de qualquer
H s 0 g

tenddo pode, de acordo com este modelo, ser calculada como
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~r 375 eq. 3.16

No ponto de unifio entre os elementos elastico em paralelo, viscoso e contratil com

o tend#o, o equilibrio de forgas permite afirmar que:

coson(FPE + FPE +FCE)= FT eq. 3.17
Com relagiio ao elemento elastico em paralelo, de comportamento supostamente linear,

aplicando a Lei de Hooke:
FPE = _KPEAIM eq. 3.18
Por outro lado, a deformagdo dos trés elementos em paralelo ¢ a mesma, podendo-se

calcula-la, na hipotese de que a contragdo é isométrica, a partir da deformagéo do tendao,

isto €:

~r
ATM - F eq. 3.19
k' cosa

A for¢a no elemento viscoso pode ser calculada, supondo também que a forga varia

linearmente com a velocidade de contragdo, como:

FPE _ _ByM eq. 3.20

[

Substituindo as trés expressdes anteriores na eq. 3.17,

< .22 —V;“a-ﬂ BT Kk PE eq. 3.21
-Bv,. + —= = I-—[=Q
4V +a cosa| k'



¢ ¢ C O«

G G G G G G U U G

(\

C ¢ CCCCCCC g

-~

-

59

~M2 ~\ ~ .3.22
VM- 4B)+¥M(-Ba-a-f1-4Q)+|-Qa+a’fl}=0 4
[+ [+
cuja solugdo algébrica é:
<M _ ~ by ‘\'bb2 —4a.c,
Ve = (a solugdo + A ndo é consistente)
2a,
a, =—4B,b, =—(Ba+afl + 4Q),c, =a*fl-Qa eq. 3.23

Substituindo V:” =‘ana Eq. 3.3, pode-se encontrar a 1* equagdo diferencial da

dindmica da contragio:

2 eq. 3.24
"ﬁT — kT oMT —b, ‘\Ibb —4a,c,

cosa
2a,

A segunda equagdo diferencial do modelo é a da dindmica da ativagéo,
representando o processo de geragdo da despolariza¢do da membrana muscular a partir da
chegada do potencial de agfio na jungdo neuro-muscular. A formulagdo apresentada por
Zajac (1989) e adotada em Menegaldo (1997) apresentava problemas de integragao

numeérica, tendo-se aqui optado pela formulagdo proposta por Piazza e Delp (1996),
da/dt = (u-a)k,u+k,) eq. 3.25

em que Ta.=1/(kitks) e Tyeac=1/k2. Valores utilizados: T.o=0.020 € T4eac=0.050. Toot €

Taeact S30 as constantes de tempo de ativagdo e deativagdo, respectivamente

Para gerar os modelos especificos, tendo em conta os pardmetros de cada musculo,
foi utilizado um programa Matlab com manipulador algébrico. O programa abaixo gera
trés musculos especificos para serem inseridos num modelo de péndulo triplo: os estados

X7 @ X9 correspondem as expressdes da dindmica da ativagdo e xj0 a X;2 a mecdnica da
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contragdo. Os parAmetros musculares utilizados nos testes a seguir nfio correspondem a

nenhum musculo especifico, mas foram escolhidos dentro de faixas plausiveis.

lalg test mus.m

$2/6/99

$Problema do modelo de misculo

%testes do misculo ndo-linear e determinagidc do modelo linear
$especifico de cada misculo

$utilizar matlab 5.3 para cdlculos algébricos

clear global
clear all

pr=16; %precisdo numérica dos resultados

syms x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 Ul U2 U3 U4 US U6
real

syms Ftti Veti Vmtti kpeti ktti Bti a Lom Fom fl alfo u kl k2 real

Q=Ftti/cos(alfo)*(l+kpeti/ktti);

eq2=Veti”2* (4*Bti)+Veti* (a*Bti+a*fl+4*Q)+ (Q*a~-a~2+*f1);
sol2=(solve(eq2,Veti});

Veti=s0l2(1);

%$equacoes diferenciais:

Vmtti=0; $velocidade do musculottendio (imposta)
ap=(u-a)*(kl*u+k2?); t=da/dt=f (1)
Fttip=ktti* (Vmtti+Veti*cos(alfo)); $=dFtti/dtal=£f(2)

%parametros da dinadmica da ativacgio

Talc=0.1;

$expressdes para a o comprimento e velocidade dos atuadores misculo-tendineos
$pardmetros da dindmica da contracao

Lmt=§0.4 0.4 0.4};

Vmtti=[0 O 0}];

Fom=[8000 8000 8000];

Lst=]0.1 0.1 0.1};

alfo=pi/180*[5 5 5};

Lom=[{0.3 0.3 0.3);

B=122% 225 225]);

kpe=11500 1500 1500];

Lstti=Lst./Lom;

ktti=37.5./Lstti; $rigidez do tenddo
kt=ktti.*Fom. /Lom;

Lmtti=Lmt./Lom;

Bti=B.*Lom./(Fom); % elemento viscoso em paralelo
kpeti=kpe.*Lom./ (Fom) ; % elemento elastico em paralelo

sparametros da dindmica da ativacgio
Tact=0.020;

Tdeact=0.050;

kl1=1/Tact-1/Tdeact;

k2=1/Tdeact;

$substituigao de pardmetros adimensionais

¢dinamica da ativacgdo

x1p=subs(ap,{'a’','kl','k2','u'l, ('x7',k1,k2,01});
x8p=subs{ap,{‘'a’','kl','k2','u'},'x8',k1,k2,02});
x9p=subs{ap,{'a‘','k1','k2','u'},{"'x9',k1,k2,U3});

3dinamica da contracao

i=1;

x10p=subs (Fttip,'f1',1); % relag¢do forga—comprimento cte.=1

x10p=subs{x10p,'a', 'x7"');
x10p=subs {x10p, 'Ftti', 'x13"');
x10p=subs (x10p, *ktti',ktti(i));
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x10p=subs (x10p, { 'Lmtti’', *Lstti']), {Lmtti (i), Lstti(i)});
x10p=subs {x10p, *Bti’' , Bti(i));

x10p=(subs(x10p, {'alfo', 'kpeti', 'Lom', 'Fom'}, {alfo (i), kpeti(i),Lom(i),Fom(i))));
x10p=vpa (x10p, pr)

i=2;

x1lp=subs (Fttip, 'f1',1);

x1lp=subs(x11lp,'a','x8"');

x11lp=subs(x1lp, 'Ftti', 'x14"');

x1lp=subs (x1lp, 'ktti', ktti(i));
x1ip=subs(x1lp, {'Lmtti', 'Lstti'}, (Lmtti (i), Lstti(i)});

x1lp=subs(x1lp, 'Bti',Bti(i));

x11p=(subs(x1lp, {‘alfo’, 'kpeti’, 'Lom', 'Fom'}, {alfo (i), kpeti(i),Lom(i),Fom(i)}));
x1lp=vpa (x1lp, pr)

1i=3;

x12p=subs (Fttip, 'f1',1);

x12p=subs (x12p, 'a', 'x9');

x12p=subs (x12p, 'Ftti', 'x15");

x12p=subs (x12p, "ktti',ktti(i)):

x12p=subs {x12p, {'Lmtti', *Lstti'}, (Imtti{i),Lstti(i)});
x12p=subs (x12p, 'Bti',Bti(i));

x12p=(subs(x12p, {'alfo’, 'kpeti','Lom', 'Fom'}, {alfo (i), kpeti(i),Lom(i),Fom(i)})):
x12p=vpa (x12p,pr)

Para identificar modelos lineares que representassem a mecinica muscular da
melhor maneira possivel, foi utilizado o método dos minimos quadrados. Essas
aproximagdes lineares da mecanica muscular foram utilizadas em modelos simplificados
da postura e na geragdo de estimativas iniciais dos vetores de controle, através de um
regulador LQR, no Problema de Controle Otimo.ndo-linear

Inicialmente, € gerado um sinal de excitagdo senoidal do tipo

u = 0.5%(1+sin(2*2*pi*t))

Este sinal ¢ aplicado ao modelo dindmico do musculo, calculando as ativagdes e

for¢as musculares:

tid=|C:0.001:1];
y0=[0.5 0.5]"';

[t,y]l = ode23s('ident musc',tid,y0);

figqure (1)

clf

plot (t,y(:,1),'k",t,y(:,2),'k:"',t,0.5*(1+sin(2*2*pi*t)), 'k--")

xlabel ('tempo (s)')
ylabel ('u(t), a(t), F(t)")
grid
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Figura 3.5: Identifica¢do do modelo linear da mecanica muscular.

Sendo a fungao

function yp=ident musc(t,y)
Talc=0.1;

Tact=0.020;

Tdeact=0.050;
kl1-1/Tact-1/Tdeact;
k?2=1/Tdeact;

H1=0.5;

U=0.5*(1+sin(2*2*pi*t));

smodelo din. contracao adimensional, com dimensionalizagdc do tempo

yPRul) = (U-y (1)) * (k1*U+k2});
yp{2)=1/Talc*(-6670.*y(2)-1674.333484761491*y(1)+14.81481481481481+
(14468.57267751850*y (1)"2 +100063.6739979000*y (1) *y (2) +t202702.5506250000*y(2)°2)~(1/2)};
zcaso limite de contragao excéntrica

if Ftti/cos({alfo}) > 1.4, vmti=-0.15; end;
yp=yp';

Utilizando o método proposto por Press et al. (1992), descrito no Capitulo 2 para
caso de ajuste de fungGes algébricas multi-varidveis, sdo calculadas matrizes de projeto

[A] e [AF] para a ativag@o e para a for¢a muscular:
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a(l) a() F(1) FQ)

Al= a(2) a(2) [AF]= F(2) F(2)
o : - : : eq. 3.26

a(n) a(n) F(n) F(n)

$determinagdo do modelo de misculo linear equivalente
$identificagdo de um sistema linear de 1la. ordem para a dindmica da ativagdo e da
contragao
t=tid;
for i=1:length(tid),
yy=ident musc(t{i),y(i,:})):
ypl(i)=yy(1});
yp2 (1)=yy(2);
end
$excitacgdo
b=0.5*(1+sin{2*2*pi*tid)}; $senoidal
tb=1*cones(length(tid),1)"; $degrau
$matriz de projeto

clear A

clear AF

for i=1:length{(tid),

% A(i,:)={1 y(i,1}) ypl(i)l; tmodelo linear com termo constante

3 AF(i,:)=[1 y(i,2) yp2(i)];
A(i,:)=(y(i,1) ypl(i)}: tativagao $modelo linear sem termo constante
AF(i,:)=[y{i,2) yp2(i)]: $forga

end

Tendo-se em conta a excitagdo (vetor b), sdo calculados pelas expressdes

aa=([A]"[A])'[A]"b" e aaf=([AF]'[AF])'[AF]'b" eq. 3.27
os vetores de coeficientes aa e aaf das equagdes lineares identificadas, respectivamente
da dinamica da ativagdo e da contragdo. [ ] significa a matriz pseudo-inversa. Foram
testadas duas estruturas de equagdes lineares, uma com termo constante e outra sem. Para

a dindmica da ativagdo essas equagdes sdo:

aa(3)a+aa(2)a+aa(l)=u eq. 3.28
aa(2)a+aa(l)a=u
Optou-se, porém, pela equagdo sem termo constante, que reproduzia melhor a dindmica
ndo-linear, especialmente em baixas ativacdes. Os resultados da identificagdo estdo
mostrados na Figura 3.5. Os coeficientes identificados para o conjunto de parimetros

adotados foram: aa =[0.9860 0.0296] e aaf = [1.0037 0.0045].

svetnr de coeficientes
global aa aaf
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aa=pinv(A'*A)*A'*b';
aaf=pinv(AF'*AF) *AF'*y(:,1);

$teste do misculec linear identificado
[t,al]|=0de23s('alin’',tid, y0);

figure (1)

hold on
plot(tid,al(:,1},'r',tid,al(:,2),'m')
grid

hold off

a(t) e F(t) ndo-lineres e lin. identificados

— - a(t)linear |

| — F(t) finear |

tempo (s)

Figura 3.6: Identificagdo do modelo linear da mecanica muscular

Utilizando a metodologia descrita acima, foram identificados modelos lineares

especificos de misculos, posteriormente vinculados as equagdes da dindmica de corpo

rigido descritas nos proximos capitulos.
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Capitulo 4

Formulaciio do Problema de Controle Otimo

Dado um sistema dindmico expresso por equagdes diferenciais ordinarias ndo-
lineares, o problema de controle étimo (Optimal Control Problem, OCP) consiste na
determinagdo de uma trajetoria factivel para as variaveis de controle que leve o sistema de
uma certa condigdo inicial até uma condi¢@o terminal, a0 mesmo tempo que é minimizada
uma fung¢io objetivo ou indice de performance (IP) e respeitado um conjunto de vinculos,
sejam as proprias equagdes diferenciais do sistema dindmico, vinculos terminais e de
trajetoria de desigualdade e/ou igualdade, assim como limites laterais (também chamados

vinculos simples, ou simple bounds) nas variaveis de controle.
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A literatura traz diversos métodos para resolver OCPs, com diferentes vantagens e
desvantagens no que diz respeito aos custos computacionais, as propriedades de
convergéncia, dificuldades tedricas de demonstragdo, abrangéncia de tipos de vinculos,
precisdo, etc. Deste modo, a sele¢do do método mais adequado deve levar em conta o
problema especifico que se deseja resolver, assim como os recursos disponiveis.

O objetivo principal da solugdo de OCP seria obter trajetorias de controle através

de uma lei de controle do tipo:
u’ =f(x(t),t)

em que x(t) é o vetor de estados do sistema ¢ u é o controle 6timo. Neste caso, o controle
¢ chamado de realimentacio (feedback) ou malha fechada, existindo uma regra definida
que relaciona a trajetdria da variavel de controle e os estados do sistema a cada momento.
A fungdo f pode ser linear ou ndo linear, varidvel ou invariante com o tempo. Entretanto,
em alguns casos, a grande complexidade do problema permite apenas determinar uma
trajetoria de controle que ndo depende diretamente dos estados do sistema ao longo do
tempo, mas que, de fato, leva o sistema de um estado a outro, respeitando os vinculos
existentes. Trata-se, nesse caso, de um problema de geragio de trajetéria ou malha
aberta. Cada uma dessas classes de problemas possui metodologias proprias para sua
solugdo, ainda que estejam intimamente relacionados. tanto do ponto de vista tedrico — nos
métodos variacionais ou indiretos, por exemplo, a realimentacdo ¢ um caso limite da
geragdo de trajetorias — quanto pratico, pois perturbagdes que se introduzem no sistema
podem leva-lo a que se afaste da trajetéria desejada. Assim, pode ser conveniente que se
introduzam, num problema de seguimento de trajetoria previamente gerada, leis de

controle de realimentagdo formuladas com base em modelos simplificados do sistema
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dindmico, por exemplo, linearizando-o ao longo da trajetdria de movimento. Metodologias

especificas para as duas classes de problema estdo mostradas nos itens que se seguem.

Problema da geracio de trajetérias

Uma tentativa de classificagdo dos métodos de controle disponiveis na literatura é
apresentada por Schwartz (1996), situando-os em relagdo ao seu proprio método,
empregado no presente trabalho. Este Capitulo traz essencialmente uma sintese da teoria
apresentada por este autor na sua tese de doutorado'?. Uma arvore de métodos de controle

Otimo, procurando situar o aqui utilizado em relagdo aos disponiveis na literatura, esta

mostrada na Figura 4.1

| Problema de controle &timo ‘

realimenta¢do |—| geragdo de trajetorias
t
|

i

meétodos indiretos |

princlpio do maximo de Pontryagin
TPBVP

- métodos diretos ——
————— |
' programacao dinamica |
' . H-J-B |

i gradiente i

| parameterizagao
{ do controle

( colocag:éo‘ ——i integracdo iterativa —
e : i

; |
| RIOTS [TomMP|  [MISER3]|
| Aproximagdes i
| Consistentes

Figura 4.1: Arvore mostrando os métodos disponiveis de controle 6timo

"*Esse trabalho se encontra disponivel no site http://www.accesscom.com/~adam/RIOTS/



C C

(

C

cccccccccccececccc e

C

C CCCCcC

C C

68

Os chamados métodos indiretos baseiam-se na solugdo de condi¢Ses relacionadas
ao Principio do Maximo de Pontryagin que levam 3 minimizagdo indireta da funcdo

objetivo:

4 .41
G (1, X(1)) = 0o (x(t )+ ['8o (1, X(1), u(t))dt =
sujeita a vinculos dindmicos expressos por equag¢des diferenciais ordinarias

x(t) = £(t, x(1), u(1)) eq. 4.2

a vinculos de contorno

x(0)=x" eq. 4.3
h(x(tf))=0

e a vinculos de desigualdade nas varidveis de controle:

u™ <u(t) <u™ eq. 4.4
tal que x(t) x(t)=[x,(t),..x,(1)]e R" € um vetor de variaveis de estado,
u(t) =[u,(t),..u_(H]e R™ ¢é um vetor de varidveis de controle, f, hx°eR" e
$,8, € R .trpode ser ou ndo especificado.

Escrevendo-se o Hamiltoniano do sistema como uma fungdo que depende das
equagGes diferenciais do sistema, do integrando da fungfo objetivo e de variaveis de co-

estado (ou multiplicadores de Lagrange),

H(t,x (1), u(t),M(1)) =g, + A'f eq. 4.5
uma condi¢do necessaria de primeira ordem para otimalidade é que o gradiente dessa

fun¢do em relagfo a variavel de controle seja nula:

V.H=0 eq. 4.6
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Outra condigdo, que o gradiente do Hamiltoniano em fungdo do vetor de estados seja igual

ao negativo da derivada da variavel de co-estado:

Af=-V_H eq. 4.7

Essas novas equagdes, por sua vez, possuem condi¢des finais a serem satisfeitas:

.4.8
TR ) 5

O calculo de u(t,A,x) através da equagdo eq. 4.6, substituido na equagéo eq. 4.2 sujeita aos
vinculos eq. 4.3 junto com as equagdo eq. 4.7 sujeita aos vinculos eq. 4.8 da origem a um
sistema de equagdes diferenciais com condi¢des de contorno em dois pontos (7wo Point
Boundary Value Problems), que pode ser resolvido por um método conveniente'*.

Solugdes de OCPs baseadas no Calculo Variacional sdo historicamente as mais
importantes e, em problemas de dimensdes relativamente pequenas, podem ser a primeira
op¢ao. Entretanto, o esforgo algébrico cresce rapidamente com a dimensdo do problema;
ainda, as propriedades de robustez dos métodos numéricos associados ao TPBVP sio
pobres, sendo freqiientemente necessaria a escolha de uma trajetéria inicial bastante
proxima da solugdo. Além disso, propriedades de otimalidade de 2* ordem que garantem
ser o ponto singular da solu¢do obtida pelo método de 1* ordem de fato um minimo, pelo
menos local, da hipersuperficie da fun¢do de custo requerem a solu¢do do Problema do
Minimo Acessorio (ver por exemplo Citron 1969 item 2-11).

A segunda grande classe de métodos de solugdo do OCP sdo os métodos diretos.
Procura-se, a partir destes, minimizar diretamente a fun¢ido objetivo sem estabelecer

aprioristicamente que sua primeira variagfo seja nula, condi¢do atingida apenas no limite
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de convergéncia. O método do gradiente (steepest descent) (Bryson e Ho, 1975, item 7.4;
Fleury, 1978; Citron, 1969, cap.6) é o método direto de 12 ordem classico. Sua principal
caracteristica € a boa convergéncia nas primeiras iteragdes, nfio requerendo estimativas
iniciais do controle muito proximas da solugdo; entretanto, préximo a solugdo suas
propriedades de convergéncia sdo pobres; além disso, sua formulagio ¢ bastante
complexa. Existem também métodos de segunda ordem associados ao método do
gradiente, baseados na condi¢do de assegurar que a Hessiana da fungdo objetivo ¢é
positiva-definida (Bryson e Ho, 1975, item 7.5). De qualquer maneira, Schwartz (1996)
observa que, pelo fato dos algoritmos conceituais requererem operacdes numéricas de alta
precisdo, como célculo de integrais, mesmo nas primeiras iteragdes, a precisdo numérica
dos resultados ¢ baixa.

Outros métodos diretos estdo baseados em algoritmos de programacio dindmica,
com os quais as equagdes diferenciais do sistema dindmico e da fungfo objetivo sdo
transformados em equagdes a diferengas finitas, utilizando equagdes recursivas baseadas
no Principio de Otimalidade de Bellman'* (Kirk, 1970: Bertsekas, 1995). O problema de
controle 6timo, que nesta abordagem se torna um problema de realimenta¢do 6tima, pode
ser também formulado como a solugdo de uma equacdo diferencial parcial sujeita a
condi¢bes de contorno, a chamada Equagdo de Hamilton - Jacobi - Bellman (H-J-B).
Bryson e Ho (1975, Cap. 4) nfio recomendam a utilizacio deste algoritmos para sistemas

com numero grande de estados, devido a consumo excessivo de meméria.

" Os métodos mais utilizados para resolver 0 TPBVP em controle 6timo sdo os do tipo point-and-shoot.
Implementagdes destes algoritmos podem ser encontrados em biblioteca de fun¢des matematicas para
Fortran IMSL/MATH, ou no Numerical Recipies (Press et al., 1992).

"* Calculando-se caminhos de minimo custo entre os pontos da malha de discretizagio. Bellman mostrou
que o custo total, isto €, a soma dos custos parciais dos varios intervalos da malha, fornece uma solugio que
€ tima entre o inicio e o fim do processo.
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Pelo fato de apresentarem grande complexidade tedrica, exigirem um elevado
esforgo computacional e s6 convergirem para a solugdo 6tima no limite, a aplicagdo de
algoritmos diretos tem levado a propostas que utilizam recursos da programacio
matematica, métodos de otimiza¢fio ou programacio nio-linear, os chamados métodos
de aproximacdes consistentes.

Nos algoritmos baseados nas aproximagdes consistentes, o controle 6timo é obtido
pela solugdo de uma seqiiéncia de OCPs de dimensdo finita (ou discretos), o que pode ser
feito por métodos convencionais de programagdo matematica de dimensio finita. As
aproximagdes consistentes, por sua vez, podem ainda ser realizadas a partir de duas classes
de algoritmos: os métodos de colocagio e os de integracio iterativa. Nos primeiros (por
exemplo Cuthrell e Biegler, 1987), as equacdes diferenciais sao substituidas por relagbes
que representam condi¢des de colocagdo que devem ser satisfeitas para um numero finito
de pontos no tempo. O problema de programagdo matematica gerado passa a ser
responsavel por encontrar, simultaneamente aos parametros de controle, estados do
sistema ao longo dos pontos da malha de discretizagdo. Tais métodos sdo convenientes
para problemas com dindmica instavel, sistemas de equacdes diferenciais duras (stif)’e
vinculos nas varidveis de estado. Entretanto, o nimero de variaveis de decisio multiplica-
se com o nivel de discretizagdo, levando em alguns casos a solu¢des pouco precisas,
eventualmente refinaveis por métodos indiretos.

Ja os métodos de integragio iterativa procuram resolver numericamente as equagdes
diferenciais e expressar as variaveis de controle num subespaco funcional de dimensio
finita do espaco de dimenséo infinita do problema original. Posteriormente, o problema de

programagdo matematica € tratado com algum algoritmo apropriado, tendo como resultado
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os valores das varidveis discretas de controle. A teoria e as implementacGes
computacionais apresentadas por Schwartz (1996), utilizadas no presente trabalho para
solugdo do problema de geragdo de trajetdrias de excitagdo muscular da postura humana,
introduz uma série de contribui¢Ges para essa classe de algoritmos:

¢ Determinagdo das condigdes para pardmetros de integracdo Runge-Kutta
capazes de garantir a convergéncia de pontos estacionarios do problema
discretizado para os pontos estacionarios do problema original.

e Dedugdo de uma métrica ndo-euclidiana utilizada no problema de otimizacio
associado e de uma transformagdo de coordenadas que permite o emprego de
uma métrica euclidiana associada, evitando problemas de mau-condicionamento
numérico.

¢ Determinagéo de expressdes para limites superiores dos erros de integragio e de
aproximacdo do controle por fungdes spline, em fungdo do nivel de
discretizagdo, em problemas com e sem vinculos.

¢ Umnovo algoritmo de programagdo matematica baseado no método de Newton.

¢ Um novo método de solu¢do para OCPs singulares que minimiza oscilacdes nas
solu¢des numeéricas.

* Um sofiware em ambiente MATLAB chamado RIOTS (Recursive Integration
Optimal  Trajectory Solver), capaz de resolver OCPs a partir da teoria
apresentada.

Dada a complexidade da abordagem matematica para a dedugio da metodologia e

sua aplica¢do. bem como da sua relativa novidade. nos préximos itens deste Capitulo sera

'* Sistemas de equacdes diferenciais que apresentam simultaneamente constantes de tempo muito grandes e
muilo pequenas.



O O

L N R N O G O (L N G VO VO W W W ¢

L

C

73

mostrado um breve resumo da teoria e da implementagdo de métodos de controle 6timo
baseados em integragdio RK e aproximagdes por splines das trajetorias de controle,
desenvolvidas por aquele autor. A maior parte das demonstragdes e detalhes formais foi
omitida, por se situarem fora do escopo deste trabalho. Concentra-se assim a exposigéo
sobre os principios gerais da teoria, os teoremas mais importantes e as implicagbes
praticas relacionadas com a escolha de parametros da solugdo. Ao mesmo tempo, foram
incluidas no texto algumas explicagdes procurando elucidar conceitos de analise
matematica e alguns pontos mais obscuros, ainda que importantes, da teoria estudada. Para
a compreensdo formal da teoria e de diversas questdes analiticas e numéricas associadas,
recomenda-se a leitura da tese de Schwartz (1996).

Além do RIOTS, existem outros softwares de integra¢do iterativa disponiveis na
literatura. O TOMP (Kraft, 1994), desenvolvido por Dieter Kraft, da Fachhochschule
Miinchen, é um software com codigo aberto'® escrito em Fortran 77, que transforma o
OCP em um problema de programag&o ndo-linear, resolvendo-o por um método SQP (ver
item 4.11). Suas caracteristicas peculiares sdo a utiliza¢do de uma 'malha de comunicacao'
de pontos onde valem e sdo avaliados vinculos de trajetéria, a op¢do de otimizar
simultaneamente pardmetros de projeto e o vetor de controles e a possibilidade de se
utilizar diversas representagdes do controle, inclusive fungSes spline. Além disso.
apresenta varios algoritmos de integragdo, entre os quais métodos Runge-Kutta de ordem
8. Entre as suas limitagdes estdo: avaliagdo das derivadas numéricas apenas por diferencas
finitas, ndo permitindo o uso opcional de féormulas analiticas, documenta¢do escassa
(apenas 1 artigo e um livro esgotado) e restrigdo de no maximo 6 variaveis de controle.

Entretanto, j& foi testado com sucesso em diversos problemas e. tratando-se de um cédigo

' Disponivel em http://www.netlib.org/toms/733
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aberto, poderia ser aprimorado, principalmente no sentido de aumentar o nimero de
varidveis de controle.

Outro software em Fortran 77 para solugdo de OCPs baseado na discretizagio do
sistema dindmico e na solugio de um problema de otimizagio é o MISER3Y,
desenvolvido por Leslie Jennings e outros pesquisadores da University of Western
Australia (Jennings et al., 1997). Utiliza, o integrador LSODA (ver item 4.12) e dois
algoritmos possiveis de otimizagdo tipo SQP: NLPQL'® e o FFSQP" (Zhou e Tits, 1997).
Sua principal caracteristica é o tratamento formal dos vinculos que envolvem varidveis de
estado ou fungdes ndo-lineares do controle que sdo transformadas para uma forma
candnica padrdo. Além disso, possui métodos para a suavizagdo de funcdes de custo ndo
diferencidveis, que podem surgir em alguns problemas de biomecanica®® (Jennings et al.,
1991; Jennings et al., 1993). Entre outras caracteristicas, utiliza apenas funcdes constantes
ou lineares por partes na representagdo do controle, permite que a malha de discretizacio
do controle ndo seja igualmente espagada e mesmo diferente para cada controle, podendo
ainda utilizar derivadas analiticas ou numéricas das funcdes de cusio e controle.

Existe também um software comercial chamado SOCS?' (Sparce Optimal Control
Software), desenvolvido por John Betts (Betts, s.d.). da Boeing Corporation. Parece ser um
software bastante refinado, possibilitando o uso de diversas rotinas numéricas. Carece.
entretanto, de literatura disponivel ao publico académico, além de ter alto custo (Us
1.600,00 com 80% de desconto académico, licenca anual). Entre os recursos disponiveis,

possui métodos de refinamento da malha para alcangar uma certa precisdo especificada

' Manual disponivel em http://cado.uwa.edu.aw/miser/

18 http://www.uni-bayreuth.de/deparlmems/math/org/mameS/staﬂ'/memb/kschinkowski/nlpql.hun

* http://www.isr.umd.cdu/Labs/CACSE/FSQP/fsqp.htm!

*® Por exemplo, na mudan¢a de pardmetros de modelos da mecénica muscular com contraglo excéntrica e
concéntrica, ou na marcha, cujas equagdes dinamicas sdo diferentes dependendo da fase.
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pelo usudrio, 10 diferentes tipos de discretizacdo e permite também, além do método
direto, a solugio de TPBVPs através de equagGes adjuntas. Possui ainda algoritmos de
programagdo quadratica espﬁrsa para problemas de grande porte e métodos SQP
convencionais para problemas de tamanho moderado, utilizando algoritmos especificos

para a detecgdo da esparsidade das matrizes Jacobiana e Hessiana.

4.1 Teoria das Aproximacdes Consistentes

O objetivo da teoria das aproximagdes consistentes & indicar de maneira
formalmente rigorosa as condigdes capazes de assegurar que as solugdes e pontos
estacionarios do problema de aproximagio convergem para as solugdes e pontos
estacionarios do problema original. Dadas essas condicdes, ¢ possivel entdo determinar a
trajetoria de controle desejada num determinado subespaco de coeficientes, através de
técnicas convencionais de programag¢fio matematica. Daniel (1971) apresenta os primeiros
avangos na tentativa de estabelecer uma teoria de consisténcia de aproximagdes em OCPs,
assegurando a convergéncia dos minimizadores do problema de aproximagio para os
minimizadores do problema original. Polak (1993) introduziu o conceito de aproximagdes
consistentes incluindo condi¢des provenientes de Jungoes de otimalidade e garantindo a
convergéncia de pontos estacionarios.

Formalmente, a teoria das aproximacdes consistentes pode ser introduzida
considerando H um espaco linear normado e B ¢ H um conjunto convexo. Uma familia de

problemas P pode ser formulada como:

P minw(n) eq. 4.9
neF

?! Maiores inforagdes em http://www.boeing.com/assocproducts/socs/index.humn]
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sendo a fungdo y: B — R pelo menos semi-continua inferiormente®” e F ¢ B um conjunto
factivel. n é um elemento, eventualmente multidimensional, de F.

Seja N = {1, 2, 3, ...} um conjunto enumeravel de N (nimeros naturais) e {Hx} » < x uma
familia de subespacos de dimensdo finita de H.

Considere-se agora a familia de problemas de aproximagdo Py

Py min ¥y (1) eq. 4.10
neFy

de maneira que yxy: Hy — R ¢ pelo menos semi-continua inferiormente e Fy ¢ Hy m B.
Polak (1993) estabelece duas concepgdes de consisténcia dos problemas de

aproximagdo Py, uma baseada no conceito de epiconvergéncia (ver Defini¢do 1) e outra na

consideragdo de que pontos estacionarios sdo zeros de uma fun¢do de Qtimalidade (ver

Definicédo 3).

Defini¢do 1: Os problemas de aproximagéo da classe Py convergem epigraficamente® (ou
p

epiconvergem) para P se

2 Segundo Polak (1997), proposicdo 5.1.19, se v € um espago real munido de norma e S um subconjunto
convexo de v,

Uma fungfio f: v—®R ¢ continua em x_ se e somente se, para qualquer seqiiéncia {xi }20 em v tal que x;—x
quando i— 0, f{x;) >f(x") quando i-—» 0.

o€

Uma fungfio f: v—%R ¢ semi-continua inferiormente em X se e somente se, para qualquer seqiiéncia {Xi }i=0
em v tal que XX quando i— 0, lim f{x;) = fix) quando i— o0,
Além disso, segundo a defini¢io 5.1.8 de Polak (1997). se {ai };) ¢ uma seqliéncia limitada de numeros

reais e S o conjunto de todos os pontos de acumulag¢do (ver nota de rodapé 24) da seqiiéncia, os limites
supcrior e inferior sdo definidos como:

Eai:max {ajoe S}

lim a; = min {a|a €S}

a . o B . . .
A seqiiéncia {(li }i=0 converge para a se e apenas se o0 = lim o, =lim o,

Plsto ¢, os epigrafos do problema de aproximacgio convergem para os epigrafos do problema original.
Segundo a defini¢do apresentada por Bazaraa et al. (1993. def. 3.2.1), o epigrafo é um par de subconjuntos
(x,y) do dominio e da imagemn de uma fungio, respectivamente, tal que y > f(x).
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a. para todo n € F existe uma seqiiéncia {nny}nyen, cOm Ny € Fy, tal que ny > n e

fimy , (n,,) < y(n).
b. Para toda seqiiéncia infinita {n~}» < k, K € N, satisfazendo ny € Fy paratodo N € K e

nmv—o>mn,neFelmy gwy(ny)zwn).

Pode-se chegar, com a Definicdo 1, ao Teorema 2, que garante que 0s pontos
minimizadores locais e globais do problema de aproximagfo convergem para os

minimizadores locais e globais do problema original.

Teorema 2 (Polak, 1993): Suponha-se que Py converge epigraficamente para P

a. Separa N € N, f|y ¢ um minimizador global de Py e 1 um ponto de acumulagio®

qualquer da seqiiéncia {ny}~ N, entdo 1 é um minimizador global de P.

b. Separa N € N, Ny € um minimizador estritamente local de Py cujo raio de atragfio é

nio-nulo e | um ponto de acumulagdo qualquer da seqiiéncia {ny}n e x, entdo 1 é um
minimizador local de P.

Através desse teorema, o ponto de minimo do problema continuo pode ser
estimado através de um ponto de acumulagdo de uma seqiiéncia, definida no espago
discreto associado. Entretanto, a simples epiconvergéncia do problema de aproximagio
ndo garante que pontos estacionarios de Py convirjam necessariamente para pontos

estaciondrios de P, em fun¢do do nivel de discretizacdo e da defini¢do dos conjuntos de

** Polak (1997) Defini¢do 5.1.6-c: Seja v um espago real munido de nonna. Um ponto x~ ¢ chamado ponto
de acumulaciio de uma seqiiéncia {x;};e N €m v se existe wm subconjunto infinito K < N tal que, para a

subseqiiéncia {x;};c x. lim X; -x'[=0.

13,1 K ‘
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vinculos®. Assim, Polak (1993) utiliza as fungSes de otimalidade que introduzem

convergéncia de primeira ordem e restringem os dominios F e Fa.

Definicéo 3: 6: B > R é uma fungdo de otimalidade para o problema P se:

i 0 () é pelo menos semi-continuo inferiormente

ii. 0 (n) < 0 paratodon € B.

i, paran € F, 6 (1) = 0 se i for um minimizador local para P.

e de maneira equivalente, Oy: Hy — R é uma fun¢io de otimalidade para Py se:
i. Ox () € pelo menos semi-continuo inferiormente

ii. Bx (Mn) < 0 para todo Ny € Hy.

iii. se v € Fy € um minimo local para Py, 6y (1) =0

A partir da Definig¢do 3 chega-se a formulagdo de aproximagédo consistente:

Definig8o 4: Os pares (Pn, Oy) na seqiiéncia {{Pn, 0x)}x < x 530 aproximagdes consistentes

do par (P, 0) se

i, Px converge epigraficamente para P

ii. para qualquer seqiiéncia {ny}n e k, K < N com 1y € Fx para todo N € K . tal que
N~ — 1, as fungdes de otimalidade satisfazem a condi¢fio Hm@ r(MA)S6(n)

Deste modo, se 1) é um ponto estacionario de P, 6(n) < 0 (e de maneira semelhante

para Oy). Assim, se l—irie,\,(n‘,\-)se(n), elimina-se a possibilidade de que pontos

2* Schwartz (1996) aborda esse problema, apresentando um exemplo. no comentério ao seu Teorema 2.2,
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estaciondrios do problema de otimiza¢do n3o sejam também pontos estaciondrios do

problema original.

4.2 Defini¢do do problema de controle 6timo (OCP)

E possivel formular o problema de controle Gtimo, no contexto da teoria das

aproximagdes consistentes, seguindo o raciocinio exposto nos passos enumerados a seguir.

1. Defini¢do das equagdes diferenciais que descrevem o comportamento dinimico do

problema:

x(t) =h(x(t),u(t)) eq. 4.11
t e [0,1], x(0)=¢&, x(t) e R e ut) € R™, h: R"x R™ > K"
2. SejaL7[0,1] um espago de fungdes quadraticamente integraveis no intervalo [0,1] em

R™, cujo produto interno®® e norma sdo definidos respectivamente  como

2

(u(t),v(t))z:j(u(t),v(t»dt e |u(t)|2:“<u(t),u(t)>dt} . Define-se, assim, um

* Num espaco de fungdes continuas de x com dominio €2, a norma I, de um elemento u e o produto interne

2
1; entre dois elementos u ¢ v s3o dados por, respectivamente (Reddy, 1986): 'UL = [L ]ul2 dx] e
2

(u,v)l = Jqu dx . E possivel também definir um espaco funcional 1,. que corresponde ao espago com
2

todas as fung¢des quadréticas u (ndo necessariamente continuas) integraveis no dominio €2, possuindo assim
) 2
propriedade L}u[ dx <o
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espago pré-hilbertiano®’ de elementos de controle Ly [0,]] munido de norma e
produto interno de L [0,1].
3. Defini¢do de outro espago pré-hilbertiano de controles 6timos Ho,5 =R" x LY 5[0,1]

= (SR“ x LI;I),Z[Oa]]’ <'9'>Hs

y) cuyjos elementos sio pares de condigdes iniciais e
varidveis de controle: n = (£,u). H.» ¢ um subespago denso?® do espago de Hilbert H,

= R x I2[0,1].

4. Defini¢do do produto interno e norma <,>

1oty em H2 e Hsp. Considerando dois

paresm = (E,u) e n' = (E'u") € H,,

(), =(EE)+(uu), eq. 4.12
'nlz :<n’n>H = 1§|2 +’U|; eq. 4.13

1
sendo (E_,,E,') o produto interno euclidiano e o produto interno I, (u,u')2 = j(u(t),u'(t))dt
0

P . 9 3 :
5. Defini¢do de um conjunto compacto® e convexo™ de vinculos de controle

*Um espago pré-hilbertiano ¢ um espago munido de produto interno e norma. Um espago de Hilbert ¢
aquele que, além disso, € compieto, isto ¢, que toda seqiiéncia convergente tem um ponto limite (Honig,
1970; Reddy, 1986) dentro do proprio espaco. Isso equivale a dizer que toda seqiiéncia de Cauchy ¢é
convergente. Seqiiéncia de Cauchy € aquela em que a distdncia entre dois pontos subseqiientes pode ser
sempre reduzida, ainda que tenha um ponto limite fora do espago em que a seqiiéncia ¢ definida (White,
1973).

** Dado um espago mérrico M, um subconjunto A < M se diz denso em M se o fecho de A A= M (A =
AUA’, sendo A” o complemento de A). Isso significa que para todo ponto p € M existe um ponto a € A
arbitrariamente préximo (Domingues, 1982). Por exemplo. o conjunto dos pontos racionais Q é denso em %,
ou o conjunto de todas as fun¢des polinomiais € denso em 1.

# Um conjunto S num espaco real munido de norma e produto interno ¢ compacto se for fechado (que
contem as suas fronteiras) e limitado. Isso equivale a dizer que qualquer segiiéncia {x.' }io < S possui uma
subseqiiéncia convergente com um limite dentro de S, ou que tem pelo menos um ponto de acumulagdo
dentro de S (Bazaraa. 1993, Apéndice A; Polak, 1997, Def. 5.1.13).

* Um conjunto S < K" € dito convexo se para quaisquer x; € X, € S, A € [0,1], o segmento de linha Ax, +
(1-A) x, pertence a S, Uma fungdo f: S—> R ¢ dita convexa em S se f [A x; + (1-A) RIS AfED+HA-DT
(x,) para cada x,, x; € S e cada A € [0,1) (Bazaraa et al., 1993).
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U BOpme)=(uc®™ o] < Py )
supondo que todos os controles possiveis estdo contidos numa bola fechada de raio pax.

6. Defini¢do de um conjunto de controles admissiveis:
U=peln fo]jutetefo)
e de um conjunto de pares (£,u) admissiveis H = R" x U ¢ H.,, contido num conjunto
maior:
B=%®"x{ue L7,[0,1]lu(t)e BO,p,.),te[0,1]} cH,,
dentro do qual sdo validos os resultados das equagdes diferenciais.

7. Defini¢éo numa forma canénica do problema de controle étimo com vinculos

Ccp min fyo (n)1 e ()< 0} eq. 4.14

sendo a fungéo objetivo yo: B &> R, vy (1) = max f¥(n) e a fungdo de vinculos de estados
VEQy

terminais y.: B - R, y_ ()= max f¥(n).

VEqQ Qo
Seja ainda a v-ésima fungdo f': B — R, f'(n) = " (&. x"(1)), sendo : R*x R" > R, qo =
112,00, 90}, 9= {1, 2. ..., e}, go € ¢ inteiros positivos, (denotando o nimero de fungdes
objetivo e o numero de fung¢des de vinculo, respectivamente). Sejam dados também o
conjunto q = {1, 2, ..., ¢}. ¢ = go + gc, qctao = {1+ go, ..., gc + go} € x"(1) correspondente
a solugdo no tempo final do sistema dindmico x=h com a condigdo inicial . Nesta
forma candnica € possivel transcrever diversas classes de problemas ndo auténomos. com

tempo final aberto, com IP integral, com e sem vinculos terminais e de controle.

8. Estabelecimento das hipéteses necessarias de defini¢do das funcdes (Schwartz 1996,

Hipétese 3.1 e Teorema 3.2)
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¢ A fungfio hna eq. 4.11 é continuamente diferenciavel e limitada, segundo as hipoteses
3.5a-c e 3.6a-c de Schwartz e Polak (1996).

e As fungdes £’ e suas derivadas com relagdo a x e & sdo Lipschitz continuas® em
conjuntos limitados.

9. Defini¢dio de uma fungfio de otimalidade (Schwartz e Polak, 1996, eq. 3.9) 8: B — R.
Para todo n, n' € B e v € q pode-se definir uma aproximagio quadratica para f'(.) em

M

T "\ _ g v , 1,, » eq. 4.15
Fotn, ) = £2 )+ (VE* () m-m), + [,

Seja o > 0. A funcdo de otimalidade ¢ definida como

s o ' T f eq. 4.16
9(n)=r361}§1ma)<{ngegxf (M) = o) —oy.(n),, max f'(nn )—wc(nL} |

c

em que yo(n) = max £*(n), y () = max £'(n), y.(n), =max{0,y ()}

Uma temativa de interpretacdo do significado dessa fungdo seria a seguinte:
supondo 6(n)=0. isto ¢, que ¢ um minimo pelo menos local de CP, a eq. 4.16 pode ser

escrita como;

B(n) = mi}pmu{max?“(n,n')—max f“(n)—cmaX{ max f"(n), 0}, max f°(n, ')
ne vEQg VEqy

veq tqq veq +do

—max{ max (7). 0}}
VEQ.+qq

eq. 4.17

Supondo que os vinculos so satisfeitos em n com tolerancia €, isto &,

*! Sejam um espago métrico V, S um sub-espago seu, e T:S—V um operador ndo-linear u=Tu. Se existir um
escalar « tal que, para todo u, v € S, !Tu - Tvl < alu - V‘ . se diz que o operador € Lipschilz continuo

(Reddy, 1986). Essa ¢ uma condigdo suficiente, mas ndo necessaria, para que as derivadas de uma fun¢do
existam e sejam limitadas no dominio (Greenberg, 1978).
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max f'(n)~¢

VEqQ.+qp

a eq. 4.17 pode ser interpretada, nio formalmente, como

(M) = rrﬁl?max{erro aprox. linear da f.obj. — o€, max 'f”(n,n') - a}
ne

veqe+qg

()= ml}ll'l max{erro aprox. linear da f.obj. —og, erro aprox. linear da viola¢do de vinculos}
ne

A expressdo acima mostra que a fungdo de otimalidade para CP procura o i que
minimiza 0 maximo entre o erro devido a aproximagio linear da fungdo objetivo,
ponderado pela tolerancia da violagdo de vinculos através de um parametro arbitrario o, e
o erro da aproximagfo linear da propria violagdo dos vinculos. A compreensio do
significado das fun¢es de otimalidade ndo é trivial; a demonstracdo formal destas
condi¢Ses de otimalidade para diversas formas candnicas para problemas de controle

otimo pode ser encontrada no item 4.2 de Polak (1997).

4.3 Construcao de uma familia de problemas de aproximacio para o problema de
controle 6timo

Uma vez estabelecidos os pressupostos tedricos de consisténcia do problema de

aproximagio para o controle 6timo, o proximo passo consiste na constru¢io de familias de

subespacos de dimensao finita de H.>. Em seguida, serdo estabelecidas aproximagdes para

as fungdes de custo e para o conjunto de vinculos.

4.3.1 Defini¢iio dos subespagos de controle de dimenséo finita

Sdo descritos agora os passos necessarios para definigdo formal dos subespagos de
controle de dimensdo finita compativeis com as hipdteses da Teoria das Aproximagdes

Consistentes.
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Primeira parte

Definicdo de um espago de dimensdo finita Hy = R" x Ly € Ha.j, onde Ly sdo
subespagos de dimensdo finita de Lg,z[O,l] , gerado a partir de fungdes continuas por
partes para as quais pode ser aplicado um método tipo Runge-Kutta (RK).
Estabelecimento das condigdes necessarias para gerar Ly, isto é,

Selecdo de um método de integragdo RK que gere erro de integragdo limitado,

condicdo para provar a epiconvergéncia do problema de aproximacio (Schwartz,

1996).

® Os dados usados pelo RK sdo uma condi¢do inicial £ e um conjunto de
amostras de controle, onde cada amostra corresponde a um unico elemento de
(S LN.
Defini¢do de um método RK genérico, com tamanho de passo explicito e fixo, com s
estagios de integragio.

Seja uma equagao diferencial do tipo:
x(t) = h(t,x(D,u(), x(0) =&, te[0,1] eq. 4.18

h: R x R" > K", continua em t e Lipschitz-continua em x.

O método RK calcula uma solugdo aproximada da eq. 4.18 avaliando a seguinte

equagdo de diferencas™:

Xy ¢ a estimativa de x(1). A chamada matha de integragdo ou maltha de discretiza¢do corresponde 3

segiiéncia {tk }Q;o .
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Xic+1 =Xk +A.i]biKk,ia X, =x(0)=E, ke {0,1,.., N-1} eq. 4.19
i=
comA=1/N, t,=1/A,
K1 =h(ty 1, %)
Kyi :H(Tk,i,fk +Ai§ai,ij,j) ,i=2,..,8 eq. 4.20
j=1
© 0 temmo T =kt i A eq. 4.21

Os parametros a;j, c;, b; nas equagdes acima determinam o método RK utilizado, e

podem ser organizado na chamada matriz de Buicher A = [c, A, b']:

Ci 0

Cs s ds5-1 0

Segundo Schwartz (1996) (Hipotese 4.1 e Observagio 4.2) a condigdo de que para todo i

S
e {1,2,.,s},b>0, Zbi =1 € satisfeita por todos os métodos RK convergentes. Por
1

exemplo, para 0 método Runge-Kutta de 4* ordem (RK4), a matriz de Butcher fica:
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12 {172 0 0 0

12 {0 12 0 0

176 1/3 1/3 1/6

E as recursdes:

%, =x(0)=¢

— _ 1 ] 1 1
Xyap = Xy +A(’6‘Kk,1 +§Kk,2 +§Kk,3 +_6_Kk,4J

T =, +CA

T = 4

T, =t +=A

Considerando a equagdo H(t,x):h(x(t),u(t)) discretizada, os termos u(Ty)

deverdo ser definidos ndo apenas nos nds k (t1,=tx) da malha de discretizag¢do, mas também
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quando T =ttA/2. Com isso, os valores u(ty;) podem ser expressos em termos de

amostras de controle u[1y,], isto €, como limites a esquerda u[ty ;]= lim u(t). Tratando-
Tk i

se de u(.) avaliado no préprio ponto da malha de discretizagdo, pode-se usar uty;] =
u(Tk i)

Para cada passo de integragdo k, define-se um vetor ox = (uftx1), uf[tk2), ..,
u[txs]), reescrevendo-se a recurs@io definida nas eq. 4.19, eq. 4.20 e eq. 4.21 em termos

desses novos vetores (Schwartz 1996, egs. 2.4.3a — d).

4. Para manter a correspondéncia um-a-um dos elementos do subespaco de controle Ly
com cada uma das amostras de controle uftx + ¢iA], definem-se os conjuntos
I[={i, b, .,y ={ies|czc, Vjes,j<ij,
[={ies|c=c,ijel},jer
O parametro r corresponde ao namero de valores diferentes das componentes ¢; do
vetor de Butcher (para o RK4, ¢ = {0, 1/2, 1/2, 1}, r={0, 1/2, 1} =3, 1 = {1,2,4}, ], =
{1}, lh= {2, 3}, 13 = {4}). Assim, os r tempos de amostragem distintos no intervalo [t,
ter1], k € {0, 1, ..., N-1} sdo dados por 1, j € r, ij € 1. A cada tempo de amostragem
corresponde uma amostra de controle uftx;] € ‘R™. Agrupando as amostras em vetores

com N blocos, obtém-se:

- = _ m 22

U= (Uy,Up,...,Upy_y)s U €XR eq. 4.22
r

uy =(Ux p5..5Ux 1) eq. 4.23

u,;eR”, jer

Onde cada u, ; corresponde a uma amostra de controle u[ty ;].
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5. Com o intuito de simplificar operagGes algébricas posteriores, a colegdo de termos®

e xxR™ pode ser substituida por uma matriz m x Nr

Nr
(o, = Wo, v Uy, o0 Uy, ]
N-1 r
e 0 produto interno Euclidiano <u,v>ll = %Z}(W,p%,j)
.

6. Definindo uma matriz G (r x s), onde cada termo 1; corresponde a um vetor com

comprimento igual a I; de elementos unitérios:

G= . eq. 4.24

Para o RK4, essa matriz fica:
1 0 0 O

G=(0 11 0

0 0 0 1

os vetores o utilizados nas equagdes de recursdo modificadas do método RK podem ser

escrito como wx = UG =[uy j,...,70y  ]G.

Segunda Parte
Uma vez estabelecida uma maneira conveniente de expressar a dinimica do sistema

num espago discreto construido a partir de uma integragdo numeérica, as varidveis de
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controle num grupo de matrizes, assim como as operagdes de produto interno e norma, é

introduzida uma representacdo possivel de um subespago de controle Ly L’g,z [0,1] de

dimensdo Nxrxm tal que a unifio U%_, L, seja densa em L% ,[0,1]. Schwartz apresenta
q nN=t Ly S€) ,2 p

duas representagdes de tais subespagos, uma baseada em polindmios continuos por partes
(Lx") e outra em fungdes constantes por partes (Ly)). A seguir, serd mostrada apenas a

primeira representagdo, por tratar-se da mais genérica e que inclui fungdes tipo spline.

1. 1* Representagio: Polindmios de ordem r continuos por partes (subespaco Ly')
Hipoétese: paratodo i € s, ci € [0, 1] (Schwartz, 1996, Hipotese 2.4.3)
Tendo em conta cada ponto k € {0, 1, ..., N-1}, € possivel definir subintervalos

Ti' = [tk, tk+1) eq. 4.25

e fungdes pulso

]—11 (1)= , se teT, eq. 4.26
Nk 0 sendo
O subespaco de controle L), de dimensdo finita € entdo definido como
N-1r €q. 4.27
L, = {u e L5 [01]Ju()=> > 1, @, (1), U, eR", Vie [0,1]}
k=0 j=1
sendo a fungdo base
D j (0= by 4o ;O Ty 1 V) °q. 4.28

ke{0,1,.. N-1}

O j-ésimo polindmio de Lagrange,

* X K significa um espago gerado por N copias do espago R. ou R xR.
N
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o (t-T) eq. 4.29
IOE H e

definido para os pontos {txi},j =1, ..,r, ij € I, k € {0, 1, .., N-1}, possui ainda a
propriedade assumir valor 1 se 1 =j ou 0 se | # j. A fungfio dwy; (t) é um polindmio de
ordem r que interpola as amostras de controle no intervalo [tx, tk+1]. Finalmente, as

amostras de controle sdo expressas no subespaco Ly' como

' 1 eq. 4.30

u(tg;) se T €T,
utgl=4,. TR keq0,1,. N1}, iel
’ lim Ty, 5 Tki = lk+

S8

Entretanto, as fungdes de base definidas acima nfo sio ortogonais com relacio a
norma e produto interno . Assim, é conveniente que seja introduzido um novo espago
de coeficientes, definidos de maneira tal que o produto interno e a norma calculados

nesse espaco sejam iguais ao produto interno e norma |, no espaco Ly':

eq. 4.31
B 6t

Neste novo espago L) . é desejavel obter uma expressdo sintética para o produto

interno e a norma, de maneira que apresentem os mesmos resultados do produto interno e

norma entre dois elementos de Ly. Isto é:
(u,v)y =(u.v),
Para determinar o produto interno e a norma nesse novo espago, deve-se ter em
conta que cada parte Zgzxﬁk.jcbk.k.j(t) (eq. 4.27) de u € Ln' pode ser representada por

uma série de poténcias [ay] P(t-ty), sendo [ox] uma matriz de coeficientes m x r e P -

R—>R". Seja:
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P)=[1 VA .. WA

c.A (¢ AY c, A" , o
P(c,A)=|1 —— 2 ! =11 ¢, ¢ ° - ¢
] A A A j 3 J

Assim,

U, ; :[ak]P(CijA),j erijel

T = [T - U] = lad T
em que a chamada matriz de Vandermonde T € definida de forma que:

1 | U |

c ¢
T_I:[P(Ci,A) P(Ci,A) P(Ci,A)]: :Il ;2 )

Se T™' ¢ ndo-singular, [ay] = u, T . Assim, para cada k,

u(t)=u, TP(t—t, ), paratodo t € [tx, tk+1).

Com o RK4, aeq. 4.34 parar=1, 2, 3 fica:

1 | 1
Uy, =[la ]| 1, U, =gl 2], u.,=[o]] 4
1] 4 16
e aeq. 4.35,
I 1 1
u, =[a, 1T =[a,]|1 2 4
1 4 16
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eq. 4.32

eq. 4.33

eq. 4.34

eq. 4.35

eq. 4.36

eq. 4.37
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O -
P

1
Assim, T =|1
1

—
[=))

2. Determinagdo do produto interno € norma em 1_,1N entre dois vetores™ T e V €
o, u=(Vi, '@ e v=(vi,)'®.
Uma vez que ZE:lﬁk, jCDIN’k, () = [ox] P(t-tx), no intervalo [ty, tx+1), @ €q. 4.35 permite
afirmar que:
u(t)=u, T P(t—t,) eq. 4.38

O produto interno entre dois elementos de Z}\r pode entdo ser expresso em termos

de um somatdrio de produtos internos euclidianos de elementos de Ly ao longo dos

intervalos entre os nds da malha de discretizago:

<E,V>E\' = <u, v)z = J(u(tk +1), v(t, + t)) dt

=Y (8T P(1), ¥, T P(1)) dt

k=0
N-1 1 A
=AYt 0, T—| [P(t) () dt [T'¥]
k=0 A 0

Com isso, o produto interno fica:

N-1 .4.39
(B5)e, = (09, = A Z @M ) )

k=0

M; € uma matriz simétrica positiva-definida de dimensdo r x r

* VA’N ¢ um mapa VJ\_,\.-: Ly - ;);‘Rm; u= VA,,\r(ﬁ)
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18 eq. 4.40
M, = T{X jP(t) P(t)Tdt] T' =T Hilb(r) T"
0
1 1/2 1/3 /r |
172 1/3 1/4 - 1/r+1)

Hilb(r)=|1/3 1/4 /5 - 1/r+2) eq. 4.41

| 1/r H(r+1) 1/(r+2) - 1/2r-1)|
Apesar de Hilb(r) e T serem mal condicionadas, M; é bem condicionada e positiva-
definida. Para facilitar o calculo do produto interno definido acima, define-se uma matriz

diagonal My, para Ax=tg+1 -tx = I/N

AoM,
AM,
My = . eq. 4.42
Ay M,y
E finalmente™,
(@9)n =(IM,,9), = (@M, V") eq. 4.43

4.3.2 Defini¢iio dos problemas de aproximacio

Uma vez determinado os subespagos'® L, e L,. bem como as operagdes
algébricas de produto interno e norma neles definidos, deseja-se estender os resultados

para os conjuntos Hy = R"x Ly e H, =R°xL,. Como Hy c H.,, o produto interno

** A norma nesse novo espaco ¢ dada simplesmente calculando-se o produto interno com v =1U.
*¢ A partir deste momento o sub-espago Ly' passa a ser tratado por Ly apenas.
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(+), € anorma ||, sdo os mesmos da eq. 4.12 e da eq. 4.13. No caso do espago de

coeficientes, pares N=(,u) e N'=(§,0") fornecem produto interno
(M), =(EE)+ (ﬁ,ﬁ')ZN . Pode-se ainda, através de um mapa Way: Hv—> H, , Wan
(M) = (€, Van(u)), relacionar esses dois espagos.

Outro passo necessario para chegar numa formulagdo genérica do problema de

aproximagio para os OCPs € a defini¢do dos conjuntos de vinculos de controle. Seja U

B(0, Pmax), U= {u € R™ | lul < Pmax } UM conjunto compacto e convexo de vinculos de
controle e U = {u € L{,‘;’Q_[O,l] | ut) e U, t € [0, 1]} um conjunto de controles
admissiveis. O conjunto de vinculos do problema de aproximagdo por polindmios
continuos por partes, para’’ ky < o, pode ser definido como:

— . A .
U} ={ﬁel_,'N T €U, enfu T S————aku,J:2,...,r,‘v’ke{O,l,....N—l}}

(G-1)k=1)
eq. 4.44
onde T; é j-ésima coluna da matriz T (eq. 4.36), A=1/N.
Define-se entdo o conjunto de vinculos para o problema de aproximagdo no espago
de fun¢Ges (polinomiais continuas por partes):
Hy =R x Vi y(Uy) C Hy eq. 4.45

que no espago de coeficientes fica

_ﬁN :mn XEN C }—{A' eq. 4.46

e 0s problemas de aproximagio nesses espagos formulados, respectivamente, como:

37 A condi¢do kv < o foi introduzida para assegurar a continuidade Lipschitz dos polindmios de base no
intervalo [t t.1), implicando que a precisdo do integrador RK aumenta pelo menos linearmente com a
diminuicéo de A (Schwartz, 1996, Observacio 4.9).
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CPy eq. 4.47

min{Yo ()| Wen (1) < 0}

em que you (W) =max fy (W) , v (M= max fy(n) e fy:Hy >R, } =CETY),
0

VEQC'H]O
veq,n=(u).
CP, min { o (MVn () < 0} eq. 4.48
em que Yoy(M=maxfy(@M , Ten(M= max @M e fV:HyoR,
VEQg VEQq. +4y

fy =C'(X0), v eq = (D)= Wy ().
Supondo que para todo 1 € H tal que y (n) <0, existe uma seqiiéncia {n, J°, tal
quen; € H, y.(n,) <0 e 1ni— nm quando i—> o, Schwartz (1996, item 2.4.3) mostra que,

mediante certas condi¢gdes, os problemas {CPN }NGN convergem epigraficamente para o

problema CP quando N — oo,

4.4 Cilculo de gradientes e consisténcia das func¢des de otimalidade do problema de
aproximacio

Os gradientes das fungdes de custo podem ser calculados através do Teorema 2.5.1

de Schwartz (1996)**. Para fy'(n): Hy = Recadav € q, Vfy": Hy = Hx . 0 gradiente da

fun¢do de custo € calculada como:

V() = (Ve v’ (), Vu £°()) = (defN (), VA (dgfy (MM3) €q. 4.49

em que

*® No software RIOTS Schwartz utilizou, alternativamente, um conjunto de formulas determinadas por
Hager (1976) para o calculo dos gradientes (ver Schwartz, 1996, pg. 195).
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dfy (M) =V LM,X]) + P, eq. 4.50
dfy(); =F, (X1,8,)" Pl k € {0, 1, .,N-1}, jer eq. 4.51

Py é determinado pela equagdo adjunta

P =F.(X0.0) By, Py =C (&%),  ke{0,1,..,N-1} €q. 452

Fye F, sdo as derivadas de F(x,w) com relagéo a x e ao j-ésimo componente de w;
(ver equagdo 2.5.3a de Schwartz, 1996). A demonstragdo deste teorema pode estudada
através do Corolario 5.6.9 de Polak (1997), para o problema equivalente continuo. Sendo
f¥ =C"(&,X") o valor da fungfio de custo na qual foi aplicado o vetor de controle u e a
condigdo inicial £, Polak define uma fun¢do de custo aumentada, escrevendo-a entretanto

com a parte original integrada (") e as equagdes de vinculo dinimico ponderadas com

multiplicadores de Lagrange dentro da integral. Isto é:

' ) eq. 4.53
£* =" (EX"+ [(p(s),h(x"(s),u(s)) - x"(5) )ds

0
O Hamiltoniano do sistema dindmico é definido como:
H(x,u,p) = (p, h(x,u)) eq. 4.54

Expandindo por partes a integral da eq. 4.53 e calculando a derivada direcional em
relagio a m = (§,u) desta nova f'(n), aplicando as transformacdes de coordenadas
mostradas na eq. 4.49, chega-se em formulas anélogas as eq. 4.50 e eq. 4.51. Para o caso

discreto, a demonstragdo pode ser encontrada no Teorema 5.6.19 de Polak (1997). A
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equacdo adjunta eq. 4.52 e sua condig@o inicial representam a equagdo de Euler-Lagrange
para os multiplicadores de Lagrange do célculo variacional (Bryson e Ho, 1975, sec. 2.3)**

A dire¢do de procura do minimo, dada por -Viy'(n) calculado com a eq. 4.49,
fornece a dire¢do de procura adequada no espago funcional H,, evitando problemas de
mau condicionamento numérico. Estes gradientes sfo calculados a partir de fungbes
objetivo aumentadas com os vinculos dindmicos e multiplicadores de Lagrange.

Schwartz (1996, item 2.5.1) apresenta versdes véalidas em Hye em H, da fungdo
de otimalidade apresentada na eq. 4.16. Em seguida, no item 2.5.2, demonstra que a nova
func¢do de otimalidade 6y (1) converge para a fungdo de otimalidade do problema original,
constituindo os pares (CPx,0y) aproximagdes consistentes de (CP, 0), independentemente

do espago funcional ser expresso numa representagdo de fungbes continuas por partes ou

constantes por partes.

4.5 Determinacio de uma base ortonormal de coordenadas para o espaco de

coeficientes

Para encontrar a solugio de CPy é necessario lancar mido de algum método de

otimizagdo para calculo do minimo da fungdo de custo respeitando os vinculos
estabelecidos. Entretanto, os métodos usuais s@o formulados para espagos Euclidianos,
sendo assim necessario definir uma mudanga de coordenadas que transforme o espago de

coeficientes num espago Euclidiano ortonormal.

* Para a otimalidade, deve-se acrescentar a esta equacdo a equacio de controle. Ambas podem ser obtidas
do "Principio do Maximo de Pontryagin”, que cstabelece que o controle que minimiza a fun¢io de custo
torna méxima a Hamiltoniana. 1sso implica que o gradiente da Hamiltonaina em fungiio do controle deve ser
nulo ¢ a Hessiana definida negativa.
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O gradiente V, fy'(n) pode ser calculado segundo a eq. 4.49. V, FX, M =VanV,

f~’(n)), com a propriedade de que

(VutN(n),Bun ), =(Vul¥ (ﬁ),Sﬁ)EN = (df% (), 58) eq. 4.55

2

ou € Hy e du=Va n(du)

Considerando a introdu¢gdo de um novo espago de coeficientes

L ~ = xxR™ munido de norma e produto interno 1, e uma transformagido Q: Ly —» ZN
Nr

ﬁ=Q(ﬁ)=ﬁM%2 eq. 4.56

Sendo 1=(&,u) e paratodo v € q, EQ;’ :R" x ZN—> R,

£y (/) = £ (5, GM %)) eq. 4.57

Assim, sendo T = (£,Q' (1)),

Vafn (M) = Q™ (Vi y (M) = d ¥ (MM eq. 4.58

valendo a propriedade, com du = Q(du),

(VJﬁ(ﬁ),&ﬁ)lz = (Valy (), 51) = (Vi3 m),ou) eq. 4.59

N 2

Ou seja, a transformagdo Q cria uma base ortonormal para o espago de
coeficientes, ja que o resultado do produto interno em L, passa a ser igual ao do produto
interno l,. Schwartz (1996, item 2.6) mostra para um problema de minimizagdo linear

quadratica que, a partir da introdu¢fio dessa transformagdo de coordenadas o niimero de

iteracdes necessarias para atingir 0 minimo cai da ordem de 5 vezes em relagio ao

problema original (idem, Tabela 6.1 e 6.2); através da Proposi¢do 6.2, o autor introduz
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uma regra estabelecendo que, se o método de integragdo RK ¢ de 4 ordem (O(A)", o erro

na representagio do controle [Vaw@)-Van (uN‘)| sera da ordem de (A)’. Deste modo,

duplicando o niimero de pontos da malha de discretizagéo, pode-se obter uma reducdo de 8

vezes no erro de representacio do controle. Deve-se ter em conta, ainda, que os vinculos

de controle sio também afetados pela transformagio Q, de maneira que T=T(M}?).

Com isso, os novos vinculos de controle serio combinagSes lineares de U, jer

(Schwartz, 1996, Observagio 2.6.1)

4.6 Definicio dos problemas de aproximagio baseados em splines

Uma possivel classe de fungdes continuas por partes para a construgdo de um

espaco de coeficientes de controle de dimensdo finita € a de B-splines. Para construir tal

espago, considere-se que, parar € N, r> 1,

) _ m Nl eq. 4.60
Ly =ueLly,[01]u(t) = 2oayd (1), te[0,1]
k=1

em que

ay € R™

ok :[0,1] > R, ¢, (1)=B, (V)

r é a ordem (grau+1) dos polindmios que compde os pedagos da spline

ty é a seqiiéncia de nés sobre os quais as splines sdo definidas, podendo ser uma
seqiiéncia:

N+1-1 eq. 4.61
Uniforme: ty = {—}
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Geral: ty = ft o eq. 4.62

Dada uma seqiiéncia de nos, as B-splines constituem uma base para um espago de

dimensio N+r-1 de splines de ordem r, r-2 vezes continuamente diferenciaveis, com
pontos de quebra definidos numa seqiiéncia {t, }1/:,=0 .
As amostras de controle u[t, .}, k= {0, 1,... N-1}, j € r (ordem do RK, neste caso)

podem ser relacionados com os coeficientes spline como

N+r-1 eq. 4.63
U[Tk,j] = Zakd)k (Ty)
k=1

Com isso, as splines podem entdo ser escritas em termos da recursdo

t—t t —t
By ri14 = ———By +—— r=1
: N - ,r,lN k,r,tN
Ot~ tkepm Oty —tx, “
1 se t  <t<ty eq. 4.64
Ltwe ~ 0 sendo

tendo em conta que as splines utilizadas sdo normalizadas

" eq. 4.65
ZBk,r,lN(l) =1 para todo te[0,l]

k=1

O préximo passo € a defini¢do dos conjuntos de vinculos de controle para o novo

problema de aproximagio, isto €
U9 =fuel o, el k=1,.N +1-1} eq. 4.66
onde o conjunto U é definido de modo que as variaveis de controle sdo limitadas

U=v=[,. . ,vP"]I eR™|-w<a <v' <b, <oo,i:1,...ml eq. 4.67
i i f
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Com essa nova base de fungBes para a representagdo do controle, chega-se ao

seguinte problema de aproximag:ﬁo“o:

“ . eq. 4.68
N ﬁgljg{%ﬂ(u)lww(u)so} q

em que as variaveis de decisdo sdo os coeficientes spline o, k=1, ..., N+r—1, em
nimero significativamente inferior a formulagdo no espaco Ly' genérico, onde era

necessario definir as Nr amostras de controle uft, ;], k=0, ..., N-1;j=1, ...,r. Uma vez

definido o problema de aproximagdo, pode-se demonstrar sua epiconvergéncia para CP

(Schwartz, 1996, Teorema 2.7.5).

E necessario ainda calcular gradientes das fungdes de custo e vinculo, bem como
demonstrar que os as novas fungdes de otimalidade satisfazem a Definicdo 3.

Seja um espago de coeficientes spline

Z(I\? :( X ER, <"'>Zf\'.) HZ‘J’J €q. 4.69

W tr-1

N+r-1

Para expressar as varidveis de controle u = Y. a,¢,(t) €Ly neste novo

k=1

espago de coeficientes, designados por @, =fa Ve LY, ax € R™. define-se um

mapa Sy, = L) — LY entre os elementosu e @, .

E possivel agora definir o produto interno e a norma. Dados a e B € LY, u=

Sv.(@) ev=S8..(B),

1
N+r-1

(a’B>L}f) :<u’ V)l, = J<Z:l:_lak¢k (t),zl;, B|d’1(t)>dt =

0

N+r-I N+r-1 1 | 4
2 4 <ak,B|>L¢k(t)¢,(t)dt:(aMa,B)b eq. 4.70

k=1 1

* Neste item, o par n=(£,u) sera substituido pela varidvel de controle u apenas.
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Os termos k, 1 da matriz M, de dimensdo (N+r-1 x N+r-1) sdo

) eq. 4.71
M, = |0, (0:(1) dt

Por outro lado, como LY — L, é possivel propor um mapa composto capaz de

determinar as amostras de controle a partir dos coeficientes spline a =S, (u)

U=V, oSy, (a)=ady eq. 4.72

sendo @} , ¢ uma matriz de dimensdo Nr x N+r-1 cujo termo (Ir+j,k) , 1=0,...,N-1,

=11 k=1, N4r-1, € ¢, (‘c,_ij) , ij € 1. Com esses elementos, pode-se propor uma outra

maneira de se calcular Mg:

<ll, V>I; - <SN.r(u)N[a’SNJ(V)>Iz - <VA'N(U)MN’VA'N(V)>|2 -

(VA.N oSy, oSy (WM, V, e Sye°Su, (V)>,1 = <SN.r (U)CDZ,NMN’SN,r(V)(DTA.N>|2
eq. 4.73
Pos-multiplicando o produto obtido acima por ®av . de maneira que o segundo termo

fique igual a B, e comparando-o com a eq. 4.70.

M, =@, M, D, eq. 4.74

4.7 Calculo dos gradientes das funcdes de custo e de vinculos no espaco de funcdes
spline

Seja a derivada de f, (u) em relagdo a

_ d - d —
d fy(u)= E_fN(SNJ(U)) dif_,v (S, (u))
@ Ay ep-1 €q. 475

O diferencial de fy: L7 — R pode ser representado através de um operador linear
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(V. £y (w),8u) = (S, (V Ex (WM, 6(1)‘2 = (d,Fy(w),8a) eq. 4.76

Iz

Aplicando a regra da cadeia*' ad_f, (u), comaeq. 4.72,

— — du - eq. 4.77
d fy (@) =d;f, () —=d,f, (@, , a
da
Da eq. 4.76, calcula-se o gradiente de fy em relagdo au
v,f, (u) =Si, ([d.Fy W@, M) eq. 4.78

No Teorema 2.7.6, Schwartz (1996) mostra que para N={2"}>  , com fungdo de
otimalidade Oy definida na sua equacdo 2.5.8a, os pares (CPy, 6y), N € N, constituem
aproximagdes consistentes do problema original (CP, ). O autor apresenta ainda no item

2.6 exemplos de fungdes base de splines e de calculos da matriz M.

4.8 Transformacio de coordenadas com representagoes por splines

Com o objetivo de encontrar uma base ortogonal para o subespago de controles

representado por splines, é introduzida uma transformagao de coordenadas

a=aM;’ eq. 4.79
f (0)=f,(a . 4.80
f,(@)=f,(@am;"?) eq
O gradiente é calculado como (lembrando que u =S,/ (@M %))

eq. 4.81

) (F (&)) da o [(~na1/2Wg-172
V.f =MV~ =d_f,laM
a N(u) d(l d& o N(a a )IVIa

Resta ainda a necessidade de uma férmula adequada para o calculo de M. Uma
possibilidade consiste na utilizagdo da decomposi¢do de Schur, transformando uma matriz

simétrica em um produto de matrizes unitdrias U e uma matriz diagonal D: M,=UDU" e

*! Para uma transcri¢io mais explicita desta formula, ver Schwartz (1996, pg. 195).
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M, = UD*? U". Esse passo pode ser evitado se a matriz M, calculada for diagonal.
Utilizando a eq. 4.74, Schwartz (1996) propde um método que utiliza a matriz My
determinada a partir da representagdo Ly? dos subespagos funcionais de dimensio finita,
isto é, de fungdes constantes por partes, nio mostradas nesse texto. Segundo testes
preliminares (idem, Tabela 2.7.1), essa metodologia mostrou-se a mais econdmica do
ponto de vista computacional quando utilizava-se um método de integragdo RK de 2°

ordem em problemas com vinculos de controle.

4.9 Formulagio do problema discreto de controle 6timo e equivaléncia com o
problema de programacio matematica

Uma vez estabelecida a estratégia especifica introduzida por Schwartz para a
discretizagdo do sistema dindmico e da representacdo do subespago de controle, €
necessario relaciona-la com o problema genérico da equivaléncia entre o problema de
controle 6timo e o de programa¢do matematica. Esta equivaléncia é um dos principais
pontos de partida da teoria de controle otimo segundo a formulagdo de Canon, Polak e
seus colaboradores. Desta maneira, qualquer problema de controle 6timo pode, a principio.
ser reduzido a um problema de otimizacdo discreta, solucionavel por diversos tipos de
algoritmos. A seguir, serd mostrada a passagem do problema de controle 6timo continuo
para o problema discreto e, a seguir, do problema discreto para o problema de
programagdo matematica. Por razdes didaticas, o texto a seguir utiliza a abordagem
introduzida por Canon et al. (1970) e Polak (1971), para o controle discretizado por
fungbes constantes por partes e para a dindmica integrada pelo método de Euler. Em
seguida, a formulagdo sera transcrita de acordo com a discretizagdo por fung¢des spline e
integrador RK.

Seja um problema de controle 6timo continuo minimizar a fungdo de custo
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b eq. 4.82
£ (u) =g (x(b)) + [I3(t,x,u) dt

sujeita a:

vinculos dindmicos do tipo X =h(t,x,u), x(a)=§&, te [a,b]

vinculos de controle s(u(t)) <0

vinculos de desigualdade nas trajetorias 13(t,x(t)) <0, veqy, te [a,b]

vinculos de igualdade nas trajetorias 1), (t,x(t))=0, vegq,, te€ [a,b]

Além disso, x(t) € R", u(t) € R™ e as funcdes h: RxR°%xR™ > R°, L,: RxR"xR" >
R sio continuamente diferenciaveis em x e u; go:R" > R e I: AxR" — R continuamente
diferenciaveis em x; s: R™—>R™ continuamente diferenciavel em u. h, l,, suas derivadas
em relagdo a x e a u, | e suas derivadas em relagdo a x sdo continuas por partes em t.

A partir do problema definido acima, o problema de controle 6timo discreto pode ser
formulado restringindo as fungdes de controle u(’) a fungdes constantes por partes com N-1
nos equidistantes. Seja o tamanho de passo T=(b-a)/N ¢ a=0,

u(t) =u; para t e [iT, (i+1)T), i=0,1, couy N-1 eq. 4.83
O vinculo de controle fica assim

si(u;) = s(u;) < Oparai=0,1, ..., N-1 eq. 4.84
E os vinculos de trajetoria

I, (x,,a+Ti)=0, veq,, te[a,b] eq. 4.85

llvii(xi,a+Ti) <0, vegq,, te[a,b]

O problema discreto pode ser formulado como o de minimizar o somatdrio
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< eq. 4.86
Zloi (xi’ ui) + go(xN)
i=0
sujeito a equagdes a diferengas, que representam o sistema dindmico discreto
Xie1 - X = hi (x5, 0i), i=0, 1, ..., N-1 eq. 4.87

e aos vinculos eq. 4.84 e eq. 4.85, de maneira que possa ser encontrada uma seqiiéncia de

controles U = {uo, uy, ...,un.1} € uma trajetoria correspondente X={Xo, X, ..., XN}

Para calcular 1, daeq. 4.86 e h; da eq. 4.87, considere-se xi(t) parai=0, 1, ..., N-1

a solugdo do sistema dinamico h correspondente a u(t) = u;, para o intervalo de tempo t €

[iT, (i+1)T) satisfazendo x(iT) = x;. Além disso, parai=0, 1, ..., N-1, Xis1 = X; (G+DT).

Assim,
Xy —X; = LM)T h(x,(t), u,, t) dt eq. 4.88
O que permite definir
h(xiu)= [ B, (0, 1) db eq. 4.89
eq. 4.90

L xou) = [ 1,0 (0, u, D de
o \Xip W)= | oAXiAL) Uy,
Uma vez apresentado o problema discreto de controle otimo, Polak (1971) introduz
duas transcri¢des deste problema em termos de um problema de otimizag3o do tipo:
Dadas fungdes continuamente diferenciaveis l,: R">R, f: R" >R e R*>R' (1 ¢
o nimero de vinculos de estados de igualdade), o problema de otimizagdo consiste em

encontrar um vetor 2 dentro do conjunto Q ={z|f(z)<0,r(z)=0} tal que para todo z €

Q, 1 (z) <1_(z). Este problema pode ser escrito como:

min{ly(z) | {z) <0, r(z) = 0} eq. 4.91
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Na primeira transcri¢do apresentada por Polak (1971, item 1.1.13), o vetor z é
escrito em termos das variaveis de estado e dos controles discretizados, o que implica num
grande nimero de variaveis de decisdo para o problema de otimizagio. Na segunda (idem,
1.1.17), mais adequada para a solugio numérica do problema, o vetor z ¢ definido como:

Z = (Xoy Uos Uty +ery UN-1)

e a solugdo do problema da eq. 4.86, no tempo i, x; = (%o, U), U= {u,, Uy, ...,Un.1}. Assim,

as fungdes de custo e de vinculos do problema de otimizagao definido na eq. 4.91 sfo:

gl .4.92

1,(2) = Yl (%, (0,0 1) + 8o (4 (%0, ) .
I,

r(z)= : eq. 4.93

L, (X (X, U))

' lu 3\

lul(xl(xo,U))
: eq. 4.94
f(z) =1, (xy(x,,U))
s (u,)
Sya(Uyy)

Para expressar o problema de controle 6timo, e de otimizagdo deste derivado,
segundo o método de discretizag@o introduzido por Schwartz (1996), deve-se considerar,
inicialmente, que a malha de discretizagdo passa a ser definida pelos nos das fungdes
spline em cujo espago funcional sdo expressos os controles (eq. 4.61 e eq. 4.62). Forma-se

assim uma seqiiéncia de indices i =0, 1, ..., N+r-1. Nestes ngs, as variaveis de controle da
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eq. 4.84 sdo expressas em termos dos coeficientes spline o; = (a3} e IV ,0ie R"e
os controles u[t;;], i = {0, 1,... N-1}, j € r (eq. 4.63). Ao mesmo tempo, a dindmica

integrada genericamente segundo a eq. 4.88, deve ser expressa em termos da recursio

Runge - Kutta da eq. 4.19.

4.10 Solugio do problema de programagio matemitica com vinculos de

desigualdade (simple bounds)

Feitas as consideragdes do item anterior, o problema de controle otimo pode ser
tratado como um problema de programagio matematica do tipo

P min f(x) sujeito a x>0,i=1,...,n eq. 4.95

xeR”

2

9 sy

£ R" > R é uma fungio continuamente diferenciavel e x um vetor x = (x', x
xM.

A partir do problema P, isto €, uma minimizacdo com vinculos de desigualdade, €
possivel exprimir o problema de programagao matematica da eq. 4.91 a eq. 4.94, e
portanto do OCP discreto, aumentando a fungdo de custo (eq. 4.92) com os vinculos de
igualdade (terminais ou de trajetoria) da eq. 4.93 e multiplicadores de Lagrange. Os
vinculos de desigualdade de controle do problema (eq. 4.95), que sio equivalentes aos
vinculos da eq. 4.84 ¢ da eq. 4.85, podem ser transformados em vinculos gerais do tipo
Umin < U <Umax (para o algoritmo PD, que sera explicado a seguir, através da equacéo 3.2.44
de Schwartz, 1996).

Schwartz analisou detidamente o problema P apresentado e testou um algoritmo
capaz de trata-lo (algoritmo PD), de maneira eficiente, com fungdo objetivo ndo linear e
vinculos de desigualdade lineares (Schwartz, 1996, cap. 3: Schwartz e Polak, 1997). O

tratamento de vinculos terminais, que do ponto de vista numérico introduz dificuldades



109

significativas, foi incorporado, posteriormente, na rotina aug lagrng.m do RIOTS;
entretanto, esta rotina nio foi exaustivamente testada e otimizada pelos autores. Para o
caso de vinculos gerais, o RIOTS incorpora um algoritmo de otimizacdo tipo SQP
(Sequential Quadratic Progamming), chamado NPSOL (Gill et al., 1998), que sera
descrito no proximo item.

O algoritmo PD apresentado por Schwartz consiste num método tipo gradiente-
conjugado com busca linear inexata tipo Armijo, identificando os vinculos ativos e
procedendo a minimizagdo apenas na regifo factivel. Foram utilizados ainda trés métodos
para determinar a diregdo de procura; método do gradiente, gradiente conjugado projetado
de Polak-Ribiére ¢ L-BFGS, um algoritmo quasi-Newton com memoria limitada. O
algoritmo PD ¢ especialmente adequado para problemas de grande escala, uma vez que
reduz a dimensdo do problema a regido factivel. Além disso, com o L-BFGS, a matriz
Hessiana ¢ atualizada apenas na sua por¢do sem vinculo, com significativa economia
computacional.

Dado um conjunto factivel f

f={x e R"|x'20,i=1, ..., n} eq. 4.96

Sendo g(x) = VRx) (calculado com com as formulas apresentadas no item 4.7),
para x € f, os vinculos ativos podem ser identificados através do conjunto de indices A(x):

A(x)={iel,..,n[0<x <g(x), 2 (x)>0} | eq. 4.97

e seu complemento 1(x)

I(x):{iel,...nlxi > g(x) ou g‘(x)SO} eq. 4.98
Define-se ainda um fator de atualizacdo w(x)

w(x) = | x - [x - Dg(x)]+ | eq. 4.99

em que [ . ]+ é um operador de proje¢do em que dado qualquer z € R"
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max{0,z'}

[z}: = {0 o eq. 4.100
max{0,z

e D uma matriz diagonal positiva-definida.
Dado um numero € > 0, &(x) utilizado na defini¢do do conjunto A(x) é

&(x) = min {g, w(x)} eq. 4.101
No conjunto A(x), see=0,x'=0e g'(x) > 0. Isso significa que x é um ponto estaciondrio
para o problema P e estd no seu valor minimo, isto é, préximo de 0; como o gradiente é
positivo, qualquer perturbagdio em x fard com que a fungdo de custo aumente de valor e
assim x' niio deve ser alterado. Outra situagdo € quando € > 0, incluindo tantos indices de
varidveis quanto a dimensdo de {A(x)} que estdo proximas da fronteira, podendo estas
varidveis encontrar a fronteira quando forem atualizadas. Schwartz (1996) no item 3.2
apresenta, assim, o algoritmo PD que identifica o conjunto de vinculos ativos num niimero
finito de iteragdes. Uma vez identificadas, as varidveis ativas permanecem inalteradas,
enquanto para as outras € calculado um tamanho de passo e uma dire¢do de procura a cada
iteragdo.

Algoritmo PD

Dados: a, B € (0,1),M € N, 6, € (0,1), 03 € (0,0), xp € f

Passo 0: k=0

Passo 1: g = VR{xy)

Ax = A(xx), Ik = I(xk)

se |gk|n=00u lgk||x<8exki=0paratodoie A, PARE
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Passo 2: selecionar mki, i € Ay e direcdo de busca di que satisfazem as condicdes
rasso o Y q ¢

Adi=-m'g'’, o1<mi<o, VieA
2
b) {di- &)y, S

c) Idk|1x<0'2 [gklh
Passo 3: Calcular o tamanho de passo Ax = B™ em que m é o menor nimero inteiro

maior que —M. A deve satisfazer a regra tipo Armijo:
f(xko‘ksdk))_f(xk) <a(A, <gk ’A'k>[k _<gk9xk —X, (A, d, ))An)

Calcular Xk+1 & Xk(;\,k, d.k) = [Xk + xkdk]+

Passo 4: Substituir k por k+1 e voltar ao Passo 1

O algoritmo ¢ capaz, apdés um namero N de iteragdes, de identificar as variaveis
que pertencem ao conjunto B(Xx) = {i| %' =0}, em que %é um ponto de acumulagio da
seqiiéncia gerada pelo algoritmo PD, continuando o processo de otimizagdo (k > N+1)
com as componentes x, ¢ B(x), x} > 0. Se m,' =1 paratodo i € Ay a direcao de procura
no subespago de vinculos ativos é do maximo gradiente.

Pode ser conveniente, entretanto, que uma vez identificada a porgiio sem vinculo
d,,i€l, da direcio de procura, seja empregado outro algoritmo de minimiza¢do mais
preciso, com outras condigdes (em relagdo ao Passo 3 do Algoritmo PD) de célculo do

tamanho de passo. Pode-se assim introduzir uma regra modificada para calculo do

tamanho de passo:

* Essas condigdes (a), (b) € (c) garantem que o, g | < |d| < 0,18 | e que dy ndo fca ortogonal a g,
(Schwartz 1996, Observagio 3.2.3).
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Sejam o3 € (0,1], 64 € (0,) e k a iteragdo atual do Algoritmo PD. Sendo Ax o
tamanho de passo que satisfaz o Passo 3 e A’ € [0, 04] outro tamanho de passo. Se Ay’ >

o3 A entdio X =x,(A,',d, ). Sendo,

- | x (A ,d,)  seiel, eq. 4.102
X' =19
x (oA, ,d,) sei€ A,

Se f(X) < f(x,(A,,d,)) entdo xes = X

Sendo, Xk+1 = Xk (A, dy)

A formula¢do de P apresentada na eq. 4.95 pode ser estendida para o caso em que

os vinculos se ddo na forma b} <x' <b!, sendo by' e b, limites inferior e superior de x' .
Nesse caso, dados o conjunto factivel f = {x € R" | b' < x' < b,,i=1,.,n}e A=

A(xi), A(x,)={ilb <x, <bj+&(x,)egl >0,0ub) —g(x,)<x, <b gl <0} e recai-

se no esquema anterior. Define-se entdo o operador [.}y em lugar de [.]+ (eq. 4.100). Dado

ze R'ei=1,...,n

b; se z' <b] eq. 4.103
[I,=42" seb, <z <b!
b! sez' >b),

Através de um exemplo de OCP com vinculos nas varidveis de controle, IP
quadrético e vinculos dindmicos ndo-lineares, Schwartz (1996, item 3.3) propde e testa os
trés métodos para o calculo de dire¢des de procura dx no subespago sem vinculo. O
primeiro € a utilizagdo direta do vetor gradiente (dx = -g«), 0 segundo € um algoritmo tipo
gradiente conjugado e o terceiro o L-BFGS. Este ultimo método foi o que apresentou

menor custo computacional, seguido pelo gradiente conjugado.
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4.11 Solugiio do problema de programacio matematica com vinculos gerais (método

SQP)

Além dos métodos tipo gradiente, como o que foi descrito no item anterior, o
problema de programagio matematica da eq. 4.95 pode ser tratado com outros métodos e
ferramentas da programagdo nfo-linear, como a utilizacio de fungdes de barreira e
penalidade, fun¢des de mérito e métodos tipo Lagrangeano projetado (Gill et al., 1981).
Estas ferramentas, se utilizadas com arte, podem ser extremamente Uteis no tratamento de
problemas numericamente dificeis. Entre os métodos tipo Lagrangeano projetado, estdo os
SQP (Sequential Quadratic Programming), que realizam aproximagdes sucessivas da
fungdo objetivo por uma aproximagdo quadratica e substituem os vinculos ndo-lineares por
fungdes lineares. Estes sub-problemas de programagio quadratica (QP) gerados sdo entdo
resolvidos, encontrando-se uma dire¢@o de procura satisfatoria num subespago de diregdes
factiveis. Schwartz e Polak (1996) vincularam ao software RIOTS, inicialmente, duas
rotinas de otimizagdo deste tipo, a FSQP (Feasible SQP, Zhou et al., 1997) e a NPSOL
(Gill et al., 1998). Entretanto, na versdo mais recente do RIOTS (Schwartz et al., 1997)
utiliza apenas o NPSOL, por ser mais rapido e robusto do que o FSQP, com as limitagdes
de ndo ser de dominio publico e de permitir apenas uma fun¢3o objetivo (ndo é capaz de
resolver problemas tipo minimax).

O NSPOL resolve problemas de programagdo ndo-linear com n varidveis que visam:
NP min f(x) eq. 4.104

xeR®

Sujeito a m vinculos do tipo:

[<r(x)<u | | eq. 4.105
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X eq. 4.106
r(x)=| Ax
c(x)

em que: x sdo vinculos simples (simple bounds), Ax sio vinculos lineares e o(x) ndo-
lineares. 1 e u so limites inferior e superior, respectivamente. As fungdes fx) e ¢(x) sdo
suaves e, pelo menos, duas vezes diferenciéveis. Pode-se ainda definir vinculos de
igualdade fazendo o limite superior igual ao inferior. Entretanto, 0 NPSOL considera
como 'ativos' os vinculos que estio dentro de uma faixa de tolerdncia determimdvel pelo
usudrio; se estiver dentro da solugdo vidvel, o vinculo é considerado 'inativo’ e, se passar a
faixa de tolerincia, 'violado'. Segundo Gill et al. (1998), a quantidade de memoria
utilizada pode ser estimada por 24n(n+m), em que n é o numero de varidveis e m o
numero de vinculos.

Definindo as componentes do vetor gradiente da fun¢do de custo g(x) e a matriz

jacobiana dos vinculos J(x) como:

of
g;(x)= 6)(<X)

r. eq. 4.107
Jij(x) :K

Pode-se afirmar que um ponto factivel x satisfaz as condi¢des de otimalidade de 1°
ordem para o problema NP se
1. Existe um vetor de multiplicadores de Lagrange A tal que o gradiente do

Lagrangeano ¢ nulo:

Vxngax‘(f(X)-XTr(x)):O eq. 4.108

isto &, g(x) = J(x)"A
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2. O multiplicador de Lagrange A; satisfaz: ;= 0 se ;< rj(x) <y;
A;> 0 se li=r1i(x)
Aj < 0se 1j(x)=uy;
A; pode ter qualquer valor se |j=u;
O método utilizado pelo NPSOL para que as solugGes convi‘rjam, respeitando as
condi¢Ges de otimalidade, divide o processo iterativo entre itera¢des maiores e iteragoes
menores. As maiores procuram determinar um tamanho de passo o e gerar uma seqiiéncia

de pontos

X =X;+ap eq. 4.109
em que p é a diregdo de procura, correspondente & solugdo do sub-problema de
programagdo quadratica (QP), no qual as fungdes de custo e vinculos sdo substituidas por

suas respectivas séries de Taylor de 1° ordem ao redor do ponto considerado:

- 11 1 eq. 4.110
QP min | f(x)+g(x) p+_p Hp
PeR® 2
Sujeito a vinculos do tipo:
1<r(x) + J(x)p <u; eq. 4.111

As iteragGes menores, por sua vez, procuram solucionar o QP, utilizando uma
rotina especifica para esse problema, conhecida como LSSOL, que procura minimizar,
inicialmente, a soma das violagdes dos vinculos. Esta é a chamada fase de factibilidade,
que determina um ponto factivel. Posteriormente, na fase de otimalidade, constroi-se a
direcdo de procura de maneira que o valor dos vinculos ndo se alterem ao longo desta
diregdo, de acordo com as egs. 6.3 e 6.4 de Gill et al. (1998). Caso ocorra a ativagdo de
vinculos simples dentro do subespago vidvel, a componente correspondente da diregdo de

procura é fixa em zero (idem, item 6.5).
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Uma vez que p tenha sido calculada, as iteragSes maiores procuram determinar o
tamanho de passo a que produza suficiente decréscimo numa fungdo de mérito
Lagrangiana, que mede a qualidade de cada iterag@io. Esta fun¢do consiste na propria
funcdo de custo f{x) aumentada com termos correspondentes aos vinculos n#o-lineares,
multiplicados por estimativas dos multiplicadores de Lagrange e por uma fungdo
quadratica de penalidade (Gill et al., 1998, eq. 6.5). Em seguida, a estimativa positiva-
definida da matriz Hessiana da fungdo Lagrangiana € atualizada através de um método

quasi-Newton BFGS.

4.12 Utilizacao de integradores com passo variavel e miltiplo

Além dos integradores tipo RK de passo fixo, ¢ possivel também empregar, na
discretizagdio do OCP e na integragdo das equagdes diferenciais, outros métodos de
integragfio numérica, com passo variavel e multiplo*. Em problemas de controle 6timo, os
métodos de passo fixo sdo na maior parte dos casos, ao contrario de problemas de valor
inicial, a op¢do mais indicada. Do ponto de vista do erro de global da solugdo em
problemas de controle 6timo parametrizados, o tipo de representacdo do subespaco de
controle deve também ser levada em conta, e nfio apenas a precisdo do integrador. Além
disso, o calculo do tamanho de passo da diregéo de procura do algoritmo de otimizagio, de
uma iteragdo para a outra, fica alterado pela mudanga do tamanho de passo do integrador.
Schwartz (1996, item 4.6.1) realizou alguns testes comparativos entre solu¢des de OCPs
com passo fixo e variével,’ percebendo o desempenho inferior do método de passo variavel

(Schwartz, 1996, Tabela 4.6.1).

** Algoritmo que utiliza aproximagées por fungdes polinomiais da equagio diferencial, passando por varios

. pontos da malha de discretizagfio. Para uma discusséo sobre a implementaciio e eficiéncia desse método, ver

Press et al. (1992, item 16.7). Os métodos RK, diferentemente, utilizam apenas os passos k e k+1 a cada
itera¢do, ainda que a e equagdo diferencial seja avaliada em pontos intermediarios entre esses dois passos.
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Entretanto, em problemas duros ou altamente ndo lineares, a utilizagdo de
integradores de passo varidvel e multiplo pode ser a Ginica opgdo, pela inviabilidade de se
utilizar passos fixos muito pequenos, que acarretam alto custo computacional, grande
quantidade de varidveis para o problema de otimizagdo e grandes erros globais de
integragdo**. O RIOTS incorpora a rotina LSODA, parte do pacote de dominio publico
ODEPACK desenvolvido por Alan Hindsmarsh no Lawrence Livermore National
Laboratory (Byrne e Hindsmash, 1987). O LSODA incorpora dois algoritmos de
integra¢do, um para equagdes diferenciais duras e outro para ndo-duras. Para equagdes
suaves, utiliza o método de passo miltiplo variavel explicito Adams-Bashforth na primeira
estimativa de xx+;, € o método implicito Adams-Moulton para as estimativas
subsegiientes*, utilizando passos menores para assegurar a convergéncia (Parker e Chua,
1987). Um algoritmo desenvolvido por Petzold (1993) detecta se a integragdo apresenta ou
ndo caracteristicas de sistemas duros, alternando durante a simulagdo do método de Adams
para o método Gear, que utiliza apenas formulas de diferenciagio implicitas e resolve um
problema linear resultante com fatoragdo LU. Com isso, a regido de estabilidade do
integrador se amplia em fun¢do do tamanho de passo, que pode ser ajustado a cada
iteragdo para obedecer um critério de erro minimo de integragdo (ver comentdrios no
cddigo LSODA).

Entretanto, o calculo dos gradientes das fungdes de custo e vinculos ndo pode ser

feito com as formulas apresentadas no item 4.4 se for utilizado o LSODA. Néo ¢ possivel

* Erros que se acumulam no final da integragiio, resultado da soma de erros locais das aproximagdes
numéricas (erro de truncamento) e da representacio computacional dos numeros reais (erro de
aproximacdo). Ver Parker e Chua (1989, item 4.2).

* O método Adams-Bashford ¢ um integrador explicito (as diferencas finitas para aproximacio da derivada
sdo do tipo (X« - %) / h) de implementagdo simples, ao passo que o Adams-Moulton € implicto, com
derivadas aproximadas por (X, - Xx.1)/h € Xy = R, X4+1) (Parker e Chua, 1989, item 4.1). Combinando os
dois algoritmos, pode-se obter a solu¢do da iteragiio implicita, dando origem a um método tipo prediior-
corretor. Outro método possivel para resolver a iteragdo implicita € utilizar o algoritmo de Newton-Raphson.
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calcular os gradientes exatos no espago discretizado, sendo necessario estimar esses
valores a partir das equagdes diferenciais continuas do problema, segundo as férmulas

apresentadas em Schwartz et al. (1997, item 5.5).

4.13 Seleciio da ordem de integragio e da aproximacio por splines

O problema de aproximagdo que foi formulado nos itens acima possui como
principais pardmetros de solugdo o nivel de discretizagdo N, a ordem de integragdo do
método RK e a ordem da representa¢do spline do controle. Cada um desses parametros

produz duas fontes distintas de erros. O erro de integragdo ¢ gerado pela discretizagdo das

equagdes diferenciais do sistema dindmico. O erro de representacéo, por sua vez, acontece

devido & parametrizagdo do espago de controle de dimensdo infinita por um espaco de
coeficientes spline, de dimensdo finita. Deseja-se, com isso, que a escolha dos parametros
de solugdo leve a um equilibrio entre as contribui¢des de cada uma dessas fontes de erro,
de maneira que no ocorra desperdicio de esforgo computacional, representando com alta
precisio controles de um sistema dindmico pobremente discretizado ou vice versa. Deve-
se ainda ter em conta que, no balango entre o nivel de discretizagdo N e a ordem de
integragdo s, 0 aumento da ordem permite até certo ponto o aumento do tamanho de passo
sem prejuizo a estabilidade da integragdo. Além disso, a utilizagdo de uma ordem de
representagdo polinomial muito elevada pode levar & sobre-parametrizacio da
representagdo, com diminui¢do da preciséo.

Tratando inicialmente o problema de aproximag¢do sem vinculos no controle,
Schwartz (1996) conseguiu relacionar, através do Teorema 2.2 (neste texto, Teorema 5) e
de testes numéricos, a ordem dos erros de representacdo (Tabela 4.1) e de integragdo em

fun¢do da ordem de integragdo RK e da ordem da representagio spline.
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Meétodo RK “ﬁaj?( ﬁ;v N _y (Tk,j)l m?xli; _ X‘(tk)l
12 ordem O(AN) O(Ax)
22 ordem O(AW) O(AY)
3% ordem O(AY) O(AN)
4% ordem O(Ax)) O(AVY)

Tabela 4.1; Erros de representagio e de integragdo em fungdo da ordem de integragdo e do

nivel de discretizagfio (Schwartz, 1996). Ay = maxy Ay, x

Teorema 5: Seja u* € C®[a,b] a solugio*® local do problema P. Considerando o método
RK na Tabela 4.1, p é o expoente a que Ay esta elevado na primeira coluna. Seja ainda
uma seqiiéncia {un}, distribuida em n6s nio necessariamente uniformes, a solucdo local

do problema P discretizado (Py). Supondo a existéncia e continuidade para cada N de

d2Fy (), que dify(ay)>0 e Ay

difN(.)—li ¢ uniformemente limitado em relagdo a N,

entdo

~O(&y)

e ]

* *
u —uy

Para problemas com vinculos, a Tabela 4.1 e o Teorema 5 fornecem limites
inferiores de erro. A Tabela 4.2 mostra as ordens de representagdo viaveis para cada

método RK.

46 (**)[a,b]: fungdes continuas p vezes diferenciaveis definidas no intervalo fechado [a. b]. Por exemplo, uma
spline de ordem p.
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Método RK Ordem de representagio spline
12 ordem (Euler) |1

2" ordem lou2

3* ordem lou2

4% ordem 1,20u3

Tabela 4.2: Ordem possivel de escolha das splines em fungéo da ordem de integragdo

Em problemas com vinculos de controle, freqiientemente as trajetdrias de controle
sdo nio-suaves, ¢ mesmo descontinuas, tornando os limites do erro de representagio
pouco sensiveis ao aumento de ordem da spline. Entretanto, splines de primeira ordem (na
realidade, fun¢Ges constantes por partes) tém sua escolha preterida em relagdo as de
segunda ordem que, em certas condi¢des de suavidade e convexidade das fungdes de custo
e vinculos, alcangam solu¢Oes mais precisas.

Com relagdo a ordem de integragdo, a escolha Otima seria aquela capaz de
minimizar o trabalho computacional mantendo uma precisdo pré-especificada. Essa
escolha depende, entretanto, de diversos fatores, como do grau de ndo-linearidade, das
caracteristicas de estabiliaade do sistema dindmico, da suavidade da solucdo, da
quantidade de trabalho computacional utilizada pelo algoritmo de otimiza¢do a cada
iteragio, etc.

Do que foi dito acima e em outras consideragdes levantadas pelo autor do método,
uma série de recomendagdes praticas podem ser enunciadas, auxiliando o usuério na

escolha dos pardmetros adequados (Tabela 4.3)
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Recomendacdes para escolha da ordem de discretizagio, de integracio e de

representacao por splines

3]

Para RK de 2% 3* e 4* ordem e vinculos de controle e/ou estados
(provavelmente nio-suaves) utilizar splines de 2? ordem, eventualmente 12,
Em problemas sem vinculos de controle, presumivelmente suaves, utilizar
splines de 3 ordem e RK de 4° ordem, possibilitando convergéncia O(Ax®).
Se for utilizada a transformagdo de coordenadas para splines (eq. 4.79 e eq.
4.80), pode ser necessaria uma quantidade tal de calculos para aplicar a
transformagdo que exceda o custo computacional do algoritmo de integragdo.
Se, por exemplo, se estiverem sendo usadas splines de 3* ordem, recomenda-
se substitui-las por splines de 2% ordem com maior nivel de discretizag3o.

Em baixos niveis de discretizacdo, € provavel que os erros de integragio
superem largamente os de representa¢do. Nestes casos, recomenda-se
aumentar a ordem de integragdo RK (por exemplo 4*ordem) e splines lineares.
De um modo geral, RK 4* ordem ¢ a melhor opgao, justamente por permitir a
diminui¢io do nivel de discretizacdo. Exce¢do deve ser feita em dois casos:
Em problemas com dindmica linear bem comportada e vinculos de controle,
bastam normalmente splines com p=2 e método de integracio de 2* ordem.
Em problemas que apresentam vinculos de estado deve-se calcular gradientes
nos pontos da malha de discretizagdo em que os vinculos estejam definidos,
sendo o trabalho para calcular esses gradientes proporcional a sV, onde s é a

ordem de integra¢do. Assim, diminuir se possivel a ordem de integraciio

Tabela 4.3: Recomendagdes para escolha dos pardmetros de solugéo.
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4.14 Estimaciio dos erros de integragio e aproximacéio e defini¢io de estratégias de

redistribuicio da malha de discretizacio

Uma vez formulado o problema de aproximagio, provada sua epiconvergéncia e
apontada uma estratégia adequada para a solugdo do problema de programagio
matematica obtido, ¢ de grande utilidade que se disponha de ferramentas capazes de
estimar os erros obtidos ao longo das opera¢des matematicas efetuadas.

Além da utilidade imediata de avaliagdo da solugdo obtida, a estimacdo de erros de
integracdio permite que possam ser introduzidas estratégias de refinamento e redistribui¢io
da malha de discretiza¢do, com o intuito de reduzir o erro global da solugio, refinando ou
aumentando a malha, conforme a necessidade, em locais especificos. Serdo mostradas a
seguir estratégias para estimagdo do erro de integragdo, assim como estratégias de
refinamento de malha para a minimizagdo de cada uma dessas fontes de erro.

Seja um passo de integragdo RK de ordem s:

Xyan = Xyp(t) + eN.kASI:Il.k + O(As,:,?k) eq. 4.112
A solugdo real da equagdo x =h € xyx (tx+1). Serdo chamados assim:

ey A%\ = erro local principal de truncamento (PLTE)

Xy e — Xy (tye,;) = erro local de truncamento (LTE)

Expandindo a expressdo do LTE numa série de Taylor ao redor de X, é possivel

obter uma expressdo para o coeficiente do PLTE ey, resultado que pode ser obtido
através de outras estimativas (Schwartz, 1996 item 4.3.1; Hosea e Shampine, 1994). Deste

modo, € possivel avaliar locais da malha com altos e baixos erros de integragdo, apontando
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assim para o refinamento ou o aumento dos intervalos da matha, de forma que o maximo
PLTE ao longo dos intervalos de integragfo seja minimizado.

Schwartz apresenta duas estratégias para tal refinamento da malha. Na primeira, de
nos méveis, uma vez obtida a solugdo do OCP sem qualquer refinamento, determina-se
uma nova malha, com uma nova seqiiéncia e nimero de pontos, garantindo que o PLTE a
cada iteragdo k € o mesmo para todo k. Utilizando a segunda estratégia, chamada de nés
fixos, novos pontos podem ser adicionados através da divisio do intervalo em
subintervalos, ou pontos da malha original eliminados, mas nfio mudar de lugar. Pontos da

malha sdo eliminados se uma estimativa do LTE for menor que um parimetro o.

Definindo uma constante de quase-uniformidade &, correspondente ao maior intervalo
entre dois pontos da malha, calcula-se, para as duas estratégias, uma estimativa que é
proporcional ao beneficio introduzido pelo refinamento.

Aplicando os dois métodos para o OCP de Rayleigh’ com subespaco de fungdes
constantes por partes para representar o controle, RK 2* ordem, N=50, ¢ = Y, observou-se
uma queda acentuada dos erros de integragdo. A estratégia | reduziu o erro total de
integragdo em 7 vezes sem aumento do nimero de pontos da malha. enquanto a 2
aproximadamente 13 vezes, reduzindo o erro assintoticamente a zero. numa nova malha

com N=64. No problema Bang-Bang™®, a queda do erro total de integragdo foi da ordem de

100 vezes com a estratégia (Schwartz, 1996, Tabela 3.5).

2.5
*" Este problema consiste em min J(u) = J xlz +u’dt, sujeito a
u
0
X1(t) =x5(1) x1(0)=-5
%o (t) = —x, (1) +[1.4— 0.14x, ()] + 4u(t)’ X5(0)=-5

* Ou seja, min J(u, T) =T sujeito a
u,T

.
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Schwartz (1996, item 4.4) faz a demonstragdo de duas formulas, para problemas
com e sem vinculos de controle, capazes de fornecer uma estimativa do erro da solugo,
isto €, da distancia entre o vetor de controles calculados para o problema de aproximagio
Nwx+1 € o vetor de controles 6timos m do problema original, dado um conjunto de
condigdes iniciais €. O autor realizou testes com diversos OCPs, utilizando RK de 22 e 4°
ordem, splines p=2 e p=3 (idem, Tabela 4.4.1) . A comparagio dos erros da solugio
aproximados, calculados a partir das formulas desenvolvidas, com solugdes obtidas
através de malhas altamente refinadas ou passo de integra¢do variavel e baixa tolerancia,

mostrou-se bastante satisfatoria.

4.15 Utilizagio do RIOTS 95

A partir da Teoria das Aproximagdes Consistentes e das estratégias de
discretizagdo e parametrizagdo do Problema de Controle Otimo, Schwartz (1996, Cap. 5)
desenvolveu e implementou um software para tratamento de tais problemas. Tendo
recebido o nome de RIOTS (Recursive Integration Optimal Trajectory Solver), consiste
num conjunto de rotinas (toolbox) escritas parte em C e parte em Matlab que permite ao
usudrio definir seu OCP, resolvé-lo utilizando diversas rotinas de otimizacdo e de
redistribuicdo da malha de discretiza¢@o e estimar os erros da solugdo. Praticamente toda
teoria desenvolvida por seu autor e parcialmente descrita nos itens precedentes do presente
trabalho, assim como outros topicos relacionados, foi incorporada no software, que

permite a defini¢do de diversos tipos de vinculos, utilizagdo de rotinas de integragéo

{x, =x, {xl(O) =0 x,(T)=300

X5=u " |x3(0)=0 x,(T)=0

-2<u(t)<,Vte[0,T]
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numérica com passo fixo e varidvel, transformagdo de coordenadas para geragdo de base
ortonormal no subespago de coeficientes spline, etc. A forma basica de expressar o OCP

tendo em vista sua solugéo pelo RIOTS € a seguinte:

(n8)elg a[ablaR" | veq,

a

OCP min max{f"(u,&):g:(f_,,x(b))+ [12¢t,x,u) dt}

Sujeito a:

Sistema de equagdes diferenciais que descrevem a dinidmica do problema, com
vetor de condi¢des iniciais &

x =h(t,x,u)

x(a)=¢

te[a,b]

Vinculos de controle
ul () <v@®<ul (1), j=1,..,m

Limites das condi¢es iniciais*’ (quando livres)

£ <8 <L, j=lon

Vinculos de desigualdade nas trajetorias™
i (t,x(t),u(t)) <0, vegq,, tela,b]

Vinculos de desigualdade terminais
g x(b) <0, veaq,

Vinculos de igualdade terminais
8.(E.x() =0, veq,

Quanto as fungGes definidas acima,
x(t) € K"

u(t) € R™

g RXR" > R

49

O resultado final da otimizagio realizada pelo RIOTS ¢ uma seqiiéncia n' = & € H, =
L7 ,[a,b]x R".

* Vinculos desse tipo podem ser tratados como vinculos terminais, adicionando funcdes de penalidade no IP
ou utilizando um estado aumentado (Schwartz, 1996, item 5.2).
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Outros tipos de OCPs podem ser tratados com a mesma formulagdo apresentada
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acima. Por exemplo, um problema eventualmente ndo-autdnomo’' com tempo final aberto:

a+T

min §(T, x(T)) + f1tu,%) dt

sujeito a X = E(t, x,u), x(a)=¢, t € [a, a+T],

pode ser convertido num problema com tempo definido, utilizando um vetor de estados

aumentado

x} {x}

X, =4X,, r=41a+(t—-2a)p

)

X,(@a)=a=4 a

B

min g(at, x (b)) + JI(t,x,,, u) dt

X,,,h(X,x_,,,u)

n+l*®

Sujeito a X, =h(t,x,,u)= X

n+2

0

sendo:
g(a,xa(b)) = g((a+TB),x(b))

l(t9anu) = T(xm]’ X,U)

*! Para um sistemna auténomo com tempo final aberto nfio é necessario Xy.;.
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b=a+T, T=Db-a: Tempo nominal de duragio da trajetoria
f: fator de escala de duragio
tr= Xm1(b) = a + (t — a) B. A duragio 6timaserda T =t;—a=(b—a)p = TB

Sea=0eb=1,t=T =8

Existem no software trés grupos de rotinas: de simulagfo, otimizagdo e rotinas
auxiliares. As rotinas de simulagdo estdo disponiveis através das varias formas do
comando simulate, podendo ser utilizados algoritmos RK de varias ordens com passo
fixo ou algoritmos com passo varidvel. A partir de diversos pardmetros de entrada, como
um vetor de tempo, estados iniciais e finais, o vetor de controle, etc., sio calculadas a
trajetoria do sistema, o valor do IP alcangado, diversos gradientes, valores ao longo do
tempo das fungdes de vinculo, erros de integragdo entre outras grandezas.

Dependendo das caracteristicas do OCP, estdo disponiveis varias rotinas de
otimizagdo. A mais genérica chama-se riots e estd baseada no pacote comercial de
otimiza¢do NPSOL (Gill et al., 1986). Esta desenvolvida para resolver OCPs com todos os
tipos de vinculos definidos acima e uma fungio objetivo. Entretanto, ¢
computacionalmente cara, sendo vidvel apenas a problemas de médio porte sem malhas de
discretizagdo muito refinadas. A rotina menos genérica, porém mais econdmica, é a
pdmin, capaz apenas de trabalhar com vinculos de controle simples e limites nas
condigdes iniciais. E indicada para problemas de grande porte que podem ser formulados
desta maneira, e oferece diversas op¢des na escolha do algoritmo de otimizagdo: L-BFGS,
gradiente e gradiente projetado (Schwartz et al., 1997) . Uma versio modificada de
pdmin € a rotina aug lagrng, que pode incluir também vinculos terminais de

igualdade. A subrotina outer utiliza riots varias vezes, redistribuindo a malha de
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discretizagdo, através do comando distribute, até atingir uma precisdo especificada.
Existem ainda outras rotinas auxiliares, que estimam erros de integragdo e da aproximagfo
do controle, aplicam transformag¢des de coordenadas etc.

Dado um OCP, o usuério escreve um conjunto de oito fungdes, em Matlab ou c;
init, acti, h, 1, g, Dh, D1, Dg. Nas duas primeiras sdo definidos as
caracteristicas do OCP e nas outras as equagdes diferenciais, as fungdes 1, as g, seguidas
de suas derivadas. As derivadas podem ser eventualmente omitidas, pois o programa pode

calcula-las automaticamente através de diferengas finitas.

4.16 Consideracdes gerais e limitagcdes do método

Como j4 foi dito no item 4.12, em problemas de integragiio de equagdes diferenciais
através de métodos numéricos, as propriedades de estabilidade x custo da solugdo sdo
bastante superiores quando se utiliza passo de integragdo variavel. Em OCPs, entretanto,
essa assertiva ndo € necessariamente verdadeira, ja que o erro de integragdo depende
também da capacidade de aproximagdo que possui a representagio paramétrica do
controle. Assim, se o problema critico € reduzir o erro, a opgio ¢ utilizar discretizagdes
com tamanho de passo fixo ao longo das diversas tentativas de solugdo, aplicando ao final
alguma estratégia de refinamento da malha.

Em problemas com vinculos de igualdade ou desigualdade nas variaveis de estado, é
possivel que ndo exista uma solugdo, para um dado nivel de discretizagio, que respeite
todos esses vinculos. Recomenda-se assim que as tolerdncias na violacao dos vinculos
sejam aumentadas, caso a discretizagdo ndo seja suficientemente refinada, evitando
calculos desnecessarios na tentativa de satisfazer tais vinculos.

Entre as principais limitagdes atuais do software apontadas pelo seu autor, esta a

incapacidade de trabathar com problemas de grande porte com alto nivel de discretizagdo e
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vinculos genéricos, principalmente desigualdades de estados. Problemas com dindmica
altamente instdvel requerem uma boa estimativa do vetor de controles inicial; além disso,
ndo é possivel tratar até o momento problemas com atrasos na sua dinimica. Entretanto,
tais limitagSes sdo compartilhadas por praticamente todos os algoritmos de tratamento

numérico de controle 6timo desenvolvidos até o momento.
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Capitulo 5

Testes preliminares

Inicialmente, a metodologia proposta no Capitulo 4 para tratamento do problema
de controle 6timo foi implementada num péndulo invertido com um grau de liberdade. A
partir deste modelo bastante simplificado, foram realizadas implementagdes do OCP
(Optimal Control Problem) no ambiente RIOTS, utilizando fun¢des de custo de vinculos
em Matlab e em C, tendo em vista comparagdes de desempenho computacional. Para o
mesmo modelo foram estudados, ainda que de maneira ndo exaustiva, problemas com
tempo aberto e fungdes de penalidade. Posteriormente, o OCP foi formulado para um
sistema de 3 corpos rigidos no plano unidos por juntas tipo articulagdo. Foram realizados
testes com diversos tipos de atuadores de torque, com e sem dindmica, atuadores
musculares com dindmica linear e atuadores musculares lineares. A partir dos resultados
obtidos com esses modelos simplificados, foi possivel avaliar as principais dificuldades

numeéricas encontradas na implementa¢do de modelos mais complexos
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5.1 Péndulo com um grau de liberdade, atuador de torque

As equagdes de movimento do péndulo com um grau de liberdade, mostrado na
Figura 5.1, podem ser obtidas facilmente a partir da Mecéinica Newtoniana.

Aplicando o Teorema do Momento Angular em relago ao ponto O:
M, = 16 eq. 5.1
—mgLcos(8) + M =16

em que:

M, é o momento das forgas externas em rela¢do ao eixo de rotagdo do corpo rigido

M € um momento externo aplicado

| ¢ o momento de inércia de rotagdo em relagéo a articulagdo O

m € a massa do corpo

g € a acelerag@o da gravidade

Figura 5.1: Péndulo com 1 grau de liberdade.

Dividindo pelo momento de inércia I, fazendo uma transformagio de coordenadas do tipo

0 = x + /2, e tomando o momento externo aplicado como variavel de controle u,

eq. 5.

sen(x)=u

ou seja, em variaveis de estado,
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X, =X, eq. 5.3

X, = mg%Lsen(xl) +u

Com o objetivo de determinar uma lei de controle em malha fechada para o
sistema, que fornece uma estimativa inicial para o vetor de controle na solugdo do OCP
em malha aberta, o sistema dindmico ¢ linearizado a partir de uma expansdo em série de

Taylor de 1? ordem. Seja:

F)-(Eey)

a expansdo de Taylor em torno de uma posicdo x, u,t fica

of, oty o,
SAE ox, ox, X\, | Bu
[XZJ_(fz);;—(+ ﬂ % (X2)+ _OL " eq.5.4
h ox,  0x, ot ou Jlian

que permite chegar ao sistema linear

&3=[Akx}+ (Bl eq. 5.5
y =[Clix}

no qual

[A]=[m_;c’>£(c)os(§) (1)} {B}:[?]’ [C]:((l) (1))

O problema de controle 6timo fica definido entdo como:

OCP: determinar o controle u(t) que minimiza o funcional
tf
£(w,8) = g (u, x(t, ) + | 1o(tx,u) dt
sujeito a: x=h(t,x,u), x(0)=¢&, te[0,t.]

g (x(1;)=0
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A fung¢io objetivo foi definida como:
f(u,x(t;)) = [ 100x, +100x,” +u’dt

Os vinculos terminais de igualdade g.. foram estabelecidos como xi(t)) =0,i=1,2
(ou seja, o péndulo invertido devera ficar parado e ereto no tempo final) e o sistema
dindmico, h (t,x,u), na eq. 5.3 Neste problema, nfo foi estabelecido nenhum vinculo de
controle. Os parimetros do péndulo foram adotados como: =20 N.m?, m=70 kg, 1=0.8 m,
£=9.81 m/s”.

Para efeitos de compara¢do do custo computacional, as fungdes que definem o
OCP, em ambiente RIOTS, foram implementadas em Matlab e em C. No primeiro caso, as

fungdes definidas foram:

Itlglol.m: definigao do problemﬂ

clear global
clear all
global m g L I K

% tese: pendulo com 1 gl, acionador de torque, malha aberta
!'copy e:\user\luciano\riots\Riots_ 95\systems\simulate0.dll
lrename simulate0.dll,simulate.dll

m=70;

g=9.81;

L=0.8;

I=20;

x1£=0;

x2£=0;

tf=2;

global params

params=[m g L I x1f x2f];

N=100; %nuamero de pontos da malha
T=tf; %tempo final

t=[0:T/N:T];

r=2; %ordem da spline
u0=zeros(1,N+r-1);

x0=[pi/4;0]):

$uboundl=[-1;-11;

$uboundh=[1;1];

uboundl=[];

uboundh={];

[info,simed]=simulate (0, params)
simulate (0}
[f,x}=simulate(1,x0,u0,t,4,2)
figure (1)

ZOOm on

$calculo de um vetor de controles de feed-back para chute inical do controle open-loop
tatravés de LQR
E_op=0; %a&ngulo de operacgao na linearizagdo

A=[0 1
(m*g*L/I)*cos(E_op) 0];
B=[0;1];
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Q=[1 0
0 1],
R=1;
[K,S,E}=1qr (A,B,Q,R);
[t,x_aux]) = ode23('Faux ul',t,x0);
u0_aux=-K*x_aux';
t=t';
subplot {211)

plot (t,x _aux*180/pi)

title('estados - s realimentagdo')
ylabel ('E, Ep')

xlabel ('t{(s)")

grid

subplot (212)

plot (t,u0 aux}

title('estimativa inical do controle')
ylabel('n.m')

xlabel ('t(s)"'}

grid

$cdlculo da trajetéria

med_tempo=cputime;

[u, x, f1=riots (x0,u0_aux, t,uboundl, uboundh, params, 1000, 4) ;
tempo_cpu=cputime-med_ tempo

function neq = sys_init (params)

global params

% Here is a list of the different system information paramters.

% neq = 1 : number of state variables.

% neq = 2 number of inputs.

% neq = 3 : number of parameters.

% neq = 4 : reserved.

% neq = 5 : reserved.

% neq = 6 number of objective functions.

% neq = 7 number of nonlinear trajectory constraints.

% neq = 8 number of linear trajectory constraints.

% neq = 9 number of nonlinear endpoint inequality constraints.
% neq = 10 : number of linear endpoint inequality constraints.

% neq = 11 : number of nonlinear endpoint equality constraints.

% neq = 12 : number of linear endpoint equality constraints.

% neq = 13 : 0 => nonlinear, 1 => linear, 2 => LTI, 3 => LQR, 4 => LQR and LTI.

% The default value is 0 for all except neq = 6 which defaults to 1.

neq={1 2 ; 21 ; 36 ; 11 2 ; 13 0);
dlobal sys params
Sys_params = params;

$end

function message = sys activate

% This is a good time to allocate and set global variabels.

message = 'tlglol: acionador de torque, um grau de liberdade, open-loop';

sys_h.m, sys_dh.m: definicdo do sistema dinamico

function xdot = sys h(neq,t, x,u)

global sys_params

% xdot must be a column vectore with n rows.
m=sys_params (1) ;

g=sys_params (2) ;

L=sys_params (3);

I=sys_params(4);

xdot (1)=x(2);

xdot (2)=(m*g*L/I)*sin(x (1)) +u;

xdot=xdot"';
% function [h_x,h uj = sys Dh(neq, t,x,u)
function |h_x,h u] = sys dh{neq,t,x,u)

(S N O L L N L O
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global sys_params
m=sys_params (1);
g=sys_params (2);
L=sys_params (3);
I=sys params(4):

h x=[0 1
(m*g*L/I)*cos(x (1)) 0];
h_u=[0;1);

sys_g.-m, sys_dg.m: definigdo dos vinculos terminais e g,

function J = sys g(neq, t,x0,xf)
global sys params
x1lf=sys_params (5);
x2f=sys_params (6);
F_NUM = neq(5);
if F_NUM ==

Jd = 0;
elseif F_NUM == 2

J = xf(1)-x1f;
elseif F_NUM ==

J = xf(2)-x2f;
end

function [J_xO,J_xf,J_t] = sys_dg(neq, t,x0,xf)
global sys_params

x1f=sys params(5);

X2f=sys_params(6):

F_NUM = neq(5):

J x0 = [0 0];
J_xf = [0 0]);
if F_NUM ==

J xf(1y = 1;
elseif F NUM ==

J xf(2) = 1;
end

kys l.m, sys dl.m: definicio da funcao de custd

function z = sys_l{(neq, t,x,u)
global sys params
z=100*x(1)"2+100*x(2)"~2+u"2;

function [1_%x,1_u,1_t] = sys dl(neq,t,x,u)
global sys params

1 x=[100*2*x (1) 100*2*x(2}];

1 u=[2*u];

Faux u0.m: equagdes dindmicas para teste da estimativa inicial do controld

function x_auxp=Faux u0(t,x_aux);
global m g L I K

u=-K*[x_aux(1l) x_aux{2)]';

X_auxp (1l)=x_aux(2);
x_auxp(2)=(m*g*L/I)*sin(x_aux(l))+u;
X_auxp=x_auxp';

Para definir o OCP num arquivo em liguagem C,
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posteriormente vinculado a rotinas

residentes em C, Fortran e DLLs (Bibliotecas de vinculo dinadmico do sistema Windows),

foram escritas duas rotinas em Matlab (de inicializacgao)

[t1glol2.c: definigado do problema

% 1* parte: GERAGAO DO DLL

clear global
clear all
nome=char ('tlglol2");

e Watcom C 10.5:
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dirsaida=('e:\user\luciano\riots\tese\tlglolc');
dirinstal=('e:\user\luciano\riots\riots_95\systems');
nomec~=strcat (nome, '.c');

nomedll=strcat (nome,'.dl1"');

eval ({'delete ',nomedll]):

delete simulate.dll

eval (['chdir ',dirinstall);

eval (['delete ',nomedll]);

comando=char (['c:\matlab\bin\mex -V4 -v ',dirsaida,'\',nomec,"
..\f2c\1ibf2c.1lib ..\drivers\drivers.lib'})
fid=fopen('cel .bat','w')

fprintf(fid, '%c', comando)

fclose(fid)

disp('tecle cel.bat na janela dos')

pause

eval([''!copy ',nomedll,' ',dirsaidal)

eval (['chdir ',dirsaidal)

eval(['!rename ',nomedll,' simulate.dll']})

%2° PARTE: ESCOLHA DOS PARAMETROS DO SISTEMA E DE DISCRETIZAGAO

global mg L I K

Ql11=1;
Q22=1;
R11=1;

params=[m g L I x1f x2f 100 100 R11};

N=100; $%$numero de pontos da malha

T=tf; %$tempo final

€=[0:T/N:T);

r=2; %ordem da spline

ulO=zeros (1,N+r-1);

x0=[pi/4;0];

uboundl={];

uboundh={];

simulate (0)

[info,simed]=simulate (0, params)
[£,x)=simulate(1,x0,u0,t,4,2)
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simulate.obj utility.obj

$calculo de um vetor de controles de feed-back para chute inical do controle open-loop

$através de LQR
E_op=0; %angulo de operagao na linearizagdo
A=[0 1
(m*g*L/I}*cos(E op) 0];
B=[0;1];
Q=1011 ©
0 022},
R=R11;
[K,S8,E}l=1qr (A,B,Q,R);
[t,x_aux] = ode23('Faux ul',t,x0);
ul0_aux=-K*x aux'; -
t=t';
figure (1)
subplot (211)
plot(t,x aux*180/pi)
title('estados - s6 realimentagio')
ylabel (*E, Ep')
xlabel ('t (s)"')
grid
subplot (212}
plot (t,u0_aux)
title('estimativa inicial do controle')
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ylabel('n.m')
xlabel ('t(s)")
grid

$cdlculo da trajetéria

med_ tempo=cputime;
[u,x,f]=riots(x0,u0_aux,t,uboundl,uboundh,[params],lOOO,d);
tempo_cpu=(cputime-med_tempo) /60;
figure(2)

zoom on

subplot (211)

plot(t,180/pi*x)

title('estados’')

ylabel ('E, Ep')

xlabel('t(s}"')

grid

subplot (212)

sp_plot(t,u)

title('controle malha aberta'})
ylabel ('n.m")

xlabel ('t(s) ")

grid

[t1glol2.c: fungdes do OCH

/*
péndulo invertido
controlado por torque
1gl

3/4/99

*/

#include <math.h>
#define F NUM neg[41

#define NSTATES 2
#idefine NINPUTS 1

#define NLEEC 2 /* vinculos igualdade terminais ndo-lineares */
#idefine N PARAMS 9 /* numero de pardmetros */
#idefine FNUM neq[4) /* reservado */

static double m,Gr,L,I,x1f,x2f,Q11,Q022,R11; /* parametros */

void activate(message)
char **message;
{
*message = “tlglol";

void init(neq,params)
int neql];
double *params;

if ( params == 0 ) |
neq|0] = NSTATES:
neq{1l] = NINPUTS;

neq{2] = N_PARAMS;
neq[10]) = NLEEC;
}
else |{
m = params{0];
Gr = params(1];
L = params[2};
I = params|[3};
x1f = params([4];
x2f = params|[5];
Q11 params|[6];
Q22 = params(7];
R1l = params(8}];
return;

}

i



(

¢ C C ¢ ¢«

{

C

(

void h(neq, t,x,u, xdot)
int neql];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS], xdot [NSTATES]:
{
xdot [0}
xdot [1)
}

x{1);
(m*Gr*L/I)*sin(x[0])+uf0];

([}

void Dh(neq, t,x,u,h _x,h _u)
int neql];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS];

double h_x[NSTATES] [NSTATES),h_u[NSTATES] [NINPUTS]);

{

h_x[0][1} = 1.0;
h_x[1][0} = (m*Gr*L/T)*cos (x[0});
h_u[1][0] = 1.0;

1

double 1 (neq,t,x,u)
int neql];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS];
{
return Q11*x[0]*x{0}+Q22*x[1]*x[1]+R11*u[0]*u[0];
}

double Dl(neq,t,x,u,l_x,l_u)
int neql];

double *t,x{NSTATES],u{NINPUTS],1_x[NSTATES],1 u[NINPUTS};

{

1 x[{0] = 2*Q11*x[0];
1_x{1] = 2*Q22*x[1);
1 u{0] = 2*R11*uf0]:

}

double g{neq,t,x0,xf)
int neql[];
double *t,x0[NSTATES], xf [NSTATES};

switch (FNUM) |

case 1:
return 0.0;
break;

case 2:
return xf[(0] - x1f;
break;

case 3:
return xf{1] - x2f;
break;

double Dg(neq,t,xO,xf,J_xO,J_xf)
int neql]:

double *t,xO[NSTATES],xf[NSTATES],J_XO[NSTATES],J_xf[NSTATES];

{
if (F_NUM == 2)
J xf[0) = 1.0;
if (F_NUM == 3)
J xf[1} = 1.0;
return 0.0;

}
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O éangulo inicial do péndulo e sua velocidade angular foram definidos nas
simulagdes como 7/4 e 0. A estimativa incial do controle foi determinada a partir de uma

lei de realimentagio tipo LQR com matrizes de ponderagio Q=[1 0;0 1] e R=1. Foram
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utilizadas splines de 2? ordem para defini¢io do espago de controle e método Runge-Kutta
de 4* ordem (RK4) para integracdo das equagdes dindmicas. Os resultados estdo
mostrados na Figura 5.2. Para maiores detalhes a respeito da sintaxe de implementagdo do
OCP, bem como dos fundamentos matematicos do método, remetemos a Schwartz et al.
(1997) e ao Capitulo 4 deste trabalho. Foram utilizadas as tolerdncias numéricas padrdo da
rotina tipo SQP NPSPOL (Gill et al., 1998) no RIOTS, isto &, 10 para a otimizagdo e 10

4 . ~ . ~ .
para a violagdo de vinculos ndo-lineares.
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Figura 5.2: Péndulo simples com tempo final fechado
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Os testes comparativos de desempenho realizados num microcomputador Pentium
[T 600Mhz indicaram 2,5287 minutos de CPU para o OCP escrito em Matlab e 0,0973

minutos em C. Desse modo, o ganho de desempenho em tempo de processamento
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utilizando a linguagem C é da ordem de 26 vezes. Po isso, nas demais simulaces

realizadas neste trabalho, optou-se preferencialmente pelo C.

3.1.1 Experimentos com tempo final aberto

Pode-se definir o OCP de tal maneira que o tempo final da trajetéria seja uma
varidvel a ser otimizada, condi¢do especialmente necess4ria quando a fungfio de custo
depende do tempo, como, por exemplo, nos problemas de tempo minimo. Nestes casos, a
formulagdo do OPC original deve sofrer algumas modificagdes, segundo o que foi
indicado no item 4.15. Assim, o problema do péndulo simples passa a ser definido pelo

seguinte conjunto de equages diferenciais:

X, =X, X, Eq. 5.6
. L

X, :x{m‘lg sm(x,)+u)

X, =0

em que X3 € o fator de escala B que multiplica o tempo final, isto &, te=t p. Utilizando as
mesmas condi¢des de discretizagfo, interpolagdo, fungdo de custo e tolerancia do
problema com tempo final especificado em 2 s, os resultados estdo mostrados na Figura
5.3. Escrevendo as fungdes de definigo do OCP apenas em Matlab, o tempo de CPU foi
70 minutos e a fun¢do de custo ficou em f = 262.7421. O fator B ficou em 0.9395.
Entretanto, o OCP nfo convergiu segundo a tolerdncia especificada, mesmo apds 4200
iteragdes. No caso com tempo final definido em 2 s, que demorou 2.47 minutos e
convergiu em 256 iteragdes, a fungio de custo ficou em f = 243.4944. Pode-se observar,
entretanto, uma redugdo, no problema com tempo final aberto, do momento maximo no
inicio do movimento. De qualquer modo, a introdugio do tempo final aberto, mesmo em
sistemas simples, parece trazer consigo diversos problemas de ordem numérica, que em

sistemas complexos podem causar dificuldades de tratamento.
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5.2 Péndulo triplo com atuadores de torque sem dinimica e dinimicos

5.2.1 Atuadores de torque sem dinimica™

Utilizando agora sistemas de multiplos corpos rigidos para tratar uma versdo
simplificada do problema do controle postural, foram realizados testes com um péndulo
triplo, no plano sagital, invertido, tendo como articulagdes o tornozelo, o joelho e o
quadril (Figura 5.4). Detalhes sobre a fomulagio deste modelo podem ser encontradas em

Menegaldo (1997). Sua formulagio esta mostrada abaixo:
[M]k+[C)x* +g=[D]r eq. 5.7
em que as matrizes de massa [M], de termos centripetos [C] e de transformagio de torques

articulares para momentos de corpo rigido [D], assim como o vetor de termos

gravitacionais g sio dados por:

A, Azcos(x,—xz) Agcos(x,—x3)
[M]=| A, cos(x, ~x,) A, A cos(x, ~x,)
A,cos(x, —x,) A cos(x, -x,) A,
0 B,sin(x,—x,) B,sin(x, - x,)
[C]=| - B,sin(x, — x,) 0 B, sin(x, — x,)
- B, sin(x, ~ x;) —B,sin(x, - x;) 0
1 -1 0
[D]=|0 1 -1
0 0 1
—GISin(xl)
g=|~G,sin(x,)
- G,sin(x,)

** O termo atuador sem dindmica significa que a variavel de controle u(t) ¢ o proprio torque externo na
articulagdo, sem o atraso a que estdo sujeitos os atuadores dindmicos.
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Os coeficientes indicados sdo:

Ar=IA+Lacm® ma+La"mp+La2me
Ax=La(Lp mct+ Lpcmms)
As=La Lcem me

As=Ip+ Lpen’ mp+Lp’me
As=Lp Lcem mc
As=IctLeem? me
B;=La(Lpmc + Lgemmg)
B2=La Lcem mc

B3=Lp Lcem mc
Gr=g(Lacmma+Lamp+Lamc)
G>= g(Lpemmp+Lpmc)

Gs3= gLcemmc

Em espago de estados, pode-se sintetizar as equagdes de movimento por:

(%) (x, \

X, Xs

X, Xe

X, | X,

. -1 2 eq. 5.8
X M(x;,x,,%3)""| [D]t - [C(x,,%,,%:)] X5 | = G(X,,X,,%;3)
\Xs/ \ Xe

Utilizando atuadores de torque sem dinimica, as varidveis de controle sdo os

proprios elementos do vetor 1: 1=[U; U, Us]".
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Figura 5.4: Modelo de trés corpos rigidos da postura humana

O OCP pode entdo ser formulado como:

OCP: determinar o controle u(t) que minimiza o funcional

£ if 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(1,8 = | Qx,” +Q,x," +Qux," +Qx,* +Qx,” +Qgx.” +R, U, +R,U,” +R, U, dt

sujeito a: x =h(t,x,u), x(0)=&, te[0,t,]

Be (x(t;))=0

em que h(t,x,u) é definido pelaeq. 5.8 ¢ xi(t))=0,i=1,6
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Para definir o problema computacionalmente, utiliza-se inicialmente uma rotina
em Matlab onde se definem os pardmetros do sistema a ser controlado, que gera suas
equagdes diferenciais e as lineariza. Esta rotina utiliza o Matlab Symbolic Processing
Toolbox, tanto na geragdo das equagdes quanto na sua transformagio para a sintaxe da

linguagem C.

% Determinagido das equagdes algébricas do problema do péndulo triple controlado por
atuadores de torque sem dindmica

clear global

clear all

Aqui sdo definidos os parametros antropométricos do individuo a partir do qual ¢

formulado o modelo (ver Menegaldo, 1997)

nA=6.7064;
mB=14.3536;
mC=44.6303;
1A=0.4750;
1B=0.3950;
1Acm=0.2746;
1Bcm=0.2417;
1Ccm=0.3085;
IA=0.1295;
IB=0.2640;
IC=2.2528;
g=9.81;

Termos das equagbes do sistema dindmico

Al=(I1A+l1Acm"2*mA+1A~2*mB+1A~2*mC) ;
A2=1A* (1B*mC+mB*1Bcm) ;
A3=1A*1Ccm*mC;
A4=(IB+1Bcm*2*mB+1B”~2*mC) ;
A5=1B*1Ccm*mC;

A6=(IC+1Ccm~2*mC) ;

Bl1=1A* (mC*1B+1Bcm*mB) ;
B2=1A*1Ccm*mC;
B3=1B*mC*1Ccm;

Gl=g* (1Acm*mA+1A*mB+1A*mC) ;

G2=g* (1Bcm*mB+1B*mnC) ;

G3=g*1Ccm*mC;

1C=1.8*1Ccm;

1P1=-0.20; %comprimento do pé (p/frente, a partir do centro do tornozelo)
1P2=0.05; %p/tras

mtot=70; $massa total do individuo

Geragdo das equagdes do sistema dindmico

pr=16; %precisdo do truncamento numérico na geragdo das expressdes algébricas

syms x1 x2 x3 x4 x5 x6 Ul U2 U3 real

$ matrizes do sistema dindmico
M=vpa ([Al A2*cos(x1-x2) A3*cos(x1-x3)



L

L

CoO C C U C v C e e OO e e e v

146

A2*cos (x1-x2) A4 AS5*cos(x2-x3)
A3*cos (x1-x3) AS*cos (x2-x3) A6],pr);

C=vpa ([0 Bl*sin(x1-x2) B2*sin(x1-x3)
-Bl*sin(x1-x2) 0 B3*sin(x2-x3)
~-B2*sin (x1-%3) -B3*sin(x2-x3) 0]l,pr);

G=vpa([-Gl*sin(x1)
-G2*sin (x2)
-G3*sin(x3)),pr):

u=[01
U2
u3]};

Mi=inv (M) ;

D=[1 -1 0
o1 -1
00 1};

xp=vpa (x4

x5
x6

Mi* (D*u~-C*[x4"2 x5°2 x6°2]'-G)],pr):;

xpl=vpa([x4
x5
x6
Mi* (-C*[x4°2 x5°2 x6°2]'-G)},pr):

xp2=vpa{(0 0 0
000
000
Mi*D],pr);

$Determinagdo do sistema linear equivalente
$caculo do jacobiano

for i=l:lengthi(xp),
for j=1:length(xp),
T(i,3j)=vpa(diff(xp(i),strcat('x’, num2str(j))),pr);

Tl(i,j)=vpa(diff(xp1(i),strcat('x',nusttr(j))),pr):
end
end

for i=1:length(xp},
for j=1:1length(u),
pr_u(i,j)=vpa(diff(xp(i),strcat('U',nusttr(j))),pr);
end
end

A=T1

B=xp2;

JIxXp=T;

save res analit A B xp Jxp Jxp_u u

save params_mod Al A2 A3 A4 A5 A6 Bl B2 B3 Gl G2 G3 g mtot 1C 1P1 1P2 1A 1B lAcm lBcm 1Ccm
mMA mB mC

break

Geragao das equagdes em sintaxe C

xXpc=ccode (xp)
fid=fopen('xp_c','w')
fprintf (fid, xpc)
fclose(fid)

Jdxpc=ccode (Jxp)
fid=fopen('pr_c','w')
fprintf (fid, Jxpc)
fclose (fid)

JXp_uc=ccode (Jxp_u)
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fid=fopen('Jdxp u c','w')
fprintf (fid, dxp_uc)
fclose(fid)

A seguir, outra rotina em Matlab define os pardmetros de discretizagio e controle

do problema:

m
-

% tese: pendulo invertido com 3 gl, acionador de torque, malha aberta

% 1° parte: GERAGAO DO DLL

Esta parte do programa copia os arquivos necessarios até o diretério do RIOTS onde sio
vinculados e compilados. Posteriormente, o arquivo gerado é copiado de volta para o

diretério de trabalho.

clear global

clear all

nome=char ('t3glol');
dirsaida=('e:\user\luciano\riots\tese\t3glolec3'});
dirinstal={'e:\user\luciano\riots\riots_95\systems');:
nomec=strcat (nome,'.c'};

nomedll=strcat (nome,'.dll"');

eval (['delete ',nomedll}):;

delete simulate.dll

eval(['chdir ',dirinstal]);
eval (['delete ',nomedll]));
comando=char {['c:\matlab\bin\mex -V4 -v ',dirsaida,'\',nomec,' simulate.obj utility.obj

- «\f2c\1ibf2c.1lib ..\drivers\drivers.lib'])
fid=fopen('cel.bat', 'w')
fprintf(fid, '%c', comando)

fclose (fid)

disp('tecle cel.bat na janela dos')

pause

eval ({'!copy ',nomedll,' ',dirsaida]l)

eval (['chdir ',dirsaida})

eval {['!rename ',nomedll,' simulate.dll'])

clear global
%2® PARTE: ESCOLHA DOS PARAMETROS DO SISTEMA E DE DISCRETIZAGAO

global Al AZ A3 A4 AS A6 Bl B2 B3 Gl G2 G3 g mtot 1C 1P1 1P2 1A 1B 1Acm 1Bcm 1Ccm mA mB mC
global xp Jxp Jxp_u

load res_analit $arquivos gerados por algzé.m
load params_mod

Parametros de discretizagio e interpolagao, condigdes iniciais e vinculos de controle

N=100; %numero de pontos da malha
tf=0.6; %$tempo final

T=tf;

t=[0:T/N:T];

r=4; %ordem da spline

ul0=zeros (3,N+r-1);

x0={pi/4 -pi/4 0 0 O 0]"';
$uboundl=}-1;-1];
$uboundh=1[1;1];
uboundl={];

uboundh={];
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figure{l)

clf

title('posigdo do VRS e do CM!')

axis([-1.05 1.05 -0.1 2])

[d0, tornozelo, joelho,quadril, cabecal=VRS (x0) ;
line([tornozelo (1) joelho (1) quadril (1) cabeca(l)], [tornozelo(2) joelho(2)
cabeca(2)1):

line([tornozelo(l) 1P1 1P2}], {tornozelo(2) 0 0])
[xcm0, ycm0] =CM (x0)

hold on

plot(d0,0,'ro')

plot (xcm0, yecm0, 'go')

grid

hold off

Calculo das matrizes [A] e [B] da equagac linear de estados

x_op={0 0 0 0 0 0]'; %dngulo de operagdc na linearizagao
xi=x op(1l);
x2=x_op(2);
x3=x_op(3);
x4=x_op(4);
x5=x_op(5);
x6=x_op(6);

for i=l:length(xp),
for j=l:length(xp),
Rl(i,j)=eval (A(i,]3)):
end
end

for i=1:1length(xp),
for j=1:length{u),
Bl({i,j)=eval(B(i,j}):
end
end

global K Q R

Geragdo da estimativa inicial do vetor de controles utilizando LOR

Q=1*[{10 0 0 0 0 O

000O00Q0
000O

[eRelelolNe)

1
01

006100
00010
00001];
R=[1
0
0

o= O

0
0
1];

[K,S,E}=1qr(Aal,Bl,Q,R);

[t,x_aux] = ode23{'Faux ul',t,x0);
u0_aux=-K*x_aux'; -

t=t"';

figure(1)

subplot (211)

plot(t,x aux(:,1:6)*180/pi)
title('estados - s6 realimentagao')
ylabel ('x, xp')

xlabel ('t(s)"')

grid

subplot (212)

plot{t,u0 aux)

title('estimativa inicial do controle')
ylabel('n.m")

xlabel('t(s})"')

zoom on

grid

Vinculos terminais

x1f=0;

148
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x2f=0;
x3f=0;
x4£=0;
x5£=0;
x6f=0;

global params

params=[x1f x2f x3f x4f x5f x6f Q(1,1) Q(2,2) Q(3,3) Q(4,4) Q(5,5) Q(6,6)
R(3,3));

[info, simed]=simulate (0, params)
simulate(0)
{f,x]=simulate(1l,x0,u0_aux,t,4,2)

Solugao

do OCP

med_tempo=cpu_time;
[uol,xol,fol]=riots(xO,uO_aux,t,uboundl,uboundh,[params],1000,4):
tempo_cpu=(cpu_time-med tempo) /60

save resp t Q R tf xol ucl fol g N r tempo

save uol

#include <math.h>

fidefine
kdefine
fdefine
#define
#define
ftdefine
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define

F_NUM neq(4]
NSTATES 6
NINPUTS 3
NLEEC 6
N_PARAMS 15
FNUM neq[4]
x1 x[0}

x2 xf1)

X3 x[2])

x4 x[3])

x5 x[4])

x6 x[5H)

Ul ufo0)

U2 ufl]

U3 uf2]}

/* vinculos igualdade terminais ndo-lineares
/* nimerc de pardmetros */
/* reservado */

double sl1,s2,s3,s54,85,586,s57;
static double x1f,x2f,x3f,x4f,x5f,x6f,Q11,Q22,Q33,044,055,066,R11,R22,R33;/* pardmetros */

void activate({message)

char **message;

{

*message = "t3glol";

}

void init(neq,params)
int neql):
double *params;

if ( params == 0 ) {
neq[0] = NSTATES;

neq|

1] NINPUTS;

neq[2] = N_PARAMS;
neq{10} = NLEEC;

}

else |
xX1f
x2f
x3f

x5f
x6f
Q11
Q22
Q33
Q44
Q55

= params (0] ;
= params|[1l];
= parans(2];
x4f =

params|[3];

= params(4];
= params([5];
= params[6];
= params|(7];
= params|[8B];
= params|[9];
= params|[10};
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Q66 = params[11];

R11 = params|12];

R22 = params([13];

R33 = params{14];
return;

Equagdes diferenciais

void h(neq, t, x,u,xdot)
int neqf];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS],xdot [NSTATES];

xdot [0] = x4;

xdot[1]) = x5;

xdot[2] = x6;

sl = (-0.5243171829129E2+0.2957768233188618E2*pow{cos (x2-x3)},2.0))/(-
0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow (cos (x2-
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos {x1-x2),2.0)-0.7129028591494857E3*cos {x1-x2) *cos (x1-
%x3) *cos (x2-x%x3)140.344995511013959E3*pow (cos (x1-x3),2.0) ) *(U1-U2-0.100216609695E2*sin (x1-
X2) *%x5*x%5-0.654001258625E1*sin{x1-x3) *x6*x6+0.2929161027114E3*sin(x1));

83 = —(-0.6514446492291323E2*%cos (x1-x2)+0.3556809900669858E2*cos (x1-x3) *cos (x2-x3))/ (-
0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow(cos (x2-
%x3),2.0)40.6528557414969214E3*pow({cos (x1-x2),2.0)-0.7129028591494857E3*cos (x1-x2) *cos (x1-
%3) *cos (x2-x3)+0.344995511013959E3*pow (cos {x1-x3) ,2.0))* (U2-U340.100216609695E2*sin (x1-
%x2)*x4*x4-0.543853678225E1*sin(x2-x3) *x6*x6+0.2069736718122E3*sin{x2));

s4 = -{0.5450317180186495E2*cos (x1-x2) *cos (x2-x3)-0.5275150566824476E2*cos (x1-x3})/ (-
0.731078497251155E3+0.41241462717172962E3*pow (cos (x2-
%x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow (cos {x1-x2),2.0)-0.7129028591494857E3*cos (x1-x2) *cos (x1-
x3) *cos (x2-x3)+0.344995511013959E3*pow (cos (x1-x3),2.0)) *(U34+0.654001258625E1*sin{x1~-
x3)*x4*x4+0.543853678225E1*sin(x2-x3) *x5*x5+0.1350684704655E3*sin (x3));

s2 = s3+s4;

xdot [3] = sl+s2;

etc...

Matrizes Jacobianas

void Dh(neq,t,x,u,h_x,h _u)
int neql];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS];
double h_x[NSTATES) [NSTATES],h u[NSTATES] [NINPUTS];

h x[0]({0) = 0.0;
h x[0]{1] = 0.0;
h x[0]{2} = 0.0;
h x[0][3] = 1.0;
h_x[0] (4]} = 0.0;
h_x[0} {5} = 0.0;:
h_x[1}[0} = 0.0;
h_x[1}]1) = 0.0;
h_x[1][2) = 0.0;
h x[1][3] = 0.0;
h x[1)[4] = 1.0;
h x[1}[5] = 0.0;
n_x[2]1[0] = 0.0;
h x[(2}[1] = 0.0;
h x[2][2) = 0.0;
h x[2}[3) = 0.0;
h x[2][4) = 0.0;
h_x[2]1[5] = 1.0;
s3 = —(-0.5243171829129E2+0.2957768233188618E2*pow (cos (x2-x3),2.0)) /pow (-

0.731078497251155E340.4124146271772962E3*pow (cos (x2-
x3},2.0)+40.6528557414969214E3*pow(cos {x1-%2),2.0}-0.7129028591494857E3*cos (x1-x2) *cos (x1~
x3) *cos (x2-x3)+0.344995511013959E3*pow (cos (x1-x3),2.0),2.0)*(U1-U2-0.100216609695E2*s1in (x1-
X2)*x5*x5-0.654001258625E1*sin(x1-%x3) *x6*x6+0.2929161027114E3*sin(x1))* (-
0.1305711482993843E4*cos (x1-x2) *5in(x1-x2)+0.7129028591494857E3*sin{x1-x2) *cos (x1-
Xx3) *cos (x2-x3)+0.7129028591494857E3*cos {x1-x2) *sin(x1-x3) *cos (x2-x3) -
0.689991022027918E3*cos (x1-x3) *sin(x1-x3));

s4 = (-0.5243171829129E2+0.2957768233188618E2*pow (cos(x2-x3),2.0))/ (-
0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow (cos (x2-
x3),2.0)40.6528557414969214E3*pow (cos (x1-x2),2.0)-0.7129028591494857E3*cos (x1-x2) *cos (x1-
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x3)*cos(x2-x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl—x3),2.0))*(—0.100216609695E2*cos(xl—
%x2) *x5*x5-0.654001258625E1*cos (x1-x3) *x6*x6+0.2929161027114E3*cos (x1)) ;

s2 = g3+s4;
83 = s82;
sb = —(0.6514446492291323E2*sin(x1—x2)—O.3556809900669858E2*sin(xl—x3)*cos(x2—x3))/(—

0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow (cos (x2~
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*p0w(cos(x1—x2),2.0)-0.7129028591494857E3*cos(xl-x2)*cos(x1-
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl-x3),2.0))*(UZ—US+0.100216609695E2*sin(xl—
x2)*x4*x4—0.543853678225E1*sin(x2—x3)*x6*x6+0.2069736718122E3*sin(x2));

56 = 1.0*(—0.6514446492291323E2*cos(xl—x2)+O.3556809900669858E2*cos(xl—x3)*cos(x2—
x3))/pow(—O.731078497251155E3+0.412414627177296283*pow(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(xl—x2),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(x1-
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*p0w(cos(xl—x3),2.0),2.0)*(02—U3+0.100216609695E2*sin(x1—
x2)*x4*x4—0.543853678225E1*sin(x2—x3)*x6*x6+0.2069736718122E3*sin(x2))*(—
0.1305711482993843E4*cos(xl—x2)*sin(xl—x2)+0.7129028591494857E3*sin(xl—x2)*cos(xl—

X3) *cos (x2-x3)+40.7129028591494857E3*cos (x1-x2) *sin{x1~x3) *cos (x2-x3) -
0.689991022027918E3*cos (x1-x3)*sin(x1-x3));

s4 = s5+s56;

sl s3+s54;

s2 = 51-0.100216609695E2* (-0.6514446492291323E2*cos (x1—
x2)+0.3556809900669858E2*c0s(xl—x3)*cos(x2—x3))/(—
0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(xl—x2),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(x1—
x3)*cos(x2—x3)+O.344995511013959E3*p0w(cos(x1—x3),2.0))*cos(xl—xZ)*xA'xd;

s3 = 52—(—0.5450317180186495E2*sin(xl—x2)*cos(x2—x3)+0.5275150566824476E2*sin(xl—
x3))/(—0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*pow(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(x1—x2),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(x1—
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl—x3),2.0))*(U3+O.654001258625E1*sin(x1-
x3)*x4*x4+0.543853678225E1*sin(x2—x3)*x5*x5+0.1350684704655E3*sin(x3));

s4 = 83;

56 = 1.0*(O.5450317180186495E2*cos(xl—x2)*cos(x2—x3)—0.5275150566824476E2*cos(xl—
x3))/pow(—O.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*p0w(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(xl—x2),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(xl—
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl—x3),2.0),2.0)*(U3+0.654001258625E1*sin(x1—
x3)*x4*x4+0.54385367822521*sin(x2—x3)*x5*x5+0.1350684704655E3*sin(x3))*(—
0.1305711482993843E4*cos(xl-x2)*sin(xl—x2)+O.7129028591494857E3*sin(xl—x2)*cos(x]—
x3)*cos(x2—x3)+0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*sin(xl—x3)*cos(x2-x3)—
0.689991022027918E3*cos(xl—x3)*sin(x1—x3)):

s7 = —0.654001258625E1*(0.5450317180186495E2*cos(xl—x2)*cos(x2—x3)—
0.5275150566824476E2*cos(x1—x3))/(—0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*p0w(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(xl—x2),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(x1-
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl-x3),2.0))*cos(xl—x3)*x4*x4;

s5 = s6+s87;

h x[3) [0} = sd4+s5;

etc....

h_u[0] (0] =
h_ul[0]{1] =
h ul[0](2] =
h_uf1]1([0]) =
h_uf1111) =
h_ul[1}[2} =
h_u{2}][0} =
h_u(2}f1] =
h_u(2)f{2] = 0.0;
h_u[3][0} = (—0.5243171829129E2+0.2957768233188618E2*p0w(cos(x2—x3),2.0))/(—
0.731078497251155E3+0.4124146271772962E3*p0w(cos(x2—
x3),2.0)+0.6528557414969214E3*pow(cos(xl-xZ),2.0)—0.7129028591494857E3*cos(xl—x2)*cos(x]—
x3)*cos(x2—x3)+0.344995511013959E3*pow(cos(xl—x3),2.0));

[eN=l=oNoNoNeo Nl

~

[N oleNeleNoloNol

etc...

Fungdo objetivo

double 1(neq,t,x,u)
int neql];
double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS];
{
return Qll*xl*x1+Q22*x2*x2+Q33‘x3*x3+Q44‘x4*x4+Q55*x5‘x5+Q66*x6*x6+R11*Ul*Ul+R22*U2*U2
+R33*U3*U3;
}



(AN

( (

{

G G S

A U G O N L O O O O

Derivadas da fungo objetivo

double Dl(neq,t,x,u,1l x,1 u)

int ne

qll;

double *t,x[NSTATES],u[NINPUTS],l x[NSTATES],1 u[NINPUTS]:;

1 x[0] =
1 x[1) =
1 x[2] =
1 x[3] =
1 x[4] =
1 x[5] =
1 ul0] =
1 ufl] =
1 uf{2) =
}

Vinculos terminais

2*Q11*x1;
2%Q22*x2;
2*Q33*x3;
2*Q44*x4;
2*Q55*x5;
2*Q66*x6;
2*R11*01;
2*R22*02;
2*R33*U3;

double g(neq,t,x0,xf)

int ne

qll:

double *t,x0(NSTATES],xf[NSTATES]:

switch (FNUM) {

case 1:
return
break;

case 2:
return
break;

case 3:
return
break;

case 4:
return
break;

case 5:
return
break;

case 6:
return
break;

case 7:
return
break;

0.0;

xf[0] -

xf[1} -

xf[2) -

xf[3] -

xf[4) -

xf[5]) -

x1f;

x2f;

x3f;

x4f;

x5f;

x6f;

Derivadas dos vinculos terminais

double Dg(neq, t,x0,xf,J x0,J xf)

int neqll:;
double *t,xQ[NSTATES]
{
if (F_NUM == 2)
J xf[0] = 1.0;
if (F_NUM == 3)
J_xf(1] = 1.0;
if (F_NUM == 4)
J xf[2] = 1.0;
if (F_NUM == 5)
J xf[3] = 1.0;
if (F_NUM == 6)
J_xf[4] = 1.0;
if (F_NUM == 7)
J_xf[5] = 1.0;
return 0.0;

» xE[NSTATES]}, J_xO[NSTATES],J xf{NSTATES];
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Existem intmeras possibilidades de escolha dos pardmetros de discretizagéo,
interpolagdo, integracdo etc. Os resultados mostrados foram obtidos com 100 pontos de
discretizagdo, RK4, splines de 3* ordem e com as mesmas condi¢Ses iniciais. Ndo foi
possivel, neste estagio, trabalhar com tempos de simula¢éo superiores a 0.6s, por razdes
que serdo discutidas a frente. As figuras a seguir mostram resultados®® obtidos com

fungGes de custo quadrarica da forma:
tf
f(u,&)= _L lelz +Q2x22 +Q3x32 +Q‘,x42 +Q5x52 +Q6x62 +R1u,2 +R2u22 +R3u32 dt

utilizando Q=[10 1010 1 1 1, R=[1 1 1};Q=[1 11111}, R=[1 1 1;; Q=[00 00 0 0],
R=[1 1 1]. Em geral, Q e R sio matrizes quadradas diagonais. Neste texto, essas matrizes

sdo expressas através dos vetores que formam a sua diagonal principal.

> A menos que se indique o contririo, as simulagdes foram realizadas num microcomputador Pentium 111
600MHz, 512 MB RAM, Windows NT 4.0.
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X, xp (rad)

0 01 02 0.3 04 0.5 06 07

-400 - : : : - - :
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07

Figura 5.5: Péndulo 3gl, atuadores de torque, Q=[10 10 10 1 1 1], R=[1 1 1], tempo
CPU=7.84 min.
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Figura 5.6: Péndulo 3gl, atuadores de torque, Q
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X, xp (rad)

2 ; ' - : '
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7
400 ! : |
200 = ~srzp---- - R T TP s
E' 0 _______ :41 ________ E -------- ¥ 1 H
o Vo e ' ' : : I
R S S E S R
400 ! i : : N
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07

Figura 5.7: Péndulo 3gl, atuadores de torque, Q=[0 0 0 0 0 0}, R=[1 1 1], tempo
CPU=11.09 min.

Existem outras possibilidades de escolha da fung&o de custo. Por exemplo, pode-se
maximizar a altura do centro de massa do corpo, a0 mesmo tempo que se minimiza o seu
deslocamento horizontal. Deste modo, a fung¢do de custo seria calculada como:

Xem = - 0.4545409282649036 sin(x;) - 0.3211773065429751sin(x;) -
0.2095963566919316 sin(x3)
Yem =0.4545409282649036 cos(x;) + 0.3211773065429751 cos(x;) +

0.2095963566919316 cos(x3)
RE) = [~ (end [yem)¥on? +em” + RiUL + RoUz? + RsUs? d

Os resultados obtidos com esta fungdo de custo, nas mesmas condi¢des do caso

anterior a menos das condi¢des iniciais e sdo mostrados na Figura 5.8. E interessante notar
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0 baixo custo computacional empregado quando esta fungdo de custo foi utilizada.
Entretanto, esta fung3o possui o inconveniente, a0 menos tedrico, de nio ser convexa em

todo o dominio.

estados
3 i'— — .
3 7..L{_ s DR
L~ .
£°) —
L 1 R il ettt A
2 0 l_/ .nfu.;-_-sz-,-:-_-i-:-z-:-!:';_":': R L i —
x- -‘.\\ -——-“‘-?,_—_—
Rl i el ahbulit ot RS S S S N -
! TN ‘ e '
2 _ S e :
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7
t(s)
controle timo
400 . — 1
T
- ! e
% 0_:_"::::%::::_:i:_;::ﬁ;:':;._:’}e’iTTT_TE:--: """"""""""""
200 _—_—-_-'_'f_:__,:______-_,: _________ R s
400 i - 1 i
0 0.1 0.2 03 04

Figura 5.8: Péndulo triplo com atuadores de torque sem dindmica e fun¢do de custo dada

pelo centro de massa. Tempo de CPU = 1.54 min,

5.2.2 Atuadores de torque dinimicos lineares de 2* ordem

A partir do modelo com atuadores de torque sem dinamica, foi implementado um
modelo com atuadores lineares de torque de 2* ordem, isto €, contendo mais seis equa¢des
diferenciais, trés da dindmica da ativago e trés da contragdo. Ao mesmo tempo, a variavel
de controle deixou de ser o proprio torque e passou a ser uma ativa¢do neuro-muscular

equivalente. Deste modo, foi possivel abordar alguns dos problemas numéricos
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introduzidos com esta nova dinimica, sem entretanto ter a necessidade tratar, agora, os
problemas relativos & redundancia e saturagdo de atuadores.

Foram realizados diversos testes utilizando atuadores com a mesma estrutura e
alguns dos parametros identificados no Capitulo 3, estabelecendo porém que os atuadores
teriam 9300 N de forca maxima e 7 cm de brago de momento. Os pardmetros de
discretizagdo, interpolagdo, integragio, bem como as condi¢des iniciais — a menos da
estimativa inicial do vetor de controle — foram os mesmos utilizados na segfio anterior. A

formulagdo de estados deste modelo € a seguinte:

X, Xq

X, Xs

X; X6 ;g0
X, X4
X, M(X,,X,,%5) " | [DNtF,n, X, TFon, X, TF X3 1-[C(X,,%5,%5)] x: |=G(x,,X,,X;)
X, Xe
X, | —1/aa,(aa x,)

Xg | | ~1/aa,(aa,x,)

Xy —1/aa,(aa x,)

Xio | | 142 aaf,)(x, —aaf,x,o)

Xy 1/(2 aaf,)(x; —aaf x,,)

X

12 1/(2 aafz)(xg “‘aaf|x|2)

eq. 5.9

As matrizes [M], [D], [C], {G} e os seus coeficientes sdo os mesmos da eq. 5.7. Os
produtos r; For, foram definidos com o valor 651 m.N para os trés €ixos. Os parametros aa
e aaf s3o os mesmos identificados no Capitulo 4.

Foram testadas diversas fungdes quadraticas tipo LQR, definidas anteriormente.
Entretanto ndo foi possivel em nenhum dos casos testados convergir para a tolerdncia

padrio do RIOTS, mesmo apds 2000 ou 3000 iteragdes. Um destes resultados esta
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mostrado na Figura 5.9, para Q=[10 1010111000 0 0 0] e R=[1 1 1]. Neste caso, nio
foram impostos limites ao controle, cujo mddulo, a principio, ndo deveria ultrapassar a
unidade. Porém, os resultados apontam niveis de controle, especialmente no inicio do
movimento, bastante acima deste limite.

Outra fungdo de custo, bastante mais promissora, consiste na soma da derivada

temporal dos momentos, isto é:
.2 .2 .2
f(u,t)= 'L T+, +1, dt
utilizando as proprias expressdes de derivadas de torque das equagdes de estado. Esta
fungdo de custo minimiza a variagdo do torque, maximizando assim sua suavidade (Pandy

et. al.,, 1995). Os resultados obtidos com esta fun¢do de custo estdo mostrados na Figura

5.10. E notavel a economia computacional desta fung¢do de custo em relagdo a anterior.
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4 estados F— x|
| ' : ' E o
—_ 2"“74“‘\l,’i"_;;‘;i‘“\“'"“““"“.“‘"‘""" “““““ 1 — x4 |
8 ; ' '%“f‘—%fr\l_$|
~ S reseraydraenees ves brviivesssanines svesLret LEL) DD I IS I —— - |~~~ - |
g 0-.:..\ -"-f,------"""'"*“" ; : !
» ‘ .
i ) SO A S8 i SannnEEEE LR LR R s .
_4 E 1 : E 1 !
0 0.1 02 0.3 05 06 0.7
t(s)
5 controle 6timo
E E E E ' I._._ TR
: H : | | — U2 |
4L -------- e He o m L ] - m - - . — - :-—'
Vo a a a e —
E
G I T e e
/ : : 5
_2 1 1 1 1 L 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 07
t(s)

Figura 5.9: Estados e controle do péndulo triplo com atuadores de torque lineares de 2°
ordem e fungfio de custo tipo LQR com Q=[10 10101 1100000 0} e R=[1 1 1].

Tempo de CPU = 49.81 minutos, sem convergéncia.
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6. | | estados | | R i
; : : : . b ——— X2
SRS S poree et T e
= ; : ! - T x4
B 2f e o oo - ' /// ——————— 0 |
a ; ! : v oo X6
s. 0' _>‘_;;;.l;;;‘l;&;lﬁiip)mllu!!?!!?]-u%_—__.%:1—;
X e e e S mm e S — T T ;
I e . e A -
| . : ' : . |
4! ; I
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07
K(s)
1.5[‘ T T C?erIeétm?f) T T
: ; ' : | —e-- 1 !
e e S s et [T, 33
‘ ' : ' : — U3 ;!
05p-------- R it P b riaii R -
RN S I Nyt P ST L LEEELL L N g
R R B R e
-1 : : ; ; : :
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07
t(s)

Figura 5.10: Estados e controle do péndulo triplo com atuadores de torque lineares de 2°

ordem e fungio de custo = soma dos quadrados das derivadas temporais dos torques.

Tempo de CPU = 4.06 minutos.
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5.3 Péndulo triplo com atuadores musculares

Uma vez determinada a metodologia para o problema dos atuadores dindmicos de
torque, a introducdio de atuadores musculares, por sua propria natureza redundantes do
ponto de vista mecénico, trouxe consigo dificuldes numéricas adicionais. Serdo discutidos
e mostrados a seguir alguns resultados obtidos com 8 atuadores lineares com parameros
arbitrarios mas plausiveis, sendo dois deles bi-articulares. Serd abordado em seguida o
problema do tempo critico da simulagdo e mostrada uma estratégia para sua superagdo.
Finalmente, serdio mostrados os resultados obtidos utilizando atuadores ndo lineares, cujo
emprego no problema em questdo implica em problemas numéricos relativamente

importantes.

5.3.1 Atuadores musculares lineares
Tendo em vista a realizacdo de testes do algoritimo de controle, foi criado um
modelo com 8 atuadores lineares, posuindo a seguinte matriz de bragos de momento:

0o 0 0 0 r, O
r={0 0 r, 1, 0 0 1, 1y
0 0 0 1, r, 0 15

cujos valores numéricos adotados foram:

0.0630 -0.0560 o 0 0 0 0.0960 0
r=| 0 0 0.0910 -0.0560 0 0 0.0880 —0.04000
0 0 0 0 0.0644 -0.0756 0 -0.0300

As forcas maximas dos atuadores de 1 a 6 foi de 9300 N e dos dois dltimos 8000 N
e 9000 N respectivamente. Multiplicando-se a matriz de bragos de momento por uma

matriz 8x3 contendo trés copias do vetor das for¢as maximas, obtem-se a matriz rFom,
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representado as efetivas capacidades de cada musculo produzir momento em cada uma dos

corpos rigidos:
585.9 -520.8 0 0 0 0 768.0 0
rFom=| O 0 846.3 -520.8 0 0 7040 -360.0
0 0 0 0 598.92 -703.08 0 -270.0 |

Foram utilizados os pardmetros lineares da dinimica da contra¢do e da. ativagdo
obtidos no Capitulo 3 para todos os oito musculos. Depois de diversas tentativas

preliminares, optou-se pela seguinte fungfo de custo:
8 /.
f(u,x(ty)) = EZ(FiZ + kuiz)dt , k=02
i=1

em que F,, i=1,...8 sdo as derivadas temporais de cada forga muscular, isto €, a propria
expressio da equagdo de estado correspondente, e u; s30 0s sinais de controle.

Entretanto, nfo foi possivel aplicar diretamente a mesma metodologia e 0s mesmos
parametros de discretizagdo, interpolagdo e imegracdo do problema dos atuadores
dinimicos de torque. Percebeu-se que, mesmo aumentando ao limite da memoéria da
maquina a discretizagio da malha, com RK4 e diversas ordens de spline, o sistema ndo
convergia. Uma das razdes que possivelmente tenha levado a essas dificuldades ¢ a
utilizagio da estimativa inicial do controle baseada na lei de realimentag@o LQR.
Estabelecendo um modelo contendo uma matriz de ganhos, durante a integracdo das
equagdes diferenciais ao longo da solugo do OCP, os métodos RK4, RK3 e RK1 (ver
Press et al., 1992) fazem avaliagdes destas equagSes nio s6 nos pomtos t da malha de
disctretizagdo, sendo também em pontos intermediarios t+A/2, em que A € o ingervalo de
integragdo. Neste caso, o calculo da variavel de controle, a partir da matriz de ganhos, ¢
feita a cada avaliacdo da equagdo diferencial pelo método RK. Em seguida, a trajetoria

final do controle pode ser calculada multiplicando-se a trajetoria de estados pela matriz de
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ganhos. Introduzindo esta trajetoria final de controle como um sinal de malha aberta no
mesmo sistema dindmico, verificou-se que o comportamento do sistema divergia daquele
observado com o sistema em malha fechada. Este efeito deve-se, provavelmente, a
aproximagdo realizada pelo integrador implementado no RIOTS, que toma os valores do
controle em pontos intermediérios aos ndés como 0s valores no no6 a esquerda (Schwartz €
Polak, 1996, Sec. 4). Na Figura 5.11 verifica-se um inicio de divergéncia das velocidades
angulares.

Uma maneira empregada para tentar superar este efeito foi a utilizag8o do RK1, ou
método de Euler, que nio requer a avaliagio da equagdo diferencial fora dos nds da malha
de discretizacdo. De fato, utilizando este integrador, o que implica no emprego de uma
malha mais refinada e na interpolagdo do sinal de controle apenas por fungbes constantes
por partes, as respostas em malha aberta e fechada coincidem. Mesmo assim, o sistema

ndo convergia.
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estados - malha fechada

4, 7
i : ; o — 1 |
-~ 2 i ,""“'""":;_—;;:‘f:"—"f‘:f:"""\ -------- ] | —— X2
g — i f ' e X3
: 0 \\_l’__-vﬁ;%’;_zu;;;;ﬁ;;miﬁiim-n:--::-.:;:a-_-z.m ________ - x4
><_ . G VB I—---u-————--——-" . . g . x5 |
X p et e e s o 6
4 : : ‘ ' '
0 0.1 0.2 0.3 t(s) 04 05 06 0.7
controle calculado por realimentagéao
i ' c W
x U2
+ U3
= U4
> US
¢ UB
- U7
o U8

estados - malha aberta

5 - ' :
/
o
- o

=) e
© o
: 0 L "rn'..—:iﬁ’;u;i;.z5;-2;.-.--:-:._—-_:._"_.-_.:.._“;:‘._.:‘:??- _________
b3 L ¥ R L ] - o = - -—
=

-5 — - - —

0 01 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7

t(s)

Figura 5.11: Comportamento do sistema controlado por malha de realimentagéo calculada
por LQR. O grifico superior mostra os estados do sistema em malha fechada. isto &,
integrando as equacdes diferenciais associadas & matriz de ganhos. No grafico central
estdo mostrados os sinais de controle calculados multiplicando-se os estados pelo matriz

de ganhos. Em baixo, o sinal de controle foi introduzido no sistema em malha aberta.

Utilizando o RK1 e 200 pontos de discretizagdo, foi possivel calcular uma nova
estimativa inicial para o controle, impondo vinculos terminais de desigualdade (xif, -
JIX¢| < 1/5). Esta nova estimativa estd mostrada na Figura 5.12. O controle étimo obtido

com as mesmas condi¢des iniciais da Figura 5.12 e, finalmente, estabelecendo os vinculos
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terminais de igualdade, estdo mostrados na Figura 5.13. Para a condi¢do inicial, foi
utilizada a fungdo de custo contanto apenas com as derivadas das for¢cas musculares. Com
esta fungdo, entretanto, nfo era possivel a convergéncia para 0s vinculos terminais de

igualdade sem que fossem empregados os termos 0.2 Ui, i=1,..,8.

estados
1'5; :
— 1':* \\' b1
.E 05|“' - ‘"-—-::::::-'-/——"'"—--"":::‘=-‘=::‘."‘l —-— X2
SO s i 83
G 0 Lavsiiirenssmnnnssnusseiie x4
> o : — x5
Y e v PRt I
---\-\-m‘/:——-——_-—————--- ‘1::-;/’,
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7

tis) .
controle 6timo

Figura 5.12: Estimativa inicial do controle calculada com RK1 utilizando vinculos de

desigualdade. Tempo de CPU = 825.84 min (Pentium II 400Mhz).
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estados

x, xp (rad)

tfs) .
controle étimo

SO TR Fox O

!
C
©

Figura 5.13: Solugéio do péndulo triplo com 8 atuadores lineares, RK1. Tempo de CPU =
1.045,8 minutos (Pentium [ 400Mhz).

Utilizando esta estimativa inicial a partir dos vinculos de desigualdade, foi possivel
empregar o RK4, mesmo com a degradagdo da condi¢do inicial por LQR para o cilculo da
condig¢o incial com vinculo de desigualdade (vide Figura 5.14 e Figura 5.15). Neste caso,
percebeu-se um aumento significativo do tempo de CPU, tanto para a estimativa inicial
quanto para a solugdo final. Entretanto, a fun¢éo de custo que com o RKI1 tinha ficado em

1.4262, reduziu-se para 1.3456 com o RK4.
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X, xp (rad)

1 H H
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07
t(s)
1 controle 6timo
[_ _________________________ TTT TS TS oS TSSE TS s e s Pt
| S —
0.8 - ' 3; ’
- U3 1
g OB T T . U4 "
S oAt - Us:
0.4 NS
0.2 4o e TS - U7
T — e . U8
(N e g
0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7
t(s)

Figura 5.14: Estimativa inicial do controle calculada com RK4 utilizando vinculos de

desigualdade. Tempo de CPU = 1.126,1 minutos (Pentium I1 400Mhz).
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estados
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0 0.1 0.2 0.5 06 0.7

03 o)

Figura 5.15 Solugdo do péndulo triplo com 8 atuadores lineares, RK1. Tempo de CPU =

1274 minutos

5.3.2 Problema do tempo critico

Em todos os modelos de péndulo triplo estudados, seja com atuadores de torque
sem dindmica ou musculares dindmicos, ndo foi possivel estabelecer tempos de simulagdo
superiores a um certo tempo critico (terir), em geral, por volta de 0.6 segundos. As razdes
desta limitagdo ndo foram totalmente compreendidas, mas supde-se que acima de tcrit 08
problemas causados pela inviabilidade das condicdes iniciais s3o agravados pela
comportamento dindmico do sistema divergir da bacia de atracdo que o permitisse chegar
aos estados correspondentes aos vinculos terminais que representam um ponto de
equilibrio instavel. Em tempos de menor durag@o, 0 sistema pode em algumas iteragdes do

processo de otimizagdo apresentar solugdes instaveis, mas sem terem tempo de simulagdo
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suficiente para o péndulo cair, a ponto de nio poder recuperar-se novamente. Neste caso, a
solugio do OCP tornava-se inviavel e, devido a imperfeigSes de implementagdo do
RIOTS, a simulagfio apresentava um erro fatal de memoéria que requeria o encerramento
do processo.

Para o caso dos atuadores musculares lineares, foi possivel estabelecer uma metodologia
que permitia a simulagdio do sistema por tempos superiores a toir. A solugdo adotada foi
dividir o intervalo de simula¢io em dois ou mais, desde que o tempo de cada um fosse
menor do que t;. Para o primeiro intervalo, eram estabelecidos vinculos de desigualdade
terminais que representavam uma fragdo das condi¢des iniciais. Por exemplo, para
condicdes iniciais de m/4 e - m/4 para os angulos do tornozelo e do joelho,
respectivamente, estabelecia-se um vinculo terminal de desigualdade em que todos os
estados, de deslocamento e velocidade, deveriam ter seus valores absolutos inferiores a
/5. A partir das condigdes finais do primeiro intervalo, era calculada uma nova solugdo
num segundo intervalo de tempo, estabelecendo vinculos terminais de desigualdade mais
estreitos, na faixa de 7/30 para os mesmos estados. O resultado obtido com este processo
(Figura 5.16) mostra que o sistema converge para os vinculos terminais estabelecidos, mas
verifica-se uma transicdo abrupta do sinal de controle no encontro entre as duas solugdes,

pouco plausivel do ponto de vista fisiologico.
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: //st" —_— o U6
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0 0.2 04 0.6 0.8 1
i(s)

Figura 5.16: Solugdo para t > te, em dois intervalos, com,vinculos de desigualdade e
RK1.

E importante observar que estes resultados foram obtidos com integrador RK1.
Caso contrario, utilizando-se RK de ordem superior, é possivel obter uma solugdo
aparentemente semelhante. Entretanto, quando foi feita uma nova integrag@o das equagdes
diferenciais com este mesmo sinal de controle, a solug¢io se tornava instavel no segundo
trecho, afastando-se dos vinculos terminais. Este fendmeno pode ser atribuido novamente
aos termos do RK calculados em intervalos de tempo diferentes dos nos da malha, isto €,
em t,+A/2. Considerando que o primeiro ponto do segundo intervalo € o mesmo do ultimo
ponto do primeiro intervalo, isto é, a condigdo inicial do 2° € a final do 1°, este ultimo
ponto foi calculado levando em conta as informagbes do né precedente, ja que o RK

utiliza as informagdes do ponto i-1 para calcular o valor da equagdo diferencial integrada
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no ponto i. No caso do primeiro ponto do segundo intervalo, a mera repeti¢io do ponto
anterior significa uma inconsisténcia para o método naquela iteragdo, introduzindo uma
perturbacdo numérica fatal para a estabilidade das equagGes, de natureza altamente
instavel e ndo-linear. Com o RK1 esta inconsisténcia ndo se verifica.

Utilizando o controle calculado acima como condigdo inicial para a solu¢do do
OCP no tempo completo, pode-se obter o resultado mostrado na Figura 5.17. Deve-se

observar, entretanto, o alto custo computacional desta solugéo.

estados

X, xp (rad)

!
BHELRXN

0 02 0.4 t(s) 06 0.8 1

controle 6timo

0 02 0.4 06 0.8 1
t(s)

Figura 5.17: Solugdo final para t >te, com vinculos de igualdade, utilizando como
estimativa inicial o controle mostrado na figura anterior. Tempo de cpu = apx. 100 horas

num Pentium II 400 MHz.
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5.4 Pénduloe triplo com atuadores musculares nio-lineares ¢ bracos de momento

fixos

Uma vez estabelecidas algumas diretrizes metodologicas para o controle do
modelo biomecénico da postura simplificado em diversos niveis, resta aplica-las a um
modelo que contemple a maior parte das informagdes anatdmicas e fisiologicas relevantes
a uma analise efetiva do problema proposto.

Deste modo, foram introduzidos finalmente no modelo atuadores musculares ndo
lineares. Nesta etapa, foram consideradas algumas hipoteses simplificadoras:
¢ A contragdo foi admitida isométrica. Os comprimentos dos atuadores foram fixados no

valores apresentados na posi¢do anatdmica.

e Os bragos de momento foram admitidos constantes em fungdo da variagdo das
coordenadas generalizadas e tomados na mesma posi¢do dos comprimentos.

e A relagdo for¢a x comprimento da fibra muscular foi considerada constante e igual a 1.

e A dindmica da ativagdo possuia as mesmas constantes de tempo para todos os
musculos.

e Dos 40 musculos analisados e mostrados no Capitulo 2, foram criados 10 grupos
musculares (chamados de gm>'), eliminando alguns musculos e agrupando outros,
conforme o critério descrito abaixo

Em posi¢do anatomica, os pardmetros mecanicos e geométricos dos 40 musculos
descritos no Capitulo 2. a partir do modelo criado por Scott Delp e seus colaboradores,

(Delp et al., 1990; Delp e Loan, 1995), estdo mostrados na Tabela 5.1.

5* Nao confundir com os grupos definidos no Capitulo 2 com base nas coordenadas generalizadas do modelo
geométrico.
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Mausculo rn (HF) | r:(KA)| r;(AA) F* O Sl B il RS O LM* | grupos
gmed1 -0.0125 546 -6.825 0.12 1
| gmed2 -0.0225 382 -8.595 0.13 1
gmed3 -0.0250 435 | -10.875 0.11 1
| gminl -0.002 180 -0.36 0.08

gmin2 -0.005 190 -0.95 0.08

gmin3 -0.010 215 -2.15 0.09
semimem -0.055 | -0.040 1030 | -56.65 | -41.20 0.42 2
semiten -0.065 | -0.042 328 21.32 | -13.78 0.47 2
bifemlh -0.065 | -0.055 717 | -46.605| -39.435 0.45 2
bifemsh -0.050 402 -20.10 0.21 3
sar 0.05 -0.020 104 5.20 -2.08 0.56

addlong 0.04 418 16.72 0.20

addbrev 0.005 286 1.43 0.13

amag] -0.01 346 -3.46 0.12

amag? -0.02 312 -6.24 0.20

amag3 -0.015 444 -6.66 0.33

tfl 0.04 155 6.20 0.52

pect 0.02 117 2.34 0.10

gra 0.015 | -0.035 108 1.62 -3.78 0.41

gmax|1 -0.04 382 -15.28 0.20 4
| gmax2 -0.05 546 -27.30 0.21 4
gmax3 -0.07 368 -25.76 0.24 4
iliacus 0.036 429 15.44 0.20 5
psoas 0.034 371 12.61 0.26 5
rf 0.047 | 0.0295 779 36.61 22.98 0.45 6
vasmed 0.0316 1294 40.89 0.23 7
vasint 0.0300 1365 40.95 0.25 7
vaslat 0.0305 1871 57.06 0.26 7
medgas -0.0150| -0.0395| 1113 -16.69 | -43.96 | 0.1 8
latgas -0.0125| -0.0405| 488 -6.10 | -19.76 0.41 8
sol -0.0384 | 2839 -109.02  0.30 9
tibpost -0.010 1270 -12.70 | 0.35 9
flexdig -0.010 310 -3.10 0.44

flexhal -0.014 322 -4.51 0.42

tibant 0.0426 603 25.69 0.30 10
perbrev -0.004 348 1.39 0.21

perlong -0.008 754 6.03 0.40 10
pertert 0.0274 90 2.47 0.17

extdig 0.040 341 13.64 0.44 10
exthal 0.042 108 4.54 0.40 10

Tabela 5.1: ParAmetros musculares em posi¢do anatomica. HF, KA e AA sfo as trés

coordenadas generalizadas relevantes no plano sagital: flexdo do quadril, 4ngulo do joelho

e dngulo do tornozelo. Os pardmetros ry, r; € r3 sdo os bragos de momento em relagéo a

cada eixo de rotagdo para cada musculo. Os grupos na dltima coluna foram selecionados

de acordo com a semelhang¢a funcional dos muisculos que os compde.
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Multiplicando cada um dos bragos de momento pela for¢a maxima de cada

musculo, é possivel obter um estimador da relevancia mecénica deste musculo em relagdo

as coordenadas generalizadas. Tendo em conta esta informacao, foram eliminados do

modelo alguns musculos com capacidade muito pequena. Por outro lado, muisculos com a

mesma fungdo biomecanica e com parametros semelhantes foram selecionados e reunidos

em 10 grupos musculares gm, i = 1,...,10 (dltima coluna daTabela 5.1). Na Tabela 5.2

estio mostrados os musculos e os pardmetros adotados para 0s grupos musculares.

Miisculo grupos | M a L F B | EM | e EM M7
| gmed] 1 0.0535 8.0 0.0780 546 -6.825 0.12
gmed2 1 0.0845 0.0 0.0530 382 -8.595 0.13
gmed3 ) 0.0643 19.0 0.0530 435 -10.875 0.11
gm 1 0.0681 | 9.9344 | 0.0595 1363 -26.295 0.1191
semimem 2 0.0800 15.0 0.3590 1030 -56.65 -41.20 0.42
semiten 2 0.2010 5.0 0.2620 328 -21.32 -13.78 0.47
bifemlh 2 0.1090 0.0 0.3410 717 -46.605 | -39.435 0.45
gm2 0.1108 | 7.5027 | 0.3363 2075 -124.58 | -94.415 0.4398
bifemsh 3 0.1730 23.0 0.1000 402 -20.10 0.21
gm3 0.1730 23.0 0.1000 402 -20.10 0.21
gmaxl 4 0.1420 5.0 0.1250 382 -15.28 0.20
gmax2 4 0.1470 0.0 0.1270 546 -27.30 0.21
| gmax3 4 0.1440 5.0 0.1450 368 -25.76 0.24
emd 0.1448 | 3.0026 | 0.1333 1296 -68.34 0.2191
iliacus 5 0.1000 7.0 0.0900 429 15.44 0.20
psoas 5 0.1040 8.0 0.1300 371 12.61 0.26
gmS 0.1018 | 7.4496 0.1080 300 28.05 0.2270
rf 6 0.0840 5.0 0.3460 779 36.61 22,98 0.45
| gmé 0.0840 5.0 0.3460 779 36.61 22,98 0.45
vasmed 7 0.0890 5.0 0.1260 1294 40.89 0.23
vasint 7 0.0870 3.0 0.1360 1365 40.95 0.25
vaslat 7 0.0840 5.0 0.1570 1871 57.06 0.26
gm7 0.0857 | 4.3788 | 0.1407 4530 139.90 0.2464
medgas 3 0.0450 17.0 0.4080 1113 -16.69 -43.96 0.41
latgas 8 0.0640 8.0 0.3850 488 -6.10 -19.76 0.41
gm8 0.0507 | 14.3097 | 0.4011 1601 -22.79 -63.72 0.41
sol 9 0.0300 25.0 0.2860 2839 -109.02 0.30
tibpost 9 0.0310 12.0 0.3100 1270 -12.70 0.35
gm9 0.0301 | 23.6436 | 0.2885 4109 -121.72 | 0.3052
tibant 10 0.0980 5.0 0.2230 603 25.69 0.30
perlong, 10 0.0490 10.0 0.3450 754 6.03 0.40
extdig 10 0.1020 8.0 0.3450 341 13.64 0.44
exthal 10 0.1110 6.0 0.3050 108 4.54 0.40
em10 0.1006 | 6.0362 | 0.2649 1052 43.87 0.3539

Tabela 5.2: Grupos musculares selecionados e seus parametros.
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Os comprimentos Otimos, os comprimentos dos atuadores, os éangulos de

empenamento e os comprimentos de tenddo relaxado dos grupos foram calculados a partir

da média ponderada pelo produto r F," de cada musculo em cada coordenada

generalizada.

Em testes preliminares, usando um modelo de 6 musculos nio lineares com
pardmetros arbitrarios, verificou-se a necessidade de relaxar as tolerncias de otimizagéo e
violagio de vinculos do algoritmo de otimizagdo tipo SQP (Sequential Quadratic
Programming) (NPSOL) utilizado pelo RIOTS. Utilizando os valores padrdo destas
tolerancias, 10°e 107, o OCP n#o convergia. Assim, esses pardmetros foram aumentados
para valores proximos a 0.1, ainda que tolerdncias um pouco mais estreitas permitissem

convergéncia em alguns casos.

5.4.1 Testes com tempo final 0.4 segundos e com tempo acrescido

Com a introdugfo dos 10 atuadores com parametros fisiologicos, percebeu-se que,
em fungdo das condigdes iniciais testadas (n/6 de flexdo para os dngulos do tornozelo e do
joelho), dos vinculos terminais, do tempo de simulagdo e dos vinculos de controle, ndo era
possivel que o sistema convergisse numa unica solu¢do obedecendo por completo os
vinculos. Foi realizada uma seqiiéncia de simulag¢des, cujos pardmetros estdo mostrados na
Tabela 5.3, visando a determinagdo de via de solugdes que permitissem chegar, ao final,
numa resposta convergente. Os vinculos terminais foram tratados sempre como vinculos
de desigualdade, mesmo na resposta final, quando os valores especificados dos vinculos
eram da mesma ordem de grandeza da tolerancia para a violagdo de vinculo.

Uma tentativa de estender o tempo de simulagdio foi realizada nesse série de
simulagdes: a uma solugio convergente obtida até 0.4 segundos eram acrescentados novos

pontos a malha, com algum padrio de controle escolhido para estimativa inicial desse
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novo trecho. Em geral, valores constantes para todos os controles. A partir de uma
primeira solugdo com esses novos pontos, mantendo-se inicialmente os vinculos terminais
em valores largos (n/5), os vinculos terminais eram progressivamente estreitados, como
nas simulag¢Ges sem pontos acrescidos.
Mantendo inicialmente o tempo final fixo em 0.4 segundos, foi realizada uma 1°
série de simulagGes utilizando 300 pontos na malha de discretizagéo, splines de 4° ordem e
integrador com passo varidvel LSODA, conveniente para sistemas duros e altamente no-
lineares. Além disso, as estimativas de partida do vetor de controle para a seqiiéncia de
solugbes foram escolhidas de maneira tal que fossem ativados musculos extensores,
preferencialmente uniarticulares. Todas as condi¢des utilizadas estdo especificadas na
Tabela 5.3. Nesta série, as solugdes convergentes obtidas e a seqiiéncia de solucdes foram:
12.9 3129 1b<= u00
12_9_4 (Figura 5.18) <= 12 9 2¢=12 9 2a<12 9 1 <= u00
139 1<12.9 4129 2¢ 12 9 2a < u00
1392¢1294¢1292¢129 2129 2a< 129 1 ¢ u00
13_9 4 (Figura5.19)< 12.9 412 9 212 9 212 9 2a< 12 9 | & u00
POde-se observar, nessas respostas, um significativo nivel de ruido numérico nas
fungdes de controle, apesar de ser verificavel sua reducio com a diminui¢do da tolerdncia,
tanto de otimizagdo quanto de violagdo de vinculos. A seqiiéncia especifica adotada em
cada simulag@o influencia na resposta e no valor obtido da funcio de custo: pode-se nota-
lo comparando as respostas 12 9 3 e 129 4 (Figura 5.18). Foi realizado um teste
utilizando uma resposta obtida com o LSODA (14_9 4) como estimativa inicial para outra
simulagdo (22_9_1) com RK4, fornecendo uma diminui¢do da fungdo de custo (de
10.0583 para 7.6575) e aumento do ruido. Em todos os testes, também nas outras

seqiiéncias que serdo analisadas adiante, foram utilizadas splines de 4* ordem. Testes com

splines de menor ordem (11 9 2) apresentaram erros na busca linear. Do ponto de vista
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cinemético, a resposta que apresentou menores valores maximos de velocidades dos
membros foi a 13_9 1. As respostas 13 9 2 e 13_9 4 (Figura 5.19) apresentaram
aumento das velocidades maximas e a resposta 13_9 4 foi a que forneceu o menor valor
da fungdo de custo e o menor nivel de ruido. Diminuindo as tolerdncias a partir dessas
respostas (14_9_1), a simulagio apresentava um erro fatal de memoria.

Com o mesmo tempo final mantido em 0.4 segundos, foi realizada uma nova série
de simulagdes, desta vez utilizando integrador RK4 e menores niveis de discretizagdo, isto
€, 200 e, na maior parte dos testes, 150 nds. Testes com 100 pontos produziram erros fatais
de memdria (25_9 2). As seqiiéncias de simulagdes que levaram a resultados

convergentes foram:

200 pontos: 24 9 424 9 224 9 1 < u00
150 pontos: 25_9 1 (Figura 5.20) <= 24_9 5 (Figura 5.21) < 24 9 3 (Figura 5.22) <
u00

Comparando os tempos totais de uso de CPU das duas séries de simulagdes, com
150 pontos foram gastos 98 minutos, ao passo que com 200 pontos 198 minutos,
mostranto que um aumento de 33% no refinamento da discretizagdo levou a tempos de
CPU ao redor de 2 vezes mais longos, ndo obstante os controles obtidos diferirem pouco.
O uso de 150 pontos levou a uma fungdio de custo um pouco menor (f = 9.3786) do que
200 pontos (f = 9.4710), menores velocidades maximas dos membros e ruidos numéricos
maiores para alguns misculos e menores para outros. Testes com LSOSDA e 150 pontos
(23_10_1) levaram a resultados equivalentes ao RK4, tanto no que diz respeito aos
padrdes de controle, aos tempos de CPU e aos niveis de ruido numérico.

Uma tentativa de estender o tempo de simulagfo acima do tempo critico observado
foi feita acrescentando novos pontos a uma solugio previamente obtida com tempo

inferior ao critico. O vetor de controle original, acrescido do novo conjunto de pontos, era
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utilizado como estimativa inicial para uma nova seqiiéncia de simula¢des. Foram feitas
diversas tentativas, com diferentes integradores, niveis de discretizagdo, valores de
tolerancias, valores inciais dos pontos do vetor de controle acrescentado e numero de
pontos acrescentados (25, 50, 90, 70). Porém, a unica série que forneceu ao final um
resultado convergente foi a seguinte:
25 10_1 (Figura 5.23) <= 24 10 3¢=24 10 2<¢<24 10 1 <22 10 4«22 10 1 <
u00

Nestas simulag¢des, foi empregado o resultado de uma simulagdo inicial com 150
pontos, LSODA, acrecentando 50 pontos ao vetor de controle (correspondendo a um
aumento de 33% no tempo de simulagdo, ou 0.53 segundos). Foram empregados, no total,
469 minutos de CPU, e a fungdo de custo decresceu significativamente em relagéo ao caso
com tempo final 0.4 segundos, de 9.3786 para 6.8569. E interessante observar que na
ultima passagem da seqiiéncia de simulagdes, de uma resposta que apresentava niveis de
controle de no maximo 1.5, para o resultado final com vinculo de controle Um=1, a

fun¢do de custo aumentou 14%, assim como o ruido numérico do controle.
b
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5.4.2 Testes com tempo final 1 segundo e aceleragiio da gravidade variavel

Uma tentativa de obter simulagdes com tempos superiores ao tempo critico de 0.4
segundos foi utilizar valores pequenos da aceleragio da gravidade para gerar as primeiras
estimativas do vetor de controle. Considerando inicialmente a aceleragdo da gravidade
como 2 nvs® e utilizando uma estimativa inicial u00 conforme descrito na Tabela 5.4, foi
possivel controlar o modelo para vinculos terminais m/5. A partir dessa resposta, a
aceleracdo da gravidade foi aumentada para 5, 7.5 e, finalmente, 9.81 nv/s?, utilizando a
resposta anterior como estimativa inicial, segundo a seguinte seqiiéncia de simulagdes:

25 11_3 (Figura 5.24, Figura 5.25 e Figura 5.26) < 14_11_1 < 10_11_1 < 9_11_1 &
8 11 1< 7 11_1 (Figura 5.27) < u00

Foram utilizados 400 pontos na malha de dicretizaggo e integrador RK4, e entre as
simulagdes 8 11 1,9 11 1,10 11_1 e 14_11_1 foram feitos pequenos ajustes no vetor
de controle da simulagdo anterior, tendo em vista a obtengdo de respostas um pouco mais
proximas da regido de convergéncia. Essencialmeme, o aumento da gravidade requer
maiores niveis de ativagdio dos extensores, o que pode ser feito por tentativa e erro até que
os valores maximos das variaveis de estado se afastem o minimo possivel dos vinculos
terminais. Os ajustes adotados estdo mostrados na Tabela 5.4. Para a simulagéo 25_11_3,
as ativagbes neuromusculares e as forgas musculares estio mostradas na Figura 5.25 e na

Figura 5.26.

E notavel a diminuicdo da fungdo de custo em relagdo a condi¢do com tr = 0.4
segundos, atingindo agora 4.0576. Ao mesmo tempo, as velocidades maximas dos
membros se reduziram, denotanto a obten¢do de um movimento mais suave. Entretanto, o
tempo de CPU foi bastante maior, atingindo no total 58.5 horas. Percebeu-se, nessa série

de simulacdes, a conveniéncia de se adotar um limite inferior na varidvel de controle
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maior que zero, e uma tolerancia de violagio de vinculos inferior a esse limite mas ndo
nulo, evitando assim erros de divisdo por zero, apontado pelo NPSOL como erro de ponto
flutuante no célculo do gradiente do vinculo. Além da resposta obtida na simulagio
25 11 3, com tolerancia violagdo de vinculo 0.12, foi obtida também a resposta 25_11_2,
com 0.15 para essa tolerincia. Percebe-se, comparando as duas respostas, a suavizagio de
alguns picos atribuiveis ao ruido numérico, além de um ligeiro aumento na fungfo de

custo e no tempo de simulagio, este da ordem de 15%.
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Capitulo 6

Resultados com atuadores nio lineares e bragos de momento varidveis

Uma vez realizados os testes preliminares do Capitulo 5, onde as principais
dificuldades numéricas foram levantadas e, na medida do possivel, solucionadas em
modelos simplificados, este Capitulo traz os resultados das simulagdes de um modelo
contento 10 muisculos no-lineares e bragos de momento varidveis. Para incluir essa nova
caracteristica no modelo, foram empregadas as equagdes de regressdo obtidas no Capitulo
2. Deste modo, as estimativas das forgas musculares obtidas podem ser consideradas
bastante mais realistas, ainda que as curvas de controle obtidas possam diferir, por
limitacbes do modelo da mecanica muscular, mais sensivelmente dos valores
eventualmente observados in vivo.

Inicialmente, aos valores dos parametros dos grupos musculares obtidos no
Capitulo anterior, foram acrescidas curvas médias dos bragos de momento em relagio as
coordenadas generalizadas. Estas curvas foram obtidas a partir das curvas de regressdo
genéricas do Anexo 1, ponderando cada componente do grupo muscular pela sua forga

méxima. A partir dai, a interpolagfo era refeita para a curva média, e novos coeficientes de
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regressdo eram obtidos. Procurou-se utilizar as curvas de menor erro para cada um dos
grupos musculares. As curvas médias obtidas estio mostradas na Tabela 6.1. As posi¢des
dos grupos musculares, denotadas pelo seu componente mais importante, estdo mostradas
na Figura 6.1.

Uma vez determinadas as curvas médias dos bragos de momento, suas expressoes
polinomiais foram inseridas na matriz de bracos de momento, substituindo os valores
constantes utilizados anteriormente. Posteriormente, as equag3es de movimento € 0S
gradientes necessarios para a solug@o do OCP foram calculadas da mesma maneira que

nos modelos anteriores, fazendo uso do pacote de manipulagdo algébrica do Matlab v5.3.

Figura 6.1: Grupos musculares denotados pelos seus componentes mais importantes
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b &
g 8

rHF - grupo 2 (isquiot} tm)

L& & &
88 38 5 %

flexo 5o josho (grevs) flex30 do quadil (graus) PexBo do Jootho [graus) Rexdo do quacrl (gravs)

Tabela 6.1: Curvas médias dos bragos de momento para os 10 grupos musculares
selecionados. As superficies mostradas na segunda parte da tabela se referem aos bragos
de momento de musculos biarticulares em relagio a cada uma das articulagdes envolvidas.

Para esses grupos, as curvas de cada componente nio estdo mostradas.
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6.1 Resultados com t~0.4 segundos

A primeira parte dos resultados se refere a simulagdes realizadas sem o emprego da
estratégia da aceleragdo da gravidade varidvel (ver Tabela 6.2 para todas as simula¢des
realizadas nesse item). Foram utilizados 150 pontos na malha de discretizagio e integrador
RK4. A funcdo de custo foi mantida a mesma do modelo simplificado, isto é, a soma das
derivadas das forgas musculares, tanto nesse como no proximo item. Algumas tentativas
iniciais, utilizando a mesma estimativa inicial u00 do caso com brago de momento
constante, nio foram bem sucedidas; em seguida, foi empregado para o u00 o valor
constante de u=0.2 para todos as varidveis de controle, ¢ desta vez foram obtidas apenas
algumas respostas convergentes para o vinculo terminal de 7t/5, extremamente ruidosas e
sem um padrio de excitagdio claramente identificivel. Uma segunda série de simulagdes,
utilizando uma nova estimativa de w00, uOOb, forneceram respostas convergentes, de
acordo com a seqiiéncia:

4_12_1 (Figura 6.5) <= 3_12_4 (Figura 6.4) < 2 12 2 (Figura 6.3) < 2 12_1 (Figura
6.2) <= u00b

Na primeira simulagéio, 2_12_1, a fungfo de controle e a trajetdria obtidas parecem
plausiveis, assim como o valor da fungfio de custo (f = 4.4688). Entretanto, quando o
vinculo terminal foi reduzido para /15, a fun¢do de custo apresentou um aumento
desusado para 25.0614, verificando-se uma intensa coativagio do gastrocnémius e do
tibialis anterior, dois musculos antagonistas. Quando o vinculo terminal restringiu-se para
n/30 (3_12_4), mantendo o vinculo superior de controle em 10 (ainda que os valores
maximos apresentados foram de 2.23), a fungfo de custo atingiu 36.4585. Quando Us,, foi
reduzido para 2 (4_12_1), notou-se um aumento significativo do ruido, bem como da

propria fungdo de custo (f = 51.9406). Por outro lado, o padrio de ativagio mostrou-se
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bastante curioso, com uma forte ativacdo do biceps femoris caput brevis e diminui¢do da
atividade do gastrocnémius. Estes resultados sugerem que o algoritmo de otimizagio
atingiu um minimo local que se afasta de um padrdo fisiologicamente razoével.

Na tentativa de escapar deste minimo local, procurou-se realizar uma terceira
seqiiéncia de simulagdes, desta vez mantendo o vinculo superior de controle num valor
reduzido desde as primeiras simulagdes. Procedendo desta maneira, foi possivel obter a
seguinte seqiiéncia de simulagdes, que culminou num resultado convergente:

13_12_2 (Figura 6.12, Figura 6.14, Figura 6.15) e 13_12 3(Figura 6.13) < 11_12_3
(Figura 6.11)<= 11 _12 2 (Figura 6.10)¢= 6 12 6 (Figura 6.9)<= 6_12 5 <= 6_12 1 <
5 12 3 (Figura 6.8)<= 1 _12 1 (Figura 6.7) <= 30_11_5(Figura 6.6) <= u00

Da primeira (30_11_5) para a segunda (1_12_1) simulag@o o vinculo superior de
controle foi reduzido de 10 para 2 e logo para 1.5 na terceira simulagfio (5_12_3). Na
seguinte, (6_12 1), o vinculo foi reduzido para 1.4 e a tolerdncia de violagéo de controle
aumentada para 0.04, ou o NPSOL ndo era capaz de achar pontos factiveis para os
vinculos nio-lineares. Na simulagido 6 _12_5, o vinculo superior de controle foi reduzido
para 1.3 e o inferior para 0.03 e na seguinte (6_12_6), o vinculo superior atingiu
finalmente 1. A partir dai, os vinculos terminais foram reduzidos para /10, as tolerancias
de otimizac¢do e violagdo de vinculos para 0.001 e 0.006 respectivamente e o vinculo
inferior de controle para 0.01. Reduzindo os vinculos terminais para 7/20 (11_12_3), foi
necessario aumentar a toleridncia de otimizagdo para 0.01, mantida para a proxima
simulagdo, desta vez ja com os vinculos terminais em 7/30 (13_12_2). Foi possivel nesse
ponto reduzir a tolerdncia de otimiza¢gdo para 0.001 (13 12 3), atenuando
significativamente o ruido numérico (Figura 6.12 e Figura 6.13), ainda que as fungdes de
custo diferissem pouco. O valor alcangado da fungéo de custo para a simulagdo 13_12 3 (f

= 7.0458) foi bastante inferior ao valor obtido na segunda série de simulagdes, e os
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padrdes de controle bem mais plausiveis. Na Figura 6.14 estdo mostradas as ativa¢des

neuromusculares para a simulagio 13_12 3 e na Figura 6.15 as forgas musculares.



214

TS6¥' 9% | I¢ 4 0$1 v| 1| €00 700 100 SIA| 9719 1Tl L

LOPE'9 0€T | 1€ [4 0S1 y| 1] €00 700 900 SI/L| 9719 8 Tl 9

TS6v'¥ 9% [ It 4 0S1 vl 1| €00 200 90°0 01/ [ 9219 L2719

69 BINSLY | 915 SL | 691 I 0s1 y| 1] €00 200 90°0 S| sTi9 99
STIS'Y 96 | 601 I 051 v | T1| €00 700 90°0 SA|l 1T 9 ST 9

$698°'7 (14 I £ 0S1 y|T1| So00 v0°0 1°0 A 1T 9 v 719

TLT801 9¢ | 1€ 4 0S1 v|T1| so0 ¥0'0 10°0 S| 1T19 €79

£619°S Tel | oIS I 0S1 v |v1| 00 $0°0 90°0 SA| €T S 779

6LT9'S 9¢l | T€§ I 0S1 v | v1| €00 $0°0 10°0 XN 1¢19

669L'ST L8| ¢ £ 0S1 v | T 00 10°0 10°0 SA| €71 S 97 S

0£16'6 91 | TEl (4 0s1 vIv1| s00 100 100 S| ezl s U S

£STH'E SH1 | 107 £ 0S1 y| 1| s00 100 10°0 Sl egers v Tl S

8'9 BINSLY | 17962 071 | 8€€ I 0S1 v|S1| €00 10°0 10°0 AR EAN £ s
LYY6'8 Sy | Lzl £ 0S1 y| 1| soo $0°0 1'0 S| qoon TS

L191°0 £0 I £ 0S1 y| 1| so0 10 10 o qoon rars

£809°62 6€8 | #0T1 £ 081 y| T| so00 100 100 0E/% | % T ¢ Ut

$°9 BIN31J | 9046°1s orL | oLL 1 051 v| ¢| soo| 100 1'0 o2 | vae| 1w
'9 BINSLT | ¢gsyo¢ £0S | €49 I 0S1 v | 01| so00 100 10°0 0E/L | T 21 ¢ v Tl ¢
0L0E'€ | L L 0S1 v|ST| 00 10°0 10°0 Sik|zut €T ¢

80¥€°89 yST | 619 I 051 ¥ | 01| so0 $0°0 100 SIAL| 171 ¢ T e€

6L¥0°L 09| Ot £ 0S1 v| 1| €00 $0'0 10°0 SIA| 121 ¢ 4

€9 2IN3LT | p190°s7 Sob | LOL I 0S1 | or| so0 10°0 100 SI/A| 121 ¢ Ak4 K
C9BINSLY | ggop'y pOg | 86¥ I 051 v | or| so0 10°0 100 S/ qo0n 121 ¢
LYSS'ST 801 [ 96 L 0S1 y¥| 1] 100| €000 €000 Sl 1T T 1

0 L 0ST v| 1 0] $000| €$000 AT T TU 1

L9 BINBL] | czz6's T | Uy ! 0S|I v| € 0 10°0 10°0 S STIT1 0t 1211
85658 9l | 09 I 0S1 v | o1 0 10 $0°0 SA L 11 0| Q€ 11 Of

I'sq0 | 9°9BINSII | opezg 08 | 88¢ [ 0S1 v | 01 0 1°0 $0°0 S/ oon | S 11 0¢€
LS66°T £L°0 I 3 0S1 v 1 0 1'0 10'0 S/ oon| ¥ 11 Of

0L9S°8 Ly | €41 I 081 vy | 01 0 1'0 $0°0 SAITIT 06| € I1 0O

LO8S 0T 90 1 £ 051 vl 1 0 10 $0°0 SAL 11 05| T 11 0¢

1861°9 6L | £¥E I - - | os1 v | 01 0 1'0 1'0 S/ oon| I 11 0€

‘$qo u 3y J |, ndoup fs3y u ,OUIULIY} BNEo() Eu..az N| o Tmi 7i1) Fu0d “j03 |‘unjo 103 | |, WI3) A o ‘|nuuis

S T e e R T I T T T B T N N B U SRR T R R R T S T I D



215

oTn2uUTA Op 23usTpeib op ond1Po djueanp ajueninyy ojuod P 0III:iL
§8Q5BI93T 9P CWINBW OJ3WnU opeiaTdwod:g
BETIQWSW 3P OIXD:G
§0TNOUTA sop 9juaTpexb o xernoven 1aagsod 9 opu:y
JIBSUTT ©BOSNg BU BYTRF:f
§9Ie9UT] OBU sOTnNOuUTA so eied 18a10ey ojuod OPRIIUODUD TOF OBU:Z
Tewiou ouTWwIPI:T

“ZHW009 III umTjusg .,

A

opejusune odwal Op TO BU E8TOIIUCD £0 SOPO] We OPEBICPER IO0Tea N

sTew e sojuod ap oxsumu

Ty

YA0SOT=CHY .,
uI93TA 5 Ju speprenbrssp op onouia

JopeTTdwod OU Ju- WIS 3 (SO3ITOxISe sTew 50 sazorea ered) adorTosdu opexajfe Ha i -{e (o]

sopungas () Jeuly 0dwia) ‘[SAPLIBA OJUSWIOW 9P O3eIq WO SAQSE[NWIS :7°9 B[9qR]

€1'9 BINSLY | goporL £€0T [TLLI I 0S1 | 11000 10000| 1000 oeLcTl 11| €€l
Z1'9 BINSLI | 9507, SETI |9¥TI ] 0S1 v | 1| 1000 | 10000 10 X €T 11| Tl gl
1161°S 1ST| 29 £ 01 v| 1| 100| 9000| 1000 02 |T 21 11 12l €l

11°9 8319 | 0986 685 | €IS £ 0S1 vl 1| 100| 9000 10°0 0EL g2l 1| cauau
$98L'p1 9LT | 9TI £ 0S1 y| 1] 100] 9000 1000 oV Tl 11| Ta Tl

£69%°01 veL | LO8 £ 0S1 v| 1| 100] 9000 1000 O£ (€ Z1 11| 1 21 ¢l

8YTT’S ¥96 [TTIT € 0S1 v| 1| 100 9000| 1000 SIAlZZI I b2l il

8LOL'T1 ¥6L (9101 I 0S1 v| 1] 100 9000| 1000 OZA |z T 11| €111

01°9 2INS1] | go87's 06€ | ThL 1 0S1 v 1| 100| 9000| 1000 012 | 9Z1'9| Tl
- - - 3 0S1 vl 1| €00 00| 1000 Ol | 9ZI 9| 1T II

LOYE'9 | 1y [/ 0S1 y| 1| €00 200 10 oIt | 9zl 9 TUG6

- - - S 0s1 vl 1| 900 S0°0 10 oI | 971 9 1216

- - - S 0S1 vl 1 10 600 100 SIt | 9z1 9 ¥ Tl L

- - - S 0S1 vl 1| 900 S0°0 10°0 SI/A| 9719 €T L

569'Y 9 | 1I¢ 4 0S1 ¥| 1| €00 200 1’0 SIZ| 9719 TUL

Yy o) ) Y )Y Y ) YOOV Y OY Y OY )



216

1" Z1 g eugwfel] :7'9 vindiy

(sh
Z0

G0
!

Fd

s

Ll
—— - -

oouoJ} ‘joA

EXOD '[9
euwad oA
’ oouold}
e Bexo00

1’0

—

h!

)

b

P

<

(peJ) dx ‘x

YY) ) YY)

)

)

b



217

1 ZI” z2jonuo) :g'9 en3ig

Uxo‘pxe‘|d‘e)
dn'jos

seb

SEA

jy

seosd||i
xewb

ysiq
yuqis‘ws
iy pawb

I

A0 X ¥ OC D & ©

b it e e 2 — — — — —

)

L e e e e A e e e — — A - — — = o

)

!

-

2

T YN

-

IIIIIIIIIIIII .v.P

U @.—‘

Y)Y Y )Y )

)

YOy )

3

)



218

7 Tl Zeugife1] 19 vindLy

(sh
Z0

GL0

[

1’0 G00

— ———

0

G-

T —— L T T T TP T T T --------;----- 4
——ae 4
-Jil.,lulr[rrrj. \
e U4
— /
||||||||||||||||||||||| e £ U 7 U U Y S
T B
[4
\\ ; H .
\N /| OOUOL [oA wweeee
AN K BXO0D oA ~==-
N 4 .
e T S e e N ewad oA ——
// 7 oouos - - -
T et BX00 ——
Rt o ewad ——
Z-Z1-gdsal eugjelen
JRNR D N SRS B ANND NS NS T D N NEND SRS ND BEND N N S A B RO I B

x
X
©
0
a

G0

|

Gl

DY YY) 3 ) D

)

b



219

2 T1 z31onuo) :¢'9 w3

(sh

AL Geo €0 TA ¢o0 GL0 10 G0’
o]

T I e A

L e e e e b em = -

0 0

Mo e e e e - - = —

yxa'pxa‘id'e}
dn‘jos

seb

SEeA

H

seosd||)
xewb

ysyq
yuqIs‘ws

—— b

Y ) ) VY Yy Yy Y Yy Yy 2oy )

Y30 D

Gl

G¢



220

Geo €

v Tl ¢ euowlel] 49 vandig

(sh
20

GL'0

10

-n-..-l.-
_ - = 2V
o,

e ——

[

0 TAY
- !

]

- — = = — —

3

)

~—

— o — — = o

oouoJ} '|aA
BX0D ‘JoA
ewad |aA
oouol)

-1G1

> )

Y )Y )

DR B D B

(peds) dx x

)

h

).



221

14" GEO €0

y Tl € 9[onuo) 9 vInsig

(sh

610

1’0

G20
!

-z |-cdsal owno s|oNuod

AV
|

>y D

)

e - — - - — L - — =

)

_.Ym_.vxm__a_mﬂ

dp‘|os
seb
SEA

H
seosd]|l
xewb

ysiq
yyqis‘ws
pawb

|G

| ¢z

PR ED D EDEDED

> )Y Y 1Y)

)

D

3

)



222

[ 21 peuowplel] 16 9 eindig

(sh
v'0 Geo €0 G2 o Ay Glo0 10 G600 0
I TR T I ] T

OOUOH A wwoeene | 5, e
EXOO [OA ==-- N Nl .
L S il el il o sl 4+ - S Gl
ewad |on —— oo o
oouos} - - - RN T
Bxod — | R R i >
ewed — 1-Z)-pdsal eugjales

1R T T T T T W MR Y T TR Y T SN VA AU SN WU SN W YD T S T SN TN YN U TN TR W T W VR B S



223

I T1 ¢ 9o1u0) :¢°9 vandi

(sh

14y GEO €0 G2z o A S0 10 G00 om.o-
| | i

T

RO g

G0

n

Gl

IIIIIIIIIIIIIIIIII LrIIIIIK.IIIIIllIlIIIN
L-Z L-pdsal owno 8jouod

SR WS S TR Y A U S SRS SRS S WL WD WD SN SN S WD SR S WD SN WD S S N B N U S W N WD N B WD



224

§T11 0f euopfeI] 19'9 vINL]

ODUOS} 'JOA  reseres
BX0D 'joA ===-
ewad joA ——
- oouols} - - -
= EX00 ——

ewad ——

(sh
G20 20 GL'0 10 S0'0 0
.I.--|||..|_|- = ||I|l_\|.i.z|| e :..ll.lJ||- et 3 aum e _‘l
8'0-
9'0-
. .VO!
. X
203,
©
o &
..... 20
¥'0
90
S L Lo S .- _lgo
G-} L-0cdsa eugjalen

—
—
—
-
~
-
w’
-~
-~
v
[ros

ARED I T R R B T T N T T

YO Y Y )



225

geo

€0

GZo

§T1170€ 9[onuo) :9°9 eIty

(sh

¢0

GLO L

| ﬁm.nxmw__a.mﬁ
diy'jos
seb

SEA

H
seosd||i
xewb

ysyq
yyqs'ws

Ox + 00D & &

pawb

et - e e m — — — = = — e e

—

_ e

e e — A e e e

-

G- |-0cdsas ow o 8j0[uU0D

)

) ) )

0 GO0

e

e e e e e e A e — b e e e — e e

e e e e € e et e e e e e e e = — e e o — o e e —_— - — —

@n

A EDEDED S ED D EDED D D ED R

/D D B R B D B



226

0oouOol} '|oA
EX0D ‘|9
eulad |eA
oouol)
Bx02
euwsad

I 21 1 euomfer] :L°g eandLg

(sh

)

)

)

GL0 1’0 G000 oF
—_— T iniadusnss TN M

(peJ) dx x

v0

190

80

LI 2 T T N T B T T T A T T D IR D B T T D B



227

[ 2171 s[onuo) :°g vindig

(sh
1AY) Geo €0 Ggco 2o GLo 1’0 G0'0 0
|1|rnlﬂ| --|||I_.|.I-I|I..|_.|||-||M..|.|I!.i- _ _ [ —‘l
W G
llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll mOI
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| _ / O
S B E
[ pe'peidey ¢ | oy
dygjos
0] sebf v
SEA A
1 H O S s S G'l
seosdlll O
xewb x
ysiq +
- yugqis'ws  x  ---t-----b-o-o--- e Z
pawb o 1-Z |-l dsai owio 8joquod
T T D B TR DRI TR TR TR U T N W T T T T T T S R B T B T D B B D B

~
7

) )

b



228

€ 71 ¢ euolei] :g'9 vandig

(sh
20

<y

oouoy]} ‘[aA
EXOD ‘[oA
ewlad ‘|aA
oouon
Bx00
ewad

..i. n_ .. sn[..-|\|L\|h.llI.

GLo 1’0

-

g-Z|-gdsai eugisles

YOy o

)

b

)

Y)Y Y ) Y )

b

G000 0
..Ipl“ e w0|

~

DY

o
(pey) dx ‘x

¢o0

1¥°0

90

b = - d o e — 4 w.o

TN D) D) YD)



229

140

€ 1§ donuo) :8°9 eanJig

Uxa‘'pxa‘|d‘e}
di‘jos
seb

SEA

H
seosdj|
xeuwb

ysiq
yyqs‘ws
pawb

oo — = — = — — —  — e -~ — 4

(sh
GED €0 Gco A GL0 10 GO0 0
! _ o ! o T b
il
||||||||||||| S e i T S e E- X 15

...... g}

YYD 0D

)

Y )Y Y )



230

9 ¢1™ 9 eugplel] :6'9 vIN31]

(sh

Geo €0 GZo rAl) GLo 10 G000 0
- T T —- B
................... ). O S E

\\\\......-.-.:c--.:_-.-.-.-.-.- i ...-.-.:-....
Leansnp®nne”
Y FPTYTL Lol N~ Supia bbbl S g S R T
PRIl LY g
\\\
|||||| R S
“\
\\\\
4
—_ .l\l - emt o m e e e e e e e wm e e b e =
.w\
/[ 0oUOS) [OA rrenrs
| EXOQ [9A ===
ewod oA ——

oouog) - - - i _ L P

mwwm 9-Z 1-9dsal eugjalel
R WD TS HS UL U S WD WS TR WD NS S NN SN WD B N TS N N N D B B D B

o
(peds) dx ‘x

¢0

1AY

90

80

YYD )Y Y ) )



231

9 ZI 9 9jonu0) :6'9 BN

(sh
0 GED €0 GZo0 0 GL0 10 Go'o oF
— - m -
|||||||||||||||||| S S -LT:.--.--: G'0-
ﬂ;ﬂiquuhnmmwlli. ....._._._: ;.__ Dan uﬂmmmumn_;n.uu_ﬂ_ﬂ.m 1 l..:.s..l...._l
4 T, S f
= e T
p—— ;wl :\,L.Wucli.ru{%ﬂ\.zn\ww ......
3 yxa'pxa’|d'ey o
dyjos =
V seb v
i SBA A | _ o b do ]
H o
by seosdyl O
* xewb x
ysijq +
- ygqs'ws x |- -F----- e adialiliti to-- o 4o - Gl
pawb o 0-Z 1-9dsal owpo 8|oNu0D

Yo o) )

)

)

)

3 Y ) )

}

Y ) ) ) )

) D)

YYD )Y D) YD ) ) )



232

T T1 11 euople1] 1019 vIndig

(sh

G2o A
N I

OOUOU} |BA wreeers | -
EX0D ‘|aA
ewad ‘e
oouol

)

DD I

)

DR I R N B B D R T B D

- m. —‘I

197

)



233

T 71 11 3101u0) :01'9 eInJiy

(sh

1Y Geo 0] Gco ¢0 Ggio 1’0 G000 oF
I I I _ |_ i

_— e m e e e e e e e b e b e e A

+ yxa'pxa‘|d‘e}
dy‘|os

T seb
SEA

H
seosd]||
xewb
i ysiq
- yuqis'ws
pawb

IIIIIIIIIIIIIII LW.IIIIIL.IIIIILllill-m.—‘

OX +%¥xO00Dq #« &7

I R T S N A R R A T A T A I I D 0 N B B SR R A T B B T B



234

€¢I 11 euolfer] :11°9 vindig

(sh
0 Geo €0 G2 o A GL0 10 G0'0 0
I I |.JH|.|13.!.|4|. R
“-I-I-H.“”H-l-wﬁ--------.
—
L P
Y \s OOUOJ} ‘|BA  srserer
...... T h | EXOO BN mmee |
\ ’ .
N \ ewad |aA —
AR It oouos - - -
|||||||||| NS EURE R S SR A ]
o [Ptae EX0D ———
l"""'\“‘\\‘ mEmQ E—
€-Z}-} 1 dsas eugyafes
TV Y ) )y 0y Y Yy )y Yy )Y )y Y by ) g

Nl

G-

o
(peJ) dx ‘x

0
o

Gl

) Y )

h)
)

)

1Y D ) )



235

€ 71 11 9[01u0) :1{°9 vIndif

(sh

¢0

—_— — - — — —

-1

_ I

S T

¢-Z -1 | dsal owno 8jonuod

Yoy

)

Y YD) ) OO0

GL'0 1’0 GO’
!

?

....... A

I IR B

YOO Y )

}

NN

Y



236

vo

GEO

€0

l--'.-ll.-lmni.-uxv,ld‘mn:\-\-----

e

Z 271 €1 eugslfer] :71'9 eandig

(sh

G2o

GL0

10 G000

A
_

—

= = = = = o o= o= o= a=

S ——

oouol} ‘[aA
EXO0D '[9A
ewad ‘|aA
oouon
12(0
eulad

Y)Y oY )y )

0

T YD

Y)Y D) Yy ) D

]



237

T 71 €1 9101u0) 719 eandig

)

)

) 2

)

)

(sh

¥'0 geQ___£0. . 620 20 GL'o 10 600 0

—— yxa'pxaide} o - T ~ — 80"
dplos = "

....... . sef v A
seA A |70 S 9°0-

H o

|||||| - seosdlil O |---fF-----i-moo-io oo b0
xewb x
ysiqg + .

llllll owawsws < [T T ¢t
nmEm o)

, SR N NN

%%E_:_____:

Twnx,m? _.

8-

n IIIII

J

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII m.o

VAN

IIIIIIIIIIIIIIIIII r.l..III1|I!||r||III:||l||||||!i.,_‘

TY DYDY YD) YD)

J

)



238

€ T1 €1 euQRfRI] (€19 BINSI]

(sh

¥o Geo €0 TA Al GL0 1’0 G0'0
[ T = T T T | I
| ODUOJ} ‘[BA reeeer
EXOD JOA -=-=-
—— L ewod ‘joA ——
/ oouod} - - -
EX0D -

----:------u-:

T T NN YUtV e e U

em ml

Yy 9

YO Y ) Yy D



239

€ I €1 9[onuo) g9 eandiy

(sh
70 cen £n om.o 20
yxe'pxa’ldey o« H—F——
dipjos =
seb v
S seA ~ || P
v oo
- seosdil O |F-----F-----/|
xewb x
o uys,q + i
ypgis'ws . |F
pawb ©

€-Z1-€ L dsal owno 9joIu0d

> Y ) )

)

2

\

- - - - L o =

!

N

e — — — - — L - - — L e e e — e

\

\

)

AU U U O U U |

) D

i

@n

80

) )

]

) Y )

\

J

y



240

€ ZI €] SeIB[nOSNUWIOINAU S3QSeANY [ 9 BINGI]

(sh
0 Geo €0 GZ0 A GL'0 10 G0'0 oo

= R e S . .-w!..,\,-mwwl-\%.L 0.!-.»Y..

P g SR B ¥ <
|||||| N@.\-}-- r_xmuxm_a_mw O it Sl I e B A0
p'jos »
— seb v | | N\ |
SBA A A :
............ et e B k1
oo 1T mm\
seosdijl O :
xewb x | o 90
|||||||||||| o ysig + |
Uggqis‘ws  x
pawb o
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| NO

AR R N S S S T S T N TS T Y YD S W S S S N N S R B B B R |



241

€ T1 €] saaepnosnui sed10,] :¢['9 eandig

(sh

N.o m_. o

mNo

b0 GE0 mo

_.o

||||||| M|||ﬂ;:||||-u.-.|||wa_.|l|.iw.||||ll_|.,-.u.. 00S
............ e w M M 000}
H i H
M -
yxa'pxa‘|d‘e} -
- dip'jos 0061
seb
SBA
H
seosdj|
- xewh 000¢
ysiq
yuqis‘ws
uoem m | | |
|||||||||||| m|||..||||||||.r||n||.r|;|||»|«|||Lm:|;|.--.OOMN

T T N WD HD S SRS TN G SN SR T TN N T WD NN 2 N NS SRS N NS N U D B S TN S



v U a4 <

(

{

C

t.

C C U

242

6.2 Resultados com tr= 1.0 segundo, gravidade variavel

Aplicando a técnica da aceleragdo da gravidade com valores reduzidos nas
primeiras simulagdes, foi possivel controlar o modelo com bragos de momento varidveis
num movimento de 1 segundo. A seqiiéncia de simulagdes, mostrada na Tabela 6.3, que
levou a resultados convergentes foi:

8 1 1(Figura 6.22, Figura 6.23 e Figura 6.24) <= 7_1_1 (Figura 6.21) <= 6_1_1 (Figura
6.20) <=3 1 2¢ 1 1 1 (Figura6.19)<30_12 2¢<27_12 123 12 1< 1412 3
(Figura 6.18) < 14 _12_1(Figura 6.17) < u00 (Figura 6.16)

Nesta série de simulagdes, procurou-se evitar o uso de corregdes através de
heuristicas das ativagdes musculares quando a gravidade era alterada. Deste modo, a
metodologia seria menos suscetivel ac nivel de dominio do comportamento biomecéinico
do modelo por parte do usudrio. Entretanto, foi necessaria uma pequena corregdo da
ativagiio dos vasti na simulagfio 1_1_1, quando a acelerago da gravidade atingiu o valor
natural. Foram assim utilizadas mais etapas no aumento da gravidade, isto é,de 2 > 4 —
6 > 8 > 9 — 9.81 my/s%. O valor final da fungfio de custo ficou bastante mais baixo do
que todas as simulagdes anteriores (f = 1.8382), sugerindo que o tempo de 1 segundo €
bastante mais proximo do tempo 6timo para realizagio da manobra e que as fungbes que
definem naturalmente os bragos de momento dos musculos concorrem para a economia da
funcdo de custo adotada. As ativagdes e forgas musculares obtidas para a simulagdo 8_1_1
estdo mostradas na Figura 6.23 e Figura 6.24, respectivamente.

As tolerdncias de otimizagdio e violagdo dos vinculos empregadas na maior parte
dos testes foram de 0.05 e 0.0001, respectivamente, a0 passo que o valor inferior do
vinculo de controle ficou fixado em 0.001. Com isso, obteve-se uma tolerdncia bastante
estreita para a violagdo de vinculos, sem que o algoritmo apresentasse erros de ponto

flutuante no calculo dos gradientes (ver o tratamento de tolerancias no manual do NPSOL,
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Gill et al., 1998). Uma parte do ruido numérico poderia ser atribuida & utilizagdo, em
algumas simulagdes intermediarias, de resultados que nio atingiram as tolerdncias
especificadas (vide Tabela 6.3), mas apenas o nimero maximo especificado de 400
iteragdes. Nas tltimas simulagdes, uma vez atingidos os vinculos terminais de /30, o
ruido numérico foi atenuado com a redugfo da tolerdncia de otimizagdo, nio tanto de 0.05
para 0.005 quanto de 0.005 para 0.001. As simula¢des com gravidade varidvel foram
realizadas apenas com vinculos terminais largos de m/5, reduzido apenas quando a
gravidade atingiu o valor total. Economiza-se assim tempo de processamento, uma vez
que a resposta se degrada sensivelmente quando a gravidade € alterada. O tempo total de
CPU para a realizago de toda a seqiiéncia atingiu a consideravel marca de 419.3 horas, ou
17.5 dias. Cada simula¢fo nessas condigbes ocupava ao redor de 490 MB de memoria

RAM.
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6.3 Anilise dos padrdes de ativagiio obtidos

Observando as respostas obtidas nas simulages mostradas no item 6.1, pode-se
perceber, inicialmente, uma distingdo entre duas fases temporalmente distintas do padréo
de ativagdo e, com algum atraso em relaggo a este, do padrio cinematico. A estas fases
poderiam ser atribuidas as designagSes de aceleragdo e frenagem. Além disso,
comparando as curvas de excitagio (Figura 6.13), ativagfio (Figura 6.14) e for¢a muscular
(Figura 6.15), percebe-se claramente um padrio de filtragem passa-baixa, com atenuagdo
das componentes de alta freqiiéncia e atraso do sinal.

Do ponto de vista do padrdo de excitagdo muscular observado, pode-se atribuir a
maior parte do esforgo de levantamento do centro de massa do corpo, especialmente na
primeira parte do movimento, aos vasti’>, que é um grupo muscular de elevada forga
méxima. Na assim chamada freagem, os flexores tibialis anterior, gastrocnemius (flexor
do joelho) e iliposoas sdo ativados de maneira mais intensa, ainda que os niveis maximos
de excitagdo sejam inferiores. O tibialis anterior ¢ acionado para frear a extensdo do
tornozelo, realizada nfo tanto pelo seu extensor uniarticular, o soleus, c;,omo pelo
gastrocnemius, que é utilizado para frear a extenséo do joelho. O tronco, que inicialmente
estava ereto, tente a inclinar-se para frente, num movimento de flexdo. Para evita-lo, os
musculos gluteus medius e gluteus maximus so ativados. Na segunda parte do
movimento, o ilipsoas tras o tronco diminui a velocidade angular negativa. Comparando a
atividade do biceps femoris caput longus (bifemih, ou gmy) com o caput brevis (bifemsh,
gm;), este é excitado na segunda parte do movimento, agindo provavelmente como um

flexor do joetho sinérgico ao gasfrocnemius, ao passo que O primeiro ¢ também um
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extensor do quadril, cooperando, na aceleragdo, com os glutei. O rectus femoris
praticamente nio ¢ ativado. Sendo um extensor do joelho, € também um flexor do quadril.
Na primeira parte do movimento, o quadril deve ser estendido, e na segunda a extensdo do
joelho atenuada, e assim esse musculo fica silente.

Comparando esses resultados com os obtidos quando o tempo final era mantido
em 1 segundo56 (item 6.2 e Tabela 6.3), percebem-se inicialmente padrdes semelhantes aos
anteriores, mas com niveis de excitagdo (Figura 6.22), ativagdo (Figura 6.23) e,
principalmente, forgas musculares (Figura 6.24) mais baixas. Além disso, as velocidades
méximas observadas na segunda parte do movimento sio menores, ainda que se observe
nitidamente, com 1 segundo, uma pequena queda dos membros no inicio do movimento,
com maiores velocidades de flexdo na perna e na coxa. Comparando padréo dos glutei
com o caso anterior, percebe-se agora um atraso na sua ativago, assim como do ilipsoas,
entrando apenas no terceiro fer¢o do movimento, quando o tronco ja se flexionou,
estendeu e finalmente retorna a posigo ereta. Esta oscilagio mais pronunciada do tronco
difere dos resultados observados com 0.4 segundos. A ativa¢@o dos vasti ¢ mais distendida
ao longo do movimento, nfio obstante atingir picos menores; tal tendéncia se repete no seu
antagonista biceps femoris caput longus, mostrando um padrdo de coativagdo, ainda que o
caput brevis nfio seja excitado. Além disso, nfio se observa uma atividade muito
significativa do tibialis anterior ao longo do movimento, sendo no seu tergo médio. As
ativagdes do gastrocnenius e ilipsoas sdo notadamente inferiores ao caso precedente.

Nota-se, entretanto, atividade discretamente maior do rectus femoris.

55 Evidentemente, esta analise se refere aos resultados do modelo biomecinico cujos pardmetros estdo
definidos na Tabela 5.2, com bases nos grupos musculares gm;, i = 1,..,10. Para facilitar a andlise dos
resultados, esses grupos serdo designados pelos seu componente mais caracteristico.
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Comparando ainda os resultados obtidos com o modelo simplificado com bragos
de momento fixos (Cap. 5), percebe-se que a introdugio das curvas de regressio no
modelo biomecdnico levou a movimentos mais suaves, com menores velocidades
méximas. As excitagdes e, principalmente, forgas musculares foram bastante reduzidas.
Nos vasti, por exemplo, a redugdo no pico de forga atingiu 54%. O mesmo pode-se afirmar
da propria fungdio de custo, caindo de 4.0576 para 1.8382. As excitagdes minimas com
bragos de momento fixos foram bastante superiores, denotanto um padréo de coativagéo
que pode ter contribuido para o aumento do custo, além do que as tolerdncias numéricas
nfio foram as mesmas em ambos os casos. De qualquer modo, o limite inferior da variavel
de controle em r fixo foi zero.

Observando os padrdes de ativagio e excitagdo muscular, o fibialis anterior foi
utilizado de maneira bem mais intensa com r fixo, ao passo que o biceps femoris caput
longus menos. O soleus foi solicitado no ter¢o médio do movimento de maneira bem mais
intensa com r fixo. Isso pode ser devido ao brago de momento deste misculo ser bastante

maior em 30° de flexAo do que na posi¢io ortostatica, de acordo com a Tabela 6.1.

% As comparagdes entre essas duas séries de experimentos devem ser feitas com a ressalva de que os
mé&odos de geragio das estimativas iniciais do controle foram diferentes, bem como as tolerincias
numéricas empregadas.



(

€

C C O e CC e

(

264

Capitulo 7

Problema da Realimentac¢io

Uma vez determinada a metodologia para a geragdo das trajetorias de excitagio
neuro-muscular em malha aberta, representando, de certo modo, a fungdo do cdrtex motor,
resta ainda abordar a seguinte questfio: como incluir no modelo do controle postural
proposto mecanismos de manutengdo da trajetoria 6tima gerada em malha aberta através
do fechamento da malha, usando regras de controle baseados nos estados atuais do
sistema. Estes mecanismos, que do ponto de vista fisioldgico correspondem a circuitos
neuronais medulares e, em parte, do tronco cerebral, entram em ag3o, principalmente, para
compensar perturbagbes impostas ao sistema, procurando fazer que as trajetdrias
planejadas em malha aberta sejam de fato seguidas. Deste modo, desvios nas variaveis de
estado e controle sdo avaliados ao longo do movimento e sdo tomadas decisdes em tempo
real, a partir de regras simples. Do ponto de vista da teoria de sistemas dindmicos, a
introdugdo da realimentagfio visa aumentar as margens de estabilidade e as velocidades de

resposta do sistema.
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Tratando-se de um sistema altamente nfo linear como a postura humana, o
estabelecimento de uma lei de realimentagdio direta niio ¢ uma tarefa simples. Para se
poder usar técnicas lineares de projeto, deve-se ter em conta as ndo-linearidades do
sistema, que sO permitem aproximaces lineares apenas em pequenos trechos da faixa de
operagdo. Ainda mais, sdo de dificil tratamento os vinculos de controle Osui(t)él,
i=1,...,m, principalmente o inferior.

Uma das metodologias basicas testadas para a determinagdo de uma lei de
realimentagiio parte da linearizagdo do sistema num ponto determinado de operagdo. A
partir das matrizes [A], [B] e [C] obtidas por linearizag@o calcula-se, considerando a
hipétese de um controlador linear quadratico deterministico (LQR), uma matriz de ganhos
[K] e, a partir desta, implementa-se a lei de controle {u(x)} = - [K] {x(t)}. Para modelos
do péndulo triplo com atuadores sem dindmica e dinAmicos de torque, sem vinculos de
controle, a matriz de ganhos determinada a partir de um ponto de operagdo onde as
coordenadas generalizadas sdo nulas €, em geral, capaz de controlar o sistema, levando-o
desde uma condigdo inicial semelhante as mostradas acima, para o problema da malha

aberta, até a posigio de equilibrio com as coordenadas generalizadas novamente nulas.
Fazendo uma abstragio e utilizando modelos com atuadores musculares lineares, sem
vinculos de controle mas redundantes, a matriz de ganhos determinada também controla o
sistema.
O problema surge quando se introduzem os vinculos de controle, principalmente o
inferior. No caso do vinculo superior, u(t) < 1, alterando por tentativa e erro as matrizes Q
e R, ¢ possivel encontrar leis de controle mais econdmicas para as variaveis de controle

que apresentam violagdo desse vinculo. Ja o vinculo 0 < u(t) nfio permite esse tipo de
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tratamento. Sua propria existéncia implica numa alteragio importante da estratégia do

controlador.

Foram analisadas neste projeto diversas estratégias para o tratamento do problema

levantado. A primeira, baseada na metodologia empregada em Menegaldo (1997), que

utilizava um modelo integrado da dinimica da ativagdo para estudos de estimulagio

elétrica artificial do misculo, consistia nos seguintes passos:

1.

Determinagiio de uma lei de controle baseada num modelo com atuadores de torque
sem dindmica.

Divisdo dos torques de controle calculados em (1) entre varias forcas musculares,
através de uma otimizagfio por minimos quadrados, utilizando a matriz de bragos de
momento como ponderagdo. A fungfio objetivo era tal que a soma vetorial das forgas
musculares fosse minima para um dado torque requerido determinado pela lei de
controle.

Alteragiio sucessiva da matriz de bragos de momento, penalizando com valores
constantes altos os bracos de momento dos misculos que estivessem com forgas
negativas e refazendo o processo de otimizagdo. No limite, todas as forgas musculares

estavam com valores superiores a um -€.

. Aplicagdio de um modelo inverso da mecénica muscular para cilculo das excitagdes

u(t) capazes de gerar as forgas musculares requeridas, calculadas no item anterior.

Para o problema com atuadores musculares lineares e ndo-lineares, esta

abordagem, sugerida por Zajac e Gordon (1989) e utilizada por Riener e Fuhr (1998) n&o

se mostrou eficaz. Num dado instante t, a excitagdo u(t) calculada a partir dos valores

atuais das derivadas das varidveis de estado, ao longo da integragdo numeérica, nio era

capaz, no proprio instante t, de gerar a forga muscular requerida, senfio apenas algum
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tempo depois, devido ao atraso da resposta do atuador (da ordem de 100 ms). Nas
simulagdes realizadas, a medida em que o sistema ia divergindo, o controlador percebia o
aumento do erro e reagia, requerendo altos valores de controle, que conseguiam fazer
apenas que 0 sistema oscilasse antes de cair totalmente. Com isso, essa metodologia néo
foi mais utilizada.

Uma outra metodologia testada foi utilizar uma solu¢do modificada da equagéo de
Riccatti apresentada por Bryson e Ho (1975, prob. 7 sec. 54) Novamente aqui, se partia
de uma solugdo do péndulo com atuadores de torque, neste caso dinimicos e com
constantes de tempo relativamente elevadas. Essa passa a ser uma trajetoria de referéncia
para os atuadores musculares: uma lei de controle variavel no tempo procura fazer com
que o vetor de forgas musculares, multiplicado pela matriz de bragos de momento, siga os

torques determinados no modelo com atuadores de torque. Assim, para o sistema:
F=[A]F+[Bu, eq. 7.1

o vetor F representa o conjunto de ativagGes e for¢as musculares. Com atuadores que

obedecem a relagdo

M(t) =[r]F, eq. 7.2
onde [r] € aumentada com uma matriz de zeros até atingir o mesmo tamanho que a matriz
de bragos de momento, para que sua multiplicagdo pelos estados, que incluem as
ativagGes, seja consistente.

Deseja-se determinar uma lei de controle:

u=-{C]F+w(t), eq. 7.3

que minimize a fungdo de custo quadratica

1= L]0 -FFY ol M-I}« wlR]n e
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Fazendo [C]=[R]"[B'[S] e w(t)=-[R]"[B] ¢

obtem-se o sistema:

{[31= sfal-[aT [s}+ [SIBIR]" [BT [s]- T [QI]
&=—(AT -[SIBIRI'[BT s + T loM(t)

que deve ser integrado com as condi¢des finais S(tg)=0 e g(t)=0.

Numa aproximagio inicial, a primeira equagéo, e portanto [C], pode ser calculada
utilizando a solu¢io da equagio de Riccatti com [S]=0, por exemplo, através da fungdio
are.m do Control Systems Toobox do Matlab. A segunda equagdo é calculada
determinando-se inicialmente a seqiiéncia de vetores [r]' [Q]M(t) em fungio das curvas de
torque calculadas anteriormente. Com essa informagdo, a equagdo em g € integrada a
partir do seu vinculo terminal de tras para a frente, utilizando um RK4 passo fixo
adaptado.

Os resultados obtidos para um sistema com 8 musculos, dois deles biarticulares,
mostraram que o conjunto de musculos reproduzia a curva de torque com certa precisio,
tanto maior quanto mais fina a discretiza¢ido. Entretanto, o problema dos vinculos de
controle ainda ndo havia sido solucionado. Para tanto, foi implementado um algoritmo que
identificava para cada ponto da malha de discretizagio quais eram os vinculos que haviam
sidos violados (quais controles eram negativos) e esta informagio guardada numa matriz
de sinais. Em fungdo dessa matriz, eram determinados diversos trechos que mantinham o
mesmo padrdo da matriz de sinais, € para cada um deles atribuia-se uma matriz [R]
especifica, aumentando os pesos, e portanto o custo do controle, daquelas variaveis que
violavam os vinculos. Assim, para cada trecho, as equagdes matriciais e a integragdo de
trds para a frente de ¢ eram feitas independentemente. Com isso eram encontradas

matrizes [C] e w variantes no tempo, que levavam em conta as tais variagdes de [R].



(

(

e Ot

| G W G G

¢ <

(

269

Entretanto, quando as solugdes de controle encontradas eram introduzidas no sistema
dindmico, seu comportamento dinimico divergia rapidamente daquele observado com os
sinais de torque originais. Num caso extremo, em que a metodologia foi aplicada
simplesmente na decomposi¢io de um sinal de torque num conjunto de forgas estéticas,
utilizando 10000 pontos na matha de discretizagio, a distancia entre os torques originais e
reproduzidos eram da ordem de 10 N.m. Mesmo assim, a solugio com os torques
reproduzidos divergia.

E dificil explicar com suficiente propriedade a ocorréncia deste comportamento.
Atribuimo-lo, entretanto, a natureza altamente n3o linear — com comportamento em certas
condi¢des cadtico — do péndulo triplo. Sabe-se que nestas condigdes, pequenas variagbes
nas condigdes iniciais e na excitagfo do sistema podem levar a grandes divergéncias de
solugBes, fendmeno que pode ser medido através do coeficiente de Liapunov (Strogatz,
1994). Desse modo, a pequena diferenga numérica que decorre da reconstrugio das curvas
de torque faz com que o sistema se afaste rdpida e definitivamente do ponto de equilibrio
instavel que caracteriza os vinculos terminais do sistema em malha aberta.

Outra tentativa de solucionar o problema da realimentagfo, semelhante a anterior,
considerou a utilizagfio do proprio pacote RIOTS, ou seja, o problema foi formulado como
um OCP nio-linear. Apos diversos testes, foi possivel reproduzir razoavelmente as curvas
de torque, utilizando, num modelo com 6 misculos ndo-lineares, o método de otimizagéo
do gradiente conjugado, integrador de passo varidvel e um grande niimero de iteragdes
(acima de 3000). Pelas mesmas razdes apontadas na abordagem anterior, o sistema no
convergia quando os valores calculados foram substituidos no modelo global

A partir destes estudos, o sentimento € que o problema em malha fechada

dificilmente sera resolvido a partir de tentativas de reproducfio de uma curva de torques
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nominais. N&o ¢ possivel afirmar no presente momento qual metodologia alternativa seria

adequada, mas serd muito provavelmente baseada na determinagio direta das excitagdes
musculares.
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Capitulo 8

Discussio e perspectivas

Com base na metodologia proposta € nos resultados apresentados nos capitulos
precedentes, pode-se tecer algumas consideragdes a respeito da viabilidade do método
proposto, de suas atuais limitagdes e de perspectivas de aprimoramento, tendo em conta
sua futura aplicagdo clinica.

Uma das caracteristicas mais notaveis do problema em questdo, € ndo
diferentemente da solugdo proposta, é a sua complexidade, bem como as infinitas
possibilidades de escolha de pardmetros e hipéteses de trabalho, tanto do modelo
biomecinico quanto da solugio numérica. Com isso, a politica adotada ao longo do
trabatho privilegiou a exploragdo das solugdes vidveis que, dentre as muitas testadas, se
apresentaram, Desse modo, testes sistematicos nfio foram levados a cabo, senfo em torno

destas mesmas solugdes mais promissoras. Dado o cardter, até o que se sabe, inédito da
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utilizagio do método de controle 6timo estudado em problemas de biomecédnica musculo-

esquelética, e sua complexidade, entende-se esta opgéo.

Do ponto de vista da escolha dos parimetros dos métodos numéricos e da

complexidade do modelo biomecanico, pode-se fazer trés observagdes principais:

1.

A escolha da estimativa inicial do controle é central para a convergéncia das
simulagGes. Deve-se, assim, sempre que possivel, optar por uma estimativa que
respeite os vinculos de controle, ou os viole pouco, € que nio afaste o sistema, no
final da simulagfio, demasiadamente dos vinculos terminais. Muitas vezes € necessario
resolver OCPs parciais com vinculos menos estreitos e utilizar a solugdo como
estimativa inicial do controle.

A escolha do tempo de simulaciio é critico para a convergéncia das simulagdes. E
de senso comum que o Sistema Nervoso Central pode modular voluntariamente a
velocidade do movimento, realizando a tarefa proposta no tempo desejado, ainda que
exista provavelmente um tempo preferencial. Tal modulagéo ndo € trivial no problema
numeérico, devendo—sé langar mao de estratégias especificas para realiza-la num
modelo computacional. Quando o tempo de simulagdo supera o tempo critico, é
necessdrio utilizar o RK1 nos modelos com musculos lineares e estimativa inicial do
controle por regulador LQR. No modelo com atuadores musculares nio-lineares a
estratégia da gravidade varidvel, com integrador RK4 e splines de 4° ordem, mostrou-
se especialmente promissora. A justaposi¢do de novos nds a malha de simulagdo s6
foi funcional para um aumento de 30% no tempo de simulago, dentro das condigdes

empregadas.
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3. A determinacio até onde for possivel precisa das forcas e excitacies musculares

requer o emprego de modelos niio lineares da mecinica muscular e bracos de

momento varigveis

Tendo em conta especificamente o modelo com atuadores musculares nfo-lineares,
além da estabilidade numérica do integrador, as principais questdes aparecem na escolha
das tolerdncias de otimizagdo e violag@io de vinculos do método SQP. Nio foi possivel
explicar, neste trabalho, de que exata maneira as tolerdncias influenciam na estabilidade
do algoritmo, mas procurou-se, entretanto, apontar diretrizes béasicas para sua escolha bem
sucedida, em cada um dos modelos estudados. Por outro lado, o integrador Runge-Kutta e
splines de 4" parecem ser as mais indicadas para qualquer dos modelos, quando os
algoritmos baseados na Teoria das Aproximagdes Consistentes sdo utilizados na solugfo
de problemas como o aqui proposto. Recomenda-se ainda a aplicagéio Miva € na etapa
correta dos vinculos terminais (principalmente com bragos de momento variaveis), sob
pena de ndo atingir resultados convergentes ou chegar a minimos locais da fungfio de
custo com escasso significado fisiologico. Os vinculos de controle também devem ser
impostos de maneira gradual ainda que, para as tarefas posturais aqui estudadas,
dificilmente os vinculos superiores de controle sejam atingidos. Alguns testes realizados
(mas nfo expostos nesse texto) com metade da capacidade muscular nominal do modelo,
indicam que, em tarefas posturais de maior solicitagio muscular, tal imposigio gradual
dos vinculos superiores é determinante.

Apesar dos algoritmos de controle 6timo terem sido testados em diversos
problemas académicos por seus autores, e possuirem uma base analitica altamente

consistente do ponto de vista da analise matemética, seu desenvolvimento ¢ ainda recente,
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bem como seu emprego em problemas reais e complexos de controle Gtimo. Seria assim
recomendavel que os modelos aqui desenvolvidos fossem controlados a partir de outros
algoritmos de controle 6timo, o que podera ser feito no futuro. Além disso, o RIOTS
possui diversos erros de implementagdo, que se manifestam quando o sistema dindmico se
instabiliza. A solugdio de tais problemas precisa ainda ser levada a cabo, e constituiram
um dificuldade consideravel na realizagio do presente trabalho.

A funcdo de custo utilizada, minimizando a iﬁtegral da soma dos quadrados das
derivadas temporais das forgas musculares ao longo do tempo de simulag@o, mostrou-se
vidvel, levando a soluges plausiveis com custos computacionais elevados mas nio
invidveis, como seria, provavelmente, a minimizagio do jerk, devido as extensas
expressdes analiticas que seriam obtidas. As fungSes tipo LQR nfio se mostram
promissoras, com dificuldades de convergéncia e alto custo computacional, nfo obstante

sua simplicidade e convexidade.

A partir destas observages, o desenvolvimento futuro deste trabalho procurara

abordar alguns problemas nio resolvidos:

1. Testar comparativamente novas fun¢des de custo como, por exemplo, a maximizagio
da altura do centro de massa. Deve-se, ainda, testar ainda outras condigdes iniciais dos
estados.

2. Realizar estudos do movimento de levantar-se de uma cadeira e da marcha,
extremamente relevantes no problema de excitagdo artificial de musculos

neurologicamente paralizados.
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Realizar testes com comprimento muscular x for¢a maxima nfio constante, utilizando
as expressdes analiticas do comprimento de atuadores musculares em fungdo de
coordenadas generalizadas, determinadas no Capitulo 2. Com a introdugdo destas
expressdes, deixa de vigorar a hipotese de contragdes musculares isométricas.
Introduzir no modelo biomecénico expressdes de momento passivo gerado por
ligamentos do joelho (Montandon et al., 1998).

Realizar novos testes com tempo final aberto, ainda que os testes preliminares com o
péndulo simples indiquem dificuldades numéricas importantes.

Implementar uma metodologia para determinagéo das condigbes iniciais das variaveis

de estado através de otimizagfo estatica (Pandy, 1990)

Tendo em conta o Estado da Arte comentado na Introdugio, pode-se considerar,

salvo melhor juizo, que o presente trabalho forneceu, na solugio do problema de controle

6timo, as seguintes contribuigses:

1.

Uma formulagio de maneira matematicamente rigorosa e numericamente econdmica
do problema de controle 6timo de sistemas neuro-musculo-esqueléticos.
Determinagio de diretrizes para o emprego dos algoritmos baseados na Teoria das
Aproximagdes Consistentes em problemas de controle postural.

Obtengdo de smals de controle com a mesma resolugfio temporal da dindmica
discretizada.

Dedug&o de férmulas compactas para célculo, durante as simulagdes, dos bragos de

momento € comprimento dos atuadores musculo-tendineos.
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A médio prazo, desenvolvimentos deste trabalho poderdo abordar novamente a
questdo da realimentagio, propondo novos métodos de controle mais adequados. Além
disso, a forte demanda computacional dos métodos numéricos utilizados e, a0 mesmo
tempo, a sua viabilidade na solugdo do problema proposto, poderia justificar sua re-
implementagfio em linguagens computacionais mais portaveis, prescindindo do Matlab,
para utilizagdo em computadores de grande porte, além da utilizagdo de algoritmos
paralelos de otimizagdo. A confirmagfo dos padrdes de ativagio muscular obtidos poderia
ser feita mediante testes experimentais em laboratdrios de marcha com sistemas de
aquisi¢do da cinematica e de atividade EMG. UtilizagGes clinicas do método, por exemplo
na simulagdo funcional de cirurgias ortopédicas, requererdo ainda o estabelecimento de

metodologias e protocolos para a determinagio de pardmetros musculares individuais.
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Anexo 1

Parimetros das equacdes de regressio que seguem a estrutura 1 (3
coordenadas generalizadas)

284

GRUPO 1

Lo gmedl gmed3 gminl amin3 addlong tfl

eq.1l

ay 1.1308e-001 1.0814e-001 7.4175e-002 8.2224e-002 2.1307e-001 5.2835e-001
as 3.7727e-004 3.2178e-004 1.6381e-004 1.6556e-004 -5.5225e-004 -5.4157e-004
as 3.9621e-004 5.4471e-004 3.1119e-004 4.7437e-004 -1.2932e-003 ©5.6782e-004
as -7.5830e-004 -9.0490e-005 —-6.7633e-004 -3.4207e-004 -5.3453e-005 -4.7711e-004
as ~1.2019%e-006 2.9613e-006 1.2430e-007 1.3149e-006 2.6243e~006 -6.1756e-005
as 6.8417e-007 -2.9783e-006 4.9220e-007 -1.9652e-006 —-1.2826e-007 -9.6062e-007
as -1.1148e-006 -3.1316e-007 -6.9307e-007 -2.0786e-008 -1.0739e-006 4.4125e-006
ag ~8.2095e-009 -2.2734e-008 -6.7267e-009 -1.1523e-008 1.6194e-008 2.3702e-008
ED) -2.0952e-008 -1.9533e-008 -1.4143e-008 -1.5499%9e-008 4.8466e-008 -2.1315e-008
210 3.039%e-008 -4.9902e-011 2.6328e-008 1.1750e-002 2.4554e-002 3.9979%e-00¢°
eq.2

ajy 1.2345e-001 1.1039e-001 8.3465e-002 8.7108e-002 2.1139e-001 5.4001e-001
ax 0.76%91e~006 3.4691e-004 -8.1459e-005 7.7193e-00% -2.6104e-004 -1.0988e-003
as 8.3842e-004 7.6786e-004 7.7412e-004 8.0151e-004 -1.0911e-003 1.1624e-003
EW -5.19460-004 4.85932-004 -4.6211e-004 9.1547e~005 -1.0106e~004 -5.0400e-005
as ~1.176%e-005 -3.5411e-006 ~1.1836e-005 -6.6685e-006 -2.8065e-006 -1.1656e-005
as -3.9447e-006 -1.0891e-005 -3.8712e-006 -8.6567e¢-006 1.0577e-006 -9.3966e-006
as 3.6055e~006 6.4893e-006 2.441%e-006 3.5772e-006 -1.8890e-007 9.5894e-007
eq.3

a, 1.1470e-001 1.0776e-001 7.4662e-002 8.214%e-002 2.0930e-001 5.3134e-001
ax 2.1525e~004 4.088Re-004 1.2567e-004 1.9389e-004 -2.11932-004 -8.9487e-004
as 3.3839e-004 6.17362-004 2.7110e-004 5.1810e-004 -1.2104e-003 6.6698e-004
as ~7.5027e-004 -9,0503e-005 -6.6937e-004 -3.3896e-004 -5.2803e-005 -4.6654e-004
eq.d

a; 1.1224e-001 1.0802e-001 7.4082e-002 8.2125e-00Z 2.1339e-001 £.2819%e-001
az 4.06%0e-004 4.03552-004 1.8800e-004 2.0701le-004 -6.1050e-004 -&.2683e-004
as 4.0084e~004 5.4902e-004 3.1431e-004 4.7779%e-004 -1.3039%e-003 6.7253e-004
aq -7.0% 3e—-004 7.1606e-005% —6.342%9-004 -2.2697e-004 -6.3011e-005 -3.5085e-004
as _2.2497e=006 6.2676e-008 -7.3335e-007 -1.5429e-007 4.6891e-006 -3.1535e-006
ag 1.75:2e-006 -1.9528e-006 1.2347e-006 -1.1515e-00& -2.67272~006 1.5844e-007
aq —1.1143e-006 -3.1316e-007 -6.9307e-007 -2.0786e-008 -1.0739e-00& 4.4125e-00¢
ag 5.4479e-008 2.1796e-007 4.7171e-008 1.5059e-007 -1.3724e-008 1.5554e-00"
Erro

eq.l 5.9174e-003 4.1064e-003 5.9486e~-003 4.3138e-003 1.5781e-003 6.3821e-003
eq.2 2.1633e-003 1.5408e-003 1.4161e-003 1.3012e-00Z 3.7694e-00Z 2.3762e-002
eq.3 6.2261e-003 4.2208e-003 5.9971e-003 4.3431e-003 4.0537e-003 ©5.9543e-003
ey.4 1.1418e-002 3.3466e-003 9.1573e-003 4.644962-003 1.3898e-002 1.1602e-00C
c

eq.1 5.06836e-003 3.4271e-003 5.0219e-003 3.7107e-003 1.4098e-003 5.9847e-003
eq.2 1.6712e-003 1.38302-003 1.1502e-003 1.1978e-003 2.4731e-003 2.6546e-002
eq.3 5.1465e-003 3.4050e-003 5.0308e-00% 3.7131e-003 2.6785e-003 6.0859%e-00zZ
eq.d 9.3001e-003 2.94952-003 6.6749e-003 3.7652e-0063 1.2904e-002 1.0781le-00Z
R, amedl ameds aminl gmin3 addlcnag tfl

ejy.1

a -1. 563%e-00Z 1.7168e-003 -3.6644e-003 3.3535e-00Z 1.4483e-00C_
a- 8. 8567e-004 -5.3665e-005 -1.7051e-004 -1.6052e-004 &.1166e-004
a: 6. 413%e-0G4 5.8967e-004 2.9852e-00< 1.0489%e-004 =.1706e-C05
aj z. 0772e-004 2.2409%9e-004 4.8595e-004 ~5.6426e-005 5.2015e-004
ac 3. .4135e-006 2.375%9e-006 2.6541e-008 -7.3121e-00&6 -2.809%42-00"
ag =2, .7268%e-007 -2.566%9e-006 -1.628le-006 -1.4933e-006 -1.2166e-005
a» 4. .04032e-006 3.7608e~-006 3.1792e-00& 2.0887e-0G7 9.4848e-007
ag -1 .2167e-008 -2.5698e-009 -5.5715e-00% 3.6451e-00% -7.4865e-00:
as -3. .7705%e-009 -2 .5393e~008 -5.5324e-00% -9.3872e-009 -3.3505e-00:
a1- 1. L B635e~00F  1.3831e-008 -1.97273e-00> 2.6358e-000 -3.9377e-001
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eq.2

a, -1.3997e-002 -2.5628e-002 -1.2910e-003 -1.0813e-002 4.0341e-002 3.6627e-002
as 3.1648e-004 1.5850e-004 1.3495e-004 1.5438e-004 -6.3060e-004 5.8830e-004
as 4.8248e-004 -2.4881e~-004 5.0257e-004 7.4481e-006 4.1511e-004 1.0570e-004
aq 8.2616e-004 9.1916e-004 8.1027e-004 8.5329e-004 -2.81%7e-005 5.6474e-004
as 3.7456e-006 9.8328e-006 3.1972e-006 7.9790e-006 -6.4265e-006 1.3718e-005
ae -1.1250e-005 -7.8667e-006 -1.1769e-~005 -8.8458e-006 -7.5936e~-007 -3.0399e~-006
as 6.6670e-006 —-8.7915e-007 4.7061e-006 -2.0052e-007 -3.2806e-007 -4.2400e-006
eq.3

a ~1.1211e-002 -1.8315e-002 1.0869e-003 -4.8782e-003 3.5561e~002 4.6829e-002
az 2.5093e-004 -1.3575e-005 7.8999e-005 1.4752e-005 -5.1813e-004 3.4824e-004
as 6.4167e~-004 1.6908e-004 6.3845e-004 3.4656e~004 1.4198e-004 6.8870e-004
as 2.3135e-004 6.0021e-004 2.2774e-004 4.8086e-004 -5.5729e-005 5.0974e-004
eq.4

ay -1.0622e-002 -1.5643e-002 1.5490e-003 -3.6987e-003 3.3506e~-002 4.4269e-002
az 1.3004e-004 -3.4192e-004 -1.9242e~-005 -1.5047e-004 -2.9164e-004 7.0110e-004
as 6.0909e~004 1.417Be-004 5.9527e-004 2.9974e-004 1.0697e-004 3.2446e-004
ay 4.1779e-004 7.0487e-004 4.0578e-004 6.0101e-004 -5.2182e-005 5.1489e-004
as 1.4223e-006 3.8629e-006 1.1558e-006 1.9438e-006 -2.6647e-006 -4.1513e~-006
ae -9.3097e-007 -7.8000e-007 -1.2338e-006 -1.3376e-006 -1.0005e-006 -1.0407e-005
az 4.1552e~006 3.0403e-006 3.7608e-006 3.1792e-006 2.0887e-007 9.4848e-007
as 2.5068e-007 1.4071e-007 2.3938e-007 1.6156e-007 4.7688e-009 6.9257e-009
Erro )

eq.l 4.1083e-003 5.3581e-003 4.2445e-003 4.7433e-003 3.2212e-003 6.8910e-003
eq.2 1.6943e-003 3.3014e-003 1.909%4e-003 2.133%e-003 2.2366e-003 4.6294e-003
eq.3 4.2996e~003 6.2136e-003 4.3423e-003 5.0059e-003 3.9270e-003 8.1907e-003
eq.4 7.3755e-003 1.5583e-002 6.7883e-003 1.0233e-007 §.8151e-003 1.5430e-002
G

eq.1l 3.7275e-003 4.8924e-003 3.7666e-003 4.4247e-002 2.6556e-003 6.0603e~-003
eq.2 1.7528e-003 2.6033e-003 2.0301e-003 2.0386e-003 1.6690e-003 3.6857e-003
eq.3 3.8068e-003 5.1557e-003 3.8663e-003 4.5301e-003 2.9631e-003 6.6862e-003
eq.4 4.6579%e-003 1.0880e-002 4.4756e-003 6.7604e-003 7.4441e-003 1.2811e-002
R, gmedl gmed3 gminl gmin3 addlong tfl

eq.l

ay ~4.9379e~-002 -3.6710e-002 -4.5063e-002 -4.0875e~-002 &.5053e-002 -6.1740e-002
az 4.2462e-004 -3.1647e-004 4.5044e-004 -5.9893e-005 3.7591e-004 1.4604e-004
as ~8.3237e-005 3.3315e-004 -6.1886e~005 2.1942e-004 -1.0695e-005 1.1969e-004
aq -2.0621e-004 -32.7395e~004 -1.4644e-004 -2.1052e-004 1.0389e-005 -5.3097e-005
as 4.7903e-006 8.6544e-006 4.8995e-006 7.8846e-006 -1.2446e-006 5.4907e-006
ae 2.9737e~-006 2.2536e-006 1.6304e~-006 1.8719e-006 -1.1281e-005 4.8628e-006
as 1.2521e-00& 5.1359e-006 1.0655e-006 3.8397e-00¢6 1.1958e-007 1.2180e-006
as -2.4383e-008 -2,9834e-008 -2.8304e~008 -3.1613e~00% -1.5814e-008 7.3727e-009
ag =1.2103e-00t -2.1554e-008 -1.5931e-008 -1.5516e-00F -3.5045e-008 2.2860e-00¢
aig 2.0671e-00¢ 1.4553e-008 2.303%e-008 1.7967e-008 -3.8754e-010 5,9014e-010
eq.2

ai -4.8727e~-00Z -3.7923e-002 -4.3608e-002 -4.0395e-002 6.8145e-002 -5.0839e-007
az 6.1841e-004 1.6282e-004 6.1010e-004 3.1494e-004 1.1894e-004 3.0493e-004
as -1.1741e-004 3.1735e-004 -1.8738e-005 2.9023e-0C4 3.8425e-004 8.6366e-004
ag -5.4260e~004 -2.7261le-004 -3.9010e-004 -1.7550e~-004 2.0912e-005 1.7365e-004
as -2.1052e-00¢8 -2.3041e-006 -2.9640e-006 -3.7979e-00& -2.0965e-006 -2.0640e-005
ag 7.4948e-006 -8.6762e-007 6.2088e~006 1.8253e-0C7 -3.7899e-007 -5.0189%e-00¢
azr -1.3332e-006 3.4636e-006 8.0670e-007 2.1733e-006 -3.1323e-007 7.5927e-007
eq.3

ay -5.0292e-002 -3.9636e-002 -4.5813e-002 -4.3220e-00- ©.6586e-002 -6.6190e-00"
az 6.5525e~004 2.0314e-004 6.6197e-004 3.8140e-004 1.5562e-004 6.6613e-004
asy -2.068%e-004 2.1942e-004 -1.4471e-004 1.2882e-G0< 2.9515e-004 -1.3553e-00E
agq -2.0074e-004 -3.7010e~-004 -1.4035e-004 -2.0577e-004 1.0286e-005 -5.2941e-005
eqg.4

a; -4.9446e-00Z -3.6838e-002 -4.5154e-002 -4.0%60e-00> ©6.4686e-002 -56.1588e-00"
a: 5.1233e-004 -2.0915e-004 5.5225e-004 5.3821e-005 4.3279%e-004 1.1952e-004
as -8.0567e~-002 3.3790e-004 -5.8371ie-005 2.2284e-0{5 12.449%e-006 1.1464e-004
ag -2.9599%e-004 -3.3050e-004 -2.1140e-004 ~-1.9209e-004 2.7536e-006 -1.6685e-005
as 1.6814e-008 1.8505e-006 1.2908e-006 3.853%e-006 -3.2608e-006 6.4307e~00%
&s 3.6091e-00€ 5.3851le-006 2.4668e-006 2.6865e-00&8 -2.3915e-006 3.6627e-000
asy 1.2521e-00¢ 5.135%e-006 1.0655e-006 3.839%7e-00& 1.1958e-007 1.2180e-004
ag -1.2806e-00" 5.3244e-006 -92,5533e-0C0F 1.8399%e-00% -7.1601e-010 4.8747e-00F
Erro

eq.1 2.942Z2e-00z 1.7304e-003 3.1089%2-003 2.2891e-00% 1.1412e-003 1.0326e-00C
eq.2 2.1808e-00Z 2.9744e-003 2.3048=-003 3.2371e-0C: 3.5271e-003 5.4293e-003
eq.3 3.3908e—-002  1.2061e-003 3.3817e-003 3.8013e-00> 3.5984e-003 1.1756e-00C
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edq.4 7.0596e-003 1.4832e-002 5.7998e-003 1.1988e-002 9.719%1e-003 2.2007e-002
[+

eq.l 2.3262e-003 1.3397e-003 2.3863e~003 1.7133e-003 1.1116e-003 8.8969e-003
eq.2 1.8275e-003 2.7869e-003 1.8436e-003 2.3750e-003 2.4023e-003 4.4382e-003
eq.3 2.6188e-003 2.9614e-003 2.5598e-003 2.7650e-003 2.6509e-003 9.1180e-003
eq.4 4.4310e-003 1.3406e-002 3.7106e-003 1.0477e-002 8.9297e-003 1.9174e-002
R; gmedl gmed3 gminl gmin3 addlong tfl

eqg.l

a 2.5677e~-002 -3.1024e-002 2.2044e-002 -8.593%e-003 5.5082e¢-003 2.7059%e-003
az 7.2240e-004 9.0490e-004 7.4673e-004 8.3437e-004 -1.1122e-005 5.6590e-004
as ~2.2229e-004 -3.0908e—004 -1.2244e-004 —-1.6579e-004 5.1557e-006 -4.1898e-005
as 1.3348e-004 3.6456e-005 8.5090e-005 2.4845e~-006 1.2414e-004 -5.0520e-004
as -6.1351e-006 -1.8385e-006 -6.4917e-006 -2.9547e-006 -9.2252e-007 1.3998e-006
ae 8.1973e-009 1.3%051e-006 3.323Be-007 9.7242e-007 -2.1192e-007 6.2698e-007
a -5.2304e-006 2.1211e-009 -4.5321e-006 —-2.0228e-006 —-4.2150e-007 -6.8460e-006
ag 3.8658e-009 -1.7909e-008 4.2979e-009 -1.2326e-008 4.0665e-009 -2.1346e-008
as 1.2133e-008 3.9146e-009 -1.1307e-009 -1.3385e-009 -1.1262e-009 5.4085e-009
a0 -3.0506e-008 -3.0414e-009 -3.0179e-008 -5.4819e-010 -5.7791e-009 -2.2966e-00%
eq.?2

ax 2.3794e-002 -2.6955e-002 2.1622e-002 -5.3084e-003 6.0190e-003 6.7599e-003
az 3.6074e-004 6.0414e-004 3.3137e-0C3 4.9588e-004 -6.6597e-005 4.3767e-004
as -5.2312e-004 -3.3346e-004 -3.9167e-004 -2.0662e-004 2.6547e-005 1.6993e-004
ag ~1.9087e-004 -1.1439e-004 -2.1667e-004 -2.0386e-004 1.0816e-004 -5.4173e-004
as 7.5332e-006 -8.4641e~-007 6.0180e-006 1.03905e-007 -3.7166e-007 -5.294%e~008
ag 8.5538e-006 7.7978e-006 7.9215e-00& 8.0097e-006 4.5808e-007 1.7631e-006
a9 2.7003e-006 1.0364e~-005 2.4506e-00¢& 7.6696e-006 2.8630e-007 2.228%e-00¢6
eq.3

ay 2.9397e-002 -2.7585e-002 2.6098e-00" -5.2273e-003 5.7426e-003 2.8219e-003
az 2.2890e-004 6.1895e-004 2.2605e-004 4.9397e-004 -6.0094e-005 5.3033e-004
aj —-2.0296e-004 -3.6943e-004 -1.3590e-004 -2.0199%e-004 1.0752e-005 -5.5097e-005
aq 1.2541e-004 2.5652e-005 7.7112e-00Z 2.3396e-006 1.2262e-004 -5.0580e-004
eq.4

a 2.5758e-002 -3.0986e-002 2.2034e-00" -8.594%e-003 5.4978e-003 2.7570e-003
as 7.0849e-004 9.6932e-004 7.3127e-004 8.7871e-004 -2.5749e-005 6.4268e-004
as —2.2497e-004 -3.099%94e-004 -1.2219e-004 -1.6550e-004 5.4042e-006 -4.30%1e-005
ay 4.1267e-005 2.0367e-005 —3.9524e-00¢& —4.4863e-005 1.1999e-004 -5.5806e-004
as ~5.6422e-006 -4.1220e-006 -5.9437e-008 -4.5263e-006 -4.0405e-007 -1.3218e-006
ae ~6.2879e-007 1.6996e-006 3.9174e-0C" 1.04272-006 -1.5279e-007 3.4303e-007
a1 -5.2304e-006 -.1205e-009 -4.5321e-00% -2.0228e-006 -4.2150e-007 -6.8460e-00¢
as ~1.1314e-007 -2.0551e-008 -1.0899e-007 -§.3466e-008 -3.5311e-009 -7.0261e-008
Erre

eq.l 4.6878e-003 3.4017e-003 4.1872e-0{3: 3.1967e-003 £.4477e-004 3.2172e-002
eg.2 4.5158e-003 3.5057e-003 4.7699e-003 3.798%¢-003 3.3784e-004 2.2138e-002
eg.3 6.4552e—-002 4.4978e-003 6.2057e-002 4.5665e—003 3.96382-004 3.4690e-0C=
eq.4 1.7557e~002 1.2921e-002 1.8227e-0027 1.4072e-002 1.7418e-003 7.764le-003
o

eq.1l 3.9761e-003 3.0782e-003 3.4744e-003 2.9382e-003 2.1104e-004 2.89%6%e-003
eq.z2 3.1934e-003 2.7705e-003 3.4808e-00: 2.9174e-003 2.2285e-004 .1336e-00Z
eq.3 4.7660e-002 3.9086e-003 4.5171e-0CZ 3.8820e-003 3.1204e-004 3.0411e-0C:C
eq.4 1.5502e-002 1.1320e-002 1.6259e-002 1.2271e-002 1.3554e-003 5.6656e-003
GRUPO 3

| semimen: semiten bifemin sar gra

ej.1

a 4.1797e-C01  4.7237e-001 4.4636e-J¢.  5.86757e-001 4.5405e-001

a: 7.6287e-004 8.2594e-004 7. 3954e~004 -3.1425e-004

az -2.44%1e~004 -4.0288e-004 -C. 6180e-004 -1.3631e-C03

Ay 3.4993e-004 4.555%e-004 1. 755%2-007 1.7540e-004

a:, J.8743e-006 2.1837e-006 4. 0122e-008 6.5615e-006&

ag -5.119%e-037 -6.9109%e-007 -1. 9186e-006 3.7501e-006

a- -7.2009e~-005 -7.5315e-006 -9. .1413e-006 -6.0547e-006

ag -4.4024e-008 -4.7221e-008 -4. .3657e-008 -1.08867e-008

as 1.1696e-003 1.8581e-00¢ 1. .4591e-00& 7.1436e-0CF
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aig —4.1418e—008 -4.7632e-008 -3.9523e-008 -9.1702e-009 -2.9927e-008
eq.2

ay 4.1720e-001 4.6984e-001 4.4975e-001 5.7469e-001 4.5225e-001
az 9.3421e-004 1.0177e-003 9.6831le-004 -1.2468e-003 2.0417e¢-004
as -3.9505e-004 -5.7130e-004 -4.9395e-004 7.5958e-004 -1.4391e-003
a, 6.6183e~004 7.2619e-004 7.8229e-004 2.4584e-004 4.8567e-004
as 4.4245e-006 5.2583e-006 6.7724e-006 -2.0365e-006 1.3740e-006
ae -2.8655e-008 8.2704e-009 -9.4684e~-008 -4.6095e-013 2.6665e-007
asy 1.8468e-008 1.4262e-008 —-2.5420e-008 4.8011e-012 -3.3994e-008
eq.3

a1 4.2040e-001 4.7376e-001 4.5458e-001 5.7318e-001 4.5396e-001
a 8.5843e-004 9.2517e-004 8.5524e-004 -1.2112e-003 1.6479e-004
as -2.0807e-004 -3.4864e-004 -2.0466e-004 6.7303e-004 -1.3788e-003
aq 6.6029e—-004 7.2629e-004 7.7871e-004 2.4584e2-004 4.3759e-004
eq.4

ay 4.1727e-001 4.7145e-001 4.4417e-001 5.6887e-001 4.5540e-001
a: 9.5112e-004 1.0318e-003 5.9194e-004 -9.4662e-004 -2.6355e-004
as -3.2009e~004 -4.9449e-004 -3.8979e-004 7.0335e-004 -1.4071e-003
EN 6.3172e-004 7.7843e-004 3.8711e-004 7.6826e-005 3.8639e-004
as -7.3885e-007 -8.3091e~007 -1.0622e-006 -3.2767e-006 5.175%-006
ae -1.1262e-006 -1.6667e-006 —2.0693e~006 -1.0261e-~007 -3.3659e-009
as -5.6328e-008 6.8497e-007 -3.1069e-006 -1.5595e-006 -8.9234e-007
ag -2.9709e-008 -3.5811e-008 -4.6120e-008 1.3878e-008 -1.1536e-008
Erro

eq.l 2.3515e-003 2.7566e-003 3.4264e-003 1.8214e-003 8.9861e-004
eq.2 2.1107e-003 2.4676e-003 3.9505e-003 3.589%e-003 4.2461e-003
eq.3 2.9940e-003 3.5296e-003 5.1380e-003 3.7225e-003 4.3051e-003
eq. 4 3.8573e-002 4.7312e-002 2.5510e-002 1.3797e-002 1.8071e-002
c

eq.1 2.1037e~-003 2.4212e-003 2.9425e-003 1.7773e-003 8.3570e-004
eq.? 1.6307e-003 1.8945e-003 2.8183e-003 2.5972e-003 2.7798e-003
eq.3 2.4265e-003 2.8542e-003 3.9100e-003 2.7231e-003 2.8414e-003
eq.4 2.4206e-002 2.9787e-002 1.5306e-002 1.0114e-002 1.2901e-002
R, semimem semiten bifemlh sar gra

eq.l

a; -4.8069e-002 -5.2540e-002 -5.1509e-002 4.6054e-002 1.4345e-002
az -6.3106e-004 -6.7943e-004 -5.8640e-004 9.7663e-004 -5.9444e-004
as 9.1731e-006 -2.2652e-005 -1.2616e-004 -2.6572e-004 -1.4344e-005
EW 7.8088e-006 7.8486e-006 2.2131e-005 -1.836%e-009 -4.1438e-005
as 9,.58358e-006 1.0862e~005 9.9022e-006 -3.5363e-006 -2.9082e-006
as 7.847%e-006 §.4613e-006 7.8840e-008 -1.0090e-00% 2.014%e-00¢
a- 4.6836e—-008 5.4695e-008 1.6303e-007 ~-2.7724e-011 -1.1258e-007
ag -1.9185e—008 -2.2131e-008 -1.9853e-008 -4.4768e-00t 3.70172-008
ag 1.6319e-008 2.1194e-008 2.197%e-008 1.4022e-00% 8.3240e-009
aio -7.6330e-011 -1.4406e-010 &.3325e~011 -1.2530e-012 1.1362e-002
eq.2

aj -5.4848e~002 -5.9504e-002 -6.1044e-002 5.2204e-002 1.6203e-002
az 1.0811e-004 1.1284e-004 2.1261e-004 3.6105e-004 ~6.3564e-004
23 -2.956%e-004 -3.5378e-004 -4.5803e-004 8.7896e-005 9.4085e-005
24 -6.9961e-006 -3.8267e-007 -3.7266e-005 -1.2693e-014 -2.0132e-005
as 1.2966e-006 1.6456e-006 2.2701e-006 5.2262e-007 —-3.9449e-006
as 1.8864e-007 €.2334e-009 1.0414e-006 1.4852e-016 1.2202e-007
&z -2,.5548e-008 1.1987e-008 1.609%=-007 -1.60535e-018 —3.7681e-008
ej.3

a; -5.3397e-002 -5.8272e-002 -5.68%3e-002 5.2593e-0C2 1.3605e-00C
@2 7.4570e-005 £.3569e-005 1.1125e-004 3.81%0e-00< -5.736Ze-004
as -2.3912e-004 -2.8453e~004 -3.6656e-004 1.1011e-004 -7.1406e-005
R 1.4684e-006 -2.4227e-007 4.17422-00%8 -9.195%e-01"7 -1.4288<-005
eq.4

ER -4.8852e-002 ~-5.3359e-00- -5.3353e-0C2 4.5875e-007 1.6545e-00C
& -£.51342-004 -5.8825e-009 -4.9123e-004 1.1412e-002 -7.53622-004
as -2.0438e-005 -5.5449e-005 -1.8830e-004 -2.7752e-004 4.7186e-005
aq 4.5203e-007 32.4643e-007 4.02281e-008 -2.648Re-008 -3.0450e-005
as 7.4897e-006 §.039%e~008 7T.3€58e-0086 -9.2442e~-00C 1.8114e-006
ag 6.9911e=004 7,3486e-006 &.7301e-00E& -1.03Z6e~00S 1.5778e-000
as £,90G92-00% 7.95%41e-00€ 1.5210e-007 -1.0760e-014 -3.02892-007
ag ~1.06442-008 -1.1507e-005 -2.3445e-008% -3.5614e-00% 2.5330e-008
Errec

eg.l 9,.5265e-004 1.1405e-003 1.71&3e-003 8.2301e-0L35 2.0Z68e-003
ez.” 5.134%e-003 5.57%5e-003 6.(0333e-C72 7.7&1Ge-{13 1.,7038e-0C03
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eq.3 6.1638e-003 6.6194e-003 6.1820e-003 7.7637e-003 2.6540e~-003
eq.4 2.1205e-002 2.2808e-002 2.0788e-002 2.6300e-002 7.2201e-003
o

eq.1 8.6921e-004 1.0223e-003 1.5365e-003 7.5627e-004 1.6999%e-003
eq.2 3.9193e-003 4.2133e-003 3.9071e-003 5.1214e-003 1.3647e-003
eq.3 3.9652e-003 4.2757e-003 4.1555e-003 5.1287e-003 1.9905e-003
eq.4 2.1330e-002 2.2871e-002 2.0893e-002 2.6074e-002 5.3378e-003
R» semimem semiten bifemlh sar gra

eqg.1l

a; 2.4952e-002 3.608%6e~002 3.2807e-002 -4.2921e-002 8.0018e-002
az -2.5904e-004 -3.1246e-004 -4.1615e-004 7.6882e-005 1.1218e-004
as 5.7811e-005 7.6660e-005 1.6378e-004 2.1880e-004 -4.4574e-004
ay -8.6952e-007 -8.4723e-007 -2.0276e-006 -1.4584e-010 3.2293e-006
as -8.3396e-007 -9.0022e-007 -1.0292e-006 1.0181le-006 -2.6842e-006
ae -2.1741e-006 -3.5846e-006 -2.4732e-006 5.9730e-006 -1.4393e-005
ay 6.0929e-009 9.0267e-009 -5.2209e-008 -2.2010e-012 -3.4954e-008
ag 1.1622e-008 1.3492e-008 1.7398e-008 -5.5573e-009 5.7570e-009
ag ~3.4322e-009 -7.8688e-009 -9.3408e-009 1.4226e-009 -4.0716e-008
aip 4.6535e-011 §.9908e-011 -1.9918e-010 -%.5472e-015 ~4.3503e-010
eq.2

a 1.3438e-002 2.3674e-002 2.0707e-002 -2.6059e-002 7.7612e-002
az 9.7294e~006 -2.0500e-005 -1.1978e-004 -2.6751e-004 -1.6699e~005
as -4.9374e~004 -4.6518e-004 -3.6780e-004 G.6087e-004 -1.6165e-004
as 1.3075e-006 1.3157e-007 -5.629%e-006 §.0992e-015 1.0117e-006
as 1.4708e-005 1.5472e-005 1.4187e-005 -2.2325e~-005 3.4243e-00¢
as -3.2609e~008 4.3448e-010 1.6696e-007 -9.5361e-017 -4.0516e-008
ai 5.2007e-008 5.2086e-008 -1.1807e-009 9.9682e-017 -1.4406e-007
eq.3

ay 2.4245e-002 3.5130e-002 3.1668e-002 -4.2664e-002 8.0205e-00C
a -2.4578e-004 -2.9129%9e-004 -3.7766e-004 1.2319e-004 -7.4294e-005
as 1.2835e-004 1.8940e-004 2.3524e-004 1.2046e-005 -7.8331e-006
2y -9.8855e-007 -7.6147e-007 1.4864e-006 7.0812e-017 1.8108e-006
eq.4

ai 1.6409%9e~002 2.7069e~-002 2.4412e-002 -2.9895e-002 7.7701e-00z
az -2.0073e~004 -2.5557e-004 -3.8075e-004 -5.&215e-005 1.1562e-004
as ~1.8457e-004 -1.7762e-004 -7.2107e-005 5.9027e-004 -4.9541e-004
ay -7.5209e-005 -7.9424e-005 -7.2985e-005 1.1315e-004 -1.1430e-005
as 6.4780e-007 8.1995e-007 1.1890e-00& 32.0957e-007 -1.9501e-006
as -1.993%e~-006 ~3.1715e-006 -1.9828e-006 5.5983e-006 -1.2255e-005
as -1.9361e~-009 -6.4845e-009 -1.7853e-008 3.£515e-016 4.0090e-008
ag -9.9492e-008 -1.0476e-007 -9.7369e-008 1.Z714e-007 -2.4001e-00%
Erro

eq.l 7.0912e-003 7.458Ze-003 6.8536e-00% 1.-770e-00Z 1.8756e-0CZ
eq.Z 1.0102e-003 1.3481e-003 1.3337e-002 L.1888e-003 3.9892e-005
eq.3 7.1551e-003 7.5671e-003 6.9748e-003 1.9994e-002 4.2637e-002
eq.4 5.49%00e-003 9.2144e-003 9.3080e-003 i1.3324e-002 5.4359e-0C3
c

eq.l 6.0110e-003 6.3427e-003 5.819%2e-003 ©2.:617e-003 1.7640e-003
eq.?2 9.0151e-004 1.1450e-003 1.1385e-003 1.3677e-003 2.7061e-0C3
eq.3 6.0106e-003 6.3617e-003 5.8319e-003 9.1298e-003 3.1153e-003
eq.4 5.5364e-003 6.0090e~0032 6.2136e-003 €£.1869%9e-003 5.4640e-003
R, semimem semiten bifemlh sar gra

eg.l

ay -2.525Ze~002 -3.2113e-0CZ -1.251%e-007 -1.1983e-003 -1.283%e-072
az —6.087%-006 4.4457e-Q07 -3,8846e-005 -7 .,2350e-014 -1.7540e-C0%
as -1.3363e-007 1.5350e-007 9.8623e-007 ~7.7258e-015 -1.2616e-008&
ay 5.6777e-004 5.8923e-004 7.7349%9e-004 .:2527e-004 4.88B75e-0C:
as 1.0109e-007 -2.2002e-00% 6.1409e-007 +.2760e-016 -3.4842e-008
ae 3.159%e-002 2.0367e-00° 1.3556e-009 -7.2350e-015 -2.745%e-002
a- 3.6097e-0086 4.8432e-00C 1.5090e-007 -€.3226e-007 1.8728e-00¢
as -1.024%e-010 2.5338e-010 -9.9533e-010 1.6828e-018 7.8931le-010
& 1.4224e-010 1.2115e-017 6.2551e~-01: -_.279ie-016 -2.8514e-C1 0
aig —1.3984e~-008 -1.1407e-005 -3.4757e~008 =1.3%40e-008 -1.5365e-00k
eg.r’

as -53.6384e-007 -4.4924e-002 ~-2.3991e-0C2 ~-:.3346e-003 -1.8967e-00"
a 1.1096e-005 1.2537e-00Z 32.0196e-005 -1.5308e-015 -5.3994e-00C5
EH -2.4362e-007 -7 .088Ze~008 -, 3044e-00E& .. 468Be-01% E.895le-004
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ag -2.9538e-005 -1.2023e~004 3.0544e-004 1.6788e-004 1.1106e-004
as —2.6549e-008 4.4963e-009 1.7065e-007 -1.7586e-017 -3.5629e-008
ae 1.7039%e-007 2.2433e-007 3.6634e-007 -1.4626e-017 -6.7104e-007
ai -8.0410e-009 -2.0584e-008 -3.7288e-008 1.6930e-017 7.0305e-008
eq.3
ax -3.5380e-002 -4.4352e-002 -2.2931e-002 -3.5346e-003 -2.0704e-002
az 1.7627e-006 -4.4095e-007 6.1450e-006 -9.1071e-018 -1.4786e-005
as -1.0096e-006 -~7.1346e-007 1.0723e-006 5.9340e-018 1.3384e-006
EN ~2.2155e-005 -1.1034e-004 3.2166e-004 1.6788e-004 B.1313e-005
eq.4
ay -2.4766e-002 -3.1794e-002 -1.1451e-002 -6.1765e-004 -1.1730e-002
az -4.5693e-006 1.3861e-006 -3.0778e-005 -6.8077e~016 ~-2.5919e~005
as -2.9579e-006 -4.3732e-006 -9.9303e-006 3.5615e-016 1.2257e-005
as 6.6952e-004 6.7155e-004 1.0252e-003 3.4754e-004 6.0557e-004
as 8.8023e-008 3.0476e-010 4.8718e-007 3.9017e-018 6.5794e-008
as 2.4131e-008 2.4007e-008 -2.9782e-009 -5.2824e-018 ~7.248%e-008
ay 6.0220e-006 6.8110e-006 6.1464e-006 1.5623e-006 4.5232e-006
ag -1.142%9e-009 -1.8414e-009 -4.4597e-009 1.3555e-019 5.5062e-009
Erro .
eq.l 5.3466e~004 6.2340e~004 6.6903e~004 1.3317e-004 7.0984e-004
eq.2 6.7996e-003 7.6779e~003 7.0158e-003 1.7577e-003 5.1062e-003
eq.3 6.800%e-003 7.6799%e-003 7.0186e-003 1.7577e-003 5.1389e-003
eq.4 3.8355e-002 3.8712e-002 &5.7767e-002 2.0001e-002 3.4728e-002
G
eq.l 5.0791e-004 5.8181e~004 6.6048e~004 1.5793e-004 6.1674e-004
eq.2 3.7762e-002 4.2688e-003 3.9921e-003 1.1466e-003 2.8672e-003
eq.3 3.7795e~003 4.2739e-003 4.0132e-003 1.1466e-003 2.9236e-003
eq.4 2.5238e-002 2.5346e-002 3.8497e-002 1.3174e-002 2.2846e-002
GRUPO 14
| - flexdig flexhal extdig exthal

| eq.1
a3 4,3327e-001 4.2009e-001 4.4156e-001 4.0978e-001
a: 1.8706e~004 2.7624e-004 -6.6754e~004 -6.9497e-004
as ~3.3687e-004 -2.8078e-004 1.8793e-004 -7.6751e-005
aa -1.1297e-003 -1.0098e-004 9.8438e-005 1.1512e-004
as -1.1136e-00& -1.2125e-006 -8.0241e-007 -1.0372e-00&
as -1.9300e-008 1.7272e-007 -3.8437e-007 -3.8295e-007
as -3.1064e-007 3.3452e-007 -5.0710e-007 ~7.6568e-007
as ~4.0143e-00% -5.1070e~-0038 2.0209e-002 1.6921e-00¢
as 1.6875e~-00¢ 1.5648e-008 -3.3062e-0039 3.4492e-0C%
aic 2.8303e-00%  6.4871e-009 -2.2312e-009 -3.4824e-00¢
eg.2
az 4.3279e-00>2 4.1983e-001 4.4107e-001 4.0912e-001
as 1.8467e-004 2.7320e-004 -6.5552e-004 -6.8490e-004
as -3.3241e-004 ~-2.7665e-004 1.8547e-004 -7.5839e-005
ay -1.1128e~-004 -9.7126e-005 9.7111e~005 1.1305e-004
as 1.6400e-00&8 1.4364e-006 -1.0657e-006 1.1073e-006
g 7.8572e~012 8.990%e-013 -2.6587e-013 6.9841e-013
as -3.7755e-01> -8.3929e-013 -4.4303e-012 -2.8827e-013
eq.3
a: 4.3279e-0C2 4.1983e-001 4.4107e-001 4.0912e-002
ax 1.8467e-0C5s 2.7320e-004 -6.5552e-004 -6.8490e-004
as -3.3241e-004 -2.7665e-004 1.8547e-004 -7.5839%e-005
a4 ~1.1128e-0¢< —-9.7126e-005 9.7111e-005 1.1305e-004
eq.4
a; 4.3327e-002 4.2008e-001 4.4156e-001 4.0978e-0022
a: 1.8467e-00x C2.7320e-004 -6.5552e-004 -6.8490e-0C4
a- -3.3241e-004 -2.7665e-004 1.8547e-004 -7.5839e-005
aj -1.1128e-0{1 =5.7126e-005 ©.7111e-005 1.1305e-0C4
as ~1.11362-002 -1.2125e-006 -8.0241e-007 -1.0372e-006
ag -1.9900e-00¢< 1.7272e-007 -5.8437e-007 ~3.8295e-007
EX -3.1064e-07" 3.3452e-007 -5.07102-007 -7.6568e-00"
£ -1.0809e-0i: -7.8636e-015 -1.5833e~013 -8.62292-014
Err:
eg.l 2.8019e-0C: 2.4385e-004 2.4293e-004 2.3966e-004
eg.’ 2.8247e-00< 3.1852e-004 32.2718e-004 3.6464e~0(4
eq.3 4.043%9=-0C4  3.9825e-004 3.70792e-004 4.0762e-0702
ea.d 1.814de-07> 1.6052e-003 1.5798e-003 1.8347e-0{3
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eq.1l 2.4501e-004 2.1124e-004 2.7971e-004 2.2827e-004
eq.z2 1.9811e~-004 2.0588e-004 2.5517e-004 2.6615e-004
eq.3 3.0457e-004 2.9338e-004 3.0030e-004 3.1235e-004
eq.4 1.0960e-003 9.7461e-004 9.5204e-004 1.0968e-003
R, flexdig flexhal extdig exthal
eq.1

a -1.0714e-002 -1.5857e-002 3.9169e-002 4.0723e-002
az 1.2968e-004 1.4137e-004 1.2035e-004 1.3792e-004
as -9.2882e-005 -8.2349e-005 7.7895e-005 -5.5293e-005
as -7.8996e-016 -7.2373e-016 4.5309e-016 -5.2551e-016
as 6.9505e-007 8.8631e-007 -3.7920e-006 -3.1165e-006
ag -3.0705e-008 1.8727e-007 -5.8311e-006 -5.8628e-006
aj 2.8863e-018 4.8828e-018 -1.7176e~-017 -1.8192e-017
as -4.8996e-009 -5.7342e-009 -6.7344e-008 -4.5204e-008
as 5.2696e-009 7.3642e-009 2.9277e-008 -1.2412e-008
aio 1.1128e-018 1.0166e-018 -6.3845e-012 7.4137e-019
eq.?2

ay -1.0488e-002 -1.5535e-002 3.7052e-002 3.8826e-002
az 1.2676e-004 1.3795e-004 8.0293e-005 1.1103e-004
as -9.1489e-005 -8.0402e-005 8.5635e-005 -5.8575e-005
EV -56.0986e-020 -1.0842e-019 -3.5237e-0192 2.7105e-020
as -2.6765e-00€ -1.8206e-006 6.5850e-00& 8.6154e-007
ag -4.1505e-020 -5.0610e-020 4.9922e-020 7.4327e-020
ay 5.7175e-021 5.2410e-021 3.4411e-0Z1 8.2056e-01
eq.3

a -1.0488e-002 -1.5535e-002 3.7052e-002 3.8826e-007
as 1.2676e-004 1.3795e-004 8.0293e-005 1.1103e-004
as -9.1489e-005 -8.0402e~-005 8.5635e~005 -5.,8575e-005
a4 ~-6.7763e-021 4.0658e-020 -2.7105e-020 5.4210e-020
eq.4

a; -1.0714e-002 -1.5857e-002 3.9169e-002 4.0723e-002
az 1.2676e-004 1.3795e-004 8.0293e-005 1.1103e-004
as -9.1489e-005 -8.0402e-005 8.5635e-005 -5.8575e-005
a, -1.3553e~020 -5.4210e-020 1.0842e-01% 1.0842e-01¢
as 6.9505e-007 8.8631e-007 -3.7920e-006 -3.1165e—-006
ag -3.0705e-008 1.8727e-007 -5.8311e-006 -5.8628e-006
EX) 3.7085e-01% 5.1157e-018 -1.0687e-017 -1.0514e-017
ag 1.2557e-021 8.5696e-022 3.599%e-0"1 5.0913e-021
Erro

eq.1l 4.4569e-004 3.0248e-004 1.1877e-003 4.6276e-004
eq.2 1.8307e-004 2.2765e-004 1.2146e-002 1.0157e-003
eq.3 4.85352-004 3.790Ze-004 1.5261le-003 1.0225e-005
eq. 4 4.782%-004 3.8160e-004 1.5067e-002 1.0759e-003
G

eqg.1 4.0029e-004 2.7387e-004 1.3249%9e-003 5.0036e-004
eq.2 1.3434e-004 1.5067e-004 1.2306e-002 9.3931e-004
eq.3 4.0754e-004 3.0470e-004 1.6672e~002 ¢.5115e-004
eg.4 4.7538e-004 4.2030e-004 1.957%e-003 1.125%e-003
R. flexdig flexhal extdia exthal
eq.1

a 1.9746e~-002 1.638%e-002 -1.175Be-00" 4.2955e-0043
az -9.70782-005 ~8.3930e-005 3.2070e-005 -7.04622-005
as 7.5125e-006 -1.5782e-005 4.4158e-00E  4.2294e-005
ay 1.4122e-016 -3.8570e-017 2.9768e-01& 3.7029e-016
as -1.3347e=-006 -92.0526e-007 2.9935e-00& 3.0514e-007
as -2.9234e-006 -2.7015e-006 1.5785e-005 -5,8346e-007
as -7.0038e~-018 -5.7750e-012 4.3152e-01& -9,4067e-019
ag €.5550e-00% 4.8745e-002 5.5845e-07% ©.E118e-00¢
as ~2.7847e-008 -2.1344e-008% -5.9530e-01C §.4502e-009
aip -2.0032e-01% 5.256%-020 -4.1695e-018 —5 "721Ge-010
eg. .

ay 1.8873e~-00Z 1.5691e-002 -1.0533e-007 4.3107e-003
az -2.2178e-00% -8.1080e-005 6.528%e-02% -6.4804e-005
asz 1.5038e-007 -2.1425e-005 4.4000e-005% 4.452&e-005
a; 1.2197e-022 £.1315e-020 1.1520e-01% 1, 068Re-010
as —1.4€38e-707 2. II2BGe-07T -0 570 e-3l& -0 4044e-C0C
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ag 4.6110e-020 3.6264e-020 -3,0228e-020 1.7470e-020
az -3.9705%e-022 4.1028e-022 2.9117e-022 -4.3146e-021
eq.3
ai 1.8873e-002 1.5691e-002 -1.0533e-002 4.3107e-003
az -9,3178e-005 -8.1080e-005 6.528%e-005 -6.4804e-005
as 1.5038e-007 -2.1425e-005 4.4000e-005 4.4528e-005
ay 2.7105e-020 -6.7763e-020 2.0329e-020 3.388le-021
eq.4
ax 1.9746e-002 1.638%e-002 -1.1758e-002 4.2955e-003
az -9.3178e-005 -8.1080e-005 6.528%e-005 -6.4804e-005
as 1.5038e~-007 -2.1425e-005 4.4000e-005 4.4528e-005
ag 1.3553e-020 -9.4868e-020 6.7763e-021 6.7763e-021
B as -1.3347e-006 -9.0526e-007 2.9935e-006 3.0514e-007
ag -2.9234e-006 -2.7015e-006 1.5785e-006 -5.8346e-007
aq -5.7682e-018 -4.7225e-018 3.5549e-018 -1.5084e-018
_ ag 5.5338e-022 5.2898e-022 -5.4263e-022 -5.2940e-022
Erro
— eq.1 7.9788e-005 7.2334e-005 1.6121e-003 1.6693e-003
eq.2 4.5836e-004 3.7043e-004 8.6966e-004 5.6850e-004
- eq.3 4.5927e-004 3.7150e~004 1.8064e-003 1.6694e-003
eq.4 4.6136e-004 3.1171e-004 1.7805e-003 1.6693e-003
c
eq.1l 6.7139e~005 7.7963e-005 1,6081e-003 1.6128e-003
- eq.2 3.2410e-004 2.6035e-004 9.4056e-004 5.3535e-004
eq.3 3.2444e-004 2.6848e-004 1.6779e-003 1.6176e-003
- eq.q 3.8965e-004 2.7782e-004 1.9622e-00> 1.6191e-003
R; flexdig flexhal extdig exthal
- eqg.l
ay 6.4742e-003 5.7846e-003 -5.6406e-005 -6.5965e-003
- az 3.3526e-018 -7.8000e-018 8.9559%-018 1.2452e-017
as -7.8554e~015 7.853Ze-015 -1.2496e-014 -1.8885e-014
- ay 3.7351e-005 -3.7229%e-005 5.9215e-005 8.9489e-005
= as 5.9587e-017 ~6.356&e-017 1.0004e-01c 1.5050e-016
as '1.3326e~016 -1.4367e-016 Z.2567e~-016 3.3926e-010
— ar -4.9536e-007 -1.1080e-006 3.8628e-007 6.0069%e-007
ag -1.2172e-020 1.6293e-020 -2.1273e-020 -3.2704e-020
— ag 2.5141e-017 ~-2.5032e~-017 3.9835e-017 6.0201e-017
Ao -4.1511e-008 -2.6101e-009 -2.6158e-0C9 -4.13522-009
~ eq.2
ay 6.3099e~003 5.4172e-003 -5.5125e-003 -6.3973e-003
- az -1.2151e-019 1.2885%e-020 -¢.2272e-020 4.1293e-071
as -4.6454e-020 5.6341e-020 -32.7521e-020 -1.9099e-01%
= aq 3.4382e-008 -3.8782e-005 £.765%e-02 8.7029e-005
as -2.0266e-021 1.1308e-021 ~-2.3716e-(21 -4.1649%e-021
~ ag 1.1442e-020 2.7326e-021 1.4600e-021 5.2927e-021
- a9 1.6279e-021 -C.9199e-022 4.5826e-C27 2.0076e-021
eqg.3
- ai 6.309%-002 5.417Ze-003 -£.5125e-0C3 -6.3973e-003
as 3.2023e-021 2.66(2e-021 -2.1393e-CI0 -I2.7529e-0C1
— as 3.3431e-020 8.4042e-020 -5.0226e-020 -1.4558e-022
aq 3.4882e-005 -3.8782e-005 S.765%e-00% 8.7029%e-005
~ eq.4
a 6.4742e~003 5.7£462-003 -Z.6406e-C23 -6.5965e-003
-~ a: 2.0604e-01% -1.3092e-020 <£.2976e~-C.. 8.4187e-020
as -4.6640e-020 -5.0425e-020 -3.4278e-021 -4.5925e-020
-~ ag 3.4852e-005 -3.878Ze-005 Z.765%e-035 8.7029e-005
i as -1.2924e-01% -1.18082-018 1.2093e-01% 1.4462e-018
h ag -3.86887e-01% -3.5365e-018 2.5685e-01¢ 4.1995e-018
. a7 ~4.9336e=-07" -1.10%0e-008 3.86Z8e-C77  6.006%e-007
ag -9.431%e-072 2.1340e-021 -2.8709e-021 ~-4.1713e-021
< Erro
eq.1 2.9237e-008  Z, 5,0466e-007  6.8107e-007
— eg.’l 1.2628e-0¢ z. ©.8540e-00E 1.5347e-004
eq.3 1.282he-0 Z. 9. 8540e-C03 1,5347e-004
— eq.4 5.5710e-034 8. 92,1445e-005  1.3806e-003
c
~ eq.1 1.7608e-007 1,3894e-006 5.4417e-C07  4.1462e-007
eqg.Z 7.5580e-0 1.5467e-004 £.8880e-03E 0.1722e-005
~ eq. 7.8550e-01I 1.8407e-004 T 08880 0.122%e-005
U eq.4 3.0575%e-0C5 3.5921e-004 = 7.7837e-004
-~
—
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Parametros das equacdes de regressio que seguem a estrutura 2 (2
coordenadas generalizadas)

GRUPO 5

Lo adbrev amagl amag?2 amag3 pect gmaxl
eq.1l

a1 1.3575e~-001 1.1979%e-001 1.9693e-001 3.3627e-001 1.0104e-001 1.9878e-001
az -1.4760e-004 -5.3823e-007 2.3076e-004 1.2285e-004 -3.1945e-004 7.3478e-004
as -1.1039%e-003 -1.0793e-003 -1.0123e-003 -1.0075e~003 -7.1980e-004 4.4338e-004
ay 3.3459e-006 6.9521e-006 7.9426e-006 8.8818e-00¢ 2.7259e-007 -3.4769e-007
as -3.6742e-006 -2.5486e-006 1.0915e-006 4.0487e-00& -1.4736e-006 -3.0036e-006
ag -6.4910e-009 -2.9514e-008 -4.0356e-008 -3.8345e-005 1.4758e-008 -1.8115e-008
as 1.95840e-008 2.4681e-008 4.7194e-008 5.8551e-002 1.7829e-008 -1.5302e-008
eq.2

a 1.3243e-001 1.1214e-001 1.8981e-001 3.3058e-0G1 1.0132e-001 2.0262e-001
az 1.2518e-004 4.9429e-004 7.3468e-004 6.7167e-004 -2,3808e-004 5.2650e-004
as -1.0052e-003 -1.2358e-003 -1.2681e-003 -1.2282e-003 -5.2122e-004 6.3927e-004
ag 1.4502e-006 6.7197e-006 6.9144e-006 4.0855e-00¢ -2.7805e~-006 -2.7178e-006
eq.3

ay 1.3351e~001 1.1714e-001 1.9495e-001 3.3362e-001 9.9248e-002 2.0060e-001
az 8.9807e-005 3.7670e-004 6.1368e-004 6.0017e-004 -1.8943e-004 5.7407e-004
as -9.4354e-004 -9.5021e-004 -9.7420e-004 -1.05452e-0063> -6.3940e-004 5.2376e-004
eq.4

ax 1.3481e-001 1.1498e-001 1.9214e-001 3.3365e-002 1.0322e-001 2.0070e-001
as -9.8869e-005 2.2322e-004 4.9692e-004 3.3228e-004 -4.2119e-004 7.5238e-004
as -1.1699e-003 -1.3704e-003 -1.3166e-003 -1.1941e-003> -6.0556e-004 5.6226e-004
a 2.5183e-006 3.1891e-006 2.7972e-006 3.9928e-005 2.1542e-006 -2.6573e-006
as -4.7052e-006 -3.8444e-006 -1.3862e-006 9.7475e-007 -2.4096e-006 -2.2002e-006
ae 1.4502e-006 6.7197e-006 6.9144e-006 4.0855e-00& -2.7805e-006 -C.7179e-006
Erro

eg.1 8.4332e-004 3.3236e-003 3.4136e-003 2.11853=2-0{: 1.4327e-003 1.4915e-003
eq.2 2.3282e-003 2.7485e-003 2.4108e-003 3.2664e-0CZ 1.8327e-003 2.2470e-003
eq.3 2.4410e-003 4.320%9e-003 4.1775e-003 3.8782e-003 2.308%9e-003 2.6539e-003
eq.4 £.9243e-004 9.0783e-0G4 1.0500e-003 1.113%e-00Z 6.3070e-004 9.2677e-004
[+

eg.l 8.2352e-004 2.7554e-002 2.8309e-003 1.794€¢e-0C2 1.2327e-003 1.4093e-003
eq.2 1.7429%e-003 1.9760e-003 1.63%7e-003 2.1554e-00> 1.3433e~003 1.6801e-003
eq.3 1.8253e-003 3.2633e-003 3.1560e-003 2.6221e-0032 1.7000e-003 1.9365e-003
eqg.4 4.9641e-004 7.2276e-0C4 8.6976e-004 9.4780e-05< 5.1406e-004 8.0244e-004
R adbrev amaqgl amag?Z amaa3 pect gmaxl
eqg.l

ay 6.6639e-002 -6,.5335e-003 -2,0210e-002 ~-1.1874e-07C 2.0615e-002 -3.9177e-00C
az -3.0010e-004 -7.3257e-374 —-8.9132e-004 -9.301¢ce-0C 1.36762-005% -5.0404e-00%
as -6.8284e-005 -3.1203e-004 -2.3637e-004 -5.565%e-00Z 1.3371e-004 9.6957e-005
ER) -1.32908e-00C 3.4144e-006 6.6320e-006 4.1616e-00& -4.1012e-006 &.0978e-00¢%
as 2.4217e-007 1.2332e-006 4.8089e-006 5.5363e-008& -2.9880e-007 —8.8700e-007
ae 1.3324e-00f 1.145%e-00x  1.0552e-009 1.770%~-C{Z  1.3120e-008 -2.2851e-00¢
az 1.5294e-002 9.408%e-00¢ £.7973e-002 2.2557e~C7% -3.1303e-002 1.0527e-000
eq.?2

ax 2.2041e-003 -6.4058e-30% -2.2980e-002 -1.437%e-(CI2 2.5729e~00Z -4.7116e-00C
a: -3.5786e-004 -4.5032e-004 -3.6967e-004 -4.9635e-0C: -3.1603e-004 4.186%e-004
as 1.1886e~004 -1.1913e-004 -2.3873e-004 -9.4831e-0: 3.2392e-004 -1.7687e-004
ag -4.540&e-006 -5.1964e~005 -2.8407e-0086 -2.7798e-01& -4.3485e-008 7.2136e-00¢
eq.3

ay £.2269e~003 ~1.0271e-I22 ~I2.5093e-007 -1.6446e-C71 7.2494e-00Z -4.1751e-00C_
an ~Z.7840e-004 -3.5938e-004 -3.1996e-004 -4.4820e~-014 -2.3993e-004 2.9246e-004




as -7.4125e-005 -3.3998e-004 -3.5946e~-004 -2.1297e-004 1.3%911e-004 1.2970e-004
eq.4

a 1.0040e-002 -2.6117e-003 -1.7906e-002 -9.6633e-003 2.3819%e-002 -4.4519e-002
az -4.4907e-004 -8.6472e-004 -9.4483e-004 -1.0425e-003 -1.0961e-004 1.4803e-004
as 1.2434e-004 -9.3256e-005 -1.2181e-004 5.7500e-005 3,1922e-004 -2.0985e-004
ay 1.0730e-006 4.8754e-006 6.7665e-006 6.4196e-006 -2.4284e-006 3.1843e-006
as 1.5662e-007 7.3924e-007 3.3404e-006 4.3523e-006 -1.3446e-007 -9.4227e-007
ag -4.5408e-006 -5.1964e-006 -2.8407e-006 -2.7796e-006 -4.3485e-006 7.2136e-006
Erro

eq.1 2.2247e-003 2.8143e-003 1.7352e-003 1.5607e-003 2.1924e-003 3.4575e-003
eqg.2 9.1956e-004 3.8665e-003 5.3963e-003 5.1852e-003 1.9427e-003 2.5377e-003
eq.3 2.4202e-003 4.6984e-003 5.5227e-003 5.3153e-003 2.9012e-003 4.2699e-003
eq.q 5.2787e-004 1.5882e-003 1.3432e-003 1.0075e-003 7.7004e-004 1.0409e-003
[}

eqg.1l 1.8472e-003 2.6166e~-003 1.7639-003 1.4447e-003 1.8778e-003 3.1983e-003
eq.2 7.3578e-004 2.9604e-003 3.5628e~003 3.2922e-003 1.4219%9e-003 1.9754e-003
eq.3 1.9197e-003 3.5097e-003 3.8088e-003 3.5397e-003 2.2041e~-003 3.5629e-003
eq.4 4.0226e-004 1.2834e~-003 1.073€e-003 8.1638e-004 6.0699e-004 9.1788e-004
R: adbrev amagl amag.’ amag3 pect gmaxl
eq.1l

ax 6.4966e-002 7.6150e-002 7.331ze-002 6.6188e-002 3.2860e-002 -2.934Ge-002
az 1.4570e~-004 -2.8087e-005 -1.6293e-004 -4.7478e-005 2.8025e~004 -2.1109e-004
as 4.1041e-004 2.7628e-004 -1.436&c-004 -4.7110e-004 1.5799e-004 3.3807e-004¢
as -3.3500e~006 -7.4360e-006 -5.0611e-006 -3.4726e-006 7.2980e-008 6.1611e-006
as -4.5908e-006 -6.0061e-006 -1.0385e-005 -1.1142e-005 -4.2902e-006 1.8235e~006
ag 7.8315e~-003 3.8642e-008 2.9272ze-008 1.6636e-008 -1.7760e-008 -2.1451e-006
az -2.2552e~008 -3.2484e-008 -4.3065e-008 -2.1606e-008 -2.2639e-008 ~1.5635e-008
eq.2

ay 6.6199e-002 7.6664e-002 6.7967e-002 5.9244e-002 3.4239e-002 -3.0032e-002
a: -7.8003e-005 -3.5999e-004 -2.5394e-004 -5.6926e-005 1.5677e-004 1.1279e-004
as 5.2406e-004 3.8451e-004 -1.5886e-004 -5.1743e-004 2.7421e-004 3.5702e-004
ay 2.4860e-007 1.1638e-006 7.2711e-006 9.4439e-006 -6.2741e-008 -2.5425e-006
eqg.3

ay 6.6384e-002 7.7530e~002 7.3375e-002 6.6268e-002 3.4192e-002 -3.1923e-002
a: -B8.2354e-005 -3.8036e-004 -3.811%=-004 -2.2220e-004 1.5787e-004 1.5729e-004
as 5.3462e-004 4.3397e-004 1.50162-004 -1.1606e-004 2.7154e-004 2.4897e-004
eq.4

ay 6.4622e-002 7.50362-002 6.758%2-002 5.9005e-002 3.2763e-002 -2.7542e-00°
az 1.2188e-004 -1.4672e-004 -1.4098e-004 5.7949e-005 3.4304e-004 -1.7843e-004
as 4.0482e-004 2.3398e-004 -4.43202-004 -8.6770e-004 1.6565e-004 4.4957e-004
ay -2.3515e-006 -2.5091e-006 -1.3290e-006 -1.3515e-006 -2.1914e-006 3.4261e-005
as -3.4068e-006 -4.3007e-006 -8.12422-006 -1.0008e-005 -3.1016e-006 2.6443e-004
ag 2.4860e-007 1.163Be-006 7.271.e-006 9.4439%-006 -56.2741e-008 -2.5425e-0(¢
Erro

eq.1 1.6203e-004 6.9475e-004 3.5973e-003 4.663%-002 2.3888e-004 1.3282e-003
eq.2 2.0559%-003 2.4129e-003 2.6742e-003 3.2248e-003 1.9409e-003 2.7680e-003
eq.3 2.0571e-003 2.4239%9e-003 4.44772-003 5.6384e-003 1.9401e-003 3.0143e-003
eq.4 2.3534e-004 9.9111e-004 1.26122-003 1.2005e-003 4.5761e-004 6.5596e-004
c

eg.l 1.7124e-004 7.4094e-004 3.1356e-003 3.9547e-003 2.2984e-004 1.1155e-003
eq.2 1.3372e-003 1.7421e-003 2.1684e-003 2.3349%e-003 1.2845e-003 1.8840e-003
eq.3 1.3445e-003 1.8757e-003 3.6033e~003 4.3974e-003 1.2863e-003 2.1640e-003
eq. 4 1.7976e-004 £.9985e-004 9.338ie-004 9.2774e-004 3.3977e-004 5.6741e-004
GRUPO 7

Lo iliacus psoas

eq.l

a1 2.0658e~G01  Z.5775e-001

ar -5.659%e-004 -5.2057e~004

ax -7.905%-0C% -2.6102e-005

a4 -3.7858e-006 -4.6236e-006

ED 1.4246e-077  §.116Ze-00°




ae 1.7175e-008 3.1026e-008
ER 4.2525e-009 2.7118e-009
eq.2

a 2.07852-001 2.5825e-001
az -7.6340e-004 -6.8893e~-004
as -6.2631e-005 -4.7075e-005
24 -3.6007e~-007 -1.9554e~007
eq.3

ay 2.0785e-001 2.5825e-001
az -7.6340e-004 -6.8893e-004
as -7.7934e-005 -5.5385e-005
eq.4

a 2.0657e-001 2.5773e-001
as ~6.2774e-004 -6.3217e-004
as -6.2631e-005 —-4.7075e-005
ag -1.5960e~006 —-6.6777e-007
as 1.4246e-007 6.1161e-009
ag -3.6007e-007 -1.9554e-007
Erro

eq.l 1.6091e-004 2.7013e-004
eq.2 1.3122e-003 9.0774e-004
eq.3 1.3152e-003 9.0817e-004
eq.4 3.7242e-004 G.8235e-004
o

eq.1 1.3464e~-004 2.0040e-004
eq.2 7.5853e-004 5.0404e-004
eq.3 7.6609%9e-004 5.0893e-004
eq. 4 2.6738e-004 4.9733e-004
R, iliacus psoas
eq.1l

ay 3.2681e-002 3.0727e-002
a:z 2.4349%e-004 1.4449e~-004
as 5.9753e~006 -2.3226e-0006
ay 4.5697e-006 8.9624e-006
as 1.6077e-008 2.2217e~-007
as -6.7056e-008 -1.2371e~-007
ay -8.0018e-010 6.6344e-010
eq.2

ay 2.5875e~002 3.6226e-002
az 1.4640e-004 1.0602e-005
as 5.8583e-005 4.603%e-003%
ag -1.2428e-006 -1.1338e-006
eq.3

ap 3.5875e~-002 3.6226e-002
az 1.4640e-004 1.0602e-005
as 5.7638e~006 -2.1472e-006
eq.4

ay 3.2725e-002 3.0808e-002
az 4.8469e~004 5.8946e-004
as 5.8583e~-005 4.603%e~005
ag -3.979%e-00% -6.8101e-006
as 1.6077e-008 2.2217e-D07
ag -1.2428e-006 -1.1338e-006¢
Erro

eq.l1 1.1442e-002 1.5716e-00Cz
eq.2 3.1270e-002 5.4652e-003
eqg.3 3.1184e-003 5.46%4e-003
ed. 4 1.6118e-002 1.%0Bie-(QCZ
G

eq.1 1.2321e-003 1.2890e-0032
eq.2 2.%376e~-00Z 4.6593e-0CC3
eq.3 2.9859e-003 4.6751e-003
e, d 1.6815e-003 2.38571e-C03
Ra iliacus

eq.l

a 3.4166e-0C2 =

an 2.039%e-008 1.
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9266e-007

as -1.6095e-005 -5.
a, 2.9870e-007 5.1847e-007
as -7.298%e-007 -4.6539%9e-007
ae -4.7481e-009 -6.6196e-009
as -1.2235e-009 -5.9231e-010
eqg.2
a, 3.5547e-003 2.6705e-003
az 2.0409e~-005 1.1184e-005
as ~2.0583e-005 -1.5644e-005
ag 9.7978e-008 3.5045e-007
eq.3
ax 3.5547e-003 2.6705e-003
az 2.0409e-005 1.1184e-005
as -1.6419e-005 -7.4925e-007
eq.4
a 3.4197e-003 2.4816e-003
az 4.6477e~-005 3.8854e-005
as -2.0583e-005 -1.5644e-005
a4 -3.0668e-007 -3.2553e-007
as -7.2989e-007 -4.6539e-007
ag 9.7978e-008 2.5045e-007
Erro
eq.1 9.0865e-005 1.4435e-004
eq.2 2.5056e-004 2.7200e-004
eq.3 2.5173e-004 2.9101e-004
eg.4 1.2246e-004 1.7213e-004
o
eqg.l 9.8315e-005 1.5776e-004
eq.2 2.3276e-004 2.6742e-004
eq.3 2.3459%~004 2.8144e-004
eq.4 1.2520e-004 1._.5894e-004
GRUPO 9
L peri
eq.l
a) 1.361%9e-001
a2 3.3873e-004
as 5.1736e-004
ag -2.4311e-00k
as -5.0843e-007
as -1.0498e-00%
as -2.297%e-00¢%
eq.2
a1 1.3588e~-002
az 4.0685e-004
as 5.0523e-004
EN -3.4576e-007
eq.3
ai 1.3588e-021
az 4.0685e-004
=H 5.1128e-004
eq.q
= 1.3612e-001
& 2.4105e-004
as 5.0523e-004
ER —1.8780e-00¢
ac ~-5.0845e-0C7
ae -3.4576e-007
Errco
eq.1 1.3368e-004
e3.2 5.7625e~003
€l.3 5.7873e-002

LE3'4 1.3714e-004
o
ey.l 1.2.51e-010.4
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eq.? 3.6122e-004
eq.3 3.6671e-004
eq.4 1.1010e-004
R peri
eg.l

ax -1.9856e-002
az 2.7394e-004
as 2.9948e-005
aq 1.1764e-006
as 3.3216e-006
ag -1.2258e-008
as -2.5152e-008
eq.2

a, -1.929%e-002
a2 2.1295e-004
as -1.4865e-006
ay -1.4163e-006
eq.3

ay ~1.929%e-00C
az 2.129%5e-004
as 2.329%e-305
eq.d

ai -1.9940e-00C
az 2.7665e-304
as -1.4865e-008
a4 1.813%e-30¢
as 3.32162-006
a¢ -1.4163e-708
Erro

eq.l 2.7151e-204
eq.Z2 6.45652-004
eg.3 6.7473e-004
eq.4 1.2111e-004
o

eq.1 2.4087e-004
eq.: 4.4179e-0G04
eq.3 5.2155e-004
eq. 4 9.1875e- 308
Ra

eqg.i

a -2.93%6¢€e-

az -5.3767e-

as 7.52

as -2.76

as 3.9633e

ae 6.9484=2-00
as -2.9C

eq.

S -2.8

az 1.5

as 1.8

aq 5.7

eq. 2

ay -2.8787e=00C
a: 1.554re-00%
a-= 6.7485=-02.2
eq. <

a3

a:

as

de

dg

Err:

ed. -

eq. .
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eq.4 1.8763e-004
c

eqg.l 1.0867e-003
eq.? 3.7539e-004
eq.3 1.1222e-003
eq.4 1.5966e-004

GRUPO 10

ri:" rf
eq.1
ai 4.1190e-001
ag -7.1620e-004
as -7.8418e-004
ag -E£.5948e-00¢
as 1.4294e-008
ag 4.6175e-008
a7 2.2156e-00%
eqg.?
ax 1.1512e-00%
as -8.5602e-004
as -G6.7264e-004
as Z.4688e-00¢%
eq.3
a1 4.1518e-001
az -8.5744e-004
as -G6.7159e-004
eq.4
a 4.1088e-002
az -2.8088e-004
as -9.477%e-004
aq 2.9248e-007
as -2.3926e-005
ag 2.4688e-008
Erro
eg.l 6.8747e-004
eq.2 3.0052e-002
eq.s 3.0064e-003
eq. 4 1.3456e-007
o
eq.1l 5.3707e-004
eq.? 1.8544e-00z
eq.3 1.2527e~-003
eq.4 1.0817e-003
Rl rf
eq.1
a 5.1349e-00C
a: 3.7261le-001
as -1.5608e~-005
ag -5.9866e-005
EH 2.9095%e-0C*%
ae -1.4485e-00¢
a7 Z.3311e-01"
ej..z
ay 3.8790e~-00C
&z -8.98971e-022
&z 1.8324e-002C
Gg -5.0157e-C7"
ag.3
a 1.7564e-00_
a: -3.1131e-C 2
EE -2 .99 %e-0l
eqg.q
a- 4. 28T e~ 0 L
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C

az 5.9587e-004

as 1.8045e-005

aq -7.8334e-006

as -1.1118e-008

ag ~-5.0157e-007

Erro

eq.1l 5.1231e-004

eq.2 6.1408e-003

eq.3 6.1594e-003

eq.4 3.4549e-004

[+

eq.1 3.7671e-004

eqg.2 3.5679e~-003

eq.3 3.5874e-003

eqg.4 2.2155e-004

Rz rf

eq.l

a 4.7059e-002

az 1.7284e-005

as -3.4828e-004

ay ~1.7863e-007

as -1.0875e-005

ae ~5,1053e-010C

a -5.0480e-008

eq.?2

aj 5.3474e-002

aa -3.3088e-006

as 2.7259%9e-004

ay ~2.9786e-008

eq.3

ai 5.3401e-002

az -1.5%961e-006

as 2.7132e-004

eq.4

a1 4.9234e~-002

az 1.7408e-005

as 2.3360e-005

ay -2.4372e-007

as -2.1672e~-006

ae -2.9786e-008

Erro

eqg.l 4.8126e-004

eg.z 2.975%e-003

eq.3 2.9758e-003

eq.4 1.8173e-003

c

eqg.l 3.4108e-004

eqg.2 1.9573e-003

eq.3 1.9578e-003

eq.d 1.1102e-003

GRUPO 11

Loe medyas _atgas
eqg.l

a 4.5107e-001 4.3:314e-001
a- Z2.6319e-004 2.32199e-004
as 7.300%e-004 7.:1333e-004
P -1.6841e-007 -1. 3e-007
ER -1.5511le-006 -1.5720e-00¢
ae ~2.0153e-009 -4.:13068e-00%
a- -3.3767e~008 -3.4{392e-008
eq.z2

as 4.5030e-001 41.4563e-001
a- 2.5736e-004 Z.Zi35e-004
EE T7.1001e-00s T .17 R9e~004
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EY -1.3959e-012 2.0109%e-012
eg.3
ay 4.5030e-001 4.4663e-001
az 2.5736e-004 2.5455e-004
as 7.1001e-004 7.2787e-004
eq.4
a, 4.5115e-001 4.4832e-001
as 2.7797e-004 3.2494e-004
as 7.1001e-004 7.2787e-004
ag 1.7922e-007 6.1213e-007
as -1.5511e-006 -1.6720e-006
ag ~-1.3959%9e-012 2.0109e-012
Erro
eq.1l 1.5152e-004 1.6446e-004
eq.2 4.7690e~004 8.0967e~004
eg.3 4.7690e~004 8.0967e~004
eq.q 2.1947e-004 2.5391e-004
c
eq.l 1.8857e~004 2.0744e-004
eq.2 3.5549%e-004 5.8088e-004
eq.3 3.5549e~004 5.8088e-004
eq.4 2.0635e-004 2.6006e~004
R, medgas latgas
eq.l
ay -1.7133e-002 -1.8741e-002
sz -6.08572-005 -4.2741e-005
as -5.4210e-020 -7.0473e-019
as -5.7306e-007 4.7205e-007
as -5.0823e-016 -2.4745e-016
ag ~3.2352e~-009 1.2025e-009
as -5.4703e-C22 -3.1764e-02C
eq.?2 .
ax -1.6971e-002 -1.9285e-002
az -3.5397e-005 -8.1994e-005
as 6.7763e-020 2.7105e-020
aq 1.0059%9e-021 6.882le-0ZC
eq.3 -
az -1.6971e-002 -1.9285e-00C
ER -3.5397e-005 -8.1994e-005
as 2.7105e-020 5.4210e-020
eq.4
a -1.699%-002 -1.8791e-~002
az -3.7120e-C05 -3.1564e-00%
as 1.0842e-019 9.4868e-02C
as -1.4986e-008 2.6461e-00"
as ~9.5869%e-01& -1.55%81e-01"7
as 6.2371e~-020 7.4486e-020
Erro
eq.1l 4.4533e-004 4.09%47e-004
eq.2 4.7395e-004 5.3511e-004
eq.3 4.7395e-004 5.3511e-004
eq.4 4.804Ze~-004 3,9935e-004
o
eq.l 3.5168e-004 3.2138e-004
eq.2 3.4123e~004 3.1990e-004
eq.3 3.4123e-0604 3.1990e-00q
edq.q 3.3143e-0604 3.3776e-004
Ra medgas latgas
eq.l
ax -4.1828e-002 -4.2873e-0CC
a: 4.186%e-014 5.2560e-0l4
as 1.8556e-004 1.9985e-004
EP 6.29%6e-016 ©6.398Ze-015
ac 5.7885=-00G 5.8964e-00C
e 2.8368e~01f 2.8794e-(01°¢
- -1.5849e-00% -1 QLT e-07 "
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a -3.9909e-002 -4.0918e-002

ag 1.2852e~017 1.3175e-017

as 1.7456e-004 1.8823e-004

aq 2.9646e-020 3.6528e-020

eqg.3

ax -3.9909e~-002 -4.0918e-002

az 1.3076e-017 1.3420e-017

as 1.7456e-004 1.8823e-004

eq.4 )

ay -4.1828e-002 -4.2873e-002

az 5.1796e-016 5.3257e-016

as 1.7456e-004 1.8823e-004

ay 3.4060e-018 3.4953e-018

as 5.7885e~006 5.8964e-006

ag 2.6904e-012 2.8058e-019

Erroc

eq.l 5.1012e~-006 4.9191e-006

eq.?2 1.4785e-003 1.5060e-003

eq.3 1.4785e-003 1.5060e-003

eq.4 7.5215e~-005 7.9402e-005

o

eq.l 3.0849e-00& 2.9600e-006

eqg.z 8.6504e-004 B8.8157e-004

eq.3 8.6504e-004 8.8157e-004

eq.4 4.3190e-005 4.5527e-005

GRUPO 13

) . tibipost tibiant perbrev perlong pertert
eq.i

a 3.4536e-001 3.0372e-001 2.1075e-001 3.9577e-00: 1.7815e-001
a: 1.9879e-004 -7.2128e-004 B8.1202e-005 1.5486e-004 -4.5638e—-004
as -3.3700e-004 -2.3124e~004 4.8897e-004 4.7017e-00< 3.1843e-004
A, —-9.2985e-007 -1.1404e-006 -5.5717e-007 -6.3322e~007 9.4793e-008
as 7.41362~007 -9.5739e-007 -3.9407e-007 -4.64632e-007 &.9524e-007
as =5.0079e-002 2.4797e-008 -2.0764e-008 -3,455%-00% 2.3156e-008
a’ 2.4527e-002  9.3032e-009 -1.5879e-008 -1,3401e-003 ~1.7978e-008
eq.”

ay 3.4516e-001 3.0320e-001 2.1051e-001 3.9550e-00. 1.7828e-001
az 1.9581e-004 -7.0653e-004 7.9967e-005 1.5281e-00: -4.4260e-004
as =3.3052e-004 -2.2878e-004 4.8477e-004 4.6663e-00< 3.1368e-004
ay 1.6650e-005  5.5642e-007 9.053.e-007 3.1426e-00" ~5.64892-006
eg.: |-

a; 3.4516e-001 3.0320e-001 2.105.e~001 3.9550e-0C. 1.7828e-001
az 1.9581e-004 -7.0653e-004 7.9967e-005 1.5281e~001 -4.4260e-004
as -3.3052e-004 -2.2878e-004 4.8477e-004 4.6663e-004 3.1366e-004
eq.s

a 3.453€e-00.  3.0372e-001 2.1075he~-001 3.9577e-00- 1.7815e-001
a: 1.9581e~-004 -7.0653e-004 7.9967e-005 1.5281e-004 -4.4260e-004
as -3.3052e-004 -2.2878e-004 4.8477e-004 4.6663e-00< 3.1368e-004
ay -2.2965e-007 -1.1404e-006 -5.571%e-007 -6.3322e-00" 9.4793e-008
as 7.4136e-007 -9.573%e-007 -3.9407e-007 -4.6463e-00" 6.9524e-007
ag 1.6650e-00% =.5642e-007 9.0531=2-007 3.1426e-00" -5.6489-006
Erro

eq.1 2.8711e-004 1.9811e-004 1.7162e-004 ©.3740e-005 9.64252-004
eqg.cl 2.5350e-005 3.5094e-004 1.7641e-004 1.7773e-00: 3.083%e-004
eqg.3 3.8307e-004 3.6470e-004 2.3795e-004 1.8565e-004 2.813%e-004
eq. 4 7.8148e-005  Z.0086e-004 1.0423e-004 7.4012e-00Z 3.0283e-004
c

eq. J2.4956e-00: 1.7235e-004 1.7426e~-004 R2.8003e-005 2.7896e-004
eg.l 1.7768e-005 7.7152e-004 1.3776e-004 1.3304e-002 2.6015e-004
eq.2 2.9100e-00s 2.8111e-004 1.8320e-004 1.4018e-00+ 8.7216e-004
eq.d 6.8589e-00Z  1.6456e-004 ©.7126e-005 T 1081e-002 . 4857e-004
R, tibipost tibian= perpre.’ perlorg pertert
ed.l
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a 1.1426e-002 4.2111e-002 —-4.7755e-003 -8.9151e-003 2.6987e-002
az 1.0927e-004 1.4930e-004 6.4630e-005 7.4802e-005 2.7750e-006
as -9.5331e-005 -1.9682e-005 -4.8620e-005 -1.8737e-005 3.3122e-004
aa 8.6904e-007 -4.3648e-006 3.5611e~007 6.0511e-007 -4.0196e-006
as 2.3839e-007 -5.1846e-006 8.3532e-007 2.7003e-007 -5.6359e-006
ae —6.4182e-009 —4.4081e-008 —1.8486e-009 -5.3004e-009 -3.2260e-008
ay 1.3012e~-008 -1.8871e-008 -1.9712e-008 -8.2706e-009 3.2512e-009
eq.?2

a -1.1103e-002 3.9899e-002 -4.5343e-003 -8.6746e-003 2.4823e-002
az 1.0545e-004 1.2308e-004 6.3531e-005 7.1649e~005 -1.6415e-005
as -9.1891e-005 -2.4671e-005 -5.3832e-005 -2.0924e-005 3.3208e-004
aq -3.0433e-006 2.8602e-006 4.1416e-006 3.0469e-006 9.1536e-006
eq.3

ay -1.1103e-002 3.9899e-002 -4.5343e-003 -8.6746e-003 2.4823e-002
as 1.0545e-004 1.2308e-004 6.3531e-005 7.1649e-005 -1.6415e-005
as ~9.1891e-005 -2.4671e-005 -5.3832e-005 —2.0924e-005 3.3208e-004
eg.4

ax ~1.1426e~-002 4.2111e-002 -4.7755e-003 -8.9151e-003 2.6987e-002
az 1.0545e-004 1.2308e-004 6.3531e-005 7.1649e-005 -1.6415e-005
as ~9.1891e-005 -2.4671e-005 -5.3832e-005 -2.0924e-005 3.3208e-004
EP 8.6904e-007 —-4.3648e-006 3.5611e~007 6.0511e-007 -4.0196e-006
as 2.383%e-007 -5.1846e-006 8.3532e-007 2.7003e-007 -5.6359e-006
ag _3.0433e-006 2.8602e-006 4.1416e-006 3.0469e-006 9.1536e-006
Erro

eq.1 5.0710e-004 5.2564e-004 6.9694e-004 5.1370e-004 1.5450e-003
eq.2 2.2888e-004 1.2313e-003 2.5442e-004 2.3335e-004 1.1860e-002
eq.3 5.6036e-004 1.2893e-003 7.1402e-004 5.3519e-004 1.9446e-003
eq.4 9.6035e-005 3.1590e-004 2.3569e-004 1.9258e-004 2.8783e-004
o

eq.l 4.5970e-004 4.9491e-004 6.7476e-004 5.1381e-004 1.3484e-003
eq.2 1.7662e-004 8.8122e-004 2.4710e-004 2.3074e-004 §.2609e-004
eq.3 4.7183e-004 1.0152e-003 6.7463e-004 5.2484e-004 1.5512e-003
eq.4 8.5989e-005 2.5389%e-004 2.1703e-004 1.9326e-004 2.1533e-004
R, tibipost tibiant perbrev perlong pertert
eg.1l

ap 1.9815e-002 1.2814e-002 -2.8821e-002 -2.7520e-002 -1.9734e-002
az ~9.8698e~005 -4.44792-005 -5.0641e-005 -1.0611e-005 .3.1471e-004
as ~7.7152e-005 1.1078e-004 5.7368e-005 6.2423e-005 -7.8937e-005
ay ~1.5203e-006 1.3111e-006 2.3820e-006 1.7176e-006 4.4943e-006
as —-4.2423e-006 -1.5957e-006 2.9046e-006 2.4367e-00& 3.078le-006
ae 9.1618e-009 1.6525e-003 -7.2134e-009 -1.2141e-002 1.8358e-008
ay ~4.1523e-008 -5.7391e-009 -6.5103e-008 -4.8941e-008 -3.8950e-009
eq.’?

ap 1.8686e-002 1.3014e-002 -2.7603e-002 -2.6591e-002 -1.7790e-00z
az -9.3248e-005 -3.4649e-005 -5.4932e-005 -1.7833e~005 3.2563e-004
as -8.8130e-005 1.0927e-004 4.0156e-005 4.9484e-005 -7.9966e-005
ay 3.7722e-007 -1.0062e-005 1.5527e-006 9.2258e-008 -1.1387e-005
eq.3

a, 1.8686e-002 1.3014e-002 -2.7603e-002 -2.6591e-002 -1.7790e-002
az ~9.3248e-005 -3.4649e-005 -5.4932e-005 -1.7833e-005 3.2563e-004
ax ~6.8130e-005 1.0927e-004 4.0156e-005 4.9484e-005 -7.9%66e-005%
eq.4

ax 1.9815e-002 1.2814e-002 -2.8821e-002 -2.7520e-0062 -1.9734e-0C2
a: ~4.3248e-005 -3.4649e-005 -5.4932e-005 -1.7833e-005 3.2563e-004
as -8.8130e-005 1.0927e-004 4.0156e-005 4.9484e-005 -7.9966e~005
ay ~1.5203e-006 1.3111e-006 2.3820e-006 1.7176e-006 4.4943e-0056
as -4.2423e-006 -1.5957e-006 2.9046e-006 2.4367e-006 3.0781e-006
ac 3.7722e-007 -1.0062e-005 1.5527e-006 9.2258e-00/ -1.1387e-005
Erro

eq.l 1.1534e-004 1.6845e-003 4.2365e-004 2.8550e-004 1.9244e-0C2
eq.2 5.0723e-004 4.3937e-004 6.9938e-004 5.2245e-004 1.1932e-0C5
eq.3 5.9738e-004 1.7335e-003 7.2356e-004 5.2142e-004 2.2970e-003
eq.4 1.1660e-004 3.293%e-004 4.0795e-004 2.9343%e-003 3.0592e-054
o

eq.1l 1.20342-004 1.5173e-003 5.0862e-004 3.0918e-0C4 1.6662e-003
eqg.2 4.2638e-004 4.4046e-004 6.9417e-004 £5.2145e-0C4% 8.0533e-003
eg.3 4.3428e-004 1.5280e-003 7.5198e-004 5.2289%e-004 1.7714e-003
eq. 4 1.1126e-004 2.9045e-004 4.0372e-004 3.1370e-(00: 2.2507e-0C4
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Parimetros das equacdes de regressio que seguem a estrutura 3 (1

coordenada generalizada)

GRUPO 2

L gmed? gmin2
eq.1l

ai 1.3125e-001 8.2602e-002
az 7.7172e-004 7.4075e-004
as -3.5779e-006 -2.9537e-006
as -2.9020e-008 -1.8355e-008
eq.2

a; 1.3109%e-001 8.2476e-002
as 7.7812e-004 7.4480e-004
as -2.0543e-006 -1.9901e-006
eq.3

2y 1.3088e-001 8.2311e-002
ar €.5002e-004 8.1445e-004
Erro

eqg.l 1.4784e-005 1.0801e-005
eq.2 1.4980e-004 9.4649%e-005
eq.3 6.3127e-004 6.0424e-004
c

eqg.l 9.1844e-006 6.6830e-006
eq.2 §.9705e-005 5.7283e-005
eq.3 3.8254e-004 3.6006e-004
R gmed?2 gmin2
eq.l

a -4.4078e-002 -4.2334e-002
asz 3.9571e-004 3.2927e-004
as 2.9694e-006 1.6798e-006
aq -3.9844e-008 -2.9999e-008
eq.?2

ai -4.4351e-002 -4.2540e-002
ax 4.0450e-004 3.358%e-004
as 5.0612e-006 3.2547e-006
eq.3

a) -4.3932e-002 -4.2270e-002
as 2.2736e-004 2.2197e-004
Erro

eq.1l 2.7995e-005 3.9216e-005
eq.2 2.0552e—-004 1.5555e-004
eq.3 1.5166e-003 9.7206e-004
[

eq.1l 1.7304e-005 2.4683e-005
eq.2 1.2557e-004 1.0131e~-004
eg.3 9.3859%e-004 6.1789e-004
GRUPO 4

Lt bifemsh vasmed vasint vaslat ligpat
eq.l

ay 2. 58368e-001 1.7381e-001 1.8367e-001 2.0149e-001 ©6.2476e-00C
a- 1.6900e-005 =7.2710e-004 -7.2127e-004 -7.2830e-004 -1.7862e-003
as ~8.4954e-00¢ 4.-604e-007 1.0752e-00& 6.8785e-007 -2.5289%e-00¢
aq ~2.6196e~008 1.1816e-00% 1.7009e-00% 1.4632e-008 -5.8308e-01c
eg.2
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ay 2.5977e-001 1.7332e-001 1.8296e-001 2.0088e-001 6.2501e-002
az 2.0910e-004 -8.1380e-004 -8.4606e-004 —8.3566e-004 -2.3584e-005
as ~3.9765e-006 —-1.6122e-006 —1.8587e-006 —1.8361e~006 5.2914e-009
eq.3

ax 2.6720e-001 1.7633e-001 1.8643e-001 2.0431e-001 6.2491e-002
az 6.6640e-004 -6.2839%e-004 -6.3231e-004 -6.2450e-004 -2.4193e-005
Erro

eq.1 1.4119e-004 5.4745e-004 " 5.3116e-004 6.3371e-004 5.902Ze-005
eq.2 9.6105e-004 5.8320e-004 7.2258e-004 6.9166e-004 5.9298e-005
eq.3 4.5104e-003 1.9640e-003 2.2494e-003 2.2450e-003 5.8766e-005
c

eqg.1l 7.9655e-005 5.0142e-004 4.8310e-004 5.3118e-004 3.8134e-005
eq.2 5.8946e-004 6.8687e-004 7.2496e-004 7.7749¢-004 4.5388e-005
eq.3 2.6976e~003 1.1263e-003 1.3151e-003 1.2802e-003 4.6633e-005
R bifemsh vasmed vasint vaslat ligpat
eq.1

ax -4.7759e-003 4.4252e-002 4.5187e-002 4.1639%9e-002 2.4715e-003
a2 6.5191e-004 -1.3444e-004 -1.3850e-004 -3.6338e-004 3.5781e-005
as ~1.9702e-006 -6.2982e-006 -6.2529e-006 -1.0470e-005 2.6679%e-008
ag —3.6187e-008 -3.1674e-008 —2.8406e-008 -5.1102e-00& -2.6465¢-009
eq.2

ax _3.7685e-003 4.5571e-002 4.6371e-002 4.3767e-00Z 2.5818e-003
az 9.1741e-004 9.7953e-005 6.9911e-005 1.1556e-00% 5.5195e-005
as 4.2721e-006 -8.3442e-007 -1.3528e-006 —-1.6545e-006 4.8320e-007
eq.3

ay ~1.1245e-002 4.7129e-002 4.8897e-002 4.6857e-00Z 1.6796e-003
ax 4.2612e-004 1.9391e-004 2.2549e-004 2.0183e-004 -3.7044e-007
Erro .

eq.1 2.8042e-004 5.5514e-004 2.7657e-004 9.8312e-004 4.6944e-004
eq.2 1.3127e-003 1.2991e-003 1.0598e-003 2.0758e-003 4.6214e-004
eq.3 4.8894e-003 1.3266e-003 1.7786e-003 2.3703e-00Z 6.3716e-004
]

eqg.1l 4.37502-004 3.5424e-004 1.8443e-004 5.6484e-00: 2.6743e-004
eqg.2 9.6248e-004 7.5016e-004 6.7217e~004 1.3110e-003 3.0310e-004
eq.3 3.0279e-003 1.3007e-003 1.2134e-003 2.2536e-00> 5.4177=-004
GRUPO 6

Lo gmax’ gmax3

eq.l

ay 2.0954e-001 2.3508e-001

ER 9.7509e-004 1.2924e-003

as -2.4686e-006 -1.3783e-007

a4 -1.0915e-008 -2.9189e-008

eq.Z2

ay 2.0955e-001 2.3510e-001

an 1.0143e-003 1.3974e-003

ax -3.860Ze-008 ~3.8594e-000

eq.3

a, 2.1260e-001 2.3815e-001

a- 5.8623e-004 1.0693e-003

Erro

eq.1 2.6437e=-002 1.0145e-00<

eq.2 2.375ze-004 G6.3404e-004

eq.3 3.0000e-00% 3,0007e-003

o

eq.1 1.6480e-005 6.2897e-005

eq.l 1.4295e~005  3.9406e-024

eq.3 1.8186e-002 1.8331e-003

R gma:’ amanz

ey.l
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ay -5.5602e-002 -7.2894e-002
az 2.3633e-004 -1.7256e-004
as 3.2699e-006 1.0497e-005
EN -1.0716e-008 -4.1332e-008
eq.2
a -5.5595e-002 -7.2867e-002
az 2.7488e-004 -2.3891e-005
as 1.9036e~-006 5.2273e-006
eq.3
ay -5.7100e-002 -7.7001e-002
a, 4.3669e-004 4.2043e-004
Erro
eq.1 2.8497e-005 2.1515e-004
eq.2 2.3246e-004 9.0137e-004
eq.3 1.4920e-003 4.0913e-003
]
eq.1l 1.8730e-005 1.3523e-004
eq.2 1.4244e-004 5.8479e-004
eq.3 9.2580e-004 2.6696e-003
GRUPO 8

| Len quadfem aem
eq.1l
ay 6.9566e-002 6.4391e-002
a 7.0147e-004 5.5810e-004
as -2.4073e-006 -2.2431e-006
ay -1.1323e-008 -8.8623e-009
eq.2
ay 6.9566e-002 6.4391e-002
az 6.9848e-004 5.5575e-004
ER -2.4073e-006 -2.2431e-006
eq.3
a; 6.9211e-002 6.4061e~002
az ©6.9848e-004 5.5575e-004
Erro
eqg.1l 5.4442e-007 4.1785e-007
eq.2 1.3632e-00%  1.066%e-005
eq.3 2.7323e-004 2.5457e-004
c
eq.1l 3.4281e-007 2.6163e-007
eq.z2 £.0037e-00G& 6.2674e-006
eq.3 1.6391e-004 1.5254e-004
R quadfem germ
eq.1l
a, -4.0192e-002 -3.1977e-002
as 2.7780e-004 2.5850e-004
as 1.9524e-006 1.5282e-006
ag -1.0318e-0C% -7.723%-009
eq.?
a -4.0192e-0C> -3.19277e-002
as 2.7507e-00%  2.5644e-004
as 1.9524e-00n5  1.5282e-006
eq.3
a, -3.9904e-002 -3.1752e-002
a- 2.7507e-003 2.5644e-004
Erro
eq.1 1.1022e-006 6.2455e-007
eg.2 1.2410e~005  9.3743e-006
eq.3 2.2136e-004 1.7330e-004
c
eg.1 £.9195e-077 3.BE3%=-007
eq.zl 7.4118e-0086 5.587%e-006
€eq.3 1.3355e-005  1.0441e-004
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GRUPO 12

L sol
eq.1l 2.9072e-001
a 7.2144e-004
az -2.1365e-006
as -3.1032e-008
dq

eq.2

ai 2.9072e-001
a:z 7.0298e-004
as -2.1365e-006
eq.3

ay 2.9001e-001
a, 7.0298e-004
Erro

eq.1l 6.2736e-006
eq.?2 1.2613e-004
eq.3 5.555%e~-004
o

eq.1 3.8827e-006
eq.2 7.409%e-005
eq.3 3.3997e-004
R sol
eqg.l

a, ~-4.1335e~-002
as 2.5452e-004
as 5.3291e-006
ay -2.2929%e-008&
eq.z2

a, -4.1335e-00C
as 2.4088e-004
as 5.3291e-006
eqg.3

W -3.9568e-002
ER 2.4088e-004
Erro

eq.l 1.8137e-00¢
eq.z 8.3241e-00%Z
eq.3 1.3607e-003
o

eq.1 1.0044e-008
eq.2 5.4424e-00%
eq.3 §.2017e-004




