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Lista de simbolos

Cna ordem em que aparecem no textod

t : tempo
T : atraso purc de tempo

eCtd : funcZo erro do tempo equivalente a diferenga entre a

entrada e a saida de um sistema de controle nessa ordem

ECsD : transformada de Laplace de e(CtD
wlt) : funcfo peso do tempo positiva
m : ordem de derivag3ic da fung3ic e(id

ordem do bindémio de Padé

ordem de um polindmioc
v : velocidade de uma massa de fluido

velocidade de uma chapa laminada

variavel auxiliar de integrag3o

L : comprimento de um duto

distanclia entre o sensor e os rolos de uma laminadora
T;Ct) : func¥o temperatura do tempo a4 entrada do duto
T}Ct) : funcfo temperatura do tempo & saida do dute
x(t) : fungZo qualquer do tempo

entrada de um sistema de controle

estado singular de um sistema



a : coeficiente da derivada da fungZo xCt> na forma geral de uma

egquag@o diferencial de diferenga

a : coeficiente da derivada da fungfo x(t - wd na forma geral de

uma equa¢ic diferencial de diferenga

w : diferenga no argumento de xCtD
frequéncia angular

parte imaginaria de um némero complexo

b0 : coeficiente da fungfio x(t> na forma geral de uma equag3o

diferencial de diferenga

b1 : coeficiente da fungZo x(t - w? na forma geral de uma equag3o

diferencial de diferenga

yC(t) : salida de um sistema de controle
s : variavel complexa do dominic de Laplace
XCs2 : transformada de laplace da entrada »x(t> de um sistema de

controle

Y(s2> : transformada de Laplace da safida y(td de um sistema de

controle

1.-Nn

e : ndmero irracional resultante do limite 1lim C14n0 = z2,71828
n—0
H(tLD : fungio degrau unitario definida por
HCL2> = 0, t < O_ e H{tLD> =1, t > O*

w : infinito



u : variavel auxiliar de integragaoc

fung3o de contrele

i : fndice
N : limitante do intervalo da sclugio continuada de eCid
n : indice

ordem de um polindmio

uma das dimensSes de uma matriz

L : operador transformada de Laplace para fungSes

FCs) : fung3o analitica qualquer em s

transformada de Laplace de f£CtL3

a : variavel no numerador da expans3c em série de Taylor de
— T (a+bis
=
b : variaAvel no denominador da expans¥o em série de Taylor de
e—‘!‘(a+b)s

[ | : médulo de uma fungZo complexa

arg : argumento de uma fungfo complexa

J : unidade imaginaria tal que jz = -1
F(s,T> : polindmio caracteristico com argumente de atraso T
ACsD : polindmic em s

CCs> : polindmic em s



T : pseudo-atraso

constante de tempo para sistema de 12 ordem

7 : nimero irracional pi igual a 3,14158

xCtd : vetor estado de um sistema descrito no espago de estados

wCw?d fungZo polinomial em o cujas ralzes reais determinam os
pontos s = jw de passagem de raizes de um semi-plano a

outro complexo

Ty atraso limite de establilidade.
ReC D> : parte real de uma fungio complexa
S : fungio que avaljia em que sentido ocorre a passagem de raizes

entre os semi-planos complexos com a variagcZc de T

solugdo algébrica da equagiio de Riccati

sn : fung3o sinal

w raiz guadrada positiva de uma soluglo real de wlwD = O

T atraso correspondente a W

G(s> : fungio de transferéncia no caminho direto de um diagrama de

blocos na forma reduzida
transformada de Laplace de gCtD
fungio de transferéncia de um sistema com entrada e saida

mialtipla

HC(sD> : fung3o de transferéncia nma realimentagio de um diagrama

de blocos na forma reduzida

v e FEma sy e e
P



K : um ganho
vetor de ganhos obtido da solugBo algébrica de Riccati
matriz solugdo do procedimento desenvolvido em ROSSE (19710

K : ganho critico
or

Wt frequéncia critica
(=]

F(s) : polindmio em s

Xs> : polindmio em s

R R cposto das raizes de P(s2) = 0O

S P A L T oposto das raizes de Qsd) = 0O

o : parte real de s

J;¢ : funcional com expoente do tempo igual a p e

ordem de derivagic da fungdo =(t2 igual a g

_TO : funcional do erro quadratico
J:°>: funcional do tempo multiplicande o erro ao gquadrado
J;” funcicnal da derivada ac gquadrado do erro

£CLD : fungio gualguer do tempo

gltd : fung3o qualquer do tempo

-Ts
exp (—780 : © mesmo que e



xCt-1> : vetor de estado atrasado para sistema com atraso

normalizado a uma unidade

J : funcional gquadratico envelvendo os vetores estado e controle

do sistema
eCtd : vetor fungZo inicial definida em [-1,0]
Q : matriz quadrada n x n de ponderagZc de estados em J
R : matriz quadrada r x r de ponderagfo de controle em J

u’Ct) : let de controle &tima para sistema com atraso normalizado

a uma unjidade

Ko : matriz de controle para estade xCtD
KﬁCBD : matriz polinomial de controle para estadc x(t + &)
& : variavel no intervalo normalizade de -1 e O
§i. 5;. gz' B 5; : valores médios de & nos intervalos
Aei. A61' Aez. - B Aen de igual amplitude
uCtd : lei de controle de referéncia
Am : matriz de estados criados pelo procedimento de ROSS (18710
B : matriz de controle para sistema com estados criados pelo

procedimento de ROSS (1€71D0

Q : matriz de ponderagfo de estados criados pelo procedimento de

ROSS C19710



k : ganho
indice limite de uma somatdédria

r, f;. Fz. Fs e Fm : contornos no planc complexo com raio infinito

A : matriz quadrada n x n que multiplica o estado XCL“TE

B : matriz n x r de controle

matriz de controle para sistema com atraso normalizado a uma

unidade
uCt> : vetor r x 1 de centrole
x*Ct) : vetor estado para sistema reduzido a atraso uUnico BT*
A: : matriz que multiplica x*Ct) para sistema reduzide a atraso

) *
tnico 27

x’(t = 27*3 : vetor de estado atrasado para sistema reduzido a

atraso tnico ET*

A: : matriz que multiplica x*(t = ET*) para sistema reduzido

-

a atrasoc unico 2Tt
”* »”
uCtd : vetor de controle para sistema reduzido a atraso Unico 27

B : matriz que multiplica u L para sistema reduzido a atraso

) »*
dnico 2T

A : matriz quadrada que multiplica estadeo xCiD para sistema com

atraso normalizade a uma unidade

A : matriz gquadrada que multiplica o estado atrasado x(Ct-1J para

sistema com atraso normalizado a uma unidade



Khj elemento da matriz k do procedimento de ROSSE (1871D

y(t) : vetor estado criado pelo procedimente de ROSS (1871D)
vetor resposta de um sistema com entrada e saida maltipla

re» b cposto das raizes de um polindmio

I : constante de amortecimento

w frequéncia natural

c:Cwﬁ. 2 : fungido real positiva de W e [

ﬁ(a%. 2 : fung3io real pesitiva de w e 4

T atraso étimo

2 Ol estados 1 e 2 do vetor x(CtD

b Yo respostas 1 e 2 do vetor y(tid

E;Cs) transformada de Laplace da referéncia para o estado x

R;Cs) transformada de Laplace da referéncia para o estado x,

Y1Cs) transformada de Laplace da resposta y;(t)

YZCSD transformada de Laplace da resposta y}CtD

Uc=d transformada de Laplace de uCtd

RCs=D vetor transformada de Laplace da referéncia



¥(s> : vetor transformada de Laplace do vetor resposta y(t>

ICsY> : fung¥o de transferéncia do controlador

K;‘ ,K;z ,Kzi .Kzz : elementos da matriz Ko

Kifced> ki %ced K2%cey> KX°ce> : elementos da matriz K
1l : ndmero de divis@es do intervale [-1,0]

A : amplitude do intervalo

y: : resposta de referéncia

y; : resposta de referéncia

¥ o y: : respostas 1 e £ de referéncia do vetor y"

IrCs) : fungfo de transferéncia do contrelader que gera u

u” : lei de controle gerada a partir da substituigfo de e ' = por
um binémio de Padé de ordem m em GUsD

u' : lel de controle gerada a partir da substitui¢io de e T por

um bindmio de Padé de ordem 1 em GI(sD

GmCsD : funcic de transferéncia a partir da substituigio de e %
por um bindmio de Padé de ordem m em G(sD
(%Cs) : fung¥o de transferéncia a partir da substituig¢fo de e '°

por um binédmic de Padé em ordem 1 em G(sD

ImCsD : fun¢io de transferéncia do controlador que gera u



11Cs) : fungo de transferéncia do controlador que gera ut

Xy * estado gerado em 11Cs) a partir de X,

X, ¢ estado gerado em I‘CSD a partir de X,

XSCSD : transformado de Laplace de X

X‘CSD : transformada de Laplace de x,

B1 : vetor de controle para ut

k‘, kz, ka’ k4 : ganhos de K para estados X Xys Xgo X
UCsY : transformada de Laplace de u"

U'¢s) : transformada de Laplace de u'

Y'Cs> : transformada de Laplace do vetor yCLd

Y'¢(sD : transformada de Laplace do vetor y e

vy, y: : respostas 1 e 2 resultantes da aplicagfio de u” em &Csd
ys + y: : respostas 1 e 2 resultantes da aplicag3c de u” em GCsD

Y o, y; : respostas 1 e 2 resultantes da aplicag3o de u' em GCsD



RESUMO

Os procedimentos que determinam as solugBes exatas para
os parimetros étimos de um sistema de controle contendo atraso
impBSe considerédveis dificuldades algébricas e de compreensic da
teoria envelvida. Por essa razio obteve-se as solugBes exatas
para parametros étimos em sistemas de primeira e segunda ordens
bem como as sclugBes com a substituig¢®o da dinadmica do atrasoc por
outras estabelecidas, de tratamento algébrico mais facil, ecom o
intuito de analisar as diferengas enire os parametreos &timos das
duas solugSes. A dinadmica do atraso quando representada no
dominico de Laplace introduz termos exponenciais no sistema. As
din&micas utilizadas para substituirem o atraso s3Eoc aproximag®es
analiticas ao terme exponencial do atraso representadas por
funcg®es raciocnais de polinédmios. O trabalho divide a anilise das
solugBes em sistemas com entrada e salida tnicas e em sistemas com
entrada e saida multiplas. Para sistemas c¢com entrada e saida
Unicas utilizou—-se aproximag@es resultantes do truncamento de
primeira ordem da série de Taylor do termo exponencial e como
objeto de otimizag3o os critérios de desempenho baseados em combi -
nacBes lineares entre funcionais do erro. Das aproxima¢Bes estu-
dadas uma delas, caracterizada por apresentar um pélo no lado
esquerdo e um zero no lado direito do eixc imaginario, mostrou
parametros étimos mails préximos dos exatos. Para sistemas com
entrada e saida miltiplas utilizou—se aproximag®es baseadas no
binédmio de Padé de diversas ordens e como objetc de otimizagio o
critério quadratico envolvendo os estados e a fungfo de contrele.
Resultados satisfatérios foram obtidos somente para aproximag®es

de Padé de ordem trés ou superior.



"“"ABSTRACT"

The procedures toc estabilish the exact sclutions for the
optimal parameters of a control system with time-delay dynamics
add significant algebraical and theory understanding difficulties.
Due to this the exact solutiens for the optimal parameters for
first and second order systems as well as the solutions with a
substitution of the time-delay dynamics by others, easier to
perform algebraically, were cbtained in order to analyse the
differences of their results, The time-delay dynamics introduces
exponential terms when represented in the Laplace domain. The
approximations employed to substitute the time-delay dynamics
correspond to analytical approximations to the exponential term
represented by rational pelynomial functions. This work divides
the solution analysis into two classes of systems, cone with single
input and single ocutput and the other with multiple input and
multiple output. For systems with single input and single ocutput
the approximation employed resulted from the first order
truncation of Taylor series and, as an object of optimization, the
performance indexes based on linear combinations of' error
functionals. From the approximations studied, one particularly,
which presented one pole in the left side and a zero in the right
side of the imaginary axis, showed the closest results to the
exact values of the optimal parameters. For systems with
multiple input and multiple output the approximations employed
were based on the Padé binomy and as an object of optimization the
quadratic criterium involving the states and the control function.
Satisfacteory resulis were only obtained for Padé approximations of

third order or superior.



1 INTRODUCAO

1.1 APRESENTACAC

Uma grande variedade de problemas de controle apresentam
em sua formulagido o atraso. Problemas dessa natureza fazem parte
da teoria de equag¢®es diferenciais de diferenga do tipo retardado

cnde aparecem argumentos do tipo (t-11.

Em processos industriais o atraso apresenta—-se basicamen-
te associado ao transporte de materials ao longo de canaletas ou
dutos como ¢ © caso da industria guimica onde as substancias per-
correm distidncias consideraAveis até uma cimara onde ocorre uma

reagdo ou, simplesmente , uma mistura.

Na inddstria de laminag3ic de chapas e perfis o atraso
decorre da disténcia entre o ponto de leitura do sinal de
espessura e © ponto onde efetivamente ocorre a diminuigieo de

espessura.

O=s model os sécio econdmicos procuram refletir o
comportamento resultante da agregag¢3o de determinadas wvariaveis
como a taxa inflacionéria, o nivel de desemprego e o aumento de
salarios. Em alguns casos o efeito de uma variavel, por exemplo
a taxa inflaciocniria, sobre a outra, come ¢ nivel de desemprego,
fica melhor representada se houver uma dinadmica deo atraso
envolvida entre as duas ao invés de uma dinAmica de sistema de

primeira ordem como alguns modelos apresentam,

O atraso também se encontra presente em modelos de inven-
tario onde as quantidades wvariam de local, em raz3c do processo
produtivo, em intervalos de tempo muitas vezes inferior ao tempo

de coleta geral ocbrigando a sSe processar conscientemente



informagSes scbre guantidades defasadas no tempo.

Em alguns modelos fisiolédgicos como € o© caso da
circulag@o sistémica onde a equalizagfio da pressZo sanguinea numa
determinada rede de vasos demora um tempo siginificative faz-se

Util o emprego de equagBes diferencials com atraso.

Embora o atrasec seja notadamente importante, o projeto de
controladores com realimentagdo para sistemas com atraso tem sido
esparsamente comentade na literatura. Segundo ROSS (19710, ate
mesme os problemas basicos de projeto de controladores que estabi-
lizam os sistemas com atraso tem permanecido sem um procedimento

sistemdtico sendo dada maior ateng®o a aspecios tedricos.

Neste trabalho s8o mostrados métodos de solugio para
sistemas com atraso puro para formulag3o classica no dominio de
Laplace e moderna na forma de espago de estados. Evidentemente
os métodos aqul apresentados se aplicam a sistemas lineares sem

atraso como um caso limite onde © atraso tende a zero.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo fundamental do trabalho ¢ analizar em que
medida as aproximagBes lineares 3 dinamica do atraso substituem a
dinadmica do atrasco na determinag3c de parémetros Stimos em siste-
mas de controle através de critérios de desempenho estabelecidos,
De forma secundidria, o trabalho mostra a aplicagfo dos métodos de
otimizagdo exato para sistemas tipo entrada uYnica e saida tUnica
com atraso & aproxXimado aplicadveis a sistemas multivaridveis com
atraso. O trabalho apresenta alguns métodos para analise de
estabilidade e procura dar uma introdugfo 3 solucZo de equacSes
diferenciais de diferenga. Discute também, via analise de res-
posta em frequéncia, a natureza fisica da dinamica do atraso em

relacZoc as aproximag@es comumente utilizadas.



1.3. HISTORICO DAS OTIMIZ2AGOES PARA SISTEMAS COM ATRASO

Na década passada foram feitos alguns desenvol vimentos em
torno da obtengic de expressBes para funcionais do erro em siste-
mas com atrasc na formulag¥o cléssica, com entrada e saida tnicas,
publicados em WALTON; MARSHALL C1984> e WALTON et al. (1986 da
Universidade de Bath, Inglaterra.

Para sistemas com entrada e saida maltiplas os trabalhos
se desenvolveram a partir de ELLER et al.(C19B0) apud HWANG; CHEN
€19880 na busca de algoritmos gue pudessem resolver as equacSes em
derivadas parciails acopladas que o método de ELLER et al.C1989)
propunha para a obteng3o do controlador &timo segundc © critério

quadréatico.

As caracteristicas dos trabalhos mencionados e de outros
que serviram de base ou tentaram propor outras metodologias de
solug3oc encontram-se separados conforme a natureza do sistema

quanto ac numero de entradas e saidas.
1.3.1 SISTEMAS COM ENTRADA UNICA E SAIDA UNICA

JAMES et al (1047), NEWTON et al (1957>, NASLIN C1968),

ASTROM (19705 e JACOBS (1874> apud MARSHALL (1986) publicaram
trabalhos a respeito do cilcule do funciocnal do erro quadratico
definido por:

U

J rect>i®at APRPE

o
com e(td representando o erro ou a diferenga entre a variavel de
entrada e a de saida do sistema nessa ordem, utilizando o teorema
de Parseval que possibilita fazer esse cilculo em termos dos coe—
ficientes de E(s), transformada de Laplace de eCt), para sistemas

sem atraso.



GORECKI; POPEK 18830 apud WALTON; MARSHALL (1984 mos-
traram que é possivel o célcule do funcional do erro quadratico
com ECsD contendo termos exponencials Gnicos do tipe e '° no nume-—
rador e dencminador. WALTON; MARSHALL C€1984) publicaram o de-
senvolvimento do calcule analitico do funcional do erro quadratico
com ECs? nas condigBes de GORECKI; POPEK (1583 apud WALTON;
MARSHALL (1984)., WALTON et al. (19861 extenderam o calculo

analitico para funcional do tipo:

o 2
J wetd> tdectadt™€ 4t (1.2 )
[a]

com wltd: fung@o conhecida do tempo positiva
m: um natural

em fungdo também dos parametros de ECs) pas mesmas condi¢gBes cita-
das acima o gue acabou por atingir um conjunto majior de funcionais
embora ainda restrite uma vez que os funcionais baseados no valor
abscluto do erro, tZo importantes quanto aqueles dados por C1.2),

nZo foram estudados.
1.3.2 SISTEMAS COM ENTRADA MULTIPLA E SATDA MULTIPLA

KARATISHVILI Ciggzd, OGUZTORELLIC1963), CHYUNG; LEE
C1968D> apud ROSS C1871) publicaram asg condi¢cBes necessarias para a
otimizag8o de sistemas multivaridveis. o eAfoque dado por esses
autores era essencialmente teérico e dirigido a questBes relativas
a controlabilidade sem o propdsite de sugerir um procedimento para

a sintese do controlador.

ELLER et al. Cio8Bo> apud ROSS (1871) desenvolveram um
grupc de equagBes generalizadas de Riccati que produz uma fungio
de controle &tima por realimentac¥c para sistemas com atraso e

parametros variantes no tempo.
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ROSS; FLUGGE-LOTZ (18966) apud ROSS (1071) discutiram o
problema para um restrito grupo de sistemas lineares com atraso
mostrandc que a sclugfo de KALMAN C1060D apud ROSS (18710 pode ser
obtida do seu caso particular onde o atrasc & nulo. ROSS C1871)
desenvol veu um procedimento computacional baseado num grupo de
equagBes anflogo a equag¥o de Riccati embora sem a garantia que a

func¥o de controle establlizasse o sistema.

JAMSHIDI ; MALEK-ZAVAREI (€1872> apud HWANG; CHEN (1988)>
desenvol veram um método de solug®o baseado no conceito de sensiti-
vidade. MALEK-ZAVAREI (1980 apud HWANG; CHEN C1988) extendeu o
método para sistemas com méltiplos atrasos no estado e na fungdo
de controle. O método baseado no conceito de sensitividade con-
tude ¢ somente aplicivel a sistemas com pequenc atrasc o que re-—

presenta uma importante limitacZFo.

HWANG; CHEN (189862 desenvolveram um algoritmo baseado em
aproximagfes atraveés de polindmios de Legendre que gera um contro-
lador subotimizado.

FURUTA et al. (1988) desenvolveram um algoritmoe mais
genérico que o propesto por ROSS (10871) apud FURUTA et al.(1088>
incluinde a possibilidade de atrasoc na fung®o de controle e gue
assegura a estabilidade do sistema. O algoritmo desenveolvido,
embora bastante abrangente, envolve conceitos matematicos um tanto

complexos e n¥o se apresenta tZo facil de ser impl ement.ado.



1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho est& dividido em cinco partes. A primeira
parte composta pela introdug3o procura situar o leitor guanto a
importancia da presenga do atrasc em varios modelos da atividade
humana gque necessitam de contrcole. Além dissc sZ¥o relatados
brevemente os contetdos de alguns trabalhos que buscaram a otimi-

zaclo de controladores para sistemas com atraso.

A segunda parte ¢ composta de fundamentos da teoria de
sistemas de contreole com atraso como a questdo da estabilidade, da
utilizaglio de aproximagBes & dinlmica do atraso e da solu¢Zo das
equagBes diferenclais de diferenga. Os dois Gltimos tépicos
abordados nessa parte dizem respeito & obteng3oc das solugBes exa-
tags para os parameiros otimos segunde um enfoque classico e um

moder no.

A terceira parte expBSem os resultados obtidos para os
parametros oétimos atravées da soluglco exata e da solug3o
utilizando-se aproximagSes ac atraso para sistemas com entrada e

saida dnicas e para sistemas com entrada e saida mGltiplas.

A discuss3o dos resultados obtidos na terceira parte para
as duas naturezas de sistemas é feita na quarta parte e a2 gquinta
parte encerra o trabalho apresentando as conclus®es mais importan-

tes obtidas e propondo alguns tépicos para futuro desenvol vimento.



2. FUNDAMENTOS DA TEORIA DE SISTEMAS DE CONTROLE COM ATRASO

2.1 DEFINIGOES
2.1.1 ASPECTOS GERAIS SOBRE O ATRASO

O atraso puro ocorre em sistemas que possuem algum meio
material de propagag&é cuja velocidade seja suficientemente peque-
na de modo que haja um intervalo de tempo significative na repro-
ducfc de qualquer excitago sofrida entre seus extremos. E assim
que acontece com sistemas que por exemplo possuem elementos que
transportam fluidos, A Figura 2.1 mostra uma massa que flui

através de um duto a uma certa temperatura.

Considere v a velocidade constante dessa masca. O com-
primentc do duto ¢ L, ent3c para um elementc de massa mover—se de
L/v unidades

uma extremidade a outra do duto ser3c necessarios T
de tempo. Seja T}(t) a temperatura A entrada do dutc e T}Ct) a
sua saida. Agora suponha que a temperatura de entrada aumente
subitamente © que pode ser modelado por uma fungdo degrau como

mostrado na Figura 2.1.

Admitindo que n¥c haja trocas de caler ao longe do com-
primento do duto a temperatura T (td sera igual a T Ct-10. So-
mente apds T unidades de tempo a temperatura a saida do duto
sofrera o aumento. Unm efeito similar ocorrera com T2Ct) qual quer

que seja a alterag¥c em T’Ct).



'y
r‘
+

T‘Ct) T;(t)
1 > v c
T;Ct) = T‘Ct*L/vD = T‘Ct—TD t2.14 )
T CtD T, CLd
1 2
‘P L
8} - tempo 3) T + tempo

Figura 2.1. Esquema fisico e graficos de temperatura em

funcic do tempo na entrada e na saida do duto.

Alguns sistemas de controle pessuem um atraso inevitavel
no fluxo de sinal entre seus componentes. O atraso ¢ normalmente
resulitade de uma separa¢®o fisica entre seus componentes e ocorre
tipicamente entre a mudanga da variavel manipulada e seu efeito na

planta original ou comoc um atrasc na medig3o da saida.

O atraso descrito até ent¥c pode assumir outros nomes
como tempo morto ou atraso puro de tempo para distinguir da cons-
tante de tempo presente em elementos de primeira ordem. Nota-se
que a presenga de atraso em sistemas causam oscilag®es tornandoe-os
menos estaveis e, portanto, devem ser evitados ou reduzidos se

possivel.



2.1.2 INTRODUGAO A EQUAGDES DIFERENCIAIS DE DIFERENGA

Segundc BELLMAN (18630 equagdoc diferencial de diferenca &
aquela descrita numa fungfio e suas derivadas e cujos argumentos

diferem entre si por um nimerec fixo de valores. Exemplos:

a%xc L) dxCt-1>

- + xCtd =0 ¢ 2.2 )
dat? dat
dxCtD

- Mt-1> - xCt-¥Y B D = et (2.9
dt

Entende-se por ordem diferencial de uma equaglio a ordem
de sua malor derivada e por ordem de diferenga © s$eu numerc de
argumentos distintos menos um. Assim, as ordens diferenciais de
2.2> e (2.3 s3o respectivamente 2 e 1 e as ordens de difereng¢a

s3c respectivamente 1 e 2.

A forma geral de uma equag®o diferencial de diferenga de
12 ordem & descrita por:

dxCtD dxCt —wd
a ———+a‘-————— +b° LD +b!th-—w) = fC1D
dt dt
(2.4 )

A equaglo (2.42 ¢ dita do tipo retardado se aoat Ce a =
= 0. E do tipo neutra se aoat O e a‘# O e do tipo avangado se a = &)
e a‘# 0. Se ao = a, = 0, (2.4) reduz-se a uma eguaglio de
diferenga pura. Se By = bo = 0 ou a = b: = 0, (28.42 reduz-se a
uma equaglo diferencial ordinaria. As equagSes diferenciais de
diferenga s3o classificadas em homogéneas se f(t> for igual a

zero, do contrario s3oc ditas n3io homogéneas.



Em aplicag®es nas quais t representa usualmente o© tempo
uma equag3o do tipo retardade descreve © comportamento de um
sistema no qual a taxa de variag¥o da quantidade em investigacioc

depende do seu passado e do seu presente.

Para se resolver uma equagZo diferencial de diferenga do
tipo retardado & necessirioc que seja dada a sua fungfo inicial
descrita num intervalo de tempo de amplitude minima igual 2 7T
Cvalor do atrasod anterior ac instante em que a2 sua descrigio &
valida.

Em outras palavras, ¢ necessario contar um minimo de sua
histéria para que a soluc¥o possa evoluir a partir deo instante
inicial de sua descrig¥o. Assim, se a equag3io vale somente para
t 2 0 e possui um argumento do tipo t-t devera ser dada pelo mencos

a fung¥o inicial no intervale [-7,0).

Existem basicamente 2 processos de solugio para equacdes
diferenciais de diferenga do tipo retardado. S&o eles: por con-—

tinuagfio e por expansio em sérje,

A titulo de ilustrag3io, serid resolvida uma equagfc dife-
rencial de diferenga na variavel e(td) Cerrod definida por xCtD
Centrada) menos y(i3> (saidad para cada um dos processos citados
referente a um sistema de controle representade pelo diagrama de

blocos na Figura 2. 2.

XCS) + = YCsD
:\:I'E( »

Figura 2.2. Diagrama de blocos de um sistema de controle

nie

+

com atraso.
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Para o sistema representado na Figura 2.2 admite-se que a
transformada de Laplace da entrada, X(s) = 18 o que significa

xCt> = HCtLD> ou degrau unitariec. Dessa forma escreve-se:

- _ i Y(sD
E(s> = X(=sD Y{sd = d(s2 [ 1 ~—¥Cs) ]
-Te
Sl
s 1
= : [1 B -Ta ] = -T8
4 4+ -2 s + e
s ( 2.5 )

O processo por centinuagio utlliza-se da equag3io no
dominio do tempo integrando-se a variavel desejada em intervalos
de tempo continuados. Esse preocesse gera uma soluglo analitica
em geral diferente a cada intervalo cuja amplitude & igual ao

valor do atraso.

Através de (2.5> chega-se a:

—Ts

s ECsD) + e ECs> =1 ( 2.6.14 )

Subtraindo-se {0+ a cada um dos termos de (2. 6.1D
chega—se a:

s E(sd - &l0+d + ECsD ETB =1 - eCO+D ¢ 2.6.2 )

Como xCtd & um degrau unitario tem-se eCO+D 1 e eCtd =

= 0O para t < 0O deduz—se trivialmente a partir de (2.6.2) que:

deCtD
dt

+ elt-72 =0, t > O < 2.7

11



Assumindo que T = 1 desenvolve-se © processo de

continuagZo que consiste na integrag®o por intervales de (2.7):

Para © intervalo de ]0. 1]:

= J-t delud

eltd) - (0D
du

t
du=-_]‘ eCu - 1Ddu = 0 »
O
w eltdD = elO+) = 1 (2.8 )

Para o intervalo de ]1. 2]:

delud
du

i i t
eltd—elClsd = _[ du = - J' eCu-1ddu = —[ i ] =
1 1

=—[t-—l]-&e(t)=e(1+)—(t—1)=1—Ct.-:l) ¢ 2.9
Para ¢ intervalo de ]8. 3]:
t deCud t ¢
eltd - el = _[z T _[2[1 - Cu -1 - 1d]du = J;Cu ~ 3ddu =

t-2 v Y2 t-2 4 =
=J' Cv-i)dv=[T] —[1] =T(t-2)—Ct-2)
o o

( 2.40 )

iz



Pode-se sintetizar o resultado para e(i) pelc processo de

continuaglo como:

N
eltd = z c-1>'

L=0

(S

it
¢« 2.44 3

O processo por expansio em série tem como primeira etapa
tomar a transformada de Laplace da equaglic levando em consideragzo
a fungZo inicial. Embora o problema tenha side formulado atraveés
do diagrama de blocos e, portante, ser conhecida a express3c de
ECs) convém detalhar a passagem de (2.7) para o dominic de Laplace
no caso do problema ser dado no dominio do tempo. Assim, apli-

cando-se a transformada de Laplace a ambos os termos de (2.7

tem—se:
. de -pt i -t
_[oa-fe dt,+_roeCt,-'r)e dt = 0 -

[+ o] Lo o] T
> [ecwe““ ] - j‘ eCtIC—-sde tat + _|' eCt — e tar +
o [+ ] [s ]

o
+ [ ect - e ™dt = 0 ¢ 2.42 )
T

Defininde u = t—-v, escreve-se:

o
[o -1 ] + sECsd + eCwe * 9y = 0 -
[a]

{ .49 >

» -1 + sE(sD + e "YECs) = O » ECsD

i3



como deduzido do diagrama de blocos. Assim, também assuminde T =
= i tira~-se a partir de (2.13D:

ECsd = = = 1 + s-‘ E')-‘ ( 2.14 )

Desenvolvendo o bindmio €1 + s ' e ®>”% em série infinita:

€1 + s Y 7 = c1>7 s ™% + -13¢1> 3 s e Y &

. C-10C-1-1> Ci)“SCs-’e-')z .
b=
=1 - Cs 2™ + ts1e™™2 - ¢s71e™H® + .
o
= z C-1>" s ™" « 2.4%5 )
n=o
Substituindo-se (2.15) em (2.14D
@ o0 o e
ECsd = — z €-1>"s "e™™ = 2 C~1dNgTINT e z ¢-1>" —=_ =
S sh'l'l.
n=o =0 n=0
o o
e-nﬂ 1 28 e""hﬂ
=" nt 2y =) €1 n!
Sh+1 n! n' Sh+l
n=o0 n=o )
( 2.24.1 )

=-ne

Sabe-se que n! equivale a transformada de Laplace

n+d
s

de Ct-ndO" HCt-nd onde HCLD representa ¢ degrau unitarieo, entio

escreve—se:

14



e, e

¢-1>" o o LI
Eced = § =~ | [ ¢t - m" Ht - me™at | =
y o
n=o0

o L)
[_]‘ (':‘j Ct - mTHCL - nde ™ at ] =
b !

o
= J Srct -oHt - e™at +  Thoct - HCL - 13e™Tat +
o ) o )
® 4 2 -aT
+I —éTCt-EDHCt—EDe gt + ... =
o]
S Y ° 1
= [ [—OrCt-OJHCt,—on—-i—,-Ct.-nHCt,—u-n-
I ] !
+ -;—, ct - 2%t -2 - .., ] e "4t ¢ 2.44.2 >
Deduz-se ent¥o que:
eltd =1 - Ct - 1DHCtL - 1D + —é—,—Ct - 2% -2 ~...
¢t 2.46 )

© que coincide com o resultado obtido em (2.11> para eCid peloc

métode de continuag3o.
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2.2 APROXIMAGOES ANALITICAS UTILIZADAS PARA O TERMO e ' °

- Ao representar um sistema com atraso na forma de diagrama
de blocos aparece um bloco do tipo e '* resultante da transformada
de Laplace de um estado qualquer atrasade dado por xCt-7D. Tal
fato justifica-se tomando a transformada de Laplace de x(t-7):

T
i C -aCu+Td

Ll xtt-1> 1 = [ xCt-tde  "dt = [ xtwe du =
o o-7T
o o
I x(u)e—'CU+T)du + f xCuDe'.CU+T>du
-7 o
se xCud = O para u € [ -7v,0) entZo:
Y
= e Ll »Ct> ) ( 2.17 >

E sabido que qualquer funcfo F(sD analitica numa determi-
nada regifc do planc complexoc limitada por uma curva fechada sim-
pPles pode ser aproximada ponto a ponto por uma série infinita de
termos. Tomando~se como referéncia a origem 0O do planc complexo

pode—-se escrever:

1 i
=hs) =
< T T%s T
e i 2.2 1 8 9 i ‘. _4
+ == = +
i s + = TS + & TS =2 TS +...
( 2.48

Permite-se visualizar através de (2.18) que a existéncia
de um terme como e °° num s_ist.ema introduz infinitos pélos devido
4 série infinita de termos no denominader. A presenga de um
nimerc infinito de pdlos no denominader complica a questZio do seu
posicionamento no plano complexc cuja importaAncia esta diretamente

relacionada a estabilidade do sistema.
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Em particular, os métodos classicos de anilise e sintese
de controle linear aplicam-se a funcBes de transferéncia que podem
ser colocadas na forma de fung@es racionais peolinomiais em s,

portante, com numero finito de pédlos e zeros.

Ac termo e ' ° procura-se para efeitos praticos uma apro-
ximagZo analitica que, substituida no sistema, venha a produzir
resultados satisfatérios em termos da determinagio de parametros
limites para estabilidade e da otimizacZo desses parametros no
sistema pelos métodos cléssicos.

Em FALM IJI (18880 aparece uma aproxima¢ic ac termo e °
d efinida como de Padé dada por:

-T% 1

e D
T m { 2.149 )
(et

A aproximag3@o dada por (2.18) provém de fato da jigualdade:

B = im 1‘!' «( 2.20 )
rn o+ 1 + ; .

come apontado em TRUXAL (16553,

Segunde TRUXAL (18550 entretanto, a aproximag3c de Padé &
aquela gque se apresenta como uma fungZo racional, com numerador
polinomial de grau n e denominador de grau m, de modo gque sua
expansdo em série de Taylor na origem, também conhecida como ex~
pansZc de Maclaurin, procure coincidir em um numero de termos

previamente fixado com a expansic de Maclaurin de e'Ts._
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Considere comoc exemplo uma fung®o racional de polindmios

concebida com n = 2 e m = 3 dada por:

22 1 a8
i- T8 + T s - T 8
-Ta L. 5 20 SO _
e = ( 2.21 )
2 2
i« Te + T &
20

Expandi ndo-se o 22 termo de (2.21> em série de

Maclaurin obtém-se:

1- T8 + -—————1 ’l'zsz - —1 Tasa + 4 T‘o‘ -
= & c4
1 Ts s 1 1_6 s .
1—-—--—20 ® + 500 - < o H

Onde percebe-se que os primeiros B termos determinados

equivalem simplesmente aqueles da expansico de Maclaurin de e ",

Os coeficientes a serem adotados para uma fungfo raci-

onal com n = 3 e m = 2 poderiam ser outros podende haver uma coin-—
cidéncia maior ou menor entre cos termos das expansSes de
Maclaurin. No exemplo dado os coeficientes foram escolhidos de

maneira gque pelo menos 6 termos coincidissem nas duas expans@es de

Maclaurin.

TBé

Uma outra forma de obter aproximag¢g®es analiticas a e
utilizar o truncamento da série de Taylor de e '° na forma de

raz3dc de polinédmios como em (2.23D.

2
(-3
-Ta 1 - Tas + Ts -
-Te _ —Ti{a+bis e - 2!
e = e = =
-Tb 2
e
l ~ Tbs + ; Ts =-
coma +«+ b =1, o e b reais { 2.29 )
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Dessa forma uma aproximag3o resultante de um truncamento

de 12 ordem seria:

l - 7Tcs
1 + Tos

-T
e ]

4

$ 2.24 )

coMma + b=1, aed reais

Considerando o estudo da resposta em freguéncia, um ele
mento e 1 ° apresenta .caract.er.lst.icas bastante peculiares que nio
podem ser acompanhadas pelas aproxima¢Bes apresentadas em inter-
valos de alta freguéncia. Conforme HAAG (159872 aproximagSes
provenientes de expanstes omitem as caracteristicas em alta
frequéncia do atraso. Tal fato reflete-se diretamente na repro-—
dugZo de sinais periddicos pois ocorre sempre uma perda de compo-

nentes de alta frequéncia ao se utilizar aproxdmagBes.

Tomando—se como exemplc a aproximagfio por uma dinamica de
sistema de primeira ordem representada por 1-0(7s + 12, que corres-
ponde &4 (2.19) para m = 1, verifica-se uma frequénclia de corte
igual a 17 e uma fase minima de -90°. A resposta em frequéncia
do elemento e '° nZo apresenta frequéncia de corte e nem fase
minima. A Figura 2.3 mostra de forma qualitativa o aspecto dos

diagramas de Bode para os elementos 1/C7s + 1D e e .

i



PR [CTiwesd |

arg [C'rjwul.)_!]

Cad Cbd

Figura 2.3. Diagramas de Bode: (ad Elemento e’
C(b> Elemento 1.Cts + 1D

Uma abrangéncia maior em termos de intervalo de
frequéncia pode ser conseguida utilizando-se ora truncamentos de
ordem superior da expans3o de Taylor de e ™ ora m maicres para a
aproxima¢®c tipo (2.14> entretanto, a medida que se trabalha com
polindmios de graus maicres, dificulta-se o tratamento algébrico
na aplicagi3c de métodos otimizantes ou de andlise de estabilidade.



sinal

tempo

atraso

sinal
t empo
sinal
r - —= L
| |
i |
} 1
t empo
t empo
sinal
r - -1
|
|
} i
tempo

Figura 2. 4. Reproduglo de uma onda quadrada pelc elemento

de atraso e por aproximagBSes do tipo (2.18).

Imagine que um elemento de atraso e um elementc contendo

uma aproximagfio do tipe (2.19) sejam submetidos a uma excitagfio do

tipco onda quadrada.

A frequéncia de corte para uma aproximag¢Zo tipo (2.18) de
cerdem m & dada por m-rT. A frequéncia de corte m/r limita o
numero de frequéncias passantes da onda quadrada o que explica a

diferenga com relag3c a reprodug%c do sinal pelo elemento de

atraso
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Uma frequéncia de corte maior ¢ que significa um m maior
possibilita a passagem de uma banda maior de frequéncias pelo
elementc © que explica a melhora consecutiva na reprodug3c do
sinal. Comc o elemento de atraso n¥o possul frequéncia de corte
ele delixa passar qualquer frequéncia. A Figura 2.4 mostra gquali-

tativamente esse fato.

Imaginando a onda quadrada como uma série de infinitos
termos de Fourier pode-se afirmar que a onda quadrada & reproduzi-
da integralmente pelc elementce de atraso. Somente ocorre uma
defasagem no dominic do tempo que é a caracterizag3o fisica da

passagem de um sinal por um elemento de atraso.



2.3 ANALISE DE ESTABILIDADE

A anélise de estabilidade para sistemas com atraso pode
ser abordada de forma cléssica através de aproximag®Bes analiticas,
representadas por fun¢®es racionais 2o termo exponencial, de forma
a possibilitar a aplicacBo do critério de Routh ou do método do

lugar das rafzes.

As aproximag@es analiticas sZo tanto mais precisas, no
sentidc de estabelecerem limites acs parametros do sistema, quanto
mencr for © valor de T, De qualquer forma pode-se melhorar a

precisio das aproximagSes aumentando-se o seu numero de termos.

Entretanto, pode-se somente adctar © nimero de termos
satisfatdrios da aproximagZc apéds essa ter sido empregada no sis-
tema em estudc e verificado que os limites de estabilidade, calcu-
lados para os parametros do sistema por intermédioc da aproximag3o,

dZio uma boa indicag3o com relagfo aos limites exatos.

Esse fato constitui uma séria desvantagem segundo aponta-
do por TRUXAL (1955) o que direcionou a pesquisa em torno da
anilise de estabilidade para sistemas com atraso na busca de um
critério exato que estabelecesse o0s limites reais para cada
parametro. Em relaglico ao parametro T especificamente foram de-
senvolvidos na década passada dols métodos de particular interes-

se: © método do pseudo-atraso e direto.
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2.3.1 METODO DO PSEUDO ATRASO E DIRETO

Conforme WALTON; MARSHALL (168B7) os sistemas lineares com
atrase tnicoc T apresentam equag¥o caracteristica tipicamente na

forma :

FCs,TD) = ACsD> + (‘.‘Cs)e-'“ ( 2.25 )

onde ACsY e C(sD representam polinémios em s.

A estabilidade para tais sistemas & verificada se (2.25
n¥c possuir raizes na metade direita do plano complexo. Na
pratica mudangas de estabilidade ocorrem a medida que 7 aumenta ©
que significa uma aproximag@o das raizes de (2.25 aoc eixo
imaginario. Dessa forma, o problema de mudanga de estabilidade
estd ligado ao estudo da existéncia ou n3c de raizes imaginarias

puras de (2.25) e aoc seu compertamento a medida que 7T varia.

Em geral a nSoc existéncia de raizes imaginirias puras
depende de valcres particulares de 7. Haver& intervalos de T
para os quais © sistema permanece estivel e outros nos quais o
sistema sera instavel. Um caso particular importante & aquele em
que o sistema permanece estavel qualquer que seja © valor ndo
negativo de T. Tais sistemas s3o ditos assintoticamente estiveis

independentemente do atraso.

Recentemente varios autores THOWSEN (196812, HERTZ (1884>
e McDONALD (1985) propuseram os chamados testes simplificados para
determina¢iic de intervalos de estabilidade para 7. Esses testes

envolvem a introducZo de um pseudo-atraso T definido por:
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1 - sT

e—sr L ¢ 2.28 7
1+ sT
i - sT F
-ST
-] = e ——
[ 1 + sT ] ¢ 2.27 )
para s = jw

£ importante observar que tais métodos nada tem a ver com
as aproximag®es de Padé ou Tayloer. A motivagZo para o uso de
tais métodos estd no fato do circule unitarie definido por e T3¢

ser inteiramente percorride toda vez que 7 aumenta de Z2r-w.

Obser vando-se o mapeamento do segundo termo de (2. 2862 com
w variande de —-w a +w0 © circulo unitarioc seria percorride uma
dnica vez mantendo-se a variavel auxiliar T chamada de pseudo-

atraso finita e positiva.

Com © segundo termc de (2.272 nota-se que o© circulo
unitaric € percorrido uma sé vez para « variando de O a +w, Al ém
do mais com essa troca de variavel de T para T a equagdo (2.20D0
que possui um numero infinito de raizes reduz—-se a uma egquagio
essencialmente polinomial com um numero finito de raizes para cada

T considerado.

Uma vez dessa forma (2.25) passa a ser tratavel via
critérios bem conhecidos de estabilidade para sistemas lineares
sem atraso como o critéric de Routh-Hurwitz. Para exemplificar o
que foi dito vamos considerar o sistema linear com atraso tirado

de THOWSEN (19810.
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dxltd O 1 0O O 0 0
—_— O 0 1 x(td> + ©O 0 © xCt-7d { 2.20)
dat -1 -2 -1 -1 0 O

que possul como equacl3io caracteristica:

F(s,7> = s° + szj'- 2s + 1 + e °° ¢ 2.20 )

com F(s,00 = ¢s* + 23¢s + 1. Portanto para T = 0O existem 2
ralzes imaginarias localizadas em s = *jv¥ 2. Essas ralzes também
s¥o raizes de FC s, 8nks/Y 2 O com k € N. Substituindo (2.27> em

(2.29 e igualando-se a zero chega-se a:

T2s® + 2T + ™ s*+1 + 2T + 2T%s® +
2 o ( 2. 80 )
+CL + 4T+ 2THOs? + 2s + 2 =0

A primeira coluna da matriz associada de Routh pode ser
ent3oc facilmente calculada e, apéds multiplicada por fatéres

essencialmente positivos., tem-se:

T, T2 + T, €1 + T, 1 + 2T + oT° + 8T + 2T°,

TCT? +4T° + 3T - 2, 2 ¢ 2.8

onde percebe-se que tocdos os elementos com excecSo do pentltimo
sZo positivos para T n¥o negativo. Este termo se anula para
T=1 /Y 2 + 1D. Para esse valor particular de T determina-se
atraves de (2.30> as correspondentes rafizes imaginarias s = %j.
A partir dessas e do valor de T particular determina-se através de
€(2.270 o valor associado de 7 = n/2 + 8kn Ck € N) cujo menor valoer
positivo é n2.
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Dessa forma, as Unicas raizes imaginirias de (2.25) advém
de T = 2nk/YZ e T = n/28 + 2nk Ck € N) e sXo respectivamente

24V E e %j.

Também, comc apontado por McDONALD (1985, deve ser
tomada atengXo no sentido que nSo é todo valor de T proveniente do
métode de Routh-Hurwitz que necessariamente corresponde 4 mudancga
de estabilidade no prpblema criginal. Ainda, conforme McDONALD
1985), é necessaric considerar todos oz valores reais de T e n¥Xo
somente os pesitives come estabelecido em HERTZ (1984, Tal fato
é esclarecido em detalhes em WALTON; MARSHALL C1987).

As constatagdes acima motivaram o chamado Método Direto
para analise de sistemas com atrasec que ¢ baseadoc nas seguintes
consilderages. Em primeiro lugar fica claro que F(s,1> = O cor-—
responde a uma fungdo implicita de s e T a qual pode ou n¥o inter-
ceptar © eixe imaginario. Assuma, por enguanto, por simplicidade
de tratamento, que F(s,00 = 0 possul todas suas raizes na metade
esquerda do planc complexe © que significa que o sistema ¢ estivel

para atraso igual a zeroc,

Em segundo lugar, se para algum v, F(s.,70) = 0 possuir uma
raiz sobre o eix» imaginario s = jw, entZoc F(-s5,7) sera igual a 0O
Czerod para os mesmos valores de ¥ e w. Dessa forma olhando-se
para as raizes sobre o elxo imaginario o problema reduz-se i de-

terminagciio dos valores de T para os quais F(s,t0e F(~-=,7) s¥o

iguais a O (zerod. Montando-se o sistema:
ACS> + C(sde '° =0
AC—sD> + CC—s)e+T. = 0 ¢ =2.982 )
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conclul -se;

ACSODAC—5) - C(s)CC~-sd = O { 2.83 )

por eliminaglio de . A equaglo acima é polinomial em o = -s%,
Pode-se inclusive escrever:

WaD> = ACJWAC-Jud - CCIDCC~Jud = O ¢ 2.96 3

Para existéncia de rafizes imaginarias de (2.32) as raizes
de WCw®> = O devem ser positivas. Como © sistema fol admitido
estivel para 7 = O assim © permanecerid qualquer que seja T > O Cou
contrariamente se j}4 for instadvel para 7 = O continuara assim para

qualquer T > 0J.

A equagdo (2.342 que ¢ finita em W e independente de 7
determina todos os pontos de intersecgfico com © eixc imaginarie

que, portante, s3o finitos em ntmero.

Un outro aspecto a ser levado em considerag¥e ¢ o posi-
cionamento das raizes de (2.25) para T ligeiramente superior a O
Czerod até T, ©ou atrasc limite de estabilidade. Conforme WALTON;
MARSHALL €1987)> se o sistema é estavel para 7 = 0 e © grau de ACSD
for superior aoc de C(s) as novas raizes originadas a partir de 7
ligeiramente superior a 0 (zerc) estario posicionadas no infinito
a4 esquerda do eixo imaginario. Assim, a medida que T cresce ateée

G tem-se a aproximaglo das ralizes ac eixc imaginario.

O método Diretc de anilise propSe checar para cada uma
das possiveis raizes o’ de C2.34) se, para os correspondentes s =
= ¥ jw a raiz cruza da esquerda para a direita o eixc imaginario

com © aumento de T, da direita para a esquerda com o aumento de T



ou se, simplesmente, tangencia, a partir de uma das metades do

planc complexo, © elxo imaginario.

Tal pode ser determinado pela anilise do sinal de
Relds d7>. Entretanto n¥c seri necessario calcular esse tltimo o
que fol deduzide por WALTON; MARSHALL C1887> partir de WCw®D:

ds d Wa®
S = =n Re s sn —_—
dar s = jo dw? { 2.85 )

com sn representando a fung&o sinal

O resultado acima mostra que o comportamento da raiz no
ponto de cruzamento & dado peleo c¢comportamente de Wew®> WALTON;
MARSHALL (1887) também mostram que se a raiz somente toca © eixo
imaginario o mesmo faz Wuoz). se cruza da esquerdaldireitad) para a

direitaCesquerdad, W' cruza de ei malbaixod para baixc(cimad o

eixo positivo wr.

Além do mais, se w = W, é soluglo da (2.34) corresponden-
do a T = T, entio w = - @, também & solugBo para 7 = 7, © que
significa que as raizes cruzam o eixc imaginirie em pares. Pode
ser mostradeo que elas cruzam na mesma dire¢Zc bastando somente

considerar para efeito de anidlise w > O.

Para exemplificar &a aplicagZco do método direto para

anidlise de estabilidade toma-se os seguintes exemplos:
Exemplo 1: F(s,17D = s + e e

Nesse caso segue diretamente que ACS) = s e CCs) = 1.

Para v = O, F(s,00 = s + 1, o que significa que o sistema
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& estavel para atraso nulo. O grau de A(sD> & superior ac grau de
C(s) © que significa que um pequeno aumento no valor de T a partir
de O (zero> ird& gerar outros pdélos posicicnados & infinite com
parte real negativa, Quanto aocs possiveis pontos de cruzamento

e/ou toque no eixo imaginadric resol ve-se:
W™ = ACJIAC-Jud - CCYDCl—Jud = @ 2= 1 = O

donde conclui-se que w € R, ou melheor, existem os pontos de cruza-
mento esou togue iguais a * § . O valor de T, para s = J ¢ dado

por:

AP + gD eI =3 + e %) = § + cose- T + 4 senC-7> =0

c que implica:

S T°= S donde sal: T = —%- + 2k, k € N
sen r°= i °

Resta a pergunta se s = | & ponto de cruzamente ou to-
que. Note que & = sn [dWCw D de®) = sn1 > 0 © que implica cru-
zamento da esquerda para a direita desestabilizando © sistema.
Portante conclui-se que © sistema & estavel para 0 < 7 < n/2 e
instavel para T > n/2.

Exemplo 2: F(s,7) = s"+ s+ 25 +1 + e '

Note gque F(s,00 = g™+ s®+ 2s + 2 = ¢s + 1d¢cs® + e =0

Entio para v = O existem raizes em s = *+jvY 2 © que significa que
nfco had estabilidade assintética em v = O.

WCwd = @t - 13Ce® - 2 =0
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Como s = O n¥o é ralz de F a solugBo w = 0 de W pode ser

ignorada pols corresponde a um caso limite onde 7 = o . A solug¥o

w=4vY & implica:

cCos T 2 =1
= - T =kmnve ., kel
senrofa=0 .

Da analise de WALTON; MARSHALL (1987) para w = ¥ 2 as

raizes cruzam da esquerda para a direita.

A solug3oc w = 1 implica:

cos T =0
= - T = nE2+ank , k € N
senr°=1

Para w = 1 as ralizes cruzam da direita para a esquerda
conforme WALTON; MARSHALL (1987). Assim um par de raizes cruza
da esquerda para a direita para 7 = O e permanece no semi-plano

direito até T atingir n/2 quando retorna ac semi-plano esquerdo.

O par de raizes permanece no semi-plano esquerdo até T
atingir nvY 2 quando cruza novamente para o lado direito permane-
cendo ali até retornar aoc lado esquerdoe para T = Br/2. Esse par
de raizes permanece no lado esquerdeo até 7 = 2nvY 2 quando cruza

para o lado direito.

Para v = 3nY & um segundo par de raizes cruza da esquerda
para a direita antes que o préxime valor de 7 = @n/2 traga de
volta o primeiro par de raizes ao lado esquerdo havendo apés 7 =
= 8n/2 no minimo um par de raizes remanescente a direita. Dessa
maneira as Unicas regiBes em que existe estabilidade assintética
s¥c de /2 < T < af 2 e de Brn/8 < T < &n¥ 2 . Tal resultado
confirma aquele determinado em THOWSEN (18815.
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2.3.2 TEOREMA DE NYQVIST

Os métodos de andlise descritos no ftem anterior d3%o
énfase exclusiva as margens de estabilidade com foce no parametro
T. Entretanto nem sempre & esse parlmetro © responsavel por uma
condi¢Xo de instabilidade. Alguns sistemas com atraso conhecido
passam a ser instavels mediante & utilizagZo de ganhos nXo apro-

priados.

WYLIE (1985) garante a utilizag®o do tecrema de Nygvist
para sistemas de Unica entrada e Gnica saida que tenham termos
exponencials noe numerador da fungBo de transferéncia em malha
aberta. O tecrema de Nygvist também & utilizado por OGATA (1870D
e TRUXAL (1955) envolvendo sistemas com atrasc visande estabelecer

limites de estabilidade para os parametros do sistema.

A utilizag3o do teorema de Nygvist n@o estA restrita a um
determinado parémetro do sistema. Assim intervaleos de estabili-
dade podem ser determinados em fung®o de qualquer parametroc esco-
lhido.

Imagine um sistema contreolado com Gnica entrada e dnica
sajida cujo diagrama de blocos possa perfeitamente engquadrar-—-se na

forma reduzida da Figura 2.5:

Y{sD

XCsd> +
®

K5

+

H(sD

Y

Figura 2.5. Diagrama de blocos na forma reduzida.
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O diagrama de Nyqvist é& o diagrama polar da fung3o de
transferéncia em malha aberta ou K JwH( jw> com @ variandec de O a
+00. O nome diagrama de Nygvist advém da sua relag%c com o tecore-—
ma de estabilidade de Nygvist.

O tecrema de estabilidade de Nygvist reza que: O
sistema é estdvel em malha fechada se, e somente se, o ponto -1+j0
se posicionar A esquerda do diagrama de Nygvist em malha aberta
relativo a um cobservador viajando aoc longe do diagrama na direglo
do crescimento da frequéncia w ™ ¢ PALM III, 1688, p.d484D,

O tecrema de Nygvist se impBe como um facil instrumento
de anilise de establlidade para sistemas com atrasce. Como exemplo
tem-se a Figura 2.6 que representa o diagrama de Nygvist da fung¥o

de transferéncia em malha aberta dada por:

. Ke"
GLsd)H(s) = = C 5 715 ( 2.86 )

para diversos valores do parametro K.

Cbserve que o sistema de controle em malha fechada apre-

senta-se estivel para K < 1.13 = Km‘denomdnado de ganho eriticeo.

O ganho critico pode ser determinado algebricamente atra-

viés de:

K e—fjw

JX jo + 13 -1 t 2.87 )

GCK, JWOHCK, jwd

o que implica Im [ KK, JuOHLK, jJuwd) = 0, donde sai:



< 2.98 )

m l: C~wcos w + wsen o = 0
o Cw <+ 1D
cuja solucBo minima positiva é wcr?é 0.85, Substituindo esse valor
w D C2.80)
cr

em (2.37) tem-se:
= -1 (-~ w cCcosS & = W senw)(w‘+
er or cr or cr

K

er
e ImCsd

donde sat xcrz 1.13 como mostrade no diagrama & Figura 2. 6.

GCK, JwOHCK, juwd
;. s
S 0.5

" —Uos

Rel=s>

»
*-..
fh,,

[
-
I3
r
L

Figura 2.86. Diagrama polar de GCK, jwOHCK, Jwd.
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£.3.3 METODO DO LUGAR DAS RA1ZES

O método do lugar das raizes é um outro instrumentoc para
a anAlise de estabilidade em sistemas com atraso. O método
consiste no mapeamento das rafzes da equagdc caracteristica do

sistema em fung¥o da variag3o de algum parametro do sistema.

Em PALM 1III (i985) h&a um algoritmeo especifico a
construglio do lugar das raizes para sistemas com atraso conhecido
em fungXo de um ganho. Em OGATA (18700 ha alguns exemplos simples

aplicados a sistemas com atraso.

Em geral os algoritmos para construgZc do lugar das
raizes s3o baseados na variag¥o de um ganho K. Para sistemas com
entrada Unica e saida Unica a equag3c caracteristica tem a forma
segundo PALM I1II C1986):

4 + K —EC82 "Ts | o &3 Zorhih

QLsD

com P{sD e QCs) polindmios com coeficientes reals fatoraveis a:

PCsd = C s + P, 20 = + P, 2 .. C s + P, >
( 2.40.2 )

QCs)=Cs+q‘3Cs+qz) ..Cs+qm)
de graus n e m respectivamente.

De (2.40.10 e § = ¢ + jw deduz-~se:

TOo
e

Eq.Escala K: K = FCotjad < 2.41.4 )

X o+ Jwd



PCo+jwd (=]
Eq. Angular: arg —_—— - T 180
Qo+ jwd

= 180° + 360%k, com k € NN N

onde arg significa o argumento

ReCs)
Figura 2.7. DeterminagZc de um lugar da raiz.
Em geral os algoritmos tem a seguinte forma:
1 Escolher o
2 Para k = O até N
2.1 Calecular 180°IC1 * 2k> + =21 dado 7

2.2 Assumir o
2.3 Calcular inclinagBes das retas que unem

os pontos ~“p e -q a s = o + jo
n m

2.4 Caleular [ £ arng-l-pi_) - X arg Cs+qi) ]
2.8 Confrontar resultado com 2.1. Se diferir
volte para 2.2 senfoc marque ¢ ponto s

como na Figura 2.7

Em relagZio ao par&metro 7 a construglioc do lugar das
raizes torna-se um tanto complexa devidoe a infinidade de raizes

para cada T escolhido.



2.4 PROJETO DE CONTROLADORES OTIMOS PARA SISTEMAS COM ATRASO

2.4.1 SOLUCXO ANALITICA PARA FUNCIONAIS EM SISTEMAS COM ENTRADA
UNICA E SAIDA UNICA CEUSWD

No projetoc de sistemas de controle ¢ importante que o
sistema atenda a certas especificagBes. Essas especificagBes
podem ser traduzidas em termos do comportamento da resposta

transitéria ou em termos de critériocs de desempenho.

O critério de desempenho & uma fung3o positiva ou nula
dos paraAmetros do sistema devendoe ser passivel de otimizagio o que
significa que os parametros ajustados podem resultar um valor

minimo ou maximo para o critério escolhido.

Os valores &timos para os parametros dependem do critéric
de desempenho adotado. Na pratica torna-se interessante que a
express3o para o critérico de desempenho seja de facil obteng3o
analitica.

Entre os critérios de desempenho mais utilizados est3o

aqueles baseados em funcionais do erro como:

o

I efctd 4at Funcional do erro quadréatico.
{ 2. 42.1 >

o

ao
I tefctd dt : Funcional do erre quadratico multipliecado

R pele tempo.

( 2.42.2)

00

J. | eCtd | at : Funcional do errc abscluto.

-] - { Z2.42.08 )
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oo

I t] eCtd | at : Funcicnal do tempo multiplicado pelo
erro absoluto.
- ( 2.42.4)
L 2
I deltD dt : Funcicnal da derivada ac quadrado
dt do erro P

com elt) = xCtd - y(td

xCt): entrada
yl{td: saida

onde
Os critérios de desempenho resultam da adog®c individual
de cada um dos funcicnais citados ou da combina¢Zo linear entre

eles, A otimizagZo para esses critérios se faz no sentido de

minimizd-los.

Convém ressaltar que em geral os funcionals com © tempo
multiplicande uma fung3c do erro como em (2.42.20 e (2.42.4D> si3c
usualmente os preferides uma vezr que as discrepAncias inictais da
resposta y(id em geral sXo mencos importantes que agquelas em regime

permanente.

Em sistemas com atrasc ¢ desenvolvimente das expressSes
analiticas para os funcicnais em termos dos parAmetros do sistema

constitui uma tarefa pouco elementar.

Os passos mais significativos no sentido de obter essas
expresses analiticas foram dados na década passada a partir dos
trabalhes publicados por WALTON; MARSHALL (1984 e WALTON et al.
C1986>.

Esses trabalhos s¥o fundamentades na utilizagc%e do
tecrema de Farseval como desenvolvido em NEWION et al C1857> para

sistemas sem atraso onde escreve—-se os funcicnais baseados em e(t)



na forma de uma integral envolvendo a transformada de Laplace de
el{t) definida como E(sD.

Os funcionals estudades em WALTON et al Ci9BE> tem a

forma:
[+ o] - z
RS Iwcw - dt om0
L at™

onde aparece uma funclBo wltd do tempo positiva interpretada como

una fungfo de ponderagl3o da importancia do tempo no funcional.

WALTON et al (18860 nio aborda os funcionais contendo o
valor absoluto do erro, embora sejam t3oc importantes como os
demais, uma vez que o preocedimento baseado no teorema de Parseval

n¥o se aplica para esses casos.

Neste trabalho s¥c abordados somente os seguintes

funcionals:

[+ 2] 2
(q) q
J = I P { d eCtd ] dt ¢ Z.44 )

| o
o dt 9

para p, g =< 0,1 > e pt+g=<1

onde p representa o expoente de t e g a2 ordem de derivaglo do

erro.



Em outras palavras tem-se:

o

(D) 2

Jo = I [ eCt> ) dt ( 2.44.1 )
[ -]
()

(0) ]

‘ J‘ =It [ eCtd 1 Adt ( 2.44.2 5

-]
oo 2

(1)

Jo = I d eCtd dt ¢ 2.44.8 )
5 dt

O tecrema de Parseval & utilizade na forma:

[, o] + joo
Ircw gltd dt = -aiﬂ—J- f FCs> GC-s) ds ¢ 2ath
o -joo

{ onde F(s) e G(sD representam as respectivas transfermadas de
Laplace de f{tD> e gCtD. Veja Apéndice 1 para demonstragio.

Com © intuito de mostrar © procedimento apresentado em
WALTON et al. (18865 toma~se © seguinte sistema representadoc em
diagrama de bloces na Figura 2.8.

XCsd 4+ Y(sD
() g

Figura 2.8. Diagrama de blocos para os casos em estudo.

Toma-se xC(t2> = HC(tD, degrau unitario, o que implica que a

transformada de Laplace X(s> = 1.s. A transformada de Laplace de
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e(td) & dada por:

ECsY = XC8> - YCs) = sz>[1 = __Y_C_s_)__] =

XCs>
Ao
s
= _1_ dir= k =
s 1+ - eXP Crsd
1 s -k + k exp (~tsd
i 8 + k exp C(-1rsd R
Assim sendo:
) - 2 4 * joo
'Jo = J L elt> 1 dt By J- E(sd EC-8D ds =
o - joo
+ joo
- 1 € —k + k exp (-7l -s -k + exp (rsd de =
{ 2nj s [s + k exp (~7s0] " -s [-8 +k exp Cts)) B
_jm
f
( + joo
= T ds { 2.47 )
Tk .
- joo

A integral em (2.47> sobre o eixo imaginario dewve ser
resolvida por integral de contorno em razZ% da dificuldade

algébrica imposta pelas fungBes do integrando.

Entretanto mesmo a resclugZo de (2.47) por integral de
contorno oferece poucas chances de sucesso se mantida nessa forma.
Note antes que s = 0O nZc ¢ um polo de ECsY ou EC-s). Tal
Justifica-se tomando-se © limite para s tendende a =zero em
C2. 48D
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1im ECsY = lim — S

- -0 20

s —k + k [1-—‘:'s+1T1't s:—...]

= lim = =
s 0 s + k exp (~1s)
s-k+k-k1's[1-'rs+-—l—c—— 'rzsz-...]
1 =)
= lim = =
2 +0 s + k exp C~7sd
2
_ kT 2_ ]
1 s [1 kTt + = s JRNC S TS
B i s = T
& +0 s + k exp (18D

( 2.48 )

Assumindo que as raizes de s + k expl(-7rsd = 0 localizam-
se 3 esquerda do eixo imaginaric. o que significa assumir que o
sistema €& estavel, faz com Que as raizes de -s + k exp(Ts) locali-

zem-se A direita do eixo imaginario.

O fato de s = O n¥o ser pélo de E(sD e, portante também
n¥o de E(-s), aliado & hipétese de n¥c haver pdlos sobre o eixo
imaginirio permite que se mantenha uma trajetéria continua ao
longo do eixo imaginarioco n¥e havendo a necessidade de deskios

infinitesimalmente pequenos ac redor de pdlos no eixo imagimario. -

Fechando~se © contorne l'“ através de um seml-circulo de

rajo infinito na metade direita do plano complexc conforme ilus-—
(o)
o

contribuig¥io do semi-circulo com raic infinito é nula devido ao

trade na Figura 2.2 o valor de J nXo se altera uma vez que a

grau dos denominadcres de E(s) e EC-s) serem maiores ac de seus
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numer adores.

EntZ¥o escreve-se:

-5%3— (— 2rjo z res [ e ] = - 2 res [ . ] ¢ 2.49 )

onde mdp significa metade direita do planc complexo.

OmCsd

Joo

Re(s)

..-Jm
Figura 2.8. Contorno Pf
Devide a infinidade de pédlos existentes na metade direita
do plano complexo de s recorre-se a um artificio para o calculo de

(2.49 qué tem como objetive transformar a somatédria de infinitos

residucs numa somatéria finita de residucs.
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Cbserve que para as ralzes de -s + k exp (1s) = 0 pode-se

escrever:
-8 + k exp (78> = 0O > k exp (7rs) = s »
- exp (18 = /% =» exp (-r5) = k/s t 2.0 )

Substituindo-se expl~Ts) na expressic (2.49) pelo valor

encontrado em (2.50) resulta:

2 2
J‘mr——zres [ s ks + k s k + k exp (18 ]

o s [s2+ k&) -s [-8 + k exp C1s2]
mdp

{ 2.%1 )

Para © calculo de (2.51> na metade direita do planoc é
necessario que se utilize um novoe contorno com desvies infinitesi-
mals denominado de l"z que exclua as raizes de s ts®+4* = o posi-

cionadas sobre o eixe imaginirio come ilustrado na Figura 2. 8.

1 DImCsD
Joo
rl
aK:
0
et .k B Re(sd
_J *
_Jm

Figura 2.10. Contorno l"z.
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10

_ 2 1 J‘
Assim: Jo “553— L, [ ] ds ¢ 2.52 )

Essa mudanga de contorno porém n¥o elimina o problema do
cadlculo de residucs em (2.51) uma vez que T} continua a conter em

seu interior as infinitas raizes de [~-s + k exp Crsd) = O.

Considere entZc a integral da express3oc entre chaves de
(2.51> denominada de Jm em torno de um circulo centrado na origem

de rajo infinito definideo por Fm conforme Figura 2.11.

- s - ks + k% -5 — k + k exp (18d ds o ETE
o s [s2+ k23 -8 [-s + k exp (78)] ’
rm
ImCsD
Jw

- \ © ReCsd

-jeoo

Figura 2.11. Contorno Fm.

Observe que a integral em (2.83) pode ser decomposta

outras duas conforme C2.54):
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()] cem

onde I"’ aparece em detalhe na Figura 2.12.

®© ReCsD

Figura 2.12. Contorno Fs.

Como © valor de Jm = 0 em virtude do grau do denominador

ser superior ao do numerador pode—-se escrever a partir de (2.84):

N R Y (R I N G

2 mdp I"’

= 2nj Zres [] ¢ 2.55 )

A
Dessa forma, escreve-se:
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< e[ ]

Deste mode (2.51) reduz-se a (2.58) que envolve uma soma
finita de residuos. Apés alguma Algebra como detalhado no
Apéndice II conclui-se:

— 1 cos (k1D
Jo = —2kT ¢ 2.57 )
1 - sen Ck1d

H

Para o funcional J;o faz~se f{tD = teltd e gltd = eCtd.

Dessa forma escreve-se:

® 1 + joo

J:“’ = J' t rectd¥at = I F¢sYEC-sd ds ¢ 2.58 >
2]
onde F(s) é dado por:
dECsD
FCsD =L [ teCtd ) = (=1D) —m . ( 2.%50 )
ds
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Sendo assim:

1 *® aECsd
EC-s) ds « 2. 00 )

an} e ds

(o)
1
= H(tLD ou degrau unitario chega-se através do mesmo método descri-

(o)
to para Jo

Desenvol vende-se J com ECsD come dado em €1 e xCtd =

- 37 cosCkT) 2x*r%senckt) - 3x3%7%- 1

1 4k [ senCkrd - 1) 4k® [ senCktd - 1)

{ 2.e84 )

1

Para o funciecnal J; faz-se £CtD> = gCtd = deCtdsdt e o

funcional fica:
o P decty Lf 1 * 3%
J‘; = I[———-] dat = JF‘CS) FC-sd ds
" dt

2}

( 2.a62 )

Considerando x(t> = H(it> ou degrau unitirio tem-se que

el0+) = 1 e tomando-se E(s) como em (2.46) escreve-se:

-k
F(s?) = s E(s) ~ elOD= { 2.09 )
s + k expl-—7sd

-k
& analogamente F(-sD= « 2.64 )
-5 + k explrsd
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Desenvel vendo-se ent3o J;” de forma andloga aocs casos

anteriores chega-se a:

]

k cosCkTd
[& &) -

( 2.05 )
2L 1 - senCktd 1

Para mostrar uma aplicag%c dos funcionais desenvolvidos
acima preparou-se um exemplce de aplicacXZc baseadc na ajustagem de
um parédmetro de wum sistema mecanico de modo a minimizar o

funcional J:’o’ )

Imagine © seguinte sistema mecanico composto por uma
laminadora de rolos mais um sistema de controle para espessura de

chapa como detalhade na Figura 2.13.

Motor Sens | »xCtd
f
. (S
yCid yCt—-1d

v : velocidade da chapa
L : distAncia dos Rolos ao Sensor
T : atrase = L/v

Figura 2.13. Laminadora de chapas com sensor de espessura.

O diagrama de blocos conforme PALM III C1988) pode ser
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representado através da Figura 2.14.

XCsD +A{E\ ‘ 5 y Km Y(sd .
s

-~Ts

Figura 2.14. Diagrama de blocos do sistema de controle de
espessura de chapa.

Admitindo que o produto dos ganhos l(p e Km seja igual a

1 resulta que a transformada de Laplace de el(t) & dada por:

1 § -1 + expl-1sd
ECs) = ¢ 2.66 )
s s + expl-7sd

Através do Exemplo 1 desenvolvide no item 2.3 conclui- se
que © sistema & assintoticamente estidvel para 0 < v ¢ 2 o gque

limita nosso universo de otimizagXo.

A partir de (2.58) conclui-se:

cod i cos T
J = - 2T ( 2.67 )

o
1 -~ sen 1

Estudando-se essa fung¥o no intervalo de [ O,n2 I deter-
mina-se o valor de 7 comc abscissa de minimo igual a aproximada-
mente n/B. Ent¥o deve-se ajustar a distancia L e a velocidade v de

forma a sua raz3o L-v ficar préxima de n/6 o que minimiza a inte-
(0)

E de O a .

gral de erro quadratico J



2.4.2 SINTESE DE LEI DE CONTROLE OTIMA EM SISTEMAS COM ENTRADA
MULTIPLA E SAIDA MUTIPLA (EMSM

Ser& descrito neste item © procedimento computaciocnal’
desenvolvido por ROSS (1971) para um determinado grupo de sistemas
lineares com atrasc. Fica evidente através deste procedimento gue
a solugcZo de KALMAN (196800 apud ROSS (18710 para sistemas sem

atraso & um caso particular em que o atraso é nule.

O grupo de sistemas a serem considerados s3c do tipo
deterministico modelados matematicamente por equagBes diferenciais

de diferenga com coeficientes invariantes no tempo:

d x(id
—_— = Z A xCit-1. > + B ulid ( 2.08 )
dt 1 L
i=4
com:

xCtD: wvetor de dimens3o n
A : matrizes n X ncom O £ i <€ k
T valor do atrasc i, com L o
B: matriz n xr

uCtd: wvetor de dimensZo r comr £ n

Segunde ROSS (1871 o modelo descrito por (2.88) €

redutivel a um modelo com atrase Unico descrito por:

L ]
d x CLd
= A" x™ctd + A" x"ct-2r™ + B ¢ 2.00 )
dt' [+] 1
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O modelo (2.88) pode ainda ser colocado na sua forma
padr¥o conforme ROSS (1971) normalizando-se o atrasoe 27 para uma
unidade de tempo. Assim, através dessa transformag¥o o procedi-
mento de projetoc pode sempre basear~se no modelo padrX3c tirando-se

a notagl3c do asterisco:

d x CLD
= onCtD+A’th.-1)+Buct.) « 2.70 )

dt

O procedimento computacional tem por objetive projetar um
controlador para sistemas redutiveis a (2.70) que “regule" o sis-
tema, ou seja, leve o sistema ao equilibrioc (xCtd — O) apds uma

perturbag3c inicial minimizando © critério quadraticeo de desem-
penho:

o
J = [x"CtD Q xCtD + u'Ctd R ultd] dt C 2.4
[+ ]

onde

eCL): vetor de fungBes continuas iniciais definidas
em [-1,0]

Q: matriz n x n semidefinida positiva
R: matriz r x r definida positiva

O procedimento baseia-se no resultade que a lei de con-

trole linear com realimentacZo de estados:

(4]
uCtd = — R BT K xctd - R7* BT J- K,CO> x(t+8> d& ., t 20
-1
« 2.72 )
garante © minimo abscluto de (2.71) para o© sistema dinAmico des-

erito por C2.70) se u® for uma lel de controle estavel.
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A lei de controle representada por (2.728> pode ser sepa-
rada em duas partes. A primeira parte seria aquela que multi-
plica o vetor de estado presente x(t) e a segunda aquela contendo

© vetor dos estados atrasados x(t + &) na integral.

A primeira parte equilvale a solug3Io para regulador qua-
dratico através da equagBo de Riccati para sistemas sem atraso.
A segunda equivale a uma somatéria infinita de ganhos multipli-
cando cada valor da histéria passada do vetor de estado x ne in-

tervalo de tempo de 1 unidade.

[ ] @
Rt BTJ- KCO xCt + 6 dé = R B"Z K C8) xCt + 8D A8 =
[ § F 3 t 1 L
-4 =4

R BT e [K CBY %t +8D + KCBD >xCt + 8> + .
F 4 i 4 2 2

+ KC& > x(t,+§>+....]--
4 n n
=r* BT Ae[xc§bxc§3...xc§>...] | x <t + 60
i 1 4 2 4 4
x Ct + &)
{4 x 2
x Ct + 8D
"
¢ 2.78 L .
Observe que 88, = 40 = A8 = ... = 40 ... = A® floek % 16h

e §i significa valor médic de & no intervalo A€,
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[ xCt + 8D
1

o vetor: )
x Ct + 6;)

»*

x Ct + 6D
™

@ x 1

de dimensZic infinita contém toda a histéria passada durante uma

unidade de tempo do vetor de estado x.

Observe que defini¢3c do vetor de fungBes continuas
iniciais p(td> é fundamental na dinAmica do controlador durante a
primeira unidade de tempo corrida. Sem essa defini¢Zc n¥o
haveria valores a que se recorrer durante o primeirc intervalo de

unma unidade de tempo.

Esse resultado é difficil de ser aplicado rigorosamente
por duas raz@es. A primeira ¢ que se desconhece ainda um algoritmo
capaz de avaliar se a leli de controle u“Ctd & estavel. A segunda &

que somente métodos aproximados de solugSo existem para u®cid.

O métode aproximado consiste em verificar se a solucfo
aproximada definida come u'Ctd caminha para um limite bem definido
dividindo-se em partes cada vez mencres o intervalo normal izadeo de
-1 2 0. Uma vez atingido esse limite deve-se testar a estabilidade
do sistema controlade em malha fechada para uma grande variedade
de condig¢g®es iniciais. Se somente for observado comportamento
estavel provavelmente u'Ctd serd uma led estével e, por

consequéncia, Stima segundo o critéric quadratico.

Quanto ac procedimento aproximado considere: Ab' Ai' B, Q

e R como sendo as matrizes que aparecem em (2.70) e (C2.71) e m um
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inteiro qualquer. Seja K a solug¥o semidefinida positiva para a

equagio algébrica de Riccatl:

ATK+KA -KB R*B'K+Q =0 ¢ 2.74 >
m m m m m
em gque Am. Qm e Bm sZ%o definidas por:
[A, © O ..... A
mI -mI O O o)
A = O mI -mI O o)
| © 0 m —x‘nIi
[Q@ 0 © 0 [ B ]
o 0 . ... 0 o]
Q = o . ¢ B =
m ™m
|0 0 0... O] [ O ] ¢ 2.75 )

ende I ¢ a matriz identidade n x n, Am e Qm s3o matrizes quadradas

tende n ¥ {m+1) linhas e colunas, e Bm é [n x(m+lD) xr

Considerando-se a matriz simétrica K como Cm+1D

sub-blocos Ktj para 0 £ i £ me O £ ] £ mde tamanho n x n tem-se:

'.Koto Ko.l KO.M
1,0 1,1 ) * i.m
K =
K . K
[_ m,0 m,.m | ( 2.76 )

Obser ve que Ki

equacBes nas variaveis desconhecldas Ki.

Dessa forma (2.768) torna-se um sistema

Dai segue qgue:

ES

o}

; = K; . Por simetria de K.

algébrico de



Ko = Ko.o

K‘C-i/m) =m Ko para 0 £41 £ m -1

rits

KC-1>2 =K A =K A
1 o 1 0,0 4 < 2,77 )

O procedimento sugere que se faga uma sequéncia de
solugBes variando m, Para cada valer de m assumido m = 1, 2,
3... deve ser resolvida a equagcZeo de Riccati para os valores Ki i

al ent3o determina-se as matrizes Ko' K’C—i/m) para 0 £ i = m

conforme C2.77D.

A interpolagfo entre os pontos obtidos fornece uma apro-
ximagdo aos valores &timos de Ko' K‘CGD. Esse procedimento termina
quando nenhuma melhora significativa na aproximacic de Ko e K1C6)

vier a ocorrer.

A introduc3io das matrizes Am. Qm e Bm pode ser entendida

obser vando-se que o sistema de equagio diferencial:

dyCtD

at = Amth.D + BmuCt.D « 2.78 )

pode ser considerade como uma aproximag@o em dimenzZo finita a
dinAmica do sistema com atraso representada peor (2.70D. Os pri-
meireos n componentes de y(t> aproximam-se a x(t2>, os préximes n
componentes aproximam-se a x{t-1-/m>, ..., os Ultimoes n componentes

aproximam-se a xCt-15,

Para mostrar uma aplicacio do procedimento descrito acima

foi elaborado um exemplo simples:
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d x(td

T = T XCL=1) - x(E) + ultd, pCtd =2

o
J=f [x® + u®) 4t ¢ 2.79 )
[ 4]

As matrizes enveolvidas na determinag¢io dos ganhos &timos
est3o descritas abaixo e foram obtidas para m = B o que significa
a divisfo do intervalo de -1 a O em 5§ partes © que & considerado
satisfatéric em ROSS (1971):

-1 o O &) 0o -1 ¥ 0 0O O ¢ ©
5 -B (o) o) o] o) 0 0 O 0 ¢ o
As = ¢ 8§ -5 0 O O Qs . 0O 0 0 0 0 O
0 0O 5 -5 0 0 O 0 60 0 0 ©°
(o] O o) 5 -5 &) O 0 0 0 0o ©
| o o o o 8 -5 | | 0O 0 0 0 O O]
1
(&)
Bs B (o] R=1011)1]
0
O
| O ] < 2.80 )
Resolvendo a equagio de Riccati associada,
T -1 T
As K + K »ﬁu.5 K Bs R Bs K + Qg = 0 2 G

obtém-se, numericamente:



0.3873 -0.0076 -0.0184 -0,.02877 -0.0418 -0.0880
-0. 0076 0. 0067 0. 0067 0. 0082 0. 0050 0. 0033
-0.0184 0. O0B7 0. 0074 0. 0074 0. 0087 0. 0052
=0. 0277 0. 0082 0. 0074 0. o082 0. 0083 0. 0074
-0. 04158 0. 0050 0. 0087 0. 0083 0. 0054 0. 0085
-0. 0880 0. 0033 0. 0052 0. 0074 0. 0085 0.0113
Determi nam—-se os ganhos através de:
K =K = 0.3873
o o,
KC=i/mD = mK_ para 0 £ i € nm
1 O,i+t
K‘C-O/SD =8 x (-0.0076> = -0.0378
K‘C—1/SD =8 x (-0.0164> = -0.0820
K‘C-B/S) =85 x (~-0.02770 = ~-0.1384
K‘C—S/S) =85 x (-0.0418) = ~-0. 2076
K‘C-4/5) =5 x (-0.0880> = -0.2001
= 0.038B73 x (-1 = -0, 63873

K{C-1>2 =K A
1 o 4

A partir desses valores determinam-se o polinémio inter-

polador nesse intervalo de -1 a O:

K (8> = 0.0105 8> + 0.0363 6* + 0.0333 &° -

"~ 0.1415 8° + 0.1016 @ - 0.0378 ( 2.82 )

ROSS (168710 considera que interpolag®es de quinte grau
s3oc suficientes para K‘C ad. Polindmios de grau superior a 5
podem intreoduzir dificuldades computacionais ac problema e nSo

acrescentam melhorlias significativas em K‘CGD.

faz-se a seguinte

Com o©o wvalor do polindmioc interpolador

aprox mag@o:
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-]
L+ ]

I xce> xtt+ed de g}: KCBD xCt+8> AB
= 41 4 1 i
i=1
{ 2.88 )
Por motivos de implementacZfco adota~se a lei de controle

otimtzada aproximada por uma discretizagio.

u'ctd = - Ko xCtd - K"C—O..‘l) xt-0.1> 0.8 - K‘C-O.3) »x(t-0.3> 0.8~
o K‘C—O. 5 x(t-0.85 0.2 - K‘C-O. 7> xXt-0.7> 0.8 -

= K‘C—O.QD x(t-0.8> 0.2
( 2.84 )

LD = - 0.3873 x(tD + 0.01188 xCt-0.1> + 0.02172 xCt-0.3> +
+ 0.03428B xCt-0.8> + 0.04844 xC(t-0.7> =+

+ 0.06734 x(1-0.680
( 2.85)

Note que os ganhos discretizados K‘C§i) aumentam a medida
que se distanciam do 0. Embora esse fato se verifique também
para outros sistemas issc n¥o constitui uma regra, o que foi

comprovade gquando da aquisigBo de resultados no item 3. 2.

Na determingio de u', além da aproxdimagBc inerente ao
procedimento, existe a aproximag%c & integral que contém K1C ad.
Apesar disso as solugBes resultantes do procedimento analeoge ao
desenvolvido no exemplo serfc consideradas come referéncia na
comparacio com outras que aproximam o elemento de atraso por numa

dinAmica linear como detalhado no fitem 3. 2.
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3 RESULTADOS DA UTILIZAGXO DE APROXIMAGOUES A DINAMICA DO ATRASO
NA OTIMIZAGAO DE SISTEMAS DE CONTROLE

3.1 SISTEMAS COM ENTRADA UNICA E SAIDA UNICA CEUSWD

Neste item sXo mostradas as express@es para os funciocnais
derivadas da socluc3o exata comentada no item 2.4.1 e as expresstes
cbtidas substituindo-se o termo e ' por algumas de suas

aproximagSes analiticas.

As aproximagBes escolhidas s3c resultantes do truncamen-
to de 12 ordem da expans¥o em série de Taylor. Relembrando o fitem

2.2 tem-se:

-Ts -TCa+bda 1 — Tas , com a + b =1 (9.1
e = o = ———_—
1 + Tbe

As aproximag®es utilizadas estic na Tabela 3.1.

Tabela 3.1. AproximagBes resultantes do truncamento

da série de Taylor de 12 ordem

Trunc.12 ordem Express¥o
a b
1
A (o] ;| T % o5
1 - 2
B 12 i8 =
1+ =
c 1 o) 1 - T8

Para exemplificar como foram obtidas as expressBes de
J :" dos funciconals considerados com a utilizagko das aproximagBes

descritas na Tabela 3.1 considere que o bloco de atraso contendo
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e

e ™" tenha sido substituido por um bloco contendc a aproximagko

1/Cts + 10 come ilustrado na Figura 3.1.

->

XCsd (D) k YCs)

-y

L 4

»

s + 1

Figura 3.1. Diagrama de blocos com a aproximag@o 1-.(rs+1d a P

Considere também que como assumido em 2.4.1 a entrada do

sistema xCtd) = H(tLD ou degrau unitario de modo que X(sd = 1.\,

Dessa forma o erro el{td = x(td ~ yw(tdD pode ser escrito na

forma transformada de Laplace por:

. _ N _¥es> 1 .
ECs> = XCs> - Y(s> = X(sD [1 XCs)]

k
s s + (1 ~ k10
1
= . 1 - = =
s k 1 Tsz+s+k
s 7Ts 4+ 1
s + 1 - k710 s + €1 - k11
- i k = < 8.2
'rCs:-P—s-i--——) T €s + r (g + r D
T T 1 2
onde r,. e -r, equivalem as raizes de:
s=+-—1—s+—-k—=0 ¢ 8.8 )
T T
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que sXo:

- r = t B. 4
4,2 2

Observe que como k > O e T > C implica:
1 k

° -
1-)5&——;(4—7—-.
T
J_L-4_L=lc_1>[4_l<____é_]=Jj4_L,L
2 T T 2 T z
T T T
o 1 k
2-)59—-—;)4-—;—
T
J_i__,;_z_(JL,;_z_
2 T 2 T
T T

De 12 e 2% conclui-se que as partes reais de ~r,_ e -r.,
Rec-r‘#) < 0, o que significa que o sistema & estavel com a apro-

xdmag8o para gquaisquer k e T positives.

Wilizando—se o teorema de Parseval escreve-—-se:

o + joo

J;‘” = I efcidat = %J- ECS)EC-sdds =
o - joo



ds =

1 *i® T8 + €1 - k1) (=80 + C1 - k1o
anj J_jw 'l'st + 8 +k 't'C--s)z - s + k

s + 1 - kT —rg + €1 - k711

+ joo
=§}TI ds =
3 ,.T9Ce +r (s + D s —pr D ~pr D
-jo 1 2 4 2

+ jo
221'7_1— C ... Jds ( 8.5 )
-.jm

Fechando-se © contorno por um semi-circule de raio
infinite na metade direita do plano complexe comoe ilustrado na

Figura 3.2 tem-se:

+ j0O
o _ 1 - 1
Jo = a—ﬂ‘j-J‘C s 2ds = a—-———nJ C ... Jds { 8.6 )

®© [Rels)

Figura 3.2. Contornec I.



Prosseguindo pocde-se escrever:

(O i 1 g
Jo = é—&-j I ¢ ... Dds -a_';J_ C aﬂJ) 2 resC ... D
r mdp
=-z resC ... 2 (8.7 )
mdp

onde mdp significa metade direita do planoc.

Os Unicos pdlos ;ie ECSDEC~sY> na metade direita do plano

complexo sfo: r, e r, como ilustrade na Figura 3.2. Assim,
escreve-—-se:
o S =
Jo = z resC ... 2 Zresc...)
wmdp -=r~‘..rz
=—limCs—r‘>C...)-11m(s—r2)C...D=
2 =-» r 2 =+ r
2
'rr1 + C1 — k10 -'rr‘ +C1 -~ k1>
TCr + r DOCr 4+ r D €<r ~r>D
1 i 1 2 1 2
rrz + (1 - k12 —'l'r2 + (1 -k7d
-— =
-+ -
'rCrz + r‘:’Crz rzD ':'Cr-2 r‘)

t-‘rz-rz + Lkt - 1)2
= 2 ¢ B. B )
2rr r™Cr +1r )
1 2 1 z

| k .
Lembrando que r,.+ DS o & T T = = tem-se:
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J;m -Z resC .., D = =
1 g k
s=r ,r 2 T
'y T T
1 2z 2
2 Skt - kT + 1D ¢ 8.9

Se ao invés de utilizar o parAmetre k relative a um ganho
fosse utilizada uma constante de tempo T como feito nas Tabelas
3.2.2 e 3.2.3 bastaria substituir k em (3.9) por 1-T donde sai:

(O 1 2
JO = —§TCT2 Tr + 70 ( 9, 40 )

Além das expressSes obtidas em fun¢g¥o dos parAmetros do
sistema s3o mostrados os resultados obtidos a partir da solugfo
exata e da soluglc por aproximagBes para os parametros otimos
segundo os critérios de desempenho baseados nos funcicnais

comentados no item 2.4.1,.

As expressSes obtidas para os funcionais e os resultados
&6timos para os parAmetros foram obtidos com o auxilio do software
Derive « A Mathematical Assistant, Version 1.B82 by Soft Warehouse,
Inc... Entende-se por parametros étimos aqueles que minimizam os

critérios de desempenho:

w0
F 4

I3 = J. [ eCtd 1 dt : Integral do erro quadratico
(-4

« B.11 )
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[+ ¢}

2
39 = I t [ e Ctd ] dt : Integral do tempe multiplicado
$ o pelo erro quadrético

¢ B8.12 )

o
2 2

(O) (1) deCt) dt

Jo + Jo = ‘L [ [e(t.) ] + [ = ] ]

Integral do erro quadratico somada a derivada ac quadrado do erro.

¢ B.18

00
2 2

Lo <4) delCtd

.'F‘*Jo J; [t[eCt)]+[—a-€——] ]dt:

Integral do tempe multiplicada pelo o errc quadraticc somada a

derivada ao quadrado do erro.
( B.14 )

0s resultados foram determinadoes a partir de dols tipos
de sistemas a saber: 12 ordem com parAmetros T, constante de tem-
po, e v , atraso, e 22 ordem com parametros { correspondendc a
constante de amortecimento, @ . 4 frequéncia natural, e T ao atra-
s0. Os diagramas de bloco correspondentes aos dois sistemas encon-—

tram— se nas Figuras 3.3.1 e 3.3.28.

Nos deis sistemas considerades o© bloco de atraso esta
colocade na realimentagio. Segundoe WALTON, MARSHALL (19832 o
procedimento de célculo n¥o seria alterade se o bloce de atrasco

estivesse situade no caminhe direto.



X (gD + Y (sD
:@ > ’.i. : +
- s
a2 e

Figura 3.3.1. Sistema de 12 ordem com atrasc na real imentagio.

X Csd> + w: Y Csd
s[s+a(’m“)
-Ts
e +

Figura 3.3.2. Sistema de 2% ordem com atraso na real imentacg&o.

A entrada considerada em ambos os sistemas & xCtd = HCt)
equl valente ac degrau unitarie cuja transformada de Laplace &
XC=sd = 1/8%.

2.1.1 SISTEMA DE 1° ORDEM

As expressBies em fungSo de T e v ilustrados na Figura
3.3.1 encontram-se nas Tabelas 3.2.1, 3.2.2 ©+3.2.3 onde 0 signi-
fica expressZo exata obtida com bloco de atraso pureo e A, B e C

correspondem a&s aproxima¢®es detalhadas na Tabela 3.1.
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Tabela 3.2.1. ExpressBes para J: ' J:o’ - J;" exatas COD,
O
1 T
. '—a— T cos [—-.-i.-——]
Jo - T
[ T
i senh T ]
ar? + 'I" - ar‘sen r—-z—-] 3T7 cos [—-—T—-]
3o £ T
L ] b
- S . i e
4 [1 sen[ T ] 4 [1 sen[ T ]]
S [_'r_
2 T
J<1)
o
T[l - sen[-;—]]

Tabela 3.2.2. Express®es para

JO
o

- I, Jo para
aproximaciEo A.
A
o
J i 2
o =T cT® Tr + T2
o T - 2T + Tr + 27
1
4T
T + «
J;u
2T*

&g




(O (&

)
para as

Tabela 3.2.3. Express@es para J: ’ J’ e J°
aproximagBes B e C.
B C
2 cer - arr + 20D
3 = ’ 2 er-o
] 2
2T -~ 1
J<0) 4T‘ - 12T’T + 13T2‘r2 - 4TT’+ T‘ T - r)z
l_ e
4C2T - ° 4
T 2T + 1 1
J e S RE N e
° 2TC2T-10 2T ~ 7

Os valores ¢timos determinados para a constante de tempo
T em sistemas de 12 ordem com atrasec na realimenta¢c8io constam nas
Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5 para os quatro critérios de desempenho
descritos por 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 e para o atrasc v igual a 1,
0.B e 0.25 s.

Tabela 3.3. Valores 6times de T segundo Jzo’. J;o’.

JLO) + J;" e 39 J;" para T = 1.0 s.
0 A B C

J;°’ 1.35301 1 1.2071 n¥o existe
J:°’ 1.83212 1. 48557 1.40008 1
J;°’+ J;" 1.05687 1.76920 1. 89002 2
J:°’+ 3.9 1.07881 1.8737 1.682482 2

=12



Tabela 3.4. Valores étimes de T =egundo J;m. J:m

J;"’ + .J;“ e J:°’+ J;“ para T = 0.5 s.

0 A B C
oS 0. 67644 0.5 0.60352 |n¥o existe
I 0.816081 | 0©0.732785 | 0.75 0.5
J;°’+ 3. 1.4e285 1.40129 1. 45003 1.5
J:°’+ J;“ 1. 45357 1.41403 1.44779 1.8
Tabela 3.5. Valcres étimes de T segundo J;o’, J;o’,

J;°’+ J;" e J:°’+ J;" para T = 0.285 s.
0 A B c
J;‘” 0. 338293 0.28 0.301776 |n¥o existe
3% 0. 40803 0.368362 | O.375004 0.25 .
J;°’+ J;“ 1.23358 1.2142 1.23133 1.85
3% _T;“ 1.23107 1.21862 1.23031 1.25

As Figuras 3.4, 3.5 e 3.8 contém os graficos correspon-
dentes aos valores em porcentagem da raz¥c T étimo da
aproximag3or T étime exato) proveniente dos resultados escrites
nas Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5.
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120%

T DTMD APROX/EXATO

Figura 3.4. CGrafico da razfio (T étimoc aprox ~ T &timo exatod
para aproximag®Bes A, B e C conforme critérios de

desempenho para 7 = 1.0 s.

120.0%
r 110.0% 3.7
{0)
! §1on.c?: = 3
(
iat O [ &)
( X 80.0% - 3+ T
E Jfo) J(’.)
g B0.0%- « °
()
© 700%
£0.0%
50-0% R T T 14
0 A 8 £
APROXMACOES

Figura 3.8, Grafico da razic (T étimo aprox ~» T étimo exatod
para aproximages A, B e C conforme critériocs de

desempenho para v = 0.5 =s.
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0
[}

APROMMALCES

Figura 3.8. Grafico da raze (T étimo aprox ~ T otimo exatod
para aproximagBes A, B e C conforme critérios de

desempenho para 7 = 0.85 =.
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Assumindo T = 1 os valores encontrados para T que mini-
mizam os critérios de desempenho 3.11 e 3.12 encontram-se na Tabe-
la 3.6. O grafico da Figura 3.7 mosira os valcres percentuais da
razfio Cr étimo da aproximacS%or T &timo exatod. As Figuras 3.8,

3.2 e 3.10 exibem as curvas J:”. 3:0’. e J;” em fungio de .

Tabela 3.86. Valores otimos de v para T = 1.

o A B c
J;°’ 0.5236 0. 5000 0. 5850 niZc existe
J:‘“ 0. 40688 0. 4343 0. 5263 1. 0000
250%

[ d
Q
=)
B

Nerans
[
°

150% ; .- —

-
(=
(=)
s

Soal 10

ATRASD OTMD APRDX / EXAID
i
L
[N
e

50%

v N
O
| o T IR

APROXMALCCES

Figura 3.7. Grafico da raz3o €7 &time da aproxi magios
T dtimo exated para T = 1.
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0.5 1.0, 1.5

2.0 Ts)

Figura 3.8. Valores de J:'” em fungBlo de T exatoc ® para

aproximacSes A, B o C.
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3-(10) 0 B‘ Ar"
2-0 T ::::
1.5 1 i
1.0 ¢
C .
0.5 4 - '
0.5 1.0 1.5 2.0 Ts)

Figura 3.8. Valores de J:o’ em fungBo de T exato e para as

aproximagBes A, B e C.
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1.8+

1.0 %

0.5 1.0 1.5 2.0 T(s)

H

Figura 3.10. Valores de J;‘ em fung@o de 7T exate & para as

aproximag®es A, B e C,
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3.1.2 SISTEMAS DE 2° ORDEM

Em vista da dificuldade algébrica imposta para a determi-
nac¥c da expressio exata para J:” e J;” em termos dos parametros
[ w eT de um sistema de 2% ordem com atrasoc na realimentagXo
s¥o apresentadas somente as expressBes obtidas com base no
critério .J:”. erro quadrético, bem como seus parmetros otimi-
zantes. A Tabelg 3.7 mostra as expressBes exata e para

aproxdmagBes segundo o critério J;o’.

(Q)

Tabela 3.7. ExpressBes para Jo exata o e para
aproximag@es A, B e C.
{0)
JO
N aznﬁz = micosh(ﬁ?)] ﬁz[az + w:ccsCaT)]
8 + =
2Cot + £ plete g —w:sinhCﬁTD] afzte o -u:sencOw:]
Bm:TSC + mirz(3 - ar® - amnrcc4<2 - 1> + 47 + 1
A
2
2wh[b“rc4( 1> + 2(]
4m:cr’ + w:12C? - 120 - 4thTC4(z -3 + 4car® + 1
B
2 2 2
4mnﬁawnrcac 1> + 4L w L7 ]
ofr? - 40 77 + 4L% + 2
c ™ n
awnca( . th)

Para a expressfo (0) os valores das fung®es a e [3 apare-

cem indicados em €3.150 e (3.186D.
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“:.l [c2tw >%+ 4u¥] - cacw‘__b’]
ann.() = ( 9.13 )

S -

“;I [cate >+ 4w?] + c2tw )’]
ﬁ(a%.CD = = L 2 { 8.126)

N

As Tabelas 3.8, 3.9 e 3.10 exibem os resultados cbtides
para © amortecimento { étimo segundo Jéo’. erro gquadratice, para
tres valores de atraso: 1, 0.5 e 0.85 s, as freguéncias naturais

iguais a 1, 2 e B8 rad/s.

Tabela 2.8. Valores étimos do amortecimento [ para v = 1,

0.5 e 0.85 s e w = 1 rad-s segundo J;o’.

O Cexatod A B - C
T =18 i.0578 1 1.03621 1
= 0.5 0.7711 0. 7648250 O. 767026 0.78
T = 0.25a 0. B388 0. 833377 O. 630882 0. 625

Tabela 3.08. Valores &timos do amortecimento ¢ para 7 =1,

0.5 e 0.285 s e w = 2 rad-s segundo J;o’.

O Cexatod A B Cc
= 1gs i.6368 1. 42828 1.568244 1.5

v = 0.5s 1.0416 1 1.03821 1
T = 0.25s 0.7711 0. 784820 0. 767026 0.78
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Tabela 3.10. Valores étimos do amortecimento { para 71

1.

0.5 e 0.256 g e & = & rad-s segundo J:“.

O (exatod

mento { étimo exated correspondentes as

As Figuras 3.11,

e 5

A B c
T = 1a 3.6111 e. 75748 3.2182 - &
T = 0.Bs 1.878 1.84145 1.862858 1.75
T = 0.285s 1.18085 1.10832 1.18822 1.125

3.12 e 3.13

tuais da raziio Camortecimento [ &timo

Tabelas 3.9,

exibem em valores percen-
a aproximagl3c .~ amorteci-
3.10 e 3.11,

Considerando-se o© diagrama de bloco exposte na Figura

3.3.2 constrél-se a Tabela 3.12 contendo ot wvalores &timoes do

atraso T assumindo [,

constante de amortecimento,

w o, frequéncia natural, igual a 1 radrs.

H

igual a 0.8 e

Tabela 3.11. Valores de 7 4timos segundo J;o para expressio
exata (0) e express@es derivadas das aproxima-
Glles A, Be C comT = 0O.B e o, =1 radss.
O A B C
T ¢ 0. 3021 0. 330568 0. 406253 0. 5ae000

A Figura 3.14 exibe as curvas de J;o

expressic exata (0) e aproximag®es A, B e C.
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Figura 3.11. Grafico da raz¥o: Camortecimento [ &timo da aprox /
v/ amortecimento { étimo exatod para as. aproximacBes

A, BeCparat =1, 0.5 e 0.285 s e com w = 1 rad-s.

Atrosn: 1.0

|
|
| . .
Atroeny 0.5
L b
m Afrmmo: 0.25

-
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o |
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Figura 3.12. CGrafico da raz3io: Camortecimento ! &timo da aprox ~
~ amortecimento [ 6timo exatod para as aproximagSes

A, BeCpara 17 =1, 0.5 e 0.285 s e com w = 2 rad-s.
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Figura 3.14. Valores de J:” em fun¢do de T exato e para as

aproximac®es A, B e C.
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3.2 SISTEMAS COM ENTRADA MULTIPLA E SATIDA MULTIPLA (EMSMO

Neste 1tem s&c apresentados os resultades de diversas
simula¢gBes baseadas no procedimenteo cemputacicnal preoposteo por
ROSS (18712 comentade em 2.4.2 e na utilizagio de aproxima¢cSes de
Padé conforme definig3co por PALM III (18863 em (2.189) A dinAmica

do atraso.
A soluglc para lei de controle derivada do procedimento
computacional de ROSS (1971) ser4 considerada como referéncia as

solugBes cobtidas atraves das aproximagSes.

Escol heu-se, para efeito de anilise e c¢oleta de

resultados, um sistema particular de 22 ordem descrito por:

d xCtd o) 0 o} n (o}
—_— = xCtd + Pl xce-1> + utLd
dt 0 2w -© 0 1

yitd = [1 1] xC LY

-1

com ellLd =
o]

] para -1 £ ¢+t < O { 8.47 )

© critério de desempenho escolhido €& o critério

83



quadritice definido para esse caso como:

( - i 0 .
J=J [x x+u]dt
¢ 8.10 )

x
1 Y4
x = = e de salida ou resposta: Yy = y ¢ 3.19 )
2 2

O sistema descrito através de (2,170 tem o propdsito de
dissociar a parte dissipativa representada pela matriz gue multi-
plica o estado atual x(tD> da parte acumulativa representada pela

( matriz que multiplica o estado atrasado xCt-1).

Por parte dissipativa entende-se aquela que possul o
amortecimento representado por U, e por acumulativa aquela con-
tendo exclusivamente a frequéncia w de oscilag3o. Caso nl3co

houvesse atrasco a dinfmica descrita em (3.17) seria reduzida a:

d xCtDd O © O
P = n xCtd + uCtD {9.20)
dt ‘-t.on -8{'&“ i

O sistema deserito por (3.17) pode ser representade na
forma de diagrama de blocos através da Figura 3.15. O bloco que
{ representa o sistema descrite por (3.17) recebe a denominagBic de

GCs).
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Figura 3.15. Representag¥io do bloco &sd descrito por (3.17).

O diagrama simplificado do sistema contreolado pode ser
representado através da Figura 3.16 onde aparece © bloco do con-

trol ador denominado de I (sD.
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e G Cs) >
g
|| RCsD
I CsD <

Figura 3.16. Diagrama do sistema contrelado.

Para a determinagZoc da lei de controle u étima segundo
ROSE (19713 procede-se conforme exemplificado no item 2.4.28

formul ando-se o problema como

n =2 : ordem do sistema ;

0 o
: matriz de estado ;

matriz de estado atrasado ;

: matriz de ponderagio de estade para critério
L&) 0 quadratico ;

B = [ 8 : matriz de controle ;

R = [ 1 ] : matriz de ponderagfoc de controle para critério
quadratico ;

m = 5 : ntmero de divisZes no intervalo de -1 a O para

determinag®oc da fungf®c matricial K‘CGD 3



Assim definidos as matrizes e os parAmetros determina-se:
l(o : matriz de controle scbre o estade x ;

x’ceb : matriz de contreole sobre o estado atrasado x(CL+6D
onde & varia no intervalo {-1,01 ;

Na determinagZc de Ko e K‘CGD utilizou-se o© software

PC-MATLAB VERSION 3.05 by The Mathworks, Inc..

Uma wvez calculadas as matrilzes Ko e cheb escreve—-se a

lei de controle:

[+
- Rt BT K xCtd - Rt B’ J K (6> xCt+8> do ¢ 8.21 )

-4

Conforme as matrizes adotadas pode-se escrever:

11 12

1[0 1] [% Ko | x> -
24 22
[+ Ko

. K:’ces K:’cab
-1 [o 1 ] J 24 - xCL+8) dé =
k¥t cod K*%ced
-4 1 4
[ 5]
= [x“ o ] xC D —I [K"cm K22ced ] xCL+8> de
[ +] [+ ] 1 4

« 8.22 )
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Devido a dificuldade de implementagc&s do 2% termo de
(3.280, em raz¥o da integral na segunda parcela significar uma
somatdéria de infinitos termos a cada instante de tempo t, procu-

rou-se aproximar esse termo a uma scomatdria finita:

0
I [K’:‘ceb K:’ceb ] xCL+8) d6 =

-1

o B e

( 9.23 )
onde é’i : valor médio de @ no intervaleo |
A S = —--:-— : amplitude do intervalo
Assim pode-se escrever:
L 21, = 22 5 — y .
) X K‘[e.] K’(e_) x[t+6i] A8 =
ime 1 *
t 21, — 22 » — -
= A@8TY [K (e,] K [a.]]x(t+e_]-
. 1 t 41 1 |9
=4
= Ae[[x“[a) x“(a]]x[t+§] .
1 1 1 1 i
21, = 22 4 = v | =
+[K‘(62] x’[ez] x(t+92] + ... o+
+[|<'“ 5] St 3] x(t+§]]
4 | 1 1 1
i < 89.2¢ »
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Foram feitas simulag®es em alguns casos para L=5 e =10 e
os resultados obtideos em termes das respostas yi e y: foram prati-
camente os mesmos sendo adotado em definitiveo 1=5 por simplici-
dade de aplicagdo. Para =5, cada divisZo do intervalo passa a ser
1/5 ou 0.28. Dessa forma descreve-se a lei de controle u' tomada

como referéncia por:

- 0.2 [ [K:‘co.n x:’co,n ] x Ct + 0,1) +

+ [K:‘co.sb K:ZCO.SD] x Ct + 0,3 + ... +

+ [K“co.gzx k*%co, o ] x Ct + 0,8 ]
4 4 { 5.25 )

Uma vez descrita u' pode—-se detalhar o bloco do contro-
lador denominado para a solug3o de referéncia como IrCs) atraveés
da Figura 3.2,
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Figura 3.17. Bloco controlador IrCs) em detalhe.

Para a implementa¢Zc de u’ utilizou-se o software TUTSIM
IBM PC/XTZAT VERSION 5.0 by APPLIED 1.
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Figura 3.18. Substitui¢®es ao bloco de atraso.

Quanto a solugZo dencminada de u' através de aproximagEo
4 dinamica do bloco de atraso procede-se a substitui¢®o em GCs)
do bloco contendo e por uma aproximag@ico de Padé de ordem m

conforme iflustrade na Figura 3.18.

Com a introdug®o da aproximagio de Padé amplia-se o
numeroc de estados 4 serem utilizados na sintese da lei de controle
u™. Como exemplc considere a substitul¢Zo em 6(s) de e © por
1As+12, isto &, m=1 resultandec a Figura 3.18 que descreve o

sistema com aproximacio denominado GmCs). no caso G‘Cs).
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Figura 3.19. Sistema G’Csb com aproximagZo por Padé de 12 ordem.
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Através da Figura 3.19 pode-se escrever:

s X(s) = w X (s
1 n 4

s XzCs) = - a(wn X’Cs) - e, x’(s)

1
X’CSD = T‘;-T_ X‘Cs) - 5 X.Cs) = x’.CSD o Xﬁ(s)
1 :
J{‘CSD = T""_—i—- szSD =p s X‘CS) szS) x‘CSD
{ B.26 )
Em forma matricial:
|“(} O O o r (8]
n
o] -2l w —ld O 1
s A(sd = n N XCs) + Ucsd
i O -1 ¢ 0
O 1 O -1 O
| ] I )
58 XN(sd = A XCsD + B‘UCSD € B.27 )

A passagem para o dominio do tempo é trivial reduzinde o
problema & determinag3o de um regulador étimo guadratice u' dado

por:

u =-K x=-[ k k k k 1 = { 9.28 )
i 2 95 4

e S a solugcqc da equagio de Riccati:

SB‘E"B"S—A'S-SA~Q=0 ¢ 3.20 )

Com Q e R iguals a da formulagXe da solugioc u de

referéncia j& que o critério quadratico deve permanecer o mesmo.
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Uma vez determinada a lei de controle u' aplica-se
a mesma no sistema GI(s> com & ressalva que esse sistema fornece

somente os estados x‘ e xz.

Os estados X, & X, deverlo ser gerados a partir de xX=Y,
e x,= ¥y, no contreolader através da dinamica representada pela

Figura 3.20.

Y Cs2 X_CsD
1 . 1 ] -
-+ T 5

Y CsD X Csd
z . 1 < .
» = 571 >

Figura 3.20. dinAmica de gerag3o dos estados X, & X .

O bleco do controlador gque sintetiza u a partir da subs-
titui¢Zc do bloco de atrasc por uma aproximac¥e de 12 ordem de
Padé em G(s)> recebe a denomina:;ko de I’(sb e estd esquematizado
atraveés da Figura 3.21.
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soluglic de
referéncia
G(sd -+ ICsD
ROSS (19715
22>
substituic¢io de regul ador
e~ TS linear
GCsD - GmCs) » ImCs)
por Padé de quadratico
ordem m
3%
umCsd Y"Csd u'¢sd ¥y esd
» GCsd > —— e} &K sd o>

versus E

Figura 3.22. Esquema para obtencfo de Y (s e ¥Y'(s).

Com a definig3o do contreolador ImCs) segue a sua
aplicagio no sitema G(s) para a obtengioc da resposta y' que sera
avaliada quanto a sua proximidade & resposta y° resultante da

aplicagfo de I (s> em GIsD.
T

De forma esquemitica pode-se resumir o procedimento

idealizado para a coleta de resultadeos através da Figura 3. 22.

Os resultados obtidos em termeos das caracteristicas da
resposta ym para solugfo com aproximacXo a din&mica de atrasc em
comparag®c A solugXo de ROSS (1971) ou de referéncia y constituem
uma forma indireta de avaliar o quZIc préximas estBo as leis de
contrele u e u"  derivadas dessas duas solugcSes quando

implementadas no sistema .
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A proximidade de respostas y'e y'" foram avaliadas quanto
a0s valores obtidos para os parAmetros: sobresinal, tempo de subi-
da, tempo de descida, tempc de acomodag3o e pela forma geral da

curva.

Foram realizadas simulag®es para trés wvalores de
frequéncia w : 1, 2 e B rad/s e a cada frequéncia para trés valo-
res da constante de amortecimento [ : 0.1, 0.5 e O.B. Em relagfo

-8

4s aproximagBes ao bloco contendo e utilizou-se trés

ordens m :1, 3 e 5 para o binémic de Padé.

Os resultados s¥c exibidos na forma da razZo em

porcentagem:

parimetro da curva para aproximag3o m

parameiro de referéncia x 100 %

através de graficos referindo-se a um par de frequéncia e constan-

te de amortecimento. Os valcores desses par&metros foram medides

diretamente a&s curvas das respostas yr e y'".
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As Figuras 3.23.3 e 3.23. 4 mostram as respostas yr e ys
cbtidas para a menor constante de amortecimento [ = 0.1 e e a
mencr frequéncia utilizadas nas simulag@es a uma aproximag3c de

ordem m = B.

As respostas obtidas para a aproximag3o m = 1 apresentam-
se relativamente distantes da solug3c de referéncia. Fara as fre-
quéncias w_ iguais a 2 rad-s e 5 radss todas as respostas a m = 1
mostraram-se instéveis independentemente das constantes de amorte-

cimento [ adotadas: 0.1, 0.5 ou 0.8,

O melhor resultadcoe para a aproximag¢3o com m = 1 com res-—
peito a2 proximidade de respostas foi obtido com { = O.B e w o= 1 o
que pode ser visto através das Figuras 3.25.3 e 3.25. 4.

A frequéncia w = 5 rad-ss obteve-se respostas estaveis
para a sclug3o de referéncia somente para a constante de amorte-
cimento { = 0.8 . Para [= 0.1 e [[ = 0.5, embora a2 solugZo de
referéncia nf3oc garantisse a estabilidade de resposta, obteve-se

respostas estiavels para as aproximag@Bes m = S e m = 3 .

Ainda 3 frequéncia w = S radrs, apesar dos valores obti-
dos para os parametros, com [ = 0.8 e m = 5, apresentarem-se rela-
tivamente préximos daqueles obtidos na resposta de referéncia,
nota- se pelas Figuras 3.209.3 e 3.280. 4 diferengas acentuadas nas

formas das curvas de resposta.
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4 DISCUSSXO SOBRE OS RESULTADOS OBTIDOS ATRAVES DAS APROXIMAGDES
A DINAMICA DO ATRASO

4.1 SISTEMAS EUSU

A anilise dos graficos das Figuras 3.4, 3.5, 3.6, 3.11,
8.12 e 3.13 presentes nho item 3.1 mostra que a aproximag3o B

definida por:

TE
T . 2
T8
o = = ¢ 4.1 )
1 +

Cver Tabela 3.1 apresenta sempre © melhor resultadc com relag3o a

cbtenc3o de parimetros étimos do sistema.

A aproximac3o B difere de A e C no sentido de possuir um
zero e um pdlo. A aproximacio A niEo possui zero e a € na3c possuil
pélo. Além disso, o pdle e o zero de B estZo posicionados de
forma simétrica em relag3o ao eixo imaginario fazendo com gque essa
aproximag3c apresente um comportamento de filtro do tipo “passa
tudo". Esse fator pode ser a explicag3o para as menores
diferengas verificadas entre os parametros étimos cobtidos por B em

relagio aos valores exatos.

Os par&metros étimos calculados através das aproximagSes
para eritérios de desempenhc dos tipos J :” + J :)‘ e J:m + J ;”
(ver item 2.4.1> apresentam—se mais préximos dos seus valores

exatos. E curioso que mesmo a aproximagZo C, nXEo recomendada

’ tomados individualmente, apresente

(0} (1) (o (L
+ J e J + J 7,
o 1 o

para os critéries J;m e J:o
bons resultades para critérios dos tipos J

(1)
De certa forma pode-se afirmar que Jo funclona como um cor-—

retor viabilizando a utilizag3ic de critérios do tipo J;m + J;" e

{O) <4)

J‘ + Jo para qualquer das aproxima¢Bes A, B ou C.
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Em sistemas de 12 ordem a utilizagfo de C resulta em
parAmetros otimos distantes dos seus valores exatos para o
critério do tipo J:m e, para o critério J;m. nfe existe sequer
um valor minimo. Entretanto, para sistemas de 2% ordem o emprego
de c apresenta-se relativamente satisfatério embor a as

aproxima¢®es A e B mostrem resultados melhores.
Tomando-se o©s sistemas representados pelos diagramas de

blocos nas Figuras 3.2.1 e 3.2.2 tem-se para as expressBes da

transformada de Laplace do erro e(t), E(s) o seguinte:

ECsD

B _¥es)
X{sd - Y(s2 = X(sD [ 1 x—c—-s*-s-— ]

A
! s . 1
- ol 1 -TS x -TS O S
1 + — e s + e

- _ - _ Y(sO
EC(s) = X(sD Y(gd = X(sd [ i @) ]

2
w
n
1 sCs + a{'mn)
= — 1 - -
s 2
“n -5
+
1+ Zw > €
sZ+ 2w s + w® e TS-
_ 1 n n n
= Y = ¢ 4.9 )
s +a8ws +w e
n La)
onde xXCt) = H(tLY> corresponde ac degrau unitario.
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Substituinde e - pela aproximagZo C em (4.2 e (4.3

tem-se:
i { 4.4 )
ESSDES (i1-102s + 1
2
s + 2w —-w T
ECs) = 2 = = > ( 4.5
sz+C8{m -~ wT)s t w
2] n ™

Em C4.4), ao contraric de (4.5, a substituicZo de e ' =

per C nZEc introduz dinAmica no numerador o que significa que a
express¥o de E(s) para sistemas de 12 ordem dada por {(4.43 n3o
possul =zeros. Esse fato talvez explique os piores resultados
obtidos com © emprego de C em sistemas de 12 ordem para criteriocs

de desempenho do tipo J;m e J:m.

Quanto As expressdBes dos funcionails J;m . J:m

e J
o
pode—-se dizer que a utilizag3io de aproximag®@es facilitam sua
determinag8o analitica especlalmente para o funcional J:m que
envolve a derivada de E(s? que resulta num célculo de residuocs

sobre pdlos duplicados.

Embora as aproximag®es facilitem a determinagZc das ex-
pressBes para os funcicnais em relagico a determinagio das
expressBes exatas, o emprege de aproximag¢gBes ainda assim envol ve
bastante manipulag@ie algébrica que torna-se tanto maior quanto

maior for o numero de parametros do sistema.
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As Figuras 3.8, 3.8, 3.10 e 3.14 mostram que para valores
relativamente baixos de 7 existe uma coincidéncia quase que abso-
luta entre as express@es derivadas de aproximagBes e as expressoes
exatas. Infelizmente nem sempre os valores otimos para oS
parameiros em estudo est3oc proximos aos intervalos em que existe

grande coincidéncia entre as curvas.

4.2 SISTEMAS COM ENTRADA MULTIPLA E SAIDA MULTIPLA

As diversas simulag¢®es mostram através das Figuras de
3.83 a2 3.290 que a a proximidade dos par&metros das curvas yr e ym
torna-se maior A medida que m, a ordem da aproximag3do de Pade,
aumenta, L., a constante de amortecimento, aumenta e w . a

frequéncia, diminui.

Quanto a ordem da aproximag3c de Padé, m, era de se espe-
rar que seu aumento implicasse na maior proximidade dos parametros
das curvas pois quanto maior fer m melhor fica a reprodugdc da
dinAmica do atraso puro. Inclusive, na determinagioc das matrizes
Ko e Ksce:: da lei de controle dada por (3.21), o© procedimento
idealizadoe em ROSS (1971) faz usoc de sucessivas aproximagBes de
Padé para reproduzir o atraso até que a diferenga entre Ko e K‘CBD

para dois valores de m consecutivos torne-se desprezivel.

Com respeito a4 constante de amortecimentoc [ verifica-se
que os valores obtidos para Ko e K‘CED como também para K (ver
3.28 e 3.29) diminuem A medida que { aumenta de valor. Em outras
palavras os ganhos das leis de controle u e u" sintetizadas a
partir das defini¢®es dadas por €2.17 e (3.87) respectivamente e
para o© critério quadrstico dado por (3.18) exercem menor
influéncia com o aumentec de (. Sendc assim o sistema fica cada
vez menos dependente de sua estrutura com controles u' ou u’ e as

curvas yr e y'" tendem naturalmente a ficar mais préxdmas.
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Em relag¥Xo A& frequéncia W convém explicar que seu aumen-
to na verdade pode ser traduzido por um aumento nc valor de atrasc

tomando-se uma unidade de tempo diferente.

Suponha que se tome o sistema descrito por

4 0 o 0o 5 o
Xt = | o _gor | MW+ | 5 o | xt-1d+ |, fouced
dt
{ 4.06)

onde pode-se identificar a partir de (3.17) o valor w = 5 rad-ut

com ut significando uma unidade de tempo qualquer.

Sabe-se gue a mudanga da unidade de tempe n3c deve alte-
rar os valocres do estado x se for fixada uma unidade de grandeza
para o préprio. Em contrapartida para que issc cocorra é
necessario que © valor das contantes que comp®e as matrizes que
multiplicam o estado atual e o estado passadeo se alterem. Escol -
hende uma cutra unidade de tempeo, por exemplo, ut’® de forma que

ut = 8 ut® escreve-se (4.8) como:

¢ ) 0 o 1 o

dx(iD
= = 0 -2t xCtd + - o xCL-82 + uCiLd

Y

( ( 4.7 »

( com t medido em unidade ut’e o© wvalor do atrasc que era de 1 ut
passa a ser S5 ut’ e de w que era de 5 radrut passa a ser 1

rad-ut”’.

Com o aumento do valor do atraso, pelo menos em unidade
ut®, o sistema descrito por (4.7) torna-se menos estavel se compa-
rado a outro, para os mesmos valores de [ ou w Cna wunidade

rad-ut’), com atrasoc menor que S ut’.
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Un sistema menos estavel faz com que u(t) se torne mais
necessaria © que se traduz em ganhos maiores na realimentag3o de
estados, Com ganhos maiores na lei de controle qualquer
diferenga entre U e u" acentua seu efeitoc nas respostas y’(t) e
ymCt) o que explica as malores divergéncias encontradas em termos
dos para&metros e das formas dessas curvas para valores de w

maiocres.

Um outro aspecto interessante a ser discutido diz respei-
to & natureza de u’ quanto a sua capacidade de estabilizar o sis-
tema. Para w = S5 radrs feoli verificado, na maicoria das
simul agBes, gque u" n¥o era uma leli estavel. Entretanto, o fato
de U nX¥o establlizar o sistema nZoc significa que u" , gerada a
partir de uma aproximag3c de Padé de ordem m, também n3c ¢ seja o

que pode ser verificado para { = 0,5 e m = 32 ou m = B,

Quanto as curvas de y e y' fol verificado uma proximida-

de satisfatéria para os valores dem = 3 ou 5, [ = 0.5 cu 0.8 e w

=1 ou 2. Nos demais casos as formas das curvas y e ym mostra-
ram-se bem distintas mesmo quando alguns parametros como © sobre-

sinal, tempo de subida, descida e acomcdagldo apresentaram-se rela-

tivamente préximos.
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5 CONCLUSDES

Em linhas gerals através das simulagBes foi possivel
verificar que atrasos pequenos em sistemas de contrele podem ter
suas dinAmicas satisfatoriamente aproximadas por fun¢gBes raciocnais
visando o ajuste de parimetros otimeos de operag3o ou de ganhos
6timos para realimenta¢3c de estados. A medida que o atraso
aumenta ¢ desempenho ‘dessas aproximag®es piora torpande o ajuste

mais impreciso ou impraticével.
5.1 SISTEMAS EUSU

Para certos valores do atraso, os critérios de desempenho
baseados no erro e na sua derivada mostraram bons resultados inde-
pendentemente do tipe de aproximag3oc escolhida. Para os
critérios de desempenho adotados em geral a aproximagd@o represen-—
tada por uma fung3o racicnal com um zero posiciocnado & direita e
um pélo A esquerda do eixo imaginario foi a que mostrou os

mel hores resultados.

Uma das caracteristicas importantes do critério de desem-—
penho a escolher deve ser a facilidade de obteng3o de sua
expressio analitica em fung3io dos parametros do sistema. Para
sistemas de controle com atrase, a obteng3oc dessas expressdes para
os funcionais que compBem os critérios de desempenhe, constitui
uma tarefa um tanto ardua, no sentido algébrico e conceitual do
desenvolvimento de sua sclug3co, mesmo para os casos elementares

representados por sistemas de 12 e 2% ordens.

As expressBes para os funcionais obtidas via aproximagBes
=X relativamente mais faceis para os casos elementares entre-
tanto, para sistemas mais complexos, de ordens superiocres a £, a

obteng3c dessas expressies torna-se igualmente Ardua no sentido
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algébrico.

Para sistemas EUSU a entrada adotada x(t2> correspondeu
sempre a HCt) ou degrau critério por essa apresentar—-se um tanto
dificil de ser seguida durante o transitdrio. Seria interessante
testar outras entradas, principalmente aquelas mais suaves durante
o transitério como & fung%o rampa, »x(t> = t, a fungioc parabdlica,
xt) = 1.2 t% ou a fung¥o sencidal, x(td) = sen wt para verificar o
efeitc das aproximag®es na indicag¥o de parametros Stimos.

Os funcionais baseados no erro absoluto como descritos em
C2.42.3) e (2.42.4)> nZo foram abordadqs. Esse trabalho poderia
ser complementado com uma pesquisa direcionada 3 determinag3oc de
expressBes analiticas para esses funcionais que, igualmente acs

demais tratados, sZc bastante utilizades na préatica.

Poderia-se utilizar também aproximag@es do tipo:

T8 o 1 - Ta=
= — co + b = .
e T T The m a 1 < 5.4

para valores de a e b diferentes entre si porém sem que nenhum
deles seja nulo. Em outras palavras procuraria-se aproximagSes
do tipo (5.1 em que o pédlo e © zero nio estivessem simetricamente
posicionados em relagfo ac eixe imaginario come fel o caso da

aproximaciic denominada de B onde a = b = 1/2.
Essas aproximag®es teriam por finalidade aproximar cada

vez mais os parametros étimos determinados a partir delas dos

valores determinados pela soluglico exata.
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5.2 SISTEMAS EMSM

Para sistemas EMSM abteve-se somente resul tados
satisfatérios para a dinAmica do atraso aproximada pelc binémic de
Padé de ordem 3 ou superior. Em alguns casos come para o z2 2 e
{ = 0.1 o controlador gerado a partir do binémio de Padé para m=l
provocou instabilidade no sistema.

O critéric quadratico adotade para o estudc de sistemas
multivariavels gerou os conitroladores u e u" tais gue as respos-
tas y’ e ym ficaram bem préximas quando se tratava de [ amorteci-
mento grande, . frequéncia baixa e aproximag®es mais precisa com

m maiores.

Deve-se lembrar que as conclusSes tiradas apresentandcoc-se
os valores numéricos para @ { e m est3o vinculadas as matrizes Q
e R do funcional estabelecido e & fung¥o inicial (D escolhida.
Isso significa que outros valores adotades na formulag¥e do pro-
blema podem estabelecer valores limites para @ f e m um tanto

diferentes.

A obtencZc de U & um tanto complexa assim como Sua
implementac%c 3 medida que torna—-se necessirio uma precisc maior
para Ko e K;CB). Para u" a implementa¢Zc torna-se também comple-
xa para m maiores devido ac aumentc de estados a serem gerados no

contrel ador.

Quanto aos sistemas EMSM seria interessante em primeira
instAncia varjar bastante a fun¢fo inicial ¢(tD de modc a testar a
estabilidade das leis de controle u e U™ como também as
diferengas entre as curvas yr e ym em fungio somente da fungio

iniecial.
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As matrizes Q e R que comp@em © critério quadratico
poderiam variar seus elementos de modoe a aumentar ou diminuir o
peso do controlador nas respostas yr e y'" permitindo-se tirar
conclus®es gquanto ac valocres de m, [ e w_ satisfatérios a

utilizac¥o de aproximagdes.

O sistema estudade descrite por (3.17) constitui um
exemplo bem part,icula;‘ embora outros sistemas de 22 ordem possam
ser reduzidos aquela forma. Conclus®es mais gerals poderiam ser
tiradas estudando-se outras formas elementares de sistemas de 2%

ordem descritos no espago de estados com atraso Gnico.
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APENDICE I - TEOREMA DE PARSEVAL

O Teorema de Parseval permite o célculo da integral J

definida por:

[+ ] o
J = [ £Cedgleddt = J rctdgleddt, se £CLd=gltd=0 para t<O ¢ X1
- [ ]

em fung®oc das transformadas de Lapl ace de f<td e glid
respectivamente figuais a F(sd e G(sD.

Observe que se (i) n%o possuir pédlos na metade direita

do plano complexo pode-se escrever:

0
fCLy = J' e FC¢sdds ¢ 1.2
an - 00

Substituindo esse valor em (I.1) resulta:

(L) 1 joo -
J =[] gCtd dt _[ e F(sd)ds < 1.8
-0

end -jeo

Trocando-se a ordem de integrag3io de forma a intergrar-se

primeiro em fung¥c do tempo tem-se:

joo L ot
J Fesddas [ e gltddt € 1.4
= 3 -joo -0
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Pela transformada direta de Fourier sabe-se que:

w
acsd = [ e gctddt ¢ 1.6
-00

Ent¥oc a integral com respeito ac tempo do lade direito

de CI.85> pode ser escrita como:

a
[ e™gctddt = &-sd ¢ 1.6
-0

Isso permite que se escreva (1.4) como:

1 jeo
J' FCsDGC —sDds 1.7
2n ] -joo

que resulta a expressic desejada para J.

Esse resultadec ¢ conhecido como Teorema de Parseval.
Esse teorema representa uma maneira conveniente de expressar o
valor da integral de extremo(sd infinito(s) de um produtc de

.func;&ies do tempo no dominio complexo de —jo até joo.

Se f(id=gCtd), a expressZoc de J & conhecida como integral
guadratica.
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APENDICE II - CONTINUACAO DO DESENVOLVIMENTO DE J;o’A PARTIR DE

2.560

z 2
1 s + k - ks -s — k + kexp(trsd
s s +k -s [-s + kexpCrsd]

=0,k

=1lim Cs ~ 0){ ce } + lim (s + Jk){ e } + 1lim Cs - Jk){... }
s— Jk

s— O s— -jk

¢ IXI.41

Tomande-se individuazlmente cada limite tem-se:

s + k¥ -ks -z - k + kexp{7sd
lim (s - OD{ } = 1lim - =
e s” +k ~s [-s + kexpCrsd]
s— O
2 z
s + k" - ks s — k + kexp{rsd 1 - k7T
= 1im = S lim A =
s o0 S ‘K s 0 S [Fs + kexpCrsd] k
¢ 1.2 )
cosZCkTd cosCkzd
lim Cs + jkd { . } = - +
s 3k 4k [sentkT> - 1] 4k [senck7d> - 1]
senCk®d 1 J
" - i ( 1I1.8
4k 4k 4k
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coszCk'r) cosCktd
. 1% 4k [sentktd - 1] 4k [sentkrd - 1]
senCkTd 1 J
+ - +
4k 4k 4k
Somando-se os trés limites resulta:
2 2
1 s +k -ks -s - k + kexplrsd
Y res iy -
s s +k ~s [-s + kexpCrsd]
=0,%jk
cosCkTd + 2kT [sen(k'r) - 1] cosCkTd
ak [se-n(k‘r) - 1] &k [1 - sean'r)]
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