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Resumo

Contato com atrito entre superficies ¢ uma 4area de extensa aplicagdo em
mecénica, abrangendo desde problemas de conformag@o até modelagem de implantes
cirrgicos. Embora os avangos sejam significativos na area, persistem varias
oportunidades de pesquisa na drea de implementag@o, através do método dos elementos
finitos. Neste segmento, em um numero significativo de aplicativos, o atrito na interface
ainda é baseado na lei de Coulomb, e ha necessidade de modelos mais flexiveis para
representar a complexidade de fendmenos presentes na interface.

Baseado nos avangos tedricos ¢ na metodologia de solugdo dos problemas
numéricos da elastoplasticidade, este trabalho avanga em varios aspectos da modelagem
das condigGes de deslizamento na interface.

Ao nivel tedrico, as leis constitutivas sdo formalizadas através da termodindmica
das variaveis internas para caracterizar o comportamento da interface com deslizamento
relativo. As variaveis internas escolhidas sdo, o coeficiente de atrito e o limite de
resisténeia ao deslizamento, ambas dependentes da distancia de deslizamento.

Alguns dos seus principais subsidios, sdo decorrentes do modelo de ANAND
(1993), que propde, com base no trabalho de CHENG;KIKUCHI (1985), uma lei
constitutiva de atrito, isotrOpica, isotérmica ¢ independente da velocidade de
deslizamento para uma dimensao.

Seguindo esta proposta - e alguns resultados experimentais para incorporar as
caracteristicas dos materiais que compdem a interface de contato — o presente trabalho
fez uma releitura da lei constitutiva de Anand para a situagdo bi-dimensional, e
incorpora duas novas leis, representando os efeitos de encruamento misto (isotropico e
cinematico) e anisotrépico na interface de contato.

Os experimentos numéricos foram realizados em duas etapas: estudos
qualitativos para verificar a concordéncia das leis implementadas com as hipdteses de
formulagio; e a execugdo de aplicagdes com comprovagdes experimentais.

Os resultados demonstram uma ampla concordincia qualitativa dos resultados
com as leis propostas. Por outro lado, as aplicagdes, ainda que em numero restrito,
demonstram a viabilidade de operacionalizar as leis constitutivas em casos praticos com

eficiéncia e precisao.



Abstract

Contact with friction between surfaces is an area of extensive application in
mechanics, enclosing since conformation problems, until modeling of surgical
implantations. Although the advances are significant in the area, some chances of
research persist in the implementation area, through the finite element method. On this
segment, on a significant number of softwares, the friction in the interface still is based
on the law of Coulomb, and has necessity of more flexible models to represent the
complexity of phenomena in the interface.

Based in the theoretical advances and the methodology of solution of the
numerical problems of the elastoplasticity, this work advances in some aspects of the
modeling of the conditions of slipping in the interface. To the theoretical level, the
constitutive laws are had been carried through the thermodynamics of the internal
variable to characterize the behavior of the interface with relative slipping. The chosen
internal variable are the coefficient of friction and the endurance limit to the slipping,
both dependents of the relative slipping.

Some of its main subsidies, are decurrent of the ANAND’s model (1993), that it
considers, on the basis of the CHENG;KIKUCHI work (1985), a constituent law of
friction, isotropic, isothermal and independent of the speed of slipping for one
dimension. Following this proposal - and some experimental results to incorporate the
characteristics of the materials that compose the contact interface - the present work
revisited the constitutive Anand’s law for the two-dimensional situation, and
incorporates two new laws, representing the effect of mixed strain hardening (isotropic
and kinematic) and anisotropic in the contact interface.

The numerical experiments had been carried through in two stages: qualitative
studies, to verify the agreement of the laws implemented with the formularization
hypotheses; and the execution of applications with experimental evidences. The results
demonstrate a qualitative agreement of the results with the laws proposals. On the other
hand, the applications, still that in restricted number, they recommend the viability of

make use the constitutive laws in practical cases with efficiency and precision.



CAPITULO1

INTRODUCAO

1.1 Aspectos Gerais
Contato com atrito, é um tema de extensiva aplica¢do em fodos os ramos da

engenharia. Na area de mecénica, as aplicagdes mais comuns estdo relacionadas ao
deslizamento de mancais, usinagem, conformag¢do mecéanica, € vdo incorporando novas
areas rapidamente, como o desenvolvimento de articulagdes para implantes cirtrgicos.
Um dos problemas fundamentais encontrados na area de fabricagdo de
componentes mecanicos, ¢ referente a transformacédo de uma massa metalica através de
conformacido. Estes problemas envolvem desde a analise estatica de um material com
comportamento elastoplastico, até complexos modelos dependentes das temperaturas e
da taxa de deformagdo. Outra caracterizagdo fundamental para o modelo de
conformacio, esta relacionada & modelagem da interface das superficies da pega e da
ferramenta de aplicagdo, local de transferéncia do carregamento, assim como a dos

mecanismos de sujei¢do da peca.

1.2 Motivacgdes

A conformag@o de metais abriga dois problemas fundamentais para a mecanica
dos solidos: a deformagédo da pecga e 0os mecanismos associados & elastoplasticidade, e as
condi¢des de contato entre as superficies.

Notoriamente, a evolugdo da mecanica dos sélidos teve uma forte inclinagéo
para a elastoplasticidade, e, baseada nos estudos de grande pesquisadores, atingiu um

patamar de desenvolvimento tedrico — pratico bastante elevado. Ao mesmo tempo, a



area de contato parece ter sido relegada, e a modelagem da interface ainda padece de
algumas lacunas para o seu melhor éntendimento, e que levam a consideragdo de
simplificagbes, muitas vezes grosseiras. Este fato tem suas evidéncias na disseminagéo
da substitui¢do de modelos de interface por condi¢Ses de contorno inadequadas, ou
mesmo, pela aplicagdo da lei de Coulomb, assumindo o 6nus de considerar uma
condigdo de atrito imutavel durante um processo de deslizamento.

Aparentemente, esta preferéncia da comunidade académica pelo estudo de
elastoplasticidade seguiu alguma necessidade determinada pelo contexto académico e
industrial, e, embora ndo esteja entre os propodsitos deste trabalho, certamente pode ser
objeto de um estudo mais alentado.

Mas ndo faltaram alertas para este desenvolvimento assimétrico. MALVERN
(1969) ponderava sobre quais fendmenos seriam mais significativos para os resultados
da conformagdo mecénica: os relativos a lei constitutiva do material, ou aqueles
relacionados a modelagem da interface entre as superficies da interface. Segundo ele,
“parece que o padréo de fluxo em operagGes confinadas, como a extrusio, depende mais
das condi¢Ges de contormo do que da propria lei constitutiva do material”.

Para verificar a procedéncia desta preocupagfo, foram realizados no admbito
deste trabalho, dois exercicios de simula¢gdo numérica aplicando o método dos
elementos finitos. O primeiro exercicio € referente a um caso tipico de conformagio
mecanica de chapa. Nas figuras 1.1 - 2, estdo apresentados os estados da chapa antes a
ap6s a conformacdo, ¢ na figura 1.3, as curvas de energia dissipada por atrito, ¢
plastificag¢@io, em fun¢do do deslocamento do puncdo. Neste caso, € possivel perceber a
plastificagdo como efeito predominante para acompanhar o processo de dissipagdo de
energia, embora a energia dissipada por atrito seja significativa (13% do total da energia

dissipada).
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Fig. 1.3 — Relacéo entre Energia x Deslocamento (Pungéo)

Mas havia boas razSes para Malvern considerar o processo de extruséo.
Seguindo sua sugestio, foi realizado um segundo exercicio de simula¢do para

verificagdo deste questionamento. A peca extrudada é apresentada nas figuras 1.4-5e o0



resultado da energia dissipada por atrito e plastificagdo na figura 1.6. A energia

dissipada por atrito representa 87 % da energia total dissipada no sistema!
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Fig. 1.6 — Relagéo entre Energia x Deslocamento ( Pega)

Considerando este ultimo exemplo, fica explicita a necessidade de apurar os
modelos de atrito, passiveis de implementagéo através do método dos elementos finitos,

e trazé-los ao nivel do estado da arte das leis constitutivas da elastoplasticidade. Até



porque, nesta linha de argumentag&o, surgem dificuldades para justificar a utilizagdo de
sofisticadas leis constitutivas de plasticidade, enquanto o problema estd essencialmente
relacionado ao atrito — que usualmente ¢ modelado com sérias limitagles.
Provavelmente, os beneficios decorrentes de uma lei constitutiva mais apurada do
material, seriam absorvidos pela modelagem inadequada do atrito.

Evidentemente, a simplicidade deste diagnodstico ndo encerra a complexidade de
uma situag@o que determina a centralizagdo dos estudos sobre elastoplasticidade na area
de mecanica dos solidos. Ao mesmo tempo, nd3o se pretende insinuar que apenas a
determinag¢do de se langar sobre uma area de pesquisa seria suficiente para solucionar o
problema. Certamente as dificuldades inerentes ao tratamento analitico de contato, € 0
entendimento e modelagem do fendmeno de atrito entre as superficies, contribuiram
para esta aparente letargia.

A complexidade encontrada para caracterizar a interface entre superficies pode
ser resgatada na afirmagdo de ODEN; MARTINS (1985) “A interface entre dois solidos
¢ um meio mecanico complexo, constituido por caracteristicas diferentes daquelas de
quaisquer do dois materiais dos corpos, individualmente. A interface pode ser
constituida por um par de superficies compostas de impurezas, Oxidos, gases e
lubrificantes ou mecanicamente trabalhadas.” Neste trabalho, os autores ainda propde
um método para explora¢do do tema: “Portanto, é natural que o desenvolvimento de
modelos fenomenolégicos de atrito para identificar a interface como uma estrutura
separada, caracterizada por uma equagdo constitutiva, independente daquelas que
caracterizam os materiais dos corpos em contato.”

Outra dificuldade inerente ao problema de contato ¢ referente a sua condigiio de
acontecer apenas sob compressdo, ndo admitindo a tragdo (normal) como esforgo

admissivel. Isto determina a formalizagdo de uma formulagio variacional mais



elaborada para reger o problema, e a exigéncia de um tratamento por métodos de
otimizagfo para restabelecer a condi¢do para aplicagdo do principio dos trabalhos
virtuais com contato.

Uma caracteristica peculiar do problema de contato - ele € ndo linear em todas
situagdes —, e por isto, é denominado por alguns autores como “inerentemente ndo
linear”. Em quaisquer circunstancias, o fato de um corpo entrar em contato com outro
causard uma modificacdo em sua matriz de rigidez, e portanto, a necessidade de sua
constante atualizagdo — condi¢do tipica de um problema néo linear.

Também existem problemas de natureza numeérica, relacionados a forte inflexdo
— descontinuidade - da curva de atrito quando ocorre a modificagdo de coeficiente de
atrito estatico e cinematico. Esta caracteristica, que determina boa parte das dificuldades
na solugdo de um problema de contato, é responsavel por uma forte viés na maior parte
dos trabalhos nesta area - trabalhos sobre contato com atrito sdo amplamente
caracterizados pelo intensivo tratamento numérico dos programas. Como um problema
nfo linear que apresenta dificuldades para solugdo, e a convergéncia constitui-se um
desafio, ¢ comum um trabalho neste campo, procurando ferramentas numéricas mais
eficientes para solugdo de um problema de otimizagdo. Evidentemente, que esta
necessidade legitima é fundamental para o avango do conhecimento. Porém, ¢ freqliente
na literatura, um aprofundamento, talvez demasiado neste campo, mantendo o uso da lei
classica de Coulomb, e suas limitag¢des.

Ainda na area numérica, ndo menos problematico ¢ o desconhecimento dos
pontos de contato das superficies a priori. Este fato determina que o programa procure, a
cada incremento, para todos os pontos, aqueles que estdo em contato, ou nfo. Isto
representa um alto custo computacional e constitui uma area de desenvolvimento

especifica de sofisticados “algoritmos de busca de pontos de contato” para otimizagéo



do tempo de computagfio. Neste trabalho, este ponto ndo sera abordado, mas sio
recomendados os trabalhos de ZHONG (1989) e WRIGGERS (2002).

Assim, a despeito de todos os esfor¢os de pesquisa realizados, persistem varios
planos para abordagem do problema de contato com atrito no &dmbito de sua
implementacéo através do método dos elementos finitos.

E fato, porém, que as leis constitutivas de atrito utilizadas nos aplicativos - € em
boa parte dos trabalhos académicos - em sua grande maioria, ainda estio baseados
exclusivamente sobre as leis de Amontons-Coulomb, um expressivo legado dos
pesquisadores do século XVIII.

Nos tultimos anos, com a intensiva disseminagdo do método dos elementos
finitos, foi verificado um crescente interesse na 4rea de contato entre superficies.
Durante muito tempo, a area de contato foi relegada a situacSes de simplificagdo na
modelagem pela utilizagdo de condi¢Ses de contorno desprovida de critérios adequados.
Via de regra, o carregamento de uma pega era / é substituido por deslocamentos, ou
forgas aplicados diretamente na superficie da pegas a ser conformada, e sua sujeigfo,
modelada por um engaste para restri¢ao total dos movimentos.

Aliés, a propria 4rea de contato teve sua implementag¢do tardia nos programas,
visto que hé pouco mais de cinco anos, foram implementados os elementos de contato
de superficies. Atualmente estio sendo realizados progressos importantes na area, em
fung¢do da popularizagdo do método dos elementos finitos ¢ uma demanda crescente em

torno da sofisticagdo de modelos.

1.3 Modelagem

As representagSes dos fendmenos naturais, através dos modelos idealizados,

sejam de natureza analitica, experimental ou numérica, ¢ fundamental para a ciéncia e



tecnologia, pois permite sua predigdo, controle e modificagdo, segundo as nossas
necessidades. Por outro lado, a operacionalizag@o das técnicas modernas de modelagem
nos laboratérios - em alguns casos minimizando a importdncia da fenomenologia, € em
outros, fazendo a apologia do experimental -, demonstram que existe uma oscilagéo e
fragmentagdo de nossos critérios metodoldgicos no atual estagio de nossa teoria do
conhecimento.

Os estudos comparativos entre os resultados analiticos, numéricos e
experimentais também constituem um desafio, e ainda carecem de elos que justifiquem
a postura hegemonica do experimento, pois como questiona VARGAS (1996), “sob o
aspecto metodologico das ciéncias modernas, a experiéncia deve ser interpretada e
organizada de acordo com a teoria. Portanto, o fendmeno observado e experimentado ja

»

contém a marca do pensamento humano'.” Neste sentido, nada mais “natural” que a
concordincia dos resultados experimental / numérico / analitico, uma vez que, estdo
organizadas segundo os mesmos fundamentos para a sua idealizagio.

Na ciéncia e tecnologia, o experimentalismo € a referéncia para a maior parte
dos estudos. Por outro lado, as modelagens analitica e numérica tém a seu favor, o baixo
custo e a diminuigdo do tempo necessario para simular diferentes modelos, o que os
torna mais acessiveis para os estudos académicos e desenvolvimentos na inddstria. As
simulag¢@es numéricas aumentaram o espaco de atuagdo dos calculos analiticos, tanto na
precisio e velocidade, quanto na flexibilidade para simulagdo de varias situagdes e
modelos — vantagens adquiridas por estar atrelada a uma tecnologia que se desenvolve
com extrema velocidade. Um reflexo deste novo impeto nas simulagdes tedricas € a

retomada de problemas complexos, que durante muito tempo foram relegados a

simplificagdes, mas que voltam ao centro dos questionamentos a luz destas novas



ferramentas. Aparentemente, os problemas de contato com atrito pertencem a esta classe

de problemas de engenharia.

1.3.1 Modelagem de Contato com Atrito

Quando o tema contato com atrito entre superficies € abordado, na realidade,
dois problemas distintos sdo tratados :

- contato normal - define o inicio do contato dos corpos e a transferéncia de
cargas na dire¢do normal — pressdes de contato;

- contato tangencial com atrito — define a relagéo entre a pressdo normal e as
forgas de resisténcia ao movimento, geradas pelo atrito entre superficies;

O problema de atrito entre superficies esté tratado na literatura segundo algumas
classifica¢gdes. BELYTSCHKO (2000), por exemplo, faz a seguinte classificagdo dos
modelos de atrito:

» Modelos de atrito de Coulomb, baseados na teoria cldssica;

» Equagdes constitutivas de interface, que utilizam uma abordagem semelhante a
teoria de equagdes constitutivas para materiais;

» Modelos que tratam de aspectos microscopicos, com lubrificagio;

PLESHA et al. (1989), conciliaram a primeira abordagem - propondo que
consideragdes macroestruturais definem a forma geral das equagGes constitutivas -, com
a ultima (microestrutural), que permite a inclusdo da uma idealizag@o da superficie. Esta
proposta ¢ a mais disseminada, ¢ agrega elementos da abordagem micro — leis de
evolugdo do estado da superficie - na macromecanica - representada pela lei de

Coulomb.

! “Primeiro concebo com a mente”. (Galileu)
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Embora as classificagbes sejam significativas para demarcagdo do objeto de
estudo, elas normalmente perdem alguns aspectos essenciais, ao tentar a sistematizago
demasiada frente aos fendmenos complexos. Uma fonte alternativa de informag¢des, para
o melhor entendimento de atrito, pode ser realizado através de uma pequena revisdo

histérica sobre o processo de estudo do fendmeno.

1.3.2 Consideracdes Sobre a Histéria da Modelagem do Atrito

Nio ha duvidas de que o problema atrito fazia parte das preocupaqées dos povos
da antigiiidade. A necessidade de transporte de materiais pesados — como o caso
emblematico da construcdo das pirdmides no Egito — certamente incitava ao pensamento
de como minorar os efeitos de atrito em superficies. Embora fossem problemas
relevantes, eles foram tratados essencialmente no plano da técnica. Segundo alguns
registros, os primeiros estudos sistematicos sobre atrito - de cardter experimental -,
foram realizados por Leonardo da Vinci, no século XV. Ele verificou que a forga de
atrito € proporcional ao peso do corpo, e independente da area das superficies em
contato, € ainda propds um valor para o coeficiente de proporcionalidade entre e peso
do corpo ¢ a forga de atrito (= 0.25) — um valor que atravessaria dois séculos.

G. Amontons (1699) foi o responsavel pela redescoberta destas propostas de
Leonardo, e a partir de experimentos relacionados ao deslizamento de cordas em polias,
ajustou um novo valor do coeficiente de proporcionalidade (= 1/3) para todos os
materiais testados, considerando uma presséo constante.

Dos trabalhos contemporineos de De Camus, “Traité des Forces do Mouvantes”,
e do cientista inglés Desaguillers (1724), “Cours de Phisique”, decorreram propostas de

que o atrito em repouso € superior ao atrito em movimento. Desaguillers imaginava que
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este fendmeno seria explicado exclusivamente pelas for¢as moleculares entre os sélidos
em contato (DUGAS; 1988).

Em 1781, a Academia de Ciéncias da Franga organizou uma competi¢io
relacionada a temas de interesse da Marinha, como deslizamento em planos inclinados e
atrito entre cordas e polias. Um capitdo do Corpo de Engenheiros do Rei, Charles
Coulomb, venceu esta competi¢do, propondo um trabalho experimental chamado
“Théorie des Machines Simples en Ayant Egard au Frontment et 4 Roideur des
Cordages™.

Coulomb utilizou em seu estudo os seguintes pardmetros: os diferentes materiais
das superficies em contato com diferentes revestimentos, a pressdo sob o qual as
superficies estdo submetidas, a extensdo das superficies, o tempo decorrido de contato
entre as superficies, a velocidade relativa das superficies e as condi¢gdes de umidade. Os
trabalhos experimentais foram realizados especialmente com a madeira, uma vez que o
interesse versava sobre .o deslizamento de embarca¢des em planos inclinados.
Entretanto, Coulomb foi mais além, e também estudaria o atrito entre madeira e metais,
e somente entre metais, com ou sem revestimentos (DUGAS; 1988).

As principais conclusdes dos trabalhos de, da Vinci, Amontons e Coulomb:
> A resisténcia ao movimento decorrente do atrito € proporcional & pressao;

t=up
A forga de atrito € proporcional a carga p. (Primeira lei de Atrito — Amontons).
» A forga de atrito independe da area aparente de contato (Segunda lei de Atrito -
Amontons)
> A for¢a de Atrito independe da velocidade relativa entre os corpos (Terceira lei de

atrito — Coulomb)



12

Coulomb promoveu a divisdo do fendmeno de atrito em duas: atrito estatico,
resultante da forga necessaria para iniciar o deslizamento relativo; e atrito cinético,
resultante da for¢a requerida para manter o corpo em deslizamento. Coulomb também
descartou a idéia de relagdo do atrito exclusivamente a adesdo molecular, defendendo
que o atrito estava relacionado principalmente ao intertravamento das rugosidades das
superficies?.

GIANNAKOPOULOS (1989), quando propds algumas modificagdes na
abordagem para modelagem e implementac¢do de uma lei constitutiva de atrito, sintetiza
o estado da arte para deslizamento seco entre superficies rigidas nos seguintes aspectos:

» A forga de atrito no inicio, e durante o deslizamento, é proporcional a forga

de contato normal. O coeficiente de proporcionalidade é conhecido como

coeficiente de atrito — cinético e estatico;

» O coeficiente de atrito € independente da area de contato;

» O coeficiente de atrito estatico € maior do que o cinético;

» Para os casos de velocidade limitada, o coeficiente de atrito pode ser

considerado constante;

» Quando ocorre o movimento tangencial, a forga de atrito age na mesma

direcdo da velocidade relativa, mas em sentido oposto;

Aparentemente, ao comparar as leis de Amontons - Coulomb com a sintese
acima, o tema relacionado ao atrito pouco evoluiu nos ultimos 200 anos.

Na realidade, neste tempo ocorreram proposi¢des’, mas nio impediram que a
utilizagdo da lei de Coulomb fosse extensivamente utilizada para problemas

dependentes da velocidade, temperaturas, € com excelentes resultados em alguns casos.

? Na realidade este embate entre a escola inglesa e francesa teve varios desdobramentos, que podem ser
recuperados no trabalho de BATALHA (1995).
? No Anexo I é apresentada uma pequena sintese sobre os modelos correntes de atrito.
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No presente trabalho, ¢ seguida a denominagdo de ANAND(1993) para o
fendbmeno de atrito: resisténcia ao deslizamento. Anand segue a proposi¢do de SUH;SIN
(1983) que consideraram essenciais para a constituicdo da resisténcia ao deslizamento, a
combinagdo dos seguintes fatores: intertravamento das rugosidades, deformagdo
elastoplastica e fraturas das rugosidades, deformagio plastica das camadas subjacentes a
superficie de contato, adesdo das superficies, sulcagem, desgaste e arrancamento de
material da superficie decorrente das rugosidades por particulas decorrentes de
desgaste.

A esta multiplicidade de termos, e seus fendmenos associados sob uma tUnica
representagdo, ainda poderiam ser agregadas as inumeras possibilidades de
transformacdo da superficie através dos tratamentos térmicos. Aparentemente, o atrito €
um efeito resultante da soma destes fatores, e por certo que esta considera¢do para
fendmenos tdo distintos, constitui um problema para o seu entendimento. Neste ponto,
seria plausivel retomar uma reflexdo de Heinrich Hertz sobre um problema semelhante,
o conceito de forca.

Uma Reflexdo sobre Atrito

Heinrich Hertz*, em seu “Principios de Mecanica”, publicado em 1898, fez uma
série de consideragdes inovadoras sobre aspectos da epistemologia da mecanica.

Entre elas, Hertz alertava para o acumulo excessivo de fendmenos em torno dos
conceitos de forga, que ensejavam mais relagdes do que seria possivel conciliar entre

elas. Segundo ele, “a multiplicidade de eventos de natureza distintas, sob uma mesma

* Nascido em Hamburgo em 1857, foi um fisico experimental de primeira grandeza, considerado por
alguns como mais importante pensador daquela geragdo de filosofos cientistas que se deparou com uma
crise na ciéncia, decorrente do abalo do paradigma newtoniano pela eletricidade e a termodindmica. Ele
conferiu um novo patamar de conhecimento para o estudo de contato entre superficies, introduzindo uma
abordagem analitica mais precisa. Portador de uma erudi¢sio invejavel, era um estudioso de literatura e
filosofia, passando ao conhecimento de &rabe e sénscrito, e, poderia, ndo fosse a morte prematura aos 37
anos, desempenhar papel ainda mais importante nos fundamentos da ciéncia.
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denominagio, apenas nos conduz a um sentimento obscuro destas entidades”. Para
Hertz, para responder: o que € forga ? qual sua natureza ?, ¢ necessério, inicialmente,
esclarecer os conceitos de cada um dos fendmenos associados a forga, reduzindo o
nimero de relagBes para descrevé-las. Esta ambigiiidade na representacdo de
fendbmenos, segundo ele, absolutamente diferenciados, como inércia, forca centrifuga,
gravidade, sob um tnico conceito, somente vinha a dificultar o entendimento do
conceito de for¢a. Para Hertz, “removidas as contradi¢des, estas questdes néo terdo sido
respondidas, mas nossas mentes cessardo de formular questdes ilegitimas como estas”.

A referéncia as questdes ilegitimas, € uma nitida alusdio a um antigo postulado
sobre o qual varios cientistas apoiaram-se extensivamente, entre eles, mais tarde, o
proprio Albert Einsten. Para estes pesquisadoress, as solugdes principiavam por
encontrar a pergunta certa para um determinado fendmeno.

Desde o tempo de Coulomb, foram realizadas continuamente novas descobertas,
fundamentalmente embasadas sobre o desenvolvimento tecnolégico de novos
instrumentos de medi¢do. Assim, novos aspectos microestruturais e fenémenos foram
agregados aquela nogdo bastante simples de Coulomb, e incorporados ao fenémeno de
atrito. Neste sentido, a complexidade do fendmeno de atrito, que de uma lei bem
comportada, passou a abrigar, inclusive, efeitos de mnatureza caotica, foi
substancialmente aumentada, mas conservou a mesma representacio para a maioria das
aplicacgdes.

Assim, emulando este pequeno recorte da proposta de Hertz, talvez o fendmeno
de atrito fosse passivel de um questionamento semelhante, e assumindo o
posicionamento destes pesquisadores, a pergunta certa seria: “O que € atrito?!”, ou

talvez, “é possivel manter esta diversidade de fendémenos sob um mesmo conceito?”



15

Infelizmente, estas discussGes foram praticamente banidas do ambito dos
pesquisadores, ou, pelo menos, significativamente transferidas para o campo exclusivo
dos filésofos. Evidentemente, ndo se pretende reeditar aquela riqueza tedrica e
conceitual do final do século XIX, desencadeada pelos fildsofos cientistas.

Enquanto o campo da epistemologia praticamente se arrasta no ensino, € na
pratica dos engenheiros, sdo procuradas algumas alternativas. Um equacionamento
interessante, ¢ adequado, para atingir um posicionamento mais privilegiado para
tratamento do problema de atrito, com as suas multiplicidade de fenOmenos presentes na
interface, surgiu com a possibilidade do utilizar o conhecimento gerado no dmbito da
elastoplasticidade.

ODEN; MARTINS (1985), por exemplo, consideravam que a complexidade
inerente ao fendmeno tornava natural um esforgo para modelar fendmenos de naturezas
diferentes e imaginar uma série de leis para descri¢do da interface. Como so os casos

de modelos elastoplasticos.

1.3.3 A Analogia com a Elastoplasticidade

Entre as abordagens recentes, certamente uma das linhas de pesquisa mais bem
sucedida, que fundamenta boa parte do esforgo na pesquisa de novos modelos de atrito,
esta baseada nos conhecimentos da elastoplasticidade. A idéia basica consiste em
transportar os beneficios adquiridos no desenvolvimento tedrico e implementagido
numérica na solug@o de problemas nesta area, para auxiliar na modelagem de atrito.

Um aspecto interessante desta transposigdo foi observado por HILL (1950). Ele
identificou a origem dos critérios para determinagio do escoamento de materiais,

principalmente dos solos, nas propostas de Coulomb (1773), que foram aplicadas por

5 Mach, Kirchoff, Helmholtz, Hertz, Maxwell, entre outros.
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Poncelet (1840) e Rankine (1853) em problemas relacionados a muros para contengéo
de deslizamento de solos.

Daquela mesma época, existem trabalhos importantes de DRUCKER (1950),
explorando o estudo de leis constitutivas de material perfeitamente pléastico, através de

analogia com modelos de blocos rigidos deslizando sobre superficies.
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Fig. 1.7 Figura apresentada'em artigo de Drucker - 1950

Neste sentido, a “proposta inovadora” dos pesquisadores contempordneos, de
apropriagdo da elastoplasticidade no estudo de atrito, talvez ndo reflita propriamente
uma descoberta, mas a constatagdo da dualidade dos fenémenos, que ja havia sido
apontada pelos grandes pesquisadores da elastoplasticidade.

Um dos primeiros trabalhos a adotar a abordagem elastoplastica para estudar
atrito, foi realizado por FREDRIKSSON (1976). Neste artigo, ele praticamente definiu
os principais aspectos para implementacfo de uma lei constitutiva de atrito através do
elastoplasticidade: apresenta uma relagdo constitutiva entre as tensGes de contato e o
vetor de incrementos de deslizamento, um critério de deslizamento e uma lei de fluxo
associada. Este desenvolvimento € formalizado em um algoritmo para solugdo de

problemas de contato, através da formulag¢io incremental para pequenos deslocamentos.
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FREDRIKSSON (1976) realizou alguns testes — utilizando a lei de Coulomb -,
que foram comparados com experimentos para andlise de tensdes e deformagdes,
baseados em fotoelasticidade, para comprovar a eficicia do programa.

O artigo que estabeleceu a fundamentagéio tedrica para construgdo do modelo
incremental de atrito de ANAND (1993), foi realizado por CHENG;KIKUCHI (1985).

CHENG; KIKUCHI (1985) apresentaram uma lei constitutiva incremental para
o atrito entre superficies com grandes deslocamentos, utilizando-se de medidas
corotacionais para as tragdes e deslocamentos na interface de contato.

GIANNAKOPOULOS (1989) sistematizou a aplicagdo do classico método de
mapeamento de retorno para integrac@o das equagdes constitutivas da elastoplasticidade
no caso de atrito na interface. Este esquema de integragdo, logo depois seria
implementado por ANAND (1993), e retomado no presente trabalho.

O mapeamento de retorno (returning mapping) € um método de integragdo
implicito realizado na configuragdo atualizada nos pontos de Gauss do elemento. A base
para sua aplicagdo, ¢ a decomposi¢do aditiva do deslocamento tangencial em partes de
adesdo (elastica / reversivel) e de deslizamento (plastico / irreversivel).

O primeiro passo para execucdo do método de mapeamento de retorno consiste
na integracdo das equagdes elasticas para obtengfio do preditor eldstico, a condi¢do
inicial para as equagdes do operador plastico. Este operador € definido pelo corretor
plastico, enquanto as tragdes elasticas (calculadas pelo preditor) sdo relaxadas sobre a
superficie de deslizamento atualizada (F,).

O algoritmo assume que sdo conhecidos no tempo t: as tragdes normais, o

incremento de deslocamento. A atualizagdo das tragdes paraotempo T = t + At:

1. Preditor elastico:
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tt =t + CAu 1.1
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2. Corretor Plastico:
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Fig. 1.8 Eéquema de Mapéémedto de Retorno

Na analogia, entre elastoplasticidade e atrito para modelagem de interface,
existem algumas questdes que permanecem como pontos de discussdo. Um deles é
referente a consideragdo do critério de deslizamento, - o critério de escoamento da
elastoplasticidade - como uma lei ndo associada, decorrente da influéncia da presséo.
Neste sentido, o critério mais apropriado seria o de Drucker Prager, construido para
fendmenos elastoplasticos dependentes da pressdo. Em todos os trabalhos revisados, foi
adotado o critério de von Mises, com as simplificagdes explicitadas no Capitulo VI.

O primeiro trabalho a chamar a atengéo sobre esta peculiaridade, e propor uma
analogia mais adequada, foi realizado por MICHALOWSKY; MROZ (1978). Estes
autores propdem a utilizagio de dois passos de integragdo para calculo das tragGes na
interface. Neste caso, a normal é determinada a partir das condi¢des de equilibrio, e o
critério de deslizamento (ou limite de atrito) com as leis de fluxo de velocidade definem
as condi¢Ges de contato tangencial.

A consideragio feita por MICHALOWSKY; MROZ (1978) de fixar a tragio

normal e atualizar as tangenciais € aplicada no presente trabalho. Assim, a aplicagiio de
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- um modelo constitutivo de contato com atrito, ¢ realizado em dois passos: atualizacio
da normal no primeiro passo, € tomando este valor fixo da normal, é aplicado o
algoritmo de retorno para atualizar as tragGes tangenciais.

WRIGGERS et al. (1990) propuseram a resolu¢do do problema através da
aplicag@o de uma lei ndo associativa, ou seja, sem utilizar o algoritmo de dois passos.
Assim as equagdes constitutivas (lei de deslizamento nio associada) para formular a lei
constitutiva de interface sdo as seguintes:

: 1.3
W, = 0 ud = A o
oty

Neste artigo, o problema de atrito € resolvido para a situagdo de pequenos
deslocamentos.

PLESHA et al. (1989) realizaram um trabalho importante sobre a aplicagdo da
termodindmica das varidveis internas para acompanhamento da evolugdo do estado da
interface.

PARISH (1989) discutiu e implementou a forma consistente da matriz de rigidez
do modelo constitutivo de interface — o jacobiano - um aspecto importante para a
integragdo das equag¢des constitutivas, porque preserva a convergéncia quadratica do
método de Newton Raphson.

PERIC; OWEN (1992) desenvolveram wuma lei constitutiva de atrito
considerando os principais aspectos dos artigos anteriores. Os autores aplicaram o
método da penalidade, utilizaram o mapeamento de retorno para integracio das
equagdes constitutivas, e determinaram a matriz consistente.

Aplicando o método de lagrange aumentado, SIMO; LAURSEN (1993)
desenvolveram um modelo semelhante ao anterior, embora com um nivel de

detalhamento superior.
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SOUZA NETO et al. (1995), desenvolveram um modelo fenomenolégico
baseado na termodindmica das varidveis internas, considerando o coeficiente atrito em
fun¢io do trabalho de atrito (w). Utilizando a formulagdo de PERIC;OWEN (1992), os
autores implementaram o seguinte algoritmo para o modelo constitutivo com

encruamento:

Modelo Constitutive para Contato com Atrito

1. Decomposi¢io aditiva da velocidade relativa tangencial:
up = uf o+ 0g

2. Lei constitutiva para o componente de ades#o ( elastica)
tr = —kquf

t, =-kyuy

3. Critério de Deslizamento

f. = q. - p(Whty

4. Lei de fluxo de deslizamento

5. Leide evolugdo para a varidvel interna w (trabalho)
W= —t.udT
6. Condigdo de carregamento e descarregamento

<0 A =20 fA =0

4

f

[
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SOUZA NETO et al. (1995), inovaram ao utilizar um processo equivalente ao
encruamento por trabalho (work hardening) — utilizando uma variavel interna de energia
-, enquanto a grande parte dos trabalhos utiliza o encruamento por deformagio (strain
hardening) — variavel interna cinematica -, como realizado no presente trabalho.

GEARING et al. (2001) retomaram o modelo de ANAND (1993)e o

estenderam em aplica¢des experimentais dependentes da velocidade .

1.4 O Trabalho de Anand

Seguindo a proposta de FREDRIKSSON (1976), MICHALOWSKI;
MROZ(1978) e CHENG;KIKUCHI (1985), ANAND (1993) realizoﬁ as seguintes
hipéteses para a construgé@o de sua lei constitutiva isotropica de atrito:

> A decomposic¢do aditiva do deslocamento relativo tangencial, em componentes
de aderéncia e deslizamento / escorregamento;

» Um critério para o inicio do deslizamento entre as superficies;

» O deslizamento entre as superficies € descrito por uma lei de fluxo;

> A éarea de contato ¢é considerada dependente da pressio;

Para construg@o destes critérios, foi introduzido o conceito de resisténcia ao
deslizamento, s, uma quantidade escalar com dimensGes de tensdo, que representa a
resisténcia isotropica ao deslizamento relativo na interface.

No desenvolvimento da lei constitutiva unidimensional de Anand para grandes

deslocamentos, entre as principais contribuig¢Ges esta a evolugdo das variaveis de estado
— coeficiente de atrito (n) € resisténcia ao deslizamento limite (s™) - que descrevem a

evolugdo do comportamento da resisténcia ao deslizamento s.

As considerages sobre as limitagdes do modelo de Anand sio apresentadas:
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» Apenas um dos solidos da interface é considerado deformével. Esta limitagdo,
amplamente utilizada nos trabalhos sobre contato, estd em acordo com as situagGes
onde as rigidezes dos corpos sdo significativamente diferentes. A conformacgéo de
metais, realizada pelo contato entre pe¢a e ferramenta, € um caso tipico.

» Consideragdo de contato e deslizamento para superficies sem lubrificagio;

» A lei constitutiva € desenvolvida para uma dimensdo, abrangendo processos

quase-estaticos, isotrépicos e isotérmicos;

1.5 O Escopo do Presente Trabalho

Fundamentalmente, o presente trabalho propde wuma releitura sobre a
implementagdo das leis constitutivas no dmbito da elastoplasticidade, para tratamento
do problema de contato com atrito. Neste sentido, esta tese tem um viés metodologico
no sentido de VARGAS (1985). “o método refere-se ao caminho percorrido pelo
investigador durante a sua pesquisa”. Assim, pretende-se que este trabalho,
fundamentado na analogia entre a elastoplasticidade e o atrito na interface, seja um
alento a retomada de um tema estudado, principalmente no infcio da década de 90,
conforme a breve reviséo bibliografica realizada anteriormente.

O ponto de partida para os avangos realizados no presente trabalho € o artigo de
ANAND (1993), onde ele desenvolve uma lei constitutiva para deslizamento isotropico
para grandes deslocamentos. O presente trabalho propde um modelo isotrépico com
algumas modifica¢Ges, incorporando a possibilidade de solugdo de problemas bi-
dimensionais, e introduz duas novas leis constitutivas:

» Modelo Misto - no artigo de CHENG; KIKUCHI (1985), € apresentada uma

interessante proposi¢do — que ndo foi desenvolvida em qualquer outro

trabalho - sobre a existéncia de um efeito de encruamento cinematico no
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movimento de deslizamento ciclico. Os autores retomam a evidéncia
experimental de COURTNEY-PRATT; EISNER (1957) para amparar a sua
proposta.

O modelo proposto por ANAND (1993) é adequado para considerar o efeito de
modificagdes isotropicas com a distdncia de deslizamento. Entretanto, conforme
evidéncias experimentais, também ocorrem transforma¢des na condigio de
deslizamento quando o corpo ¢ submetido ao carregamento ciclico (o sentido de
carregamento ¢ alternado). Para abordar este problema, é retomado o conceito de
“encruamento cinematico” da elastoplasticidade, e introduzida uma outra variavel de
estado no modelo — andloga a tensdo de fundo, ou referéncia, “back stress”. Assim, o
modelo proposto por esta tese, incorpora os efeitos de isotropia e encruamento
cinemdtico, constituindo o que na terminologia da elastoplasticidade ¢ identificado
como modelo misto de encruamento.

» Modelo anisotrépico. Seguindo a proposta metodologica de aplicagdo da

elastoplasticidade para o caso de atrito, 0 modelo isotropico € estendido para
o caso de anisotropia. A anisotropia é caracterizada pela utilizagio de
diferentes coeficientes de atrito e resisténcias limite ao deslizamento para as
diregGes.

A opgdo pela manutengdo dos problemas em estado quase-estatico e isotérmico,
foi uma medida de ordem metodoldgica. E considerado que a extensio destes modelos
para resolugdo de problemas dependentes da temperatura e velocidade, devem ser um
seguimento natural para o esforgo empreendido neste trabalho. Para tanto, estes efeitos

sdo estdo apresentados na formulagdo geral para os modelos isotrépico € misto.
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Por outro lado, os resultados experimentais utilizados para comparagdo das leis
constitutivas neste trabalho, segundo os seus autores (TONG; ANAND(1993)), déo
conta que estes fendmenos ndo influenciaram significativamente os resultados.

Assim, seguindo a abordagem por modelos hierdrquicos, formalizado por
BATHE (1996), o estudo foi iniciado por modelos com geometrias simples, € um
numero reduzido de varidveis para o tratamento preliminar dos problemas. Uma vez
concebida uma solucio através de experimentos ou resultados analiticos, considerada
coerente, 0 modelo poderia ser sofisticado para um modelo hierarquicaménte superior,
com um nimero maior numero de variaveis.

Neste sentido, o caminho percorrido para estudar as leis constitutivas de atrito, é
apresentado segundo a ordem:

» Lei constitutiva normal;

» Lei Constitutiva Elastica (aderéncia),

» Lei Constitutiva de Atrito Isotrdpica ;

» Lei Constitutiva de Atrito Mista (Isotropica e Cinematica);

> Lei Constitutiva de Atrito Anisotrdpica;

1.6 O Programa

Um dos desafios na utilizagdo de aplicativos comerciais do método dos
el_ementos finitos estd na decodificag@o e entendimento do que contém os programas.
Uma parte significativa de usudrios — e pesquisadores - faz o uso do aplicativo, como
uma “caixa preta”, desconhecendo o contetdo das principais operagdes do programa.
Por outro lado, existem os defensores do “refazimento” dos programas de elementos

finitos, em sua integralidade.
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Se por um lado, é condenavel a utilizagdo indiscriminada, sem o conhecimento
da teoria envolvida na solugdo de um problema, ndo € passivel de poucas criticas a
eterna “reinven¢do da roda”, onde cada grupo de pesquisa projeta-se na execugéo de seu
proprio programa. Com este procedimento, demonstram o desconhecimento de uma
regra bésica cientifica: apropriacdo do conhecimento para o embasamento dos avangos.
Neste caso, evidentemente, € ressalvada a execucdo de programas de préstimo
puramente didatico.

O presente trabalho opta pela posi¢do intermediaria, adotando o programa
Abaqus®, como médulo de solugdo (solver) principal do problema, e a sua reconhecida
eficacia no ambito académico para solugdes de problemas nio lineares. A sua
permeabilidade para incorporar novos elementos, e leis constitutivas, sejam,
elastoplasticas, ou de atrito, favorecem a sua utilizagdio em trabalhos de cunho
académico. As leis constitutivas de atrito desenvolvidas neste trabalho foram
implementadas em Fortran 90, e introduzidas no modulo disponivel no Abaqus, FRIC,

adequado para implementagdo de leis constitutivas de interface.

1.7 Capitulos

Os Capitulos foram ordenados de maneira a organizar os conhecimentos de
contato com atrito no 4mbito dos elementos finitos aplicados a mecénica dos sélidos.
Assim, foram primeiro dispostos os elementos basicos da mecénica do continuo, e em
seguida enunciado o principio de equilibrio implementado no programa.
Posteriormente, feita uma revisdo sobre alguns conceitos da elastoplasticidade para

fundamentar a analogia com o atrito.

® Versdo 5.75.
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Na seqii€ncia sdo dispostos os elementos sobre a cinematica de contato, e as leis
constitutivas, que ao final do trabalho, sio acopladas ao principio de equilibrio
desenvolvido no inicio do trabalho.

Capitulo I — Mecénica do Continuo

Normalmente, um problema nio linear envolve a solu¢do de um problema de
elastoplasticidade com atrito. No problema elastoplastico, a formulagdo sera
desenvolvida para absorver casos de grandes deformagdes e grandes deslocamentos.
Isto torna necessaria a introdugdo dos conceitos de cinemaética para a constru¢do de
medidas de deformagdo, e a discussio da objetividade para construgdo de modelos
constitutivos.

Equilibrio — Principio das Velocidades Virtuais

Embora seja amplamente disseminado o Principio dos Trabalhos Virtuais, no
programa Abaqus foi optado pela forma de equilibrio em taxa, o Principio de
Velocidades Virtuais, ou ainda Principio da Taxa de Trabalho Virtual. As vantagens e
desvantagens desta op¢do ainda sdo tema de debates, € ndo serdo abordadas neste
trabalho. S&o apresentados neste capitulo, os principais passos para montagem deste

principio de equilibrio, implementado no modulo de solugdo do programa.

Capitulo III - Lei Constitutiva da Elastoplasticidade

A solugdo de um problema da mecéanica dds solidos necessariamente deve
considerar as diferengas de comportamento sob o carregamento, entre os diversos
materiais. Neste capitulo sZo introduzidas as equagles constitutivas, com medidas
objetivas, para geragdo do modelo do comportamento do material. A lei constitutiva é
apresentada em sua forma incremental, apropriada para montagem do algoritmo e

integragdo.
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Capitulo IV- Contato com Atrito
Neste capitulo sdo apresentados os aspectos da cinematica de grandes
deslizamentos, e definidas as medidas objetivas de tragdo e deslizamento, para o

problema de contato com atrito entre superficies.

Capitulo V — Equacées Constitutivas para Contato com Atrito

Sdo apresentados os modelos constitutivos para o contato normal -
implementado no programa Abaqus — e para o atrito na interface, em forma incremental.

No tdpico referente a lei constitutiva para atrito, sdo desenvolvidos os principais
elementos da analogia entre elastoplasticidade e atrito: decomposi¢éo aditiva, critério de

deslizamento, lei de fluxo de deslizamento e lei de encruamento.

Capitulo VI — Lei Constitutiva de Atrito Isotréopica

Sdo apresentadas a formulagdo e implementa¢do da lei constitutiva de atrito
isotropica. Parte do formalismo, e da implementagio desta lei constitutiva, foi
desenvolvido por CHENG; KIKUCHI (1985). Este trabalho recebeu um significativo
incremento com desenvolvimento de uma lei constitutiva de atrito isotropica,
desenvolvida por ANAND (1993), amparada em evidéncias experimentais do
encruamento das condi¢es de deslizamento em fungdo da distdncia de deslizamento.
Nesta capitulo ¢ apresentada uma lei constitutiva com alguns aspectos diferenciados,
desenvolvida no presente trabalho.

Capitulo VII- Lei Constitutiva de Atrito Mista

Neste capitulo a idealizagdo de CHENG; KIKUCHI (1985), sobre os efeitos de

encruamento cinematico na interface de deslizamento € levada a termo, associada ao
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efeito de isotropia. Sdo apresentadas a formulagdo e implementagdo das leis

constitutivas de atrito mista (isotrdpica e cinematica).

Capitulo VIII - Lei Constitutiva de Atrito Anisotropica

O desenvolvimento da lei isotropica bi-dimensional possibilitou estender o
modelo para o caso anistrépico, adotando resisténcias ao deslizamento diferenciadas
para as diregdes x e y (1 e 2) no plano de deslizamento. S&o apresentadas a formulagéo e

implementacdo das leis constitutivas de atrito anisotropicas.

Capitulo IX - Contato e o Principio das Velocidades Virtuais

Demonstrado como o termo referente ao contato / atrito — a sua contribuigo

para a matriz de rigidez global - € acoplado ao Principio das Velocidades Virtuais.

Capitulo X — Resultados

Seguindo os trabalhos de ODEN; PIRES (1983) e WRIGGERS et al (1990), foi
realizado um experimento numérico para verificar a adequa¢do da lei constitutiva
normal disponivel no Abaqus, com alguns pardmetros sugeridos por estes
pesquisadores. Na seqiiéncia, s@o apresentados resultados dos estudos qualitativos
realizados para a teste das leis constitutiva mista bi-dimensional e anisotropica.

Para referenciar o modelo numeérico com aplicagGes, sio realizados dois estudos
comparativos com resultados experimentais. A lei constitutiva mista é verificada
segundo um experimento de compressio e deslizamento, e os resultados da lei

constitutiva isotropica sdo comparados com a aplicagdo de um caso de extrusio.

Capitulo XII — Conclusdes
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CAPITULO 11

MECANICA DO CONTINUO E EQUILIBRIO

2.1 Cinematica

2.1.1 Notacgio
. Vetor — representado por letras minusculas em negrito.
V = Vi
. Tensor de segunda ordem - representado por letras maiisculas em negrito.
A = A;iei®eg;
. Tensor de quarta ordem — representado por letra maiuscula em negrito/italico
C = Cijk|ei® € Be® g
Representagdes:
® representa o produto tensorial
representa o produto interno entre vetores

representa o produto interno entre tensores
2.1.2 Conceitos da Cinematica

TRUESDELL(1966) no sua artigo “Rational Mechanics of Materials”, propde
os trés elementos primitivos sobre os quais deve ser construida a mecanica: corpo,

espago-tempo e sistema de forgas.
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. Corpo

Um corpo ¢ uma regido regular do espago euclidiano, formado por pontos
materiais associados as propriedades fisicas como massa, velocidade, etc..., chamados
particulas p. Os corpos sempre compdem uma geometria e, portanto, ocupam um
volume no espago.

. Espago - Tempo Euclidiano

Considerando um espago euclidiano formado por pontos x, independentes do
tempo t. Um corpo B pode ser mapeado em regides deste espago, ocupando uma regido
denominada configuragdo - o corpo € observavel somente na configuragdo. No tempo

de referéncia t, (t = 0), a configuragéo (de referéncia) ¢ denotada por €, e no tempo
atual t = 1, € chamada de configuragdo presente,(2.. Existe uma correspondéncia

entre cada posi¢do da particula p 4 uma posigéo x, definida através de um mapeamento
X = i(p) Supondo a existéncia de uma seqiiéncia de mapeamentos, ordenada pela

variavel tempo, a configuragdo do corpo € definida:

x = x(p, t) 2.1

Considerando uma configuragio de referéncia no instante t,, a posigdo da
particula p é mapeada nesta configuragdo pela expressio X = io(p, t). Esta

configuragio € necesséria para referenciar a evolugdio da geometria e das propriedades
do corpo material. Assim, a particula p pode ser representada em sua configuragio de
referéncia através da seguinte fungdo:

x = %(X, t)
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Os mapeamentos realizados em fungo da variavel X, sdo denominados material

ou lagrangeano. Caso sejam dependentes da posi¢do x, a descrigdo € chamada espacial

ou euleriana’.

. Movimento

O movimento de um corpo, consiste na seqiiéncia temporal de suas

configuragdes.

Fig. 2.1 Configura¢des Inicial e Final de um Corpo

Considerando a figura 2.1, o movimento do corpo B no tempo t = 1 € uma

fungdo x = X(X, 1), que localiza o ponto material p no tempo 1. A fungfio do

movimento pode ser invertida, X = i'l(x, 1:), 0 que possibilita a obten¢do da
configuragdo de referéncia a partir da configura¢do presente.

O vetor de deslocamentos dos pontos do corpo € definido como:

x=X+u onde u=iX,r)

u € o vetor de deslocamentos da particula.

' Embora estas denominagBes sejam consagradas na literatura, Truesdell afirma que o sistema de
descrigdo material (Lagrange) foi indroduzido por Euler (1762), e a espacial (Euler) por d’Alembert 1753.
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. Gradiente de Deformagdo

Para descricio da deformac¢do € definido o gradiente de deformagéo,
relacionando os vetores dX — da configuracdo de referéncia - , com o vetor dx da
configurag@o presente:

R d 2.2
F(X = V. x(X, t de V., = —
(,t) xx(,) onde V., X

O gradiente de deformagdo pode ser expresso em fungio dos deslocamentos:
d .
F(X,t) =1+ &u(X,t) e detF>0

Esta fungdo garante que, a cada ponto X na configuragdo de referéncia, existe
apenas um unico ponto x na configuragio atualizada. A restricdo det F > 0 exclui a
auto-penetragdo durante um processo de deformagéo.

De acordo com o teorema de decomposi¢io polar, o gradiente de deformagéo
pode ser decomposto em extensdo e rotagdo:

F = R(X)U(X) = V(x)R(X)
2.3

U(X) — tensor (direito) de extensdo — material.

V(x) - tensor (esquerdo) de extensdo — espacial.

R(X) - tensor de rotagdo que conecta as configuragdes material e espacial.

R é ortogonal i.e. R’R =1 ; detR=1

2.1.3 Medidas de Deformacao

A deformacio ¢ a grandeza mecénica que estabelece a relagdo entre a cinematica
e a lei constitutiva do material. Existem varias medidas para mensurar a deformagéo
elastica e plastica de um sélido. Uma das mais utilizadas € o tensor direito de

deformaco de Cauchy-Green:
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C = FTF 2.4

Este tensor € referenciado na configuragdo inicial e chamado de Green-
Lagrange (tensor de deformagdo material) na configuracio inicial:

1 2.5

e = —(C -1
Lo
A deformac¢@o na configuracio presente ¢ definida pelo tensor de Almansi (

tensor de deformagéo espacial) :

-7 0

onde b = FF' & o tensor esquerdo de deformag3o.

gp =

Para deformagéo plastica, as medidas de deformag¢do logaritmica sdo bastante
utilizadas, fato motivado principalmente pela pequena parcela de deformagéo elastica
em relagdo a plastica.

A escolha da medida mais apropriada para deformacéo, esta relacionada a sua
facilidade e adequagdo para representar a cinematica, e a relacdo constitutiva de
determinado problema. Neste aspecto, ainda € importante considerar a possibilidade de
adogdo de medidas de deformagdo diferenciadas para a cinematica e para a lei

constitutiva.

2.1.4 Taxa de Deformacio
A expressdo da deformagdo em fungfo do tempo ¢ fundamental para problemas
ndo lineares, e para representacdo de leis constitutivas definidas em taxas. Tanto os
processos dependentes do tempo, € mesmo em algumas situagdes ndo dependentes do
tempo, € necessario considerar a velocidade e a derivada material de algumas varidveis.
A representagdo da velocidade — taxa de mudanga da posi¢do espacial x - de uma

particula ¢ definida:
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ox 2.7
vV = —
ot

A velocidade entre duas particulas, na configuragio presente:

dv = ad dx = L.dx 28
ox

L = gradiente espacial de velocidade

A derivada no tempo do gradiente de deformacéo:

i 2.9
Po2(2) 2 (%) vy
ot \ 0X oX \ ot

V,v = gradiente material de velocidade

A derivada da velocidade em relagdo as coordenadas espaciais:

. 2.10
V,v = L(x,t) = » o @—[aﬂ = FF™!
x X ax
Assim, F=LF

O gradiente de velocidade pode ser decomposto em partes, simétrica, D, e anti-

simétrica, W:

2.11
L:l(L+LT)+l(L-LT) =D+W
2 2
onde D = symL = % (L + LT ) taxa de deformacéo
W =skwL = %(L ~-L ) tensor de rotagdo (spin)

A taxa de deformag¢do D representa na configuragéo presente, a mesma medida
que a taxa de deformagéo de Green £ na configuragio de referéncia.

As duas medidas estdo relacionadas por:

D = FT:F! 2.12
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2.1.5 O Tensor de Velocidade Angular Q*
Na auséncia de deformagdo D = 0, e apenas com o movimento de corpo rigido, o
tensor W torna-se igual ao tensor de velocidade angular, Q.

Considerando as bases:
ef = {ef,eg, e§} - base ortonormal fixa no espaco (global).

E = {E, , E,, E,} - base ortonormal na configuragdo inicial.

e = {e] y €5, e3} - base ortonormal na configuracgio presente.

O tensor de rotages R faz o mapeamento ¢; = RE;. Desta maneira, podem ser
definidos dois tensores de rotagdo, referenciando a rotagdo da base de referéncia e
atualizada a base global:

E, = R e® R, - tensor de rotagfo lagrangeano

e. =R_ef R; - tensor de rota¢do de euler

A variagdo no tempo da base atualizada — considerando que e® nio varia no
tempo:

€.

. » 4
I_REe

Se e = Rfe;, entio:

Q. ¢ tensor de velocidade angular da base euleriana ou espacial. Este tensor ¢

fundamental para representagio das medidas de tensdo e deformagdo na base
corotacional. A formulag@o corotacional, ¢ construida a partir de um sistema de
coordenadas para cada ponto material, possibilitando a rotagdo de cada sistema com o

movimento do corpo.

? Parte deste topico, foi baseado em DRIEMEIER (2001)
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Considerando a relagfo entre os componentes de um tensor T, nas bases e e e®:
E _ Trped

T = ReT R

O superescrito define a base dos componentes do tensor. Se e € a base fixa, a

derivada temporal desta equagio:

dTE

Trred
o = RiTR;

Se a base e é mdvel,

E
R, %Rg =T +R.RIT"R.R] +R_RIT"R R}

E

Defini¢éo da derivada temporal corotacional:
T=T -0, +T9Q, 2.14
2.1.6 A Decomposicio Aditiva da Taxa de Deformacio

Para problemas de plasticidade com pequenas deformagdes, € possivel realizar a
decomposi¢do aditiva do tensor de deformagdes, entre partes elastica e plastica. Esta
suposi¢do ndo é valida para o caso de grandes deformagdes, e, portanto, outras formas
de decomposi¢do devem ser encontradas.

Uma abordagem extensivamente utilizada nos programas de elementos finitos €
baseada na hipoelasticidade, que utiliza a decomposi¢do aditiva das taxas de
deformagdo elastica e plastica. Um dos problemas nesta formulagdo € referente ao
surgimento de tensdes residuais decorrentes dos ciclos de deformagdes elasticas. Por
outro lado, esta caracteristica, criou as condi¢des para o surgimento de chamada
hiperelasticidade, baseada na decomposi¢do multiplicativa do gradiente de deformag@o.

Considerando um corpo sob carregamento, com deformacdes elastica e plastica.

Removido o carregamento, ocorrera o retorno elastico — a deformagédo associada com o
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descarregamento € (F° )—l (LEE;1969). A deformagéo plastica F?do material, apds este

retorno:

-1

F*=(F°) F

A partir desta relagdo € possivel definir a deformagéo total:
F = F°F* 2.15
Retomapdo arelacio L = FF!(configuragio presente), resulta:

L=L+FL(F)

-1

onde Lf=F° (F“)
U =F(F)
Os materiais metdlicos em geral suportam pequena deformagdo elastica (o

moédulo elastico ¢, normalmente, duas a trés ordens de grandeza superior a tens@o de

escoamento). Esta consideragio permite a seguinte aproximacgao:

L=L"+L’ 2.16
Tomando a parte simétrica desta adi¢do:

D=D¢+D° 2.17
D = sym(L) D°=sym(L°) D":sym(Lp)

A taxa de deformagdo portanto, € a parte simétrica do gradiente de velocidade na

configuragdo presente ou espacial.

2.1.7 Objetividade

As medidas objetivas sdo necesséarias para expressar as medidas de tensdo e
deformagdo, sem a influéncia do movimento de corpo rigido.

Considerando o movimento de corpo rigido com a rotag@o da base:
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T dX

x|

O vetor dX permanece fixo, relacionado as duas bases x{ e X;:
dX* = Q(t}x!
onde Q é um tensor de rotacgéo:
Q - { cos 0 sene]

—sen 8 cosO
Considerando o movimento:
(X, 1) =Q(t)x' (X, 1)
Derivado no tempo:
£ (X,1) = Q)& (X,1) + Q(1)%' (X, )
ou,

v = Q(t)k'(X,t) + Q(t)v'  portanto, a velocidade ndo € objetiva em

fun¢do do surgimento de um terceiro termo relativo a variag&o da rotagéo.

2.2 Leis de Balanco

TRUESDELL (1966) afirmou que a mecinica procura conectar os seus trés
elementos primitivos — corpo, movimento e forga — para formular modelos descritivos
do comportamento de materiais, através de duas instancias:

1. Postular principios comuns a todos os corpos: leis de conservagéo para forga e

torque — ou, conserva¢do do momento linear e angular.
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2. Formular equagdes constitutivas para descrever o comportamento de materiais
diferentes.

O primeiro requisito - os principios da mecanica - sdo descritos na seqii€ncia:

2.2.1 Conservagao da Massa

A massa do corpo B € conservada em todas as configuragdes, desde que o corpo ndo

sofra desmembramento. Este principio esta representado na relagio abaixo:

d | 2.18
(B0 =0 p(x,1) = p,

m = IpOdV = J‘ptd\/l = const.
Vo v,

t
Como o valor da integral é constante, ela pode ser realizada na configuragio

inicial, onde a geometria do corpo € conhecida. Portanto,
pdetF = po; po = A(X,0)
p(X,t) e py sdo a massa por unidade de volume nas configuragdes presente e

de referéncia (inicial). O jacobiano J, relaciona o volume da configuracdo de referéncia
com o volume da configuracio presente, e representa uma medida da evolugdo do
volume dos elementos:

dv = Jdv, 2.19

2.2.2 Equilibrio

As leis de conservagdo do momento linear e angular relacionam os movimentos
e os esforcos. Estas relagdes, aplicadas ao corpo no instante t:
. Momento linear

ou 2.20
I(B,t) = idV; i=—
B,0= o, &

v,
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. Momento Angular

a(B,)= [rxp,idV; r(x,t)=x—0 2.21
v,
A variac@o do momento linear no tempo :

(B, t) = f(B, t) 2.22
f(B, 1) = J' tdA + J' pbdV
av, \A

define a forga resultante f aplicada ao corpo.
A variagdo do momento angular no tempo:

a(B,t) = m(B, t) 2.23
m(B, t) = Ir x tdA + jr x pbdV

av, v,
define o0 momento m(B,t) destas for¢as em relagdo a origem. Os esforgos t(x,t)

sdo as tragdes superficiais, e b(x,t), as forgas de campo por unidade de volume. As

posi¢des sdo medidas pelo vetor r. Os volumes em t sdo indicados como Vi, enquanto

as areas de superficie externas sdo denotadas como gVt ou S,.

Considerando o Teorema de Cauchy (t = o'n), & possivel relacionar as tragSes
com as tensGes. As formas integrais acima podem ser convertidas em formas

diferenciais aplicando o teorema da divergéncia:

dive(x, t) + pb = pii; =6 ‘ 2.24
dive(x, t) + pf = 0; f=b-i

Dependendo da configuragdo e da medida de tensdo escolhida, podem ser
derivadas diferentes expressdes a partir desta equagdo de equilibrio. Na configuragéo
presente, a medida de tensdo adequada é o, chamado tensor das tensdes verdadeiras, ou

tensor de Cauchy.
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2.3. Equilibrio — O Principio das Velocidades Virtuais

2.3.1 Forma Local / Integral

A solugdo exata de um problema de mecénica dos sélidos requer o equilibrio de
for¢cas e momentos em todo instante de tempo t. O método de elementos finitos, baseado
nos deslocamentos, considera a aproximagdo deste equilibrio, por um requerimento
mais “fraco™: -o equilibrio deve ser mantido sobre um numero finito de divisdes do

volume do corpo.

O equilibrio exato - cada ponto material deve satisfazer a equacgfo de equilibrio -
na forma diferencial, € apresentado, Eq. (2.24):
dive + f = 0
onde, f = b — pi
b = forgas de volume.
pii = for¢as de inércia.
p = massa por unidade de volume.

o = tensor de tensdes de Cauchy.

A forma fraca é obtida pela integracdo do produto da equagdo de equilibrio por
uma fungdo “teste” (vetor), definida em todo o volume. A fungfo teste pode ser
imaginada como um campo virtual de velocidades dv, independente do tempo, com
valores distintos no espago, continuo até a ordem necessaria, e obedecendo as restrigdes

cinematicas (cinematicamente admissiveis). Esta forma de equilibrio € chamada de
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Principio das Velocidades Virtuais. O produto escalar do campo de velocidades virtuais

com as equagdes de equilibrio, representa a taxa de trabalho virtual®.

Considerando um corpo em equilibrio no tempo t; a taxa de trabalho realizado :

j.divc - ovdV + jf . ovdV = 0 2.25
\A v,
resolvendo a integral pela regra da cadeia,

div(edv) = ov - dive + o : grad(dv)

Idivc SvdV = I on - 5vdS - ch . gradsvdV
v, S,

v,

j c:8LdV = jt.&vdS+ j‘f.svdv 2.26
\% s, v,

t representa o vetor de tragdes superficiais e satisfaz a condicdo on = t.

Esta integral resolvida na configuragdo deformada / presente, é também
conhecida como lagrange atualizado (updated lagrange). Na configurac¢do de referéncia,

lagrange totalizada (total lagrange).

A variagdo do gradiente de velocidades virtuais, representado por 8L, pode ser
decomposta no gradiente de velocidade de deformagdo 8D (simétrico) e no gradiente de

velocidade de rotagdo 6W (anti-simétrico):

SL = 8D + oW 2.27

6D=%(6L+6LT); 5W=%(5L—6LT)

a interpretacfo fisica da taxa dos trabalhos virtuais: a taxa de trabalho feito pelas forgas externas
sujeita a um campo de velocidades virtuais, € igual a taxa de trabalho feita pelas tensdes de equilibrio na
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Considerando a simetria do tensor de tensdes (somatério de momentos = 0), o

produto tensorial entre um tensor simétrico ¢, € outro anti-simétrico, W, é nulo. A
expressdo acima € simplificada utilizando apenas a taxa de deformag¢do D. Portanto, o
par conjugado - medidas de tensdo e deformag@o - para a expressdo do equilibrio ¢

composto por: tensdo de Cauchy4 e a taxa de deformag3o.
2.3.2 Principio das Velocidades Virtuais — Forma Incremental

Supondo o movimento x = i(X, t) ocorrido no intervalo t € [0,00). O equilibrio

das taxas de trabalho virtual, interno e externo, nas configura¢des discretas [1 , 2,..., n,

n+1,..) é representado por:

G=Io:SLdV—Jt-ﬁvdS—If-SvdV 2.28
Vl

Vi S,

e, AG =0

Para determinar AG, é necessario obter a geometria no instante t+At, para o
calculo dos valores de deslocamentos, deformagdes e tensGes. SZo conhecidos: o
incremento nos esforgos externos aplicados, e o valor atualizado das condi¢es de

contorno.

Inicialmente, para calcular a integral da taxa de trabalho virtual interno €
utilizada a geometria anterior, que € conhecida. Esta modificagéo, exige a representagéo

do par conjugado na configuragdo de referéncia :

taxa de deformagdo do mesmo campo de velocidades virtuais.

“ E adotada a tenso de Cauchy , porque consiste na principal medida de interesse pratico em engenbaria.
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G= jtr(JaSL)dv j’t -SvdS— jf -SvdV 229

0

O Jacobiano J foi incluido na expresséo para representagdo do trabalho virtual
interno na configuragdo de referéncia. Considerando a definigdo de gradiente de

velocidade e as propriedades do produto interno, este termo pode ser representado :

Itr(Jc:SL)dVO= (o 2 Ry, - J'[J T, SV SFIAY, - I[Jc F T _—V]dv
: - X ox X
J-tr(Jc:BL)dV()z JPT s

; X

considerando o primeiro tensor de Piola-Kirchoff (P ) :
P=JF':o
Tomando o incremento da expressdo:

230
AG:AJ.tr(P aEsv)dv Al Jt SvdS + If SvdV]

Se o campo de deslocamentos virtuais independe do tempo, o termo relativo ao

trabalho interno pode ser modificado :

A Jtr(P By, = Jaav : APdV,

onde AP=AJF ':6+JAF ':6+JF!: Ac
Se F:F'l=1, AF:F 14+ F:AF =0
ou AF'=-F':AF:F’'

Desta forma:
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A J' tr(asv . P)dV = Ju[as—v F (%L;-AF:F“ .6+ Ac 1 6)T]dV

fatorizando a inversa do gradiente de deformagéo :

AG=AI-AE 231

Al = .[t [66—"( AF : F‘1:6+AG+G—A}{)]dV

V,

AE=AJt-6vdS+Ajf-6vdV

1 vl
Esta expressio pode ser apresentada de forma mais adequada, para demonstrar a

dependéncia em relagio aos incrementos de deslocamento e velocidade. Para tal €

considerado :
Fo1+2,  ap=2EW
oX oX

de forma que :

d(Au) X _ d(Au)
X ox  ox

AF:F1 = = Al

det F = J; 9 = JF T
oF

Assim o incremento de G pode ser calculado para a conﬁgﬁragﬁo atualizada:

Al= Jtr[BL : (—Alo + Ao+ GATJ)dV

v,

1

O gradiente de deformagdo e o seu incremento, devem ser espacializados para

realizar o computo indicado. O resultado obtido pode ser apresentado na forma :



46

Al = j SL : (oAl + Ac + otrAldV 2.32
Vl
Ja que %J— = F ' : AF.

Com rela¢do a contribui¢do das forcas de corpo ao trabalho externo :

A jsv-fdv = [sv-Afdv + j5v-fAdv
v, Y v,

AdV, = A(JAV,) = AIdV, = %{dV ; dv = Jdv,

onde Vj é o volume de referéncia . Portanto,

A J'sv-fdv = j'Sv - (Af +f%)dv
vl

Vi

De forma analoga, a contribui¢do das tra¢des ao trabalho externo :

A [8v-tdS = [Bv-(At)dA + Jov-tada = jav : (At+ATIt)dA
S, S, S, S,

AdA = A(ldA,) = -AII-dA : 1=

= Ay ¢ a area de referéncia.
dA,

A partir dos resultados anteriores, a expressdo para determinagio do incremento

de G, entre duas configuragGes sucessivas, pode ser sintetizada por:

AG = Al - AE 2.33
Al= [SL:(Ac -oAl" + trAlo)dV
Vl

AE = ISV-(At+%t)dA+ Iﬁv-(Af+%f)dV
S, v,

O equilibrio deve ser verificado na configura¢do n (instante t), e na configuragdo

seguinte, n+] (instante t+At) — chamada discretizagdo temporal. A solugdo deste
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problema passa pela resolugio de um sistema de equagles, que pode ser realizada
através de uma forma totalizada, fazendo G; = 0 e apds Guar = 0, ou de uma forma

incremental AG = 0.

O método dos elementos finitos discretiza o continuo em elementos, ou seja,
utiliza a chamada discretizacdo espacial. Para a solugdo de um problema de mecéanica
dos solidos pelo método dos elementos finitos, baseado nos deslocamentos, sédo
necessarias as fungdes de interpolagdo para determinar os incrementos de deslocamento.
Como no Principio de Velocidades Virtuais € considerada a aplicagcdo de um campo de
velocidades, os incrementos de deslocamento sdo provenientes da composigcdo entre
velocidades e tempo. Estas fun¢des séo diferentes para cada tipo de elemento. No
presente trabalho, é considerado o caso geral de elemento sélido, e os deslocamentos ¢

as velocidades podem ser interpoladas no espacgo tridimensional :

u = Nu"; v = NvN; N = N(x)
&v = Nov"; 8L = B &v"; B, = %xl\l

Assim a expressao :

AG=38v'.AF;  AF = AF, - AF, 2.34

AF, = jBI.(Ac ~6Al' +trAle)dV
V,

AF, = JNT.(At + L5, A)dA + I NT.(Af + 8, V)dV
A v,
) o v, 0

que representam o desbalanceamento entre os esforgos interno e externo.
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CAPITULO III

LEI CONSTITUTIVA DA ELASTOPLASTICIDADE

Conforme citado no capitulo anterior, TRUESDELL (1966) enunciou as
equagdes constitutivas dos materiais, como o segundo fator para conexfo dos trés
elementos primitivos da mecénica — corpo, movimento e forga — para formular modelos
descritivos do comportamento de materiais. Isto porque, se por um lado, as leis de
equilibrio sdo satisfeitas por todos os corpos, independente das suas propriedades
mecanicas, a experi€éncia demonstra que os principios gerais da mecénica nio sdo
suficientes para determinar as tensdes nos corpos. Este fato € simplesmente comprovado
pela aplicagdo de um mesmo carregamento a dois corpos constituidos de materiais
distintos: seus comportamentos sdo diferentes. Desta constata¢fo, surge uma outra
grande 4rea da mecénica referente a representa¢do da variedade de materiais: equagdes
constitutivas.

TRUESDELL (1966) afirmou que uma teoria geral para equagdes constitutivas

deve estar amparada sobre trés principios:

. Principio do Determinismo

Fundamentalmente, as equac¢des constitutivas determinam o estado de tensdo de
- um corpo, a partir da histéria de seu movimento. O conhecimento do movimento de
todas particulas do corpo no presente, ¢ em todo tempo passado, € suficiente para
determinar o estado presente da tens@o na particula. Portanto, as deformagdes e tensdes

podem ser determinadas a partir do histérico do gradiente de deformagio;
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. Principio da A¢do Local
Este principio é uma restrigio ao determinismo da equagio constitutiva, que

considera a possibilidade de a¢Ges a distdncia. Assim, devem ser consideradas apenas as
forgas presentes na regido que delimita a particula.

. Principio da Objetividade

Uma equagdo constitutiva obedece ao principio da objetividade, se para um
movimento de particulas, observado de dois pontos distintos no espago, determina a
mesma tensdo para ambos. De outra forma, a resposta do material ¢ indiferente ao

observador.

3.1 Termodinamica com Variaveis de Estado

A descri¢io de equagBes constitutivas através da histéria do gradiente de
deformagdo é uma tarefa dificil (SOUZA NETO; 2003) e a alternativa encontrada € a
adogdo da termodindmica de varidveis internas. Segundo esta abordagem, em qualquer
instante do processo termodindmico, o estado em um dado ponto material p €
determinado através do conhecimento de um numero finito das varidveis internas, que
podem ser escalares, vetores ou tensores associados aos mecanismos dissipativos. O
estado termodindmico € caracterizado pelos valores instantineos destas variaveis.

A escolha das varidveis internas para construir um modelo constitutivo € um
fator essencial para descricdo do comportamento de uma particula material. A escolha
das variaveis esta vinculada a critérios ndo so6 relacionados ao tipo de material, como as
possibilidades de medi¢do da variavel, e ao acoplamento entre o processo de
deformagdo e o material (SOUZA NETO; 2003).

Um modelo elastoplastico pode ser definido através do formalismo de

termodindmica das variaveis internas (para formulagio hiperelastica), postulando:
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1. Um potencial de energia livre;
2. Uma fungo de escoamento — para definir o inicio do escoamento;
3. Um potencial dissipativo — utilizado para derivagdo da lei de fluxo das

variaveis internas;

3.1.1 Energia Livre

A fun¢do de energia livre y € um potencial termodinimico que mensura a
energia de deformacfo, e a energia dissipada. Devido & sua natureza, esta fungfo
necessita ser convexa nas varidveis internas — esta condi¢fo garante o cumprimento da
segunda lei da termodindmica.

Embora nem sempre seja possivel escrever uma fungdo de energia livre v,
quando ela existe, é dependente do conjunto de varidveis: componente elastica do tensor
de pequenas deformagdes (£°), temperatura (), gradiente de temperatura (grad 6) e um
conjunto de varidveis internas (s,). Fundamentalmente, a evolugio de todos os
fendmenos no material pode ser considerada como uma seqiiéncia de estados de
equilibrio, € o conhecimento das varidveis - deformagdes elasticas, temperatura, € o seu
gradiente -, suficiente para descrever os fendmenos internos, € a evolugio da
degradacido do material. As hipéfeses adicionais relativas a existéncia de superficie de

escoamento, normalidade e associatividade, permitem obter estas variaveis.
As varidveis de estado, Sy, normalmente caracterizam as mudancas micro-
estruturais decorrentes de fendmenos plasticos. Como exemplos, esta varidvel pode ser

um vetor a, para identificar a translagdo da superficie de escoamento (back stress) -

caracteristico do encruamento cinemdtico -, ou como um escalar, como a deformagio

plastica acumulada €%, ocorrida no encruamento isotrépico.
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Utilizando a hipotese de decomposi¢do aditiva, supde-se a decomposig¢do da

energia livre y do material, em componentes elastica, e plastica:

W(S,SP,SG):\V 3.1
W:WC(a_s'p)-'_\pp(sut); we:\]}e(se); \Pp=@p(€qp,a)
onde

T AN

s:l(FFT—I); 5‘*:_[§Pdt; §P=\/3s:s
2 : 3

Considerando a restri¢io de Rice! - a suposi¢do de decomposi¢do aditiva das
deformag¢des € um dos fundamentos para construgdo de um modelo constitutivo elasto-
plastico. Conforme verificado no capitulo anterior,
e=¢" +¢f 3.2

Assumindo que a porgdo elastica € derivavel do potencial de energia de

deformacio elastica:

1 ¢ . .o 3.3
Y, = ECC AR

Considerando a seguinte definigdo de tensio:

Portanto,
c=C°: ¢° 3.4

onde C°® ¢ o tensor de elasticidade.

Os modelos de plasticidade independentes da taxa de deformagéo, possuem uma

regido onde a resposta é puramente elastica, e o seu limite é definido pela fungfo de

escoamento.

"A decomposigdo aditiva das taxas de deformagdes pode ser feita apenas para materiais com pequenas
deformacdes elasticas.
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3.1.2 Superficie de Escoamento

Em plasticidade, normalmente estd implicito nas equagbes de escoamento a
condi¢do de que o material ndo apresenta falhas internas. Neste trabalho, sdo
considerados os materiais metalicos ducteis, incompressiveis, com um comportamento
de encruamento isotrépico.

Enquanto a tensdo de escoamento determina o limite de deformag&o eléstica para
0 caso unidiménsional, para os problemas multiaxiais € exigida a defini¢do de um
critério de escoamento. Existem alguns critérios para caracterizar o escoamento do
material. O mais antigo foi definido por Tresca, baseado na afirmagio de que o
escoamento do material terd inicio, quando a maxima tensio cisalhante do material for
alcangada. Mais tarde, Richard Von Mises sugeriu que o limite entre 0 comportamento
elastico e plastico do material fosse definido pela energia de cisalhamento. Este critério
passou a ser a referéncia fundamental para a maior parte dos trabalhos de mecénica dos
sélidos, principalmente por sua adequagio para implementagio numérica.

Segundo CHABOCHE;LEMAITRE (1994), a maioria dos metais exibe um
comportamento de encruamento anisotropico. Porém, em varias situages € possivel
simplificar esta complexidade adotando o comportamento isotropico, principalmente
sob o carregamento monotdnico, ou seja, quando a tensio mantém-se em um sentido
constante no espago de tensdes.

Um material pode ser considerado isotrdpico, se a superficie que define o
dominio eléstico depende apenas de um pardmetro escalar. Assim, a isotropia de um
material pode ser caracterizada pelas componentes de tensio e a varidvel de
encruamento.

f (c, S, ) =0

representando a fungfo através dos invariantes do tensor de tensdes,
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f(c,,cu,cm,syl)=0

6=8—-pl; S=tensdodeviatérica S = tensdo de esoamento

. 1 i 1
e a pressdo hidrostatica p = — 3 c:1
a representagéo de S através dos seus invariantes :

Sy =%Tr(Sz)

1
S = ETI(S3)

Assim, a fungfio de critério de escoamento para materiais compressiveis:
f(SH,Sm,Sy )= 0
Os escalares classicamente empregados para caracterizagdo do encruamento

isotropico dos materiais sdo: a deformagdo plastica acumulada, para o chamado

processo de encruamento por deformagéo (strain hardening),

t
= J%"dt;
0

e o trabalho plastico dissipado, também chamado encruamento por trabalho

(work hardening).

w, = _Ec('c):é(t)dt

Considerando que os metais em geral apresentam a propriedade de
incompressibilidade, independentes com relagdo & tensdo hidrostatica, é possivel
representar os critérios de escoamento apenas no plano deviatdrico.

E retomado o desenvolvimento anterior para a fun¢fo de escoamento de von

Mises, com a fung¢do simplificada para materiais incompressiveis f (sH,Sy)=O, €
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adotando como variadvel interna a deformagdo plastica equivalente, dependente da

deformagéo plastica acumulada

| 3. )2
Onde a tensdo equivalenteé q = 5 S:S
A fun¢io de escoamento € um escalar, e constitui um critério para delimitar o

estado elastico e plastico. Enquanto f < 0, o material permanece sob regime elastico -

a deformagdo plastica acontece somente quando f = 0. Durante o carregamento

plastico, as tensdes devem permanecer na superficie de escoamento tal que f = 0,
também chamada de condi¢do de consisténcia.

As condigdes de carregamento e descarregamento?:

A 20 f <0 Af = 0

A primeira condi¢io indica que o multiplicador pléstico é sempre ndo negativo,
¢ a segunda que o estado de tensdes deve permanecer sobre o limite ou dentro da
superficie de escoamento. A ultima condi¢@o assegura que a tensdo permanece sobre o
limite de escoamento durante o fluxo plastico. Esta condigéo pode ser enunciada através

da condig@o de consisténcia.

3.1.3 O Fluxo Plastico

A deformagio plastica dos metais resulta do deslizamento entre os cristais, ou
seja, ocorre um cisalhamento intercristalino governado pelas tensdes tangenciais. O
encruamento isotropico é a manifestagdo macroscopica do aumento na densidade de

deslocamentos em todas as diregdes, que com o fluxo, tem a tendéncia a desenvolver
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intertravamentos entre os cristais. Esta aproximagio do fendmeno de plasticidade, a
evolugdo (lei de fluxo) da superficie de escoamento, pode ser realizada através de
apenas uma variavel escalar. Normalmente, a variavel escolhida € a deformagio plastica
equivalente (CHABOCHE;LEMAITRE, 1994).

Assim, a deformagio inelastica ¢ definida por uma lei de fluxo plastico:

oF 3.6
. ~ . -y oF o .
F ¢ a fungdo potencial de fluxo pléstico, e . define a diregéo do fluxo plastico.
c

A taxa do fluxo plasticok, é determinada a partir da aplicagdo da condigdo de
consisténcia.

Para alguns modelos da plasticidade, a diregdo do fluxo é a mesma da diregio
normal a superficie de escoamento no espago de tensdes. Estes modelos, que abrangem
a maioria dos metais, sdo chamados associativos, e as fun¢des potencial e limite sio
iguais :

f = F

De maneira geral, a regra de normalidade é respeitada para os metais, mas no
caso de materiais granulares, dependentes da pressdo hidrostatica, ou materiais
danificados, este requisito nio é observado. Assim a fun¢do de escoamento, deve ser
especialmente desenvolvida para modelar a influéncia da pressdo, ou do arranjo de
fissuras e vazios no material.

A forma de taxa da lei de fluxo é fundamental para a teoria de plasticidade
incremental, porque ela permite expressar a histéria da deformagéo por plastificagso,

um fenémeno ndo linear, que nio admite o principio da superposi¢do de efeitos.

? Também chamadas de condigdes de Kuhn Tucker.
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Para completar o modelo constitutivo sfo necessarias as leis associadas aos

mecanismos dissipativos, ou seja, a definigdo das leis de evolugio para as variaveis

internas:
. 3.7
i F
do.

Relacdes Constitutivas para a Plasticidade

1. Decor-nposigcio Aditiva da taxa de deformacdo
e=zg°+¢f

2. Taxa de Tensdo

6" =C¢:ef=C"* :(a—ap)

3. Lei de Fluxo Pldstico

eP = ia—F

0o
4. Evolugdo das varidveis internas
§% = x_aﬁ

oo

5. Condigdo de Escoamento

f=gqg-5, =0

Entéo, o problema constitutivo pode ser enunciado: “Dados os valores iniciais

das varidveis internas s, € a histéria do tensor de deformagdes, encontrar as funcgdes de

6 (1) - tensor de tensdes - e s, (1) - grupo de variaveis internas -, tal que as equagdes

constitutivas:

sejam satisfeitas para todo tempo. O tensor de tensdes — dependente da histéria de

deformagdes - ¢ a solugdo do problema constitutivo inicial.
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3.2 Modelo Constitutivo Hipoelastico

Considerando um modelo hiiaoeleistico3 , onde as deformagdes elasticas sdo
pequenas comparadas as plasticas. Nestes modelos, a fung¢io potencial nio é definida, e
¢ assumida a decomposi¢do aditiva da taxa de deforma¢io, em componentes elastica e
plastica, representadas pelas medidas espaciais de deformag&o:

D = D° + DP 3.8

Para deferrninar o par conjugado desta medida de deformagfo, deve ser adotada

uma taxa de tensfo objetiva.

3.2.1 Medidas Objetivas de Taxas de Tenséo
Para formular as equagles constitutivas — expressas em termos de taxa — é
necessario introduzir uma taxa objetiva da tensfio de Cauchy como par conjugado. As

trés principais de taxas objetivas sdo: Jaumann, Truesdell* e Green-Naghdi.

J

Considerando a relaggo constitutiva objetiva 6"’ = C’ : D°, a taxa de Jaumann é

expressa:
o' =6-Wo - oW’ 3.9

A taxa material para o tensor de tensdes de Cauchy:

6=C":D+Wo+cW' 3.10

O primeiro termo € a taxa de mudan¢a devido & resposta material. Os dois
termos restantes sdo a mudanga da tensdo devido a rotagdo.
A diferenga da taxa de Jaumann em relagdo & Green-Naghdi, estd na medida de

rotagdo utilizada. Enquanto a taxa de Jaumann utiliza o spin, a taxa de Green Naghdi

emprega a velocidade angular @ = RRT. Assim,

* 0 modelo implementado no programa Abaqus é hipoelastico.
* A taxa de Truesdell ¢ definida pela derivada do tensor de tensdo segundo Piolla-Kirchoff.
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¢’° =6 - Qo - ¢.Q 3.11
Esta medida objetiva para a taxa de tens#o, ¢ a utilizada pelo programa Abaqus’.

Considerando um tensor constitutivo constante, a relagio entre a tensdo de

Cauchy ¢ a taxa de deformag&o pode ser expressa em sua forma corotacional :

¢’ =C*:D"
[ 1 [+ CT
D = S+ L),

onde D° € arazdo de extensdo elastica do material.
O tensor de quarta ordem €, constante, determina o comportamento elastico do
‘material, para quaisquer valores de tens3o. Escrevendo o médulo elastico em termos da
deformacdo volumétrica e deviatdrica,
3.12
C* = 2uJ + A
J and I sdo tensores de quarta e segunda ordem, respectivamente.

0;;= delta de Kronecker;

B e A = coeficientes de Lamé. Sdo propriedades do material que podem ser
expressas em termos do médulo Eléstico ( E ) e do coeficiente de Poisson (v ) :

_ E ) A = Ev
21+ v T+ vX1 - 2v)

n

3.3 Relacdes Constitutivas para a Plasticidade

Considerando a lei de fluxo do escoamento plastico: DFP = iﬁ 3.13

Jo

. . L N v
> A partir deste ponto ¢ assumido para simplificar a notagdo que © G = oY
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e . - OF 3.14
E as varidveis internas: S = A —
da
o o : 3.15
Efetuando as substitui¢des: ¢” =C*:(D-D?)=C*:(D-AN)

3.3.1 Consisténcia Plastica

Para determinar o comportamento plastico do material, € necessario calcular o
multiplicador pléastico no espago de sua defini¢do. Para tal, qualquer que seja a
superficie de escoamento considerada, a fungdo de carregamento/descarregamento em

relagdo & mesma, deve observar as condi¢des de Kuhn-Tucker:
f(6,s%) < 0, A >0 Af(o,s%) = 0

Aplicando a condigdo de consisténcia:

f=0

oA Do+ o s« = 0
fY =0 oo oo
Considerando,
6 =C°:D°

D° = D - D

a partir da condi¢do de consisténcia:

_6£
oo

. of of v
[CC D - A=)+ —s* =20
[ ( ac)] 0

Desta forma, o multiplicador plastico é definido:

of :C* : D 3.16
of Y S of _of s"‘\7
il Jo oo
i:l-ai.-c%n; e L=H+§.-C°.-D
L o 0

L = modulo de encruamento do material.
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As taxas de tensGes podem ser relacionadas as taxas das deformacées, utilizando

o modulo tangente associado & matriz constitutiva do material,

6" = C® D

{Ce.ﬁJQf_

C® =C*- 0o | % =Ce—lCe:N§:C°
of ~ .. of of v L do
—:C -5
Jc o6 0s®

3.17

Relacies Constitutivas para a Plasticidade (Hipoelasticidade)

1. Decomposig¢do Aditiva da taxa de deformagdo
D = D° + DP

2. Taxa de Tensdo

6 ' =C:D*=C": (D—DP)

3. Lei de Fluxo Plastico

pr - i &

oo
4. Evolugdo das varidaveis infernas
¢ = 3 &

oo

5. Condigdo de Escoamento

f =q-5, =0

6. Condi¢do de Carregamento e Descarregamento
A2 0 f <0 Af = 0

7. Multiplicador Plastico

A= %gf; :C°:D

8. Taxa de tensdo

" = C® . D




61

3.4 Implementac¢ido da Lei Constitutiva Elastoplastica

A decomposi¢do da taxa de deformagdo em partes elastica e plastica simplifica a
aplicagdo de um algoritmo para integracdo numérica das equagdes. Por outro lado,
apresenta um inconveniente: como a deformagéo plastica é definida em forma de taxa, e
o comportamento do material modifica bruscamente no escoamento, ocorrem alguns
problemas numéricos no procedimento de integragdo. Assim, a integrag¢do das equagdes
constitutivas € realizada em duas etapas:

Atualizacdo do estado do material elastoplistico

O fendmeno de plasticidade € dependente da histéria de deformagdo plastica
acumulada. Isto torna necessario escrever as equagdes constitutivas na forma de taxa, ou
seja, o processo € descrito em um “pseudo-tempo”. A partir desta taxa € obtida a forma
incremental da equagdo constitutiva que pode ser integrada, por varios tipos de
algoritmos.

No procedimento incremental, a cada passo de célculo, o processador envia ao
modelo constitutivo as deformagdes e as varidveis internas no instante t, passo n, € o
incremento de razio de deformagao entre os instantes t e t+At.

O algoritmo de integracdo constitutivo:

P

. Dados: € P, S5 notempot

ne
. Dado: incremento de deformacgdo Ag = Atg;

. Calcular:e, ., €°, ,85,, notempo t + At;

. Satisfazendo a condi¢do de consisténcia Af =0,

. Calcular a tensdo atualizada no tempo t+At :

-C¢: _gP
6, =C '(8n+1 £n+l)
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. Determinagdo da matriz de rigidez consistente (Jacobiano).

3 AG"

M=
OAsg

A geragdo da matriz consistente, é necessdria para garantir a convergéncia

quadratica do método de Newton-Raphson aplicado as equagdes de equilibrio.

3.4.1 Equacio Constitutiva Incremental - Esquema de Integracio

As componentes de tensfo objetivas em forma incremental no instante t+At :

Gn+lv = C* : §+l 3.18
Com:
Dfl+l = l)n+1 - Dﬁn
. of .
Dg+l = )\‘Nn+1 Nn+1 = anil
Gn+1

Para garantir que os valores atualizados de tensio e das varidveis internas

satisfagam a condigdo de escoamento, tal que f,,, = 0, - e a solugdo permaneca

sobre a superficie de escoamento - a determinagio do fator multiplicativo A, deve ser
proveniente da condigdo de consisténcia. Este caso, determina a escolha de um esquema
de integragdo implicitaé.

Existem varios algoritmos de integragdo, e neste trabalho sera adotado o método
de Euler Retroativo — implementado no programa Abaqus - a partir das conclusdes de
ORTIZ; POPOV(1985). Neste método, os incrementos de deformagdo plastica e
varlaveis internas, sdo calculados ao final do passo de integragdo — assim com a

condi¢do de escoamento.

6 ;o . o
No caso explicito f_,, = f(cm,, S:n) # 0, ou seja ndo garante a condi¢do de escoamento do
material.
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D,,, = D, + AD
3.19

D? ., =DP + AD?

v e

6 n=C :(Dn+1_D§+l)

fn+1 = f‘(0-n+l='s(rj:+l) =0

Considerando,

ADE+| Dg+l - DrF: € Chy1 = Ce : (Dn+1 - D§+l)

Entéo,

Cpy1 = Cc® : (Dn+1 - Ds - ADEH)

=C*:(D,+AD-D} -AD}, )

=6, + C° : AD)- C® : AD?,, = 6™ - AM,,,C° : N,,,
Che1 = Opr —Axnﬂ C*: Nn+1 3.20
onde ¢ ¢ tensdo tentativa do preditor elastico e — AA,,,C° : N_,, € o corretor

pr
plastico, que retorna a tensdo preditora para a tensfo de escoamento presente, ao longo
da direcdo especificada pelo fluxo plastico.
Assim, para a aplicagdo do esquema de mapeamento de retorno sio realizados
trés passos:

1. Aplica¢do do preditor elastico 6., que é uma progressdo no espago de

tensoes na dire¢do normal a superficie de escoamento;

- =6, +C°: AD 3.21

A fase do preditor elastico é conduzida pelo incremento de deformagéo total.

2. Verificar se a tensdo preditora é superior a tensdo de escoamento

Se q, -8, (su) <0 entdo 6,,,=0 q,, = tensdo preditora equivalente

pr

Caso q, —S,(s,)>0,
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3. E realizada a etapa de corregdo pldstica, que retorna o valor do preditor

para a superficie de escoamento;

G, =6, ~C° 1 ADP 3.22
C:AD?, =AM C°:N_, 3.23

A fase do corretor plastico é conduzida pelo incremento do multiplicador plastico.

Fig 3.1 Esquema Preditor Elastico - Corretor Pléstico
Para célculo do incremento do multiplicador plastico, é considerada a fungdo de

escoamento em f p+1:

fn+1 =9n1 Syn+l;

1
3 Sn+l = Ohy — 5 tanHI
Qne1 = ESm—l :Sn+1 s

Tomando a condigdo de consisténcia em forma corotacional para determinagdo
do multiplicador plastico:

of 3.24

AfY =—:A<sv+E As® =0
oo oo

Ae’ =C°: AD*
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Ac” =C°:(AD - AD?)
AD? = AAm

Entio,

Ac” =C®: (AD - AAN)

of
AfY =N.|C°: (AD —AAm) |+—— As* =
[ ( )]+6a S 0

Assim,
NC®:AD + ﬂ As”

AL = - oo
NC®: AD

Assim, o incremento de tensdo € definido:

m.C°: AD+§AS°‘
Ac’ =C:| AD - oot
m.C°: AD

3.5 A Matriz Consistente (Jacobiano)

Para garantir a convergéncia quadratica do método de Newton na solugio das
equagdes de equilibrio geradas pelo método dos elementos finitos, € necessario definir a

contribui¢do para a matriz de rigidez através do jacobiano, ou matriz consistente.

Considerando o Jacobiano como a relagio entre incrementos de tensdo e

deformacéo:
aAO'V 3.25
n+l T OAD

O Jacobiano ndo sera desenvolvido, mas pode ser verificado em SOUZA NETO

(2003), BELYTSCHKO (2000).
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3.6 A Plasticidade com Encruamento Misto

A densidade de deslocamentos, mencionada em 3.1.3, pode estar acompanhada
de um outro fendmeno, decorrente das incompatibilidades geradas durante as
deformagBes plasticas locais de um cristal para outro, o que provoca deformagdes
permanentes diferentes de um cristal para o outro. Este fendmeno microscopico, torna-
se particularmente importante quando s3o aplicados carregamentos ciclicos de tragio e
compressio.

A maioria dos metais experimenta uma variagio em suas propriedades
mecénicas durante os ciclos. No efeito Bauschinger - caracteristica apresentadas por
metais em testes de trago, seguida de compressdo - ocorre um encruamento na trago,
€ um “amaciamento” na compressio, de forma que, esta nova tensio de escoamento
compressdo, € menor do que a tensdo de escoamento seria no caso de um carregamento
de compressdo com o material sem deformacgo.

Uma varidvel escalar ndo permite representar os efeitos alternados de
encruamento observados no carregamento ciclico, e surge a necessidade de criar uma
outra varidvel, de natureza vetorial (ou tensorial) para representar o fendmeno. Uma
variavel considerada suficiente para caracterizar este efeito é a deformagdo plastica.

No encruamento cinemético linear o dominio elastico mantém suas dimensdes,
mas sofre uma translagéo no espaco de tensdes principais. O centro de dominio elastico

representa o estado neutro de tensdes.
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Figura 3.2 Encruamento Cinematico
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Este modelo desenvolvido por Prager no inicio da década de 50, foi o primeiro

desenvolvido para anisotropia, embora, naquele momento, Hill ja desenvolvesse boa

parte de seu critério.

Desta maneira, o encruamento isotrdpico, associado a uma variavel escalar para

mensurar a densidade de deslocamentos, passa a incorporar uma variavel vetorial para

caracterizar as incompatibilidades internas geradas pela deformagéo pléstica.

As variaveis internas, de natureza escalar ou vetorial, representam o estado

corrente do material, ou seja, o estado de encruamento.O encruamento cinematico

corresponde & transla¢do da superficie de escoamento, caracterizada por uma variavel J

(figura 3.2), de natureza vetorial, chamada tensdo de fundo (back stress), para denotar a

posigdo atualizada da superficie de carregamento.

f=(c-1)-S,

Considerando o critério de Von Mises, a fungdo passa a ser representada por:

onde

q" =J§(S—J):(S—J)

O encruamento cinematico material, € definido em Prager:

pr =2 XL
JOo

J=nDr

1= fator de encruamento
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Relacgdo Constitutiva para Plasticidade com Encruamento Misto

1. Decomposigdo Aditiva da taxa de deformagéo
D = D° + DP

2. Taxa de Tensdo

6" = cD* = (b - D?

3. Condi¢dio de Escoamento

f=q'-S,=0

4. Lei de Fluxo Plastico

pr=; ot
Jdo

4. Encruamento isotrdpico
8, =8, (s.)
5. Encruamento cinemdtico
J=nDr
6. Condi¢do de Carregamento e Descarregamento
A 20 f <0 Af = 0
7. Multiplicador Plastico

X=—1—£:CC:D; L=H+E:Ce:D
L o oG

8. Taxa de tensdo

6" = C® : D
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CAPITULO IV

CINEMATICA DE CONTATO

Dois corpos em contato podem ser considerados deformaveis, rigidos, ou
constituir um par rigido — deformavel. O Gltimo modelo ¢ adotado nas situa¢des onde
existe uma diferen¢a acentuada entre o moédulo de elasticidade das superficies em

contato — tipica modelagem de conformagfo mecénica: ferramenta — rigida , pega —

deformavel.
i
: _-'-"-'3'3:1:-:-:-.-:-‘;:~:3:'~':3;'-.:3'.‘ o Superficie
" Mestre
Superficie
R s : Escrava
# 5 s
orpo Deformével
*2
x1

Fig. 4.1 Representagdo de Dois Corpos (rigido — deforméavel) em Contato

As superficies envolvidas no contato sio denominadas: mestre' e escrava®. As
superficies podem apresentar a seguinte segmentagio: St' onde tragdes sdo aplicadas,
S,! onde deslocamentos sdo prescritos, S.' onde ocorre o contato com a superficie de um
segundo corpo, através da superficie S.°. Se existe um movimento relativo entre estes

corpos, ocorrem modificagSes temporais nas condigdes de contato de um par de pontos.
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As alternativas para caracterizagdo desta mudanga incluem: contato aberto e fechado.
Sendo verificada a condigdo de contato fechado, surgem outras duas possibilidades na
interface: os pontos das superficies podem estar em condi¢des de aderéncia - onde nio
existe movimento relativo entre os pontos -, ou em deslizamento relativo

(escorregamento).

Dois pontos em contato permanecem nesta condi¢do enquanto a magnitude da

tensdo equivalente tangencial (q,) do vetor de tragdo presente, mantém-se menor que a

resisténcia ao deslizamento ( s ). Nessas condi¢des, nfo existe movimento relativo entre

o0s pontos, e verifica-se a relagéo:

Aup =Au; i=1.2

onde o termo Au € o vetor de incremento de deslocamento tangencial na

diregdo i do corpo deformavel, enquanto Auj € o vetor de incremento de deslocamento

tangencial na mesma dire¢do do corpo rigido. A outra condigdo a ser respeitada €
relativa 2 manutengdo do contato fechado: para o contato nfo tornar-se aberto, o

incremento do deslocamento normal Au, dos corpos devem ser iguais.

4.1 Cinematica de Contato
Considerando dois corpos em contato, identificados como peca e ferramenta,
denotados por B*e B~. O movimento dos corpos em relagdo a configuragéo de

referéncia By e By € descrito por:

! Na literatura podem ser encontradas outras denominagdes: rigida, alvo.
? Outras denominagdes: deformével, contatora.
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x" =570 e x =%(p,0)
p indica a posigdo do ponto material no tempo t = 0. No tempo t = t + At, 0

movimento dos corpos em relagéo as suas configuragdes presentes:
E =% (x"1) e & =% (7,7

os incrementos de deslocamentos:
Auy(x*,7) = & - x" e Au;(x,1) =& —x

e as velocidades espaciais:
viix',t) = 2{Au+(x+ )} | e v (x,t)= i {Au; (x7, 1)} |
’ 61 t ’ 1=t s 81 t s T=t

Se para a interface dos corpos em contato, ¢ assumida uma espessura zero, entdo

x = x" = x~. Considerando n como a normal 4 superficie mestre, no ponto x e tempo t,

sdo definidas as seguintes magnitudes:

A velocidade relativa entre a pega e a ferramenta:

Vy = (0 @ n)v = (v.n)n = V. n
Vi =(1-n®nv=v-vn
O incremento de deslocamento relativo:
AR, (1) = AU, (t)y + A () = Auf(x”, 1) - Au (x7, 1)
Au (1) = (n(t) @ n(t)Au, (1) = (Au,n(t)n(t) = A uy(t)n(t) 4.1

Au,(1); = (1 — n(t) ® n(t)Au, (1) = Aur(r) 4.2
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4.1.1 Defini¢do das Medidas Objetivas
Para garantir a objetividade do modelo constitutivo, € necessario considerar a
transformacio das variaveis do problema sob a mudanga do observador, segundo uma

rotagdo Q(t).

Representando as coordenadas locais no sistema de coordenadas global (Fig. 4.2):

Fig. 4.2 Cinematica de Contato
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A rotag3o da base local e; em relagio a base global ef é obtida pela relagéo:

(o} ol
e(t) = Qlt)et - €¥(t) = Q(t)e (1) 4.4

A base no tempo T:

e(t) = et) + Ae 4.5

Ae = eAt

A rotag@o da base t em relagéo & base global:

) = 1 - aloer + Qe Qs = 0
é) = et

Substituindo a expressdo 4.4:
e(t) = Q)™ (t)e
Retormnmando a expressdo 4.5:

e (1) = e(t) + eat

e (1) = e(t) + QQT (elt)at s Q)R (t) = (1)

Assim, é possivel representar a base no tempo T, em fungio da base no tempo t:

e(t) = e(t) + Q(t)e(t)At

e(t) = (I + Q(t)At)e(t) se I+ Q(t)at = AR(t)

| o) = AR() s
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Finalmente, ¢ necessario definir R, (1) e €(t) a partir do movimento

X7 (x*,1). Considerando o gradiente de deformagio de superficie (ANAND;1992),

correspondente a este movimento, e sua decomposi¢io polar:

F'(x", 1) = R (7, DUt (x7, 1)
R (7) e ©(t) s&o representadas na seguinte forma:

Ri(v) =R (x", 1)

Q) = %Rﬁ(xt ) e

4.1.2 Fungio Gap

Para o estabelecer o fechamento do contato, ¢ necessario definir a fungdo gap - a

interpenetragio e/ou folga instantinea na diregfio normal gy :

gh=hy —h = uy - gl; gn = gy 4.3

como pode ser verificado por uma anélise da figura 4.3.

——— 3
‘E 9%
RN\ 9N
KO
Y, hy
rgoN 1
T e

e
t
~i
»
[X)
)
]
|=|
&

gN=h‘}v—hN=ﬂ—y%{

Fig. 4.3 Defini¢do da Fungdo Gap
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Na forma incremental:
Agy =Au, ~Ag)  ,se g =constante, entdo Agd =0
Agy = Auy

4.1.3 Decomposi¢ao Aditiva do Deslizamento Tangencial

Considerando uma situa¢do de contato fechado, sem movimento relativo (em

aderéncia) entre os pontos em contato das superficies, mestre e escrava:
Aur = Aup,

Quando existe movimento relativo entre as superficies, o deslocamento total sera
a somatdéria das componentes de aderéncia e deslizamento. A parte relativa ao
deslizamento - como em elastoplasticidade -, estd relacionada ao deslocamento

irreversivel, e a aderéncia, ao deslocamento elastico e reversivel’:

t a d
Aup = Auy " + Aug,

Deste ponto em diante, com o intuito de simplificar a nota¢éo, os deslocamentos
de aderéncia e deslizamento nd3o estardio acompanhados de um indice referéncia a

direg¢d@o tangencial, uma vez que acontecem apenas nesta dire¢édo. Assim:

At = Au® + Au® 4.7



76

4.2 As Tracoes na Forma Corotacional

Para dois pontos quaisquer em contato instantdneo (Fig. 4.1), o vetor t que
mensura a forga de contato por unidade de area, atuante na superficie escrava ponto S =
C, resultante da interagdo com a superficie mestre, pode ser decomposto em uma

componente normal t, & superficie S, e outra componente tangencial t,

n ¢ a normal, com dire¢do interna a superficie de contato no ponto instantineo de

contato.

A componente tangencial t; pode ser decomposta em duas componentes locais

no plano de contato definido pelos versores e, e, :

Consideradas duas configuragGes quaisquer, nos tempos t e T, a evolugdo das

tragdes dependem da atualizacgdo das tragdes e de sua rotagao.

e3(T)

Assim, a componente normal de contato t, depende de sua atualizag¢do, ¢ da

mudanga de direcido da normal de contato :

ty = tym + tyn

? A evidéncia experimental desta proposigdo ¢ apresentada no Capitulo VI.



77

sendo que :
n = Qn

. . v ~ . | ~
Definindo a taxa corotacional de t{ como a taxa ndo associada a rotagio

espacial — tragdo objetiva -, resulta :

0 = by - Oty 4.8
ty(0) = tyn(t) n(z) = e()
Definindo o incremento da componente corotacional normal:

Aty = tyAt — AQt, 4.9

Da mesma forma, as componentes tangenciais representadas na base t:

t; (t)=te,(t) ; i=1.2

t:(1) = t;(t) + Aty se Aty = t At
Entéo,

tr(t) = tre(t) + tré(t)

t; = ?X—Tj% + Bta—tT = t;v; + tr

Portanto,

(o) = [vjt;j N i]e(t) + Q7telt)

| trt) = t;7 + QT¢; 410

O vetor t* representa a derivada temporal da forga superficial medida por um

observador rotacionando com uma base ortonormal {e{} - portanto, é uma medida
invariante com a mudanga do observador.

Aty = t{At = trAte(t) + Q Tt Ate(t)



tr(t) = t (1) + i At

tr(t) = to(t) + trAte(t) + QTt'-T (t)Ate(t)

A tra¢do no tempo T , escrita na base t (figura 4.2):
tr(t) = t;(t) + t7 At + QTe(t)At se

O incremento de tragdo:

| AtY(z) = trAt+AQTt (%)

AQ = QAL

78
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CAPITULO V

LEIS CONSTITUTIVAS PARA CONTATO COM ATRITO

Existem diferentes abordagens para modelagem matemética do contato entre
superficies. A imposi¢do das condigdes de contato nas equagdes de equilibrio de um
sistema mecédnico na diregdo normal ou tangencial, tanto pode ser de natureza
geométrica — a imposi¢do de uma equagio de restrigdo de movimentos — quanto pode
estar representada através de uma lei constitutiva.

Um aspecto fundamental na abordagem do problema de contato pela proposigio
de uma lei constitutiva para interface - em analogia com a elastoplasticidade — é a
flexibilidade em introduzir um niimero ilimitado de vari4veis de estado, para modelar os
diferentes fendmenos envolvidos na interface. Por outro lado, o seu desenvolvimento
tedrico e implementa¢do numérica, passam a incorporar a os beneficios da teoria da
elastoplasticidade, amplamente consolidada na academia.

Esta possibilidade de analogia, vem especialmente da adog¢io do método de
penalidade como instrumento para agregar o termo de contato ao Principio das
Velocidades Virtuais. Este método, fundamentalmente transforma as restri¢des de
natureza geomeétrica, em restricGes materiais, a0 permitir uma interpenetragio entre as
superficies e associa-las & uma rigidez. Na literatura podem ser encontradas algumas
associagbes de modelos equivalentes a este problema: ele seria similar a introduggio de
um sistema de molas na interface, ou mesmo, a sua descri¢do através de um modelo
constitutivo torna-se equivalente a introdugio de um terceiro material na interface, com
todas as possibilidades de uma lei constitutiva material. Esta abordagem podera ser

adotada tanto em referéncia ao contato na dire¢do normal, quanto ao tangencial.
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3.1 Formulac¢io do Modelo Constitutivo de Contato Normal

Alguns dos desafios do problema de contato entre superficies estfio relacionados
ao estabelecimento de uma lei constitutiva normal entre as superficies. A complexidade
de uma interface com rugosidades, durezas, € a presenga de 6xidos levou ao estudo de
leis de homogeneizagio de superficies, que constituem uma area de estudo com suas
peculiaridades, que sdo consideradas fora do escopo deste trabalho.

0 princibal aspecto da modelagem da lei constitutiva normal est4 relacionado

sua evolugdo a partir do contato entre as extremidades das rugosidades. A abordagem
tradicional refere-se a existéncia de uma relagdo ¢ = AA ,onde A ¢ a area de

contato real, e A, a 4drea de contato aparente. A 4rea real de contato A, aumenta

linearmente com p, na baixa pressdo, mas apés um certo valor de pressdo, passa a
exibir um comportamento de acordo com uma relagdo exponencial, de maneira que
€ —>1 quando p - .

Existem varios modelos constitutivos, que foram objeto de um estudo
abrangente de ODEN;PIRES (1985), mas os modelos micromecanicos mais importantes
foram desenvolvidos na abordagem experimental de GREENWOOD;WILLIAMSON
(1966) ou de KRAGELSKY et al.(1982). As variaveis fundamentais utilizadas nestes
estudos foram dureza e rugosidade da superficie.

A lei de contato proposta por KRAGELSKY et al. (1982) relaciona a tensdo
normal, na interface de contato com a proximidade entre as superficies, ou

interpenetragdo, em forma de poténcia :

ty = clgn]™ ty =P 5.1
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onde ¢ e m sdo pardmetros que descrevem a rigidez de contato e dependem dos
materials em contato e da micromecdnica das superficies em contato. Varias fungdes
podem ser utilizadas para estabelecer a relagdo entre a pressdo de contato e a

interpenetracgdo das superficies.

5.1.1 Lei Constitutiva Linear
Para manter dois pontos em contato, o incremento do deslocamento normal

Auy = Au.n € vinculado ao movimento da superficie rigida Ag, . Assim,

Auy — Agy = 0 52

Para resolver esta restrigdo ¢ aplicado o método da penalidade. A idealizagdo
deste procedimento, € baseada na substitui¢do da superficie rigida por um conjunto de
molas rigidas distribuidas ao longo do contorno, com rigidez k. A relagdo entre os
incrementos de deslocamento e incrementos de forga, pode representada através de uma
relagdo linear entre as tensdes normais de contato, e a interpenetragfo instantinea,

Aty =k (Auy —Ag,); Auy = (v-n)nAt

ky = coeficiente de rigidez normal;

Auy = incremento de deslocamento normal;

Ag,, = componentes do espagamento (gap) ou interpenetracio de contato.

Aty = Incremento da pressdo normal de contato.

5.1.2 A Lei Implementada no Abaqus
No programa Abaqus, estd disponibilizado um modelo exponencial, definido
através das fungSes exponenciais abaixo descritas. A pressdo resultante do modelo, p, €

fungdo da proximidade entre as superficies, em particular da interpenetragfio entre as
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mesmas, determinada pela variavel h' (Figura 5.1). O presente trabalho utilizou esta lei
constitutiva.
As fungdes dependem dos pardmetros, distdncia inicial de contato, ¢, o

espagamento entre as superficies no inicio da transferéncia de pressdo de contato, € o

valor de pressdo associado ao inicio do processo de contato, p’.

p=0; se h < —¢ 5.3
0 5.4
D .
p= B ¢ DlexpC + D - Mlse - < h o< 6o
[exp() — 1]
pO h 55

= ——— (Texp(?7) -1+ (— — 6)[8exp(7) — 1]}; s€¢ 6c < h
[exp() — 1] c

cujas derivadas sdo :

Pn = ky = 0 se h < —¢ 5.6
0

ph=kN=——p-—{—(—+2)eXP(—+1)——} se — ¢ < h < 6¢ 37

’ [exp@) - 1]
0 5.8
P

p =k=7[ p()__] se h = 6¢

PN [exp() - 1

pi
H
i

sxponential p-h
i relationship
\

_/I/‘H'l% dh‘h =-0.999%¢

;

-0.9999¢ N

»
e

Fig. 5.1 Relagdo Constitutiva de Contato Normal Implementada no Programa Abaqus

" A formulaggo segue o formalismo apresentado nos manuais do aplicativo. Neste trabalho foi adotado

h=g,.
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5.2 Contato Tangencial com Atrito
CURNIER (1984) realizou um importante esfor¢o para aproximar a abordagem

da elastoplasticidade, e do atrito. Segundo ele, os aspectos essenciais para fazer este

estudo sdo:

> Decomposigéo de deslocamento de contato entre aderéncia e deslizamento;

» Critério de Deslizamento (Critério de Escoamento)
» Leis de Fluxo de Deslizamento

» Leis de Encruamento
5.2.1 Decomposicio do deslocamento de contato entre aderéncia e deslizamento

(Plasticidade: decomposi¢do aditiva entre partes elastica e plastica)

Um experimento fundamental para as bases da abordagem da analogia de atrito

com elastoplasticidade foi realizado por COURTNEY-PRATT;EISNER (1957).

N o (p.m)

06~ | W il L o arnen
of e ] ¢
. 5 2 }if : 3 E IO- #IS . 2 f 30
PrE/N O — _l B S 3

Flg 5 2 Expenmento de Courtney Pratt Elsner

Eles estudaram o movimento relativo de um disco de 920 gramas sobre uma
superficie, ambas em platina polida, e sujeitas a forgas tangenciais. Os resultados
apresentados na figura 5.2, demonstram a relagdo aproximadamente linear entre a

tragdo tangencial, e o deslocamento relativo durante as operagdes de carregamento e
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descarregamento. Embora ocorra um efeito de histerese, ¢ importante apontar que a

curva caracteristica de carregamento — descarregamento € reversivel.

TONG;ANAND (1993) realizaram um experimento semelhante aplicando uma

pressdo seguida de torgéo em disco de cobre, com o resultado apresentado na figura 5.3.

L. Anand: A constitutive model for interface friction

' y! T T T \ E—

200 - -

———

A1 |- r'*
100 |- 1 ’ _

Shear Stress (NPa)

[ s L " 1
a- 10 20 30 40

Sliding Distance {mm) 1

Fig. 5.3 Experimento de Tong; Anand

Ambos experimentos sugerem que o deslocamento tangencial relativo pode ser dividido em
componentes reversivel e irreversivel. Neste trabalho sfo adotados os termos aderéncia -
para o deslocamento relativo de carater elastico e / ou reversivel -, e deslizamento para o
deslocamento imreversivel ou “pléastico”. Como em plasticidade, esta propriedade é
fundamental para o desenvolvimento de leis constitutivas para os deslocamentos

(deformagdes) em aderéncia (elasticas), e os deslizamentos (deformagGes plasticas).

Au' = Au® + Au® onde Au; = v, Ate, i=12; 59
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A Componente de Adesdo (Elasticidade)

Seguindo uma lei elastica linear — e adotando um procedimento semelhante ao
procedimento para defini¢do da fungdo gap normal -, pode ser estabelecida uma relagio

linear entre as tragdes tangenciais e os deslocamentos. Na forma incremental,

Aty = -k, Ag, 5.10

AgtT = A‘_‘T — Agg se gg =constante, entido Agi, =0
Ag' = Aud + Auf — Ag?

Aut = incremento de deslocamento tangencial total ;

Aul = incremento de deslocamento em aderéncia nas diregdesi=1,2 ;

AudT = deslizamento relativo nas dire¢desi=1,2 ;

Agr = componentes do espagcamento (gap) ou interpenetragio de contato;

kr = coeficientes de rigidez tangencial;

em regime de aderéncia Auj =0,

assim, Agy = Au} — Agd

Portanto, as componentes incrementais tangenciais s&o:

Aty = -k (Aug - AgOT)

A express@o para o incremento de tragido tangencial € linear. O sinal negativo

para as componentes tangenciais, indica que elas opdem-se a diregéo de movimento.

Os pardmetros ky > Oe ki > 0 sfo escalares chamados de, rigidez normal e

tangencial. Em geral a rigidez ¢ funcdo dos pardmetros de estado (t, o). Esses

pardmetros foram introduzidos por MICHALOWSKI;MROZ(1978) como pardmetros

constitutivos, e retomados por CHENG; KIKUCHI (1985) como pardmetros de
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“penalidade”, para resolver a condi¢do de “nio-penetragdo” para os pontos de contato:

velocidade relativa normal nula (Vv = 0), e a condi¢do de aderéncia, velocidade
relativa tangencial (v = 0). Estas condi¢Ges de restrigdo sdo satisfeitas tomando
ky — o e ky -—> oo, respectivamente. Segundo CHENG;KIKUCHI (1985), os

experimentos de Courtney-Pratt € Eisner sugerem uma interpretacgéo fisica de k; como

um parametro constitutivo que descreve o moédulo de cisalhamento na interface.
5.2.2 Critério de Deslizamento - (Plasticidade: Critério de Escoamento)

A decomposi¢do cinematica do deslocamento em aderéncia e deslizamento ¢
determinada por um critério de deslizamento. Isto porque o deslizamento inicia apenas
quando a magnitude da tensdo cisalhante aplicada, iguala-se a resisténcia ao

deslizamento — de acordo com o critério de carregamento.

O critério de deslizamento é formalizado pela fungdo f_(t,s) < 0. O vetor t

representa as tragbes atuantes no ponto de contato e s, € um escalar com dimensdes de
tensdo, chamado de resisténcia ao deslizamento. A evolugdo de s é regida por variaveis

internas - para caracterizar a modificagio das condi¢Ges de atrito no processo.

A fungdo f_, segue a forma geral:

f =q, - S 5.11

C

onde q. € a tragdo equivalente tangencial:

[2 2
qQc =t + 1
f. <0 o par de pontos em contato estd em condi¢do de aderéncia.
f. = 0 corresponde ao estado neutro. Se o carregamento for mantido, as

superficies estardo em aderéncia, mas se ocorrer um aumento em sua magnitude, havera

um deslizamento relativo entre elas.
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O critério de deslizamento adotado, ¢ analogo ao critério de Drucker Prager na
plasticidade (dependente da pressdo hidrostatica). Entretanto, na seqiiéncia do trabalho
serdo realizadas algumas consideragdes que possibilitardo a analogia com o critério de

escoamento de von Mises.

5.2.3 Leis de Fluxo de Deslizamento - (Plasticidade: Lei Constitutiva de Deslizamento)

A dire¢do de deslizamento € derivada de superficies potenciais F,, no espago

das tragdes. Considerando o deslizamento como a variavel interna (deformagéo

plastica), a lei de fluxo em forma incremental é apresentada:

oF, 5.12

At = AL,

Conforme pode ser verificado na figura 5.4, esta lei € ndo-associativa, porque a
diregdo de deslizamento ¢ diferente da normal a superficie potencial. A nfo-
associatividade do critério estd relacionada a existéncia de uma componente normal a

superficie, agindo no sentido de separar os corpos em contato.

tN A

—— u‘- Nio Associado

. d |
u® - Associado

»
»

t T
Fig. 5.4 Critério de Deslizamento

F, = Potencial de deslizamento

f, = Critério de deslizamento
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Esta nio associatividade foi estudada por MICHALOWSKI;MROZ (1978). Eles

consideraram as for¢as T,,T,,N atuando sobre um bloco deslizando em uma superficie, e
V., V,, V, as velocidades decorrentes destas cargas. Para este modelo obedecer ao critério

de associatividade, as seguintes relagdes deveriam ser respeitadas para as leis de fluxo de

velocidade:  Vy = A O vy = i 2 oy, =i
aT, aTy oN

l
Se F o= (12 + T2)2 = uN = 0, entio

Ty

iy
(12 + 12

A componente V, demonstra a existéncia de uma velocidade normal, separando

Vz = Ap

as superficies em contato. Se o potencial de deslizamento é substituido pelo critério de

deslizamento, a lei de fluxo torna-se associativa. Assim,

of, 5.13

Au? = AL,

Uma das formas de recuperar a associatividade neste problema € considerar que,
durante um incremento, a pressdo mantém-se constante. Com este valor de pressdo, €
feita a atualizag@o das tragdes e do critério de deslizamento. No detalhe apresentado na
figura 5.5, pode ser verificado que a linha pontilhada denota o escalonamento imposto

ao critério, e a restauragio da colinearidade entre deslocamento e lei de fluxo .

Fig. 5.5 Critério de Deslizamento Associativo
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52.4 Lei de Encruamento no Deslizamento (Plasticidade: leis de encruamento)

As figuras 5.2 e 5.3 apresentam ainda uma outra caracteristica fenomenoldgica
decorrente do deslizamento relativo entre superficies. Segundo os experimentos, ha uma
evolugdo monotdnica da curva a partir de um carregamento crescente, ou seja, a
resisténcia ao deslizamento € constantemente modificada com o aumento do
deslizamento rqlativo. Este comportamento pode ser qualificado como uma tipica
condi¢do de “encruamento isotropico” das condi¢Ges de deslizamento da interface.

O estado de um ponto material na interface em um instante t, € caracterizado
pela variavel s (resisténcia ao deslizamento) e a tragdo aplicada t. Essencialmente, o
modelo constitutivo de atrito € um conjunto de equagles diferenciais que descrevem a

evolugdo de (t, s). A taxa da tracfo tangencial € descrita pela funcdo linear isotrépica

da parte aderente da componente tangencial da velocidade relativa. A velocidade de
deslizamento (incremento de deslizamento) tangencial ¢ representada por uma lei de
fluxo de deslizamento.

As alteragSes na condi¢do da interface — a evolugfo da resisténcia ao
deslizamento — s@o representadas através de uma abordagem por variaveis internas.
Como aponta PISONI (1992), uma das vantagens desta formulagdo € que “o modelo
pode ser estendido para outros regimes de atrito, escolhendo as variaveis internas € as
formas de sua evolugdo de s”.

Um dos desafios nesta formulgg:ﬁo estd relacionado a modelagem da origem e
evolugdo da resisténcia ao deslizamento. Esta dificuldade € ligada & natureza complexa
dos mecanismos que contribuem para a sua formagdo como o intertravamento das
rugosidades, e sua deformagdo e fratura, adesdo de novas superficies, formagdo de

particulas causadas pelo arrancamento das superficies.
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Assim, a resisténcia ao deslizamento s ¢ uma fung¢@o no s6 da pressdo p, como
também do estado o da interface s = 3(p,a), que deve ser especificado em cada

modelo de acordo com uma variavel interna adequada.

O “encruamento isotropico” na interface pode ser modelado apenas por uma
variavel escalar— € comum a utilizagdo do deslizamento equivalente (andlogo da
deformac@o plastica equivalente).

Por outro lado, para o caso do “encruamento cinematico”, é necessaria a adigfio
de uma variavel correspondente a transla¢do da superficie de deslizamento no espago de
tragBes (0 analogo na plasticidade € a tensdo de retorno (back-stress)).

Considerando um caso de encruamento isotropico e cineméatico, serdo
necessdrias as duas variaveis de estado correspondentes a cada situagio de encruamento.

Outra forma de encruamento pode ser verificada, se em determinada interface, as
resisténcias aos deslizamentos forem diferenciadas nas diferentes dire¢des do plano de
deslizamento. Estas caracteristicas podem ser representadas através de uma formula¢do
anisotropica.

Na literatura pode ser encontrada a denominag8o de anisotropia para o somatério
dos efeitos de isotropia e cinematico. No presente trabalho estes efeitos sio formulados
sob a lei constitutiva mista.

Anisotropia serd exclusivamente utilizada para representar as diferengas nas

resisténcias ao deslizamento, segundo as diregdes.
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CAPITULO VI

LEI CONSTITUTIVA DE ATRITO ISOTROPICA

A partir dos conceitos desenvolvidos no Capitulo V, ¢ apresentada a
formulagdo de uma lei constitutiva de atrito, ¢ a sua forma incremental. Embora a
formulagéo geral desenvolvida inicialmente, inclua as dependéncias com relagio a
velocidade e temperatura, o modelo constitutivo de atrito ¢ implementado para um
processo isotrépico, quase estatico, isotérmico, em duas dimensdes. Esta lei constitutiva

estd baseada na abordagem de CHENG;KIKUCHI (1985) e ANAND (1993).

6.1 O Modelo Constitutivo de Atrito Isotropico

Para simplificar a notagdo, deste ponto em diante as tragdes tangenciais serdo

representadas por t, sem o subscrito t = t; e as tragdes tr=t e tp =t,. O

deslocamento néo tera mais o subscrito T. Assim, t; = ty

Retomando a expressdo do modelo constitutivo eléstico:

Assumindo, a existéncia de uma fun¢fio de deslizamento f;, que estabelece o

critério de separacéo entre as condi¢des de aderéncia e escorregamento :

fc(t’ S) =4q. — S
Considerando o caso geral onde a resisténcia ao deslizamento é dependente da

pressdo, distancia de deslizamento, temperatura e velocidade:

s = §(ty,uy, 0, 87) 6.1
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A tragdo de contato equivalentetangencial:
6.2

q = Jtt = [+

O incremento de deslizamento pode ser determinado através da expressdo:

6.3

of,
ot

Mt = AL

Para determinar o multiplicador de contato, € aplicada a condigdo de

consisténcia para que o par de varidveis (t, s) continue a satisfazer a condigdo de

deslizamento q, — s = O notempo t + At:

(t,s)=0

Neste ponto deixa de existir o estado de aderéncia pura. Assim,

6.4
Af, = ot At —%As =0
ot 0s
At = AtY + AQt

Considerando a consisténcia na forma corotacional e incremental

of of,
AfY = Ze (a7 + aqt) - Lo ag” AY = Af,  AsY = As
ot Os
£ = Bpp7 v B opn? s Epr B g,
op du 00 ogr
afc t1 t1 afc
= =—= ml e —_—= m2
atl \/tlz +t§ qc atz
Assim,
AfY = m.(AtV + AQt) _% (o8 ApY + O Ak, Ao o % po+ —as— Agy
0s ou’ ot 9 08t

e as expressoes:

-0
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AtY = kT(Aua —~ AgT)

Au? Au' — Au®

v
substituindo na expressdo acima:

m.k (AuI - Au? — AgT) + mAQt —

o, ask(AuN—AgN)JrﬁM A B po+ P ng, | =0
Os | Op B oul ot 0 og
of. as
m.kT(Aut - AgT) (AuN - Agy) =
(e o8 O O B8 pg e B e Ak omkem
ds ou’ ot ds 00 ds 08,

Portanto, o incremento do multiplicador de contato é determinado pela

expressao:
m.kT[Au' - AgT) of, % k (AuN AgN) + —= ot as AB + iﬁ Ag 6.5
6‘p 3s 09 Os O0gr
| o, =
¢ of, 0Os
—5 ‘m - mkmm
Js oOu
Substituindo na expresséo 6.3, € obtido o incremento de deslizamento:
of, s of, s of, 0Os 6.6
kilau' - Agr )+ mAQt + —= =k, (Au, - — AB + —= — Ap
. m T( u gT) m 3s op N( Uy as 20 ds 0, ET
| Aud = m
of, os
—= —m - mkym
ds oul
E o incremento de deslocamento em aderéncia:
ka(Au' —AgT]+m.AQt+Qf—qékN(AuN —AgN)+%éA6+@ i%S—AgT 6.7
a t : > op > XD & Oy
Av® = An” -y m
o, &
2 o m -~ mkm
O pardmetro y, define o estado de contato: quando y = 0 o processo estd em
aderéncia € quando ¥ = 1, em deslizamento. As condi¢des sob as quais y tem o

valor 0 ou 1, estdo baseadas nas nog¢des do critério de escoamento.
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x =1 se Au® # 0 (em deslizamento)

x =0 se Au’ =0 (em aderéncia)

Retornando ao incremento das tragdes tangenciais:

E desconsiderando os termos relacionados & variagio de temperatura e

velocidade, o incremento de tragio € determinado:

kexmkp{du' — A 6.8
" At = ~kr(Au' - Agp) - LS T(D gT)m + k—[T)K?Eé kN(AuN - AgN)m
6.9
- a_sd m — mkrm
Js Ou

Modelo Constitutivo de Atrito — Forma Incremental

. Decomposig¢do aditiva da taxa de deslocamento
Au' = Au® + Au®

. Equagdes Constitutivas de Aderéncia

At = —ko(aw® - Agp)

. Critério de Deslizamento

fc(t’ S) =4q. — S
. Lei de Fluxo
At = AN, o,
ot

A expressdo 6.8 para atualizagfo das tragGes segundo um modelo constitutivo
de interface de evolugdo isotropica, pode ser particularizada para algumas fungdes de

resisténcia ao deslizamento, s. A lei de Amontons - Coulomb é o modelo mais
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conhecido, e estd implementado em todos os programas comerciais de elementos

finitos.
6.1.1 O Modelo de Coulomb

A simplifica¢do para o modelo classico de Amontons - Coulomb € equivalente a
reduzir uma lei constitutiva elastoplastica, com encruamento isotrépico, a um regime
rigido perfeitamente plastico. Caso seja feita a opgo de estabelecer uma rigidez para o
regime de aderéncia, pode ser considerado como analogo ao caso eléstico perfeitamente

plastico. Retomando a fungio limite f.(t,s)=q -5

Na lei de Coulomb, a resisténcia ao deslizamento ¢ representada por:

S = Hp 6.10

Com a particularizag@o de s, a expressdo 6.5, e considerando o caso isotérmico e

quase estético € reduzida para:

k 6.11
| ar, = m.(Aul - AgT) - p.—ki (Auy - Agy)
T
a componente de aderéncia do incremento de deslocamento tangencial :
6.12
" Au® = Au' — x[m.(Au‘ - AgT) - t—ri (Auy - AgN)}m
T
que permite atualizar as tra¢8es tangenciais:
AtY = —kT(Aua - AgT)
Portanto, o incremento de tragdes pode ser calculado através da seguinte
€Xpressao:

6.13
|| AtY = —kT(Au‘ - AgT) + x{m.(Au‘ - Ag-r] - R -Eﬁ (AuN - AgN) m
T
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6.2 O Modelo Constitutivo de Anand

ANAND (1992) retomou os experimentos de BAY et al. (1987)', e propds uma
reavaliagdo do trabalho, porque segundo ele, embora aquele modelo explique o efeito da
pressdo sobre resisténcia ao deslizamento, ndo é considerado o efeito da histéria do
deslizamento relativo.

Para consideragio deste efeito, ANAND (1992) adotou a abordagem de varidvel
interna de estado, como em PLESHA et al. (1989). O estado da interface foi denotado
por uma varidvel genérica o, para representar a rugosidade da superficie e detalhes

microestruturais da interface. Especificamente, Anand escolheu o coeficiente de atrito

(1) € a resisténcia limite ao deslizamento (s ), em fungfo do deslizamento equivalente

(uqd ), como as variaveis internas.

A partir disto, o estado de um ponto material na interface, em um instante t, é
caracterizado pela variavel s — dependente das varidveis internas - e a tragdo aplicada t:
o modelo constitutivo é essencialmente um conjunto de equagdes diferenciais que

descrevem a evolugéo de (t, s).

O modelo constitutivo para aderéncia e deslizamento de Anand - isotrdpico,
independente da velocidade e isotérmico — foi formulado para o caso unidimensional de

uma interface rigida - deforméavel.

. Atualizag¢do das T rag:o"esz
O vetor representativo da aderéncia pode ser descrito em suas componentes

tangencial e normal, retomando as expressoes:

! Verificar Anexo 1.

% As medidas de tragdo a partir deste ponto sdo consideradas tV =t
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At = -k (Au} —Ag,)

Aty = ky(Auy —Agy)
Estas equag¢des podem ser escritas na forma compacta:

At = —{KAu -k Au’} 6.14
onde Au¢€ o deslocamento (deslizamento relativo + deslocamento em aderéncia)

relativo, e Au’é o deslizamento relativo.
K = [k;(1 = n ® n) + ky(n ® n)] 6.15
€ o tensor de rigidez isotrépico de segundo ordem para aderéncia.

A atualizagdo das tragdes tangenciais € realizada conforme a expressio:

t(1) =t(t)+ At
At = -k, (Au?)

se Au®=Au-Au’

t(1) = t(t) - k; (Au - Au’) = t(t) - k Au + k, Au*
Considerando a tragfo preditora:
t, = t(t)—k;Au’
O incremento de deslizamento tangencial Au? ¢ apresentado na forma de uma lei

de fluxo de deslizamento, e a magnitude deste incremento, é definida através da

condi¢do de consisténcia.

Aud = AR, x _ Al m
ot

onde o vetor m define a dire¢do do deslizamento

Entdo :

t(t)=t, +kArm(1) 6.16

Onde,
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. Atualizacdo da Resisténcia ao Deslizamento
Seja s uma variavel escalar chamada resisténcia isotropica de deslizamento

determinada pela equagéo constitutiva:

s=§(p,u’)=0 6.17

d . . . . e
u® € o deslizamento relativo equivalente. Deste ponto em diante, a sua notagéo

. . d
seré4 simplificada para u? = u*

A forma incremental para evolugdo da resisténcia ao deslizamento s :

As =h,Ap +h Auf 6.18
onde
hy = % e hTE%

hy e h; sdo fungBes de encruamento que mensuram a variagio da resisténcia ao
deslizamento, com a variagdo da pressdo de contato, e o deslizamento equivalente.
Para completar a lei constitutiva, é necessario determinar os parimetros

constitutivos: rigidez tangencial e normal na aderéncia, kye ky; a fungio para a

resisténcia ao deslizamento s, e o seu valor inicial; e as fungdes de encruamento para

A fungdo resisténcia ao deslizamento adotada por Anand, foi originalmente

proposta por BAY et al. (1987)’. Com a estimativa da evolugdo da resisténcia ao

. s . . . A . .
deslizamento s , e do coeficiente de atrito, com a distincia de deslizamento, o modelo

passa a ser representado da seguinte forma:
p(u)p(1) 6.19
s'(u")

Para baixas pressdes normais esta expressdo € reduzida:

S(p(1),u(1)) = S*(uq)tanh[

* Mais detalhes no Anexo L.
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s = pp onde p={i(u?)
Para altas pressdes, a expresséo € representada por um valor de saturagio e
s =§ (u'), que é o limite da tens#o de cisalhamento interfacial para pressdes para uma
dada distancia de deslizamento®.
As leis de evolugio para p e s (fungdes de encruamento) dependentes de u?,

foram determinados experimentalmente.

6.2.1 Os Experimentos Realizados para Estimativa dos Parimetros

O experimento que estimou os pardmetros para constru¢io da curva
representativa da evolugdo de s, foi desenvolvido em ANAND;TONG (1993). Seu
procedimento foi baseado em um experimento para medi¢do de atrito, aplicando o
método de compressio e torgdo para processos quase estaticos, baseados nos trabalhos
de SCHEY (1983).

Neste método, as pegas sdo sujeitas & compressdo, seguida de uma rotagfio para
determinar a dependéncia da resisténcia ao deslizamento na interface, com relagio
pressdo de contato e ao deslizamento relativo.

A ferramenta de sujei¢do foi feita em ago AISI A2, temperado para dureza de 60
HRC. O material sujeito ao teste ¢ uma peca em forma de disco, em cobre OFHC’
recozido.

O teste foi conduzido em um mecanismo servo hidraulico com capacidade para

aplicar até 50.000 1bs (222 kN) de carga axial, 20.000 lb-in (2.26 kN-m) de torque, 2”

* Mais detalhes no Anexo L.
* Oxigen Free High Conductivity (Livre de Oxigénio de Alta Condutividade), este material é utilizado em
aplicagdes onde ¢ necesséria uma distribui¢8o de corrente elétrica uniforme.
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de curso axial e 80° de rotagdo angular. O equipamento possui um controle
independente dos cursos axial e de rotacdo.

Para determinagdo da dependéncia do coeficiente de atrito com relagdo a

distancia de deslizamento equivalente, u(u“) , € realizado um teste a baixa pressdo (40

MPa). A dependéncia da resisténcia ao deslizamento em relagdio a mesma variavel,
s’ ( u? ) , foi determinado a alta pressdo (540 MPa). Os resultados dos experimentos sdo

apresentados na figura 6.1:

1.0 v - v = - v
g -
2 5 200
3 EIxperiment g
5 —— en! 1
"é 0 ---Curve-Fit é\ 100
] i -
g
H &
g
00 b 0 i
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 6.1 Experimentos para Determinagéo das Fungdes p=[i(u?) e s =§"(u?)

As expressdes decorrentes do ajuste das curvas experimentais, que determinam o
“encruamento” das varidveis com o deslizamento:

6.20

“(uq) =Ko +(”’s _Po)[l_e(—Aq
o, U, K sdo pardmetros da interface.

o5 1, sdo os valores, inicial e de satura¢éo do coeficiente de atrito;

s’(uq)=s;+(s;—S(‘))ll_e(—u%z)] 621

* * -~ r-3 :
Sg» Sg» U,  sdo pardmetros da interface.

Sg»S. sdo os valores, inicial e de saturagio da resisténcia ao deslizamento.
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Atualizagdo da Resisténcia ao Deslizamento

Com estas relagdes, € retomada a expressdo para atualizagdo de s, 6.18:
As = hyAp +h Au*

Considerando

s=s tanh[“p-) h _o h. = Os

T
S
Podem ser determinados os termos,

B B, 6508

6.22
;== - Au®
ou?  op out 0s" out
65. (v)= tanh[u, } - u—,”cosh [H—F}
0Os s s S
é(r) =s'cosh™ [HF }
ou S
ﬁ(r) = pcosh™ I»l:,
op s
e N ou os"  _ .. N
Para derivag@o da expressdes de ~< ¢ Py sd0 necessarias as expressoes de

variagdo 6.19 e 6.20.

O B[ By O _S[1-5 |oh,
out M, g ou' u s :

Determinacio de Aut

ANAND (1993) considerou que AA, =Au’, e m= m, (provado no item 6.3),

Portanto retomando a expressdo 6.16:
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A?\. — Auq — qcpr _qc = qcpr =8
’ kT kT

Considerando que no deslizamento, q, =s, entdo

Qg S 6.23

Auf

ky

Determinacdo do fator de retorno radial rf

. . ~ . * ’ .
Atualizada a resisténcia s, com os valoresde p e s , é determinado o fator de

retorno radial através da expresséo:

ey = =D 6.24

Gepr (T)

Onde = g, = ,/tpr.tpr q. = Jet

s
Entdo rf = —
qcpr

E sdo atualizadas as tragdes,
t=rf*t, t,=rf*t,

As tragOes poderiam também poderiam ser atualizadas através da expressdo 6.8.

kpxm.k; (Au' - A 6.25
tv(‘t)=t:r— rXm T(Du gT)m“klgxhpkN(AuN_AgN)m

Onde D = -hym - mk;m
6.2.2 O Jacobiano da Interface
Uma vez computadas as tragdes, € necessario determinar o jacobiano, ou matriz

consistente, para garantir a convergéncia quadratica do método de Newton.
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Considerando o Jacobiano da interface M (1) como a relagdo entre incrementos

de tragdo e deslizamento:

o 6.26
M.(t)=- OAu'

OAu(t) Au'(q) 6.27
M, (7) = K(7) + At| k,m(1) ® A + k,m(t) ®k,m(1)
K =k, (1rf(t) = n(t) ® n(7)) + ky (a(7) @ n(z)) 6.28

O desenvolvimento desta derivagdo pode ser verificado em PISONI (1993)

Algoritmo para Modelo de Anand

Atualizagdo das tragbes normais:

tn() = () + (= kyXauy - Agy)
Calculo do preditor elastico:

to(1)=t"(t) -k (Au' -Ag,)
Verificagdo da condigdo de deslizamento:

Se

Qepr (1:) < s(t) processo estd em aderéncia
senao
Qe (1) 2 5(t) estd em deslizamento.

Atualiza s com
r(z) =k (1) +b, (1 (c)) Au°
' (v) =5 () +h, (s°(x)) awe
Ajustar t,=q =s

Calcula o Jacobiano

Retorna para o solver principal do programa
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6.3 O Modelo Bi-dimensional

Conforme a proposta inicial deste trabalho, é desenvolvida uma lei constitutiva

isotropica, com algumas diferengas em relagdo ao modelo de Anand. Considerando,

tn (1) =t (D) + kyAuy
t(7) =ty +kem AR,
t5(0) =ty + kymy Ak,

t t [
onde m]='_1; m2=_2; qe = t12+t§

qe qc
t t f————
_prl _ pr2 _ 2 2
mprl - s rnpr2 - 3 qcpr - tprl +tpr2
qcpr qcpr
Verificando a relagéio entre m, ¢ m
t(t t (T
mr)=bL o m (el

B qCPr (T)

Assim, t(t)=m(7)q, (1) e t,(t)=m,(7)q,,(7)

Substituindo em 6.14 :

m,, (1), (1) =m(t)q. (v) + ksArm(x) 6.29

m_ (1) _4. (1) + kA, _1
m(t)  qu(r) o

m(7) = om, (1)

Considerando,

m(t)=m, (1) e (1)+m,(1)-e,(r)
i@ @) =1

\/mzmpr, (1)’ +o’m, (1)’ = co\/mpr, () + m,(t) =1 -~ o=l

entio,
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m(t)=m, (1)

Esta simplificagdo permite escrever a relagdo para determinar AA_ a partir de 6.28

- 6.30
qcpr (t) = qc (T) + kTA}\’c Axc = %
T

Atualizacdo dos incrementos de deslizamento

Com o multiplicador, calculado através de 6.29, sdo atualizados os incrementos

de deslizamento
Au’ = AAm_ (7)

Com estes deslizamentos, € possivel calcular o novo deslizamento equivalente.

Determinacao do deslizamento equivalente tangencial

Considerando

u'=,/u’ +uy’ onde u,,u, sio os deslizamentos acumulados nas dire¢des 1 e 2.

E o seu incremento,

q q
Au® =-aLAu§l +§u—Aug
Ou, ou;
' 8w, s 1w avh d_u;i
E?——a—u—]z( | +u2) —E(u1 +u2) -2u; =
d d 6.31
Au® = =L Au? + 2 Aut
u u
Entdo,
Auq ud d
Ak, =— onde c= —:Tm,p, + i m,,,
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Pode ser observado que, a relagdo AA_ = Au? realizada por Anand, considerava

que Au? = \fAu,Z + Au% , uma rela¢do menos precisa do que a desenvolvida na expressdo

6.30.

Atualizacdo da resisténcia ao deslizamento s

Com o valor atualizado de Au? é calculada a resisténcia ao deslizamento em

n+1. Aqui é realizado um desenvolvimento alternativo ao de Anand.

- -~ *
. Determinacdo de s,

. L] *
Spa =S, T As

As' =h.Auf h.=h2{1—ﬁ}
S S SS

* ¥ q
«_ sg(s, +hyAu?)
1 = »
" s + h,,Au’

. Determinacdo de |_,,:

l‘j'n+l = pn + Ap’

Ap=h Au® e

M, + hAu?

Determinagéo de p,,,,

Do =P, T AP

At =ud, —yl

n+l n

6.32

6.33

Com os valores atualizados de s, e p é calculado o novo valor de s em 6.19.
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Atualizagdo das tracées
Com o valor atualizado de s, é calculado o fator de mapeamento de retorno, rf

considerando s = q_ no deslizamento.Entdo

ff=—"

qcpr

E séo atualizadas as tragdes

t, =rf *’tprl t, = rf""[pr2
6.3.1 Determinacio do Jacobiano

Defini¢do do Jacobiano:

_ ot 6.34
° BAu

Adotando a representa¢do a% = 0,,t, e retomando a expressdo 6.16,
u

M, =0y t, + k1AL O ,m +kmd, A

A primeira das derivadas, resulta na matriz tangente,

ky 0 0
K=|0 k 0],
0 0 kg

A derivada do termo m ,

0 0 0
aAunl(‘c) = —k—T 0 1- n‘lprlnlprl _mprlm
cpr

pr2 >
0 —mp My, 1- Inpr2rnpr2
E a derivada do incremento do multiplicador de contato,

1

aAuA}\’c = 'l:r_[aAuqcpr - aAus:l



Entdo, obtém-se a primeira componente do incremento de deslocamento

tangencial,
1 Os — Os —
—J[km_,—-(—h B, +—h.B)AA
6A7Lc _ kT [ T prl (ap pBl PR Bl) c
aAul 1+—1—§h iaSH.a
krop ' kpos o
u u u om r u om r
onde, o= —;‘mpr] + —fllmprz e B, = __(11 ~prl _;- ~pr2
u; u u?|0Au; | ul| oAy,
Com,
om om
_— X —(1- mpmp ), L =k—T(mprlmpr2)
aAul qCPf aAu1 qcpr
H _ h“ E _ hS.
ko oh, s oh.
1-— Aut 1-—5
opn 0Os
Para o termo relativo a outra direg3o,
1 0s 6
—[k+m h h A\,
aAkc ~ k-]- [ T pr2 ( BZ Bz)
aAuz 1+_1_§B' _l_as H.(X,
kp op * 1<T o
Com,
B, = Ll |ampr1 u; am‘prZ
St laAuzl ul| OAu,

108
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Alooritmo do Modelo Isotropico

Atualizagdo das tragdes normais:

() = (D) + - kyfouy - Agy)
Calculo do preditor eléstico:

t7 (1) =t"(t) +k,(Au' - Ag,)

Verificagdo da condigio de deslizamento:

Se

Q... (1) <s(t) processo esté em aderéncia
sendo

Qe (1) 25(t) estd em deslizamento.

Calcular AX_
Atualizar Au; e Au,

Calcular Au? e atualizar

a(x) e ()

Calcular s(7)

Calcular o fator de retorno radial 1f = y
cpr

Calcular t, =rf *t_, e t,=rf*t ,
Calcular o Jacobiano.

Retornar para o solver principal do programa.
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CAPITULO VII

LE] CONSTITUTIVA DE ATRITO MISTA

7.1 A Representacio do Encruamento Cinematico no Atrito

Como apontado por CHENG; KIKUCHI (1985), o efeito Bauschinger constitui
um aspecto importante nos deslizamentos ciclicos. Uma evidéncia experimental foi
obtida por COURTNEY-PRATT; EISNER (1957) e apresentada na figura 7.1. Foi
aplicada uma forga tangencial ciclica a um disco de platina polida (peso= 0.920 kgf),

para desliza-lo sobre uma chapa de ago.

g s SRR
= o
=
&
<
J
£
3 T T ] ]
?; 15 20 5 30
= x {mnicron i
=
g
(4
J—

-5

Figura 7.1 Experimento de Courtney-Pratt; Eisner (1957)
Neste experimento € possivel perceber o referido efeito a partir do segundo ciclo
de descarga. O experimento sugere também, a adogdo de curvas diferentes para a
modelagem dos efeitos de encruamento decorrentes dos carregamentos tangenciais em
sentidos diferentes.

ANAND;TONG (1993) realizaram um experimento semelhante, apresentado na

figura 7.2, e também verificaram a presenca do efeito Bauschinger.
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Figura 7.2 Experimento de Tong;Anand (1993)

O aparato experimental deste experimento consiste de um disco de cobre € uma
superficie de ag¢o. Sobre o disco ¢ aplicado um esforgo de compressdo (207 MPa),
seguido de deslocamentos (rotagdes) ciclicos segundo as magnitudes representadas na
figura. O teste foi realizado a baixa velocidade (0.288 mm/s), tal que o aumento de
temperatura devido ao aquecimento devido ao atrito € insignificante (ANAND;TONG
(1993)).

Na figura 7.2 estdo representadas duas curvas. O referido modelo de atrito
corresponde 2 lei constitutiva de atrito isotrépica implementada em ANAND (1993). E
possivel perceber na figura, que na inversdo do sentido do movimento, a linha referente
ao modelo implementado n3o consegue representar o efeito de “amaciamento” da
resisténcia na interface.

A partir destas evidéncias, € possivel inferir o surgimento de um efeito
cinematico na interface de deslizamento. Uma explicagdo plausivel para este fendmeno,
¢ considerar que, conforme vai se processando o deslizamento, cada ponto material, a
cada instante, deve encontrar a superficie em estado diferente. Se a deformagio

permanente das rugosidades define boa parte do efeito de atrito, durante o deslizamento
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os pontos de contato vdo encontrando estas superficies com um perfil de rugosidades
continuamente diferentes. No espago das tragdes, este efeito pode ser considerado como
se 0 ponto encontrasse uma superficie limite (escoamento) de deslizamento diferente,

transladada no espaco de tragdes.

7.2 Lei Constitutiva de Atrito Mista

No encrﬁamento cinematico a tragdo ¢ definida relativamente a tracfio de fundo
(back stress), J, que define a translagdo da superficie de deslizamento no espago de
tragGes (figura 3.2) .

Assim,

t'=t-J

Considerando a seguinte fung¢do de escoamento:

f(t,d,s)=q, -s

qt=(t - 3)(t-7) i=12 7.1

Considerando o caso geral onde a resisténcia ao deslizamento € dependente da
pressdo, distdncia de deslizamento, temperatura e velocidade. No modelo desnvolvido

no presente trabalho, s ¢ independente de J.

s= s(p,ud,q,gT)

Retomando a consisténcia, para que o par de varidveis (t, s) continue a
satisfazer a condi¢éo de deslizamento q. —s=0.

Af, (t,J,5)=0



Af, = o, At + ot AJ - ok, As
ot oJ 0s
At = AtY + AQt
Af = o, At, +@/_\.‘[2 +@AJ, +ﬁ°-AJ2 _9% As=0
o, o, 0], ol, 0s
afc 1 t-J t-J r of, _t,-J, v
- — = . =m| = - :m2
o, 2J,-T)(t,-1) 2 o 4
of, of ot" I -t . of, J,—-t, ;
= —5 - - :—ml = r :_mZ
oI, at'al, d. a, q

At = -k, (Aua) =-k; (Au - Aud)
AY = -k, (Au, - Au,’)
A =~k (Au, - Ay’ )

A = kylAuy - Agy)
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. , - . , . . 1
O encruamento cinematico na interface € considerado linear’, como proposto em

CHENG; KIKUCHTI (1985):
J =-m.u’
A tensdo retroativa apresentada na forma corotacional, incremental:

AJY = —n_Au®
Assim, as componentes da tens3o retroativa nas diregdes 1 € 2,
Al = —ncAu{"7

onde Au? = AL of,
ot

AY] = —‘r]cAu;Iv

! Equivalente a0 modelo de Prager na elastoplasticidade.

7.3
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O incremento de resisténcia ao deslizamento é determinado:

% pp” 4 aSAd + B pp e B

As¥ = = Ap :
Op ou’ 00 o0g+

Agr
Portanto, substituindo as expressdes acima 7.2:

AfY =m' (At + AQt) - —= AN

ApY +—— AN —= 4+ AQ + —— A¢
‘ 23 ot Bs P &1

a7 Touw o o o,

of JF, 6f[65 s oF, 0s s JO

Substituindo At", Au’® e At,

. , . ., Of of, Of 3
m'k; (Au' - Ag; )+ m".AQt - AAIn, ot T a ky (Auy - Agy) +
oo e 08 OO0 05 g O 05 s s marmid, P g
ds ou’ ot Bs 00 0s 0g. "ot

o, , .
AK( o5 +a pr ]=—m .kT(Au‘—AgT)—m.AQt—-
of, Os of, as of, 0s .
—ky (Auy —Agy)- A8y
ds op Os 69 Os 0g,

O multiplicador de contato relativo é determinado pela expressao:

of, s of, Bs of, Bs 7.4
P, apk n(Auy —Agy)-—=—=A0-

-m" .k, (Alll —AgT) m".AQt - Os 00 Os 0g 28, 8
.

| ar;=
Desprezando os termos referentes 4 temperatura e velocidade, e expandindo nas
componentes direcionais,

mk Au, +mk Au, +h Ap 7.5
(kT + Tlc)mlr2 + (kT + ﬂ)mi +h;

| ArL =
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Desprezando os termos referentes a temperatura e velocidade, e expandindo nas

componentes, o incremento nas tragdes relativas é determinado:

m;k;Au, + mjk Au, +h Ap 7.6

At =k (Au-— - m’
" A Gy m s (g ) e

Uma forma alternativa de proceder esta seqiiéncia para atualizar as trages segue’:

t" (1) =t (t)+ At
t' (1) = ' (t) —k; (Au- ANm' (7))
Considerando a trag¢o preditora:
t =t~k Au
t'(1)=t, —k;AAm’ (1)
t =t +k, AL m' (1) 7.7

Verificacdo da relagdo entre m" e m;r :

m'(1)= rq(;) onde  q(t)=17(7)+t;*(7)
ty (%)

r
q cpr

m;, ()= onde ql,(1)= \/t;rlz (t)+ t;rzz (%)

Substituindo na expresséo 7.7:

ror . r.T r
m_ g, =m'q + k. m'AA,

mrPr _ q: + kTAxc 1
m 0y

r r ==
qcpr

2 A partir deste ponto foi retirada a simbologia corotacional, embora as medidas conservem a sua
objetividade.
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m =om como ' =1 () entio,
| m* ()= m;, (<)

Retomando a expressio acima,

q:pr = q(r: + kTAKZ <, portanto.

A o Jeor =S
kT
Com o multiplicador, sdo calculados os incrementos de deslizamento

Au’ = AAm (1)

e o incremento de deslizamento equivalente Au?, com a expressdo 6.31.

Como ¢ considerado que a evolugdo da resisténcia ao deslizamento s, independe de
J, a seqiiéncia para atualizar s, segue o Capitulo VI (expressdo 6.31 em diante). Da mesma
forma, o Jacobiano desenvolvido para o modelo isotropico é o mesmo a ser aplicado para a

lei mista. A atualizagfio das tragdes tem a mesma seqiiéncia 16gica do capitulo VI.

Algoritmo do Modelo Misto

Atualizagdo das tragdes normais

tn(t) = tu(t) + - kyXAuy - Agy)
Calculo da tragéo relativa

tV=t-J

Calculo do preditor elastico:

tr 7 (1) =tV (1) + k(Au' - Ag;)
Verificagdo da condi¢do de deslizamento:

Se

> Demonstrado no capitulo anterior
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r

Depr (‘C) < s(t) processo esta em aderéncia

Sendo

r

q,, (1) 2s(t) e o processo esta em deslizamento.

Calcular AA] e atualizar Au; e Au,

Calcular Au?® e atualizar

u(®) e ()

Calcular s(r)

Calcular o fator de retorno radial relativo rf = S/,

cpr

Calcular

tr=mf*t, e ty=uf*t,
Atualizar J

AJ = Au*n,

e

J(t)=J(t)+AJ
Atualizar t

t=t'+J
Calcular o Jacobiano.

Retomar para o solver principal do programa.
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CAPITULO VIII

LEI CONSTITUTIVA DE ATRITO ANISOTROPICA

Embora em muitos problemas seja possivel simplificar o comportamento
elastoplastico para o regime isotrépico, segundo CHABOCHE;LEMAITRE(1994), a
maioria dos metais exibe um comportamento de encruamento anisotrépico.

Para o atrito na interface € possivel estabelecer uma idéia analoga, uma vez que
¢ comum a presen¢a de caracteristicas direcionais nas superficies. Por exemplo, os
processos de conformagdo mecdnica podem levar a formagdo de sulcagem nas
superficies da interface, e, portanto, a diferengas na resisténcia ao deslizamento segundo

as dire¢oes.

8.1 O Modelo Anisotrépico de Atrito

O desenvolvimento da formulagéo de uma lei constitutiva anisotropica tem por
objetivo a construgdo de um modelo que possibilite a adogdo de comportamentos
diferentes para resisténcia, s, segundo as diregdes deslizamento. Assim, neste modelo,
também surge a oportunidade de simular diferentes curvas para p,s” segundo a

magnitude do deslizamento. O modelo anisotrépico desenvolvido na seqiiéncia, na
realidade € ortotropico, uma vez que as dire¢des consideradas sio duas.

Como nos capitulos anteriores, a atualizag@o das tragdes segue o procedimento:
t(t)=t(t)+ At
At =K; (Au-Ar m)

onde k; = vetor das rigidezes tangenciais, dire¢des 1 e 2
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Assim, a expressdo para calcular as trages segundo o preditor € a seguinte:

t(1)= t, (t)- kAR m

m 8.1
tpr = t|:1 + Alck—r —t-':| .

Para detérminar os valores de m; e m, sdo retomadas as relagdes:

t ' t
__pr _ _ [i2 2
m, = e m=— onde Qepr =4/t + 10
GQepr q.

Com a expresséo 8.1,

AN K, J

qcprmpr = qcm[l + qc

m, q, {qc + ALK, }

m clcpr

9.
portanto,
t t 8.2
m] — pri m2 — pr2
qc + Ax’cle qc + A)\‘ckTZ

Assim, considerando um problema bi-dimensional, a fun¢fo de carregamento é

definida pela seguinte fungio:

f =i+t -s=0 8.3

As fungbes s|,s, podem ser diferentes. No presente trabalho foi arbitrado pela

manuten¢io das fung¢des utilizadas nos capitulos anteriores.
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8.4

. ~ s - .
Assim como as expressdes para p,s . Da mesma forma, sdo mantidas as

expressdes propostas inicialmente por Anand, em fungfo dos deslizamentos nas

diregGes 1 e 2.

Hy(uy) Z-Flo, + (}15, ~ Hy, ){1 - eh%‘

Hy(Uy) =Ho, + (Ps, —Ho, ){1 - e_%]

/] .
si(u) =s;, +(s] -, )[l‘e[ 2 $5(u,) =5, + (55, —saz)[l—e( /)}

As evolugdes das curvas, tanto de p, quanto de s , sio consideradas
desacopladas nas dire¢des 1 e 2.

Aplicando a condigdo de consisténcia Af, =0

8.5
Af, = o, Ap + o, At +@At2 +if°—Asl +inAs2
op o, 2 Sy Os,
8.6
onde
of, 1 t,
= iR
ot 2 27 S
(4]
S S,
of, 1 t 8.7
= = = m2
ot,

of, of, t,

[

3 ! 3 2
0s, S, Sy 0s, s, S,
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Destas expressdes € possivel extrair uma relagdo entre as tragdes e as

resisténcias. No deslizamento,

2 t~2
(T
Sy S,

Portanto,

SRON

Assim, as expressdes 8.6 - 7 podem ser simplificadas:

t,

—_— . —_ 2
—=m, .. t=ms €
1

w2

Os incrementos de tragdo sdo determinados:
Aty = Ky Au} =Ky, (Au, - Au})
=k, (Au, - Ah m,)

At, =kq, (Au, — AAm,)

Calculando os incrementos de resisténcia ao deslizamento,
Na diregdo 1

As)=h; Auf + h, Ap

onde b, =L 0508
' Oy, Os, Os, 0Os,
Na diregdo 2
As, = hTZAug +h, Ap
onde 05 Oy | 35, 05,

m du, Bs, Bs, B,

8.8
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Retornando a expressdo 8.5:

mkq, (AuI - Al m, ) +m,k,. (Au2 - Akcmz) -

(g 0f 4, 4p) ~m, (b, Aud 1, 4p) =0
) 2

Assim, o incremento multiplicador de contato para o modelo anisotrépico € o
determinado pela expressdo:

t t 8.9
mK,Au, + m,K,Au, —m, —+h Ap-m,-*h, Ap
S S,
A\, =
2 2 tlhT chT
myk;, +mik,, +m —m, +m, —2
1 2

m,

E assim, sdo calculados os novos incrementos de deslizamento:
d _
Auj = AL m,

Auj = A\ m,

~ «ye - * *
Que serdo utilizados para atualizar os valoresde p,,,; € S5 Haneg € Sopser-

Determinando os coeficientes de atrito e resisténcias ao deslizamento limite nas
dire¢cdes 1,2, de acordo com as expressdes determinadas 6.32-33, substituindo o

deslizamento equivalente por sua componente direcional:

_ ., B theAg _ ., Hy +hyAu,
Mg = His b A Kana = Hog b A
His + Dy, Hog + 15,080,
. * * »
o _ Sis(81, Hhyppluy) o _ Sy5(8y, +hpyplu,)
In+l = . 2n+l T .
$;5 + Ay, S5 + hpyplu,

Com estes valores, sdo calculados os novos valores de s; e s, através das

expressoes 8.4.

A atualizagdo das tragdes pode ser realizada utilizando o formalismo abaixo:

At, =kq, (Au, ~ Ak,m,)
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At, = kq, (Au, = Ak m, )

t t 8.10
m Kk Au, +m,kp,Au, —m, -+h  Ap—m,-2h_ Ap
Aty =kq, | Ay, - % =
1= K| A4, th th i,
2 2 11T, 2T,
myK; +mik, +m,—>m, + m, m,
1 2
8.11
t, t,
m,KpAu, + mykp,Au, —m, —+h) Ap—m, —h  Ap
S S
Aty =k, | Au, — m,
2 2 tlhT chT
myk;, +mik, + m, —>m, + m, S tm,
1 2

Uma forma alternativa para atualizar as tragdes utilizando as expressdes

determinadas em 8.8 com 8.2.

Assim,

o ) o ) ‘ 8.12

t,=—F—¢’ t, = S5
s, + Ak kg, s, + AN k.,

8.2 Determinacio do Jacobiano

Como desenvolvido no Capitulo VI, o Jacobiano provém da relagéo:

M, =0,,t t=t, —KymAA,
ky 0 0
A ot
M= 0 1aAul 0
ot
i 0 0 / OAu, |

Considerando,
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e
4 t
m, =—- m, =—=
1 512 2 S;:
Podem ser determinados os componenetes do Jacobiano
Para a componente t,,
ot, 0 om OAM 8.13
=——t,(t)+kp,Au ]-k LAA, —kom ¢
ohu,  Ohu, [t () +kp Ay ] =k Au, il oA,
Realizando as derivagdes, a expressdo final é determinada:
ot, ky 8.14
OAU 1y gy, Bheprogg QUHS) gy o
S| S| +2t,0AN
onde,
q;:ﬁhu + 851 h,.
On, "' 0Os M
y= 1 [tP” tI] 9 _ ! tage

Linearizando hlLl e hs.

_ h _ h.
h, =—— h,o=s-—2-*
H ch S oh.
1-—As, 1-—*As;

Op Os,

Para a componente t,
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o, @ om BN 8.15
= t, (1) + k,Au, ] -k 2 AN, -k, m £
dAu, aAuz[ 2(0)+ kv ] =Ky dAu, © F77?5Au,
ot, Ky, 8.16
oAu, AN o(1+1,5,)
1+k CN-2t, -——2"%" Y4+ k.,m
T2 s% [ 2s;+2t2¢A7»c] T2M2¥
p=22h +Fog
op, T Bs, %
Y'_ 1 [tpfz 2] _q_c__l_t_Pri&
| SO t, kpp ty 4
N — huz T - hs;
Ha | 5h}1 A 82 ahs
_ 2 S 1__ *2 A
on, - os,

A derivada com relagdo a press@o segue o caso isotropico.

Algoritmo do Modelo Anisotropico

Atualizag8o das tragdes normais:

tn(t) = t(t) + (- kyXduy - Agy)
Célculo do preditor eléstico:

t (1) =t" () +k (Au' - Ag;)
Verificagdo da condi¢éo de deslizamento:

Se
f. <0 , processo esta em aderéncia
Sendo, esta em deslizamento.

Resolver

= —_ — q __
cn+l tprn+1 Snsl an+lAu =0

Calcular AX,
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Atualizar Au; e Au,

Atualizar p,,u,,s;,s, segundo as expressoes

Calcular
t, = mlsl2 t, = mzsg
Calcular o Jacobiano.

Retornar para o solver principal do programa.
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CAPITULO IX

CONTATO E O PRINCIPIO DAS VELOCIDADES VIRTUAIS

Considerando um corpo B no instante t, ocupando a configuragdo Q,, em

equilibrio, solicitado por tragSes t na superficie. O corpo muda continuamente de
configuragdo, e a atualizagio da geometria do corpo depende da determinagio de
posi¢cdo dos pontos do corpo no tempo t. Utilizando a formulagdo atualizada de
Lagrange, foi verificado no Capitulo III, que a solug@o deste problema - a determinagéo
do campo de deslocamentos, deformagdes e tensées - € obtida com a solugdo da

equagio :
AG =0

AG=8vTAF;  AF=AF, -AF,

AF, = IB[(AG -oAl" +trAle)dV

v,

AF, = INT(AtV +—A1—8NA)dA+ INT(AfV +ViaNV)dv
0 0
s, v,

Esta expresséo pode ser simplificada :

K™Au" = AF,

K™ = J‘BI(C ~- % + B dV AuM= incremento de deslocamentos

A\

nodais A matriz de rigidez K", referente ao problema mecénico, pode ainda ser dividida

em diferentes componentes referentes a rigidez geométrica, material e inicial.
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9.1 Os Principios Mecéinicos para Imposi¢io de Contato

A aplicagdo do método dos elementos finitos para solugdo do problema de
contato entre superficies, pode ser estabelecida através de um problema de otimizagio
com uma restrigdo, relacionada a condi¢do de validade das equagdes de equilibrio
apenas para a compressdo. Esta abordagem gera um principio variacional com uma
desigualdade, € ndo serd desenvolvida neste trabalho, que podera ser acompanhada em
detalhes em DUVAUT ; LIONS (1976).

Uma segunda abordagem, utiliza métodos de otimizagdo na imposi¢io da
restrigdo de contato para restabelecer a igualdade no Principio das Velocidades Virtuais.
Este método permite a solugdo pelos meios convencionais do método dos elementos
finitos.

Para acoplar o problema de contato ao método dos elementos finitos existem
problemas devido a inexisténcia das geometrias e deslocamentos anteriores. Assim,
nesta classe de problemas, ndo sdo conhecidas as areas de contato, o estado de tensio, e
o campo de deslocamentos - varidveis sob as quais o método dos elementos finitos &
baseado — que permitem o estabelecimento de equacdes algébricas para a solugdo do
problema. Diante desta impossibilidade, para solugio deste problema sdo combinados
dois principios na drea de contato:

. Principio da impenetrabilidade - a condigdo cinemdtica de contato.

gy 20 ¢ a fungéo gap entre os corpos.

. Principio da A¢do e Reagdo - a condigdo mecdnica de contato.

ta =p <0

Desta maneira a condigdo de contato pode ser enunciada na forma de Kuhn-

Tucker:
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gn 20 p<o0 e pgy =0

A partir destes principios, validos no contato entre superficies, o problema
mecanico geral, pode ser expresso:

“Determinar o valor dos deslocamentos nodais u, tal que a energia potencial seja
minimizada, e ndo viole os principios da impenetrabilidade e de agdo e reagdo”.

A minimizagdo da energia potencial € executada através da solugiio da
expressdo:

min TT(u) tal que :

9.1
1= %uTKu —u'f

Para imposi¢éo do principio da impenetrabilidade existem duas possibilidades :

A separagdo dos corpos é medida no tempo t, e é requerido que os
deslocamentos ndo excedam a fung¢do gap g.

Permitir a interpenetra¢do dos corpos sobre o qual deve ser realizada alguma
acdo.

Ao primeiro tipo pertence a técnica de multiplicadores de lagrange, que

acrescenta uma restri¢do ao sistema através de uma variavel y.

« 1 92
I = EuTKu —u'f +gly
Um problema desta abordagem ¢ a adigdo de varidveis, que torna maior o
sistema de equagdes a ser resolvido. Por outro lado, esta variavel pode ser interpretada
fisicamente como forga de contato, e a condi¢do de impenetrabilidade € aplicada com

exatidio.
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9.2 Método da Penalidade

A segunda forma de aplicagéo do principio de impenetrabilidade esta associada &
utilizagdo de técnicas de penalizagfio da energia, relacionada a interpenetragio das
superficies. A penalizagdo pode ser realizada através de duas abordagens :

Criagdo de um corpo ficticio na interface onde apés o deslocamento, ainda
restard uma camada fina de material;

Permitir a penetracdo, e aplicar for¢as de correg¢do proporcionais a

profundidade de penetragdo;

Na dltima abordagem, o método detecta o erro (penetragio) e o corrige,
associando uma penalizagdo na energia & interpenetragio. Uma for¢a normal §é
relacionada a penetragdo, por um pardmetro de penalidade, e assim, transfere o
problema de néo linearidade cinemética para ndo linearidade material A penalidade é
ajustada de tal maneira, que os movimentos nodais em diregfo as solugdes admissiveis,
diminuem a penalizagdo a ser paga, € isto permite que, minimizando a energia do
problema, conduza a solugdo do problema.

O principal problema na utilizagdo do método da penalidade, est4 na escolha do
pardmetro de penalizagdo, que ndo dispde de um método formal para a sua
determinag@o. Via de regra, o valor inicial deste pardmetro & associado ao médulo de
elasticidade do material mais macio da interface.

Com relagdo a eficiéncia de processamento dos métodos de penalidade e
Lagmage, existem dois aspectos relevantes a ponderar: o0 método de Lagrange introduz
uma varidvel e expande a matriz de rigidez global, embora nfio afete os seus
componentes; o de penalidade ndo introduz novas variaveis, mas atua diretamente sobre

a matriz global de rigidez.
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Atualmente, o método de Lagrange aumentado vai encontrando cada vez mais
espago entre os aplicativos de elementos finitos, em fun¢@o de associar as vantagens dos

meétodos de Lagrange e penalidade. Este tema foi extensivamente estudado por

BANDEIRA (2001)".

Um ponto fundamental para a escolha do método da penalidade neste trabalho: a
interpretagdo dp pardmetro de penalizagdo como a rigidez da interface, permite a
aplicagdo de uma lei constitutiva para descrever o comportamento do contato entre
superficies. Esta possibilidade ¢ fundamental para expandir a capacidade de exploragdo
do comportamento da interface, através da aplicagdo de todo arcabougo tedrico da

elastoplasticidade.

9.3 O Problema de Mecanica com Contato
Quando o corpo analisado apresenta, além das tragdes e / ou deslocamentos
prescritos, a possibilidade de contato com outros corpos, deve ser acrescentado ao PVV

um termo referente ao contato, na forma;:

C = It-SvdAZO 9.3
Al

sendo t o vetor de tragdes e v o vetor de velocidades, ambos mensurados nas
coordenadas locais do ponto de contato. O vetor t representa a forga de contato por
unidade de drea agindo na superficie escrava no instante t, quando os pontos S e T das
superficies mestre e escrava, sdo coincidentes. A superficie instantinea de contato entre

0s corpos € caracterizada pela normal n a superficie mestre. A superficie escrava ¢

' O foco do trabalho est4 sobre a analogia com elastoplasticidade - e esta possibilidade aparece no método
de penalidade. Entretanto, toda a metodologia desenvolvida poderia ser aplicada através do método de
Lagrange aumentado, uma vez que contém um passo referente 4 penalizagdo da fungio.



definida pelo conjunto de pontos do corpo deformavel no tempo t. Considerando o

incremento desta integral entre as configuragdes t e t + At :
AC = J'Atv-avdAzo A = ASUA™, @ =A°AAD
Ay
A, A" sio areas das superficies escrava e mestre.
A integral de contato pode ser definida em diferentes superficies de referéncia. A

sua contribuigdo para a formulag¢go global de equilibrio ¢ sempre maior ou igual a zero:

¢ nula apenas quando ndo existe contato.

O termo tangencial tT.Aud - que representa a energia dissipada em atrito -, deve
ser positivo, de acordo com a segunda Lei da Termodindmica. Este termo é nulo em
p

duas situagdes: aderéncia perfeita, e portanto, Au? é nulo, e quando ndo o processo é

considerado sem atrito, e assim, t; =0. Em qualquer outra situa¢io entre estes dois

limites, devem existir efeitos de dissipagfio, e a necessidade da inclusdo de uma lei de

atrito para modelagem do fendmeno.

Retomando a expressdo incremental de equilibrio apresentada no Capitulo 111, e

adicionando o termo de contato, resulta :

AG=Al-AE+AC 94

ou:
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95
'[ 5L : (Ao — 6V Au + otV Au)dV + J.Sv  AMYdA = Jsv (AT + 1 %)dv
v, A, v,

+ J-Sv (AT + T%)ds
S,
onde :

AtY = At)n + At]

como determinado no capitulo VI:

Aty = ky(Auy - Agy)

kpymky (Aut — Agr )

| atY = -k;(Au' - Agq) - =

k
m — —B—X h ky(Auy - Agy)m

introduzindo os resultados na expressdo 9.5, e definindo os termos:

I = J.SL : (A6 ~ 6V.Au + otrV, Au)dV 9.6

Vt

( t 9.7
X = [8v-kyAuydA - j'6v-kTAu dA

st st

. 2

~ fov .y BXTu ¢ AudA + J'av.XkT t-(t; - Au')dA
’ D Dq,
s! S,
e o termo de carregamento externo :
9.8

{1]

= jsv c(AfY o+ f ATJ)dv + JSV - (ATY + T%)ds
S

Vi t

e finalmente :



134

99
Xl]g(T kyAgydA -

Y= J-Sv ‘kyAgydA - '[SV -krAg dA - JBV-
Sl Sl Sl

c

2
J.Bv - éit(t Ag;)dA
st ¢

Considerados os termos acima, a equagio de equilibrio para o caso do problema

mecéanico com contato :

I+X=E+Y 9.10

Para discretizag@o desta expressio, € necessario converter as componentes da
base local a base global, para cada termo de contato. Isto é automatico quando se supde
as equagdes escritas na base global. De outra forma, uma matriz de transformagio deve

ser introduzida para o termo de contato.

Considerando a discretizagdo por elementos finitos, realizada no capitulo II, e

introduzindo os termos de contato, a partir dos termos X e Y:

AtY =k, (Au - Ag)

ky 0 0
2,2 2

pk xk't k
k., = _XTTthl - kg +—D-:1fl XDZC 19193

K k.2 2

- X % kyt, % DT 4t, -ky + % t22
ou ul

D=qckT+KN§;q—'tT

¢ dependente do termo :
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ul =vVu? u! = o' -

Assim, a integral de contato pode ser escrita:

j sv-AtVdA = svV [ J' NTk NdA](Au™ — Ag") o.11
A, s
e o termo relativo ao trabalho virtual interno:
Al = ISL . (A6 - oV Au + 6 Y, TAu)dV 9.12
vl
A resolugdo do problema mecénico com contato:
[K™ + K°JAu" = AF® + AF®  Au=incremento de deslocamentos nodais 9-13
K - J' NTk,NdA 014

s
AF® = K°®AgN
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CAPITULO X

RESULTADOS

Neste capitulo sdo apreséntados os principais resultados dos experimentos
numeéricos realizados com os modelos implementados nos capitulos VI, VII e VIIL

Este capitulo esta dividido em duas partes: estudos qualitativos, utilizando as leis
constitutivas propostas nos capitulos anteriores, e alguns exemplos de aplicagio,
comparando com resultados experimentais.

Antes da apresentagdo dos resultados, é realizado um pequeno estudo sobre a
objetividade da lei constitutiva mista, para demonstrar a validade das leis constitutivas
sob grandes deslocamentos (rotagdes). E considerado, que as leis isotrépica e
anisotrépica também seguem este comportamento, uma vez que utilizam as mesmas

medidas para construg¢éo do modelo constitutivo.

10.1 Estudo da Objetividade

Estes testes consistem na comparagdo entre as tragdes geradas na interface,
decorrentes do deslocamento de um bloco sobre uma superficie rigida. A amplitude do
deslocamento aplicado, é metade do comprimento do bloco.

Este modelo foi submetido a dois testes. No primeiro, a0 movimento de
deslizamento relativo ¢ adicionada uma rotagdo de 360°, para verificagdo da influéncia
do movimento de corpo rigido sobre o calculo das tragdes na interface. A seqiiéncia dos
movimentos de deslizamento, e rotagdo, sdo apresentadas na figura 10.1. O movimento

de rotagdo € aplicado através de uma subrotina em Fortran, com interface no programa

Abaqus (Disp)'.

! Apéndice IIL.
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O outro teste prevé a aplicagdo do deslocamento no bloco, com a mesma lei
constitutiva de interface, conservando apenas o movimento de translagdo (mesma

amplitude), sem rotagéo.

Fig. 10.1 Movimento de rotagio sobreposta 4 translagdo de um bloco

No gréfico da figura 10.2, sdo apresentados os resultados destas simulag¢des. A
linha representa os valores das tragdes na interface do bloco e superficie para o caso de
translagdo com rotagdo. Os pontos representam as tragdes resultantes do deslizamento,
sem o movimento de rotagdo.

Os resultados apontam para a perfeita concordancia dos valores das tragSes
calculados com a lei constitutiva de atrito, envolvendo os isotropia e efeito cinematico.
Assim, as leis constitutivas apresentadas neste trabalho n3o sfio influenciadas pelo

movimento de corpo rigido, e, portanto, sdo objetivas.
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Teste de Objetividade

Tragao Tangencial{(MPa)
W & NN ®

0 61 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Deslocamento(mm)

Fig. 10.2 Tensdo Cisalhante na Interface x Deslocamento

c/ rotagido —s— s/ rotagao |

10.2 Estudo da lei Constitutiva Normal e Aderéncia

Embora a lei normal utilizada esteja implementada no Abaqus, é interessante
apresentar algum resultado comparativo para justificar a sua utilizagdo nos
experimentos seguintes.

Um trabalho importante para o estabelecimento de uma lei constitutiva normal
foi realizado por ODEN;PIRES (1983) e seguido por WRIGGERS et. al (1990).

Entre os testes de validagdo numérica, realizados por estes pesquisadores para
comprovagdo da eficacia de seus modelos constitutivos (tangencial e normal), esti
apresentado o caso da figura 10.3.

O teste, consiste na compressio de um bloco de dimensdes, altura = 2;
comprimento = 4 (unidades de comprimento), seguido de um carregamento tangencial.

No primeiro passo de carregamento, o corpo € sujeito & compressdo de 200 /
unidade de comprimento na parte superior do bloco, e em seguido a tragdo de 60/
unidade de comprimento no sentido positivo do eixo x, aplicada em sua face direita.
Este carregamento ndo provoca o deslizamento do bloco. O moédulo de rigidez

tangencial na interface ¢ k; =le+4. A discretizagdo (20 x 10 elementos de 4 nds) esta

apresentada na figura 10.3, em sua forma deformada, com as tensGes de Von Mises.
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Fig. 10.3 Teste de Compressdo e Tragdo Tangencial

Tensao Normal

Tensédo (Mpa)

0 o4 08 12 16 2 24 28 32 36 4

Coordenada 1 (mm)

[——Wriggers — — — Modelo |

Fig. 10.4 Tenséo Normal

Tragao Tangencial

[+2]
o

Tragdo Tangencial (MPa)
n
o

-100

0 04 08 12 16 2 24 28 32 36 4
Coordenada 1 (mm)

‘———Wriggers — — — Modelo |

Fig. 10.5 Tragdo Tangencial
Os resultados da simulagéo para determinagdo das tensdes normais, demonstram
uma boa concordancia entre os experimentos do modelo utilizado neste trabalho, € o

apresentado por WRIGGERS et. al (1990). Nas extremidades, em fung¢éo dos efeitos de
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concentragdo de tensdes nas extremidades — um fendmeno comum neste tipo de
geometria — existem diferencas mais significativas, e um estudo especifico deveria ser
realizado para apuré-las.

A lei constitutiva tangencial - solicitada apenas em sua por¢do elastica -,
apresenta uma concordédncia razoavel. Possivelmente, as oscilagGes apresentadas pelo
modelo de WRIGGERS et al. (1990) na regifo central do bloco — para o qual os autores
ndo apresentam uma explicagdo — constitua um dos motivos da discordancia.
Aparentemente, nio existe algum motivo fisico’ —, para justificar a oscilagdo na
magnitude das tracdes se os corpos mantiveram a aderéncia. Portanto, pode ser
considerado que a lei constitutiva utilizada no presente trabalho, reproduz o modelo

fisico com maior proximidade.

10.3 Estudo da Lei Constitutiva Mista

Estes estudos de carater qualitativo, s3o apresentados para verificagdo de

capacidade da lei constitutiva mista de representar dois aspectos:
> efeitos de encruamento isotrépico e cinematico na interface;
> modelo bi-dimensional;

O modelo geométrico consiste de um bloco sobre uma superficie (fig. 10.6). O
bloco foi modelado com 128 elementos de oito nds, e sujeito a uma pressio de 1 MPa.
A base onde o bloco € deslizado foi modelada como superficie rigida.

Considerando que as resisténcias ao deslizamento apresentem as mesmas
caracteristicas nas dire¢des 1 e 2, ortogonais no plano de deslizamento, a lei sera

dependente apenas da magnitude dos deslocamentos.
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Foram realizados dois estudos, caracterizados pela aplicagdo de dois
deslocamentos diferentes ao bloco. Um deles na diagonal da superficie, conservando
coordenadas iguais em 1 e 2 durante toda a trajetéria. Desta maneira, o bloco desliza
quantidades idénticas nas dire¢Ses. No segundo estudo, foi imposto um deslocamento

com diferentes coordenadas em 1 e 2 ao bloco.

Fig. 10.6 . Representagdo do movimento do bloco (¢/ tensGes e von Mises)

10.3.1 Deslizamentos iguaisem 1 e 2

No primeiro estudo o bloco € deslocado das coordenadas (0;0) para (1.5;1.5), e
apos, € aplicado um movimento de retorno para as coordenadas (0,0). Com este
movimento, é esperado que a evolugdo da resisténcia ao deslizamento nas duas diregdes
sejam iguais, uma vez que sdo utilizadas as mesmas fungdes para as varidveis p,s , e
elas sdo dependentes apenas dos deslizamentos. Assim, as tragdes geradas na interface,
durante todo o percurso, devem ser iguais.

A aplicagdo do movimento ciclico tem o objetivo de verificar a capacidade do

modelo de representar o efeito Bauschinger, quando da inversdo do sentido do

deslizamento.

? Possivelmente ocorreu o deslizamento de algum né daquela regido no modelo de Wriggers.



142

Modelo Misto Bi-dimensional

Tragdo Tangencial (MPa)

Deslocamento (mm)

[ ¢ Tragioem 1 ——Tragdao em 2 ‘

Fig. 10.7 Tragdes x Deslocamento — Deslocamentos iguais em 1 e 2°

O resultados das tragdes geradas na interface versus deslocamento sdo
apresentadas na figura 10.7, para o né central do bloco® na interface. Os resﬁltados estdo
em acordo com a idealizagdo da lei constitutiva. As tragSes nas direcdes 1 e 2, sdo
iguais em magnitude durante toda a trajetéria de deslizamento do bloco. O
deslocamento inicial para as coordenadas (1.5;1.5), representando o “encruamento
isotropico” da interface, apresenta um aumento da resisténcia e, conseqiientemente, das
tragGes na interface.

Na inverséo de sentido do movimento, retornando para as coordenadas (0;0) o
modelo representa o “amaciamento” da interface, determinando uma nova tracéo limite

para o deslizamento. A verificag@o deste efeito pode ser demonstrada:

Considerando um fator de encruamento cinematico (nc) - que determina a

transla¢do da superficie de resisténcia - arbitrario, igual a 0.1 MPa/mm.

Nas coordenadas (1.5;1.5) o valor da tracdo = 0.542 MPa

3 As curvas apresentam leves arredondamentos na regido das coordenadas (1,5;1,5). Elas sfo decorrentes
do ajuste realizado pelo aplicativo que gerou o grafico, e ndo correspondem aos resultados.



143

Valor com a inversdo do movimento = - 0.242 MPa
Este valor pode ser determinado:

Com o deslocamento de 1.5, o encruamento cinematicoJ =n*u = 0.15 MPa

Assim, tomando (t' =t-J) 0.542-0.1*1.5=0.392 MPa

O valor tragéo no retorno sera 0.15 — 0.392 = - 0.242 MPa

10.3.2 Deslizal;lentos Diferentesem 1 e 2

Considerando que a magnitude do deslizamento determina a evolugdo da
resisténcia, foi realizado um novo experimento submetendo o bloco a deslocamentos
diferentes nas diregdes 1 e 2. O bloco foi deslocado no primeiro passo de (0;0) para as
coordenadas (2.0;1.0) e no segundo passo, retornado para a posi¢do de origem.

Neste experimento, € esperado que as tragdes em 1 e 2 sejam diferentes, uma vez
que os deslocamentos foram diferentes. Como o deslizamento na diregdo 1 é superior ao
da dire¢do é, a interface dever sofrer um encruamento superior nesta diregdo e, portanto,
desenvolver tragdes maiores em 1.

Os resultados apresentados nas figuras 10.8 - 9 demonstram estas hipdteses.
Podem ser observadas as magnitudes superiores de tragdo desenvolvidas na diregio 1,
com relagdo a 2 (aproximadamente o dobro). Também pode ser verificado o efeito

Bauschinger nas duas dire¢Ges.

* Como verificado na Figura 11.5, o comportamento das tragdes na interface decorrentes do deslizamento
tem comportamento assimétrico. Para minimizar os efeitos de borda foi tomado o né central.
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Modelo Misto

Movimento em 1

Tragao Tangencial (MPa)

o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22

Deslocamento (mm)

Fig. 10.8 Tragdes x Deslocamento — Deslocamentos em 1

Modelo Misto

Movimento em 2

01 -

Tragdo Tangencial (MPa)

-0,2

-0,3 B
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 1,1

Deslocamento (mm)

(R3S

Fig. 10.9 Trag¢des x Deslocamento — Deslocamentos em 2

10.4 Estudo da Lei Constitutiva Anisotrépica
A lei anisotropica implementada, basicamente possibilita a inclusio de
diferentes fungSes de resisténcia ao deslizamento, para as dire¢des de deslocamento 1 e

2. Neste estudo foi retomado o modelo representado na figura 10.6, e imposto um
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deslocamento de 0.8 mm®. As rigidezes tangenciais (k; =1le+4) foram consideradas

1guais nas duas direc¢des.

Foram mantidas as formas da fungdes utilizadas nos capitulos anteriores para

*

u,s e s, eserem aplicadas nas dire¢des 1 e 2. No primeiro estudo, foi adotada uma

diferenga de 20% nos valores dos parametros para as duas dire¢des, com o objetivo de

verificar o comportamento similar das duas curvas.

Hl(u|)=uo, +(P«sl — Hy, ){:1—6_%’} p,z(uz)zpo2 +(P‘sz _poz)[l_e—%}

S;(u|) = S;l + (S; —Sal )|:1 - e(-SI Saq S; (u,) = S(.,z N (S;Z —s;)z )[1 _ e(-S. SGW

5= S; (Ul )tanh {M:l 5, = 5;(1]2 )tanh [—Hz(uz)p(t)]

s'(u,) s;(u,)
onde os parametros séo,

Mo, =01 p =03 s, = 10.8 MPa 5, =22.0 MPa

Bo, =0.12  p =036 5, =12.96 MPa s;, = 26.4 MPa
notagdo: p, - coeficiente de atrito inicial na dire¢do 1;
M - coeficiente de atrito de satura¢do na diregdo 1;

Este estudo teve o propdsito de assegurar que, sob condi¢Ges de deslizamento
idénticas, a lei constitutiva seria capaz de calcular as tragGes, que, logicamente,
deveriam ser semelhantes. A diferenga dos resultados sera decorrente da diferenga nos

pardmetros de entrada para calculo da resisténcia s — e, portanto constante -, € por

* Neste modelo o deslocamento eléstico permitido, sem deslizamento, é 1.08 e -3 mm.
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conseguinte das tracdes. A figura 10.10 demonstra que o modelo comportou-se de

acordo com o esperado.

Modelo Anisotropico
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Fig. 10.10 Tragdes com Curvas de Resisténcia Iguais nas Diregdes 1 e 2

No segundo estudo ¢ modificado um pardmetro na funciio de resisténcia na
diregdo 2, para caracterizar a presen¢a de um comportamento diferente no deslizamento
de um bloco segundo as dire¢ses.

O parametros alterado foi H, = 0.5. Com esta alteragdo, a curva de evolugdo do

coeficiente de atrito apresentard um “encruamento” mais acentuado, e, portanto, a
resisténcia ao deslizamento nesta dirego sera superior & diregdo 1. Assim, ¢ esperada a
evolugdo da curva de tragdes na diregdo 2, com valores maiores do que os
apresentados estudo anterior.

A figura 10.11 apresenta os resultados da simulagfio comprovando as evolugdes
diferenciadas das tragSes, decorrentes da adog#o de curvas de “encruamento” diferentes

para os coeficientes de atrito.
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Modelo Anisotrépico
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Fig. 10.11 Tra¢des com Curvas de Resisténcia Diferentes nas Diregles 1 e 2

As possibilidades de exploragdo deste modelo ainda poderiam passar pela

adogdo de pardmetros diferenciados para s*,kT e fungdes diferentes para evolugio de

p,s e s. Os resultados apresentados sdo considerados suficientes para comprovagio

da eficiéncia da lei constitutiva anisotropica — dentro do 4mbito de sua exploragdo

qualitativa.

10.5 Aplicacio Referente ao Modelo Isotropico

A extrusdo (figura 10.14) é um caso apropriado para simulagdo de uma lei
constitutiva de interface, porque representa o mecanismo principal de dissipagdo de
energia no processo, como demonstra a figura 10.12. Por outro lado, este processo
apresenta os principais efeitos de ndo linearidade - plasticidade, grandes deformagdes,
grandes deslocamentos (neste exemplo) e contato com atrito — o que constitui um teste

importante para verificagio de resultados.
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Energia Dissipada
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Fig. 10.12 Dissipagdo de Energia no Processo de Extrusio

O material da pega conformada por extrusdo € cobre OFHC, e a sua curva tensio

deformag#o esta apresentada na figura 10.13.

Fig. 10.13 Curva de Tenséo x deformagéo cobre (OFHC)

O Modelo
Considerando a forma cilindrica da pega, com raio de 5 mm e comprimento de

25.4 mm, ¢ as condi¢des de carregamento uniformes, o modelo foi simplificado para a

condicdo de axissimetria.
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Como carregamento, foi aplicado o deslocamento de 6 mm na parte inferior da
pega (movimento no sentido axial do cilindro). A ferramenta foi considerada rigida, e
permanece imovel durante o processo.

A peca foi modelada por 240 elementos axisimétricos de 4 noés (CAX4 — possui
formulagdo para grandes deslocamentos e grandes deformag¢des). Na interface foram
utilizados elementos de superficie para grandes deslizamentos (finite sliding). Na figura

10.14 sio apresentadas as formas, indeformada e deformada da peca.
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Fig. 10.14 Extrusdo — Situag¢do indeformada e defl(')ﬂrn:lz;chi:(‘tﬂewﬁ‘snées de von Mi;ses)

. Experimentos Numeéricos
Foram realizadas as seguintes analises:

Analise com a utilizagdo da lei constitutiva de atrito isotropica, com 0s seguintes

parémetros6:
o = 0.33 p=0.577 so= 108 MPa s, =220 MPa
Constante de encruamento para pp => h10=0.418

Constante de encruamento para s => h20=44
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Rigidez em aderéncia - k= 10000 (MPa/mm)
Em funcdo da sensibilidade do comportamento da lei constitutiva normal aos

pardmetros p’,c, foram simuladas duas situagSes para verificar a sua influéncia nos
resultados.
1. rigidez normal utilizando os pardmetros p =5 ; ¢ = 0.3 (modelo 1)

2. rigidez normal utilizando os pardmetros p =5 ; ¢ = 0.4 (modelo 2)

As curvas resultantes destas simulagdes sdo comparadas com as curvas
decorrentes das simulagdes com a lei de Coulomb, implementada no Abaqus (default).
Os valores para os coeficientes de atrito foram escolhidos nos extremos entre os quais a
lei de “encruamento” de atrito foi limitada. Assim foram procedidas as seguintes
andlises:

3. Analise com a utilizag@o da lei de Coulomb, p =0.33;
4. Analise com a utilizag¢do da lei de Coulomb, p = 0.577 ;

. Resultados

Os resultados das simula¢Ses apresentados na figura 10.15 sdo referentes a
evolugdo forca de reagdo no sentido axial da extrusdo (eixo 2 negativo - na figura
10.14) em relagéo ao deslocamento da peca.

As curvas estio identificadas pelas cores :

p =0.33 (verde) ; p=0.577 (azul) ; Modelo 1 = amarelo ; Modelo 2 = laranja

Resultados experimentais = exp (vermelho)

As curvas decorrentes das simulagdes demonstram alguns pontos:

¢ A aplicacio de extrusdo e os parimetros apresentados, foram tomados dos experimentos numéricos
realizados por PISONI (1992).
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O encruamento isotropico modelado através da lei constitutiva tem um efeito de
aproximar 0 modelo .numérico do experimental, comparativamente ao modelo de
Coulomb.

A limita¢3o da lei de Coulomb é demonstrada através da modificagio brusca de
comportamento apés os nods (a média) da interface iniciarem o deslizamento. Existe um
pequeno afastamento inicial entre as superficies rigida e deformavel.

A influéncia dos parmetros para construgio da rigidez normal pode ser
verificada na figura na figura 10.17. O resuitado da simulagdo com os pardmetros p = 5
; € = 0.3 estdo representados em vermelho; e para p=5:c= 0.4, em verde. Assim, a
elevagdo do pardmetro de folga, ¢, provoca uma diminui¢do da rigidez normal (figura
5.1), e provoca modificagdes no comportamento das reagdes, conforme observado na
figura 10.15. A sua influéncia ser4 importante enquanto a pressdo ¢ transferida através

da interface, até atingir um valor de estabilidade para ky (~4mm). Pode ser observado

nas figuras 10.15-16, que apos esta estabilizagdo, as leis tornam-se bastante semelhantes

Fig. 10.15 de Forga de Reagdo x deslocamento (processo de extrusio)
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5. Comparagdo entre os resultados das simulagdes realizadas por PISONI
(1992) e no presente trabalho.

A seguir ¢ apresentado o resultado comparativo dos resultados encontrados por
PISONI (1992) (vermelho), e a lei constitutiva isotropica desenvolvida no presente
trabalho (azul) — com pardmetros idénticos. A curva dos resultados experimentais foi
plotada em verde. Pode ser verificada uma boa concordéancia na evolugéo das reagdes x
deslocamento, principalmente no inicio e final dos deslocamentos. Ndo foi possivel
precisar a causa associada & pequena separagio entre as curvas na regido intermediaria

do deslocamento.

F 10.17 Copo modelo de Anand com a lei constitutiva prosta
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10.5 Aplica¢ao referente ao Modelo Misto

Os resultados experimentais obtidos por TONG;ANAND (1993), descritos no
item 6.2.1 e representados na figura 7.2, foram utilizados para a realiza¢gdo de uma
comparagdo utilizando a lei constitutiva mista. Este ensaio é comum para a medi¢do do
coeficiente de atrito, envolvendo, a compressio de um anel sobre uma superficie rigida,
seguida de rotagdes ciclicas em torno do eixo do anel.

Na figura 7.2 pode ser verificada a presenga do encruamento isotrépico e
cinematico quando da inversio do movimento. Ocorre um pequeno efeito de
“amaciamento”. Considerando este amaciamento decorrente de um encruamento

cinematico linear, foi tomado o valor de m, (fator de encruamento) diretamente da

figura 7.2. Através dos valores da tragdes no ponto onde o sentido de deslizamento €é
invertido (distdncia de deslizamento = 2.73 mm), pode ser calculado o fator de
encruamento. Esta fator multiplicado pela distdncia de deslizamento determina a
translagdo da superficie de deslizamento ( J ).

t. =109,7MPa

n

th = -96.8 MPa
N, = 2.366 MPa/mm

Este ensaio foi representado no presente trabalho pela aplicagdo de uma
compressdo sobre um bloco, e submetido a deslocamentos ciclicos em uma dimensio.

No experimento de TONG;ANAND (1993), é aplicado um esforgo de
compressdo sobre a pe¢a de 207 MPa, que posteriormente foi submetida a
deslocamentos, conforme explicito na figura 7.2.

No experimento numérico realizado no presente trabalho, foi aplicada a mesma

pressdo, e reproduzido apenas o primeiro ciclo de deslocamentos, conforme a figura
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10.17. Nesta figura ¢ apresentada a curva das tragdes resultantes na interface x
deslocamento. No mesmo grafico esta representada a curva construida com os
resultados experimentais encontrados por TONG; ANAND (1993).

A comparagdo das curvas permite concluir que a modelagem de encruamento no
carregamento / deslizamento (deslocamento de zero a 2.7 mm) da lei constitutiva mista,

apresenta uma boa concordancia com os dados experimentais.

Encruamento Misto

150

100

[4,]
o

Trag3o Tangencial{(MPa)
o

-0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Deslocamento(mm)

Experimental == = Misto |

Fig. 10.18 Modelo Misto. Resultado Experimental e de Simulagdo.

Na modificagdo do sentido do movimento (em 2.7 mm), a curva reproduz o
efeito de amaciamento dos dados experimentais com boa precisdo. Os resultados neste

ponto da curva sdo apresentados na tabela abaixo.

Deslocamento | Tragdo(MPa) | Tragdo (MPa)
(mm) Experimental | Modelo Misto
2.73 109.5 107
2.7 -96.8 -94.9
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A tabela demonstra que a curva das tra¢les estad representando o efeito de
amaciamento com boa aproximagio (2 %). Com o aumento do niimero de incrementos
este valor seria melhorado. Por outro lado, como TONG;ANAND (1993) consideram
que o erro experimental ¢ da ordem de 5%, foi considerada boa esta discretizagio dos
incrementos. O valor calculado da tragdo, decorrente da modificagdo do sentido do
movimento,

t—2*n*u=94.1 (MPa)’

ApOs este ponto, as curvas experimental e numérica sofrem um afastamento -
relacionado a uma limitagdo do modelo constitutivo proposto. Ao adotar apenas uma
curva de encruamento de s para todo o processo de simulagdo, a rotina, considera que
ha uma continuidade da curva de s, como se mantivesse o encruamento anterior &
inversio do sentido de deslocamento. Assim, a curva de s representada apds a
modificagdo do sentido, € apenas uma continuidade da curva no instante anterior & esta
modificagdo. Para uma reprodugdo mais apropriada do encruamento, seria necessario
adotar uma outra fungéo para s, apds a inversdo do movimento. Esta evidéncia ja estava
registrada no experimento de COURTNEY-PRATT; EISNER (1957).

Evidentemente, que o encruamento cinematico linear ¢ uma aproximagio do
efeito observado, uma vez que € possivel perceber na figura 7.2, que ele praticamente
desaparece ap0Os o terceiro ciclo. Devem ser implementadas fun¢des de ordem mais
elevada para caracterizar a ndo-linearidade este fendmeno de encruamento cinematico.
Outras duas limita¢gdes deve ser consideradas nas avaliagdes dos resultados.

Na formulag@o do modelo misto ndo foi estabelecida relagdo alguma entre a
evolugdo de s e J. Esta relagfio, de natureza experimental deve modificar a evolugdo

destas variaveis no modelo.
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Por fim, na realidade, a superficie definida para s pode transladar, aumentar de
didmetro e mudar de forma. Este ultimo efeito nfo foi considerado na lei constitutiva
mista implementada.

Ainda referente ao experimento realizado por TONG;ANAND (1993), foi
procedida uma ultima simulagdo com aplicagdo da lei constitutiva isotrépica
desenvolvida neste trabalho. Este resultado estd representado na figura 10.19 e
comparado as curvas experimentais ¢ do modelo misto.

Pode ser verificado que a curva do modelo misto apresenta um encruamento
levemente superior ao isotrépico em func¢io da presenga do efeito cinematico. Este
resultado pode ser receber uma explica¢do: qualquer ponto em deslizamento encontrara

no incremento seguinte, uma superficie de escoamento transladada por um incremento

de J.

Comparagdo: Exp x Misto x Isotrépico
150

100

[34]
o

o
o

Tragao Tangencial (MPa)
(=]

-100

-150
-0,5

Deslocamento {(mm)

|

Fig. 10.19 Resultados Experimental x isotrdpico x cinematico

Experimental === == Misto —l—lsotrépico]

7 A diferenca ¢ decorrente da discretizagio dos incrementos de deslocamento.
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Como esperado, o modelo isotrépico ndo pode representar o efeito de
amaciamento na mudanga de sentido do movimento, como apresentado na tabela

abaixo.

Deslocamento Tragdo (MPa) Tragdo (MPa) Tragdo (MPa)
(mm) (experimental) (isotropico) (cinematico)
2.73 109.5 100.9 107
2.70 -96.8 -100.9 -94.9

Na situagfio disposta no grafico, aparentemente 0 modelo isotrdpico seria mais
adequado para representar o movimento de retorno. Este fato justifica-se apenas porque,
como nido sofre uma translagio no espago de tragBes, a curva inicia em uma magnitude
de tragdo mais alta (negativa) do que o modelo cinematico.

Ainda pode ser observado que a lei de atrito mista, continua a apresentar no

retorno, um comportamento levemente superior ao isotropico.
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CAPITULO XI

CONCLUSAQO

O problema de contato com atrito passa por um periodo de amplo interesse da
comunidade de usuérios de aplicativos de elementos finitos, levados pela continua
necessidade de sofisticagdo dos modelos, e principalmente, de resultados confiaveis
para problemas de ordem pratica. Entretanto, as dificuldades no entendimento do tema,
normalmente associado as questdes numéricas, o tornam um problema de dificil
compreensdo e solugéo.

Entre os pesquisadores do meio académico, o contato com atrito ainda mantém-
se distante da tematica da plasticidade, o que demonstra o desconhecimento do
contetdo da tematica e sua implementagdo nos aplicativos.

Para apresentagdo das conclusGes deste trabalho, um exercicio interessante pode
consistir na circunscrigéo deste trabalho no 4mbito das propostas de BUNGE (1980)
para verificagdo da adequagdio do procedimento desta pesquisa segundo o método
cientifico. Segundo ele, uma investigagdo deve cumprir as seguintes etapas:

Colocagdo precisa do problema - pode tratar-se da recolocacdo de um
problema antigo a luz de novos conhecimentos; procura de conhecimentos ou
instrumentos relevantes para solugdo do problema;

A complexidade do problema de atrito é exposta sob duas ferramentas essenciais
da mecénica dos solidos, o método dos elementos finitos e elastoplasticidade.
Agregando as vantagens destas 4reas de conhecimento, e a sua flexibilidade, ¢ possivel

inferir que o problema de contato com atrito tenha um tratamento adequado.
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Por outro lado, a utilizagdo dos conceitos tedricos da elastoplasticidade, e sua
implementagdo através de programas de elementos finitos, é amplamente disseminada
na comunidade cientifica. Isto torna possivel a incorporagdo desta linha de pesquisa nos
grupos de mecénica dos sélidos com alguma facilidade.

Tentativa de solugdo do problema com auxilio dos meios identificados;

Neste trabalho foram desenvolvidas novas possibilidades para tratamento do
problema de contato com atrito na interface de superficies, através do método dos
elementos finitos. Foi realizada uma releitura da lei constitutiva isotrépica, isotérmica e
independente da velocidade deslizamento, baseado na evolugdo da resisténcia ao
deslizamento e tragdes tangenciais na interface, desenvolvida por ANAND (1993), e
estendida para o caso bi-dimensional.

Seguindo o trabalho de ANAND (1993), esta formulagido foi construida com
medidas objetivas de deslocamento e tragdes para possibilitar os trabalhos com grandes
deslocamentos. Ap6s a elaboragdo da forma incremental desta formulaggo, foi utilizado
um método implicito de integracdo.

Considerando uma abordagem através de variaveis internas — que permite o
acesso a um patamar privilegiado para inclusido de novos efeitos e / ou fendmenos da
interface e seguindo os modelos constitutivos da lei da élastoplasticidade -, foi agregado
o efeito de encruamento cinematico & esta lei, para formular e implementar um lei
constitutiva de atrito mista.

Com base no modelo isotrdpico, ainda foi apresentada uma lei constitutiva de
atrito anisotrépica. Esta lei torna possivel adotar curvas diferenciadas de variagéo do
resisténcia ao deslizamento segundo as dire¢Ses, assim como para a resisténcia limite de

deslizamento € o coeficiente de atrito.
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Obtengdo de uma solugdo,; Prova da solugdo. confrontagdo da solugdo com a
totalidade das teorias e da informagdo empirica pertinente;

As solugGes qualitativas obtidas pelos modelos estdo de acordo com o esperado.
Com a lei de atrito mista, ¢é possivel captar os efeitos de encruamento com o
deslizamento, e, uma vez submetido a movimentos ciclicos, € possivel verificar o
surgimento de um efeito Bauschinger na transi¢do do sentido do movimento - efeito
este verificado através de resultados experimentais disponiveis na literatura.

Investigagdo das conseqiiéncias da solugdo obtida;,

Os resultados sdo encorajadores para continuar a linha de pesquisa, e,
principalmente, para viabilizar a adequag@io das leis constitutivas propostas aos
programas comerciais de elementos finitos.

Por outro lado, a diversidade de fendmenos na interface e a multiplicidade de
caracteristicas decorrentes de tratamentos térmicos e / ou rugosidades, permitem inferir
que existe um campo promissor de pesquisa para continuidade desta linha de pesquisa.

Assim, héd varios efeitos que ndo foram considerados neste trabalho, mas que
com poderiam ser explorados. Por exemplo, poderiam ser adotadas fun¢des lineares e /
ou ndo lineares para rigidez tangencial. A fungo linear adotada para evolugdo da tragio
de fundo (J), poderia se representada por uma fungio nfo linear para o encruamento
cinemdtico. Aparentemente, a evolugdo da resisténcia ao deslizamento sugere a adocio
de curvas diferentes para o movimento ciclico. Por outro lado, comportamento de
anisotropia poderia ser estendido para a lei mista, e assim poderiam ser identificados
comportamentos de encruamento cinematico e isotropico diferentes, de acordo com as

dire¢Ges.
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E provavel que a incorporacio da mecénica do dano dentre os efeitos de
encruamento durante o deslizamentc;, influindo no comportamento em aderéncia,
também seja uma boa alternativa de investigagio.

Como ja alertavam CHENG;KIKUCHI (1985) e ANAND (1993) para estes
modelos tornarem-se mais apropriados para a modelagem de atrito, é recomendavel a
inclusdo dos fendmenos de temperatura e velocidade. Evidentemente, curvas
experimentais devem estar disponiveis para implementar a influéncia destes efeitos na
evolucdo da resisténcia ao deslizamento.

Enfim, as possibilidades sdo amplas, embora seja necessario um passo anterior
para seguir nestas novas pesquisas.

Corregdo das hipoteses — novo ciclo de investigagdo;

Uma necessidade imediata para a continuidade destas pesquisas é referente a
realizagdo de experimentos mais adequados, com o objetivo especifico de estudar os
efeitos modelados pelas constitutivas desenvolvidas e implementadas neste trabalho.
Certamente, esta interagdo entre estas leis, e um novo ciclo de experimentos,
possibilitaria realizar avangos em algumas hipéteses simplificadoras deste trabalho. Por
outro lado, permitird avancar dos aspectos qualitativos demonstrados neste trabalho

para outras aplica¢des, além daquelas que estdo demonstradas no capitulo X.
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ANEXO1

CONSIDERACOES SOBRE ATRITO

Neste apéndice sdo dispostas algumas consideragdes complementares aos
capitulos VI e VII sobre o atrito entre superficies. Uma revisdo alentada sobre o tema,
foi realizada por BATALHA (1995).

SCHEY (1983) classificou as condi¢gSes de atrito - segundo a montante de
lubrificante na interface - nos regimes: atrito seco, com lubrificagfo e lubrificagio
hidrodindmica. ODEN;MARTINS (1985) propuseram a classificagdo de atrito seco
segundo os efeitos dindmicos, decorrentes do deslizamento entre superficies, em trés
tipos: quase estatico, deslizamento dindmico e o desgaste. Segundo os autores, o atrito
seco quase estatico € caracterizado pelo “mecanismo de atrito atuante quando duas
superficies metalicas sdo pressionadas vagarosamente, conservando o equilibrio estatico
a todo instante, e sdo deslocadas relativamente, sem ocorrer uma penetragio severa
entre as superficies. Nesta situagdo, os mecanismos mais significativos sdo: a
deformagdio plastica das rugosidades, a formagdo de jungdes elastoplasticas na
superficie de contato, o acoplamento entre as deformagdes plasticas, normal e
tangencial, e os mecanismos de dissipagdo regidos pela dependéncia da histéria de
deformagdo e fratura das jungdes.”

BATALHA (1995), sistematizou os mecanismos basicos de geragfio de atrito:

aderéncia;

intera¢do mecanica das rugosidades ;

Sulcagem provocada pelas rugosidades de uma superficie;

Deformag@o e / ou fratura de camadas superficiais, tais como 6xidos;
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- Interferéncia e deformagdo plastica, causadas por terceiros corpos, como
as particulas resultantes do processo de desgaste;

O estabelecimento de uma teoria para o atrito, foi o centro de um embate entre a
escola inglesa — defendendo o fenémeno de atrito decorrente das aderéncia das
rugosidades em contato — e a francesa — atribuindo uma importincia maior ao
intertravamento das rugosidades. Philip Bowden e David Tabor, fortaleceram a teoria de
atrito por aderéncia na interface, incluindo a participagdo da deformacio elastica e
plastica das rugosidades neste mecanismo. Segundo eles, o atrito entre corpos metalicos
pode ser atribuido a duas causas: formagZo de jungdes metalicas entre as superficies, e
a deformagdo plastica das superficies mais macias pelas rugosidades mais duras. Assim,
os autores propdem que, o coeficiente de atrito pode se dividido em duas componentes:

L=pa + onde Ua € resultante da adesdo;

up € resultante da deformagao plastica;

O deslizamento das superficies ocorreria apenas quando a forga cisalhante atinge
um valor maior que a resisténcia ao cisalhamento destas jun¢des metélicas.

Neste trabalho, basicamente serdo adotados os conceitos de aderéncia,
relacionado ao deslocamento relativo que é reversivel ou elastico; e o deslocamento
relacionado aos mecanismos de deslizamento entre as superficies.

Embora os modelos de atrito admitam estados de aderéncia e/ ou deslizamento
puros, normalmente eles sdo construidos em torno da combinagio destes dois estados.

Existem vdrias teorias abordando os mecanismos de origem e evolugdo da
resisténcia ao deslizamento. SUH; SIN (1981) consideraram essenciais para a
constituigdo resisténcia ao deslizamento, a combinacdo dos seguintes fatores:
intertravamento das rugosidades, deformag@o elastoplastica e fraturas das rugosidades, a

deformagdo plastica das camadas subjacentes a superficie de contato, adesio das



164

superficies, e desgaste e arrancamento de material da superficie decorrente das
rugosidades por particulas decorrentes de desgaste. Segundo ANAND (1992), a
contribuigdo destes mecanismos ¢ dependente da condigdo de deslizamento,
determinada pelo material de ferramenta e pega, sua superficie topografica e os aspectos
fisico quimicos do ambiente e da histéria de deslizamento.

Embora estes mecanismos sejam objetos de estudos, individualmente, neste
trabalho serd considerado apenas a caracteristica macroscopica da evolugio da

resisténcia ao deslizamento, s.

1. Modelos de Atrito

Os modelos de atrito basicamente sdo construidos para cumprir dois objetivos:

1. Determinar a resisténcia ao cisalhamento dos pontos em contato a partir de
um conjunto de variaveis de estado. Esta resisténcia representa o limite ao cisalhamento
na interface: se a tragdo aplicada € menor do que este limite, a interface permanece em
aderéncia, se atingir o limite, inicia o deslizamento.

2. Determinar a dire¢do de deslizamento. O deslizamento ocorre na diregio que
maximiza a taxa de dissipagdo de energia na interface. Para as superficies isotrépicas,
esta direcdo € oposta a diregdo da tragdo aplicada.

Existem vérios modelos de atrito. Os modelos classicos sdo trés:

Amontons — Coulomb

Suas limitagSes estdo em ndo tratar o processo de dissipagio de energia e
considerar apenas a 4rea de contato aparente. Seu comportamento € mais adequado para

baixas pressdes.
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Prandtl
Este modelo utiliza um fator de atrito constante (m), e é aplicado com
freqiiéncia em processos de conformagio envolvendo altas pressdes. E considerado que,

para pressdes normais elevadas, a area aparente de contato aproxima-se de um valor

. A . . ~ * .
constante. A resisténcia ao deslizamento alcanga um valor de saturagio (s ) — devido ao
escoamento do material da interface - e se torna independente da presséo de contato, e
igual a fragdo de resisténcia de escoamento ao cisalhamento, definida pela expressdo

T = mt, (SCHEY;1983). A relagio entre o coeficiente de atrito p, fator de atrito m,

e tensdo de cisalhamento:

T=up p=;= =—=0.577

5

T=mt, Portanto 0 < m <1 € 0 <p <0577

Esta relagdo esta baseada na teoria de Von Mises: a resisténcia ao escoamento p

A
It

up T = mrt

v

v

p
Fig.1 Modelos de Atrito com Coeficiente e /ou fator de Atrito Constante

I. Leide Amontons-Coulomb t = up

2. Leide Prandtl t=s = mr,
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A
]

np

[
>

p
3. Modelo de Orowan t = up para pp < T,

’ T = 7T, para Hp 2 1

y y

Por cisalhamento T, , ¢ %/5 vezes a resisténcia ao escoamento por tragdo ou

y >
compressdo o, .

Neste modelo, a resisténcia ao deslizamento ndo depende do estado de tensdes
na interface, mas de uma propriedade do material — a tensdo de escoamento ao

cisalhamento.

Orowan — baixas ¢ altas pressdes;

Baseado na teoria de aderéncia, este modelo retoma para as pressdes baixas a
relagdo linear entre a pressdo normal e a resisténcia ao deslizamento. Para as pressdes
elevadas, a resisténcia ao deslizamento das juntas metalicas formadas por aderéncia sio
iguais & tensdo de escoamento do material que apresenta o menor modulo de
elasticidade. Este modelo apresenta uam transi¢do brusca entre as altas e baixas
pressoes.

SHAW et al. (1980), estudaram a varia¢do do coeficiente de atrito de acordo
com a pressdo normal. A modificagdo da pressdo normal atua sobre a relagdo entre a
area aparente e real de contato, e portanto, na formagdo de uma 4rea maior de jungio

metalica. Deste estudo ele identificaram trés regimes de atrito (Fig. 1.3):
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> Baixa pressdo, onde sdo validas as leis de Amontons-Coulomb;

> Regido de transi¢ao;

> Regido onde o acréscimo da pressdo normal ndo produz modificagdes no
coeficiente;

i Lei de Amoantons

) ensdo de escoamento
. para o atrito a seco T

sob cisathamento puro

S B/
Tmax_g__/__________J/ D

7 {1 il

Tenséo de cisathamento, T
"~
\\

4
O -
pressdo normai, p
metaf sob metal sob
deformagao plastica Ay deformagao plastica
Fa
FN FN
l = W
'
Regime | Regime I1 Regime III
Ap << A Arp < A Ap = A

Fig. 2 Regimes de Atrito

Outro trabalho relevante explicando os trés regimes de atrito de acordo com a
pressdo norma foi realizado por THOMSEN et al. (1965). Segundo eles, a regido do
regime [ € relativa ao escoamento plastico das rugosidades, atribuindo uma relagéo
linear entre a tens@o de atrito e a pressdo normal — regido de validade da lei de
Amontons com coeficiente constante.

No regime de transi¢do, conforme o escoamento vai ocorrendo em todo material,

o coeficiente de atrito diminut com a carga, e vai aproximando-se de 0.577.
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Corresponde a um caso tipico de conformagio, onde o deslizamento peca — ferramenta é

acompanhado por um escoamento abaixo da superficie.

2. O Modelo de BAY — ANAND

Um modelo micro mecénico para a relagédo entre t e p, foi desenvolvida por
BAY et al. (1987). O resultado ¢ semelhante ao modelo de SHAW et al. (1980), e
apresenta como a resisténcia ao deslizamento desvia da proporcionalidade com o
aumento de pressdo. Também capta a diminui¢do de sua taxa até que o valor de tensdo
de contato atinja um valor de saturagZo.

Assim, em baixas pressdes, a resisténcia ao deslizamento é aproximadamente
proporcional 4 pressdo, o que corresponde a lei de Amontons Coulomb. Quando ocorre
um aumento das pressdes de contato, a taxa de aumento da resisténcia ao deslizamento
val diminuindo gradualmente até um valor de saturagido (s =3 )

A explicagdo para esta caracteristica estd amparada sobre duas nogdes:

. -~ . . . . *
» Resisténcia ao deslizamento limite s = mt, ondes =1.

> Razdo de area de contato & = A%q ,onde A, € a area de contato real, e A

¢ a area de contato aparente;

Desta relagdo resulta,

s=s% com &=Ep)

O modelo micro mecénico de BAY et al. (1987) apresenta: a partir da
deformagéo das rugosidades, & ¢ proporcional a pressdo normal em baixa pressio, e que,
& — 1l quandop — .

A fun¢do proposta por BAY et al.(1987) apresenta a dependéncia da resisténcia

ao deslizamento a pressdo:



169

s = s tanh[}—i?] validapara p 2 0
s

Il
n

Em baixas pressdes: s = up Em altas pressdes: s

O modelo constitutivo proposto por ANAND(1992) — a partir do qual ¢é

construida a proposta deste trabalho - € fungdo de duas variaveis: o coeficiente de atrito
(L) e o limite de resisténcia ao deslizamento (s"), ambas dependentes da variavel

interna - disténcia de deslizamento -, e da pressdo de contato. Anand propde considerar
as altera¢Ges na condi¢do da interface de acordo com a distancia de deslizamento das
superficies da interface, e apresenta a evolugdo da resisténcia ao deslizamento de um
valor inicial para um valor mais alto apés um transiente de alguns milimetros.

Anand retomou os experimentos de BAY et al. (1987), e argumentou que,
embora aquele modelo explique o efeito da presséo sobre resisténcia ao deslizamento,
ndo foi considerado o efeito da histéria do deslizamento relativo. Para consideragio
deste efeito, ANAND (1992) adotou a abordagem de variavel interna de estado, como
em PLESHA et al (1989). O estado da interface ¢ denotado por o que representa
simbolicamente a rugosidade da superficie e detalhes microestruturais da interface.

Especificamente, Anand escolheu o deslizamento relativo como a varidvel interna € a

funcdo de resisténcia passa a uma fungdo: s = §(p, ud].

L Anand: A conuitutive model fo faterface friciion

g

Stear Strem (KPa)

Fig. 3 Variagdo da trag¢ao na interface com a distiancia de deslizamento.
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APENDICE I

CINEMATICA NO ABAQUS

A simulagdo de contato entre superficies no Abaqus, inclui as seguintes

formalizagdes:

» Formulagio para o movimento relativo entre as superficies;
» Formulag@o do modelo constitutivo para o contato normal entre as superficies;
» Formulagdo do modelo constitutivo para o atrito entre as superficies;
Neste trabalho sdo adotadas as formulagdes do Abaqus para os dois primeiros
itens, e desenvolvido o modelo constitutivo para o atrito entre as superficies.
As superficies da interface podem ser modeladas com as seguintes
caracteristicas:
» Contato entre superficies deformaveis
» Contato entre uma superficie rigida e uma deformavel;
» Auto contato;
Estas op¢des podem ser realizadas em duas ou trés dimensdes.
Para modelagem do deslizamento relativo entre as superficies, o programa possui
trés abordagens:
> Infinitesimal sliding e rotation — pequenas rota¢des e pequenos deslizamentos;
» Small Sliding —grandes rotagdes das superficies, com pequenos deslizamentos;
> Finite Sliding — permite qualquer movimento relativo entre as superficies;
Considerando os grandes deslocamentos e deslizamentos ocorridos na
conformagdo mecdnica, 0 movimento relativo entre as superficies serd modelado

segundo o “finite sliding”.



No aplicativo, a interagdo entre as superficies é definida através de trés passos:
» Criar a superficie ou conjunto de nds que terdo contato;
» Especificando os pares de superficies em contato;
» Definir o modelo de interagdo (apresentando uma lei constitutiva normal, ou nfio)
As superficies em contato sdo denominadas: mestre, definindo a superficie
rigida, indeformavel, e escrava — contatora ou deformavel. Na realidade, ambas
superficies sdo discreitzadas por nds, sendo que a superficie escrava utiliza os nés dos
elementos. Durante as iterag¢des, os nds da superficie escrava procuram o ponto mais
proximo da superficie mestre. A interagfo entre as superficies ¢ realizada através da
normal & superficie mestre. Os noés escravos sdo restringidos a nfo penetrar na superficie
mestre, entretanto, os nds da superficie mestre, podem penetrar na superficie escrava.
Considerando e exemplo de 2 superficies ESETA (mestre) e ESETB (escrava),

a interagdo € operacionalizada

*SURFACE,NAME=ASURF

ESETA,

*SURFACE NAME=BSURF

ESETB,

*CONTACT PAIR,INTERACTION=PARI
ASURF, BSURF

*SURFACE INTERACTION,NAME=PARI1

No exemplo acima, o né 101 estd em contato com a face do elemento formado

pelos nds 201, 202 no tempo t;, € a carga neste instante é transferida apenas entre 101,

201 e 202. O mesmo acontece no tempo t,, transferindo a carga para os nés 501 e 502.



APENDICE II

Subrotina FRIC

Um aspecto que credencia a utilizagdo do Abaqus em trabalhos académicos esta
em sua permeabilidade para introducéo de novas leis constitutivas de material(UMAT),
elementos (UEL), leis de atrito (FRIC), deslocamentos (DISP) e outros moddulos.
Evidentemente,ﬂoutros programas comerciais possuem possibilidades semelhantes, mas
ainda fazem parte de um processo complicado e pouco disseminado entre os usuarios.

O moédulo instalado no Abaqus para implementagdo de leis de atrito €
fundamental para os estudos na area. Seu funcionamento € descrito abaixo.

Algoritmo de Contato do Abaqus

O programa verifica o estado de contato de todos os pares de contato no inicio
de cada incremento para identificar se os nds escravos estdo abertos ou fechados. Com
a situagdo de contato fechado, o programa verifica se ele estd em estado de aderéncia ou
deslizamento. O programa entdo aplica uma restrigdo para cada ponto de contato, e
remove as restrigdes daqueles onde a condigdo de contato torna-se aberta. Em seguida,
procede a iteragdo e atualiza a configuragdo com as corre¢des calculadas.

Antes de calcular o equilibrio de for¢cas e momentos, o programa verifica as
mudancas nas condi¢des de contato dos nds escravos. Os nds onde a folga apods a
iteragdo torna-se negativa ou zero, sua condi¢do de contato é modificada de aberto para
fechada, e aqueles onde a pressdo torna-se negativa, sua condigdo de contato ¢ alterada
para aberto.

Se for detectada qualquer modificagdo na iteragdo corrente, o programa avisa a

ocorréncia de uma severa descontinuidade, e nfio executa o céalculo do equilibrio.



Sempre que ocorrer uma descontinuidade, o Abaqus atualiza o contador de iteragdes
para zero.

O programa modifica as restri¢des de contato para refletir a modificagdo na
condi¢do de contato, apds a primeira iteragéo, € tenta a proxima. O programa repete o
procedimento até executar uma iteragdo completa, sem modificagdes na condi¢do de
contato. Esta itera¢do torna-se a primeira iteracdo de equilibrio e o Abaqus realiza o

teste de convergéncia para o equilibrio normal. Se nZo ocorrer a convergéncia, a

iteracdo sera refeita.

Verificar o estado

de contato
aberto fechado
Rempver = Iterar < Aplicar
restri¢do Restrigio
A r
4
Contato aberto: Verificar Contato fechado:
iteragdo com < modificagdes no P! iteragio com
descontinuidade p<0 estado de contato | | > | descontinuidade
Nio ocorreram
w modificagdes
X Nio convergiu
Verificar ¥
equilibrio
l convergiu
Fim
Préximo
incremento

p = pressdo de contato
h = penetragdo da superficie escrava na superficie mestre

A Subrotina Fric é chamada apenas quando um corpo entra em contato com
outro. O contato € identificado em duas situacdes:
> pressdo de contato € positiva - contato fechado na iteragio anterior.

» ponto de contato esta aberto — contato aberto na ultima iterago.



Durante as itera¢des, o valor de LM (sinalizador de contato) € passado para a
subrotina como o valor definido na iteragio anterior. Existem trés condig@es:

. LM = 0 => ponto de contato estava deslizando;

. LM =1 => ponto de contato estava em aderéncia;

. LM =2 => ponto de contato estava aberto.

Se a condi¢do de contato € confirmada, o valor atualizado de deslizamento ¢
verificado. Se o ponto de contato apresentava um movimento relativo, o programa
ajusta LM = 0. Este identificador caracteriza o estado de deslizamento ou aderéncia

(elastico). Neste caso a subrotina deve especificar a tragéo na interface t, ( t, no caso

tri-dimensional) como uma fun¢do do deslizamento relativo Au; (e Aus,), e da presséo
de contato p, e das outras variaveis de estado definidas. Além disto, a subrotina deve

definir as derivadas na tensdo de atrito com relagdo a Auy (e Au,), e p. Por exemplo,

% _% k e

no caso de aderéncia, isotropica e elastica; = =
’ P OAu, OAu, T

o dAu, = &%Aul = 0  k; ¢ arigidez elastica de aderéncia.

Se o contato estava em aderéncia na itera¢do anterior, 0 Abaqus ajusta LM = 1
quando chama a rotina. A condi¢do de aderéncia rigida é aplicada através do método
dos multiplicadores de Lagrange. Neste caso, o valor da tra¢do de atrito t, é repassado

para a subrotina Fric através da varidvel TAULM que € comparado com t=pp. Se o

valor ndo excede s (resisténcia ao deslizamento), entdo o estado de atrito permanece em
aderéncia. De outra maneira, o estado ¢ modificado para deslizamento e as outras
varidveis s@o ajustadas apropriadamente.

O Abaqus ajusta LM = 2 quando chama a rotina, se o contato estava aberto no

incremento anterior. Se o coeficiente de atrito é zero, o estado de atrito é considerado



deslizamento sem atrito, ajustando LM = 2 e saindo da rotina. De outra maneira o

estado de atrito € ajustado para aderéncia.

1. Se LM=0 (contato fechado, em deslizamento)
1.1 As seguintes varidveis devem estar atualizadas ao final da rotina:
TAU (NFDIR) - valores das componentes da tra¢do na interface, t, e t,, sdo

repassadas a rotina no inicio do incremento, que deve atualizar estes valores ao final do

incremento.

DDTDDG (NFDIR,NFDIR) - GA%AU derivada parcial da tragdo de atrito na
J

direcdo i (1=1,2) com relagdo ao movimento relativo na direc¢do j (=1,2).
DDTDDP (NFDIR) - GA%AP derivada parcial da tragdo de atrito na dire¢do i em

relagdo a pressdo de contato.

1.2 Variaveis que podem ser atualizadas:

DSLIP (NFDIR) - Aufj incremento de deslizamento irreversivel. Se LM = 0 na iteragio

anterior, esta matriz é passada para a subrotina com todos os valores definidos na
iteragdo anterior, de outra maneira serd zero. Esta matriz também detecta a reversdo do
deslizamento entre as iteragdes, comparando o seu sinal anterior o sinal do valor
atualizado de deslizamento estimado (DGAM). Esta varidvel também & utilizada.para
indicar se o ponto est4 em aderéncia ou em deslizamento. Apds a convergéncia de um

d

incremento, os valores desta variavel sdo acumulados em SLIP - uj .

SED - Esta variavel € passada como o valor da densidade de energia elastica no inicio

do incremento e deve ser atualizado ao final do incremento.



SFD — incremento de dissipagdo por atrito.

DDTDDT(NFDIR,2) - OA%AG derivadas parciais da tensdo de atrito na direcéo i
]

(i=1,2) com relagdo a temperatura nas duas superficies em contato.
PNEWDT —razéo de tempo sugerida para o novo incremento de tempo — DTIME.
STATEV (NSTATEV) — matriz contendo as variaveis de estado. O numero de variaveis

de estado ¢ definido no pardmetro DEPVAR na op¢do *FRIC.

1.3 Valores Passados para a Subrotina para Informacao

DGAM (NFDIR) - se LM = 0 na itera¢do anterior, este valor ¢ o incremento de
deslizamento no incremento atualizado Au;. Para outro valor de LM, sera zero. Sua

comparagdo com DSLIP, permite verificar se a condi¢do de aderéncia modifica
deslizamento e/ou se ocorre uma mudanga de dire¢do de deslizamento.

TAULM (NFDIR) — se LM =1 na iterag¢do prévia, ¢ a valor da tensdo ao final do
incremento. Comparando-o com a tensdo critica ao cisalhamento, € possivel determinar
se a condigdo de aderéncia modifica-se para deslizamento.

PRESS — p, pressdo de contato ao final do incremento.

DPRESS - Ap , incremento na pressdo de contato.

DDPDDH - oAp 5Ah rigidez de contato atualizada, no caso de “contato macio”.

KSTEP — nuimero do passo.

KINC — nimero do incremento.

TIME (1) — valor do incremento de tempo no final do incremento.
TIME (2) — valor do tempo t ao final do incremento.

DTIME - incremento de tempo atual.

NOEL - identificador dos elementos de contato.



CINAME — nome da interagdo de superficie definido em *SURFACE INTERACTION.
SLNAME - nome da superficie escrava.

MSNAME - nome da superficie mestre.

NPT — nimero dos pontos de integragio do ponto de contato.

NODE — niimero do né escravo no ponto de contato.

COORDS(MCRD) — matriz contendo as coordenadas atualizadas do ponto.
RCOORD(MCRD) - se a superficie mestre é definida como rigida, esta matriz contém
as coordenadas do ponto oposto a esta superficie em sua posi¢do e orientagdo
atualizadas.

DROT(2,2) - AR - matriz de incremento de rotagio. Ele aplica rotagc@io nas variaveis de
estado vetoriais ou tensoriais. Os componentes de deslizamento e tensdo sdo
rotacionados antes da FRIC ser chamada.

TEMP (2) - temperatura atualizada no no escravo e na superficie mestre.

NFDIR — numero das dire¢Ses de atrito.

MCRD — numero das dire¢des no ponto de contato.

NPRED — numero de varidveis de campo pré-definidas.

NSTATV — nimero de variaveis de estado.

CHRLNGTH - dimens&o caracteristica da superficie de contato que pode ser definida
para estabelecer um deslizamento elastico maximo.

PROPS (NPROPS) — matriz de propriedades para definir o comportamento de atrito
entre as superficies.

NPROPS — ntimero de propriedades associadas com o modelo de atrito.



APENDICE III

Sub Rotinas

1. Teste de objetividade apresentado no capitulo X

Rotina para imposi¢gdo de deslocamentos e rotagdo

subroutine disp(u,kstep,kinc,time,node,jdof)

dimension u(3),time(2)
implicit real*8(a-h,0-z)

pi=dacos(-1.d+00)
tdot=2.d0*pi
sldot=1.d0

theta=tdot*time
slide=sldot*time

c=dcos(theta)
s=dsin(theta)

if(jdof.eq.1)then

if(node.eq.1)then
u=(c-1)*(-1)+slide*c

else if (node.eq.2) then
u=(c-1)+slide*c

else if(node.eq.3) then
u=(c-1)+stslide*c

else if(node.eq.4)then

u=(c-1)*(-1)+stslide*c

else if (node.eq.1000) then
u=slide

end if

else if(jdof.eq.2) then
if(node.eq.1) then
u=s-slide*s
else if(node.eq.2)then
u=-s-slide*s
else if(node.eq.3) then
u=c-1-s-slide*s
else if(node.eq.4)then
u=c-1+s-slide*s
end if

else if(jdof.eq.6) then
=-theta

end if
return
end



2. Rotina de Implementac¢io da Lei Constitutiva Isotrépica

KKk K K KK KKK oK K K KK K K K K

** Problema de Extrusdo**
sk ok ok ok ok ook ok ook koK ok R KR K K

*HEADING,UNSYMM

KKK K K OK K oK K K koK ok ok ok

**Defini¢do dos Nos**

ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok kol ok ok
*NODE

1,5.045,0

65,5.045,20.32

81,4.63556,25.4

1201,1.d-10,0
1265,1.d-10,20.32"
1281,1.d-10,25.4

9999,9,15.7

*NGEN,NSET=um

1,65,1

*NGEN,NSET=dois
1201,1265,1
*NGEN,NSET=tres

65,81,1

*NGEN,NSET=quatro
1265,1281,1
*NFILL,BIAS=.65,TWO STEP
um,dois, 12,100
*NFILL,BIAS=.65,TWQO STEP
tres,quatro, {2,100
*NSET,NSET=inicio, GENERATE
1,1201,100
*NSET,NSET=fim,GENERATE
81,1281,100
*NSET,NSET=rigido

9999

*NSET,NSET=raio

um,tres

*NSET, NSET=DEF

1201

3% o o ok ok ok 3k K ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok Kk ok k

**Defini¢io dos Elementos**

ok ok ok o oK ok ok ok ke o ok ok oK oK o oK o o ok K ok

*ELEMENT, TYPE=CAX4

1,1,2,202,201

*ELGEN,ELSET=METAL

1,80,1,1,11,100,80°

*ELSET,ELSET=ESID,GENERATE

1,80,1

*SURFACE DEFINITION, NAME=ASURF

ESID,S1

*RIGID SURFACE, TYPE=SEGMENTS,NAME=BSURF,REF NODE=9999 FILLET RADIUS=.8
START,5.08,0

LINE,5.08,20.32

LINE,4.63556,25.4

LINE,4.63556,30.48

LINE,10,30.48

*CONTACT PAIR, INTERACTION=SMOOTH, ADJUST=0.04
ASURF,BSURF

*SURFACE INTERACTION, NAME=SMOOTH



*FRICTION,USER,DEPVAR=2
*SURFACE BEHAVIOR, SOFTENED
0.04,5

*BOUNDARY

9999, ENCASTRE

dois, 1,1

quatro,1,1

s ok ok ok ok ok ook sk ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

**Propriedades do Material**

e 3k sk ok ok ok o Ak Ak ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k k k
*MATERIAL,NAME=OFHCcop
*ELASTIC

123000,.33

*PLASTIC

25,0

170,.1

233,2

275,.3

305,4

322,5

352,.7

382,1

420,1.5

450,2

*SOLID SECTION,MATERIAL=0OFHCcop,ELSET=METAL

PTITIITIIY

**Solugdo**

sk ok ok ok ok ok ok ok
*RESTART,WRITE,FREQUENCY=50
*STEP,INC=20000,NLGEOM

*STATIC

.0001,1,1E-9,.001 _
*CONTROLS,PARAMETERS=FIELD,FIELD=DISPLACEMENT
.005,1
*CONTROLS,PARAMETERS=CONSTRAINTS
»,-00005

*CONTROLS,PARAMETERS=LINE SEARCH
4

*BOUNDARY

begin,2,2,6

ok ok K oKk KOk o ok Kok Kk KK ok ok kK ok

**Impressdo das Propriedades**

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk¥kk

*NODE PRINT,NSET=rigido,FREQUENCY=10

U2

RF

*NODE PRINT, NSET=DEF,FREQUENCY=10

RF

U2

*ENERGY PRINT, FREQUENCY=10

*PRINT, CONTACT=YES

*CONTACT PRINT,SLAVE=ASURF MASTER=BSURF,FREQUENCY=10
*EL PRINT,ELSET=METAL,FREQUENCY=100

S,MISES

E,PEEQ

*EL FILE, ELSET=ESID,FREQUENCY=20,POSITION=AVERAGED AT NODES
S

*NODE FILE,NSET=inicio , FREQUENCY=5

8]



*END STEP

e e ok o K O K KoK KOk K

**SUB ROTINA**

3k 3k ok 2k dk ok ok ok %k ok ok ok k& ok Kk

*USER SUBROUTINES

[e BN eI e BN o]

©

O o0 a0

SUBROUTINE FRIC(LM,TAU,DDTDDG,DDTDDP,DSLIP,SED,SFD,

1 DDTDDT,PNEWDT,STATEV,DGAM,TAULM,PRESS,DPRESS,DDPDDH,SLIP,
2 KSTEP KINC, TIME,DTIME,NOEL,CINAME,SLNAME,MSNAME,NPT,NODE,
3 NPATCH,COORDS,RCOORD,DROT,TEMP,PREDEF, NFDIR,MCRD,NPRED,

4 NSTATV,CHRLNGTH,PROPS,NPROPS)

implicit real*8(a-h,0-z)
parameter (nprecd=2)
character*8 ciname,slname,msname
dimension tau(nfdir),ddtddg(nfdir,nfdir),ddtddp(nfdir),
I dslip(nfdir),ddtddt(nfdir,2),statev(*),dgam(nfdir),
2 taulm(nfdir),slip(nfdir),time(2),coords(mcrd),
3 rcoord(merd),drot(2,2),temp(2),predef(2,*),props(nprops)

external slres,dslrdx,dslrds,dslrdp,hf,dhf

* ks ok ok ok KK K ok K

**Parametros**

ek o ok ok oK ok ok ok oK K ok

Valor Inicial do Coeficiente de Atrito

xmui=0.33d+00

Valor de Saturagdo do Coeficiente de Atrito
xmus=0.577d+00

Constante de Encruamento para o Coeficiente de Atrito
h10=0.418d+00

Valor Inicial da Resisténcia ao Deslizamento
sstari=108d+00

Valor de Saturagdo para a Resisténcia ao Deslizamento
sstars=220d+00

Constante de Encruamento para a Resisténcia ao Deslizamento
h20=44d+00

Rigidez na Adesdo

sis=10000d+00

zero=0.0

Tolerancias

tolx=.00001

tols=.001

Im=0

ok oK K K Kok Ok oK K Kk
Condig¢Ges Iniciais

o o o e 3 o okok ok ok ok ok ok ok

if(statev(1).lt.xmuo)then
statev(1)=xmuo
statev(2)=sstaro

end if

ook ke o ook o ok ok ok ok ok ok ook o o o 30k oK ok ok o ok ok ok K ok sk ok sk ok ok ok kK ok ok ok ok Rk kR Rk kK ok ok kK

Calcular a trago Preditora e Verificar se processo estd em aderéncia ou deslizamento
e 3 e o ok koK o ok 3K o 3 o 3k o ok o ok ok o ok ok 3K ok K ok o 3 ok ok ok ok oK ok 3K o 3 o oK ok ok ok o ok ok ok 3k ok ke ok ok oK oK ok ok 3k 3k ok 3ok ok ok
taup1=tau(l)+sis*dgam(1)
taup2=tau(2)+sis*dgam(2)
if(nfdir.eq.1)taup2=0.d+00
tauep=sqri(taup 1 **2+taup2**2)
p=presst+dpress

12



s=slres(statev(l),statev(2},p)
if(dabs(tauep).lt.s)then

3k ok ok ok ok ok K ok o K K e Ok Kok

Processo em Aderéncia
ok 2 ok 3k 3k ok % oK ok ok 3k ok ok ok ok ook

[o N e N ¢ TN @

in=1
tau(1)=taupl
tau(2)=taup2

C 2k 2k 2k 3k ok 3k o ok ke 3k ok k ok ok Kk

Calculatar o Jacobiano

c a4 ok o 3 o 3k ok ok ok 3k ok ke ok ok 3k ok
ddtddg(1,1)=sis
ddtddg(1,2)=zero
ddtddg(2,1)=zero
ddtddg(2,2)=sis
ddtddp(1)=zero
ddtddp(2)=zero

else

(]

2k 3k 3 3k ok ok 2k ok 3k ok ok 3k o ok ok A ok ok ok ok

Processo em Deslizamento
3 ok 3 ok 3k 2k 3k 3k sk e 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k

[e BN e BN ¢ I ¢

in=2
xmun=statev(1)
ssn=statev(2)
usln=slip(1)
us2n=slip(2)
xmlp=taupl/tauep
xm2p=taup2/tauep
dsled=0.d+00

do 10 i=1,20

c %K 3% % 3 ko e ok o koK e sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok o ok o ok ok ok K ok 3Kk ok ok ok 3 ok sk ok ok ok ok ok k okook ok ok

¢ Célculo do Coeficiente de Atrito e Resisténcia ao Deslizamento
c 3k %k ok 3 3k % 3k ok k ok %k 3k ok 3k 3k ok 3 ok 2k ok ok 3K ok ok 3k ok 3K 5k 3k ok 3 ok o sk ok sk ok ok ok ok oK ok ok ok ok sk 3k ok ok ok ok ok
xnum=xmus*(xmun+h10*dsled)
xden=xmus+h10*dsled
xmu=xnum/xden
snum=sstars*(ssn+h20*dsled)
sden=sstars+h20*dsled
ss=snum/sden
dsdxmu=dslrdx(xmu,ss,p)
dsdss=dslrds(xmu,ss,p)
dsdp=dslrdp(xmu,ss,p)
hxmu=hf(h10,xmu,xmus)
hss=hf(h20,ss,sstars)
s=slres(xmu,ss,p)
c 3 3 % 3 o o o ok o 3k ok ok ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok ok koK K okok

¢ Calculo do Multiplicador de Contato
c 3 o 3 3 e ok ok ok dk ki ok koo dk ok ok ok ok ko R ok koK K

dellc=(tauep-s)/sis
c a3k 3 3 e 3 o 3o e ook ok ek ok e ok ok ok e e ok ok ok ok o ok ok ke ak k ok

¢ Célculo dos Deslizamentos nas Dire¢Ses 1,2
C 3k ok 2 ok ok ok oK ok k3 ko ok o sk ok ok ook ok ko ke ok s ok ok o ok ok ok ok ok
delusl=dellc*xmlp
dslip(1)=abs(delus1)
slip(1)=slip(1)+dslip(1)
uslnpi=usln+delusl
delus2=dellc*xm2p



C
C
c

dslip(2)=abs(delus2)
slip(2)=slip(2)+dslip(2)
us2npl=us2n+delus2
use=sqrt(uslnpl**2+us2npl**2)
slipe=sqrt(slip(1)**2+slip(2)**2)

ok ok ok koK o Kok oK ok K R oK K Ok 3 ok ok Kk

Calculo do Deslizamento Equivalente
0k ok o ok ok ok koK ok Ok ok ok ok ok KOk KoK ok
dsled=(slip(1)*dslip(1)+slip(2)*dslip(2))/slipe
delxmu=hxmu*dsled
delss=hss*dsled
if{dabs(delxmu).le.tolxmu.and.dabs(delss).le.tolss)go to 11
continue
3k ok o ok 3 ok o ok ok ok ok ok ok ok oK 3K ok ok o ok ok ok ok ok ok ok 3k K 3k o 3k sk ok K Kok ok K

Atualizar as tragdes e a Resisténcia ao Deslizamento
ok 3 3 3 ok ke ok ok sk sk o e o ok ok ok 3k ok oK ok ok ok % ok sk ok ok ok okok ok ok ok ok ok ok ok koK ok

statev(1)=xmu

statev(2)=ss

s=slres(statev(1),statev(2),p)

rf=s/tauep

tau(1)=rf*taupl

tau(2)=rf*taup2

slip(1)=usinpl

slip(2)=us2npl

dslip(1)=delusl

dslip(2)=delus2
o3k ok ok 3 ok 6 ok ok ok ok ok ok K ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok
Calcular o Deslizamento Equivalente
eslip=sqrt(slip(1)**2+slip(2)**2)
dsled=(slip(1)*dslip(1)+slip(2)*dslip(2))/eslip
spd=rf*tauep*dsled

3% 3 e ok e ok ok e o ok ok ok koK ko

Calcular o Jacobiano
ok ok ok ok ok ok e okok ok kK
cl=tau(l)/s
c2=tau(2)/s
call git(sis,rf,statev(1),statev(2),press,dsled,xmus,sstars,ginvt,
& h10,h20)
call gin(sis,statev(1),statev(2),press,dsled,xmus,sstars,ginvn,
& h10,h20)
ddtddg(1,1)=rf*sis-ginvt*(c1*sis)**2
dddddg(1,2)=-ginvt*cl*c2*sis**2
ddtddg(2,1)=-ginvt*cl*c2*sis**2
ddtddg(2,2)=sis-ginvt*(c2*sis)**2
ddtddp(1)=ginvn*sis*c1
ddtddp(2)=ginvn*sis*c2
end if
2% 3k 3k 3k ok ok ke ok ok ok 3k ok ok ko ok
Imprimir Varidveis
sk e 3 ok ok ok ok oK o o oK ok ok ok
nl=40
iflagl=kinc/nl
iflag=iflagl*nl
if (iflag.eq.kinc) then
open(unit=20,file="c:\abaqus\renato\fricisol.txt,
&  status='unknown’)
write(20,5) kinc,in,statev(1),statev(3),tau(1),node,
& slip(1),tau(1),s,dslip,press,dpress,ddpddh
end if
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format(15,13,F9.4,F9.4,F9.3,15,F9.4,F9.4 F9.4,F9 4,
& EI11.2,E11.2,F11.4)

return
end
ook 3ok ok K K ok ko o kKoK Kk

Subrotina ginvt
ok o ok 3k ok ok ok ok ok ok oK ok ok K 3K K
subroutine git(sis,rf,x1,x2,press,dsled,xmus,sstars,ginvt,
& h10,h20)
implicit real*8(a-h,0-z)
dsds=dslrds(x1,x2, press)
dsdx=dslrdx(x1,x2,press)
hthat=hf(h10;x1,xmus)/(1-dsled*dhf(h10,xmus))
h2hat=hf(h20,x2,sstars)/(1-dsled*dhf(h20,sstars))
hhat=dsdx*h1l hat+dsds*h2hat
ginvt=(rf-(hhat/(sis+hhat)}))/sis
return
end
sk e o o o ok o ok ok oK oK

Subroutine gin
ddckk kR Rk kR kR

subroutine gin(sis,x1,x2,press,dsled,xmus,sstars,ginvn,h10,h20)

implicit real*8(a-h,0-z)
dsds=dslrds(x1,x2,press)
dsdx=dslrdx(x I,x2,press)
dsdp=dslrdp(x1,x2,press)
h1lhat=hf(h10,x1,xmus)/(1-dsled*dhf(h10,xmus))
h2hat=hf(h20,x2 sstars)/(1-dsled*dhf(h20,sstars))
hhat=dsdx*h1hat+dsds*h2hat
ginvn=dsdp/(sis+hhat)

return

end

ok ok 3 ok 3 ok %k 3k ok 3k 2k 3k 3 ok sk K ok Kk

Declaragdo das Fungdes

o ke ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok

3 3 ok 3k ko k3K ok Ak ok o K ok ok ok % ok ok ok

Fun¢do de Resisténcia ao Deslizamento

function slres(x1,x2,p)

implicit real*8(A-H,0-Z)

slres=x2*dtanh(x1 *p/x2)

return

end

K 2 ¥ s e % ok e ook 3 ok ok ok 3 2k o ke 3k ok ook 3 ok ok e ok ke %k e ok R ok ok Kok
Derivada da fungdo de resisténcia com relagdo a L

function dslrdx(x1,x2,p)
implicit real*8(A-H,0-Z)
arg=x1*p/x2
dslrdx=p/(dcosh(arg))**2
return

end
2% 3k 2k 3k ok ok o 3 e ok ok ok 3k ok 3k ok ke o o ok ke ok ke sk 3k 3k sk ok e ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok

Derivada da fun¢fo de resisténcia com relag¢do a s
function dslrds(x1,x2,p)
implicit real*8(A-H,0-Z)
arg=x1*p/x2
dslrds=dtanh(arg)-x1*p/(x2*(dcosh(arg))**2)
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return
end
3k 3¢ 3k ok ok ok 3k 3k 3k ok ke 3k 3k ok sk ok ok ok ok 3 ok ke ok ok 3k 3K sk ok ok e ok ok K K o dkok ok ok kKoK Kk
Derivada da fun¢éo de resisténcia com relagéio a a pressdo
function dslrdp(x1,x2,p)
implicit real*8(A-H,0-Z)
arg=x1*p/x2
dslrdp=x1/(dcosh(arg))**2
return
end
sk ok o ok oK ok ok ok okok ok ok oK ok ok K
Fun¢do de Encruamento
function hf(h0,x,sat)
implicit real*8(A-H,0-Z)
hf=h0*(1-x/sat)
return
end
c 3k 3 3k ok ok % %k % ok ok % ok Kk K %k K
¢ Derivada de hf
function dhf{(h0,sat)
implicit real*8(A-H,0-Z)
dhf=-h0/sat
return
end

3. Rotina de Implemetagao da Lei Constitutiva Mista

3k 3k 3 ok ok ok ok ok kK ok ok ok ok ok k

**FRIC SUBROUTINE**
3%k 3k 3k ok ok ok ok %k 3 % ok XKk % Ok ¥k Kk k
*USER SUBROUTINES
SUBROUTINE FRIC(LM,TAU,DDTDDG,DDTDDP,DSLIP,SED,SFD,
1 DDTDDT,PNEWDT,STATEV,DGAM, TAULM,PRESS,DPRESS,DDPDDH,SLIP,
2 KSTEP,KINC,TIME,DTIME,NOEL,CINAME,SLNAME, MSNAME,NPT,NODE,
3 NPATCH,COORDS,RCOORD DROT, TEMP,PREDEF,NFDIR, MCRD,NPRED,
4 NSTATV,CHRLNGTH,PROPS,NPROPS)

implicit real*8(a-h,0-z)

parameter (nprecd=2)

character*8 ciname,slname,msname

dimension tau(nfdir),ddtddg(nfdir,nfdir),ddtddp(nfdir),

1 dslip(nfdir),ddtddt(nfdir,2),statev(nstatv),dgam(nfdir),

2 taulm(nfdir),slip(nfdir),time(2),coords(mcrd),

3 rcoord(mcrd),drot(2,2),temp(2),predef(2,npred),props(nprops),
4 taur(nfdir),aslip(nfdir)

external slres,dslrdx,dslrds,dslrdp,hf,dhf

& ok %k 2k ok K ¥k kK

Paridmetros

3 o ¥ ok ik % Kk %k

Coeficiente de Atrito Inicial

xmuo=0.33d+00

¢ Valor de Saturagfio Para o Coeficiente de Atrito
xmus=0.627d+00

¢ Constante de Encruamento para o Coeficiente de Atrito
h10=0.418d+00

¢ Valor Inical da Resisténcia ao Deslizamento

o 0 o0 0



sstaro=108d+00

Valor Inicial da Tensdo de Retorno

xjil1=0.d+00

xji2=0.d+00

Valor de Saturagdo para a Resisténcia ao Deslizamento
sstars=220d4+00

Constante de Encruamento para a Resisténcia ao Encruamento
h20=444+00

Constante de Encruamento da Tensdo de Retorno
h30=2.366d+00

Rigidez em Aderéncia

sis=10000d4+00

zero=0.d+0

Tolerdncias

tolxmu=.001

tolsled=.001

Im=0

2k ok ko ok ok ok ok ok kR kK

Condig¢6es Iniciais

3k ok ok ko 3k ok ok ok ok ok ok Kk

if(statev(1).lt.xmuo)then
statev(1)=xmuo
statev(2)=sstaro
statev(3)=xjil
statev(4)=xji2

end if
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Calcular a Tensdo Preditora Relativa / Verificar condigdo Aderéncia/Deslizamento
3 3 o 3k kK ok ok % 3 ok ok dk 3k ok ok ok o 3k ok ok 3k ok 3k sk ok ok sk ok ok ok o ok k3 e 3k ok 3k ok ok ok 3k dk ok ok e ok ok sk ok ok ok ok ok 3k ok ok K 3k 3K ok Xk

a o o000

O o000

[¢)

taur(1)=tau(1)-statev(3)
taur(2)=tau(2)-statev(4)
taurpl=taur(1)+sis*dgam(1)
taurp2=taur(2)+sis*dgam(2)
if(nfdir.eq.1)taurp2=0.d+00
taurep=sqrt(taurpl **2+taurp2**2)
p=press+dpress
s=slres(statev(1),statev(2),p)
if(dabs(taurep).lt.s)then

ok 3 o ek e ok ok ok ok ke ok ok ok ok k

Processo em Aderéncia

% % 3 3k ok % ok ok ok ok ok o ok kK ok Kok ok
in=1
tau(1)=taurpl
tau(2)=taurp2

ok ok ok o ok ok ok Kok ok Kok Kk ok

Calcular o Jacobiano

e o ok ok ook ok ok K ok kK K K
ddtddg(1,1)=sis
ddtddg(1,2)=zero
ddtddg(2,1)=zero
ddtddg(2,2)=sis
ddtddp(1)=zero
ddtddp(2)=zero

else

kkkkkkkkkkkokkkkkkkkkk



Processo em Deslizamento
sk ok ok ok sk sk ok oKk ok ok ok ok ok o o koK ok K
in=2
xmun=statev(1)
ssn=statev(2)
usln=slip(1)
us2n=slip(2)

xm Irp=taurpl/taurep
xm2rp=taurp2/taurep
dsled=0.d+00

do 10i=1,20

2k 3k 3k ok ok ok ok o ok ok ok s 3k ok ok 3k ok ok ok ok e ok ok ko ok ok 3 ok 3 Aok ok ok ok ok ok

Calculo do Coeficiente de Atrito e Resisténcia Limite
ok e 3ok ok ok oK sk ok ok Sk 3 ok ok ok ok ok ok K ok ok 3k ok ok ok o ok o sk ok ok ok ok ok ok ok ok K K
xnum=xmus*(xmun+h10*dsled)
xden=xmus+h10*dsled
xmu=xnum/xden
snum=sstars*(ssn+h20*dsled)
sden=sstars+h20*dsled
ss=snum/sden
ok ok oK ok ok ok oK ok 3K oK ok 3k ok ok oK oK %k

Incremento de Resisténcia
3 3 %k 3 3 %k ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok k k.
dsdxmu=dslrdx(xmu,ss,p)
dsdss=dslrds(xmu,ss,p)
dsdp=dslrdp(xmu,ss,p)
hxmu=hf(h10,xmu,xmus)
hss=hf(h20,ss,sstars)
s=slres(xmu,ss,p)

2% 3k 3 3 o K o ok ok dk 3k ok ok ok 3k ok ok ok 3k 3k s 3k k3 ok sk ok ok ok ok ok ok K Kok ok ok

Caélculo do Multiplicador de Contato Relativo
sk o o sk ok ok o ok ok ok ok ok ok ok Ok ok oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

dellrc=(taurep-s)/sis
sk 3k ok e ek ok ok ok ok o ok 3k ok ok ok ok o oKk ok ok ok ok oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Atualizag@o dos Deslizamentos nas Diregées 1,2
e 3 e ok o ok 3 ko o3k e o S ok 3 ok ok ok ok ke ok ke o ke o oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok
delusl=dellrc*xm1lrp
dslip(1)=abs(delusl)
slip(1)=slip(1)+dslip(1)
uslnpl=usln+delus]
delus2=dellrc*xm2rp
dslip(2)=abs(delus2)
slip(2)=slip(2)+dslip(2)
us2npl=us2n+delus2
use=sqrt(uslnpl**2+us2npl1**2)
slipe=sqrt(slip(1)**2+slip(2)**2)
dsled=(slip(1)*dslip(1)+slip(2)*dslip(2))/slipe
delxmu=hxmu*dsled
delss=hss*dsled
if(dabs(delxmu).le.tolxmu.and.dabs(delss).le.tolss)go to 11
if(dabs(dsled).le.tolsled) go to 11
continue
3 ok e ok ok o ok o ok o ok o ok sk ok ok 3k ok 3 3k ok sk ok % ok ok %K oK ok ok 3 ok ok ok ok ok ok o sk ok

Atualizar as tragBes e a Resisténcia ao Deslizamento
s e e o ok ok oK ok oK ok ok 3 ok ok ok 30K ok ok ok ok ok ok K R ok Kk Kok kR ok
statev(1)=xmu
statev(2)=ss
s=slres(statev(1),statev(2),p)
rrf=s/taurep



c

taur(1)=rrf*taurp1
taur(2)=rrf*taurp2
slip(1)=uslnpl
slip(2)=us2np!
dslip(1)=delusl
dslip(2)=delus2

Kk K ok K ok K ok ok ok ok Kk ok ok ok ok o ok ok R K K

Calcular o Deslizamento Equivalente
eslip=sqrt(slip(1)**2+slip(2)**2)
dsled=(slip(1)*dslip(1)+slip(2)*dslip(2))/eslip
spd=rrf*taurep*dsled

3 ok oK ok ok K K KK Kk oKk o ok 3k ok ok sk Kok ok Ok ok Kok

Atualizar a Tensdo de Fundo (Back Stress)

3 3 3k ok ok ok %k o ok ok sk ks ok sk % ok ok ke 3k ok ok 3k ok ok %k ok ok ok ok ok ok K ok ok
¢j1=h30*dslip(1)
cj2=h30*dslip(2)
statev(3)=statev(3)+cjl
statev(4)=statev(4)+cj2

3 3 3¢ ok ak ¥ ok %k ok koK kK ok ok

Atualizar as Tragdes

3 3 e ek sk ke ok ok ok ok okok ok sk ok ok
tau(1)=taur(1)+statev(3)
tau(2)=taur(2)+statev(4)

e o 3ok ok Kok ok ok oK ok ok K ok K

Calcular o Jacobiano
ok 3 ok ok oK oKk ok ok ok ok K K
cl=tau(1)/s
c2=tau(2)/s
call git(sis,rrf,statev(1),statev(2),p,dsled, xmus,sstars,
& ginvt,h10,h20)
call gin(sis,statev(1),statev(2),p,dsled,xmus,sstars,ginvn,
& h10,h20)
ddtddg(1,1)=rrf*sis-ginvt*(cl *sis)**2
ddtddg(1,2)=-ginvt*cl*c2*sis**2
ddtddg(2,1)=-ginvt*c]1*c2*sis**2
ddtddg(2,2)=sis-ginvt*(c2*sis)**2
ddtddp(1)=ginvn*sis*c1
ddtddp(2)=ginvn*sis*c2
end if
Deste ponto em diante a subrotina € igual a anterior.

4.Rotina de Implemetacgio da Lei Constitutiva Anisotrépica

3 3k ok ok 3 3 ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Xk kK

**FRIC SUBROUTINE**

0ok ook ok ok sk ok ook ok ok ok Kok ok

*USER SUBROUTINES

SUBROUTINE FRIC(LM,TAU,DDTDDG,DDTDDP,DSLIP,SED,SFD,

1 DDTDDT,PNEWDT,STATEV,DGAM,TAULM,PRESS,DPRESS,DDPDDH,SLIP,
2 KSTEP,KINC,TIME, DTIME,NOEL,CINAME,SLNAME, MSNAME NPT, NODE,
3 NPATCH,COORDS,RCOORD,DROT, TEMP,PREDEF NFDIR,MCRD,NPRED,

4 NSTATV,CHRLNGTH,PROPS,NPROPS)

implicit real*8(a-h,o0-z)

parameter (nprecd=2)

character*8 ciname,siname,msname

dimension tau(nfdir),ddtddg(nfdir,nfdir),ddtddp(nfdir),
1 dslip(nfdir),ddtddt(nfdir,2),statev(nstatv),dgam(nfdir),
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2 taulm(nfdir),slip(nfdir),time(2),coords(mcrd),
3 rcoord{mcrd),drot(2,2),temp(2),predef(2,npred),props(nprops)

external sires,dslrdmu,dslrdss,dslrdp,hf,dhf

e 2k e 3k 3k 3k % ok Kk

Parametros
% %k ok % % Ak %k *k ¥

O 0 00

Coeficiente de Atrito Inicial

xmuo1=0.10d+00

xmuo2=0.12d+00

¢ Valor de Saturagdo do Coeficiente de Atrito
xmus1=0.3d+00
xmus2=0.33d+00

¢ Constante de Encruamento do Coeficiente de Atrito
hmul=0.418d+00
hmu2=0.501d+00

¢ Valor Inicial da Resisténcia ao Deslizamento
ss01=1.080d+01
$s02=1.296d+01

¢ Valor de Saturagio da Resisténcia ao Deslizamento
sss1=2.20d+01
$552=2.64d+01

¢ Constante de Encruamento da Resisténcia ao Deslizamento
hss1=4.40d+0
hss2=5.28d+0

¢ Rigidez em Aderéncia
k1=1.0d+03
k2=1.2d+03
zero=0.d+0

¢ Tolerancias

tolss=0.001

tolxmu=0.001

Im=0
c a3 3k ok ok e ok ok ok ok 3k kK ok ok ok kokokok Kok

[}

Condigdes Iniciais
c 3k ok ok 3k ok o ok ok ok ok k kA kK ok Kk Kk k Kk
if(statev(1).lt.xmuol .and.statev(2).lt.xmuo2)then
statev(1)=xmuol
statev(2)=xmuo2
statev(3)=ssol
statev(4)=ss02
end if

30 2k ok 3 o ok 3 ok 3 ok ok o ok ok ok o o o 3k ok 3k 3ok ok K ok o ok 3k e sk sk ok ok ok ok ok kR ok sk ok ok ok ok ok k kR sk ok ok ok ok ok ok kR ok Kk

c
¢ Calculo da Tens#o Preditora e Verificagdo da condigdo Aderéncia / Deslizamento
c ok ok ok ok o ok kok ok ok ook R ok ok ok ke kK K ok ok ke sk ko ok ok o ko ok ok ok ok ok Kok ko ke ok ok sk ok kok kkok ek ok kR ok
t1=tau(1)
t2=tau(2)

delul=dgam(1)
delu2=dgam(2)
tpl=tl+k1*delul
tp2=t2+k2*delu2
p=press+dpress
r1=slres(statev(1),statev(3),p)
r2=slires(statev(2),statev(4),p)
fe=sqrt((tp1/r1)**2+(tp2/r2)**2)-1
if(fc.lt.zero)then
c 3 3k ok e ok e o e e ook o o ok ok ok ok kK

¢ Processo em Aderéncia
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sk ok ok ok ok oK oK ok oK oK ok oK ok ok K Kok K
in=1

tau(1)=tpl

tau(2)=tp2
ok ok ok ok o ok ok ok oK oK ok ok o ok ko ok

Célculo do Jacobiano

2k 3 ok dk ok 3k ok ok ok 3 ke ok ok okok K ok ok
ddtddg(1,1)=k1
ddtddg(1,2)=zero
ddtddg(2,1)=zero
ddtddg(2,2)=k2
ddtddp(1)=zero
ddtddp(2)=zero

else

a3 e e 3 ok 3 ok 3k 3k ok 3k ok ok Kok ko k kK kK ok

Processo em Deslizamento

e ok o o ok ok 3k ok ok ok ook oK ok ok koK ok ok

in=2
xmuln=statev(1)
xmu2n=statev(2)
ssln=statev(3)
ss2n=statev(4)
usin=slip(1)
us2n=slip(2)
sIn=slip(1)
s2n=slip(2)
dels1=0.d+00
dels2=0.d+00
dellc=0.e+00
delse=0.e+00

do 10 i=1,20

3 3k o ok 3k o e ok ok ok ok ok ook ok dk ok kK kok ek ok Rk ok R ok ok k ok

Calculo do Coeficiente de Atrito - dir: 1,2
2% % 3 ok ok ok 3k ok 3k 3k ok 3k ok 3k ok o ok ok &k koK ok ok ok ok kK ok o ok k ok k
al=xmusl*(xmuln+hmul *delsI)
bl=xmus1+hmul *dels]

xmul=al/bl
a2=xmus2*(xmu2n+hmu2*dels2)
b2=xmus2+hmu2*dels2

xmu2=a2/b2

s 3 % 3 ok ok 3k 3 3 ok ok ok ok ok ok ok ok K koK ok o ok ok ok o ok Kok kR ok ok ok

Célculo do Valor de Saturag@o ss - dir: 1,2
ook ok oK ok o ok ook ok K o ok Ok ok ok ok ok ok e ok ok o o ok ok o oK koK ok ok
cl=sssl *(ssI1n+hss1*delsl)
d1=sss1+hssl*dels1

ssl=cl/d1

¢2=sss2*(ss2n+hss2*dels2)
d2=sss2+hss2*dels2

ss2=c2/d2

3 3k 3 3 ok ok ko o ok ok ok ok ok ok o ok ok ok o ok ok ok Rk

Incremento de Resisténcia - dir: 1,2

ok ok 3k ok ok ok ok koK ok kok g okok ke ok ck ok ke ke ko ok ok k
drldmul=dslrdmu(xmul,ssl,p)
dmuldsl=hf(hmul ,xmul,xmusl)
drldssl=dslrdss(xmul,ssl,p)
dsstds1=hf{hssl,xmul,xmusl)
htl=drldmul *dmuldsl+dridssl*dsslds]
hp1=dslrdp(xmul,ssl1,p)
dr2dmu2=dslrdmu(xmu2,ss2,p)
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dmu2ds2=hf(hmu2,xmu2,xmus2)
dr2dss2=dslrdss(xmu2,ss2,p)
dss2ds2=hf(hss2,xmu2,xmus2)
ht2=dr2dmu2*dmu2ds2+dr2dss2*dss2ds2
hp2=dslrdp(xmu2,ss2,p)

C % % 3k ok 3k ok 3k ok sk ok ok %k ok ok Xk k
Calculo das Tragdes
c 3k ok 3k ok sk 3k ok 3k ok ok Xk ok ok ok Xk

rl=slres(xmul,ssl,p)
xml=tpl/(r1**2+k1*dellc)
t1=xm1*(r1**2)
aml=abs(xm1l)
r2=slres(xmu2,ss2,p)
xm2=tp2/(r2**2+k2*dellc)

2=xm2*(r2**2)

am2=abs(xm?2)
¢ e e e ok ok ok o ok ok ok 30k koK 3Kk ok K koK ok 3ok kKoK ok ok Kok ok
c Incremento do Multiplicador de Deslizamento
c ek ek ok ok ok ko ok ok ok K ok ok kR ok ok Rk Rk ok ok Rk ok

e=xm1*k1*delul+xm2*k2*delu2-(xm1*t1 *hpl/r1+xm2*t2*hp2/r2)*dpress
f=k1*(xml **2)+k2*(xm2**2)+xm] *t! *ht] *am1/r1+xm2*t2*ht2*am2/r2
dellc=e/f
delusl=dellc*xml
delsl=abs(delusl)
delus2=dellc*xm2
dels2=abs(delus2)
delxmul=dmuldsl *dels]
delxmu2=dmu2ds2*dels2
delssl1=dss1ds1*delsl
delss2=dss2ds2*dels2
if(dabs(delxmul).le.tolxmu.and.dabs(delxmu2).le.tolxmu.and.
&  dabs(delssl).le.tolss.and.dabs(delss2).le.tolss) go to 11

c if(dabs(dellc).le.toldellc)go to 11
10 continue

c % 3k ¥ 3k 3 A 3k ok ok ok e kK ok ok kok

c Atualizagdo de Varidveis

a2 3 ok 3k ok 3 ok ak ok kA ok ok ok

11 statev(1)=xmul
statev(2)=xmu2
statev(3)=ssl
statev(4)=ss2
dslip(1)=delusl
slip(1)=sln+delsl

uslnpl=usln+delusl
dslip(2)=delus2
slip(2)=s2n+dels2
us2npl=us2n+delus2
tI=xm1*(r1**2)
2=xm2*(r2**2)
tau(1)=tl

tau(2)=t2
ri=slres(xmul,ssl,p)
r2=sires(xmu2,ss2,p)

c Célculo do Jacobiano

c 3 ok 3 3k o ok ok 3k Ok o ok Xk %k sk ok Xk k
ddtddg(1,1)=k1
ddtddg(1,2)=0
ddtddg(2,1)=0
ddtddg(2,2)=k2
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