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RESUMO

No premente trsbalho spresentamos siguns metodos existentes de
Sintese de Modos Componentes.

S3o métodos utilizados em andlise dindmica de estruturas de
grande numerc de graus-de-liberdade ou de formas georetricas
complexas, quando analisadas pela técnica de elementos finitos.

Apresentsmos o desenvolvimento matemdtico e procuramos explicitar
vantagens e desvantagens de cada método, além de resolvermos um
exemplo simples de cada um deles.

Atemo-nios na determinacio dos modos e frequéncias naturais de
vibrac3o de estruturas e desprezamos o amortecimento.

Ao finzl implementamos um dos métodos no microcomputador e
verificamos a sua precisio.

Concluimos que estes métodos s3o uma ferramenta poderosa  na

and lise dindmica de estruturas pela sua precisio e versatilidade.
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ABSTRACT

In this work, some Component Mode Synthesis Methods are
presented.

They are methods employed in the dynamic analysis of large
structures snd/or structures with complex shapes, in a finite element
analysis.

Mathematical development and advantages/disavantages of each
method are described and one example is solved for each one.

This study is limited to the determination of natural mode shapes
and frequencies of structures. One of the methods is programmed in a
microcomputer and its precision is verified.

It is concluded that these methods are a powerful design tool in

the dynamic analysis for their precision and versatility.
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NOTACAO, NOMENCLATURA E SIMBOLOGIA

Notagto
De modo geral reservaremos letras maiusculas do alfabeto

portugués ou grego para a designacdo de matrizes e vetores,

ficando as letrazs mindsculas psra escslares. No entanto, em
alguns itens, onde o n&o cumprimento dessa regra seja
irrelevante para um perfeito entendimento do texto, usaremos,

indistintamente, letrss masiusculas e minusculas na designagio
de escalares.

Sempre que dois ou msis entes possuirem significados
correlatos procurar-se-a& adotar a mesma  letra em SUES
designascdes, diferenciando-as pelo acréscimo de um caracter
grafico especial (circunflexo, asteristico, ponto, etc...).

A indicagio do cadlculo de determinante de matrizes seréd
feita pelo acréscimo do prefixo det, quando se fizer
referéncia ao nome, ou duas barras (cercando o5 elementos),
quando se fizer referéncia a matriz por seus elementos.

Quando se fizer referéncia a matrizes ou vetores pelos
elementos, estes virdo cercados por colchetes ou chaves,

respectivamente.

Nomenclatura

Os nomes serdo escolhidos de forma gque se posss,
rapidamente, identificar o assunto nas referéncias bibliogra-
ficas, ou sejs, par que o presente trabalho e suas referéncias
bibliograficas tenham consisténcia de nomenclaturas procursa-
mos, na medida do possivel, ndoc alterar a esséncia da
simbologia original. Como consequéncia disso grande parte dos
simbolos aqui utilizados encontram justificativa quando

considerados seus significados na lingua inglessa.
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Simbologia

n numero de grasus-de-liberdade;

t tempo;

U(t) vetor de deslocamentos Elementos: ut(t),
ANplleT i BE

ﬁ(t) vetor de velocidades Elementos: ﬁt(t),
RS 5 o0 ole pii 2

ﬁ&t) vetor de aceleracgdes Elementos: ﬁ;(t),
L=l g oee oy

F.,P vetores de forgas externas;

W trabalho virtual;

U energia internsa;

T energia cinética;

1% energia potencial;

M matriz de masssa;

C matriz de amortecimento;

K matriz de rigidez;

G matriz de flexibilidade;

& matriz de mutovalores;

k indice do numeroc de modos retidos;

A matriz diagonal dos autovalores;

R4 matriz dos modos componentes;

W matriz dos modos vinculados (ou corpo-rigido também);

(a,b) subestruturas a e b;

(a,3) subestruturas « e f3;

(A,B) subestruturas A e B;

(1,2) subestruturas 1 e 2;

EA rigidez;

m densidade linear de massa;

1, L comprimento;

C constante de normalizagio;

Na apresentac¢so dos métodos, longo deste trabalho,

explicar-se-a também cada simbolo.
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CAPITULO 1 - INTRODUGAD
1.1 Justificativa do trabalho

0 método ds Sintese dos Modos Componentes esta ’sendo
correntemente utilizado em projetos estruturais, nsa andlise
dinadmica de estruturas por elementos finitos gque tenham um
grande numeroc de graus-de-liberdade, ou que tenham formas
complexas.

Existem atualmente uma série de métodos diferentes, cada
ums com caracteristicas préprias, e pouco had escrito em
termos de unidade e de esclarecimentos.

Tendo visto os motivos acimsa, entendemos ser
interessante fazer uma coletidnea desses métodos, analisar a
teoria e posteriormente torna-los praticos e para que posSsam
ser corretamente utilizados, servindo de guia.

Trats-se de um trabalho inicial para servir de base en

futuros estudos em Sintese dos Modos Componentes.

1.2 Importancia do estudo dos Métodos de Sintese dos

Modos Componentes

Estruturss nsavais, por sua prépria natureza, estéo
sujeitas as mais diversas fontes de excitascdo internas e
externas, tais como: motores, geradores, hélices, ondas,
tubulag3o, eixos, ete... e, assim, ocorrendo vibragdes
indesejaveis tanto de carater local como de global.

Sap vibracdes que podem se manifestar na forma de ruidos
ou aceleracdes desagradaveis & tripulac®o, como também dano
por fadiga a longo prazo nas estruturas.

E interessante, ainda na fase de projeto, evitar tais

problemas, pois, o custo final se minimizard, diminuindo os
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efeitos indesejaveis.

Nesse sentido, o Método dos Elementos Finitos tem sido
uma ferramenta muito uUtil na andlise de estruturas
pfojetadas. Alguns exemplos: modelo espacial de viga navio em
caso de ressondncia & s8ltas frequéncias [DIAS 19781},
determinacic de tensdes secundarias em painéis estruturais,
cavernas e em regides localizadas tais como descontinuidades
[BULSON et al. 1883], modelo completo do casco de uma lancha
patrulha [PURCELL et al. 1888].

‘Em certos casos pode-se requerer uma anilise dindmica
que resulte num numero elevado de graus-de-liberdade, seja
pelas dimensdes da estrutura, seja pels minuciosidade
necessaria, e acontecer do estudo se tornar inviavel devido a
limitacdes do programa ou do hardware.

Foi com esta finalidade principal, de tornar vidveis
tais situacdes, que surgiu o Método da Sintese dos Modos
Componentes - Component Mode Synthesis - CHMS (também chamado
de Sintese Modal).

Gracas a este método pode-se reduzir drasticamente a
capacidade de memdéria requerida e o tempo de processamento,
nsntendo um bom nivel de precisio (ver referéncias [BOGERT
198871 e [AUGUSTO 1886]).

Assim, neste trabalho procuramos apresentar os métodos
mais utilizados de CMS, seu desenvolvimento matematico,
vantagens e desvantagens, servindo de guia para uma posterior

implementacdo.
1.3 A respeito dos Métodos da Sintese dos Modos
Componentes

0 método da Sintese dos Modos Componentes foi pioneira-
mente desenvolvido por Hurty [HURTY 1968] e por Glsdwell
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[GLADWELL 18641 na década de 60, e procurava aplicar os
conceitos de Subestruturacio para a andlise dinamica de
estruturas com grande numero de graus-de-liberdade ou de
formas muito complexas, de modo gue no primeiro caso poder-
_se-ia reduzir o nuUmerc de graus-de-liberdade, permitindo que
tais estruturas fossem analisadas em computadores de
capacidade de meméria limitada; e no segundo caso, além ds
vantagem de se utilizar menor gquantidade de memdria,
poder-se-ia sistematizar uma diviséo racional, a fim de se
fscilitar s visualizacdo e a anadlise dos resultados dsa
estrutura.

E interessante citarmos que frequentemente em grandes
projetos ocorre a participacdo de varias diferentes empresas,
cada ums encarregando-se de uma parte isolada, onde o wmétodo
da Sintese dos Modos Componentes pode ser utilizado parsa
determinar modos e frequéncias naturais da estrutura como um
todo, e, em caso de resultado indesejado pode-se modificar
apenas uma das subestruturas em seguida uni-las novamente ao
restante verificando o novo comportamento. Caso a estrutura
fosse modelada inteiramente através de Elementos Finitos, sem
subestruturacio, a modificas3o de apenas uma pequena parte
exigiria analisar toda a estrutura novamente. Podemos citar
também a possibilidade de se empregar dados experimentais dos
componentes que corroborem junto com a teoria a fim de se
obter propriedades mais precisas (tais como frequénciss €
modos de vibrar).

Ainda com relscio aos grandes projetos, pode ocorrer de
suas partes serem desenvolvidas em diferentes épocas e O
Método da Sintese dos Modos Componentes pode ser utilizado na
integrac3o dessas partes.

Além disso, em estruturas que tém mddulos repetidos
(tais como cavernas de navios ou os andares de um prédio),

pode-se snalisar apenas um dos médulos e, ent3o, na sintese,
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repeti-los.

Um objetivo fundamental ds Sintese dos Modos Componentes
& o de se obter um problema computacional de menor ordem
mantendo o requisito da precisdo. Um segundo aspecto da
sintese ¢ que a0 se minimizar o numero de graus-de-liberdade
requeridos para se representar cada combonente, a aproximagéo
pela sintese reduz a quantidade de informagdes a serem
trocadas pelas diferentes organizacdes encarregadas dos
componentes.

Até entdo era conhecida a técnica ds subestruturagdo
para estruturas estaticas. Esta técnica consistia na
subdivis3o da estrutura em componentes ou subestruturas bem
delimitadas, que eram analisadas separadamente, uma a uma,
mantendo-se as suas interfaces fixas e aplicando-se a carga
externa. Por se tratar de andlise estatica, a Jjuncio destas
partes formando o todo se processa de forma simples. Pela
Condensacdo Estatica (vide cap. 2.2) podemos representar a
subestrutura em func3o apenas dos graus-de-liberdade frontei-
rigos, prescindindo-se dos graus-de-liberdade internos a
subestrutura, permitindo assim uma reducdoc na matriz de
rigidez, e, portanto, na reducdo da memdris necessaria para
armazend-1a (chama-se esta " ‘nova’’ subestrutura de " super-
elemento’ ', fazendo um paralelo com um elemento finito).

Na snidlise dinadmica, esta jungdo ndo se processa de for-
ma trivial, pois, existem forcas de inérecia e de amorteci-
mento.

Em breves palavras, o Método da Sintese dos Modos
Componentes consiste em se subdividir = estrutura em
subestruturas e estudar cada uma destas separadamente. Tendo
determinado as equacdes de movimento de cada uma delsas,
refaz-se a unido destas impondo determinadas restricdes e
resultando, por fim, nas equasdes de movimento da estrutura

original. De uma maneira geral, podemos formalizar a seguinte
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sequéncia de operacdes:

1. Divis3oc da estrutura em duas ou mais subestruturas;

2 CAlculo dos modos-componentes das subestruturas
individuais;

3. gipntese a partir de uns poucos primeiros modos das
subestruturas para obter e resolver um problema de autovalor
de um novo tamanho reduzido (transformado);

4. Retrotransformagio dessas propriedades de autovalores

calculados para obter as do sistema original.

0 movimento de cada subestrutura € descritc em termos
dos " ‘modos-componentes’ ', isto €, como uma combina¢do linear
destes modos multiplicados por coordenadas generalizadas
dependentes do tempo (hipdtese de Rayleigh-Ritz). Nesta
descricdo, ao se tomar um numero de modos-componentes menor
que o0 nuUmero de graus-de-liberdade total da estrutura,
resulta na reducdo da dimens3o das matrizes de masss, rigidez
e de amortecimento.

Numa anadlise dinadmica simples de uma estrutura, a matriz
de rigidez obtida peloc método padrao do deslocamento unitdrio
é suficiente para se ter resultados razoaveis. Ao se exigir,
no entanto, uma maior sofisticas3o no modelo matemdtico,
pode-se fazé-lo pelo aumento ou do numero de nds na estrutursa
ou fazendo-se algumas hipdéteses a respeito do comportamento
dinamico interno dos componentes e adicionando-as ao modelo
pela inclus@o destas caracteristicas internas. Isto significa
que se, por exemplo, vigas uniformes conectam-se para se€
formar & estrutura, ent3oc os modos-componentes derivados
teoricamente para vigas continuas poderiam ser utilizados
para descrever o comportamento dinadmico de porgdes internas
dessa estrutura. Verifica-se que a adicdo de, por exemplo,

trés modos-componentes de uma vigs continua resultam numa




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 6

melhor convergéncia do que a adicdo de um nd com trés
graus—-de-liberdade no centro da mesma.

Sabemos, além do mais, que o tempo de processamento numa
andlise de vibragio suments mais do que linearmente conforme
o sumento do numero de graus-de-liberdade (de forma quadra-
tica ou cubica dependendo do método de extracio dos
autovalores e do tipo da estrutura). Assim, se uma estrutura
for subdividida em N partes, as N andlises dos modos-compo-
-nentes separados consomem menos tempo do que a analise de
toda a estruturas sem divisdes. Para se manter uma boa
precisdo € essencial que os primeiros modos calculados de
cada componente sejam bastante precisos.

Como introducio apresentaremos inicialmente a técnica da
subestruturacdo estdtica a fim de obtermos uma familiarizagao
ndo sé dos termos utilizados mas para também servir de modelo
para procurarmos enxergar a representacdo fisica de cada
passagem matemdtica e imaginar, se possivel, o que veio
primeiro: a intuig¢do fisica, fo} puro desenvolvimento
matemdtico, ou os dois de forma concomitante. Apresentamos
também um exemplo simples de aplicagdo.

Ainda no cspitulo 2 apresentaremos os diversos métodos
de Sintese dos Modos Componentes, a comesar pelo Método de
Hurty. A seguir estudamos o Método Craig-Bampton, que se
trata do método de Hurty melhorado.

A presenca de movimentos de corpo-rigido na subestrutura
faz aparecer alguns modos-componentes diferentes, e é
estudado num sub-item & parte para o método de Craig-Bampton.

A seguir spresentamos alguns métodos que tém a
particularidade de terem seus modos-componentes calculados na
auséncia de fixacdo, isto €, tendo livres as interfaces entre
as subestruturas. Dai o nome de Modos Componentes Livre-1i-
-vres (Free-free Component Modes). Estudamos o0s métodos de

Goldman e Craig-Chang.
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Finalmente apresentamos os métodos que n3o se encaixam
nas duas categorias acima citadas e que podem ser chamados de
Método dos Modos Componentes Hibridos pois misturam tanto
interfaces fixas como livres de restri¢&o. Entre eles estdo o
Método da Substituicsoc por Modos Componentes e a Andlise por
Modos-Tramos (Branch Mode Analysis).

No capitulo 3 apresentamos um programa de computador na
qual implementamos o Método de Craig-Bampton, € uma
comparsacao onde analisamos 0S resultados com e sem Sintese
dos Modos Componentes e tiramos algumas conclusdes. A
listagem e o modo de utiliza-lo estdo no Apéndice.

Vamos nos limitar ao cadlculo de modos e frequéncias
naturais de vibragdo das estruturas, que s3o0 propriedades
essencisis numa andlise dindmica (ressondncia, resposta por
superposicio modal). Além disso estudamos os métodos com
apenas dusas subestruturas pois uma vez bem entendido para
esse caso particular, fica facil generalizd-los.

Ao longo da apresentacdo destes metodos procuraremos
inter-relaciona-los, fazendo comparasdes e em alguns casos

apresentando exemplos para esclarecer o “colocar em

pratica’’ da teoria.




Métodos de Sintese dos Modos Componentes B

CAPTITULO 2 - METODOS DE SINTESE DOS MOD0OS COMPONERTES
2.1 Introduciao

Apresentamos a seguir slguns dos métodos de Sintese dos
Modos Componentes existentes.

Quanto & Jjustificativa da selegdo dos métodos saqui
apresentados, podemos dizer gque procuramos escolher oS
nétodos mais citados em handbooks [KARDESTUNCER; NORRIE
198871, em livros e papers técnicos.

Infelizmente nio € possivel analisar todos os métodos
hoje existentes tendo em vista a sua enorme variedade. Ao
final deste trabalho citamos outros nétodos gque ndo OS

estudados aqui nas Referéncias Bibliograficas Adicionais.

2.2 Téecnica da Subestruturagdo Estéatica

0 método de subestruturacio para uma andlise estrutural
estatica € baseada na subdivisido de uma estrutura de grande
ndmero de graus de liberdade em partes menores qQque sao
analisadas separadamente a fim de obtermos as relagdes entre
forcas e deslocamentos nas suas interfaces.

Uma vez determinadas as novas matrizes de rigidez de
cada subestrutura, que estdo em funcdo apenas dos graus de
liberdade de fronteira, refazemos a montagem, resultando numa
matriz do sistema de ordem jgual & soma desses graus-de-
-l1iberdade, e, portanto, de ordem menor & original, que

contava também com os graus de liberdade internos.
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figurs 2.2.1 - Exemplo de estrutura global e uma tipica

subestruturs.
Para 2 subestrutura j:
Vamos particionar a equascao de eguilibrio da

subestrutura de forma gque oS graus-de-liberdade da interface

fiquem na parte inferior do vetor de deslocamentos U:

t

|
v
® | I
\_—-y——d

-~

[y

~~

onde,
- o indice i representa os graus de liberdade interiores, e

- o0 indice e representa os graus de liberdade das interfaces.

Expandindo a equacdo na forma particionada da primeirsa
linha ds eg. (1), isolandol& e substituindo o resultado na
equacio da segunda linha, chegamos as seguintes formas:
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it N -1
Ut Y ktt ( kie Ue 07 kti Pt (2)
G o TET D i icte ity UL = RN = ik i (3)
eL Ty e ©e o [-4 (-2 % Tl 1

Chamando o termo entre parénteses & esquerda da eq. (3)
de ke e o termo A& direita da mesma equagdo de ?;, teremos &

equacio de equilibrio final da subestrutura:

- ordem da matriz quadradsa ke = somatdria de todos os graus

de liberdade de interface.

Depois de montadas todas as equascdes de equilibrio de
todas as subestruturas, procede-se ent3o 2 montagem do

sistema global reduzido:

& o R T
el el el
O
k U P
ez ez ez
4 n =2 . > (5>
k . v P .
o el e) e
{- ken - § Uen s ~ Pen 7
Uma vez resolvida a eq. (5), isto é, uma vez

determinados os deslocamentos Uej , substituimos o0s seus
valores na eq. (2) parsa determinarmos ‘&j de cada
subestrutura J.

A idéia deste item ¢ a de dar uma nogdo sobre o que se
trata & subestruturacio estdtica. Rosen [ROSEN; RUBINSTEIR

1978] apresenta um método mais otimizado desta técnica.
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2.2.1 Exemplo manual

Desejamos determinar a flecha ds seguinte viga

bi-engastada submetida a uma cargda concentrada Po no centro:

b
W
y
e
(-3
9

P | ;
| TR
/ uniformes

sub. 1 5, I sub, 2 /
—— L ;I: v

NN

fig.2.2.2 - Viga bi-engastada e sua subdivisao

Conforme a figura 2.2.2 subdividimos a estrutura em duss

subestruturas desiguais.

Matriz de rigidez:

¥ Um elemento:

11
G, | G,

L -9

fig. 2.2.3 - Elemento de viga e seus graus-de-liberdade

g EEL =B B
28I |31 2L® -3L L2
b=l e -8 -3L 6§ -3L (65
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1 pi
P
2 2
u =+ > p = > (7)
a pa
[ He ) B )
Ku (8)
¥ Subestrutura 1:
} E I -
Clz e Cle (e
fig. 2.2.4 - Numeragdo dos graus-de-liberdade da subestru-
tura 1
- B BE -6 2 )
<N SR g B
-8 -3L 12 -B 3L
1 3EI < N @ A i
i ST g O -8 12 0
g O 3L p 4L®
%] % 2 -6 -3L
B 0 8 guses.
%) g
7 )
? 2
? 2}
g 8 (8
=B | I
6 -3L
=L Ao
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Al
ra
~
”4
Y

u, P, @

u, P, 2

u, P, @

ui.: 4 34 2 p1 = 5 24 ;=4 _g - (18)

5 S (o]

u Py 2

u, D, 8

guBJ \pBJ \zJ

Rearranjando os elementos da matriz (8) de forma que
fiquem os graus-de-liberdade de fronteira na particido

inferior, teremos:

ktii 1e1d
[ 12 2 -6 e G R 2
e AR ek N T SR G
lgt g e e 00 g S
S, o oh el 1@ ok et SN
L =8 ' aLs o 1B By Ji 6 i L S
=T S oF. JUisik Vs e N
gl Ll =t AEne F e e el e
TR - ol S O R i
k k

e11 eetl
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14

Chamando

2E1

ilg

-1

eil il

>IN AR R § B A =

[ =1

11

el

L=

1,

.187531
.148148
.135882
.185185

. 740742
.444445
.259257
.222221

*Carga equivalente:

P =
el

el

teremos:

?.148148
?.444444
.185185
.222222

.444444
P . 022000
.444444
$.333333

P -k k.

el

.1358082
.185185
.197531
.148148

.258257
.222221
. 740743
.444445

P = @, pois nd3o ha cargas externas nas

el
Assim:

_¢.259257
i -3.222221
P, = |-p.740743| Fo

0.444445

.185185
.222222
.148148
B.444444

0 .444444
@.333333
.444444
?.000000

bordas;

(11)
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X Matriz de rigidez equivalente:

0.222222 ©.333333 -0.222222 ©@.333333
¢.333333 ©.666667 -0.333333 ©.333333
ko, = 2El | 5 220222 -9.333333 ©.222222 -0.333333
£.333333 ©.333333 -0.333333 ©B.666667

Assim, & nova equagdo de movimento equivalente =

$.222222 @.333333 -0.222222 ©.333333 u
?.333333 ©.666667 -0.333333 ©.333333 u
-p.222222 -@.333333 ©.222222 -0.333333 u
$.333333 ©.333333 -P.333333 ©.666667 u

2EI

-@.258257
-@.222221
-0.740743 o
0.444445

% Subestruturas 2:
Carga externa nulsa;

Equacio de equilibrio igual ao de um elemento, conforme

as equacdes (B), (7) e (8).

% Acoplamento das duas subestruturas:
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" 3.222222 @.333333 -0.222222 ©.333333 ©.0600000
7 333333 @.668866 -B.333333 0.333333 0.000000
op7 |~9-222222 -@.333333 6.222222 2.668B67 -6.000000
@ 333333 @.333333 2.668667 2.666687 -3.000000
7 PO0OPE ¢.000000 -6.200000 -3.000000 6.020000
| 0.000000 ©.000000 3.000000 1.000000 -3.000000
?.000000 |( v, ) -0 .259257]
7 . 000000 u, -9.222221
3.000000 || u, | _ |-0.740743] ;
1.000000 || u p.444aa5] °
-3.000200 v, 0. 0280000
2.000000 j{ u, | 3.000000

E s0 resolvermos o sistema acima para u, e ug obtemos:

[
It

-9.333333 P /2EI

[w}
f

?.500000 P _/2EI

Para determinar s flecha u, recorremos 2 eq. (2)

subestruturas 1, e chegamos aos seguintes resultados:

u -@.333333
s -0.500000 | p_sopT
o [~ ] -02.666667
u

0 .000000
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Estes resultados conferem com a realidade. Observe que
se féssemos resolver este problema sem subestruturacio

teriamos um sistema linear de ordem 18 &o inveés de 6.

* Observacdes:
- Caso houver carga externa distribuida, deve-se
“concentra-la" nos ndés da estruturs;
- Deve-se ter cuidado para ndoc fazer confusi3oc nas
dimensdes das subestruturas e do sistema;

-Nas permutacdes das linhas e colunas da matriz de

rigidez deve-se procurar manter sempre a simetria.




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 18

2 3 Método da Sintese dos Modos Componentes
2.3.1 Introdugao

Apresentaremos brevemente o método pioneiro de Hurty. A
seguir apresentaremos o metodo de Craig-Bampton que envolve
simplificacdes no método de Hurty sem detrimento da precisio

(obtém-se os mesmos resultados que Hurty).
2.3.2 Método de Hurty

0 método de Hurty envolve uma aproximasdo na qual os
deslocamentos das subestruturas ou componentes sio definidos
em termos das coordenadas generslizadas que s30 relacionadas
com grupos especificos de fun¢des ou modos de deslocamento
normalizados.

E aplicdvel a estruturas complexas redundantemente
conectadas e ¢ um dos métodos mais simples de Sintese Modal.
Possui boa convergéncia, mas, por outro lado quando houver um
grande numero de coordenadas de interface, também sera grande

a ordem do problema de autovalor.
Considersa trés categorias para esses modos, a saber:

1. Deslocamentos de corpo-rigido, onde a subestrutura €
deslocada sem deformasio (pode haver até 6 deslocamentos,
sendo menos que B se houver alguma restric¢do ao movimento da
subestrutura). Sao chamadas de uﬁ(x,y,z,t), parsa a
subestrutura J. Estes modos garantem o movimento de qualquer

ponto P da subestrutura de se mover com movimento de
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corpo-rigido.

5. Modos vinculados (constraint modes) que existirdo
somente no caso do sistema possuir vinculos indeterminados
(ou seja, no caso de nio se saber gquantificar exatamente &
intensidade da restrigdo, que pode ser um meio termo entre
fixagcdo de engaste e 1livre) que surgem do fato da
subestrutura estar ligada a outras adjacentes que também
est3oc em movimento. Estes modos s3o definidos pelsa imposigao

de um deslocamento unitario sobre cada vinculo redundante,

uma por vez, mantendo todas os outros vinculos fixos. S&o
c

chamadas de uj(x,y,z,t). Estes modos representam um

deslocamento resultante do movimento das restricdes

redundantes sobre o movimento de corpo-rigido apresentado

acima, e prové o deslocamento arbitrario de todos os vinculos

noveis.

3. A terceira categoria inclui modos que definem
deslocamentos sobre o anterior, o de vinculos. Estes s3o o0s
modos naturais normalizados de vibragio elastica da
subestrutura com todas os vinculoss redundantes presos. Estes
modos provéem o deslocamento de qualquer ponto P na
subestrutura em relacdo sos deslocamentos vinculados. S3o
chamadas de u?(x,y,z,t). Para melhor visuslizagio observe &

figura 2.3.2a.

- wvetores 1 & 6: conjunto de vinculos estaticamente

conhecidos;

- vetores i, 3j, k: vinculos redundantes.
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RIGID-BODY DISEL ACEMENT -7
5 /th CONSTRAINT DISPLACEMENT s 5

N
A NORMAL MODE DISPLACEMENT = 7'V

Fig. 2.3.2a
Y C n
uj(x,y,z,t)-uj(x,y,z,t)+uj(x,y,z,t)+uj(x,y,z,t) (1)
Superposig¢do dos trés tipos de deslocamentos

Uma vez derivadas as equacdes de movimento para cada
subestrutura individual separadamente, procedemos ao acopla-
mento dessas através das restri¢des que surgem da interacao
de forcas entre as varias subestruturas.

E conveniente representar as trés categorias de
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deslocamentos como uma série de funcdes dependentes do espaco

multiplicadas por coordenadas generalizadas dependentes do

tempo:
ul = @I(x,y,2) P3(L)
uf = #(x,y,2) PS(t) (2.1,2,3)
ul = @5(x,v,2) P3(L)

onde:

¢§’c’nséo matrizes retangulares dos modos-componentes da

subestrutura J

pr,c,n
)

subestrutura J

s30 vetores das coordenadas generalizadas da

0 numero maximo de colunas de ¢3r & de no maximo 8, pois
existem no maximo 6 movimentos de corpo-rigido. ¢§ tem o
ntmero de colunas igual so nUmero de vinculos redundantes e
¢§ tem o numerc de modos naturais menor ou igual ao numero de
graus-de-liberdade da subestrutura.

Reunindo as matrizes dos modos numa Unica matriz ¢3 e oS

vetores das coordenadas generalizadas em p., temos:

J,

=i T C
- [QB s ¢§] o
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r
3 o i T
i c T C n T
BL= P {(pj) (pj) (Pj)] (4>
pn
3

Podemos resumir as equagdes (1) e (2.1,2,3) na seguinte

forma matricial:

uj:d). P. (5)

Até o presente momento fizemos a descri¢do dos modos
utilizados no método de Hurty. A partir de agora
continuaremos a explicitar o método, mas, com a idéia de que
estes passos seguintes s&o no geral semelhantes em todos os
métodos de Sintese Modal.

Também por simplicidade suporemos &apensas duas subestru-
turas.

Suponhamos que as duas subestruturas 1 e 2 estejam no
mnesmo referencial de coordenada global, de forma que nao
precisemos utilizar a matriz de transformacio de coordenadas.

Sendo assim vamos impdr as restricdes de deslocamento e

de esforcos Jjunto & interface:

(8.1,2)

Vamos agora determinar as equacdes de movimento da
estrutura completa utilizando as equacdes de Lagrange com

multiplicadores indeterminados.
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Energia Cinética Total: T = 1 pz ﬁl p{ + 1 pg ﬂz pz
2 2 i
(7.1,2)
Energia Potencial Total: V = £ p{ kl p{ S pg 22 pg
2 2
onde:
ﬁ:QJTM 1)
k BRACIR IR
L Rei Z (8.1,2)
RPN
Kk* Ok Kk 0k
Definindo:
e {[RPGR O " LS p=|P1 (8.1,2,3)
e W, 2 K, e

podemos reescrever T e V na seguinte forma compacta:

=1 pT M p

(WS

(16.1,2)
=

V=5 p Kp

NI

e as equacdes de restricdo podem ser escritas na forma

matricial em termos das coordenadas generalizadas p:

Hp =0 (115

Ent3o o lagrangeano para o sistema fica:
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L=T-V+ol Hp (12.1,2)

onde o & um vetor de multiplicadores de Lagrange. Para os
problemas de vibracdo livre, forgas sdo exercidas Jjunto as

interfaces dos componentes, tal gque o trabalho wvirtusal &SW

desaparece:
Rl L1 2. T .2 1.T 1 .2
SW = (Su, T Su?y: £ = (bu. i O L=
W ( UJ) - + ( UJ) E ( “3) ( E + JJ) 7 (13)

onde as equasbes (B8.1,2) foram utilizadas. Assim as equacdes

de Lagrange tomam a seguinte forma:

gy - ~les ==ir
ol NS = (14)
0. oz
i i
onde z; é p; ou o Combinando as equacdes (10.1,2),

(12.1,2) e (14), obtemos as equacdes de movimento do sistema:
Mp+Kp=Ha (15)

Este sistems de equacgdes diferenciais deve ser resolvido
levando-se em conta as restricdes impostas sobre pk pelsa
equacio (11). A ordem de (15) é igual ao numero de modos
vtilizados em (3). Como esta equacio estd escrita em termos
de pi, contém um certo numero de elementos redundantes. Esta
redundancia ¢ expressa pela equacio (11). Se o vetor p tiver
dimens3o m e houver c restricdes, entdo o numeroc total de

coordenadas independentes € n =m - ¢ , onde n € o numero
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total de graus-de-liberdade do modelo do sistema composto. Se
q for o vetor das coordenadas independentes, ent3o a relacéo

entre p e q pode ser expressa por:
P=Sgq (16)

onde S € uma matriz de transformasio (m x n) que depende das
restricdes das equagdes (11). Ent3oc a equasdo (15) &
transformada em equacdes que governam o comportamento de

q(t),

My '+ Kg = S'H a (17>
onde

M=-s! ms (18)

K=s' ks (18)

Para determinar a8 matriz de transformacao S,

particionemos a matriz H, de (¢ x m) conforme abaixo:

H = [H H] (28)
sendo H1 de ordem (n x ¢) e H2 de (¢ x ¢). Assim a equasdo
(11) fica:

Hi,q + H,py = 7 (21)

onde pd é um vetor de dimens3io ¢ e corresponde as coordenadas

dependentes do vetor p. Assim, uma particio de p € dado por:
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q
p = (22)
Py

Como o8 pdi 530 combinagcdes lineares de qk, a matric H2

deve ser inversivel. Dai,

pd = —H2 qu (23)

o I
p = { } Sl it (24)
Py —HE T

e, dagui, a matriz de transformagdo S fica:

I
s - b (25)
-Hy"Hy

0 e a equagdo (17) torna-se

E segue-se que HS
Mg+ Kg=0 (26)

A equagdo (28) é o sistema de equacdes desejado para a
vibrac3c livre n3oc samortecida. O problema do autovalor

associado €

(K-wM)T=0 (27)
onde w ¢ a frequéncia natural que corresponde ao vetor V.
Este autovalor € transformado para obtermos o vetor p de

coordenadas generalizadas original multiplicando-o pela
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matriz S:

Assim, temos resclvido o problema

sistema.

de

autovalor

(28)

do
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2.3.3 Método de Craig-Bampton

Como foi dito na introduc3o, o método de Craig-Basmpton
difere pouco do de Hurty. Uma das simplificasdes qgque este
nétodo faz € o de tratar todas as restricdes como restrigdes
de fronteira, sem considerar se é redundante ou determinada.
0 principal objetivo em se usar esta variacdo do original ¢€é
para simplificar o trabalho de programasdo, pois J& n3o se
torns mais necessario a identificasdo desses dois tipos
diferentes de restrigdes. Essa identifica¢doc requer um
julgamento da parte do analista e, assim, requer uma fungao
de tomada-de-decis3oc cuja programacdoc ndo € trivial.

Inicialmente apresentaremos os modos-componentes. Entao

sistematizaremos o método e resolveremos um exemplo simples.

2.3.3.1 Paras componentes sem grau-de-liberdade de

corpo-rigido
1. Hodos normais (ou naturais):

Componentes de modos normais podem ser classificados em
modos normais de interface fixa, modos normais de interface
livre, ou modos de interface hibrida dependendo de qgue todos,
nenhums ou parte respectivamente das coordenadas de Jjunc¢ao
(interface) entre as subestruturas sejam restringidas quando
os modos normais do componente s3o obtidos usando um problema

de sutovalor da forma:
(k - w'm)¢ = D (1)

Utilizaremos os modos naturais normalizados em relagdo a
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matriz de masss (e dai o nome “"modo normal”), isto &,
PR e (2)

onde Qn é uma matriz cujass colunas si3o os modos normalizados
dos componentes. Normalmente a matriz modal (como & chamada
Qh) ters um niUmero de modos menor gue o nimero méximo, e serd
por isso chamada de Qk (k de kept modes, ou seja, modos

retidos ).
2. Modos elasticos vinculados (constraint modes)

Sejam as coordenadas fisicas u particionadas num
conjunto C na qual os modos vinculados est3c definidos, e
seja V o seu complemento. O modo vinculado € aquele definido
pela imposicdo estatica de um deslocamento unitario em uma
coordensda fisica do conjunto C, mantendo deslocamento nulo
para seu restante. Assim o conjunto de modos vinculados €

definido pela egquagido:

kVV kVC ‘PVC OVC
kK k I = 1R (3)
cVv cC ccC cC
onde RCC é o conjunto de reacdes nas coordenadas C. Da linha

superior particionada:
k1] 4

A matriz dos modos vinculados €, ent3o:

¥ x 1k

vC vv ve

“
"
"

c (3>
I I

cc cc
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3. Modos de ligagdo (attachment modes)

Sejs A um subconjunto de P no gqual os modos de ligacdo
estio definidos. Um modo de ligacdo € aquele definido como a
deflexioc estatica do componente que resulta quando uma forga
unitaria € aplicada em umsa qoordenada do conjunto A, mantendo
as outras coordenadas de A 1livres de for¢as. Agqul vVvamos
tratar de componentes gque ndoc tém grau-de-liberdade de
corpo-rigido. Para um componente restringido, seja W o
complemento de A em P. Entio o conjunto de modos de 1ligacéo

4; ¢ definido por:

k wvWw k wva ‘PVO- OVG
kK k ¥ T (85
aw aQ aa oo
Sejs a matriz de flexibilidade g = k_i. Os modos de

ligacio para um componente restringido s3c as colunas ds

matriz de flexibilidade:

¥ g
an = va = wa ( 7 )
‘I‘Ga ac

2.3.3.2 Descricdo do método
0 método de Craig-Bampton faz a seguinte aproximacdo:
u=2% p +3% p_ (8)

para cada componente. A equacdo (8) pode também ser escrita

na forma particionada:
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u ® L 9 p
i i ik ic k
{ u3 } ; 0 - { Jc } "

pois os modos normais s3oc modos de interface fixa e p_= uj

Além disso:
¥ =1 - k. k. 1] (18>

Deve-se normalizar também os modos vinculados conforme

as equacdes (2.

2.3.3.3 Para componentes com grau-de-liberdade de

corpo-rigido

Pars o caso de termos componentes com grau-de-liberdade
de corpo-rigido, fazemos modificacbes sapenas na definicdo dos

modos-componentes:

1. Modos Normais
Segue a mesma defini¢do para modos sem gran-de-liberdade
de corpo-rigido, com a presenca de um ou mais modos de

corpo-rigido (que tém fregquéncia nula).

2. Modos vinculados (constraint modes)

Segue a mesma definicio que & dos modos vinculados para
componentes com grau-de-liberdade de corpo-rigido, diferindo
apenas em que agora devemos restringir alguns destes graus de
forma que kvv seja ndo-singular. Os modos de corpo rigido

definidos a seguir sio um caso especial dos modos vinculados.
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3. Modos de corpo rigido

Embora os modos de corpo rigido possam Ser obtidos no
processo de solugdo de um problema de autovalor para modos
normais do componente, elas podem também ser como um Caso
especial de modos vinculados. Se um componente tiver Nr
graus-de-liberdade de corpo-rigido, entdo um conjunto r de
coordenadas pode ser usada para restringir o componente
contra o movimento de corpo-rigido. Os modos de corpo-rigido
que correspondem ao conjunto R sio obtidos fazendo-se (¢ = 1)
na equacio (3) e note gque ndo ha reacdo no conjunto R, 1isto
=5 R”; @. Assim, se V for o complemento de R em P, os modos

de corpo-rigido sdo definidos por:

VvV VI

ey DLl = (11)

Trr rr

4. Modos-de-ligsacao

Da mesma forma como restringimos os R graus-de-liberdade
de corpo-rigido, vamos restringir também =aqui. Tomemos um
conjunto A de coordenadas fisicas onde aplicaremos as forg¢as
unitarias para definir os modos-de-ligasdo. W é o complemento
de (R + A) em P. Entao os modos-de-1ligacdo relativos ao

conjunto R da restricdo sao definidos por:

k k o
vV v wa vo wG

k k k L = 1 (12)
aw aa ar aa ac

k k k o R
Trv ra rr ra ra

Conforme o item 2.3.3.1, os modos-de-ligagao s30

essencialmente colunas de uma matriz de flexibilidade. Assim,
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¥ 3 2 i e kg o NI
wvGe wa W W wa 00—1 awvw V:’i we

0 o o

ra ac ra

Na formulacdo acima, R pode ser qualquer grupo
conveniente, excluidas as coordenadas de A, pars restringir o

componente contra movimento de corpo-rigido.

5. Modos-de-ligacdo com Alivio-de-Inércia
Uma forma alternativa de se definir os modos—-de-liga-
¢30 para um componente com grau-de-liberdade de corpo-rigido
& o chamado modo-de-ligac&o com alivio de inércia (Inertia
Relief Attachment Mode). S3o obtidos pela aplicag¢io no corpo
de um sistema de cargas equilibradas fe, que consiste no
vetor F de forcas externas equilibrado peloc vetor forca (m
ur) de d’Alembert de corpo-rigido, onde u_ ¢ o movimento de
corpo-rigido devido a f.
s f - maua; (145
Assim, u pode ser escrito como uma combinacdoc linear

dos modos de corpo-rigido:

u = \I‘rq (15)

T

e a equacdo diferencial parsa deslocamentos de corpo-rigido

devido a8 f:

mua = f (18)

derivando duas vezes em relacdo ao tempo a €q. (15) e
substituindo na (16) e multiplicando ambos oS l1sdos por if:
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T g A
¥ m¥ 4'=¥ f (17)

Se os modos de corpo-rigido forem normalizados, tal que:

ent3o a eq. (16) fica: I g= i{ f (18)
Substituindo & derivada segunda da eq. (15) em (14):

f =f -m¥ ¢ (18)

e

Substituindo (18) em (18):

f=f-m¥¢ ¥ f (28)
r T

e

f =TI -m¥ ¥)f (21)

e

Chamando P = (I - m ‘I’r ‘I’:), temos

f =PFf (22)

-4

A equagdo que define os modos-de-ligagdo @a € obtida da

eq. (12), substituindo-se o lado direito pela eq. (22):

k k k g P P P o
v wva wr wa L "4"4 wvo wr v

k k k g = P P P I (23)
[-8"4 aqa ar ag aw aa ar aa

k k k 0 P P P 0
rv ra }ob o ra rv ra rr TG

Os modos-de-ligagdo @a diferem dos modos desejados 4; de
certos deslocamentos de corpo-rigido. Portanto, @; pode ser

escrito como:
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¥ = i; + q; Cr (24)

a

Para que 4; seja livre das contribui¢des de corpo-rigido

basta gue q; seja ortogonal aos modos de corpo-rigido:
T —-—
¥ m e c) = 0@ (25>

Resolvendo a eq. (25) parsa Cr, e substituindo-o em (24),

ficaremos com:
T =
Ta = (I - i; Qr m)i; (26)
ou, como a matriz entre parenteses € PT,
¥ = P W 27

Os modos-de-ligacio definidos pela (27) s3o chamados de
modos-de-1ligacio com smlivio-de-inércia. A sua utilidade € gque
aumenta & convergéncia no método de aceleragcdo modal para

obtencio de resposta.
2.3.3.4 Sistematizacio do Método de Craig-Bampton (ver
Referéncia [WEAVER; JOHNSTON 1887])
Seja a subestrutura 1:
nés do interior da subestruturs;

nés do contorno da subestrutursa;

vetor deslocamento generalizado;

> O O e

vetor de carregamento externo.
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min'+le=A

Particionando:

[ m, m. ] { b: } et [ )n ]{ D,:} { A,:}
1 1) 1 + 1 ) v = 1
m. m_. D. k . e D, A
i

3 3 n 3 1 J

Para nés restringidos e carga nula:

Wz | W m )% =0

it 1 11 v
1

Normalizando os vetores nodais com respeito a

de massa m_ :
L'Ll

Pars deslocamentos do contorno ndoc nulos

estaticamente), temos:

onde,

(28)

(28)

(38)

submatriz

(31)

(ocorrendo

(32)

(335

(34)
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Repare gue o vetor DL contém Dn na primeirs parte e

1
na segunda. Temos também:

i
1

T i T
d l TL DL b Tl kl TL Dl o Tt Al(t)
pa— 2 =
i m D w 0 D A
mr nj n mr n n
m m D . 0 k D. A
in i j | i il UEiE
onde:
m =% " m.. & = 1I
nn i Th mr
R . -
nj ot 1] L | n ij Jn
< MR TR R e T T
3 3 1 V) n 1) 1) ) v
k =k =0
m n
Kk =x + T x

(35)

D
A

(36)

(37)

(38)

(38)

(48)

(41)

(42)

(43)

(44)
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= ok T

A= SR (45)
= T
A = A + T, . A (46)

A eq. (49) representa os termos de acoplamento dinédmico

entre as aceleracdes Dn e Dj.

; D, + k, D = A () (4_7)

Para montar as equacdes de movimento para todas as
subestruturas, simplesmente "somamos’ as matrizes da eq. (37)

usando o método da rigidez. O resultado &

mD + k D= A(L) (48)

n_ subestruturas.
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2.3.3.5 Exemplo manual

fig. 2.3.3.1 - sistems massa-mola bi-engastada

% Sistems global:
=

=~ = 5
W Lpiu.t—pxu1+p2u2+p3u3+p4u4+p5u5

i1=1

.y . 142 = 2 = o L 5
U= {ku1+k(u1 u2)+k(u2 u3)+k(u3 u4)+

2 2

+k(u4—u5) +u5}

U - W= 2 _ z 2 2
n=2yu W—k(u1 u1uz+\;|2 uzua+u9 u,u, +u, o+

2

—u4u5+u5)—p1u1—p2u2-paua—p4u4—p5u5
oTl
;_=2ku1_kuz—p1:0

“
oTl
;——:k(—u1+2uz—u3)-P2=0

u,
ofl

—=k(—u2+2u3—u4)—p3=9
o,
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oTl
——:k(—u3+2u4—u5)—p4:®
o
4
ofl
—-=k(—u4+2u5)—p5=!3
ou
S
Assim:
F 2k -k @ @ @
-k 2k -k ] 1)
%] -k Zk -k %]
@ 7] -k Zk -k
m 4] @ -k 2k |

Lus.d

Pars & matriz de massa utilizaremos o modelo simples de

massas concentradas:

A solug3o0 do problema de autovalor para este casoc €

seguinte:

L.

m

%
%)
7
9

=

B
2
%

(assumimos k=1 e m=

Frequéncias:

8.267848
0 .00
0% % 5% %)
0 . 020N
0 . DI

(R % Tt %
1.000000
0. 02000
7% %% % %

7 %]
%) %
m 2
2 m
B %

1)

8 O v .

B

3.732851

a
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Modos:
1.900020 1. GBS 1. DBOPND
1.732051 1 . CONND 0 . DA
¢1 = < 2.000000 ¢Z = 4 0.000000 ¢a = <-1.000550
1.732851 -1 . AN @ . NN
1. AAPEHA -1.000000 1. 880252

1. 03008 1. GBHND
-1.732851 -1. 0000060

= 2. 000000 I 0 . BB
-1.732851 1. A
1.000050 -1. 20000

X Subesf.rutura 1:

n .
1A 2B

*
H

<+
P, U, + P, U, *P U

<
it

liop®+x 3
2 1 3
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2 2 2 2
HzU—W=k(u1-u1uz+u2 —u2u3+u3—uau4+u4)+

— u — — —
pi. 1 pZ uZ p3 u3 p4 1.14

ofl
— =2k u, - k ST %
ou
1
ofll
— = -k u + 2k u, -k k= %)
(225
z
ofl
— = -k u, + k G = %}
ou
3
2k -k ‘ B m gl Ao
K1 = -k 2 k- | -k M1 = _@_ i m | O
@ k| k % o T w2

Neste método deve-se procurar sempre colocar os graus de
liberdade de interface nas Ultimas 1linhas das matrizes e

vetores.

(K —(Dz )¢_1:@

AA1 11 MAA!. 1

Resolvendo o problems de sutovalor chegamos a:
¥ = s W = o wo = 3
a B il 11 k/m ; 21" k/m

Normalizando em relagdo a MAAI:
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1 1
Yo
<?bnq i : ¢2N = D
1 -1
/om /2
1 1
s . | T® =
N1 1 _1
o e
Vamos reter apenas o primeiro modo: m = 1
DA1 5 §,Ni DNi s TABi DBi
-1
TAm . KABI
gk T il
o e o oo o
AP1
ain LB 7 2
3k 3k 3
1 1
YZn 3
T1 i 1 2
/2 3
] 1

Dadas as expressdes no item 2.3.3.4, chegamos s=os

seguintes valores:

m 19m
L BBt g

=X
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iy T, 2 k
KNB:l = Pona T % BT

3
Finalmente:

. e P
n/Y 2m 19m/18 DB
k/m @ DN ( P1 + Pz YV Zm
+ =
%} k/3 DB = P1/3 = 2Pz/3 + Pa

* Subestrutura 2:

Simétrica 2 subestrutura 1.
* Sintese das duas subestruturas:

Rearranjando & equssioc normalizadas do movimento da

subestruturs 2:

19m/18 -m/Y 2m D

N
e oo +
-n/Y 2m 1 D!a
fk/S %} l-DN (P1+Pz)/"/2m
+ =
%] k/m DB - P1/3 - 2P2/3 + Pa

Equasdo global reduzida:
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- AP o T
1 -m/Y 2m B Dm
wY 2m 19n/8  -m¥ 2m D |+
o ~u/Y 2m i SR ks
[ k/m P @ ] D 14}
N1
+ @ 2k/3 @ DB = &
. 2 %) k/m | _DNZ_ RON
Os antopares da eguasdo acima sio:

Px1 = (.268328 Az = 1.000000 Aa = 2.231871
& 1. 80000 = 1. 000000 L 1. AN
¢>1 = 3.844471 ¢>2 = ¢ 0. 000 ¢3 = £ -2.780341

1.800000 -1 .00 1. 0P

As matrizes de transformacio de coordenadas T1 e T2
devem ser acopladas para obtermos ¢ nas coordenadas do

sistema:

[ ©.787187 ©.333333 ©.000000
0. 7107187 ©.666667 ©.DNND
TAB = | 0.000000 1.000008 O.00800

0.00000) ©.666667 6.707107
| 0.000000 ©.333333 0.707187

el R
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Assim:
1.0 1. A 1.00008
1.64442 1. 08560 #.41848
¢>1 = 1.93326 ¢2 = { B O ¢’3 = £-1.74576
1.64442 -1 . N0 .41808
1. 8000 -1 .000350 1.00000

Conclui mos que retendo spenas o primeiro modo chegamos

a0s dois primeiros modos do sistems com uma boa aproximacdo.

7.3.3.4 Algumas observagdes finais

Observe que n&o se faz nenhuma modificacao nas
coordenadas de Jjungc3o, e, portanto, essas coordenadas
permanecem compati veis com todas as outras subestruturas nos

pontos de juncao.

Uma explicac3o muito interessante do método estéd contida
na referéncia [HURTY et al. 1871] e que descrevemos a Seguir
por ser bastante esclarecedor gquantoc ao correspondente
paralelo fisico do método matemdtico.

Dissemos na introdug3o deste trabalho que hd mais
vantagem em se introduzir modos de vibragfo ao invés de se
sumentar o nUmero de graus—de-liberdade de uma estrutura a
fim de se obter uma andlise dindmica mais precisa. Obseﬁe a
figura 2.3.3:
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Fig. 2.3.3 - &) estrutura original: pdrtico plano;
b) modelo de elemento finito com um elemento
eritre oS nos;

¢) modelo melhorado com a inclusio de modos.

Revendo s equasio (39), observe que as submatrizes de
msssa e de rigidez com indice jj de uma subestrutura 1
corresponde exatamente a um elemento da figura 2.3.3b. J& os
termos com indice nj correspondem aos incrementos de modos e

frequénciss que aperfeigoam o modelo (figura 2.3.3c).
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2.4 Métodos dos Modos Componentes Livre-livres

2.4.1 - Introducao

Apresentamos & seguir 2 métodos que utilizam os modos
normais com interfaces livres: o método de Goldman (também
chamado de Particionamento Dindmico) e o] método de
Craig-Chang, que utiliza os chamados modos residuais.

0 método de Goldman [GOLDMAN 1868}, um dos pioneiros na
utilizacso dos modos componentes livre-livres, consiste em
utilizar, além destes modos, os modos de corpo-rigido
previamente normalizados. Assim € possivel calcular 0s
autopares do sistema sem a necessidade das matrizes de massa
e de rigidez, uma vez que aqueles dados podem ser obtidos
experimentalmente.

Ao fazermos uma série de transformacdes matriciais
chegamos 2 forma classica da equasdo dos sutopares com
graus-de-liberdade reduzidos.

0 método de Craig-Chang [CRAIG 1881], desenvolvido mais
recentemente, faz uso dos modos normais de interface livre e
dos modos de ligacio residuais com ou sem alivio de inércisa.
De uma forma diferente MacNeal e Rubin chegaram 8o0s mesmos
resultados [HacNeal 1871; Rubin 1873].

Observamos que quando dizemos modos de interface
livre-livre queremos significar que os seus modos naturais
s30 calculados na suséncia de qualquer tipo de fixagdo nas
fronteiras entre uma e outra subestrutura. E para estas
condicdes de contorno o ensaio experimental € mais facil de
ser executado do gque no caso de interfaces fixas.

Assim, como vantagens destes métodos podemos citar a
independéncia total entre as subestruturas, de forma a nd3o se

requerer nenhuma troca de informacdes entre elas (ou entre as
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empresas), ¢ a compatibilidade para & utilizagio de dados

experimentais.

2.4.2 Método de Goldman (Particionsmento Dindmico)
2.4.2.1 Introdusdo

0 método de Goldman usa apenas os modos de corpo-rigido
e os modos normais para resolver o problema de interconexio.
Os modos-normais s8c, contudo, do tipo de vibragdo livre-1li-
-vre, 80 invés do tipo de restricdo fixa de Hurty.

Diz o autor que & precisido do método € limitadsa,
especialmente se utilizada de modo irrestrito. A técniea,
contudo, evita & necessidade de se desenvolver a andlise a
parte de restricdes sugerida por Hurty. Isto, por sua vez,
introduz certos erros gque sob certas circunsténcias
mal-condicionadas pode ser bastante grande. Assim, para se
obter bons resultados, este método requer uma boa sele¢do dos
modos e frequéncias a serem utilizados.

Apesar disso, a técnica tem sido aplicada com sucessoc no

cdleculo das vibragcdes de foguetes do tipo modular.
2.4.2.2 Desenvolvimento

Vamos colocar como meta chegarmos a uma equagio de
interconex®o estrutural na forma especifica de autovalor:

([S] - w2[I1){£} = {83 (1)

onde
[S] € uma matriz real sim€trica e quadrada;

[I]1 @€ a matriz identidade, e
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w & o autovalor ou frequéncia caracteristica da matriz [S].

Considere a estrutura subdividida em duas subestruturas,
A e B. Q ponto 1 em A é conectado com o ponto 1 de B, e assim
por diante. Se o sistema ¢é separado dessa maneira, entdo
existe uma certa combinacio Unica de vetores de forcas e
momentos harmdnicos discretog {PA} e {Pb} que quando aplicada
a cada um dos N pontos de interconexd3c da subestrutura,
satisfaz a compatibilidade do vetor de deslocamentos e
rotagdes {UAN} e {UBN} em cada um dos N pontos de

interconex3o da estrutura.

Condicdo de Equilibrio: {PA} + {PB} = 9 (2)

Compatibilidade de Deformacdo:

-
Vay) Va1
U U
AZY _ & a7 R
) b= {U,} = = {U5} (3>
“UAN" LUBN“

(Pontos de conex®o entre A e B)

Vamos assumir que uma andlise de vibracdo ja tenha sido
feita em cada subestrutura, e que um conjunto consistente de
vetores modais de vibragsio ortogonalizadas 1livre-livres de
corpo-rigido e naturais ja se tenha em m3os (uma andlise de
vibrac3o livre-livre se utiliza no caso de n3o se haver
prioridade nas restricdes de deflexdo nos pontos de

interconex®o das duas subestruturas, segundo Goldman).
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0 vetor deslocamento de gualguer ponto, {UA} e {UB} pode
ser encontrado pela superposic¢do destes vetores modsais. Por
exemplo, na subestrutura A, a resposta de deslocamento de

qualquer ponto na estrutura pode ser dada pela equagdo:
{U,} = [w,] {6,)} + [3,] {£,) (4)
onde

[wA] = matriz retangular dos vetores de modos de corpo-rigido

ortogonais da subestrutura A.

[QA] = matriz retangular dos vetores de modos de vibragao

naturais ortogonais da subestrutura A.

{6A} = mstriz coluna das coordenadas generalizadas de

corpo-rigido da subestrutura A.

{CA} = matriz coluna das coordenadas generalizadas de modos

naturais de vibracio da subestrutura A.

As equasdes de movimento do sistema (negligenciando o
amortecimento) para a subestrutura A, escritas em termos
destas coordenadas generalizadas e cargas dos pontos de

interconexfo, tém a forma:

B (omal= 10 0E e
(5)
(11 {C.} + [wf] {L,) = [8,1°¢{P,}
A A A A A
onde:

[@A]Tz transpostes da matriz retangular dos vetores dos modos

de corpo-rigido da subestrutura A nos N pontos de




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 852

interconex3o (estes s3o os pontos onde PA age).

[§A]T= transposta da matriz retangular dos vetores dos modos

de vibracdo natural junto aocs N pontos de interconexao.

[wi] = matriz diagonal dos gquadrados das frequéncias naturais
da subestrutura A.
Na particular representacdc da eg. (5), os vetores

modais escolhidos foram normalizados, tal que:

T
[y [M,] [¥,]

I

(1}
(8)

G 91 o)

i

onde [MA] = matriz quadrada das massas da estrutura A.

Aqueles elementos particulares das deformacdes da
estruturs A que estfo associados spenas com deformagdes dos N
pontos de interconexdo podem ser extraidos da eq. (4) na

forma:
Q= e e IR D (7)

Obviamente se [PA] fosse conhecido poderiamos obter as
respostas dos pontos de interconex3o da eq. (7) pelas
solugdes das egs. (95).

Podemos escrever equascdes similares para a subestrutura
B, e as deformagcdes dos contornos {UB} devido as forgas
aplicadas {PB} podem ser computadas em termos dos vetores
modais da subestrutura B e as coordenadas generalizadas.

Através da combinasdo das egs. (2, 3, 5 e 7) dsa
estrutura A com um conjunto similar de equacdes para a

subestruturas B, chegamos as seguintes equasdes basicas de
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interconexao:
el T
[I] {8} = [C] {PA}

[1] {3} + [«%1 {3 = [B)' {P,} (8 a,b,c)
[C] {6} + [B] {{} = {O)

Nests representacio fazemos o seguinte particionamento:

& g
A A
{&} = {C}
) ol
2 | o
AR s
[w]] —[- | —7] (8
| B

,....,
e}
e
il
—
L]
-
1
=l
w
L
r
]
—
]

A matriz retangular dos coeficientes de corpo-rigido ¢
da ordem de (m x r), onde m € o nUmero de condicdes de
compatibilidade a serem descontados em todos os pontos de in-
terconexdoc e r € o numero de graus-de-liberdade de corpo-ri-
-gido no vetor {&}. A matriz retangular de coeficientes de
vibra¢&o natural € da ordem (m x n), onden € o0 numero de
graus-de-liberdade elasticos livre-livres no vetor {{}.

A matriz disgonal de frequéncias (wi] € uma matriz (n X

ny.

Solu¢3o da frequéncia:
0 problema agora € combinar e transformar a eq. (8) nsa

forma simétricas da eq. (1} e entdo resolver pars 0s




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 54

autovalores ou fregquéncecias caracteristicas de [S].

Multiplicando-se a eq. (8c), podemos obter, apds uma pequena
manipulasdoc, a expressio:

[B] [w?] {¢} = [c cT

T
FUBREET (B = e R (19)

A matriz de particionamento [6G] ¢ uma matriz simétrica e
guadrada e € nioc-singular enquanto o nUmero de condicdes de
compatibilidade de interconex®oc for menor que o numero total
de graus-de-liberdade elastico (ou seja, [G] € n3o-singular
se (n >= m)). Pela inversdo de [G], a equacio para as Fforgas
de contorno desconhecidas €:

= -1 2

{P,} = [617" [B] [«2] {C} (11)
Se a equasdo for substituida na (8a), as equasdes modais

e de corpo-rigido ficam:

[1] {6} = [€1" (617" [B] [&?] {{} (12a)
€,
[11 {¢3 + (1 - B' ¢! B] [%] (€3 = {0} (12b)
Finalmente, fazendo
. 7l
£y = 12371 £ ) (13)

que substituido na eq. (12b) e pré-multiplicando por {wcj

resulta nas equacbes compostas na forma da eguagdo (1):

£} + [S] {&} = {0} (14)

onde [S], a matriz final de frequéncia composta, € uma matriz
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simétrica real de ordem (n X n) dada pela equsasao:

(s1 = (1 - B 6! B] [o] (15)
A representac3o cinemdtica da estrutura composta esta
contida na formulacio da eq. (14) e as frequéncias naturais e

formas modais da estrutura composta podem ser obtidas dos

autovalores e sutovetores ndo triviais de [S]. 0 presente
problema, na realidade, foi formulado nesta maneira
particular a fim de levar vantagem das rotinas de

computadores digitais para determinar rapidamente oS
auntovalores € autovetores. Estas rotinas podem ser
manipuladas tal gque a partir de [S] possam ser obtidas uma
matriz diagonal de autovalores [w?] e uma matriz de
sutovetores [X].

Como as equascdes de movimento da eq. (14) s30
cinematicamente compativeis com a dindmica da estrutura
composta, € claroc que os elementos da diagonal da matriz de
autovalores [w?] correspondem & uma lista de frequéncias
naturais gquadriticas da estrutura. Estas frequéncias estao
associadas com um particular modo de vibras¢ioc estrutural que,
por sua vez, estad relacionado com cada um dos autovetores
ortogonais contidos em [X]. Modos desejados na forma de uma
matriz modal podem, com alguma Algebra, serem derivadas de

[X] fazendo-se uso das egqs. (4) e (13).

2.4.2.3 Exemplo manual

Seja a seguinte estrutura simples:
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Fig. 2.4.2.1 - Sistema massa-mola bi-engastada

subdividida em subestruturas A e B

Matriz de rigidez:

2 =i %
=i 2 =i k
o il 2

Matriz de massa:

1 %] @
2 1 @ n
) ] 1
Vetor de deslocamentos:
u
1
2
3
Autopares:
1 b
= 7z =7z ¢1 = Y 2 {

\

£

I

[\

A

] 0
- 8 =
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1
w =2+ Y2 ¢, = vy
ol

¥ Subestruturas A

m m/2

Fig. 2.4.2.2 - Subestrutura A

1
w:A: 2o 2 Pia { }
Y 2
A 1
G 202 o L

* M-ortonormalizando:

1A 1A

1AN ( ¢T m ¢ )1/2 _/—2—

1A A 1A

Analogamente:

¢ ¢

2A 2A

2AN T 172
(B3, m, 8,0 VA

ZA

X Subestrutura B: anidlogo ao A.
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% Aplicaclo das férmulas de Goldman:

* Vamos reter apenas o primeiro modo de cada subes-

trutura. E, como ndo temos modos de corpo-rigido, [C] = 8.
BB = O e 2
(6] = [c <" + BB'] = [2]

1

[6] = 1/2

e (= A %)
w | =
¥ ? el= )

Assim, de scordo com a férmula de [S]:

28— 1 1
[s] = [ ]

2 1 1

Substituindo este valor de S na eq.(14), obteremos os

seguintes autovalores:
-

e o Gltimo valor corresponde exatamente ao primeiro autovalor
da estruturs global.

0 sutovetor para Kz corresponde &a:

[En1=[}]

01 = (237 [£1 (ea. 13)
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i : ]
2
CA 2 -72
LTIl L z PR
] @ Py P e
' gt A
r 1 b
28 e o
S 4
i 1
| 2 =52

Segundo a equacdo (4):

- gplicada 2 subestrutura A:

L : YT /2 + 1/2
{UA} = [¢A] {(A} = = {
1 o - 3 WL 07 D7
Da mesma forma:
U @ : Y T2 + 1/2
{UB} = [¢B] {ZB} = =
1 R o ANy R 7

Assim:




Métodos de Sintese dos Modos Componentes

60

¢, 1 =+ 1+7v2

AB

| Y2 /2 + 1/2

- 3
WA e e o S

o

Normalizando o autovetor acima tal que o termo superior

seja igual a unidade, chegamos 3o seguinte resultado:

Lol gre o

AB

ol

o

Y
que corresponde exatamente ao autovetor do sistema

global.
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2.4.3 Método de Craig-Chang
2.4.3.1 Introdugdo

0 método de Craig-Chang consideras para o calculo dos
seus modos os componentes com interfaces livres e,
adicionalmente, introduz os modos residuais que corrigem de
certa forms os modos mais altos que naoc foram retidos. Assim,
ntilizaremos os modos normais livre-livres, definidos no item
2.3.3.1 ou 2.3.3.3 parsa o caso ds presensa de modos de corpo
rigido, e, os modos de ligscdo também definidos nesses itens
screscentados dos residuos gque terdo a seguinte nova
denominacso: modos de ligasdo residuais ou modos de 1ligssao
residuais com slivio de inércia. Também devemos citar que com
a consideracio destes residuos teremos garantido que os modos
normais livre-livres n3oc sejam combinascdes lineares dos modos
de ligsagdo.

Comecaremos definindo estes novos modos residuais e a
seguir apresentaremos o método de Craig-Chang.

Vale a pena observar ainda que tanto este método como 0s
nétodos de MacNeal e Rubin tém intima relssdo entre si e
entre o Método da Acelerac3o Modal para o cédlculo de tensdes
[CRAIG 1981].

2.4.3.2 Definicao dos Modos de Ligacic Residuais

Copiamos abaixo as equagdes (23) e (27) do item 2.3.3.3:

k k k ¥ P P P 0
v v wr WO W W wr YO

k k k 57 = P P P 1 (1)
aw aa ar aQ aw ac ar aa

k k k 0 P P P o

rwv ra Trr ra rw ra rr ra
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Apds & remocdc dos modos de corpo rigido, havismos

chegado 2 seguinte equagdo:

s -
o =R (25
ou, isolando S; na eq. (1)
T F IR
=SMEER IS P B (3>
(=1 a
onde
W W gVQ 0
CR= gav go,o. g =
O 0 O
e
4
wva
F_= g (segundo & eq. (1)) (3
O

Vamos chamar © de matriz de flexibilidade especial
relativa as restrigdes r, e de Ga a expressio que multiplica
F0 em (3):

6= (PT G P) (6)

chamado de matriz de flexibilidade elastica.

Pode-se mostrar que:

G =% A3 (7>
onde §e & o conjunto de modos normais eldsticos
ortonormalizados.

Vamos agora separar a eq. (7) em modos vretidos (Rept
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modes) e modos deletados (deleted modes):

e e =1 -1 LT
Ge i Qa Aee §e E Qk Akk et §d Add gd (8)
A matriz de flexibilidade residual € dada por:
G =8 A& (8)

d d dd 4

Esta pode ser obtida sem o direto conhecimento dos modos

deletados combinando-se as equacdes (B), (8) e (89) para dar:

T

|- ey -1
Gd =P GP - Qk Akk @k (18
Das eqs. (3) e (19) obtém-se o0s chamados modos de

ligacdo residuais com alivio de inércia:
P 2 & iF (11>

Se a estrutura n3o tiver modos de corpo rigido, teremos

que P = I e, a eq. (1) torna-se

T

1 ul -1
G, =G Qk Akk Qk

: (12)

que é a chamada matriz de flexibilidade residual € as eqs.
(11) e (12) podem ser combinadas para obtermos os modos de
ligac&o residuais.

2.4.3.3 Descricio do método

Uma forma de sproximar o movimento de uma subestrutura e

8 seguinte:
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i i 2 %k ¥a Py (13)
uj ij qﬁd pd

= vetor deslocamento da subestrutursas;

O
&)
o,
®

= coordenada generalizads;

= correspondentes mos graus de liberdade internos;

= correspondentes sos graus de liberdade das juncdes;
modos retidos (kept modes);

= modos deletados (deleted modes);

= modos normais de interface livre;

@ W oA L e T O
]

= modos de ligsc30 residuais (e se tiver modos de corpo

rigido deve-se acrescentar o alivio de inércia);

Iremos considerar o movimento sem modos de corpo rigido.
Para o caso de haver esses modos basta utilizar Wd com alivio

de inércis.

Vimos que:

= - -1 T
¥ =6 F, = (2, A, 8)F, (14)

K " n -1 T
¥, =6, F,=(6-8 A, &)F (15)

Na eq. (13) os modos de ligacao sao definidos
substituindo as foreas unitdrias nas coordenadas de Jjunc¢do,

“f tal que:

Of
F = IJ (18)
i

Dai s eq. (14) fica:

i il -1 AT
Td - Qd Add de ™ §d (Add de) (17)
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A equacio de movimento da subestrutura é:

mu + k u=f (18)

Substituindo a eq. (13), ficamos com:

il
Lo
L]

IMkk pk i kkk pk k (19)

"
e
)

Hag pé + kdd Py (295
Estas equacdes sioc dessacopladas pois os modos em @h s30
combinagdes lineares dos modos em §d (conforme a eq. (17)),
que por sua veZ s3o ortogonails s80s modos em Qk.
Agors vamos efetusar a seduinte aproximacio: vamos
escolher para aproximar & vresposta das coordenadss P, &

resposta pseudostatica, ignorando P

4 na eguacdo (20), isto é&:

=¥ f (21)

Como para vibracdo livre, f consiste apenas de forgas
interfaciais fj, e Ccomo
.
bt =l (22)

as eqs. (17), (21) e (22) podem ser combinadas para resultar

-1 T

(B A ¥ (P, -1) =0 (23)

Como o produto matricisl entre parénteses € nio-nulo,

Pl NS, (24)

A equagdo (24) € a aproximacido pseudostatica para as

coordenadas generalizadas P, (que sfo as respostas dos modos
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de ligsc3o residuais).
Como os componentes o e {3 satisfazem a eq. (25) abaixo
£+ 0 - o (25)

gquando s3o acoplados juntos, esta equacdo e a (24) podem ser
combinadas para resultar na equag¢do de vinculo:

o BN A
q %) (28)

P, + P
Vamos agora proceder ao acoplamento dos dois componentes

o e f3.
Deve-se satisfazer duas condicdes de vinculo: a eg. (28)

e a equacdo de compatibilidade de deslocamentos fisicos

uq + ue = 9.

3 J

Como indica 3 eguacdo (13) repetida abaixo, o metodo de
Craig-Chang faz uso de um grupo de modos normais de
interfaces livres e de um outro grupo de modos de 1ligagdo
residusis pars aproximar o movimento de uma estrutura (vide a
fig. 2.4.3.1):

Ly

{) modos de
ligacéo

SNONONON NN
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At

modo normal
fundamental
de interface
livre

SN

Fig. 2.4.3.1 - Alguns modos utilizados no metodo de

Craig-Chang

f i3 P, O Py
u = Y= &2, %] = (27>
luj} k d {pd} [ij qjjd P,

De acordo com as equacdes (89) do item 2.3.2 gque trata da

Sintese dos Modos Componentes, temos:

T T
uo& - an md lpa nO\ - ”d kO( ”oz (28)
onde:
o T
K M 2
k k
“[ d]z{k]ma[é B
g7 x k
Hax Maa d
Obs.: 1 e » correspondem respectivamente s M e K na eq. (98)

do item 2.3.2.

Efetuando as multiplicas®es, tirando o superescrito de

todas as matrizes, e empregando s eq. (17), temos:

“kk = Ikk
S (38)
Hra = Hax T
T
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Analogamente:
o T
® 2 3
o kk k4 k o
2" = = = i e it (31)
2 2 q
dk dad d
ey Ikk
' =%, =@ (32
ka = Tdk ~ )
= T ol : -1 T P
R e A
Comparando a eqg. (30c) com a eq. (9) observamos que %4
& exatamente a particéo interfacial da matriz de

flexibilidade residual GA' Assim as equagcdes (18) e (12)

poderiam ser utilizadas no cédlculo real de LI

Reescrevendo as equasdes de vinculo a serem observadas:

e
Q
I
=
it
Q

(33)

Vamos chamar de C a matriz que redne 8s equacdes de
vinculo (33) tal que:

Cp =0 (34)

Além disso vamos particionar o vetor P (qQue possui

coordenadas linearmente dependentes) da seguinte forma:
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hY

&3
p2 ]
B
p=4Pat (35)
(2
pk
3
L pk J
e,
r aw
pk
q = ' (38)
P}

que € o vetor de coordenadas linearmente independentes que
preferimos tomar como tais.

Particionando € em Cdd (relacionado com as coordenadas
dependentes) e em C (relscionado com as coordenadas

id
independentes):

[Cdd cld] (37
|
Py
[Ch G4l P, =0 (38)
Vamos agora determinar a matriz C:
de scordo com a eq. (13), u pode ser escrita como:
u =% p + ¥ p
ut ik k id *d (39)

5= SR Ry IBG

Substituindo uj da eq. (38b) na eq. (33a) chegamos a:
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e a8 eq. (33b) pode também ser escrita como:

s R R e T (41)

Combinando as eqs. (48) e (41) chegamos finalmente &

expressio de C:

e -w_g l 3 > -§,’:
8 ] j J J j
C=AheRs LOhES I (42)
I I | 0 ' (0]
|
Chamando de S s equasdo que relaciona p e q:
p=S5Sgq (43)
pode-se verificar que das expressdes (34) e (41):
-4
C C
s = dd d (44)
Ill

A forma de C&ina eq. (42) permite a sua inversio,

resultando:

. 2 2 ‘I»"G
c? o= B (45)
-2 (I- x, i%d h)




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 71
onde:
o B
sl ( @w + Wﬁ )] (486)
As egs. (42) e (45) podem ser combinadas para resultar
em:
r ol ﬁ-
oy ij * §Jk
= o £) £ 3
S = 2, §jk *, §Jk (47
I 0
O I
As matrizes de massa e de rigidez do sistema s&o dadas
por:
M=S us K =5 s (48)
As equasdes (30) a8 (32) podem ser utilizadas para
rearranjar i € » de acordo com a eq. (35) para resultar em:
- a q d a -
M o 0 © 2 0 o 0
dd 5 dd B
pig ouddoao bk o ' 0cl o (49)
0O O01I O 0] o A (o] :
kk B k k B
0O ©O OIkk O O 4] Akk
i J i |
Efetuando as multiplicacdes da eg. (48) usando as egs.
(47) e (48), e notando que da eq. (32c) que a eq. (46) pode
ser escrita na forma:
~1
. o 3
iy ol e L) (50)
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chegamos a:
M M | ¢ K
M= e e K= et ) (51)
M M K K
3t 33 3 33
onde:
T
o ot o o
Maa a Ikk i ij ™ T
T
. T _ _g& 3
Maﬁ - Mﬁa §Jk T §ﬁ
T
2= HE 3 3
Mﬁﬁ i) Ikk R §Jk 13k
(32)
o o o
e T A R e
T
RSl A B
Koq? = Kﬁa ij * ij
T
)il 3 3
Kﬁﬁ’ Akk + & K X ij
onde
s o 3
) (Hgg * “dd) * (53)

2.4.3.4 Exemplo manusal

Como exemplo manual vamos tomar o seguinte sistema:
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%5 ) 3
22% k ‘ k z:ffi k ! k EE;
m 2m m

Fig. 2.4.3.2 - Sistema massa-mola bi-engastada

Matrizes de rigidez e de massa e vetor de deslocamentos:

2 - B
K = SERINN yc 122 s k
@h=a, 2

Solugao de autovalores:

N, = ©.38196
1.000
e 1.618
1.000

Subestrutura:

Por simplicidade vamos

subestrutursas simétricas:

2.00080

1.000
?.000
-1.0060

subdividir o

», = 2.61802
1.000

¢, = {-©.618
1.000

sistema em duss
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Fig. 2.4.3.3 - Subegtruturas

@yl gl 7
Kt: k er- m iz o, f3
=1l b %} 1

* O0s autopares sao:

1
8 =778
}\1: 5 ¢1:< 1+'/5_ {
. 2 P
. N
1
3+ 75
s 2 o R S ¢
§ 2 )

Os autovalores quando normalizados em relacio a matriz
de massa ficam:

¢.

3
.. = SRt

Ny
YA
2
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Dentre os modos normsis iremos reter apenas o primeiro

modo.

% CAlculo dos modos residuais:

Das equacdes (11) e (12):

Assim, substituindo os valores acima na expressdo de ¥,

ficamos com:

SR SRS vaS 1
12
wd: 4 >
5 - 2Y 5
L S J
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o 1 1
5 - 37 5
1// 5+ 75 10
2
L O i + Y5
2
Bl =SS
1// 54 v 5 5
b 2 -l
ou,
¢ik YEiS
?p.525731 -3.170820
¥ =
p.850651 #.185573
¢jk wjd

Substituindo os correspondentes valores nas egquasdes
(3Bc), (48) e (B3) e entdo nas (52) obtemos:

m = B.289443

* = 1.88443

Maa = 1.288443
M = -0. = M 3
o 9.208443 o
Mﬁﬁ = 1.209443
Kaa = 1.752788 4
S = K
Kaﬁ 1.37@823 Bot
K =] A
Bp 1.752788

e as matrizes reduzidas:

M=

1.208443 -0.209443
-0.208443 1.208443
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[ 1.752788 -1.3709823 ]
K=

-1.370823 1.752788
cujs solucdo de asutopares resulta em:

h1 = §.38195 A, = 2.20152

o =

Parza obtermos os autovetores nass coordenadas do sistema,
temos de calcular a matriz S, dada pela expressdo (47) cujos
valores séo:

[ -1.611486 1.611486 7

1.611486 -1.611486

S =
1 %]
L o 1 d
P o L
pd pa
3 k
p = A Ed_' = q = 3
o P
P, k
3
| P )

Substituindo, assim, o vetor p na expressio (13) chegamos a:

ol 3 a 3
DA =Tl P, = 1 = 7.525731 ?.525731

P, = @ p, - © u, = ©.850651 ©0.850651
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o FE] (41 FE
9 P, = 1 P, =-1 u = 1.87628 -1.87828
2
BRI= 1] Py %] u, = 7.51839 -0.518039
Acoplando os u e u, de o e [ pela coordenada de
interface uj e normalizando-os, chegamos finalmente 80s
antovetores aproximados do sistema:
1.80@ 1.000
¢1 = 1.818 ¢é = @.474
1.600 1.800
0 primeiro modo foi obtido com boa precisdo. 0 segundo,

porém, estd bastante longe do real.
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2 5 Método da Substituit3o0 por Modos Componentes
2.5.1 Introducdo

0 método da substituic3o por modos componentes apresentado por
Benfield € Hruds possui a grande vantagem de ndo requerer gque as

<

N o o c
coordenadas generalizadas dos modos vinculados estaticos (d>j e pj

segundo Hurty) sparecam na analise final dos modos da estrutura
completa ou sistema, reduzindo assim o tempo de calenlo. Isso €
particularmente importante para estruturas que tém um elevado numero
de coordenadss interfacisis, tais como 0S modelos de casca por
elementos finitos. Quando hd muitas coordenadas interfaciais, a
capacidade de memdria do computador pode ser excedida se se tiver
que guardar os modos vinculados por causa das coordenadas
generalizadas.

Os modos vinculados estaticos s30 utilizados quando o
componente contém uma interface fixa. O trsbalho original define os
chamsdos branch components, As coordenadas generalizadas dos modos
de restricio sio evitadas pelo uso desses branch components ou
componentes-tramos traduzindo-se literalmente. Unbranch component &
um tramo constituido de 2 ou mais componentes e cujo movimento €
definido com relssdo as interfaces. Um tramo ab € montado pela unido
de um componente & a um outro a (Fig. 2.5.1). No geral, a selecdo
das condic®es de contorno para obter os modos componentes €
srbitrario. Isto &, tanto as condigdes de contorno de restricdo
quento livre podem ser escolhidos, exceto para uma situsscdo: se ums
interface de um componente € fixa, ent2o a correspondente interface
do componente conectado deve ser livre. @Qualquer componente que
tenha uma interface fixa serd chamada de componente-tramo
restringido (constrained branch component ). Isso permite que os

modos de restric3o sejam usados na conexdo e permite também que as
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coordenadas generalizadas dos modos de restric3o sejam eliminadas,
como veremos no desenvolvimento matemdtico.

Se se utilizarmos como modos—componentes oS autovalores e
sutovetores, entio, para um tramo de 2 componentes, 3 solucdes de
sutovalores serdo necessdrias so longo do processo. Para cada
componente adicional ligsdo para formar um tramo em corrente (chain
like branch) mais duas solusdes serfo necessirias. Para N
componentes serd necessirio resolvermos (2N - 1) problemas de
autovalor. Apesar do razodvel nUmeroc de problemas de autovalores por
resolver, devemos lembrar que cada um destes problemas tem um
grau-de-1liberdsde reduzido em comparacio com o do sistema, de forma
que sio facilmente obtidos.

A precis3o deste metodo pode ser melhorada pela utilizag3o de
dois tipos de cargas externas nas coordenadas de interface livre do
componente em -questdo. O primeiro tipo de carregamento & um
carregamento de rigidez, que representa as propriedades de rigidez
reduzidas do sistema a®, e o segundo € um carregamento inercial que
representa as propriedades de massa reduzida do sistema ab. Estes
dois carregsmentos sio calculados num processo de redusdo em que as
matrizes de massa e de rigidez do sistema s3o0 reduzidas as
coordenadas interfaciais do componente gque est4 sendo considerado.
Esta técnica para melhorar a precisio permite que os mnodos
componentes sejam modificados pela inclusioc de efeitos dindmicos
aproximados do sistema, e produz modos componentes que se assemelham
sos modos do sistema. A técnica € baseada no conceito de
Rayleigh-Ritz de substituicao por modos componentes. Além disso
espera-se obter resultados melhores quanto msiores forem as
semelhancas entre os modos componentes e oS modos do sistema. Os
resultados obtidos utilizando-se esta técnica tém sido extremamente

precisos.
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2.5.2 Propriedades de massa e de rigidez reduzidas

Matrizes de massa e de rigidez reduzidas s%o0 usadss para
simular componentes ligados para os modos componentes de interface
carregada. Para reduzir uma matriz de massa ou de rigidez de um
componente devemos fazer com Qque ©O movimento das coordenadas
internas q sejam forgadas a se moverem spenas com 0 movimento das
coordenadas q da interfsce ( € o conceito de constraintj). Um modo
conveniente para fazer essa transformsc3oc € o  processo de
condensscdo estdtica. Como exemplo considere o© componente b, na

figura 2.5.1.

interface

VAN i B

8 a I

figura 2.5.1 - componentes

Para o componente &, a relacdo linear entre as for¢cas externas

aplicadas e os deslocamentos podem ser escritos:




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 82

P, = k.4 (1

Vamos particionar as coordenadas do componiente & em dois
grupos: um dos grupos, q, . de coordenadss localizadas na interface
de conex3o com o componente ¢. E o outro, d, s das coordenadas nao

localizadas na interface:

p . kn k12 g (2)
P iy ks ¥a2 fo T v
p=0 (3
q, (parap, =0) =9, =T, q, (4)
onde
L s
ch A kzzb kz1b (5
e a .
q, (para p, = 8) ={ - =T, 9% (8)
T
onde
1
Trb 1T 7

T

Energia Potencial de b = £ q k, 9, (8)
2
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En. Potencial de b restringido = q, Eb q, ¢)
2
onde
= it T
kb 5 Trb kb Trb (18)

matriz de rigidez do componente b em termos das coordenadas

interfaciais

De maneira andloga para & massa:

Energia Cinética de & = L q: m g (115
yA
En. Cinética de b restringido = E az ﬁ% éb (12>
2
onde
= X T
e, = Trb ™ Trb (13)

matriz de massa do componente b em termos das coordenadas

interfaciais

2.5.3 Modos Componentes Usando Carga de Inércia e Rigidez

Interfaciais

Vamos agui utilizar as matrizes de massa e de rigidez reduzidas
que foram deduzidas no item anterior.

Os modos-componentes que incluem carga de inércia e rigidez
interfaciais sio utilizados pars melhorar a precisfo dos resultsdos
obtidos para o sistema.

A energia potencial total para os componentes & e b

desacoplados podem ser escritos na seguinte forma:
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(PE), =

N I
£

q, kg, (14>
Na interface dos dois componentes as coordenadas sdo idénticas:

q, = 9, (15)

assumindo que as duas coordenadas estejam no mesmo sistema de

coordenadas de referéncia.

Portanto, a transformagdo de coordenadas  que liga oS

componentes ¢ e & fica:

ol

(165

Ko BB

A transformacdo de reducdo, eq. (6), e a transformegdo de
acoplamento, eq. (168), podem ser substituidas na eq. (14) para
obtermos & energia potencial total do sistema ligado, (PE)“:

@B =147 k% gq (17)
2 a [« 8
onde,
a _ T -~
REY 42 1 ST e iy (18)

Vemos que a mstriz de rigidez reduzida, snteriormente definida

na eq. (18), aparece na eq. (18).

A energis cinética do sistema ligado, (KE)O, é determinado numa

maneira similar:
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KB =14 mq (18)
2
onde,
o _ T -
mo=m +T m T (208)

e onde a matriz previamente definida pela eq. (13) aparece na eq.
(20).

As equas®es homogéneas de movimento para o sistema ligado
nao-amortecido podem ser facilmente formadas a partir das expresstes
de energia potencial e cinética pela sua substituic®o nas equagdes

de Lagrange, que resulta em:
m> g +k%q =0 (21)

A soluc®o de autovalor da eq. (21) produz a transformagdo de

substituigdo modal:

W

(22)

Ko
i
0
H
L]
'
[}
ol
M

A eq. (22) e seus correspondentes autovalores representam 05
modos do componente a, e incluem os efeitos dinémicos aproximados do
componente &. 0Os modos-componentes determinados dests maneira
sproximsm-se dos modos do sistema. Utilizando este tipo de
modos-componentes a precisfo dos resultados do sistema melhora
substancialmente. A substituic3o por modos-componentes mostrada na
eq. (22) pode também ser determinada sem 8s matrizes de massa e de
rigidez reduzidas do componente ®. Todas as substituicSes

subsequentes por modos-componentes podem ser feitas usando modos gque
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foram obtidos tanto com ou sem a carga de interface. Quando a carga
de interface nio for usada deve-se deletar as egs. (18) e (13).

0 procedimento acima ilustra o conceito de carga de rigidez e
de massa interfacial do componente a. Para o caso geral de se
incluir mais componentes, o componente b representa todos os outros

componentes do tramo acoplados juntos.

2. 5.4 - Modos do Sistema Utilizando Modos-tramos de Componentes

Restringidos

No método de Substituic3o por Hodos-componentes  usando
componentes-tramos restringidos, um componente ¢ escolhidc como o
corpo principal e todos os outros s30 chamados de
componerites-tramos. As coordenadas de cada tramo s3o entdo
transformadas sucessivamente em coordensdas do corpo principal. O
corpo principal € considerado como livre-livre, e portanto usam-se
os modos-componentes livre-livres (incluindo modos de corpo-ri gido).
Os modos-componentes dos tramos sio determinados com a interface

entre o tramo € o corpo principal mantida fixa (Fig. 2.5.2).

7 tramo N
componente
principsal ‘\ (l componente b
livre livre fixo

Fig. 2.5.2 - Interface entre o tramo € o corpo principal
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0 metodo para acoplar os componentes formando o sistema sera
por uma transformas3o de coordenadas que transforme as coordenadas
dos componentes desacoplados naquelas do sistema scoplado, onde os
modos-componentes sio referenciados como coordenadas generalizadas.
Esta transformacio € feita através da combinagdo de uma série de
transformacSes intermedidrias.

Para o componente & introduz-se um novo conjunto de coordensdas
generalizadas. Segundo os sautores, de acordo com Bajan e Feng
[BAJAN; FENG 1988], os deslocamentos ndo interfaciais do componente
b podem ser expressos como uma superposicdc de deslocamentos dos
modos vinculados e de modos-normais de interface-fixa. Os modos
vinculados sio0 definidos como um conjunto de deslocamentos eléstico§
e de corpo-rigido gue ocorrem nas coordenadas ndo interfaciais q
devido & deslocamentos unitarios sucessivos nas coordenadas
interfaciais q. Esta definic3o foi utilizada para definir q_, na eq.
(4). Dagui, as colunas da matriz ch (vide 8 eq. (4)) sio os modgs
de restricdo. Os deslocamentos de modos-normais de interface fixa q
definem os deslocsmentos elasticos das coordenadas nio interfaciais
& em relacBo As coordensdas interfaciais fixas 4. Estas relagOes
podem ser usadas para expressar os deslocamentos ndo interfaciais do

componente b como:

~

q, =9, + 9., (23)

C

Ent3o, das equasdes (23) e (4), 8 transformsc8o dos modos

Q C Q
vinculados T1 pode ser escrita como:
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9. ds
qa - (3(1 = TC ?a (24)
9y 9 1] 9%
qb qnb
onde
I 0 O O W
T: _ ORI OO (25)
o 0 I o
i 0O ©O chI ]

Observe que n3o h4 introduc3o de outras coordensdas além das
que j4 existem (as internas e interfaciais) como no metodo de Hurty.
Os componentes @ e & s3o scoplados juntos pela relagao. mostrada
na eq. (15). Desta equacdo, a transformasdo de acoplamento do

C
componente a para o componente b , Tz, pode ser formada como

-
N,

. 1]
q q
| 4 T: i (26)
% r
L qan L qan
onde
I 0 O
@ || @u L ©
= er 0 (27>
0 0 I

As equasdes (24) e (26) podem, entdo, serem combinadas na
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~ C
transformag 3o chamadsa de TB:

s 9,

q q

i (28)

% -

qb qnb

onde

C i C C ~a-
T = (29)

A equacdo (28) define o movimento completo dos componentes a e
b acoplados em termos das coordenadas do componente a e das
coordenadas de modos-normais de interface-fixa do componente b.

No caso geral onde houver mais de dois componentes, deve-se
fazer mais particionamentos interfaciais, e as egs. (24)-(29) serdo
usadss sucessivamente, comescando do mais remoto tramo ste gque todos
os componentes sejam acoplados.

Os deslocamentos de modos-normais de interface-fixa do
componente &, = IR podem ser calculados via substituisdo de modos
componentes usando modos de interface fixa. As equas©es de movimento
de interface fixa para o componente & n&o amortecido pode ser

escrito como:

> .

e e =1 (30)

A solucdo de sutovetor da eq. (38) produz a seguinte

substituicio modal para a interface fixa do componente b
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& = s = ° _ S o L ~c - C
q, (para q, =Beq, =0) =9, = & & (31)

Podemos agora efetuar as substitui¢des por modos-componentes

pars ambos oS componentes ¢ € & Das eqs. (227 e (31, & combinads
transformscio de substituicZo por modos-componentes, Ti, pode ser
escrita como:
?o i Z<::t
= 2
(10. 3 T4 fc (323
qnb &
onde
¥ o
(=}
3| ] gl | o (33)
4 Q.
o &
L e

Para o caso geral de se existirem mais de dois componentes, as
eqs. (32) e (33) sdo expandidas para inclui rem as substituicdes por
modos vinculados para todos os tramos.

O sistema de transformscio de coordenadas T; , que ira
transformar as coordenadas discretas desacopladass dos componentes <
e & naquelas do sistema acoplado na qual os modos-compornientes s20
descritos na forma de coordenadas generalizadas, pode agora Ser

formada. As eqs. (28) e (32) podem ser combinadas para formarem
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q %
™ qc. C EG
= = =1 (34)
qb ?b 5 gc
b
T
onde ) v
& o)
~E
C C (e g’a O
= = ) =
T5 = Ta T4 =1 5 o (35)
a ~c
ch a §b i

Da transformagc®o de coordenadas do sistema definida pela eq.
(34), os modos do sistema podem ser determinados. A energis
potencial total para os componentes desacoplados a e © podem ser

escritos da eqg. (14) na forma:

; i T] k(l 0 qa el
q 9q
a 'b 0 kb q,

Usando as eqs. (38) e (34), a energis potencial para o sistema

(PE ) =

N I

acoplado que contém apenas as coordenadas de modos-componentes pode

ser formasdo como:

* z
EEL =, e T e { , } (37)
2 e
onde
C CT ka O (=
el k, Ts e

Tomando a derivada no tempo da eg. (34), a matriz de massa
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modal do sistema pode ser formada da energis cinética numa maneira

similar:

1 . .7 'cT Z.c
oy T { . } (39)

onde

(49)

As equacdes homogéneas do movimento nd3o amortecido para o
sistema pode ser escrito usando  apenas coordenadas de

modos-comporientes das egs. (37) e (38); assim:

M . + K = 0 (41>

A soclucio de autovalor da eq. (41) produz & seguinte

transformacio por substituicio modal para o sistema:

Ec c c
c r §'m Em (42)
Zb

Os deslocamentos dos componentes a e & s3o obtidos pela

substituicio da eg. (42) na eq. (34), que resulta em:
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q
{ } ALY (43)
qb

(44>

onde

A eg. (44) representa os deslocamentos dos modos do sistema.
E interessante notar que a combinac®o das equacdes (Z8) e (36)

resulta em:

q
il e ey T c ~
(PE)ab iy ; [qo. qc. qnb ] kab ?_a (45>
qnb
onde
[ CT kG o C
e ra i (46)
b
Expandindoc a eq. (46), temos:
k:uo i kb k12a l )
C
kab - kzm kzza ‘ & (475
_(')'__'—_(T'—_’_IT—
i I 22 |

Uma inspesioc da eq. (47) mostra que as propriedades de rigidez
reduzids do componente &, anteriormente definida pela eq. (18), foi
somads na particdo superior esquerds, e que & matriz de rigidez
restringida para o componente & ocorre na particdo inferior direita.

Nio ocorre nenhum termo de acoplamento entre os componentes a e b;
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a0 invés disso, hd mcoplamento entre os dois componentes spenas na
matriz de massa correspondente do sistema. Dali que esta parte do
método posss ser chamads de "acoplamento inercial generalizado”.
Deve-se notar também que os modos-componentes substituidos na
eq. (33) para o componente ¢ nido precisam ser os modos com carga de
rigidez e de massa interfaciais da eq. (22). Qualquer grupo de
modos-componentes pode ser usado no componente @. Contudo, se 0s
modos com carga de massa e de rigidez interfaciais definidos pela

eq. (22) forem utilizadas, & eg. (37) serd expandida para a forma:

1 - CT | & 0 EQ
= = s v =4 ~
(PE)ab = 1 [‘fo k'b ] 0] K‘ < (48)
Z b &
b
onde
@ L RUN s 2
K= @o k QQ = [[3t wtjo (43)
e
c "'c'r Zc 2
LS TR el L (587
A matriz de rigidez modal Kc, definids pela eqg. (38)

tornar-se-4 diagonal devido &s propriedades ortogonais dos modos.

2. 5.5 Modos do Sistema Usando Modos-componentes Livre-livres

Nesta parte do método da substituicio por modos-componentes
vamos usar os modos-componentes livre-livres para todos os
componentes ou subestruturas (incluindo modos de corpo-rigido).

0 componente & ¢ acoplado ao componente @ usando a eq. (15)
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pars formar a transformsc3o de acoplamento, T , que pode ser

escrito como:

r aa N
qo qa c,l_a
qb = { a = Tz c}a (513
,.b qb
" qb o
onde
I 00
01 O
Tz = (52)
1 00
001

Quando houver mais de dois componentes, deve-se fazer mais
particionamentos. A eg. (51) é expandida para sacoplar todos o©s
componentes juntos.

Os modos livre-livres do componente o que contém os efeitos das
matrizes de massa e de rigidez reduzidas do componente & estdo
mostradas na eq. (22). De maneira similar, os modos livre-livres do
componente b sdo determinados de forma que contenham os efeitos das

matrizes de massa e de rigidez reduzidas do componente «:

q 3
qb:{é}b:§bfb:{§}b5b

A transformscioc por substituicso modal do componente & escrita

~
w
w

!

da particdo inferior da eqg. (53) torna-se:

= ] 3
- T 2 (54)
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Substituic®es por modos-componentes s80 possi vels para ambos 05
componentes. A combinas®o da transformac®doc da substituicdc por
modos-componentes T4 para os componentes @ e & € formada & partir

das egs. (22) e (84 ) como:

%o :
g =R} { a } (35
~a 4 f
q, b
onde
) o
a
T4 = @a 0 (56)
4] d
b

No caso de haver mais de dois componentes, as egs. (585) e (96)
s3o expandidas para incluirem substituic®es adicionals  por
modos-componentes para todos as subestruturas do sistema.

A matriz de transformac3o de coordenadas do sistema, Ts, ira
transformar as coordenadas desacopladas dos componentes ¢ e ©
naquelas do sistema acoplado. As egs. (51) e (53) podem ser

combinadas para formarem:

B o
== S s c
qb 'q_b 5 Eb ('—’7)

onde
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@ o
~Q
Qo 0o
Ts 5 Tz T4 = éa o (58)
0O @b
L o

Usando a transformacio de coordenadas do sistema definida pela
eq. (57), os modos do sistema podem ser achados. A energia potencisal
total do sistema pode ser determinada pela combina¢2o das egs. (57>
e (36):

g
A ; T T a
FBYy, = - 15, 21K {Eb } (59)
onde
T ka =
- = T5 " ] T5 (62)
b

Tomando & derivads no tempo da eq. (57), & matriz de massa

modal do sistema pode ser formada da energia cinética numa maneira

similar:
Sl =iy T fa
(KE)ab = = [fa fb] M é (613
2 b
onde
m (4]
M=T % T (82)
] o m ]

As equagdes homogéneas do movimento ndo-amortecido do sistema
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podem ser escritas usando  spensas as coordensadas dos

modos-componentes: livre-livres a partir das egs. (58) e (B1):

A solucdo de sutovetor para a eq. (B3) produz a seguinte

transformagcio de substituic&o modal:

Ea

{ } =%z (84)
4
b

Deslocamentos dos componentes @ e & s3o0 determinados pela

substituicdo da eq. 64 na eq. 57, e resulta em:

{ q, } (85)
B §)D Em
qb

& =T & (66)

onde

A eq. (B8) representa os deslocamentos componentes dos modos do

sistema.

Para algumas aplicacdes pode ser Util determinar apenas as
coordensdas de translac®c. Se houver coordenadas de rotasdo, estas
seradc misturadas com as coordenadss dos modos componentes nas  €ds.
(41) e (B3). As coordenadas de rotas@oc podem ser subsequentemente

eliminadas de ums maneira semelhante as egs. (2 - 7) pela
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determinac3o de ums transforms$2o de reduso0 que usard as matrizes
o o C oo - o o o

de rigidez K ou K. estas transformas&o €, ent30, utilizada nas egs.

(37, 39, 59 e B1) para deixar apenas as coordenadas dos modos

componentes.

No caso de se aplicar o método para mais de dois  componentes
citamos dois métodos. O primeiro consiste em scoplar todos eles
simultaneamente, conforme se tem indicado no desenvolvimento
precedente (vide [HOLZE; BORESI 1875]). O outro, que € Util para
quando houver uma maior restri¢2o na memSria do computador, consiste
em calcular em cascata, sucessivamente. Inicialmente dois
componentes sio acoplados e, ent8o, sio considerados como um. Usando
as suas novas matrizes de rigidez e de massa juntamos o componente

seguinte, e assim por diante.

Um aspecto interessante ao se utilizar este método € &
possibilidade de se combinar tanto componentes restringidos como
livres simultasneamente. Isto, contudo, deve ser feito com cuidado e

requer um completo entendimento do método.

0 estudo de alguns casos levou 2 conclus®o de que os resultados
obtidos utilizando modos-tramos de componentes restringidos s30
geralmente mais precisos, especialmente nos modos mais altos, do gque

os resultados obtidos usando modos componentes livre-livres.

A cargas de interface nos modos-componentes inicialmente
melhorou os modos mais baixos e, para os modos mais altos no caso
livre-livre n3o se chegou a conclusio nenhumz. A melhora na precisdo
obtida pelo uso dos modos-componentes com carga interfacial diminuiu

com o aumento no numero de modos-componentes.
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Em geral, para o mesmo nimerc de modos-componentes, resultados

mais precisos s3o0 obtidos usando modos com cargs de interface.

A partir do trabalho de Benfield e Hruda nSc se compreende
muito bem & utilidade dos branch components g, de fato, em trabalhos
posteriores (tais como [KARDESTUNCER; NORRIE 1887] ou [HOLZE; BORESI
187571) quase n3o se d& importidncis nenhumas & esses componentes

compostos, trabalhando-se apenas com as propriazs subestruturas.
2.5.8 Algoritmo do metodo da Substitui¢Zo por modos componentes

I

!

SUBDIVIDIR A
ESTRUTURA

!

PROPRIEDADES
REDUZIDAS? —— > S

|

J CALCULAR Trb
{
f y
N B, \ B
kb B Trb kb Trb
- T
ST Trb s Trb

AN

o
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CALCULAR MATRIZ DE TRANSFORMACAQ
DE COORDENADAS E DE LIGACAO

+

107 o By R R T
a + L b L

mC=m +T m T
a + b L
RESOLVER

MODOS TRAMOS DE
COMPONENTES —>—— N (2)

RESTRINGIDOS?
v
S
m a + k (; = @
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io2

”~ 7 I\c c
qnb-QbEb
\
.a &
q A~
Jo. £ ?a 4T TCIEQ
BREIENE
q
S
§_>a 0
RChie IRl %a 2
CT e ™ Qa 0]
= 2E
_cha§b_
N
b
¥
C CTPmO.O- C
L Ts 4] m Ts
RESOLVER
EO. Ec.
M o + K e
4 '
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CONTINUACAO DO ALGORITMO A PARTIR DE (2):

MODOS COMPONENTES
LIVRE-LIVRES
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r aa B
q q 4
{ = } = % _a DR = T’j { =
s qb Z'fb
Y qb o
5 o
~a
@a 0
Te. = T Sl o
a e
50 Qb.
. k 0
K =T, E el
(¢} kb
m 0
M= T; . i
o m
b
ECL chl
M . + K =@
Eb Zb
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2.5.7 Exemplo manual

¥Seis o sistems da figura 2.5.7.1 absaixo:

.5.7.1 - Sistema massa-mola

[aSe)

Fig.

Matrizes de rigidez, de massa € vetor deslocamento:

2-1 0 1 8 0 u1'
e =it s M HL S 1 @ |m U=34uy,
RS P 8 1 u,
Autopares:
>, = 0.585786 N, = 2.000050 », = 3.414214
1. P3O0 SO0 % %%5) 1 . DB
¢, = { 1.414214 ¢, = { O.000000 ¢, = 1-1.414214
1. 0B -1 . 000000 % 5%% %%

Por simplicidsde vamos particionar o sistems em duas

subestruturas simetricas:
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m m/2

Fig. 2.5.7.2 - Subestrutura a

u

1 2.5 8 _ USRI = 2
m —[ o 1 ]m ko —[_1 > ]l\ u_= {u }

1

m/2 m

Fig. 2.5.7.3 - Subestrutura &

u

[e5 0 iy atSi e
’“b‘[@ 1]”‘ ‘%'[-1 2]“ ub—{u}

i
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TL = [1 @]

a el . e ]
el s T /2 SR (R

i & ¥

B RV T
mi= g ot 01ET MEIIOI= 5

i1

g +k“g =@
a a
A soluc3o da equacdo acima €:
X = 8.518853k/m
1a

A = 2.413024k/m
2a

drl = 1. PPN e 1 . GO
1a @.871180 2a” |-2.421165
Assim,

{ u } 1. BB 1. 2D { Z }
2 az
w J, ?0.671165 -2.421165 4

al

Podemos reter um ou dois modos.

*Modos-tramos de componerntes restringldos:

Uy Uy ﬁb

livre livre
m m/2

Big. 2.5 4 = Configurssdoc do tramo
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C
Ti
Y2e 5 @ g
W o e e
< .
Le IR o SR Y
Yo @ @Nes 1 |
C
TZ
Y2a i @ | B
Ui 2 ]
)
Yr 2 D
nb ) ) 350 |
pois Wl =k
(e C
T = T
i BT
g 1 0
1 2 B
lolgsr (o | 1a ]

A parte & do tramo tem como autopar:

= = I
i P 1

1b 13

Z k/m

:qbb
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Assim,

C
Cazo retenhsmos todos os modos, T4

b S SRR
Tc
4
uZa ¢o @
ula 4 ¢c1 @
unb o ¢b

[ 1.000000
9.671165

| O .000000

" 1. P0PeP0
?.871185
1 . GAHAID
| 0. 520000

" 1.458595
%% % %Y
| 0.000000

[ 1, 700462
-2 . 375001

1. 0073
~-2.421165

/IR 1ot T

1. Qa2
-2.421185
1. 3D
B SN

~ . A7
18.0266410
B . AN

-@2.373%1
7.112040
@ SN

serd:

D . DN

& . OANIND

1.000000 |

0. 000008 |
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Ao resolver o problema de autovalor acima, teremos:

X, = ©.585787 N, = 2.00000 = 3.414214

1. 00000 | 1.000000 N % %5 %)

¢jm: -3.91148% ¢§m: -1. 000D ¢:m= 0. 804288
@.284727 -3.%92331 -2.177738

Da equagdo (44),

?.98851¢
?.688954
D @.988519
.698882

e utilizando & equascdoc (43) considerando que u,

temos:

¢ .698854

& =
& =
sitetema

que € eguivalente a:

OO0 1.
3.892331 -1.
.ope 1.
-3.892331 -1.

84338
275689
824098
275688

3.092331 -1.275688
0.888518 ©.000P2 1.824088
(.696984 -3.992331 -1.275688
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1.000000 1.000000 1.000000
By m o 1.414219 ©.000000 -1.414215
1.000000 -1.000000 1000000

0 resultado acima € Dbastante preciso, mas, devemos
lembrar que retivemos todos os dois modos normais. Ao
utilizarmos apenss o primeiro modo, chegamos aos seguintes

resultados:

X, = 8.586723 >, = 2.487828
1. POEAAR " 1. 200000
¢,= 4 1.489947 ¢,= { 1.489946
1.054250 -3.0542470

Py

Observa-se o primeiro modo € precisc at€ a primeira casa
decimal, e qusnto so segundo a imprecisdo €  bastante

razoivel.
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2.6 Método de Gladwell (Branch Mode Ancalysis)

A caracteri stica essericial do Branch Mode Method (ou Método dos Modos
dos Tramos, traduzindo-se literalmente) € o agrupamente dos modos
componentes em subgrupos chamados “tramos” e cuja "soma" por Rayleigh-Ritz
utilizando os modos obtidos a partir desses tramos leva so movimento
aproximado dc sistema. Assim, psra o sistema existem varios  tramos,
independentemente do numerc de subestruturas, e cada um deles fornece um
conjunto de modos componentes (Vide a figura 2.6.1).

Estes tramos tém caracteri sticas especiais que o diferenciam de um
mero componente: cada tramo ou € flexivel ou € rigido em seu todo, €, ou €
livre ou fixo nas suas interfaces.

Um sistemz de tramos deve estar completo, isto €, deve ser possivel
expressar qualquer movimento do sistema como uma soma do movimento dos
varios tramos.

Apresentamos & seguir a escolha dos tramos spresentada por Gladwell.

2.6.1 - Escolha dos tramos:

A escolha dos tramos €, talvez, a etapa mais importante de todo o
metodo. Vamos mostrar em sistemas simples pars depois ser generalizado para

sistemas mais complicados.

(i} Sistemas de dois componentes livre-livres
Suponhamns um sistema composto de duas vigas, B e C. Suponhamos também
que a viga B tenha (n + 1) graus de liberdade e que & viga C tenha (n'+ 1).
Ao unirmos as duas vigas teremos (vide a fig. 2.6.1)
(n+ 1) 4+ (n'+ 1) - 2 graus de liberdade
ou
nn + n’ graus de liberdade

pois h& dois movimentos de corpo rigido na viga: um de translagdo
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transversal e outro de rotacBo; ac unirmos as duss vigas, os dois graus de
liberdade da vigs B ns juncio fundem-se com og dois da viga C, restando,

portanto (n + n’) graus de liberdade.

Subestruturas B e C:

l B C l =
Tramo 1:
= B I C +
fixc flexivel rigido livre
Tramo 2:
+ B l I C l
fixo fixo flexivel 1ivre

Fig. 2.6.1 - Representasc3o dos tramcs B e C: a partir de cada tramoc

obter-se-& um conjunto de sutopares.

viga b viga ¢
(n+ 1) (n'+ 1)

Fig. 2.6.2 - Duas subestruturas

Paras encontrarmos um grupo de tramos adeguados vamos raciocinar do
seguinte modo: para uma snilise ©xc!a do seu sistema, o seu movimento deve
ser descrito em termos de (n + n’ ) modos linearmente independentes sendo um
destes o modo de corpo rigido. Assim, uma aproprisds selesdo pode ser a

seguinte:
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Caso o
5 0 i
livre = flexivel — — rigido — livre n modos
livre — rigido flexivel livre n'modos

total: n + n° modos (¢ modo de corpo rigido € o mesmo nos dois  iramos)

Fig. 2.86.3

ou o caso {3:

T TR
tivre — flexivel fixo iR C n - 1 modos

fixo flexivel —— livre n'- 1 modos
livre rigide tivre 2 modos

total: n + n° modos (os modos de corpo rigide sdo o de rolaglc e o de
translagdo? Fig. 2.6.4

Note que tanto o caso o« como o caso {3 satisfazem o nuimero de graus de
liberdade reguerido.

No caso o os modos e as frequéncias naturais de vibrac&o do sistema BC
devem ser caleculadosnas duas condi¢des indicadas na figura 2.6.3. O caso 3
requer um calculo separado do modo de corpo rigido (Fig. 2.6.4).

Observe ainds que, ums vez entendido o racioccinio na determinacdo dos
tramos, facilmente se extende para a situagdo de mais de dois tramos.

No caso de se ter um dos componentes muito maior que o© outro,

aconselha-se levar isso em conta e usar a seguinte divisdo (Fig. 2.6.5):
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B C
(
(
[ livre — flexivel ~— T rigwdo — livre n + 1 modos
{ = e flexivel T lLivre n'- 1 modos
( total: m + n» modos (no tramo B: (n + 1Xg.l. tmcwald -  2(da fixagdor +
\ 2(modos  de corpo rigido) resulia em n + 1 no tramo (r+ 1)(9..1.
( inicialy - 2(da fixaglior resulia em n'— 1 modos).
: Fig. 2.6.5

(ii) Sistemas de dois componentes fixo-livres

{

g R
l
\ fixo ~ flexivel rigide ~— livre n modos
! fixo flexivel —livre n'modos,

total: n + n° modos
Fig. 2.6.8

(iii)Sistemas de dois componentes fixo-fixos:
Quando o sistema € do tipo fixo-fixo ndoc € possivel encontrar uma

configurscio de apenas dois tramos que satisfaca o nimero de graus de

liberdade necessarios (observe & Fig. 2.6.7):

| ool

fixo — flexivel fixo 7 7w S s meeEE

r P T (SO flexivel fixo n’- 1 modos

total: n + n'- 2 modos - divislco insuficiente de tramos.

Fig. 2.8.7
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A configuracio scima permite (n + n’ -2) modos mas s2o0 necessdrios (n
+ 1’ - 1). Também ocorre que nesss situssdo teremos deflex30 nula entre os

tramos, o que € improvavel ns pratics.

Uma solucio para este problema € o de dividir o sistema em 3 partes:

SR | R v B

tn + 17 (rv"+ 1) (n” "+ 1)
flexivel fixo " n + n'- 1 modos
" fixo 5 ————— flexivel T n'+ n”-1i modos
total: n + 2n’+ n— 2 modos.
Fig. 2.6.8

Por exemplo, suponha um sistema fixo-fixo de um eixo submetido a

torcio com 7 graus de liberdsde (descontados os dois fixos) na Fig. 2.6.9:

Fig. 2.6.9 - sistema de eixos fixo-fixos

{1
IR

- e

C b

Fig. 2.6.1% - sistema subdividido em trés tramos

Subdividindo o sistemas em trés tramos B, C e D, ficamos com:
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Tramo B: 4 graus de liberdade, n = 3
Tramo C: 2 graus de liberdade, n'= 1
Tramo D: 5 graus de liberdade, n' '= 4
Total: n+ 2n’ +n " -2=34+ 2% 1+4-2=7graus de liberdade,

que € o requerido.

(iv)Sistemas com muitos componentes

Os sistemss com mais de dois tramos seguem a analise anterior de forma
ansdloga. Particularmente, sistemas que tenheam a0 menos um grau de liberdade
de corpo rigido podem ser analisados de forma andloga mos de (i)(a) na Fig.
2.6.3, isto €, assumindo-se gue apenas um dos tramos vibre de forma
flexivel enquanto gue os outros permanecem rigidos.

Na anslise de um sistemz multicomporiente do tipe fixo-livre podemos

fixar as caracteri sticas de cada tramo da seguinte maneira:

fixo ~ flexivel rigide — livre
o T —Tflexivel T rigido™ livre
fixc — flexivel Livre

Fig. 2.8.11 - Sistema fixo-livre multicomponente

Uma vez definidos os tramos e suas condisdes de contorno partimos para
o cdlculo dos modos de vibrar de cada tramo.

Se o sistems tiver n graus de liberdsde, a matriz dos modos dos tramos
(ou matriz modal X) terd necessariamente n linhss. Guantoc ao numero de
colunas, isso depende de quantos modos de cada tramo se vai considerar no
c2lculo. Vamos chamar ¢ numero de modos por tramo de m, (NSRS o © oo <

etc.). Assim, & matriz modal X terd = forma da Fig. Z2.6.12:
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Xp= IO ReGs v L X (1
mo colunas m’3 colunas mC‘. colunas L ] rnq colunas
r I | | | |
‘ ¢Bi ¢BZ i 0 ‘ . 0 | Y (2
| | | |
X y 1 l (6] I ¢C1 ¢CZ' . l O I 1)
01 0z
O O O
| | _ i | _
fFet b2 Al | I :
! e e e e

Fig. 2.6.12 - matriz modal do sistema

Gladwell desenvolve o seu trabalho para estruturas em linha, isto €,
na configurasdo em corrente, na qgual cada tramo € conectado a dois outros,
um de cada lado. Mas o método pode ser extendido psra casos em que VArios
tramos sio conectados em um Unico ponto. sabe-se da sua aplicasao em

estruturas aeronduticas.
2.6.2 Desenvolvimento do metodo

0 Branch Mode Method difere dos métodos tradicionais (Hurty,
Craig-Chang) apenas na obten¢do dos seus modos.

Os branch modes entram no lugar dos modos tradicionais na aproximasao
de Rayleigh-Ritz.

Considere um sistema de n graus de liberdade. A energia cinética e

potencial s3o respectivamente:

1/2 (41 M q) (38)
1/2 (9% X q) (3b)

= 3
il 1

Pelas equacdes de Lagrange chegamos & um sistema de n equacOes
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diferencisis (para maiores detalhes vide capi tulo do metodo de Hurty).
Guando n € muito elevado fazemos s aproximssdo pelos modos, no  Caso,

os modos dos tramos de forma a obtermos um novo sistema de grau m (m << n).
Supondo que o sistema seja subdividido nos tramos B, C, ... S5, € que o

seu movimento seja representado por mB, mc, s mS modos, ent3o o ndmero de

graus de liberdade do novo sistema reduzido €:

mE=m,tm o+t Em . (4)
vide (Fig. 2.6.12)

definida & matriz modal X (eq. 11), podemos escrever o vetor g de

deslocamentos fisicos na forma:

g =X u (3

onde u represents o vetor m-dimensional da configurac&o reduzida.

Introduzindo a eq. (5) na eq. (3a,b) teremos:

T = 1/2 (ab M¥ @) (Ba)
M= 1/2 (ul K* u) (6b)
onde
Mt = xT M x (78)
% T :
Kot =XG KO (7b)

s3o0 as matrizes reduzidas de massa e de rigidez. O problema de autovalor

correspondente €:
x*u = v u A" (8)

m . i 4 " o T
onde A" & a matriz disgonal dos autovalores estimados e U € a matriz dos

autovetores do problema reduzido. Chamando de u, (2 4,708, w00 I, G
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autovetores do problema reduzido, os autovetores do sistema original podem

ser obtidos de:

q, = X u A'sS A, 8, (oho (8

Evidentemente estimemos somente os m primeiros modos do sistema.
Pelo fato de haverem m modos de corpo rigido, m autovetores s30
milos. Podemos reduzir o problema de determinaséc dos autovalores
eliminando esses modos de corpo rigido atraves de um processo similar a

condensac &0 estatica:

particionando X:

= N
X =0 3 e (18)
onde
- )
XA [ XB XC . XS 1] (11)
ent3o
X -Mool MOA-
st = |22 L0 (122)
M M
L Ao l AA-
% [ Koo l KDA-
K K
- AOI AA-
onde
M =X MX ;M =XLMX =M M =X MX (13a)
oo ‘o o’ oa "o A A0 AA A A
Ay . _ ook o 1L T
Koo ki xo K xo’ KOA | xo K xA i KAO g KAA N xA LS xA (13b)
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= s @ e
Da mesmas meneira, a partic®o de U e A™ fica:

R (142)
U
Ao| “Aa-
0 l O ]
e = R (14b)
0 ' ART ]

ish 1}
o . : & ) A
onde A & a matriz de autovalores n&o nulos. introduzino as egs. (13a,b

e 14s,b) na eq. (9) obtemos:

m-m
_ (o} -
b= (Moo UOA i MOA UAA) A (152)
m - m
- o
KAA UAA ' (HAO UOA + MAA UAA> A (13b)
Além disso, KAA UAo = @ pois UAo & parte daz matriz representando os

modos de corpo rigido. A eq. (15a) pode ser resolvida para UOA:

U =-M M U (18)

que introduzida na eq. (15b) resulta num problems de autovalores mais
reduzido ainda:

~1 m—mo
wi, s=eaih !l -l ML By WELCA (17)

AA AA T AA AC 00 oA AA
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2.6.3 - Um exemplo simples

Vamos agora resolver um exemplo simples de um sistems massa-mola com

dois graus-de-liberdade mostrada na figura Z.8.13:

Fig. 2.6.13 - Sistema massa-mola com dois graus-de-liberdade

*¥Soluc2o do sistema (resl'):

1
LS L
>\1 i 5 ¢1 = 1+75 (
- 2 o
= 1
LB 5 _
>\2 i _——_75_____ ¢2 A 1-v5 |
L 2

*Solucdc com subestruturasdo:

Vamos subdividir o sistema @o meio, conforme a figurs =.£.14:

Ul U2

A B

Fig. 2.6.14 - Subdivisao
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De acordo com o sistems temos uma estrutura do tipo fixo-livre, e
podemos, entZo, adotar os tramos mostrados ns  figurs 2.8.5, €  teremos

entZo:

mo—0 GO

Fig. 2.6.15 - Tramos escolhidos

Do tramo A temos:

» =Y k2m d = { 1
A A 1
e do tramo B:
Ao =Y k/Z2m 7)) :{ﬂ}
B B 1
De acordo com a equacio (1):
1 @2
Y al=
By, il
e, segundo as equacdes (B):
Zae il 1 @
M*Z K*:
=4 g 1

Resolvendo, ent2o, o problems de autovaslor com estas novas matrizes
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(segundo =a

equasdo (8),

*

equagcdo (8)), e retro-transformendo os autovetores

obtemos como resposta:

1
_8—'5 ¢>—4 >
3 5 a 1+75
\ 2 J
< 3
1
_3+|5 ¢*—4 y
] o 2. = S
L z J

pela




Métodos de Sintese dos Modos Componentes 126

Capl tulo 3 - Resultados do programa

A seguir spresentamos o0s resultados obtidos do metodo de
Craig-Bampton que implementamos no computader. Maiores informacdes e
listagem do programa poderdo ser obtidas no Apéndice ao final deste
trabalho.

3.1 - Exemplo sem subestruturagao

Tomamos como exemplo um sistema massa-mols bi-engastada com 10

grans-de-liberdade, apresentada na fipura 3.1 sbaixo:

fig. 3.1 - Sistema masss-mola bi-engastada

As matrizes de rigidez e de massa deste sistema podem ser dadas

respectivamente pelas seguintes matrizes:

o 1 @ @ © 9 € 0 B 0

Tria- T O R

S Sl I R

2 ¢ -1 2 -1 8 @ B B O

L E e, ool Ok B Bh] s
= s mr ol Gl B S eyt

B a0l B h pesd ol i B

g g @t o Toe o el e g

RSN EYE R E

¢ ¢ 2 2 ¢ 8 © © -1 2|
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FARTRN AR TR - O - e - O TR - S
gl R el 7y 7 Al i
O A i e ey e Ty, 6k 6
Gy @ T ) G R
e (AR Tl e SRLIENC P S
gro gl B gk ) Mo tEg
el ) A - T W G SR
Gl g . e (2, B PR dEs. 15 Bl 8
Gh-ER ) e B R e N
Fel e E @ ey s e A

A solucdo deste problema de antovalor requer trabalharmos  com
matrizes de grsu-de-liberdade 1€. O= resultados deste problema estidc na
tsbhels 3.1 de comparac®c dos resultados. Chamaremos aos avtopares

obtidos sem subestruturaco de "reais’.

3.2 - Exemplo com subestruturacdo

No exemplo com subestruturacio subdividiremos o sistems em duas
subestruturas, uma com 7 graus—de-liberdade e & outra com 4, conforme =&

figura 3.2 abaixoc:

lll U2 U3 U4 US ll6 U7

fig. 3.2 - Subdivisio do sistems
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As matrizes de rigidez e de massa foram montsdas seguindo o modelo
utilizado no sistems.

O nompero de modos retidos de sabestraturs 1 for de 4 e da
subestruturs Z de %, de forms gque © grau-de-liberdade final das matrizes
modais foi de 7. NHote-se @ bos redugcdc no numero de elementos das

matrizes.

3.3 - Comparssao dos resultados

Apresentamos os resultados na tabela 3.1 abzixo:

Modo 1 Modo 2

S.Modal Real Erro(%) S.Modal Real Erro(%)

X #.48142| @.08141 7.82 .317641 ©.31748 @.845
3l 1.00000| 1.00000 @.00 1.00002 1.00000 @ .00
2 1.92838] 1.81899 0.54 1.86486] 1.68251]1 -~-1.85
3 2.69151| 2.88251 7,34 1.81926] 1.83¥83}] -0.83
4 3.23585%  3.22871 0,20 1.38666] 1.39788] —-©.08
5 3.53265| 3.51334 ©.55 @.593211F 0©.521111 -3.43
& 3.919711 3.51334 ?.18 -2.59921{ -@.52111 -2.28
7 3.23841| 3.22871 @.35 = SEEEa L SRS S
8 Z2.88568| 2.88251 @.12 -1.81865] -1.83883|F -1.10
= 1.93356| 1.9192@ Q.78 -1.88861] -1.68251 ?.36
18 @.89758| 1.000| -B.z4 -3.98458] -1.00008)1 -1.55

Tabela 3.1.a
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Modo 3 Modo 4

5. Modal Real Erro(%) S.Modal Real Erro(#)

3 @.69058  ©.69925 @02 1. 3958888 1. 0B84 .40
1 1.000001 1.00000 0.0 1.00000( 1.00000 #.00
i 1.299477 1.38972f -B.78 ¢.87797| ©.83083 B
3 @.712451 ©.71837| -0.41 -@.32886| -0.30972|. 6.21
4 -@.36585{ -@.37279)f -1.83 -1.15229| -1.88816 e
5 | -1.2@7471 -1.28362 ?.32 -p.54250| -6.59435|( -8.7Z
6 | -1.19169| -1.2A362{ -0.99 ©®.58315| @.59435| -1.88
& -@.37056¢ -8.37278] -B.68 1.11304 1.£8816 s,
8 @.71707 ©.71537 .24 ¢.28199| ©.38972( -8.98
5] 1.29081F 1.3@872f -1.44 -@A.78447| -6.83883] -5.58
12 1. 21 1.00000 0.00 -1.86531] -1.008000 6.53

Tabela 3.1.b
Modo 5 Modo 6

S.Modal Real Erro(%) | S.Hodal Real Erro(%4)

R 1.71938] 1.715837 9.23 2.28527] 2.28463 0.47
1 1.00000) 1.00054 AR%Y 1.00000) 1.00000 2.00
& B.243681 ©.284631 -14.42 -3.33859| —©.28463] 18.31
3 | -©.89281] -7.91889} -Z2.85 -(.85324| ©.81889] -7.15
4 -(.49233| -0.54628] -9.86 (.58369] ©.54620 8.68
5 @.69738) ©.76352) -8.70 @.60992| @.78352] -28.24
B @.77440] B.76352 1.42 -0.87081) —©.76352{ -12.25
7 | -8.543221 -B.54628{ .55 -0.48715] -§.54628| -10.81
8 | -©.88786] -#.91839] -3.38 ¢.868521 ©.91898] -6.36
g @.22568| 0.28463] -28.70 @.15120| ©.28483] -46.89
10 1.84781F 1.00000 4.78 —3.78937} -1.00008] -21.08

Tabels 3.1.c
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Modo 7
S.Modsl Real Erro(%)
2.83883 7.52

N 3.8d4373

1.000001 1.00000
.83B83] -13.82
-3.586848| -B.39372| 82.56
28816 21.53
-3.274341 -0.59435] -53.84
-1.88138] -#.59435] 283.88
1.248816] 148.81
-1.37804| -B.3¥072| 345.45
-@.67196} -6.83883] -19.12
10 1.22378] 1.0 22.38
Tabela 3.1.d
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3.4 Conclusdes

Observando os resultados das tabelas 3.1 concluimos que em  termos
de frequéncia os resultados foram muito bons at€ o sexto modo e o s€timo
modo € aceitdvel. J& em termos dos autovetores vemos uma maior
imprecis3o s partir do gquinto modo, quando surgem erros maiores que 18%.

Assim concluimos que o método € satisfatdric para a determinsgéo
dos primeiros modos de um sistema de grande porte. Também © posslvel que

s precisado melhore com & vtilizaecdo de dupla-precisio nos calculos.
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Recomendacdes para trabalhos futuros:
Como recomendssdes para trabalhos futuros propomos:

- Programessdo e teste dos outros metodos ndo implementados;

- Inclusio do amortecimento;

- Adazptsr o programa feito para atusr como pos-processador de algum
programa de elementos finitos;

- Estudar & otimizac32o0 do numero de modos a serem retidos;

- Estudo ds possibilidade de se utilizar o método em zndlises n2o
lineares e em transientes;

- Quantificacio do erro devido & truncagem dos modos superiores;

- Estudo de metodos mais recentes de Sintese dos Modos Componentes;
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APENDICE - Listagem e Instrucdes do Programa St NTESE

Neste Apéndice apresentamos as instrusdes necess3rias para &
utilizac®0 do programa de Sintese dos MWodos Componentes, metodo de
Craig-Bampton, além da sua listagem. Aconselhamos ums leitura atenta do
item 2.3 pare ums melhor compreensdc deste programa gque chamamos de
Sintese.

0 programa SINTESE para determinagio das matrizes modais reduzidas

de massa e de vrigidez depende de um "pré-processador” chamado
PREFPARA.PAS ¢ de um "pds-processador’ chamsdc STODOLA.PAS para a
determinac3c dos  modos do  sistema pels  @proximsc@o pelos

modos-componentes (para sistemas ou subestruturas com numero de
graus-de-liberdade menor ou igual a 18).

Q0 programa PREPARA.PAS tem como objetivo obter os autopares
normalizados e os modos vinculados a partir do arquivo de dados de
entrads inicial chamado ARQUIVO1.DAT, e que servirBo de dados de entrads
(que estarao no arquivo ARQUIVOZ.DAT criado pelc PREPARA.PAS) para o
programa SINTESE. Este, por sua vez, faz os cadlculos necessdrios para a
obtencao das matrizes modais reduzidss de massa e de rigidez de cada
subestruturs, além ds matriz T1 para retro-transformecdo para as
coordenadas do sistems. Estes dados estarfo contidos no  arquivo
ARQUIVO3.DAT. Este programs gera também um arquivo chamado COMPLET1.DAT
que contém os dados mais importantes utilizados e as matrizes modais do
SfNTESE. E no programa SINTESE que se escolhe o numero de modos-normais
a serem retidos.

Uma vez determinadas as matrizes modais, procede-se 2 montagem da
nova equacic de movimento do  sistems  somsndo, segundo 0s
graus-de-liberdade interfaciais, essas matrizes pelo método da rigidez.
0 resultado serd um novo problema de autovalor do sistema com
graus—de-1liberdade reduzidos e que poderi facilmente ser resolvido pelo
programa auto-explicativo STODOLA.PAS para obtenc&do dos autopares.

Psra ums maior compreensio apresentaremos a seguir um exemplo com
todos os seus passos. Adotaremos para tanto o exemplo manual resolvido

no item 2.3.3.5 do m=todo de Craig-Bampton.
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Os programas foram feitos em linguagem

podem ser rodados em qualguer IBM-PC.

* Exemplc passo-a-passc:

1) Arquivo ARQUIVO1.DAT:

Z {nlmero de subestruturas)

VA
1 (subestrutura 2)

1 (nUmero de graus-de-liberdade interfaciais da sub. 1)

I A ; . . A
? (nimero de graus de liberdade interiores da sub. 2)

1 (nimero de graus-de-liberdade interfaciais da sub. 2)

[ B v B S

-1

[SN]

i
@
1

@

-1

%)

¢
=
1
&
%

2.5

(5]
=

[ I o B o2 I S

3]

d 5 =¥ 2
matriz ce rigidez da sub. 1

matriz de massa ds sub. 1

(subestrutura 2)

matriz de rigidez da sub. 22

|
J

matriz de masss da sub. 2

Nestie programa lLumitamo-nos a duas subestruturas.

Deve-se colocar

-dade

matrizes.

interfaciars

sempre

e

ao

nas uliimas

mesmo

tempo

linhas os

mantier

de programasio

2 (nimero de graus de liberdade interiores da sub. 1)1

PASCAL

graus-de-liber-

siméiricas

as

e
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2% Rodamos, entZo, o programa PREPARA.PAS e obtemos

arquivo ARQUIVOZ .DAT abaixo:

)

Lo v B S 2 b W

~1 =3 M

By W N

1
[y

NN N A s

o0 -1.000  0.900 )
B 2.008 -1.000 ; matriz de rigidez da sub. 1
P00 1,090 1.080 |
o 0.000  B.900 )
Pep 1.080 0.080 ; matriz de massa da sub. 1
220 0.008  @.58080

(ndmero de subestruturas)
(subestrutura 1)

{mimero de graus-de-liberdade)

{(nimero de graus-de-liberdade internos)

8710678058801 | 7.0710678301E-21 } "
@710678179E-21 y F.

-7.071906877836E-01

3.3333333333E-81

modo vinculado
B .066686686667E-31

1. GEACANANAE+HAA (Ki)
3 . OPORCBRAREEHD (Az)
(subestrutura 2)

(nUmeroc de graus-de-liberdade)

P00 -1.000 ©.000 )

B0 2.000 -1.000 b matriz de rigidez da sub. 2
o0 -1.000 1.000 |

B R.000  0.000 )

B0 1.000 ©@.92¢ ; matriz de massa da sub. 2
000 0.000 ©.580 |

(nimero de graus-de-liberdade internos)
B710678355E-01 } i 7.@710678381E-01 } 1
@718678179E-01 J _7.B710677936E-01 | °

o]
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5.3333333333E-01 |

modo vinculado
& . 66666686668 7E-21 J

1. DPPOOBONBPEADB (N )
3 . OODBODNDBEAD (>}

3) Rodsmos, ent®o0, o programa gfNTESE e obtemos o©0s arquivos
ARQUIVO3.DAT e COMPLET1.DAT. Copiamos abaixo os arquivos COMPLET1.DAT e
ARQUIVOS.DAT, respectivamente:

*COMPLET1.DAT:

No. de Subestruturas= 2

Caso= 1 MNo. G.L.= 3

Matriz de rigidez:
2.00000 -1.00000 ©. 30050
-1.00000 2.00000 -1.00000
0.00000 -1.00000 1.00000

Matriz de massa:
1.00000 ©.00000 ©. 00000
0.00000 1.00000 O 00000
0.00000 ©.00000 ©.50000

No. G.L. internos:Z2 No. de modos retidosz 1

Autovetores (2x1):
@ 7711
2. 73711
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Modos Vinculados:
£.33333
). 66667

Matriz das freguénicias quadraticas:

1.00000

MATRIZ MODAL DE MASGA:
1. O0OMDOBNE+DD 7 .8710678220E-1
7.0710678220E-01 1.0553555506E+A0

MATRIZ MODAL DE RIGIDEZ:
1. QOPODMDNNTE+DR O . ORDBPANIOE+H)
0 . OOPOBOMPE+DD 3. 3333333333E-21

Casc= 2 No. G.L.= 3

Matriz de rigidez:
2.00000 -1 00008 O .50
-1.00000 2.00000 -1 80000
D.00000 -1.00000 1.00000

Matriz de massa:
1.00000 ©.00008 .00
P.00000 1.00000 O.00000
B.00000 O.005% @ . S

No. G.L. internos:Z No. de modos retidos= 1

Autovetores (2x1):
g.79711
770711
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Modos wvinculados:
1 .33333
¢ . 66667

Matriz das frequéncias quadraticas:

1. G

MATRIZ MODAL DE MASSA:

1 . OOOOPNNBNIE DD
7.08710678220E-81

7.8710678220E-{1
1.8555555556E+20

MATRIZ MODAL DE RIGIDEZ:

1 . POBOBDNNDIE+P
0 . COBHDNNAE+A

*ARQUIVO3.DAT:

MATRIZES MODAIS DE
1 . COBANNDIEA D
7.8710678220E-01

1 . OBORDHDIE+ID
0 . DODHANDADEAD

7.9710678258E-1
7.9710678321E-21
O . OIRBIIBIE+D

MATRIZES MODAIS DE
1 . PODBDONINEHN
7.0710678220E-01

O . ODNININDIE+DD
3.3333333333E-91

MASSA E RIGIDEZ; T12; SUBESTRUTURA 1
7.0718678220E-91
1.0555555556E+H0

O . DDA IDNINI B+
3.3333333333E-81

3.3333333333E-¥41
6.6686668667E-21
1 . GOBRARNDAEHID

MASSA E RIGIDEZ; T1Z; SUBESTRUTURA 2
7.9718878220E-21
1.0555555556E+M




Mét odos de Sintese dos Modos Componentes 146

1 . PAPAPAAAIOE+D7 O SOOI EHIA
¢ . COPONANPIE+DE 3. 3333333333E-41

7.8714678358E-11 3.3333333333E-11
7.97106878371E-81 6.6666666667E-81
G Vo I W 7 50 % 6 5% R
As terceiras matrizes tanto da subestrutura 1 quanto da 2
representam os T1 de transformagdo de coordenadas gque serac utilizadas

apos o programa STODOLA.

4) Agora procedemos 2 montagem da nova eguacdo de movimento
reduzida somandc os coeficientes correspondentes ao grau de liberdade

interfacisis das matrizes de rigidez e de massa das 2 subestruturas.

Matriz de massa:
1 . GOPOPOGAIBELBE  7.0710678220E-81 § . ORRINHNIBOETDD
7.0710678220E-¢1 2.1111111111E+P8 7.0718878220E-01
@ . CAAGAIPNIPEADP  7.6710678228E-B1  1.@555555556E+HM

Matriz de rigidez:
1 . DODODDDDITEDD D . DDODDIDIIPEFE @ . CODIDNINDIE+DD
0 .OPOODDNIBELPE 6 .6666666667E-81 O . GANDNIDINIEHND
O . QOADONDNRDD D . CODDPDODIE+DD 1 . DODDIDINITE+DD

5) Agora rodamos o programa STODOLA entrando os valores das

meztrizes acimz, obtendo os seguintes resultados:

}&1 = .268929 ?ﬂz = 1.000089 ?\3 = 2 230
1. PO 1. GAAAZD 1. PR
= 3.844471 = %7 %% 5 Y g = -.780341

1000007 -1. 000003 1.000000
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Estes sutovetores devem ser retro-transformados para o

sistema de coordenadas original pela matriz T montada a partir

das matrizes T1 das duss subestruturas:

7.9710678058E-01 3.3333333333E-81
7.071P878321E-P1 6.6B68666667E-L1
= NG 1t % 075 Y R .1 % 5 56 e 10
@ . POPODDPPAIEHN 6 .6666866667E-01
@ . COPRDDBONPETOR  3.3333333333E-01

12

= “4p ¢

srwstema 12 12

Assim obtemos os ¢ do sistemsa.

0 . DODDDASANAE+HIA
0 . PODBANIEHID
@ . OOPNINNTE+D
7.8710678258E-B1
7.0719678058E-01

A tabela Ap.l1 mostra os resultados do  programa  em
comparagio com os valores 'reais':
Modo 1 Modo 2

S.Modal Real Erro(#%) S.Modal Real Erro(#)
A ?.26893F ©.268795 —2.37 1.00050 R % %% ) 2.0
1 1 .80 1. OO 0.0 1.005%0 1. 0905 D .00
z 1.64442 1.73285 -5.06 1.60008 1. G50 ?.80
3 1.83326 AR % % 5 % -3.34 G.00000 | @.80000 .00
4 1.64442 1.73265 -5.06 -1.00000 | -1.80000 ?.00
5 1. @0 1. 00030 9 .00 -1.00080 | -1.00800 %R % %]

Tabeln Ap.la
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Modo 3

S.Hodal Real Erro(%)
2.23187 AN % % 1 6] .92

1. B 1 . (A &8 .00

z £.41808| ©.000 41.81
3 -1.74576) -1.06004 74 .58
4 1.41848| O.AN 41.81
5 1. B8600 1.80000 7.7

Tabela Ap.1b

E interessante cobservar neste caso que o mode Z fol mals preciso
que o anterior, quando normalmente oS primeiros modos calculados s3o

mals precisos que o5 posteriores.
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program STODOLA;

Este programa calculs modos e frequéncias naturais de estru- }
turas discretizadas para até 1P graus-de-liberdade. B
Esta versdo esta programads para 3intese dos Modos Componen- }

tes. 1

Pt B ot TR ot SR

{uses Printer;}

type matriz=array[l..18,1..1@] of real;

var i,j,k,sux,it,n,l,m,p.q,v,nb:integer;
AA.C,D,RK,LL,HMM,FI,FIL,LA,KIJ,TAE,E:matriz;
di,R,err,MIN,MAX,MAUX, z,NORM real;

procedure PRODUTO(A,B:matriz;nl,nZ,n3,v:integer);
var 1i,j,k:integer;

begin

if v=1 then for i:=1 to n do B[i,1]:=B[1,i];{transpondc o Z vetor}
if v=2 then for i:=1 to n do A[i,1]:=A[1,i];{transpondo o 1 vetor}

for i:=1 to nl do for j:=1 to n3 do C[i,3]:=0;
for i:=1 to ni do for j:=l1 to n3 do
for k:=1 to n2 do C[1,3]:=C{1.3]+A[1,kIxB[k,3]:;

end;

begin
writeln( Entre com a ordem das matrizes K e M:");
readln(n);

writeln( 'Entre com os valores das matrizes: );

for i:=1 to n do for j:=1 toc n do begin
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writeln( 'K{ ,i," ",3, 1="); readin(KK[i,jl); end;
for i:=1 to n do for j:=1 to n do begin
writeln( 'M[’,1," ',3, 1="); readln(MM[i,ji]); end;

writeln(lst);
writeln(lst, Matriz de rigidez:’ );
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do write(lst,KK[1,3]:5:2);

writeln{lst);

end;

writeln(lst);
writeln(lst, 'Matriz de massa:’);
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do write(lst,MM[i,3]:5:2);

writeln(list);
end;
writeln(lst);
aux:=1;
= e inversao da matriz de rigidez------------ 3

for i1:=1 to n do for j:=1 to n do AA[i,3]:=KK[i,3];
for m:=1 to n do
begin

di:=AA[m,17;

if di=@ then writeln( 'Matriz Singular’);

for g:=1 to (n-1) do AAlm,ql:=AA[m,q+1]/di;

AAlm,n]:=1/d1;

for p:=1 to n do

begin
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if p<>m then
begin
R:=AA[p,1];
for g:=1 to (n-1) do AAlp,ql:=AA[p,q+1]-RkAA[m,ql;
AAlp,n]:=-RkAA[m,n];
end;
end;

end;

writeln(lst);
PRODUTO(AA MM ,n,n,n,8);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do D[i,33:=C[i,3];

while aux <= n do
begin
writeln( Chute os valores do autovetor do “,aux, ‘'modo:’);
for i:=1 to n do begin
writeln( 'FI[',1,” ",i,"]="); readln(FI[1,il);

end;

it:=1; err:=1;

while err>1E-8 do
begin
PRODUTO(D,FI,n,n,1,1);
{ for i:=1 tc n do writeln(C[i,1]); 3}
for i:=1 to n do FIL[1,i3:=C[i,1]3;
for i:=1 to n do LA[1,i]:=FI[1,i]/FIL[1,1i];
for i:=1 to n do FI[1,i]:=FIL[1,i]/FIL[1,1];

MIN:=LA[1,1]; MAX:=LA[1,n];
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for i:=1 to n do
begin
if LA[1,i]<MIN then MIN:=LA[1,1i];
if LA[1,1]>MAX then MAX:=LA[1,i];
end;
{ writeln( it=",it); writeln( Lambda max=",HAX,  Lambda min=",MIN); 3}

err: =(MAX-MIN)}/MAX; it:=it+1;

end;
writeln(lst, 'Resultados do ",aux, modo (na ,it, iteracac):’ );
writeln(lst, "Lambda=", (MAX+MIN)/2);
writeln(lst, ‘Autovetor:’); for i:=1 to n do writeln(lst,FI[1,1il);

PRODUTO(FI,HHM,1,n,n,8);

for i:=1 to n do E[1,1]:=C{1,1];
feris = te ) Doy BiE s = ERE
PRODUTO(E,FIL,1,n,1,8);
norm:=1/sqrt(C[1,1]);

WRITELN(LST);

WRITELN(1st, "CNORM.= “,NORM);

FOR I:=1 TO R DO WRITELN(1lst,NORM*FI[1,i]);
writeln(lst);

read(z);

aux:=aux+1;

e calculo da matriz de limpeza———--—---—————- j
if sux<=n: then begin
PRODUTG(MM,FI,n,n,1,1);
for i:=1 to n do FIL{1,i}:=C{3i,1];
PRODUTO(FI,FIL,1,n,1,1);
MAUX:=C[1,1];
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end;
end;

end.

PRODUTO(FI,FI,n,1,n,2);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do AA[i,3]3:=C[1,3];
PRODUTO(AA MM ,n,m1,n,8);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do C[i,3]:=C[1,3]/MAUX;
for i:=1 to n do for j:=1 to n do
if i=j then LL[1,3]:=1-C[1,3]
else LL[i,3]:=-C[i,3];
PRODUTO(D,LL,n,n,n,B8);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do D{3,3]1:=C[1,3];
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program PREPARA;

{uses Printer;}

type matriz=zarray[l..10,1..18] of real;

var i,j,k,aux,it,n,1,m,p,q,v,nb,ns,cont,nsub:integer;
AA,C,D,KK,LL,MH,FI,FIL,FIN,LA,KIJ, TAB,E,AX:matriz;
aux1,di,R,err,MIN,HMAX,MAUX,z,NORM : real;
ent,res:text;

trocou:boolean;

procedure PRODUTO(A,B:matriz;nl,nZ,n3,v:integer);
var i,J,k:integer;
begin
if v=1 then for i:=1 to n do B[i,1]:=B[1,i];{transpondo o 2 vetor}
i1f v=2 then for i:=1 to n do A[i,1]:=A[1,i];{transpondo o 1 vetor}
for i:=1 to nl do for j:=1 to n3 do C[i,j]:=0;
for i:=1 to nl do for j:=1 to n3 do
for k:=1 to n2 do C[i,3]:=C[1,J]+A[1,k]*B[k,3];

end;

begin {1}
assign(ent, "ARQUIVO1.DAT " ); reset(ent);
assign(res, ARQUIVOZ.DAT ' ); rewrite(res);
cont:=1;
read(ent ,nsub); {nsub & o numero de subestruturas]
writeln(res,nsub); {writeln(lst,nsub);}
while cont<=nsub do

begin {2}

read(ent,ns); {nUmero da subestrutura estudada}
{writeln(lst,ns);}
read(ent,n); {ordem das matrizes K e M - na verdade e o NA ds deducac}
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Iwriteln(lst,n);7
read(ent,nb); {ordem nb de Kij}
{writeln(1lst,nb);}

{valores das matrizes:}

for i:=1 to (n+nb) do for j:=1 to (n+nb) do read(ent,RK[i,j]);

for i:=1 to (n+nb) do for j:=1 to (n+nb) do read(ent ,MM[i,jl);

for i:=1 to n do for j:=(n+l) to (ninb) do KIJ[1,3-n]:=KK[1,3];
{ 1

aux:=1;

for i:=1 to n do for j:=1 to n do AA[3,J3]:=KK[i,3];
for m:=1 to n do
begin
di:=AAfm,1];
if di=® then writeln( 'Matriz Singular’);
for g:=1 to (n-1) do AA[m,q]:=AA[m,qg+1]/d3i;
AATm,n]:=1/di;
for p:=1 to n do
begin
if p<>m then
begin
R:=AA[p,1];
for g:=1 to (n-1) do AA[p,q]:=AA[p,q+1]-R*AA[m,q];
AA[p,n]:=-RxAA[m,n];
end;
end;
end;
PRODUTO(AA,MM,n,n,n,@);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do D[i,j]:=C[1,3];
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PRODUTO(AA ,K1J,n,n,nb,8);
for i:=1 to n do for j:=1 to nb do TAB[i,3]:=-C[i,3];

while aux <= n do
begin
writeln( ‘Chute os valores do autovetor do ' ,aux, ‘modo:’);
for i:=1 to n do begin
writeln('FI[',1," ",i, ]1="); readIn(FI[1,i]);
end;
it:=1; err:=1;
while err>1E-8 do
begin
PRODUTO(D,FI,n,n,1,1);
for i:=1 to n do FIL[1,i]:=C[i,1];
for i:=1 to n do AX[1,i]:=FI[1,i]}/FIL{1,i];
for i:=1 to n do FI[1,i]:=FIL[1,i}/FIL[1,1];

MIN:=AX{1,1]; MAX:=AX[1,n];
for i:=1 to n do
begin
if AX[1,i]<MIN then MIN:=AX[1,i];
if AX[1,i]>MAX then MAX:=AX[1,1];

end;

err:=(MAX-MIN)/MAX; it:=it+1;

end;
LA[1,aux]: =(MAX+HIN)/2Z;
PRODUTO(FI MM, 1,n,n,8);
for i:=1 to n do E[1,13:=C[1,1i];
for i:=1 to n do FIL[3i,13}:=FI[1,i];
PRODUTO(E,FIL,1,n,1,8);
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norm:=1/sqrt(C[1,1]1);
FOR I:=1 TO N DO
begin
err:=NORMXFI{1,i];
FIN[i,aux]:=err;
end;

aux:=aux+1;

e calculo da matriz de limpezg——-—-—-———--—-~ 3

if sux<=n then begin
PRODUTO(MM,FI,n,n,1,1);
for i:=1 to n do FIL[1,1]:=C[i,1];
PRODUTO(FI,FIL,1,n,1,1);
MAUX:=C[1,1];
PRODUTO(FI,FI,n,1,n,2);
for i:=1 to n do for ji:=1 to n do AA[1,3]1:=C[1,3];
PRODUTO(AA MM,n,n,n,0);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do C[i,3]:=C[1,]]/HAUX;
for i:=1 to n do for j:=1 to n do
AR EE g Sihem MIRRSE S ==
else LL[i,3]:=-C[1,3];
PRODUTO(D,LL,n,n,n,8);
for i:=1 to n do for j:=1 to n do D[i,3]:=C[i,31;

end;

repeat
trocou:=false;
for j:=1 to i-1 do
if LA[1,3]>LA[1,3+1]
then begin
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aux1:=LA[1,3];
LAf1,3]):=LA[1,3+1];
LA[1,3+1]) :=auxl;
for k:=1 to n do
begin
auxl1:=FIN[k,j];
FIN{k,3]:=FIN[k,j+1];
FIN{k,3+1] :zanxl;
end;
trocou:=true;
end;
He=a=il e

until (i<2) or (not trocou);

writeln{(res,ns);
writeln(res,n+nb);

for i:=1 to (n+nb) do begin

for j:=1 to (n+nb) do write(res,KK[i,i]);

writeln(res);
end;

for i:=1 to (n+nb) do begin

for j:=1 to (n+nb) do write(res,HM[i,i]);

writeln(res);

end;
writeln(res,nj;
for i:=1 to n do begin

for j:=1 to n do

write(res,FIN[Jj,1i]);
for j:=1 to n do write(lst, 'FIN(',i,” .3, )= ',FIN[i,3]:8:5);

writeln(lst);
writeln(res);

end;
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©

for i:=1 to n do for j:=1 to nb do writeln(res,TAB[1,31);

for i:=1 to n do writeln{res,LA{1,i]);

{—- g —=Flinkde EREEGERD-—— T T T e 1

cont:=cont+l;

end; {2

close(ent); close(res);
end. {1}
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program SINTESE;

type matriz-array[l..18,1..180] of real;

var i.3j,k.N,1,v,CASO,KEPT ,NA NB,NSUE, cont:integer;
KK,MH,LA,TAR, TBA ,MAUX ,FIN,MK,RM.C:matriz;
w,auxl,z:real;
ENT,RES,CPT:TEXT;

procedure PRODUTO(A,B:matriz;nl,nZ,n3,v:integer);

var 1,j,k:integer;

begin

for i:=1 to nl1 do for j:=1 to n3 do C[1,3]:=8;
for i:=1 to nl do for j:=1 to n3 do
for k:=1 to n2 do C[i,373:=C[1,33+A[1i,k}*¥B[k,3];

end;

begin day

{~---CALCULO DAS MATRIZES MODAIS DE MASSA E DE RIGIDEZ---}

ASSIGN(ENT. "ARQUIVOZ .DAT ); KRESET(ENT);
ASSIGN(RES ., "ARQUIVO3.DAT " ); REWRITE(RES);
ASSIGN(CFT, ‘completl.dat’): REWRITE(CPT);
connt:=1;
READ(ERT ,NSUBY;

writeln(CPT, 'No. de Subestruturas= ’,nsub);

WHILE cont<=nsub DO BEGIN {2}
READ(ENT,CASO);
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READ(ENT,N;

FOR I:=1 TO N DO FOR J:=1 TO N DO READ(ENT,KK[I,J]);
FOR I:=1 TO N DO FOR J:=1 TC N DC READ(ENT .MM[I,d]

READLN(ENT,NA);

WRITELN( "ESCOLHA O NUM. DE MODOS A SEREM RETIDOS (valores de 1 & “.na, " ):’);

read1n(KEPT };
FOR I1:=1 TO kept DO FOK J:=1 TO ns DO READ(ENT,FIN[3,i]);
for i:=1 to (na-kert) do for j:=1 to na do read(ent,z};
FOR I:=1 TO NA DO FOK J:=1 TC (N-NA) DO READ(ENT,TAB[I,J]);
FOR I:=1 TO KEPT DO FOR J:=1 TO KEPT DO LA[I,J]:=03;
FOR 1:=1 TO KEPT DC READ(ENT,LA[I,I};
for i:=1 to (na-kept) do read(ent,z);
BB :=N-NA;
for i:=1 to (kept+nb) do for j:=1 to (kept+nb) do
begin
KM[i,33:=6; MK[i,3]:=0;
end;
writeln(cpt);
writeln(CPT, 'Caso= ",caso,” No. G.L.= ",nJ;
writeln(CPT);

writeln(CET, 'Hatriz de rigidez:  };
for i:=1 to n do begin for j:=1 to n do write(CPT,kk[i,3]1:9:5);
writeln(CPT); end;

writeln(CPT};

writeln(CPT, 'Matriz de massa:’);

for i:=1 to n do begin for j:=1 to n do write(CPT,mm[i,3]:9:5);
writeln(CPT); end;

writeln(cpt);
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writeln(CPT, No. G.L. internos: ,na,’ No. de modos retidos= " ,kept);
writeln(ept);
writeln(cpt, "Autovetores (’,NA, 'x",kept, ':');

for i:=1 to NA do begin for j:=1 to KEPT do write(CPT.fin(i,3]:9:9);
writeln(CPT); end;

writeln(ecpt);

WRITELR(CPT, 'T",caso, ": " );

for i:=1 to NA do begin for j:=1 to (n-na) do write(CPT,tab[i,3]:9:5):
writeln(CPT); end;

writeln(ecpt);

WRITELN(CPT. Matriz das frequencias quadraticas: ');

for i:=1 to kept do begin for j:=1 to kept do write(CPT,la{i,3]:9:9);
writeln(CPT); end;

{~—-MNB-—-3

for i:=1 to NA do for j:=1 to KEPT do
begin
AUX1:=FIN[i,3];
FIN[i,3]:=FIN[j,i];
FIN[3,1]:=auxl;

end;
{ for i:=1 to NA do begin for j:=1 to KEPT do write(lst,fin[i,3]:9:9);7
{ writeln(1lst); end; 3

PRODUTQ(FIN,MM,KEPT ,RA,NA. @)

for i:=1 to KEPT do for j:=1 to NA do MAUX[i,3]:=C[i,3]1;

PRODUTO(MAUX, TAB,KEPT ,NA,NB,@);

for i:=1 to KEPT do for j:=1 to NB do MK[i,KEPT+j]:=C[i,3];
for i:=1 to NA do for j:=(NA+1) to N do MAUX[i,j-NAJ:=MM[1,i];
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PRODUTO(FIN ,MAUX,KEFT ,NA,NB,@);

FOR i:=1 to REPT do for j:=1 to HF do
MK[3i,KEPT+3]:=MK[1,KEPT+31+C[i.31];

for i:=1 to NA do for G:=1 to NBE do TBA[4,1]:=TAB[i,3];
PRODUTO(TRA , MAUX ,HE ,NA.NRB,@);
for i:=(KEPT+1) to (KEPT+NB}; do

for J:=(RKEFT+1) tco (KEPT+NE)

do MK[i,i]:=MM[i+na-kept, j+na-kept}+C[i-KEPT,j-KEFT];

for i:=(NA+1) to N do for j:=1 to NA do
MAUX[(3-NA),J]:=MM[3i,31;

PRODUTO(MAUX, TAB,NB,N&,NB,8);

for i:=(KEPT+1) to (KEPT+NB) do for j:=(KEPT+1) to (KEPT+NB)
do MK[1,3]:=MK[i,3]+C[i-KEPT,j-KEPT];

PRODUTO(TBA,MH ,NB,NA,RA,0);

for i:=1 to NB do for j:=1 to NA do MAUX[i,31:=C[31,3];
PRODUTO(MAUX, TAR ,NB,RA,NB,8);

for i:=(KEPT+1) to (KEPT+NB) do

for j:=(KEPT+1) to (KEPT+NB) do
MK[i,3]:=MR[1,31+C[i-KEPT,j-KEPT];
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for i:=1 to KEPT do for j:=(KEPT + 1) to N do
MR[3,1]:=MK[i,3];

{-—-SBE---}

for i:=1 to NA do for j:=(NA+1) to N do
MAUX[1,3-NA1:=RK[i,3];

PRODUTO( TBA , MAUX,NB ,NA ,RE, @) ;

for i:=1 to NB do for j:=1 to NB do
KM[KEPT+i,KEPT+3] : =KR[i+NA, j+NAJ+C[1,3];
for i:=1 to KEPT do KM[i,1]:=LA[i,1i];

for i:=1 to KEPT do MK[i,i]:=1;
{-——impressao das matrizes modais de massa e de rigidez---}
writeln(CPT);
writeln(CPT, 'MATRIZ MODAL DE MASSA: " );
for i:=1 to (KEPT + NB) do begin
for i:=1 to (KEPT + NB) do
write(CPT,MK[1,31):
WRITELN(CPT);
end;
writeln(CPT)H;
writeln(CPT, 'MATRIZ MODAL DE RIGIDEZ:"):
for i:=1 to (KEPT + NEB) do begin
for j:=1 to (REPT + NB) do
write(CPT ,KM[1,31);
WRITELN(CPT); end;

WRITELN(RES, 'MATRIZES MODAIS DE MASSA E RIGIDEZ; T1; SUBESTRUTURA ~,CASO);:
for i:=1 to (KEPT + NB) do begin
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for j:=1 to (REPT + NB) do
write(RES,MK[3i,3]);
WRITELN(RES);
end:

WRITELN(RES);

for i:=1 to (KEPT + NB) do begin

for j:=1 to (KEPT + NB) do
write(RES,KM[1,3]);
WRITELN(RES); end:

WRITELN(RES };

for i:=1 to na do begin
for j:=1 to kept do write(res,FIR[j,1i]);
for j:=1 to nb do write(res,TAB[i,j]);
writeln(res);

end;

for i:=1 to nb do
begin
for j:=1 to kept do write(res,d.0@);
for j:=1 to nb do
if j=i then write(res,1.08)
else write(res,8.9);
writeln(res);
end;
WRITELN(RES);
cont:z=cont+l;
end; {2}

CLOSE(ENT );
CLOSE(RES);
CLOSE(CPT);
end. {13



