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LISTA DE SIMBOLOS

0.1 SOBRE A COMPOSICAO DOS SIMBOLOS

Foram adotados alguns critérios para a composi¢ao dos simbolos desta, tese, os princi-
pais sao apresentados a seguir:

i) as grandezas dimensionais sio superpostas por um acento circunflexo. As correspon-
dentes grandezas adimensionais sao anotadas sem o acento circunflexo;

ii) os simbolos que estdo guarnecidos por um ”+” representam grandezas associadas a uma
configuragéo de equilibrio do oleotuto. Assim y1(z) é a cota da secao z do oleoduto, na

configuragéo de equilibrio atingida durante a operagao de langamento.

iii) a notagdo dos vetores e matrizes nio recebem qualquer complemento e o contexto é
suficiente para esclarecer quando uma grandeza é um vetor, uma matriz ou um escalar;

iv) a lista dos principais simbolos é apresentada seguindo uma ordem alfabética apenas
pelo primeiro caracter;

v) no final da relacio é apresentado um conjunto de simbolos especiais.

0.2 SIMBOLOS

area do anel de ago na segao transversal do oleoduto:
A*, AL - operadores definidos em algum subconjunto de H 2(Q),

A -

A,

A; (1 < j £ N —1)- matrizes auxiliares usadas na construgao da matriz de rigidez
Ky

B;

(1 <3 £ N — 1)- matrizes auxiliares usadas na construgio da matriz de rigidez
Ka;

C*Q) = {f : @ — R,com derivadas primeiras e segundas continuas em Q};

E-médulo de elasticidade do ago;

ej(z) (1 <j < 2N +2)- funcdo j — ésima do espago VZN+2;
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ii

f(z)-elemento genérico do espago H2(Q);
fa(é)— forga de atrito Coulombiano por unidade de comprimento do oleoduto;

Fy(z)- integral no intervalo [z,p], € Q da forca de atrito Coulombiano por unidade
de comprimento do oleoduto, nas condigdes da operagao de abandono;

fn(é)—forga de reagdo do solo, segundo a normal, por unidade de comprimento do
oleoduto;

fnL(é)-forga de reagao do solo, segundo a normal, por unidade de comprimento do
oleoduto, na condicao da operagao de lancamento;

fna(8)-forca de reacao do solo, segundo a normal, por unidade de comprimento do
oleoduto, na condigao da operagio de abandono;

ft(é)—forga de reacao do solo, segundo a tangente, por unidade de comprimento do
oleoduto;

E, (8)- forga solicitante, na segao da linha elistica separada da origem por um trecho
de tubo de comprimento §. Medida no sentido positivo do eixo z;

Fy(§)-forqa solicitante, na secdo da linha el4stica separada da origem por um trecho
de tubo de comprimento §. Medida no sentido positivo do eixo ¥;

g(z)-elemento genérico do espago vetorial H'(Q);

G; (1 £ j £ N — 1) matrizes auxiliares usadas na construgao da matriz de rigidez
Ka;

h(z)-elemento genérico de H?({2), nas vizinhangas de y} de H%(Q);

hia(z) (1 <k <4,1<i<N)polinémios de grau menor ou igual a trés, usados na
construgao das fungdes e;(z) da base de V2V+2;

H'(Q) - espago vetorial constituido pelas fungdes definidas em Q = [0, p], tomando
valores reais que sao continuas e cuja derivada primeira é quadrado integrivel em Q;

H?*(Q) - espago vetorial constituido pelas fungdes definidas em Q = [0,p], tomando
valores reais que sao continuas com derivadas primeiras continuas e cuja derivada
segunda é quadrado integravel em ;

j(v(z)) - funcional definido em V3 C H%(Q);

J - momento de inércia da se¢do transversal do oleoduto;

J4(v(z)) - funcional definido em V} C HY(Q);
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J4(v(z)) - funcional definido em V% C H2();

Ji(v(z)) - funcional definido em V} C HY(Q);

J2(yL(z)) - funcional definido em V2 C H2(Q);

k - constante elastica de mola do solo;

K., - constante de mola do tubo de aco;

K,, K; - matrizes parciais de rigidez do problema da operagdo de lancamento:
K= %Kl + ﬁK2 - matriz global de rigidez do problema de lancamento;

— EJv

=0 _ constante adimensional;
Loes

L- comprimento nao deformado do oleoduto;

Lo - comprimento tipico de um vao livre do oleoduto;

M (3) - momento fletor solicitante na segao do oleoduto de abscissa curvilinea §;

N - forga normal & supeficie horizontal de contato de um corpo de peso concentrado
apoiado sobre ela;

N - nlimero de elementos de discretizagao do oleoduto, N + 1 é o ntimero de nds;

ng - distancia, em niimero de nés, do né em que cessa a atuagao da forca de atrito, na
operagao de abandono até o né de abscissa v = N + 1;

P - vetor de carregamento, P* é o seu transposto;

- comprimento adimensional do oleoduto;

Sheo

p=
Q(§) - forga cortante solicitante na secao do oleoduto de abscissa curvilinea $;
r2j—1 - deslocamento vertical doné 5,1 < j < N;

r9; - rotagaodond 5, 1 < j < N;

T2j+1 - deslocamento vertical doné j+1,1< 7 < N;

Toj42 - Totaggodond j+1, 1 < j < N;

S - érea da secado transversal do tubo de aco;
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§ - abscissa curvilinea medida sobre a linha eldstica do oleoduto com o mesmo sentido
positivo do eixo das abscissas lineares;

T'(8) - forca tangente & linha elstica na secio situada na abscissa de medida 3;

Tr(3) - forga tangente A linha eldstica na secao situada na abscissa de medida 3§,
durante a operagao de langamento;

Ta(3) - forga tangente a linha eldstica na segdo situada na abscissa de medida §,
durante a operagao de abandono;

t(x) - variagdo da forga T'(z) quando se passa da configuragao de equilibrio da linha
elastica do oleoduto, resultante da operagao de lancamento para a operagao de aban-
dono;

u(z) - deslocamento horizontal, motivado pela deformagéo originada pela acao da forga
T'(x) da segéo de abscissa z;

ur(z) - deslocamento horizontal, durante a operagao de langamento, motivado pela
deformagao originada pela acéo da forga T'(z) da segdo de abscissa z;

ua(z) - deslocamento horizontal, durante a operagdo de abandono, motivado pela
deformacao originada pela agdo da forga T'(z) da secdo de abscissa z;

Ui =vinexQ)

Uy = Vi NCQ);

Vi={g: H(®)— R|g(0) =0, £(p) = L2}

VL C HY(Q);

Vi={g: H\Q) — R|4(0) =0, £(p) = "42};

Vi c HY(9);

Vi={S: H(Q) — R| J(0) =0, f(p) =0, £(0) =0, &L (p) = 0};
Vi v H*(Q);

Vi={f: BNQ) — R| f(0) =0, f(p) =0, £(0) =0, L(p) = 0};
Vi H(Q);

/o - flecha tipica de um vao livre do oleoduto;

V;,(f:) - diferenga entre a ordenada, segundo a normal, do oleoduto no ponto de abscissa
Z e a ordenada do perfil do solo nao deformado neste ponto;



Vi(z) - diferenga entre a ordenada, segundo a vertical, do oleoduto no ponto de abscissa
z e a ordenada do perfil do solo n&o deformado neste ponto. Aniloga a V,(z) apés

a identificacao da dire¢do normal com a vertical. O indice L se refere 4 operacao de
langamento.

Va(z) - diferenca entre a ordenada, segundo a vertical, do oleoduto no ponto de abscissa
z e a ordenada do perfil do solo ndo deformado neste ponto. Anéloga a Vi(z) mas
relativa 4 operagao de abandono.

v(z) - deslocamento vertical arbitrario da linha eléstica, na segio de abscissa z, v € V;

v*(z) - deslocamento vertical da linha elastica na configuracéo de equilfbrio, na secéo
de abscissa z, v* € VE;

U5(Z) - cota do perfil do solo ndo deformado, na secdo do oleoduto de abscissa &;
£(8) - abscissa do ponto da linha eldstica com abscissa curvilinea §;
9(£) - ordenada do ponto de abscissa &;

y1(x) - ordenada arbitraria, durante a operacao de langamento, do ponto de abscissa
T3

y;(z) - ordenada da configuragao de equilibrio, durante a operacio de lancamento,
do ponto de abscissa z;

ya(x) - ordenada arbitraria, durante a operagio de abandono, do ponto de abscissa ;

ya(z) - ordenada da configuragao de equilibrio, durante a operagao de abandono, do
ponto de abscissa z;

Wo(Z) - empuxo por unidade de comprimento do oleoduto, no ponto de abscissa ;

Zj(x)- polinémio associado ao elemento j-ésimo do oleoduto adimensionalizado.

0.3 SIMBOLOS ESPECIAIS

« - este simbolo, quando usado sem qualquer indice ou complemento, indica um
parametro local numa dada definigao ou uma variavel auxiliar;

ay - constante de adimensionalizagdo da equagao bésica, cuja solucao descreve uma

configuragéo de equilibrio da linha eldstica do oleoduto;



Qf = =773,

B - este simbolo, quando usado sem qualquer indice ou complemento, indica um
parametro local numa dada defini¢ao ou uma varidvel auxiliar;

By - constante de adimensionalizagéo da equacgao basica, cuja solugao descreve uma
configuragéo de equilibrio da linha el4stica do oleoduto;

— ’s'eé ilO_
ﬁf TO ]
€y - parametro que traduz a relacio entre as escalas de comprimentos vertical e hori
zontal (por exemplo: flecha tipica Vp e vio livre tipico Lg);

S

£ = 3

§ - este simbolo, quando usado sem qualquer indice ou complemento, indica um
parametro local numa dada definigao ou uma varidvel auxiliar;

6y - constante de adimensionalizagdo da equacgdo bésica, cuja solugao descreve uma
configuragao de equilibrio da linha eldstica do oleoduto;

5, = BS.

A- comprimento adimensionalizado de cada elemento obtido na discretizacao do oleo-
duto;

A=

2

A, ou A, - indicam parametros locais numa dada definicio ou varidveis auxiliares;

Yo(z) - peso por unidade de comprimento do oleoduto (tubo + capa de concreto) no
ar, adimensional;

Yes () - peso por unidade de comprimento do oleoduto (tubo + capa de concreto) no
ar, valor dimensional;

Kk - indica um parametro local, numa dada defini¢do ou uma varisvel auxiliar;
7 - indica um parametro local, numa dada defini¢do ou uma varisvel auxiliar;
A - indica um parametro local, numa dada defini¢do ou uma varidvel auxiliar;
p - indica um parametro local, numa dada definicdo ou uma varisvel auxiliar;

¢ - indica um parametro local, numa dada definicdo ou uma varidvel auxiliar;

¢ - indica uma fungéo local, numa dada definigio ou uma funcgao auxiliar;



¢ - indica uma fungao local, numa dada definicao ou uma funcio auxiliar;
X - indica um parametro local, numa dada definicado ou uma variavel auxiliar;
% - indica uma funcao local, numa dada definicao ou uma funcao auxiliar;
w - indica um parametro local, numa dada definicdo ou uma variavel auxiliar;

{1 - conjunto de defini¢ao das abscissas adimensionais da linha elastica do oleoduto,
corresponde ao intervalo fechado [0,p];

p - coeficiente de atrito de Coulomb entre o oleoduto e o solo;

v(x) - variagdo arbitrria do deslocamento u}(z), quando se passa da configuragio de
equilibrio da linha eldstica do oleoduto, da operagao de lancamento para a operacao
de abandono;

o;j- abscissa do j-ésimo né do oleoduto adimensionalizado;
¢ - indica um parametro local, numa dada definicdo ou uma varidvel auxiliar;

§(x) - variagdo arbitraria do deslocamento y}(z), quando se passa da configuracio de
equilibrio da linha elastica do oleoduto, da operacao de lancamento para a operagao
de abandono;

v*(z)- variagao do deslocamento u}(z), quando se passa da configuragao de equilibrio
da linha eldstica do oleoduto, da operagao de langamento para a operacao de abandono;

£*(x)- variacdo do deslocamento ¥} (z), quando se passa da configuragao de equilibrio
da linha eléstica do oleoduto, da operagao de langamento para a operagao de abandono;

l;- variavel percorrendo o j-ésimo elemento de comprimento normalizado do oleo-
dUtoa i € [011]7 V]; 1<;5< N7

|| |- simbolo geral usado para denotar uma norma. Em alguns casos recebe com-
plementos especificos que caracterizam uma particular norma.



RESUMO

A operagio de assentamento de oleodutos sobre solo de perfil irregular foi modelada

sob o pressuposto de que ela seja constituida de duas etapas, a de langcamento e a de
abandono.
Na operagao de langamento, a modelagem matematica dos esforgos sobre o oleoduto
incluindo aqueles desenvolvidos nas interagoes oleoduto-solo conduz a um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias com condigbes de contorno, complementada por uma
relagao de desigualdade, traduzindo o vinculo de contato entre o oleoduto e o solo. Este
modelo é transformado num modelo na forma variacional equivalente, que por sua vez
pode ser formulado, equivalentemente, como um problema de inequagao variacional.

A operacgao de abandono é considerada como uma perturbagao do oleoduto em torno da
configuracao de equilibrio, atingida pela linha eldstica durante a operagao de langamento.
A modelagem dos esforgos sobre o oleoduto e daqueles devidos as interagoes oleoduto-
solo conduz a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias com condigoes de contorno,
complementadas por duas relagdes de desigualdade, traduzindo os vinculos de contato e a
acao do atrito entre o oleoduto e o solo. Neste caso aparece uma relagao adicional de de-
sigualdade, pela presenca do atrito longitudinal imposto pelo solo sobre a linha. O modelo
adotado para o atrito é o modelo de Coulomb, adaptado para contatos distribuidos. O

modelo da operacao de abandono é transformado num modelo equivalente, na forma de
inequagoes variacionais.

Se os problemas enunciados estdo associados & operacdo de lancamento eles sao ba-
tizados de problemas PL. Aqueles associados a operagao de abandono sao batizados de

PA.

Para cada tipo de problema sao estabelecidas e demonstradas as equivaléncias entre os
enunciados nas diferentes formulagoes. Além disso é demonstrada a existéncia e unicidade
de solucao para cada problema na forma de inequagdes variacionais. Pelas equivaléncias
ficam demonstradas também a existéncia e unicidade de solugao para os problemas nas
outras formulacdes. Adicionalmente é estabelecida uma majoragao para a solugao de cada
problema na forma de inequagao variacional.

Tendo em vista ilustrar a utilidade destes modelos para aplicagoes praticas, eles foram
discretizados em elementos finitos e um cédigo simplificado, em linguagem FORTRAN
77, foi escrito. Permitindo assim a obtencao de alguns resultados numéricos.



ABSTRACT

In this work pipeline installation on irregular sea floor has been considered as a two-
step process, namely, laying and abandon.

In the laying operation a system of ordinary nonlinear differential equations has been
developed to model the efforts along the pipeline. Boundary conditions at both ends of
the pipeline together with an inequality associated to the contact pipeline-soil have been
established. The model has been rewritten in an equivalent variational inequality form.

The abandon operation has been treated as a perturbation around the equilibrium
configuration associated to the laying operation. Modeling of the pipeline efforts includ-
ing those due to the interaction between it and the soil has lead to a system of nonlinear
ordinary differential equations. A set of boundary conditions at both ends of the pipeline
together with two inequalities expressing contact constraints and friction between the
pipeline and the soil have been established. The additional constraint that arises in this
case is due to the longitudinal friction between the soil and the pipeline. The Coulomb
friction model for distributed contact has been adopted. An equivalent variational in-
equality form model has been derived.

Laying and abandon operations have been denoted respectively by PL and PA through-
out the text.

The equivalence between the distinct formulations have been established and proved.
Existence and uniqueness of the solution of each problem in the variational inequality form
have been proved. As a consequence of the above mentioned equivalences the existence
and uniqueness of the solutions corresponding to the remaining formulations have also
been proved. An upper bound for the solution of each problem expressed in variational
form has been obtained.

To illustrate their usefulness in practical situations the models have been discretized
in finite-element form. A simplified FORTRAN 77 code has been written in order to get
numerical results.



CAPITULO 1

CONSIDERACOES SOBRE O
PROBLEMA E APLICACOES

1.1 INTRODUCAO

Esse trabalho originou-se do interesse manifestado pela PETROBRAS em avaliar as
condicoes de tensao nas linhas (oleodutos) ja instaladas, por ela, no fundo do oceano e
daquelas que, no futuro seriam instaladas. Esse interesse acabou gerando um projeto de
engenharia cujo objetivo principal era desenvolver um modelo matematico que permitisse
avaliar as tensdes em linhas apoiadas em solo de perfil irregular, levando em conta que
em cada ponto a reacao do solo no sentido vertical tem caracteristicas de uma mola, que
é el4stica e linear sob compressio e sob tracao tem coeficiente de elasticidade nulo, isto
é, nao oferece reagio alguma sob tragdo. A interagao da linha com o solo, no sentido
longitudinal, deveria considerar o efeito do atrito. Além disso era importante avaliar
o comportamento dinamico dos trechos da linha em vao livre, considerando excitagoes
provocadas por ondas ou correntezas.

Esse trabalho foi desenvolvido e forneceu resultados satisfatérios, mas deixou muitas
dtvidas conceituais, em particular sob o aspecto matematico do problema. Essa tese
responde a algumas destas diividas.

O primeiro problema conceitual a ser entendido estéd relacionado com a nao unicidade
da configuragao de equilibrio, em virtude da presenga do atrito. Para contornar este
problema, hipéteses bastante restritivas precisam ser introduzidas. Apesar disto, sob as
condicdes das operagdes de assentamento das linhas, a partir de uma barcaga langadora,
elas sao bastante realistas e permitem obter um modelo que pode ser tratado numerica-
mente, visando a obtengao de resultados quantitativos.

O presente trabalho se concentra nos aspectos conceituais da determinacao de con-
figuracdes de equilibrio da linha eldstica de oleodutos apoiados sobre solo de perfil irregular
e sob efeito de atrito no sentido longitudinal da linha.
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Como resultados qualitativos foram obtidos:
a) como conseqiiéncia da hipétese basica que estabelece um par bem definido
de passos para a operagao de assentamento, foram obtidos dois modelos ma-
temadticos, na forma de inequagGes variacionais. Estes modelos decorrem de

correspondentes modelos na forma de equagoes diferenciais sujeitas a vinculos
do tipo de desigualdades;

b) uma “equivaléncia” é estabelecida entre cada modelo na forma de equacoes
diferenciais e o correspondente na forma de inequacao variacional, esta “equiva-
léncia” diz que as solugoes obtidas via modelo de inequagao variacional, se
existirem, sob certas condigdes coincidem com aquelas obtidas via modelo
diferencial, se estas também existirem:;

c) alguns resultados sobre a existéncia e a unicidade de solugoes dos problemas
estudados.

Os problemas enunciados na forma de equacdes diferenciais, se possivel, sdo re-enun-
- ciados numa forma variacional equivalente e sao discretizados em elementos finitos,
originando problemas de minimizagdo de funcionais em espacos de dimensdo finita, que
resolvidos numericamente fornecem resultados quantitativos, o que permite uma avaliacio
do potencial dessas técnicas. '

A discretizacao dos problemas enunciados na forma de inequagdes variacionais, por
envolver uma expressiva complexidade, foi considerada fora do escopo da tese; entretanto,
algumas consideragoes sobre o assunto sao apresentadas no final do Capitulo 3.

O contetido desse trabalho estd distribuido em seis capitulos e trés apéndices. O
Capitulo 1 contém, além dessa introdugao, uma rapida génese das inequagoes variacionais,
alguns exemplos de aplicagao das inequagdes variacionais, uma mirada para as principais
ferramentas matem4ticas necessarias para o desenvolvimento do trabalho e finalmente o
problema, objeto da tese, é enunciado com alguns detalhes.

O Capitulo 2 contém as hipéteses fundamentais e a formulacido dos modelos matema-
ticos basicos. O Capitulo 3 contém os resultados qualitativos obtidos, sendo esse Capitulo
o cerne da tese. O Capitulo 4 contém alguns detalhes da discretizacdo e a formulagio
dos problemas discretizados, j4 preparados para serem convertidos em algoritmos e co
dificados em forma de programas de computador. O Capitulo 5 apresenta um exemplo
ilustrativo do problema estudado, a titulo de complemento aos resultados qualitativos.
O Capitulo 6 contém as principais conclusbes e algumas discussdes sobre futuros de-
senvolvimentos. O Apéndice A contém algumas demonstragoes relativas ao Capitulo 3,
envolvendo maior complexidade algébrica. O Apéndice B contém alguns elementos das
ferramentas matemaéticas usadas no desenvolvimeto da tese. O Apéndice C apresenta
alguns resultados secundérios e nao essenciais para justificar os resultados obtidos.
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1.2 ORIGEM DAS INEQUA(}()ES VARIACIONAIS

Apresenta-se uma ripida genealogia desta técnica que permite formular e resolver al-
gumas classes de problemas de engenharia. As técnicas introduzidas pela Programacao
Matematica foram precursoras das técnicas numéricas desenvolvidas no escopo dos Métodos
Variacionais e destes dois temas originaram-se as Inequagoes Variacionais [2]. Qualita-
tivamente, o grande salto das primeiras para as segundas foram as generaliza¢des para
espagos de dimensdo infinita, juntamente com todas as implicacGes que a infinitude das
dimensdes acarreta. Esta etapa na generalizagao dos conceitos se deu, por um lado, com
o auxilio da Anélise Funcional, que estuda os espagos de fungGes que, em geral, sio de
dimensao infinita. A infinitude da dimenséo tem implicagao na topologia destes espacos

como, por exemplo, a ndo equivaléncia de normas e portanto das topologias engendradas
por estas normas.

Por outro lado, a Teoria da Medida e Integracao e a Teoria das Distribui¢es fornecem
a base tedrica para a anglise de medidas, particularmente de distancias. Apoiadas em
todos os resultados fornecidos por estas teorias matemadticas, as desigualdades envolvendo
fungGes chegaram as desigualdades envolvendo funcionais que, em sentido amplo, cons-
tituem o objeto das Inequacoes Variacionais.

As aplicages deste cabedal teédrico a problemas de engenharia ainda é um tanto in-
cipiente, o que é bastante compreensivel dada a vastidio da base conceitual envolvida.

Como conseqiiéncia, observa-se que a maioria destas aplicagGes tem sido desenvolvida por
matematicos [3].

1.3 EXEMPLOS DE APLICAGAO DE
INEQUACOES VARIACIONAIS

1.3.1 O Problema de Lubrificagio de um Mancal

Trata-se do problema da hidrodinimica da lubrificagao de um mancal de didmetros
e comprimento dados. A fungéo incégnita do problema é a distribuicao da pressdo p
em uma fina camada de lubrificante (um fluido viscoso com coeficiente de viscosidade
i) contida numa estreita faixa, entre dois cilindros circulares de mesmo comprimento,
mantida aberta em ambas as extremidades dos cilindros, sob a pressao atmosférica que
por simplicidade, mas sem comprometer os resultados, é suposta nula. Os eixos de ambos
os cilindros sao considerados paralelos mas nao coincidentes e é suposto que o cilindro
externo permanece fixo e o cilindro interno gira em torno do seu eixo, com velocidade
constante e igual a w, ver Figura 1.1.1

1Todas as figuras e gréficos desta tese tém cunho estritamente ilustrativo. Foram desenhados para
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Figura 1.1: Posicao relativa dos mancais e da camada de lubrificante.

A determinagao da distribuigdo de pressao no interior do filme de fluido lubrificante
pode ser estabelecida como um problema de equacgdes diferenciais parciais do tipo eliptico,
com condigoes de contorno especificadas [4].

A solugao obtida nesta formulagao fornece uma distribuicao de pressdo que admite
pontos, no interior do filme fluido, onde a pressao se torna negativa. Evidéncias expe-
rimentais mostram que, se a pressao atinge um valor minimo critico p., relacionado a
pressao de vapor do fluido, o filme de lubrificante se rompe e uma bolha de ar se forma.
A geometria da regiao onde a pressao atinge o valor critico é desconhecida, entretanto as
condigoes de contorno para esta regiao, chamada regiao de cavitagao ou regiao cavitada,
sao: gradiente nulo de pressao e valor constante p. para a pressao. Em geral, o valor
da pressao critica p. é inferior e muito préximo da pressao atmosférica. Na formulagao
do problema, como uma equacao diferencial parcial do tipo eliptico com condigbes de
contorno dadas, a pressao pode atingir valores menores que o valor critico pe, 0 que nao é
fisicamente consistente. Uma abordagem mais realista pode ser adotada, considerando-se
o problema como um problema de fronteira livre, i.e um problema onde a geometria do
contorno é desconhecida e deve tornar-se conhecida através da determinagao da prépria
solucido do problema. O problema de fronteira livre, que pode ser formalizado como um
problema na forma de uma inequagao variacional, fornece uma distribuigao de pressao
no interior do filme lubrificante satisfazendo p > pe, mais realista portanto, uma vez que
apresenta melhor concordancia com as evidéncias experimentais. E de se notar que a
inequagao variacional, no presente caso, nasce da desigualdade basica p > pe.

ajudar na compreensio qualitativa das idéias e conceitos sem preocupagio em transmitir informagoes
quantitativas.
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«JJI

Figura 1.2: Percolagao numa segao retangular D = (a,b) x (a,c) = (0,z1) x (0,%1)-
1.3.2 Escoamento de um Fluido através de Meio Poroso

Trata-se de um problema de infiltragao de 4gua através de uma barragem de terra, se-
parando dois reservatdrios de dgua. Diz-se tratar de um problema de percolagao. Para
barragens, cuja se¢ao transversal é particularmente simples, o problema de percolagao
pode ser formulado como uma inequagao variacional. Esclarece-se, no entanto, que para
secOes transversais cujas geometrias estejam mais préximas da realidade, este tipo de
formulacao conduz a uma familia de inequagoes variacionais, dependentes de um ou mais
parametros. Nos casos mais gerais, em que a geometria da segao é qualquer, a formulacgao
conduz a uma inequagao quase-variacional.

Como exemplo ilustrativo, considera-se o caso mais simples em que a segao transversal
da barragem tem forma retangular, ver Figura 1.2.

Por questdes de regularidade, o problema considerado pode ser entendido como sendo
de um fluxo por percolagio bidimensional, com superficie livre que é a linha de contorno
entre o solo seco e o solo molhado.

Para apresentacdo do modelo do problema, algumas hipdteses simplificadoras sao
necesséarias. Em primeiro lugar, considera-se o solo na regiao de percolagao, como sendo
homogéneo e isotrépico. Em segundo lugar, desprezam-se os efeitos de capilaridade e
evaporagao e, para finalizar, supGe-se que o fluxo seja laminar e obedeca a lei de Darcy
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[3]. A partir desta lei, extraem-se uma fungdo potencial de velocidades e uma fungao
potencial de corrente que satisfazem & equacao de Laplace.

A funcdo potencial de velocidades ¢ fornecida pela lei de Darcy estd definida em Q. E
pode ser prolongada continuamente para ficar definida em D. Analogamente se procede
com a funcao corrente 1. Como mostra a Figura 1.2, o conjunto £ pode ser definido por:

Q= {(z,y) € D,0 <1 <x,0 <y < f(x)}. A fungdo f(x) deve satisfazer as seguintes
condigoes:

f(0) = w, %f(O) = 0; f(z1) > v, 1112.,; %f(:l:) = —o00.

Além disso, a funcdo f é suposta convexa e o conjunto ) é o fecho do conjunto 2. O
conjunto D estd definido na legenda da figura e D é o fecho de D.

Uma formulacio convencional para o problema em pauta estabelece que existem
fungdes ¢(z,y) e ¥(x,y) chamadas, respectivamente, fungao potencial de velocidades e
funcao corrente, definidas e continuas em (2 tais que:

Pl) = bley) = 0 Y@y €n

0 o
—a—ysa(ay) - %zb(w,y) = 0 Y(z,y) € Q

©(0,y) = 0 Vy, 0 <y <y
o(z1,¥) = Yo Vy, 0 <y <

e@Ly) =y Yy, y <y <us
plz,y=f(z)) = fl) V2,0 <z <=
¥y = aey) Ve 0 <s<mey =0
vz, y=f(z)) = 0 Ve, 0 <z <116y =0

A partir dessa formulagdo os prolongamentos das funcoes ¢(z,y) e Y(z,y) para o
conjunto D podem ser introduzidos:

e (z,y) = o(z,y)  Y(z,y) €Q
e*(z,y) = ¥ ¥(z,y) e D\Q

onde o simbolo \ denota a operagao diferenga entre conjuntos.

Y(z,y) é a fungdo corrente, definida e continua em Q.

Vi(z,y) = Y(z,v) Y(z,y) € 0
Yv*(z,y) = O V(z,y) €
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As fungdes estendidas ¢* e ¥* fornecem:

B(P* B 5,110*

=0 VY=yeD

Ba: dy
W*
By (9:1: = XD\ Y(z,y) € D, no sentido das distribuigoes

em que Xp\o ¢ a fungdo caracteristica do conjunto D \ 2, ver Apéndice B.

As expressdes acima mostram que, sob o significado estrito das fungdes, nao tem
sentido considerar as derivadas de ¢* e de ¥* em D e, mesmo no sentido das distribuigoes,

essas fungdes nao satisfazem as condigdes de Cauchy-Riemann em D, embora satisfagam
em (2.

Neste ponto BAIOCCHI [4] teve a idéia de introduzir uma transformagao, na tentativa
de obter uma formulacido para o problema estendido, isto é, definido em D, que nao
precisasse langar mao do conceito de distribuigao. Assim foram introduzidas as seguintes

definigoes:

wl(z,y) = [l (@, v) — V] dv ou
para P € D
w(P) = f(o’c)_ﬁp —prdz + (y — ¢*) dy

em que (0,c) — P é a integral de linha, segundo um caminho? arbitrério ligando o ponto
(0,¢) ao ponto P.

Uma vez introduzida a transformacgao de BAIOCCHI, a formulagao do problema na
forma de uma inequagao variacional surge a partir da propriedade bésica de w(z, y), que
é w(z,y) >0 V(z,y) € D. E verdade que alguns passos sao necessarios para, partindo
das expressdes que definem a fungao w(z,y), chegar-se 4 inequagao desejada, que é:

a(w,v — w)>Lv—w) YveK (1.1)

onde:
owv) = [[ ( gzg; g’;g”)d dy (1.2)
L{u —v) =— /D(u — v)dzdy (1.3)

2Para o conceito de caminho verApéndice B
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K = {v e H(D),v |sp> 0 qtp}

a abreviatura qtp significa: em quase todo ponto, estando sempre associada & presenga
de uma distribuigao.

Maiores detalhes da formulagao podem ser acompanhados em (3] e [4].

1.3.3 Pré-requisitos de Matematica

Embora seja essencialmente de engenharia, o presente trabalho é revestido de cunho
tedrico conceitual que exige um formalismo matematico minimo para que os resultados nao
adquiram carater impreciso. Nesse sentido é apresentado um apéndice contendo conceitos
e resultados considerados mais importantes para as justificativas diretas dos resultados
qualitativos da tese. Estes resultados dizem respeito aos conceitos bésicos sobre funcionais,
“derivadas” de um funcional, espacos de fungdes, espacos completos e nao completos,
completamento de espagos, etc. Extremos de um funcional, condigGes necessérias para
a existéncia de extremante de um funcional, funcionais convexos, teorema de existéncia
e unicidade do minimo de um funcional, etc. Os conceitos, defini¢oes e teoremas mais
importantes sio apresentados e referéncias bésicas que contém estes resultados também
sao fornecidas. Alguns resultados que nao sao estreitamente vinculados ao resultado da
tese, ou que dizem respeito a aspectos secundérios, sdo apresentados no Apéndice C.

1.3.4 Introdugao ao Problema de Assentamento de Oleodutos

O objeto do presente trabalho é a apresentagéo de alguns resultados obtidos sobre
o comportamento estrutural de um oleoduto durante as operagoes de assentamento em
solo de perfil irregular e sujeito a acao de atrito entre o oleoduto e o solo (leito marinho)
através da formulacdo do problema na forma de um par de inequagOes variacionais. A

origem desse par de inequaces se encontra no modelo do atrito Coulombiano e no modelo
do solo semi-elastico.

De um modo geral, o problema de assentamento de um oleoduto no leito marinho nao
é bem definido, pelo fato de nao admitir solugio Unica de equilibrio quando o efeito do
atrito entre o leito marinho e o oleoduto é considerado. A presenga do atrito faz com
que a configuracio de equilibrio dependa da histéria das operagoes executadas sobre o
oleoduto, ou seja, para se determinar uma solugao do problema é necessario acompanhar
o processo do assentamento do oleoduto.

Para exemplificar esta situagao, considere-se um bloco de peso P, apoiado sobre um
plano horizontal e sujeito a agao de uma mola, conforme mostra a Figura 1.3. Seja 1 o
coeficiente de atrito entre o bloco e o plano, k a constante elastica da mola.
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Figura 1.3: Bloco de peso P, suspenso, tracionado e depositado sobre o plano horizontal.

Supondo, para desenvolver o argumento, que F< ,ulv e considerando as duas histérias
de carregamento descritas a seguir:

a) o bloco é suspenso, tracionado com uma forga de médulo F', a seguir é depositado sobre
o plano horizontal. Por equilibrio a mola se distende de A%, tal que k.A% = F. Quando
o corpo é depositado no plano nenhuma forga de atrito Coulombiano é mobilizada, pois a
distensao da mola equilibra F'. Neste caso o médulo da forga de tragao sobre cada segao

do bloco e sobre a mola é B = k.A% = F.

b) o bloco é tracionado com forga de médulo F' estando apoiado no plano horizontal.
Como F' < p.N, a forga de atrito Coulombiano f, = F' é mobilizada e, por equilibrio, a
mola nao se distende. Neste caso a forga de tragéo sobre cada segdo do bloco e sobre a

mola é R =0, ver Figura 1.4.

Na realidade pode-se imaginar uma infinidade de histérias de assentamento, de forma
tal que a Eorga de tragao nas segoes da estrutura seja qualquer valor entre 0 e F, i.e,

0 € N < F. Para que a solugao resulte definida é necessirio que informagoes adicionais
sejam fornecidas.

Apesar desta dificuldade inerente ao problema de assentamento do oleoduto no leito
marinho, ainda ¢ pertinente a seguinte questao: é possivel definir uma histéria de assenta-
mento que simule as operagoes usuais de assentamento de um oleoduto no leito marinho?

A resposta a esta questdo, sob a condigdo de que o oleoduto seja langado por barcaga,
pode ser dada satisfatoriamente, quando se reduz o problema de assentamento a um
par ordenado de operacoes, chamadas operagoes elementares. Este par reproduz com
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Figura 1.4: Bloco tracionado e a mobilizagio da forga de atrito f, = F'

fidelidade aceitdvel, os procedimentos operacionais a que é submetido um oleoduto du-
rante uma operagao real de assentamento. A este par ordenado de operacoes elementares
denomina-se histéria de assentamento do oleoduto. Diz-se, também, que cada uma
dessas operagoes é uma etapa da operacéo de assentamento. Seguem a definigao de cada
uma das operagdes elementares ou etapas da operacao de assentamento.

A primeira operacao elementar, chamada operagao de lancamento, consiste na
articulagao de uma das extremidades de um tramo de tubo no fundo do oceano,
tracionado por uma forca de langamento TL, aplicada na extremidade oposta
aquela articulada e, por rotagio em torno do ponto vinculado, como corpo
rigido contido num plano vertical, o tubo é depositado sobre um solo de perfil

irregular. Durante esta operacio o atrito nao intervém na interacao entre o tubo e o
solo.

A segunda operagao elementar, chamada operagao de abandono, consiste em
se engastar uma das extremidades do oleoduto ji lancado e depois atenuar,
quase-estaticamente, a forca de tracao TL, na outra extremidade, até que as-
suma um valor pré-fixado TA, eventualmente nulo ( isto significa que esta extrem-
idade do oleoduto pode ficar sujeita a uma forca de compressao, de origem hidrostatica).

Durante esta operagéo elementar, forgas de atrito Coulombiano atuam sobre o oleo-
duto.

Apbs estas conceituagies sobre as operagdes elementares, serd a abordada a sistem4tica
da modelagem matemaitica do problema. O enfoque dado consiste em formular um modelo
matematico que traduza com aproximagao aceitdvel, em termos de engenharia, o problema
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fisico estudado e que possa ser analisado pelos recursos tedricos oferecidos pelo ferramental
matematico pertinente. Como produto final desses modelos, um cédigo de procedimentos

computacionais permite obter resultados quantitativos, através de tratamento numérico
adequado.

O modelo matemaético formulado, seguindo a histéria do assentamento, assegura a
existéncia e a unicidade de uma solucao de equilfbrio para cada tipo de operacao elementar,
permitindo também que se exiba, em cada caso, uma aproximagio da solugao por meio
de discretizacio da estrutura em elementos finitos.

O cerne desta investigacido é a demonstracao da existéncia e unicidade de solugao
de equilibrio, para cada operagéo elementar do problema de assentamento. A existéncia
e a unicidade da solugdo do problema de langamento sao demonstradas sem maiores
dificuldades e sem restrigdes. A existéncia e a unicidade da solugao do problema de
abandono sdo demonstradas com razodvel esforco adicional sob alguma restrigao sobre a
densidade linear da forga de atrito fa-

O desenvolvimento do modelo consiste em escrever equagoes de equilibrio para um
elemento de oleoduto. Este procedimento conduz a um sistema de equacoes diferenciais
ordinérias, em que uma das fungdes incognitas est4 sujeita a um vinculo do tipo desigual-
dade. Mais precisamente a fungao deslocamento vertical §(3) é restrita pelo perfil do solo
que ao ser comprimido gera uma forca que se opoe e é crescente com 7(8). Como o solo
& modelado como sendo eléstico linear sob compressao e neutro sob tragao, as restrigoes
que o perfil do solo impde sobre os deslocamentos verticais néo sao do tipo obstaculo. O
termo obsticulo tem um significado preciso e corresponde a um vinculo unilateral entre
uma estrutura flexivel (barbante, membrana etc.) e um contorno (apoio) infinitamente
rigido. Confronte com a modelagem do comportamento do solo no Capitulo 2.

O sistema de equagdes entao obtido incorpora as nao linearidades geométricas da
linha elastica, que se manifestam pela presenga das fungées trigonométricas, no modelo
estabelecido pela geometria diferencial. Outras nso linearidades do problema também
estao presentes no modelo inicial basico. Estas nao linearidades estao associadas as forgas
de atrito e ao préprio vinculo de contacto com o solo. Este modelo basico apresenta
um nivel de complexidade que torna dificil, senao impossivel, a sua andlise qualitativa.
Mesmo uma anélise quantitativa é dificultada pela presenca das desigualdades associadas,
respectivamente, ao contacto unilateral com o solo e com o atrito longitudinal do tipo
Coulombiano. Estribado numa série de hipéteses fundamentais, explicitadas e discutidas
no Capitulo 2, é possivel introduzir simplificacdes no modelo, de modo a se obter um
modelo simplificado ainda representativo do problema fisico que se deseja estudar e que
torne vidvel uma analise qualitativa mais aprofundada. Mesmo apds as simplificagoes o
modelo ainda retém manifestacdes de fenémenos fisicos de dificil manipulagao. Estas ma-
nifestagdes estdo associadas as forgas de atrito, que dependem fortemente, como j& vimos,
da histéria de assentamento. O que registra esta histéria de assentamento é a funcio T(2),
que representa a forga que atua axialmente, em cada segdo do oleoduto. Uma questao que
pode ser formulada neste ponto é: ”dada uma fungao T(:i:), 2 € [0, 13], continua e um perfil
de solo ( suposto, por enquanto, infinitamente rigido) 75(%),% € [0, L], e as condigoes de
contorno do problema, é possivel verificar se o sistema de equacgoes diferenciais, com o
vinculo (%) < 9s(2), £ € [0, L), admite uma solugao? Esta solugao, se existir, é unica?
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Depende continuamente das condigoes de contorno? O desenvolvimento deste estudo
norteou-se por questoes dessa natureza.

Para responder, em relagdo ao problema de assentamento (ainda que parcialmente)
questdes como as que estao postas acima, o que é feito no Capitulo 3, o problema é inicial-
mente formulado como um sistema de equacdes diferenciais ordindrias, sujeito a vinculos
de desigualdade e a condigdes de contorno. Em continuagéo o problema é transformado

num problema na forma de um par de inequagoes variacionais. Isto para cada etapa da
histéria do assentamento.

Na primeira etapa desta formulagao, a fungao T(:i:) é conhecida e, na presente abor-
dagem é suposta constante, consistindo a solugao do problema em minimizar-se um fun-
cional e a consegiiente determinagio de uma fungao extremante ge(£), V% € [0, L]. Na
segunda etapa, a obtengao da solugdo do problema é mais complicada, pois nao é possivel
escrevé-lo como um problema de minimizagao de um funcional. Neste caso a funcao que
resolve o problema tem que ser buscada através da solugdo direta de uma inequagao varia-
cional. Como a funcao T'(&) é a fungio que governa os deslocamentos horizontais 4(Z), é
facil entender que, de fato, h4 um acoplamento entre os deslocamentos horizontais 4(Z) e
os deslocamentos verticais (). Este acoplamento se d4, exatamente, através da fungao
T(:f:) No Capitulo 2, a natureza deste acoplamento é estabelecida para cada etapa do
problema, ou seja, para cada operagao elementar que compoe a histéria do assentamento.

Os resultados obtidos no Capitulo 3 estdo intimamente relacionados a natureza deste
acoplamento.



CAPITULO 2

ASSENTAMENTO DE

OLEODUTOS. HIPOTESES E
MODELAGEM

2.1 HIPOTESES E CONDICOES DE CONTORNO

E necessério que se estabelecam as hipSteses mais importantes que, explicita ou
implicitamente, dardo embasamento ao desenvolvimento do modelo. Algumas destas
hipéteses sao redundantes com aquelas da teoria da elasticidade e outras sio especificas
do problema em estudo. Segue o enunciado de cada uma das hipéteses:

H1- durante a operagao de langamento a forga de tragdo ou fungao forca de tracdo
satisfaz T7(Z) > 0 v € (0, L;

H2- durante a operagdo de abandono, na interacao solo-oleoduto forcas de atrito at-
uam a0 longo do oleoduto. A natureza desse atrito é suposta do tipo Coulombiano e o
coeficiente de atrito é considerado constante. A fungio densidade linear de forca de atrito
é sempre nao negativa, limitada e seccionalmente continua.

H3- o problema tratado é plano, no sentido de que a estrutura esta sempre contida

num plano vertical, mais precisamente, a linha neutra do oleoduto est4 contida num plano
vertical;

H4- o oleoduto é modelado estrutural e globalmente como uma viga, porque a relagao
didmetro/comprimento é pequena;

H5- o material do oleoduto é homogéneo, isotrépico e linearmente elastico, isto é,
obedece a lei de Hooke. Além disso os deslocamentos também sio considerados pequenos.
Durante as deformacGes se¢Ges planas permanecem planas, isto é, o deslocamento relativo
das “fibras” é desprezado. A curvatura é e o momento fletor M , numa dada se¢ao do

oleoduto, se relacionam através da lei constitutiva é = %, onde EJ é o produto de rigidez
a flexao do aco;
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H6- o oleoduto é localmente rigido, se¢Bes transversais nao se deformam e o efeito
Poisson é desprezado;

H7- as forgas axiais, em valor absoluto, sdo muito maiores que as correspondentes
forcas cortantes;

HB8- 0 solo é considerado semi-eldstico linear, o que significa que responde, em cada
ponto que se encontra sob compressao, como uma mola linear e, sob tragéo, o coeficiente
de elasticidade da mola é nulo. A rigidez do solo é suposta constante ao longo do eixo x.
Admite-se, ainda, que a reagéo do solo se d4 segundo a normal da “superficie” de contato;

H9- o peso especifico da dgua do mar é considerado constante com a profundidade, ao
longo da linha;

H10- o efeito da capa de concreto que recobre o tubo de ago é apenas de aumentar o
seu peso, i.e, o concreto atua somente como lastro. Em geral, a espessura do lastro de
concreto pode variar ao longo do eixo x. Nessa tese estd sendo admitido que o peso por
unidade de comprimento do tubo no ar é , (z) = v = constante;

H11- o perfil do solo é uma funcéo continua de x. E admitido ainda que o perfil
se inicia num trecho plano e horizontal e termina num segundo trecho, também plano e
horizontal de mesma cota do trecho inicial. As condigoes nas extremidades permitem que
se estabelecam as condiges essenciais de contorno, ver Figura 2.1.

9(0) = 0 (2.1)
g(L) = 0 (2.2)
dy ay -
=0 =—(1) = 0 (2.3)

Além das condicGes de contorno nos deslocamentos verticais, restam também as condigGes
de contorno para os deslocamentos horizontais, que sio:

a(0) =

o

(2.4)

(bl

dii , T(L)
A = A A~ 2-
- (L) A (2.5)

onde EA ¢ o produto de rigidez axial e T(L) é a tensdo tipica da tragao aplicada na
extremidade Z = L do oleoduto. As tensdes tipicas T(i) para as operacoes de langamento
e abandono sao denotadas, respectivamente, por T, e Ty4. Isto significa que durante a
operacao de lancamento T(f,) =T a seguir a tensdo 77, é aliviada muito lentamente, de
modo a se considerar as variagdes de configuracdes independentes do tempo, até que seja
atingido o valor tipico de abandono T’4.
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2.1.1 Algumas Observagoes sobre as Hipoteses Enunciadas

O1- As hipéteses H1 e H2 tém conveniéncias tedricas e dao caracterizagao quantitativa
aos conceitos das etapas da histéria de assentamento. A experiéncia mostra que em termos
praticos, elas sao, em geral, verificadas. A hipStese H2 simplifica uma das complexidades
na interagao entre o solo e a estrutura. Neste caso a complexidade tem a ver com a micro
estrutura das superficies em contato.

A referéncia [5] apresenta um outro modelo dessa interagao, estabelecido a partir de
hipSteses sobre a microestrutura das superficies em contato.

O2- A hipétese H3 estd dizendo apenas que o problema tratado é bidimensional.

O3- A hipétese H4 estabelece que, globalmente o oleoduto é um corpo filiforme, i.e, o
sélido se confunde com a sua linha neutra, isto se justifica pela relagao didmetro/comprimento
ser pequena quando comparada com a unidade.

O4- As hipéteses H5 e H6 sdo usuais em resisténcia dos materiais e se aplicam na
maioria dos problemas de engenharia sobre estruturas delgadas. No caso especifico, sao
inteiramente justificadas porque o objetivo é a anélise prévia da estrutura e, por questao
de seguranca, é desejdvel que trabalhe dentro do regime eléstico.

O5- A hipétese H7 tem particular importancia, porque baseadas nela algumas simpli-
ficagbes importantes sao feitas no modelo.

06- A hipétese H8 permite simplificar a complexa interagao entre o solo e a estrutura,
complexidade esta motivada pelas caracteristicas mecanicas do solo.

O7- A hipétese H9 é satisfatéria para a maioria dos casos de estruturas oceanicas.
H4 situacoes, entretanto, em que a dgua do mar, numa parte da regido de trabalho,
contém grande quantidade de material s6lido em suspensao. Infelizmente nestes casos,
em geral, nao se dispdem de dados confidveis sobre a variagao do peso especifico da dgua

com aprofundidade.

08- No Apéndice C constam algumas consideragdes sobre a hipétese H10 onde, com
base na referéncia [15], sdo feitas algumas estimativas da influéncia da capa de concreto
nos esforgos de flexao que ocorrem num oleoduto.

09- A hipétese H11 também é feita para suprir a falta de informacoes precisas sobre a
variacao do perfil do solo ao longo da estrutura. Na realidade o que se dispde sobre o perfil
do solo é uma seqiiéncia de cotas que s@o medidas ao longo da trajetéria prevista, para
o assentamento do oleoduto. Supde-se entdo, para efeito de discretizagao da estrutura,
que numa vizinhanca arbitraria de cada ponto onde a cota é conhecida, hd um intervalo
de cota constante. A suposi¢ao que os trechos inicial e final do trajeto a ser seguido pela
linha, sao planos e horizontais nao se distancia muito da realidade, uma vez que, por
questdes praticas, a instalagdo dos equipamentos de produgao nao é feita sobre solo com
irregularidades pronunciadas. Entre os requisitos de instalacdo destes equipamentos ha
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aquele de um solo plano e horizontal. No que diz respeito a igualdade de cotas dos trechos

inicial e final, esta ¢ uma hipdtese de caréter essencialmente simplificador e pode, dentro
de certos limites, ser relaxada.

2.2 MODELAGEM DO OLEODUTO,
CONFIGURACOES DE EQUILIBRIO

2.2.1 Modelo Geral para as Duas Operagoes Elementares

Introduz-se, inicialmente, um modelo bésico que pode ser particularizado posteriormente,
para cada uma das operagoes elementares. Para construir o modelo bésico, considera-se
um elemento de oleoduto, sujeito a todas as forgas externas e internas que atuam no oleo-
duto e impGem-se as condigdes de equilibrio para o elemento. A seguir, usando as hip6teses
simplificadoras, especializa-se 0 modelo para cada uma das operagoes elementares. O que
se espera destes modelos é que possam fornecer informagdes qualitativas a respeito das
configuragoes de equilibrio da estrutura, em cada uma das operacdes elementares. Além
disso, espera-se que através de um tratamento numérico adequado, informacdes quan-
titativas também possam ser extraidas dos modelos. Na presente etapa, faz-se uso das
condicoes de contorno e introduz-se uma formulacao conveniente do contato do oleoduto
com o solo, que vai conduzir a uma formulacdo do problema, na forma de um par de
inequacoes variacionais, para cada uma das operacdes elementares.

Considera-se um sistema de referéncia global Ozy, ver Figura 2.1, e um sistema de
referéncia local O1z1y1, em que os pares de eixos Oz, 017 € Oy, O1y; sao respectivamente
paralelos. Associadas aos sistemas de referéncia considera-se também as bases ortonormais
(7,7} e {t, 7}, respectivamente.

E importante notar que, sendo o elemento A§ uma parte da estrutura, suas extrem-
idades nao sofrem a agdo direta do fluido. Nestas condigdes, a forca hidrostética we.AS
que atua no elemento A3 nao deve, em geral, se orientar segundo a vertical. E demon-
strado na referéncia {22} que, de fato, a forga i).A3 se orienta segundo o vetor normal ao
elemento, como mostrado na Figura 2.1.

As equacdes de equilibrio para as forcas e momentos s3o:

> F, =0 (equilibrio de forgas) (2.6)
> 1\:/.;,- =0 (equilibrio de momentos) (2.7)

Para o equilibrio de forgas tem-se:
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Figura 2.1: Linha eléstica do oleoduto em equilibrio sobre solo de perfil irregular.



CAPITULO 2. ASSENTAMENTO DE OLEODUTOS. HIPOTESES E MODELAGEMS

(—l:"_., + F, + AF, + 0.A8.sin 0 + fn.Aé. sin @ + ft.Aé. cos 9); +
(—Fy + F’y + Aﬁ'y — Wo.A8.cos — fn.A8.cosO + f,.A5.5in0 + 4.A8)] =0 (2.8)

onde fn(i:) é a densidade linear de forga que o solo exerce, segundo a normal, sobre o
oleoduto no ponto de abscissa £ e fi;(Z) é a densidade linear de forca que o solo exerce,
segundo a tangente, sobre o oleoduto no mesmo ponto.

Dividindo por A§ e admitindo a existéncia dos limites para A§ — 0, resulta:

dF, . 3 . dF . . .
(d—F§+1D0 sin 8+ f,.sin 8+ f;. cos 9)i+(%—1ﬁ0. cos 0— fp.cos0+ fi.sinf+7)7 =0 (2.9)
§

Expressando F,e F, em funciode T' e Q, tem-se:
v G

T.cos — Q.sin@ (2.10)
= T.sinf+ Q.cosf (2.11)

& TP
l

dFy

. dF
Calculando as derivadas ;% e ¥, tem-se:

% = cosa.‘g —T. sin@.j—z — sin 9.‘2? — Q.cosg.% (2.12)
dd—};;'- = sind. d’g +T'. cos H.Z—Z + cos 9.((112 - Q. sinﬂ.j—g (2.13)
De (2.9), (2.12) e (2.13), obtem-se:
(g — jS = —vo.sinf — f, (2.14)
T.% T % — —(ocosd — tio) + fa (2.15)

Para o equilibrio de momentos, pode-se calcular os momentos em relagao ao ponto B,
por exemplo. Da Figura 2.1, tem-se:
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(=M + M+ AM)E + A cos 0(—i) A Fy(—7) + Ad.sin6.(—7) A Fy(—i) +
As

A? cos 8(—12) A 1ig.AS. cos 0(—] + 5 -cos 0(—1) A fn.AS. cos 65 +
AA — -~ —
— - 0080(=1) Ado.Adj = 0! (2.16)

D1v1dmdo (2.16) por A3, supondo a existéncia dos limites para A§ — 0 e lembrando
que i A ] = k obtem-se:

(— + cosOF, — sin0F,)k =0 (2.17)

Considerando (2.10),(2.11) e (2.17) obtem-se

dM ALt
hiiahial = 2.1
(55 +@E=0 (2.18)
ou ainda:
dM R
el 2.19
—=-0 (2.19)

Além das equagdes (2.14),(2.15) e (2.19) que exprimem as condi¢des de equilibrio do
elemento A3, subsistem as seguintes relacoes:

di M
ds§ BEJ ( )
i
d—z = sind (2.21)
dz
_ cosd 2.22
d3 cos (222)

em que a expressao (2.20) € a lei constitutiva considerada na hipétese (H5). As expressoes
(2.21) e (2.22) sao relagdes geométricas.

Tendo em vista o comportamento eldstico do oleoduto (hipétese H5), é oportuna a

introdugao de uma lei constitutiva que relacione os deslocamentos longitudinais com a
tracao T'(3).

10 simbolo A indica o produto exterior ou produto vetorial
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Um elemento de comprimento A§ sujeito a uma forga de tracdo pura se deforma

longitudinalmente e seu comprimento passa a ser Ad + A, definindo-se o alongamento &
por:

__(Qé+na)-As_ Aa

= — 2.23
As As (2:23)
Supondo a existéncia do limite, para A3 — 0, tem-se:
di
= — 2.24
©T 4 (2.24)
Da lei de Hooke
o
= (2:25)
De (2.24) e (2.23), considerando que ¢ = %, vem que:
di T
— == 2.26
ds FEA (2.26)

E importante observar que a relagdo constitutiva (2.26) vale, rigorosamente, apenas
para situagoes de estado simples de tensdo, gerado por uma tragao ou compressao pura.
Este caso, como se vera, satisfaz, dentro das hipéteses estabelecidas, a relagdo (2.26) a
menos de erros da ordem 5%. O parametro ¢; traduz a medida da flecha de um vao livre
tipico da linha eldstica do duto, usando como unidade de medida o comprimento do vio.
Mais precisamente. é o quociente entre a flecha de um vao livre e o seu comprimento.
Trata-se, evidentemente, de um parametro cujos valores sao pequenos se comparados com
a unidade, pois um vao livre tipico tem comprimento da ordem de uma centena de metros
e as flechas correspondentes sao da ordem de um metro.

O comportamento eléstico do elemento A3, em equilibrio, para A§ — 0, supondo a
validade de (2.26) é descrito por:

di T
av _ L 2.2
T i (2.27)
dT .~ df . :
¥ — QE = —Y sinf — f,’ (228)
.df  dQ A R R
Td_§ + T — (Yo cos 0 — ) + fn (2.29)
M _ o (2.30)



CAPITULO 2. ASSENTAMENTO DE OLEODUTOS. HIPOTESES E MODELAGEM9

~

@ -4 (2.31)
s EJ ‘
dg :

T sin 8 (2.32)
di

dqé: = cosf (2.33)

Antes de serem estabelecidos os modelos de atuacio de f; e de fn, que sao, respecti-
vamente, as densidades da forga tangencial originada pelo atrito entre o solo e as paredes
externas do oleoduto e da forca normal originada pela reacdo do solo sobre o oleoduto,
podem ser introduzidas simplificagGes baseadas nas hipéteses estabelecidas. Para efetuar
as simplificagGes é conveniente adimensionalizar as equacOes e depois considerar as ordens
de grandeza de cada parcela que comparece nas equagoes adimensionalizadas.

2.2.2 Adimensionalizagoes e Simplificagoes

Basta uma anilise superficial do problema do oleoduto apoiado no fundo do oceano
para se identificar, com clareza, duas escalas basicas de comprimento bem distintas, as-
sociadas ao problema. Uma das escalas esta associada as variagoes de cotas na vertical e,
a outra, aos comprimentos dos vaos livres considerados na horizontal. Na busca de um
critério de comparacao das ordens de grandeza das parcelas que compoem as expressoes
(2.27) a (2.33), podem ser definidos fatores de adimensionalizacdo. As seguintes grandezas
bésicas foram selecionadas:

o Lo- comprimento do vao livre tipico. Fator de adimensionalizagao para os desloca -
mentos e comprimentos horizontais;

oV,- flecha tipica. Fator de adimensionalizagao para os deslocamentos verticais;

Ty forga de tracao tipica durante a operacao de assentamento do oleoduto. Fator de
adimensionalizagao das forcas axiais;

®9.s- peso efetivo por unidade de comprimento do oleoduto. Fator de adimensiona -
lizagao para as densidades lineares de forga (forga/comprimento);

Y, f.f}o- fator de adimensionalizagao para as forgas cortantes;
*Y, ,.f,g- fator de adimensionalizagao para os momentos fletores.
Considerando estas grandezas e as equagdes (2.27) a (2.33), pode-se escrever:
io du _ TO

—. = ——=.T 2.34
Ly ds EA (2:34)
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ou ainda:

1 df  Alogd
TOTFO -+ 7;4)"%
’)’efL aM
Lo ds
1 d6
Fods
Vo dy
Lo'ds
f)o dx
Ly'ds

du

ds

‘fiT ’YefLo Q- _
8 To ds

T@ _ %fLO @ —

ds ’fo “ds

dM

ds

df

ds

Vo dy

L0 ds

dz

ds

= —Her(08iné + f;)
= —Aer(yocosf —wp — fp)

= —’?ef zOQ

- R"if jf".M
EJ

= sin6

= cosf

(’YO sin 6 + f;)

’YEI
0

—Q

2 T3
Yerlio yy
EJ

(’7’0 cosf — wgy — fn)

sin @

cos b

(2.35)
(2.36)
(2.37)
(2.38)
(2.39)

(2.40)

(2.41)
(2.42)
(2.43)
(2.44)
(2.45)
(2.46)

(2.47)

Lembrando que os simbolos sem acento circunflexo representam as grandezas adimension-

alizadas.

Considerando a hipdtese (H5) e considerando que a relacéo:

é tal que £y <« 1, podem ser feitas as aproximacoes:

93

sinf = 00— —+4 —

3!

65 o7
5 7

+ - 0

(2.48)

(2.49)
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cosf§ = 1——=+———=+--" ~1 (2.50)

que sao consistentes com o fato de ser gy < 1.

Definindo-se:

'?ef-LO
= — 2.51
B 7 (2.51)
E.A
5 = — (2.52)
To
E.J
af = - =3 (253)
'Yef-LO

%’;ﬁ _ % (2.54)

S BRT = B+ f) (255)
ng +ﬂf% = —Bs(v0 —wo) + Bsfn (2.56)
M Qe (2.57)

‘;—‘Z- aifM (2.58)

sf% = 9 2.59)

dz = ds (2.60)

Considerando a igualdade (2.60) nas demais equagdes (2.54) a (2.59), pode-se descarta-
la. Considerando também as relagoes entre y e , equagao (2.59), e entre M, Q e § equagdes
(2.57) e (2.58) o sistema de equagdes pode ser reescrito como:

du
dz
dT ddy. d%y
.~ Brl-aseS)er—

d®y dly
Tefg;g - afﬂfsf@

T
¢

d
—Br(ermogs + fi)

—Bs (Yo — wo) + B fn

(2.61)

(2.62)

(2.63)



CAPITULO 2. ASSENTAMENTO DE OLEODUTOS. HIPOTESES E MODELAGEM12

dM d3y
___dz — _Q = —Qy&f d—m3 (264)
d?y
M = a_f&'f dh.’L'i (265)
dy

Desde que as equagdes (2.64), (2.65) e (2.66) sao necessirias apenas para o célculo
de 0,Q e M, uma vez conhecida a expressao da linha elastica y(z) e suas derivadas até

a terceira ordem, é possivel e conveniente manté-las no “limbo” até que seja necessirio
calcular estas grandezas.

Proceder-se-4 agora, a uma revisao da expressao (2.26) para identificar nela a lei de
Hooke, quando admitido um erro da ordem 6%.

Considerando os esforgos internos atuando sobre a linha, as tensdes em cada segao da
mesma podem ser calculadas pela expressao:

| ~3

& ==+ =3, (2.67)

N
| R

onde 0 < ¢, < R, em que R é o raio externo do tubo de ago.

Da expressao (2.25) resulta que:

T M
€=ﬁ+ﬁAr. 2.68
EA EJy (2.68)

Das expressoes (2.31),(2.32) e (2.49) obtem-se:

T  d%
= . = = Fprm———. Ar 2-6
el 3 + T3 (2.69)
ou na forma adimensionalizada:
T , d¥
£ = 3; + Efy,-E (2.70)

onde considerou-se que ¥, = Vp.yr. O que se observa de (2.70) é que ambas as parcelas
que a compoem sao pequenas. Na realidade, a experiéncia mostra que o fator ‘—517 pode

também ser considerado da ordem 6%. Tendo em conta que a parcela relativa a flexao
gera uma deformacao, que além de pequena, tem média nula em cada secdo. Levando
ainda em conta que o alongamento nao pode ser considerado nulo pela importancia de se
avaliar o efeito do atrito longitudinal nas configuracdes de equilibrio do oleoduto, faz-se
entao uma simplificagdo, em parte sustentada na hipétese (H7), quando se desprezam
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as parcelas de ordem de grandeza 5% ou menores, quando comparadas com a unidade e
em parte sustentada na hipétese (H2), que considera a acdo do atrito longitudinal. O
resultado conseqiiente é que o alongamento é dado apenas pela parcela de tragao pura.

Para se visualizar, quantitativamente, as ordens de grandeza das parcelas que compoem

as expressOes (2. 61) a (2.66) e a expressao (2.70) foram calculados valores tipicos dos
parametros que ai comparecem.

Valores tipicos dos parametros ey, 35, cs e § f-

Admitindo:
To = 25000kgf
]30 = b50m
Vo = 0.5m
E = 210%%gf/m?
A = 0.02m?
Yoy = 100kgf/m
J = 107 %kgf.m?
obtem-se:

g = %=0,01 - 0(107%)

b - e—aaony
10 -3

aF = %%NQ - 0(1)

6 = 0—;12';—'0;0—5=16.103 .- 0(10%)

A titulo ilustrativo, pode-se considerar que o descarte de parcelas da ordem de grandeza
de Ef corresponde a introduzir erros da ordem de 0,01%. Observe-se ainda que os
parametros % e sf 580 comparaveis, mesmo assim a equagao (2.61) foi mantida naquela

forma e néo considerada simplesmente na forma u = cte. As razdes que levaram a manter
a equagdo (2.61) naquela forma foram:

® a equagdo (2.61) na forma u = cte = 0 (da expressdo (2.4)) tem como conseqiiéncia
a nao consideragao dos deslocamentos horizontais, mais precisamente os deslocamentos
horizontais sdo considerados nulos;

e sendo u = 0 para todo valor de z, nao hé sentido em considerar o efeito do atrito,
0 que contraria um requisito fundamental de andlise do problema, que é exatamente a
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verificagao do efeito do atrito sobre as configuragdes de equilibrio. Na realidade o que
se quer é avaliar como se comportam os vaos livres na condigdo de langamento (altas
tragGes) e na condigao de abandono (baixas tragdes, pelo menos em alguns casos), quando
submetidos a agao de correntezas que podem induzir vibragdes por emissao de vdrtices.
As condigoes de equilibrio estiticas sdo essenciais nestes casos, pois s80 o comprimento

do vao e a tensao a que estd sujeito que condicionam os modos naturais de oscilagao que
podem ser excitados.

Apés as consideragbes sobre a ordem de grandeza das parcelas que as compdem, as
equagdes (2.61) a (2.66) podem ser reescritas desprezando-se os termos de ordem de
grandeza menor ou igual a 6?, com a excecao ja apontada, obtendo-se:

du T
—_— = — 2.71
d.’E 6f ( )
daT dy
1w = TPsero = Brfe (2.72)
d*y d'y
Ede—zi _afﬂfsfd—:l:‘i = —,Bf(’)'o—wo) +,3ffn. (2.73)

Afortunadamente a expressdo do alongamento (2.70) confirma a primeira avaliagdo
feita e a expressdo (2.71) é consistente com o erro adotado. Parte-se agora para a empre-
itada que vai conduzir & formulagao do problema na forma de inequagao ou inequacgoes
variacionais, para cada uma das operagoes elementares.

2.2.3 A Forma de Inequagao Variacional para o Modelo da
Operagao de Langamento

Como ja considerado quando da conceituagao das operagoes elementares, nao existem
mecanismos fisicos, na operagao de langamento que imponham quaisquer valores, para f,
diferentes de zero, em particular, o atrito nao est4 presente, i.e, f, = 0, portanto, pode-
se fazer f; = 0 em (2.72). As equacgdes (2.71) a (2.73) para a operagao de langamento,
Jjuntamente com as condigoes de contorno ja adimensionalizadas, podem ser escritas como:

p = é (comprimento adimensional do oleoduto) (2.74)

0

du T
-— = — 2.75
dzx 6 f ( )

dT dy
> - i 2.76
dz YoPses dz (2.76)
dy dty

esT 5~ Preseys g = —Br(w—wo) = Byfn (2.77)

y(0) = 0 (2.78)
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Figura 2.2: Curva caracteristica do comportamento do solo

yp) = 0 (2.79)
Wy = Lp)=0 (2.80)
u(0) = 0 (2.81)
du B @

=) = 5, (2.82)

Para chegar ao modelo na forma de inequagao variacional precisa-se considerar o mo-
delo adotado para a interagao entre o oleoduto e o solo. Conforme a hipétese (H8) o solo
se comporta como uma mola linear e “continua” ao longo do comprimento, sob cargas de
compressao e nao apresenta qualquer reagao sob tragao. A aludida interagao é traduzida
na modelagem desenvolvida através da densidade linear de forga fn que, de fato, € uma
funcdo da abscissa z. A natureza desta fungao, de forma indireta, é ilustrada na Figura
9.2. De forma indireta porque é mostrada a relagdo entre f, e a fungao deslocamento

ao longo do oleoduto. Essa tltima fungao pode ser considerada continua, com primeiras
derivadas também continuas.

Recorda-se, também que, de acordo com a mesma hipotese (H8), a reagao do solo se
d4 segundo a normal as superficies em contato. Traduz-se este comportamento através

da curva mostrada na Figura 2.2, chamada de curva caracterisca do comportamento do
solo.

A curva caracteristica da Figura 2.2 exprime que:
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se Vo< 0= fu(&) =0
A pNm L (2.83)
se Vi> 0= f.(&)+kV.(£) =0
onde f/;,(:f:) ¢ a diferenga entre a coordenada, segundo a normal, do oleoduto no ponto de

abscissa Z e a coordenada do perfil do solo nao deformado neste ponto, também segundo
a normal.

Observar que Vn(iz) > 0 é o deslocamento, por deformagéo do perfil do solo, no ponto

de abscissa Z e V;(Z£) < 0 corresponde aos pontos de abscissa £, em que o oleoduto nao

tem contato com o solo, ver Figura (2.3). A constante k é a constante eléstica do solo em

%) sob compressao. As condigdes (2.83) traduzem, precisamente, a hipétese (H8).

Considerando o significado fisico de Vn(:i:), o deslocamento vertical da linha eldstica
no ponto de abscissa & é dado por:

~

9(Z) = 05(&) + Vu(Z) cos (2.84)

onde 74(Z) é a cota do perfil do solo, medida na vertical, no ponto de abscissa Z. Pelas
hipéteses de aproximagao, resulta:

9(8) = 0,(2) + Va(2) (2.85)

ou seja, os deslocamentos segundo a vertical se identificam com os deslocamentos segundo
a normal. De maneira anéloga verifica-se que a densidade de forga de reagao do solo f77,
pode ser identificada com sua componente vertical, pois:

fii = f(sin 07 — cos 87) (2.86)

usando as hipdteses de aproximagao, tem-se:

fi=0fi—fj (2.87)

mas entao:

R N . 2
fo= Wl =120 + )] el

™
I
"h)
—
—
I
™
[
—_
L
N
+

(2.88)

De (2.88) segue que:

fa = 11f7l +O(e2) (2.89)
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=

Figura 2.3: Linha eldstica sobre um solo deformado.

Por simplicidade, a partir deste ponto o indice n dos deslocamentos V,, sera omitido.

Definindo-se:
V4V
V= 5 (2.90)
v VIV (2.91)
2
podendo-se escrever entao:
VvV (2.92)

observa-se que 1:{ > 0 bem como V> 0.

A partir das definigdes (2.83), (2.90) e (2.91) é demonstrado no Lema 4 do Apéndice
A, que:

V=V +kV(V-V)20  Vie[0,I] (2.93)
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onde as fungoes V e V* sdo caracterizadas a seguir:

e a fungiio V(), & € [0, L], representa deslocamentos verticais arbitrérios (em teo-
ria de elasticidade sdo chamados de deslocamentos admissiveis) da linha eléstica, em
relagao ao perfil do solo ndo deformado, mas satisfaz as condiges de contorno, que decor-
rem da relagdo (2.85) e sdo satisfeitas por §(%). Em cada ponto em que o oleoduto com-
prime o solo deformando-o, o correspondente deslocamento vertical é nio negativo. Num

tal ponto o solo exerce sobre o oleoduto uma forga vertical caracterizada pela densidade
linear f,;

e a fungdio V*(), & € [0, [)], representa, na posicdo de equilibrio, os deslocamentos
da linha eldstica em relagao ao solo nao deformado, segundo a vertical. Por (2.85) a
existéncia da fungio V* decorre da existéncia da fungdo 7*. O deslocamento V*(Z) mede
a posicao da linha eldstica do oleoduto, no ponto de abscissa z, em relacéo & cota do solo
nao deformado na mesma abscissa.

E conveniente observar, que por meio da expressao (2.85), a desigualdade (2.93) pode
ser escrita como fungéo das coordenadas §(Z) e §*(£) e das cotas do perfil do solo V4(2).
Introduzindo os fatores de adimensionalizagio na desigualdade (2.93), obtem-se:

AefVofa(V = V*) -I—kV2V*( —V*) >0 vEe(o,L] (2.94)

ou entao, definindo-se:

2|
-

(2.95)

considerando a varidvel independente # adimensionalizada por Lg, anota-se na forma
adimensional:

IV =V + RV (Y = V) 20 Vo e [0,p) (2.96)

No Apéndice B sao introduzidos alguns conceitos e espacos de fungdes. Por enquanto
serao considerados o conjunto 2 = [0,p] e os espagos H'(Q) e H*(Q), (ver Apéndice

B) e em H'(Q) e H*(Q) serio considerados, respectivamente, os subconjuntos Vie V2,
definidos por:

o= e n @110 Lo -2 7 (2.97)
V= g @) 190 =9 =0, 20) = D=0} (299)
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Chamando C*(£2) o espago das fungdes definidas em {2 com valores em R e que tem
derivadas até a ordem n > 0 continuas (nos extremos do intervalo as derivadas sao as

correspondentes derivadas laterais) e definindo os conjuntos I} e U? respectivamente,
por:

U, = Vi) (2.99)
u: = viNciQ) (2.100)

decorre trivialmente que ambos os conjuntos sdo ndo vazios, pois os elementos de C2({2)

estao em H'(S2) e os de C*(§2) estdao em HZ(Q).

Obs.: o indice inferior L denota que as condigdes subseqiientes estao sendo aplicadas
para a operacgao elementar de langamento.

Nestas condigoes pode-se formular, preliminarmente, o seguinte problema:

PROBLEMA PL1

Achar (u},y}) € U} X U2, se existir, tal que:

Ve € ()
duy _ T}
= £ 2.101
dz 6f ( )
dT} dy}
——L _ _ 2.102
. Breso . ( )
. d2y* d4y*
eTi(e) =5 —erky— 3 = —Br(v0 — wo) + Brfar (2.103)
sujeitas as condigoes de contorno:
y3(0) = 0 (2.104)
yi(p) = 0 (2.105)
dyj, dyj,
—IL = ZL(p) = 2.106
Vi) = L) =0 (2.106)
uz(0) = 0 (2.107)
duj, Ti(p)
= ¥ 2.108
e = (2108)

e a condigao:

Far(Ve = VE) +kVL(V— V1) 20 vz € Q (2.109)
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onde a constante k; = Bra; em (2.103) foi introduzida apenas para tornar a notagao um
pouco mais leve, e onde:

{ %i%:“} (2.110)

VZ =YL Vs

A desigualdade (2.109) acoplada com as relagbes (2.110) deve ser satisfeita para yj,
se existir, que verifique as equacdes (2.102) e (2.103), para todo y., € U.

O problema assim formulado é dificil de ser analisado qualitativamente, pela presenga
da desigualdade (2.109). Neste caso existe a possibilidade de se aproveitar o fato do
acoplamento entre as equagdes (2.101), (2.102) e (2.103) ser muito particular, ver a segao

(3.2) do Capitulo 3. E posswel formular o seguinte problema PL2, “equivalente” ao
problema PL]1.

PROBLEMA PL2.

Achar (u},y}) € Vi x VI se existir, tal que:

Jiwi) = inf Ji(yr) (2.111)
yLEV?
* 17
up(z) = 6—33 _ﬁfé ’Yo/ AQLS z € (2.112)
f f
com:

P dyL I k d*y

Tilvr) = / ;) f ff (dmzL
Bs /0 .('YO_WO)yLdIE‘f‘,ng /0 Vidz (2.113)

Esta formulagao do problema PL2 j4 é adequada para a obtengao dos resultados quali-
tativos e quantitativos desejados. Entretanto, por uma questdo de uniformidade com as
formulagdes que virao do problema do abandono, é desejivel apresentar a formulacao
desse problema na forma de inequagao variacional. Isto é conseguido pela aplicagao di-
reta do Teorema 4 do Apéndice B, onde é estabelecido que a minimizagao do funcional
JZ(y) é equivalente a resolver uma inequagao variacional, como enunciado a seguir. Para
reforcar a importancia da formulagao na forma de inequagao variacional adianta-se que
o problema do abandono nac admite uma formulagdo na forma variacional. Neste caso
recai-se diretamente num problema na forma de inequagéo variacional. No Capitulo 3
é estabelecida uma “equivaléncia” entre os problemas PL1 e PL2. E conveniente, no
momento, atentar para o tipo de equivaléncia que pode ser estabelecida ao se constatar,
por exemplo, que no problema PL2 a fungéo y} (z) pode nao pertencer a C%(Q2), enquanto
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que no problema PL1 a soluggo y}(x), se existir, deve estar em C*(€Q). Como se vera no
Capitulo 3, escrevendo o funcional J? como a soma J7(yr) = Ji(ys) + J2(yL), onde:

&y

€ ra dy erk
) = 3Ti /: (d—;)2dz+—% () e (2.114)
k e,
Jaye) = b5 [) Vide —f; /: (70 — wo)yrdz (2.115)

o problema PL2 pode ser reformulado de forma a ser equivalente ao seguinte problema

na forma de uma inequacdo variacional e uma equagao em u}(z), que fica determinada
*
ao se conhecer y} ().

PROBLEMA PL2 (inequagao variacional)

Achar (u},y}) € Vi x Vi, se existir, tal que:

8Ilys vt — yi) + Jo(yh) < Jlyr) VyL €V (2.116)
* T* € z ¥
up(z) = 5—? - ﬂf‘gf’}’o [) yL(€)d¢ (2.117)

E importante observar que a decomposigao do funcional J}(yz), como realizada an-
teriormente, é arbitriria. No presente caso esta decomposicao nem é indispensavel, uma
vez que o funcional J,(yz) também é diferencisvel segundo Gateaux. Foi feita dessa forma
por uma questao de uniformidade, pois no caso do problema de abandono, uma inequagao
variacional surge como a formulagao natural. Decorre da arbitrariedade da decomposicao
a sua nao unicidade e, conseqilentemente, a formulagdo do problema variacional sob a
forma de inequacéo variacional também néo é 1inica, mas pode ser demonstrado que sao
equivalentes, uma vez que se demonstra que cada uma delas é equivalente ao problema
na forma variacional. Uma introducéo a esse aspecto do problema, escrita em linguagem
acessivel, é apresentada na referéncia [12].

2.2.4 A Forma de Inequagoes Variacionais para o Modelo da
Operagao de Abandono

Durante uma operacao de abandono, decorre da prépria definicao, conforme subsegao
1.3.4, o atrito entre o oleoduto e o solo esté presente. Antes de escrever a formulagao da
operagao de abandono na forma de inequagbes variacionais € necessario introduzir uma
segunda desigualdade, semelhante & desigualdade (2.109). O modelo Coulombiano do
atrito, para densidades lineares de forgas, pode ser traduzido pelas expressoes:
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@I < i@ =d@=0  euy
| = WE@] — (@) # 06 3 > 0]d(E) = AR (2119)

Este modelo estabelece que:

> para uma “superficie” de contato, entre duas estruturas, que possa ser assimilada a um
segmento de reta com coeficiente de atrito u em cada ponto, valem:

¢ se 0 médulo da densidade da forga de atrito no ponto de abscissa , for menor que o
produto de i pelo médulo da densidade da forga de contato normal & “superficie”, entio
o deslocamento 4* segundo a diregao do eixo das abscissas é nulo;

¢ se 0 médulo da densidade da forga de atrito igualar o produto de g pelo médulo
da densidade da forga de contato, normal & “superficie”, entio existe um niimero real
A 2 0, tal que o deslocamento 4*, segundo o eixo das abscissas tem médulo A|f*(z)| e
sinal contrario ao da densidade da forga de atrito naquele ponto.

As expressoes (2.118) e (2.119) constituem uma generalizacéo e uma formalizagao do
atrito de Coulomb para forgas distribuidas ao longo de uma reta.

O Lema 5 do Capftulo 3 demonstra, a partir das expressdes (2.118) e (2.119), aplicadas

a condigao de equilibrio longitudinal do oleoduto, caracterizada pelos deslocamentos 4* (@),
que subsiste a seguinte desigualdade:

2 (@)[a(8) - ()] + plf(@) [la@)| — [2*(@)]) > 0 Vi e o, L) (2.120)
que na forma adimensional se converte em:
fa(@)w(z) — w*(@)] + pl (@) [lu(@)]| - [u*(z)]] >0 Yz eq. (2.121)

Para este caso, analogamente ao caso da operacao de lancamento, consideram-se os
subconjuntos de H1(2) e H%() respectivamente, a seguir definidos:

dg, . Ta(p)
,E(P) = } (2.122)

Vi = Vi (2.123)

Vi = {ge H'(Q)g(0) =0

Obs.: A partir desta segdo e nas subseqiientes um fndice A comparece nas varidveis
associadas & operagao de abandono.

Analogamente ao caso da operacio de lancamento sio definidos os conjuntos:
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Uy = Vicx Q) (2.124)
u; = ViNce) (2.125)

e, da mesma maneira, como no caso anterior verifica-se trivialmente que ambos os con-
juntos acima definidos sao nao vazios.

Nestas condigGes pode-se formular, preliminarmente, o seguinte problema:

PROBLEMA PA1

Achar (u},y3) € U} X U2, se existir, tal que:

dwy _ T (2.126)
dx of
dg = —:6!5!’7’00?3 — Brfa (2.127)
EfTZGZTy;Z — &rky igf = —PBs(vo —wo) + Brfna (2.128)
e satisfazendo as desigualdades:
falwa —ul) + plf7pl(jual — [ui]) 2 0 (2.129)
Faalya =) +EVA(Va—V3%) 20 (2130)

As desigualdades (2.129) e (2.130) devem ser verificadas para todo par (ug,ya) €
UL x U, Yz € Q. Além disso as fungdes Vi, Vae Vs satisfazem:

Va = ya—,s (2.131)
Va = VA%IVA‘ (2.132)
Vi = va—vs (2.133)
vy = Al (2.134)

Conforme argumento da subsegao 1.3.4 o problema PA1 nao é um problema “bem
posto”, pela presenga do atrito, cuja acdo se manifesta através da fungio f}(z) na ex-
pressao (2.127). O problema da operagao de abandono pode se tornar um problema "bem
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posto” ao se fazer valer a histéria de langamento, apoiada nas hipdteses ja estabelecidas,
em particular na hipétese (H2). Considerem-se as condigoes de equilibrio do oleoduto,
associadas ao término da operagao de langamento. Como estéd demonstrado no Capitulo 3,
o problema PL2 tem solugao tnica, pela hipétese (H1), T3 (z) > 0,Vz € €. Considerando
a operacao de abandono como uma “perturbagao” na configuragdo de equilibrio resul-
tante da operacao de lancamento, “perturbacao” esta que nao é arbitraria, pelo contrario,
é realizada de modo que a forca de tragdo T} (p) seja atenuada muito lentamente, até
atingir o valor T%(p) (na pratica T;(p) = 0). Esta atenuagéo impde uma variagao t(z) em

*(z). Em virtude da variacao em T} (x) os deslocamentos yj () e uj () sofrem variagoes
de £(z) e v(x), respectivamente. Assim pode-se escrever:

Vz ef)
Ta(z) = T+ =) (2.135)
yal®) = vi(o) +E@) (2.136)
ua(z) = up(z)+v(z). (2.137)

Terminada a operacao de abandono, admite-se que o oleoduto adquira uma nova
configuracdo de equilibrio, caracterizada pelas variagoes de deslocamentos
v*(z),£*(z) e pela variagao da forga de tragao t*(x). Estas grandezas devem satis-

fazer por (2.135) a (2.137), (2.103) a (2.107) e pelas definigdes de V} e V3 as condigdes
de contorno:

£0) = &) =0 (2.138)
Lo = Em=0 (2.139)
V*(0) = 0 (2.140)
dv* _ Tip)

() = -5, (2.141)

Considerando estas condigdes, podem ser introduzidos os conjuntos V! e V2 que sdo
partes de H'(f)) e H%(2) respectivamente.

V= fge HN@l0) =0, D) = THE (2142

V:E o= V2 (2.143)

A partir destes conjuntos sao construidos os seguintes dois outros:

U, = V,C*9) (2.144)
u: = V2O (2.145)
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que, como nos casos anteriores, sao nao vazios.

Estao dadas as condigOes para se enunciar um problema preliminar de abandono:

PROBLEMA Pal

Achar (&*,v*) € U} x U?, se existir, tal que:

dv* t*
= = 2.14
dz 5 (2.146)
dt* de* )
iz = —ﬁfff’YoE - Bsfa  (2.147)
d? dt
ef(TL+1) 5L + &) —erky 2 (Wp + &) = —Br(n —wo) + Brfra (2148)
e satisfagam as desigualdades:
fav=v) +plfapl(luy +v] = lup + 7)) 2 0 (2.149)
a6 — &) +EVL(Va— V) 20. (2.150)

As desigualdades (2.149) e (2.150) devem ser verificadas para todo par (£,v) € V! x
V2, Vz € Q. Das equacdes (2.146) e 2.147) resulta que:

d?v* Brer  dE*  f;
= — — — L 2.151
d$2 6}' Yo d:l? 6f fa. ( )

Conforme ji estabelecido a respeito das ordens de grandeza, pode-se reescrever a
equagao (2.151) consistentemente como:

v By
—— = —==fr+ O(&’ Vz e Q 2.152
dz? 6f fa + (sf) z ( )
pois claramente o coeficiente _ﬁ_g;_ que multiplica a derivada de £* é de ordem menor que
2
E%.
f

A partir das equagdes (2.146) a (2.148) e das desigualdades (2.149) e (2.150) o seguinte
problema Pa2 “equivalente” (ver Capitulo 3) ao problema Pal, pode ser enunciado:
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PROBLEMA Pa2

Achar (£*,v*) € V! x V2 se existir, tal que:

V(v,€) €V x Vi

JH ) = inf, JA(v) Vv e V! (2.153)
<AL — > 4j(E) <€) VEeV? (2.154)
onde:
1 . 1 dv 2 Ipr‘ * *
B = g [(Grae+ 5 [M1re@iE) + @) (2.155)

d*¢*(x) d*¢* (z)
dr? Ty dxz? }

6 = by [a@Vdzt [t @hiz) - @l Eds (2157
Fi@) = - [ L©d&,  Vzeq (2.158)

AL (z) = Pref{F;(x) (2.156)

E importante apresentar algumas observagoes para dar uma maior clareza ao problema
enunciado. Em primeiro lugar é conveniente notar que o problema variacional (2.153) e a
inequagao variacional (2.154) admitem um acoplamento de natureza muito especial, que
na realidade é um acoplamento sobre parcelas que sao da ordem e% que, no final das
contas corresponde a um desacoplamento, senao veja-se:

e se existir uma fungio v* € V! que seja extremante de J!(v) entéo fica determinada

a funcao:

N dv*(z
v(@) = 5,212,

Vz € Q (2.159)

que a expressao (2.152) aliada a defini¢do (2.158) permite escrever:

- 6f sz*
F@)=g [ @k vaeo (2.160)

Conclui-se entdo que a solucao do problema Pa2 consiste em determinar a funcao
v* que torna minimo o valor do funcional J}(v), se ela existir. Uma vez determinada a
funcao v*, ficam determinadas as fungoes t* e f*, ficando também completamente definida
a inequagao variacional (2.154). Se existir uma fungéo £* que seja solugao desta inequagao,
o problema Pa2 pode finalmente ser resolvido.
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Como estabelecido para o caso da operagao de langamento, ha uma formulagao equiva-
lente ao problema Pa2, de modo que a minimizagio do funcional J! se transforme também
numa inequagao variacional. Pelo teorema 4 do Apéndice B cujas hipéteses sao trivial-

mente verificadas ao se decompor o funcional J} como a soma J!(v) = JHv) + J3(v),
onde:

Jiw) = % /: (Z—Z)%x (2.161)

Bt [P x
Bw) =5 [ @i (z) + v(o)lds (2:162)
esta formulagdo equivalente é a seguinte:

Achar (£*,v*) € V! x V2 se existir, tal que:

S v — v+ S < JHy) Yre V) (2.163)
< AL EF =€ > 45(€9) < 5(6) Ve € V2 (2.164)

Lembrar que a notagéo 6J7[v*; v* — v], conforme definida no Apéndice B, significa a
diferencial de Gateaux do funcional Ji, calculada na funcio v*, para todas as fungdes nas
vizinhangas de v*, ou seja para todas as diferencas v* — v.

Os enunciados acima findam as formulagdes dos problemas, que constituem os obje-
tivos deste Capitulo. No Capitulo 3 sdo estabelecidos os elos entre as correspondentes
formulagGes, que no presente Capitulo foram apresentados, apenas, de maneira indicativa.



CAPITULO 3
RESULTADOS QUALITATIVOS

3.1 INTRODUCAO

Este Capitulo acoplado ao Apéndice A contém o essencial da tese. A seguir sao
introduzidas algumas definicoes e enunciados e demonstrados os resultados qualitativos
que constituem o nicleo da tese. Procurou-se encadear uma série de resultados parciais
para compor os resultados mais fortes e gerais. As demonstracdes, quando envolvendo
muitas operagoes algébricas, foram remetidas ao Apéndice A.

3.2 A EQUIVALENCIA ENTRE OS PROBLEMAS
PL

Antes de chegar as proposicdes fundamentais deste capitulo, é necessario introduzir
algumas definigdes e demonstrar alguns resultados intermedisrios. Em primeiro lugar
caracteriza-se o que se entende por “equivaléncia” entre os problemas na forma diferencial
e os correspondentes problemas na forma de inequacgo variacional.

Definicao 1 Diz-se que um problema P1 é equivalente a um problema P2 se e somente
se:

a)-tanto P1 quanto P2 admitem pelo menos uma solugao;

b)-cada solugdo de P1 ¢ solugdo de P2 e reciprocamente.

O conceito de “equivaléncia” utilizado é um pouco mais fraco do que este. Para
a introdugao deste conceito observe-se que, supondo a existéncia de solugao tanto dos
problemas na forma diferencial quanto dos problemas na forma de inequagao variacional,
nem todas as solugoes de um problema na forma de uma inequacéo variacional sio solugoes
do correspodente problema na forma diferencial, isto porque os requisitos que se impoem
sobre os espagos de onde “saem” estas solugdes sio diferentes e, em principio mais fortes
sobre os espacos que “fornecem” as solugbes para o problema na forma diferencial, ou
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seja, as fungbes candidatas a serem solugao do problema na forma diferencial pertencem
a um conjunto que é parte do conjunto de onde “saem” as funcbes candidatas a serem
solucao do problema na forma de inequacao variacional.

Pode-se afirmar entdo que se um problema P1, na forma diferencial, admite uma
solugao S1, esta solugao é necessariamente solugao do correspondente problema P2 na
forma de inequagdo variacional, mas a reciproca nem sempre é verdadeira. Estabelece-se
a seguinte definicao:

Definicao 2
Diz-se que um problema PA é “equivalente” a um problema PB se:

a) tanto PA quanto PB admitem pelo menos uma solucdo;

b) cada solugio de PA é também solucdo de PB. Se uma solugcdo de PB pertence ao
espago que contém as solugoes de PA, entdo ela €, de fato, solu¢do de PA também.

E claro que nesta definicdo nao se pode mudar a ordem dos problemas em questao, no
entanto € usual, dizer que os problemas s@o “equivalentes”. A idéia é aplicar esta definicao
de “equivaléncia” aos problemas PL1 e PLZ2, respectivamente, podendo-se enunciar a
seguinte proposigao:

Proposigao 1
O problema PL1, ezpressoes (2.101) a (2.109), é “equivalente” ao problema PL2,
expressoes (2.111) a (2.113)

Demonstragao:

Deve-se mostrar que:
se (u},y}) € U] X U} é solugao de PL1, entdo (u},y}) € Vi x V2 é solugio de PL2.

Mostrar esta implicagdo corresponde a mostrar duas coisas, primeiro que U} X Uz C
V] X Vi e segundo, que se (u},y}) satisfaz as equacdes (2.101) a (2.109) entdo (u},y?)
satisfaz (2.111) a (2.113). Além disso é preciso mostrar que se (1, §.) € Vi x V2 é solugio
de PL2 e se (i, §1) € U} X U? entdo (ur, L) é solugao de PL1.

Das difinigées (2.97) e (2.98) e das expressoes (2.99) e (2.100) resulta que:
UL xUEC VI x V2
Agora supondo que o par (u},y}) satisfaz o problema PL1, lembrando que v, estd

sendo considerado constante e integrando a expressao (2.102) no intervalo [z, p] para todo
z € ), obtem-se:
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Ti(z) = Ti(p) + Bresrn(yL(p) — yi(z)) Yz €. (3.1)

Substituindo (3.1) em (2.103) e considerando os critérios de aproximacao, obtem-se:

d4y*

gzt = P —wo) + B fr Ve €Q (3.2)

d2
esT(p) =5 Iz = — Bragep——t

Considerando agora y;, € U} nas vizinhangas de y} mas arbitriria e seja:

6yL(z) = yi(z) —yr(z) Vz€Q (3.3)

dy; é uma funcdo denominada variagido da funcdo y%, mais precisamente primeira
variacao da funcio y}.

Muitiplicando (3.2) por éy}(z) e integrando no intervalo [0, p], obtem-se:

pd2 * 4 *
Ef'I;._/O 12 Z(yL — y1)dz + O(e}) — kfé?f/p d$4 (yp —y1)dz =
By [0~ wo)we — vi)dz + By [ fanlu - vi)ds (3.4)
onde:
ky = asfy (3.5)

Integrando a desigualdade (2.109) no intervalo [0, p] e levando em conta as expressoes
(2.110) e a desigualdade fundamental do Lema 12 do Apéndice B, obtem-se:

f * fr(u — yi)dz o+~ : f — (V*)?)dz >0 (3.6)
0

A equagao (3.4) pode ser trabalhada através de integragoes por partes, assim:

d’y}, . d dyL
| g2 Wr i)z = [y — yp)]de —

dyi (dyL _ dyp

dr " dzx dr )d:z: (3'7)

Usando o fato de y} e y, pertencerem a U?, obtem-se:
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P d2yL
0

_ Pdyidyr  dyi.o
Fr—ut) = - [ CEE — (TE)lde (3.8)

4 4%
De maneira andloga, integrando por partes duas vezes seguidas a parcela [§ dT;'—,{*(yL —
Yy} )dz e usando o fato de y} e y,, pertencerem a U}, obtem-se:

d4y d2y* d2y d2y*
Yy —yidde = [T (CEy s, (3.9)

Considerando (3.4),(3.8),(3.9) e a desigualdade fundamental do Lema 12 do Apéndice
B, pode-se escrever a desigualdade:

L dyL dyL erk P dyL d,yL2
e 1Ry — (yasy + <00 [0 - (G a)-

Br / i )0 i 5 R yL)da: >0.  (310)

Multiplicando (3.6) por §; e somando a (3.10) obtem-se:

o [ By —(dyL)]dw}+€f2{f [(‘“’L — (g -

dx? dx?

Br /” (o = wo) e — wi)dz + Brx [ (V) = (VP)dz 20, (311

Definindo:

Tyr) = e, B2 [P(UL(z))2dz + e, (Y ()
—Br 2 (0(z) — wo(x))ye(z)dz + Br % [§(V)*(z)dz

conclui-se da desigualdade (3.10) e de (3.12) que se y; € U? satisfaz a equagao (2.103)
e com erro de ordem e% satisfaz também a equacao (3.1), ent8o yj satisfaz o problema
variacional:

(3.12)

Tiwi) = inf TH(ws) (313)
L

Pelo Teorema 4 do Apéndice B o problema variacional (3.13) é equivalente & inequagao
variacional:

§Tlyh; v — vl + R(yr) < Jalyr) Yy € Vi (3.14)
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(1}

onde:

ae) = 51 [[(Wyran S [Py, 3.15)

e
() = 815 [ Vidz— By [ (0 - wolyude (3.16)
em que J7(y.) é a soma de Ji(yL) e de Jo(yy).

Adota-se procedimento semelhante para provar um resultado equivalente, em relagio
a uj. Entretanto, neste caso, uj pode ser obtido diretamente. Substituindo (3.1) em
(2.101) e considerando que y} existe e é determinado por (3.13), obtem-se:

%(z) Tl[sf,p) 5,{5?’70(-'5)(?/2(;0)—142(93)) (3.17)

assim, considerando que u} € U}, segue-se que:

(o) = B8+ L Cou@)ur0) - i) voen.  (aag)

No entanto, derivando (2.101) e usando (2.102) obtem-se:

d*uj, Bres, dyi
- _ 3.19
dx Of 5, g (3:19)

Multiplicando (3.19) pela variagao de u}, para cada valor de x, isto é:

Suj () = vl (z) — ur(x) (3.20)

com u% € U} arbitrario, tem-se, por integracao:
L L ) )

2, ,%
/ ’ dd“; (ur, — ut)dz + ﬁf 2 / yo 2L " u, — up)dz = 0. (3.21)
0 I

Integrando a primeira parcela de (3.21) por partes e lembrando que u} e u;, pertencem
a U}, tem-se:
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du} du} duj e d .
/:[ d; d; ( L)2]d i ff No—k yL —ut)dr =0. (3.22)

Usando a desigualdade fundamental do Lema 12 do Apéndice B, tem-se:

L gpoduj o  duj g Bres dyj dy},
_— d _YJ9L * I 7] > .
2 o[(dz‘) ( )] t s, of 070 d:z:uL d:nuL)_O (323)
Definindo:
P dUL _ Byey [P dyj
) =3 [(GE T (3.24)

pode-se concluir que se existe u} € U] (neste caso a existéncia de u} depende da existéncia
de y}) que satisfaga (2.101) e (2.102) entdo u} resolve o problema variacional:

Jiut) = inf Jl(ug) (3.25)

‘U.LEU

que é equivalente, pelo Teorema 4 do Apéndice B, a inequagao variacional:

8J [ub;ur —ul] >0 Vu, €U . (3.26)

Para completar a prova deve-se mostrar que se yj e u} satisfazem, respectivamente,
a (3.25) e (3.13) e se (u},y}) € U} x U? entdo (2.101) a (2.108) estao verificadas, além
da desigualdade (2.109). Observe-se também, que se existir um par (u},y}) em V} X
V2 satisfazendo (3.25) e (3.13), ele ndo necessariamente satisfard (2.101) a (2.108) e a
desxgualdade (2.109), mas se este par estiver em U} x UZ, entao estas relagdes devem ser
verificadas. E o que se provaré a seguir. Para comegar considera-se que o funcional JZ(yy)
é diferencidvel segundo Gateaux; a propdsito, enuncia-se o seguinte Lema:

Lema 1

O funcional J2(y.) é diferencidvel sequndo Giteauz e sua diferencial calculada sobre
a fungdo vy}, para todo h € Vi é

dy d d2ys d2h
5JL yL’ E:f’I'* / L /-p —dz: Edm

5, /0 (vo—wo)h,d:c+,8fk /: V*hdz. (3.27)
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Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.
Dando continuidade & demonstragdo da equivaléncia dos problemas PL1 e PL2,

integra-se por partes, uma vez a primeira parcela e duas vezes a segunda parcela de
6J%, na expressao (3.27) e lembrando que Yyt € UL, tem-se:

yL hdr—

d2
82lyts M = —/Ti(0) [ = Pendo 4 gk [M 20

,Bf/.o (’)'0 — Wo hda:+,3fk/:1{*hda: (328)

Agora, pela definicdo de V e pelas expressoes (2.83), obtem-se:

se V>0 —=V*=V} e kVi=—fnL
{ = C=Veoe RVP=-f } (3.29)

Y
se V<0 =V*=0 e kV*=—-f2,=0
+ + +

portanto, em (3.28) pode-se substituir kY* por — f},. Feito isto, o teorema 1 do Apéndice

B estabelece que uma condigao necessaria para que y} (z) seja extremo do funcional J L(yL)

é que 6J2[y}; h] = 0, para todo h € VZ. Esta condigdo, por sua vez, fornece a equagao
diferencial:

d4

2
e/ THE) T — ek SV = — (00 — wo) + By (3.30)

que era o que se queria demonstrar. Atentar para o fato que yj € U% e que portanto as
condicoes de contorno relativas a ¥} no problema PL1, ja estao garantidas. Resta provar
que esta mesma ¥} satisfaz a desigualdade (2.109), para todo y.(z) € UZ. Para provar
que y;{z) satisfaz aquela condigdo é preciso demonstrar trés Lemas, enunciados a seguir,
ficando a demonstragao deles para o Apéndice A.

Lema 2
Os conjuntos U e V* sao convezos.

Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Lema 3

H%*(Q) é um espago de Banach reflerivo. Considere o conjunto VI subconjunto de
H*(Q) e o funcional J2(y.) = Ji(yr) + Jao(yy), definido em H?(Q), como apresentado
pelas expressoes (2.113) a (2.115) A forma bilinear 6Jy [y}, y: — yi] dada pela diferencial
de Géteauz de Ji(y1) € coerciva em Vi x Vi, Além disso, o funcional Jo(yL) € convezo.
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Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Lema 4

Considerem-se as fungoes y,V, Vi, y*, V*, V' em que: y € um elemento arbitrdrio de
V2,V € definida em (2.110), V, é a correspondente variavel adimensional definida por
(2.90), y* é uma fungdo candidata a ser solucdo do problema PL2, V* também é definida
por (2.110), V¥ é uma fungdo associada a y* definida de maneira andloga a fungdo V.
Seja f, a correspondente fung¢io adimensional da funcéo f,, definida por (2.83). Sob
estas condigoes sao equivalentes as seguintes desigualdades:

1)

V*(z) < 0= fa(z) =0
{ V*(x) > 0= fu(z) = —kV*(z) } Vz €0 (3.31)
i)
vy € V2
fo(@)(y(@) — y*(2)) + KV} (@)(Vi(a) - (@) 20 VzeQ (3.32)

1) Para todo y;, € V2, e para toda terna de niimeros e, a, (a+¢), tal quee, a, (a+€) € £
ate
/a fo@)(¥(z) — v*(2)) + £V (2)(Va(z) — VP ()] 2 0 (3.33)
em particular para a = 0 e € = p a desigualdade € verificada.

Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

O Lema 4 completa a demonstragao da equivaléncia estabelecida pela Proposicao 1.
3.2.1 Existéncia e Unicidade da Solugao do Problema PL2

Proposigao 2
O problema PL2 admite uma e uma sé solugdo. Dizendo de outra forma,eriste um
tdnico par (u},ys) € Vi x V2 que resolve o problema PL2.

Demonstragao I:
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Para simplificar e sem perda de generalidade, considera-se que u}(z) seja conhecida
através de (3.1) e (2.101), posto que y}(x) exista. De fato, de (3.1) obtem-se explicita-

mente T7(x) e depois usando a condigao de contorno (2.81) e integrando (2.101), segue-se
que:

Vre

* _ T*(p) Ef T .
wi@ = Lo+l [ (3.34)

Supondo que a fungdo y} exista e é vinica e que existam duas fungdes u}(z) e u2(z)
obtidas através de (3.34) conclui-se trivialmente que ul(z) = uZ(z), Vz € Q. Resta

provar que ¥} existe e é tnica. Para provar este fato devem ser verificadas as hipéteses
do Teorema 5 do Apéndice B, quais sejam:

a) H%(f2) é um espago de Hilbert, portanto reflexivo;

b) VZ & um subconjunto convexo de H*(Q).

c) V} # 0 e a forma bilinear 8J1 [y};y; — yr], diferencial de Gateaux do funcional
J1(yL), calculada em 3% e y5 — yr é coerciva em VI x V2 e o funcional Ja(yL) é convexo;

A verificacao da condigao a) é garantida pelo Teorema 11 do Apéndice B. Que V? é nao
vazio nao ha diivida. A coercividade da forma bilinear 6J; [y}; ¥} — yi] e a convexidade
de J(y1) sao garantidos pelo Lema 3.

Uma vez verificadas estas condigGes, estao entao verificadas todas as hipdteses do
Teorema 5 do Apéndice B. Segue-se, portanto, que existe e é tinica a fungao y} € V? que

torna infimo o valor do funcional JZ(y}) ou equivalentememte que satisfaca a inequagéo
variacional (3.14).

Esta demonstragdo da Proposigao 2, com base no Teorema 5 do Apéndice B é a
mais simples e direta. No entanto, como exercicio preparatério para a demonstracao da

existéncia e unicidade da solugao do problema Pa2 é apresentada uma segunda demons-
tracao da Proposigdo 2, com base no Teorema 10 do Apéndice B.

Demonstragao II:

Neste caso trabalha-se diretamente com a inequagdo variacional (3.14), reproduzida a
seguir:

§Dlyh; vl — yi) + Ja(W)) < Jalyr) VyL € Vi (3.35)
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Em busca de clareza é 1til introduzir algumas definigbes e notagoes que induzam a
aplicagao do Teorema 10 na demonstragao da Proposicao 2. Considerando-se entao o
operador A,, definido em H?(Q), assumindo valores em (H?(f2))*, considera-se entdo a
restrigdo de A, ao conjunto V#, dada pela expressao:

T d d?
AL=€f p£+kf€fﬁ. (336)

Considerando o funcional Jy(y.(z)) de H?(f2) em R, dado pela expressao (3.16), que
é reproduzida a seguir:

Jo(yi(z)) = -0 /Op(’)’o — wo)yL(z)dz + Brk /: Y*yl,d:v . (3.37)

Pelo teorema de representagao de Riesz a inequagédo variacional (3.35) pode ser reescrita
como:

< Ayri v~y > +h(l) < Klyr) Yy, e V2 (3.38)

A demonstragao da existéncia e unicidade da solugdo da inequagio variacional (3.38),
através do Teorema 10 é feita demonstrando que o operador A, é estritamente mondétono,
hemicontinuo e coercivo. Além disso deve ser demonstrado que o funcional Ja(yy) é
préprio e semicontinuo inferiormente.

A demonstragao desses fatos seguem de perto aquelas desenvolvidas no Lema 3 e que se
encontram no Apéndice A. Elas nao serao reapresentadas aqui.

Considerando a existéncia e a unicidade da fungdo u} (z) como foi provado na subsegao
(3.2.1) e se y} € UZ é a tnica fungdo que torna o valor do funcional J} {nfimo ou,
equivalentemente, se y; é a tnica funcao que satisfaz a inequagao variacional (3.38),
entdo o par (u},y}) é solugdo do problema PL1, o que completa a prova da existéncia e
unicidade da solugao do problema PL1.

E importante observar que o teorema de existéncia e unicidade de solugao de um

sistema de equacGes diferenciais nao se aplica ao problema PL1, uma vez que existe uma
condicao de desigualdade a ser satisfeita.

3.3 A EQUIVALENCIA ENTRE OS PROBLEMAS
PA

Conforme as definigdes de equivaléncia apresentadas na secao 3.2, enuncia-se a Proposicao

3.
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Proposicao 3
O problema Pal, conforme definido pelas expressies (2.146) a (2.150) e é “equiva-
lente” ao problema Pa2, como definido pelas expressies (2.158) a (2.158).

Demonstragao:

Uma primeira observacao é necessaria para que se evite dificuldades posteriores. De
fato, o termo “equivalente” acima ainda embute os erros de ordem menor ou igual a
s%. Uma segunda observacdo que se faz necessiria é a respeito da estratégia seguida
para a demonstracido da Proposicao 3 e Proposigao 4, a seguir. Nas demonstragoes das
Proposicoes 1 e 2, relativas, respectivamente a “equivaléncia” entre os problemas PL1
e PL2 e a existéncia e unicidade da solugao de PL2 foi possivel seguir uma estratégia
usual e direta. Primeiro provando que se existe uma solugéo do problema PL1, entao ela
é solucdo do problema PL2 e que sob certas condigSes vale a reciproca. Em continuagao
foram demonstradas a existéncia e a unicidade da solugdo do problema PL2. Como os

problemas s3o “equivalentes” ficou provado também que o problema PL1 admite, no
méaximo, uma solugao.

No presente caso nio é possivel seguir essa légica. Como o problema Pa2 ¢ constituido
de um sistema de duas inequacdes variacionais desacopladas, enquanto a primeira delas
é equivalente & minimizacdo de um funcional convexo mas nao diferencidvel segundo
Gateaux, em virtude de incorporar a desigualdade (2.149), para a segunda nem h4 essa
equivaléncia. Mas ainda é possivel, de forma indireta, provar a Proposigao 3 associada
4 Proposicio 4, desde que a fungdo de atrito F(z) obedeca as hipéteses subsididrias
estabelecidas na demonstragao da Proposigao 4.

Para provar a Proposicao 3 tem-se que provar duas coisas:
) Ul xUZC VI x V2

i) se (V*,€%) € Ul x U2 é solugio de Pal entdo (v*,£*) é solugio de Pa2 e se (1*,£*) €
V! x V! ¢ solugao de Pa2 e (v*,£*) € U} x U? entdo (v*,£*) é também solugao de Pal.

i) trivial

ii) para se provar esta parte procede-se construtivamente, isto €, supondo que O par
resolve Pal, ou seja:

vV € ) :
dv*, . t*(z)
P (@) = ~Brerm(@) 5 ) - B112(2) (3.40)

A (T3@) + £°(0) s () + € (2) — e g (412 + €°0)

= —PBr(1(z) — wo(z)) + Brfralz) (3.41)
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fi(@)(v(z) = v*(2)) + pl 7L (@) (lup(2) + v(z)] - lup(z) + v*(z)) 2 0 (342)
aa(@)(€(z) — (=) + EVu(2)(Valz) — V(=) 2 0. (3-43)

A partir destas expressoes deve-se mostrar que o par (V*,€*) € U}l X U? satisfaz a
inequacao:

< AL (2),4(z) — &'(=) > +5(§) 2 5(€") V€U, (3.44)

bem como ao problema variacional:

JHvM) = inf Ji(v). (3.45)
veld}

Para chegar a (3.44) e (3.45) é mais simples construir primeiro a expressao do problema

variacional e depois obter a formulacdo da inequagio variacional. Este é o procedimento
que sera seguido.

De (3.39) e (3.40) segue-se que:

Pv Py de*
dz? 6, Pdz

By o
- 6_ffa . (346)

Conforme estabelecido na subsegéo (2.2.2) ;517 = o(e}) e, portanto,

dzl/* _ ,Bf
d$2 o 6[

[+ 0(e) ~ —gi fr. (3.47)
!
Considerando a primeira variagdo de v*, indicada por 6v*, tem-se:
ov*(z) = v*(z) — v(z) Vz € Q. (3.48)
Multiplicando (3.47) por év* e integrando no intervalo [0, p], tem-se:

r d2p*

v =)o = —% [ fitv = vz (3.49)

Integrando por partes o primeiro membro de (3.49) e lembrando que v(0) = v*(0) e
que v(p) = V*(p), ou seja que v € U}, obtem-se:

pdv* dv  dv* By
&y _Fr *y— ¥)dx = 0. 3.50
./0 dz ‘dz dz Jdz ¢ ./o-pf“(u v)de =0 (3.50)
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Usando a desigualdade fundamental:

P du dv dv*
> — —dzx 51
2/ )]d"”— o dz dz (3.51)

e a integral de (3.42) multiplicada por %, tem-se:
%/:f;(u— v )dz + 5 ﬁf” flf:LI(lu +v| = |u* + v*|)dz > 0. (3.52)
f

Por soma de (3.50), (3.51) e (3.52) obtem-se a desigualdade:

1 dv 2 dv* 2 ﬁf”f * * * * 1

= (=) = (= ot L - > .
3 [ G = (G P+ 58 M1l + o = o v 2 0 W ety (359)
Definindo:

Ii0) =5 [ Gorde+ 22 [Vigzulhe +vids (3.54)

obtem-se, consequentemente, que:

T = inf J1(v). (3.55)
veld}

Agora considerando (3.40) e integrando no intervalo [z, p| para todo z € €1, tem-se:

#(0) ~ #(0) = ~Brey [ Q) o (00 — By [[ 12000 (3.56)
Lembrando que:
t*(p) = —Ti(p) = —Ti(=) (3.57)
resulta que:
£(@) + T3w) = Brer [ 00 (g + 55 [ 26 (358)

Usando (3.58) em (3.41), realizando as aproximagoes pertinentes e lembrando a definiao
de F}(z) de (2.158) obtem-se:
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d4
—Breska 2(yL +&)dz — kpeg ;W1 + &) = B0 —wo) + Brfaa (3.59)

ou ainda:

4 r
Bre el et S¥k — kye B6 + e Tp S — kye gk =
(3.60)
—Bs(Yo — wo) — Brfar + Brfar + Brfaa
Eliminando-se a identidade correspondente & equagéo (3.2), resulta:
e e A
Breska 5 theer g4 —Bpfar + Brfaa vt~ 5 (3.61)

Est4 implicito nesta equagao que F(z) e t*(z) séo fungdes conhecidas. Supde-se, no caso,
que elas sao obtidas a partir da solugdo do problema variacional (3.53).

Multiplicando a equagao (3.61) pela primeira variagao de £* e integrando no intervalo
[0,p], tem-se:

Bres JE FrE8 (¢ — £%)dx + kses [T S50 (¢ — €)dn =
(3.62)
~ 5 Brfar— et S YL — €Y — By [T faal6 — € )dz

Integrando, duas vezes por partes a parcela contendo a quarta derivada de £* e tendo
em mente que £,£* € U2, obtem-se:

Brey JEF2E8 (¢ — €)dz + ke [T e (e Lydpt

dz? \dz? (363)
B Bsfor — 5ft )(5 E)dzx — By [§ fia(€ — € )dz = 0.
Usando a desigualdade fundamental:
1 88, @, A4
2[( d:n2) (d:c2 1= dz? dz? (364)

e a desigualdade (3.43), obtem-se:
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Bres [T FrEE (¢ — €)dat
her [p(d 9 gn - [P(By fiy — et 52 ) (€ — €)dz+ (3.65)
Bk 2((V a)? — (V4)?)dz > 0.

Se se define:

d2*

Ag*(z) = ﬂfgf{[F:(m) 1a? (x)dz + kyey /OP d

4&-*
I (z)dz} Vz € (3.66)

e se considera que A é um operador do espago H2(f2) no seu espago dual [H*(Q)]*, ver
Apéndice B. Pelo teorema de representagao de Riesz, tem-se que:

p d2e* d4 *
< Af*,h>=/0 Bref{ F}(z) d:zi (:I:)h(x)d:z:+kf€f/: d:f‘* (z)h(z)dx VheU?. (3.67)

Definindo ainda:

d2 *
3€) = [yt = oS eygan + < pgk [V aVdo (3.68)
pode-se escrever, com h = £* — &, que:
<AL > +i(€) 25 Vel (3.69)

Esta é a inequacao variacional que se procurava. Isto completa a primeira parte da prova
da Proposi¢do 3, ou seja, se existe um par (v*,£*) em U2} x U2 que seja solugéo de Pal,
entao ele é solugao de Pa2.

A demonstragao da volta, isto &, se existe um par (7,£) € V2 x V? que é solugio de Pa2,
entio esse par é também solucao de Pal, é feita em duas etapas que tém procedimentos
completamente diferentes, gragas ao desacoplamento entre o problema variacional descrito
por (3.55) e a inequacgao variacional descrita por (3.69), primeira parte da demonstracao,

relativa ao problema variacional, se completa pela aplicagdo dos Lemas 5 e 6 a seguir
enunciados.

Observar que o Lema 5 apenas organiza alguns resultados, basicamente ja estabeleci-
dos, para serem usados no Lema 6.
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Lema 5

Considere a lei de atrito de Coulomb aplicada ao caso continuo como descrito pelas

desiqualdades (2.118) e (2.119), com as varidveis convenientemente adimensionalizadas
e que sao lranscritas a seguir.

Vx €
{ |fa(@)] < plfa(z)] = u*(z) =0 } (3.70)
If2(x)] = plfa(z)] = w*#0 e 33X >0 | v'(z) =—-Afi(z)

As desigualdades (8.70) sao equivalentes a desigualdade:

fa(@)[u(z) — v (@)] + plfal@)[lu(z)] - u*(@)]] 20 Vz Q. (3.71)

Além disso a aplicacdo destes resultados a situagdo do problema de abandono, em que
u =1uy = uj + v permite afirmar:

se existe v* € U} satisfazendo (3.39), (3.40) e (8.42), consegiientemente satisfazendo
(3.47) e (8.42) entdo v* satisfaz:

{ 31(v) 2 1) eV (372

faw=v )+ plfiul(ul +vl—lup + 7)) 20 }

onde:

p d*y Bs (P
_9r * 73
0= [(Eaa 2 [ o

e reciprocamente, se existe U € V) satisfazendo (3.72) e se v € U, entdo U satisfaz (3.47)

e (8.42).
Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Lema 6
Se eriste v* € V! satisfazendo (8.72) entdo v* satisfaz ao problema variacional:

JHv*) < Ji(v) Yv € V! (3.74)

e reciprocamente.
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Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Os Lemas anteriores permitem concluir que a primeira parte do problema Pal é
“equivalente” ao problema na forma variacional, que é parte do problema Pa2.

A demonstracao da segunda parte da volta segue uma estratégia diversa. A demons-
tracao da “equivaléncia” sé se completa com a prova da existéncia e unicidade de solugao
do problema Pa2, conforme estabelecido na Proposigao 4 a seguir.

3.3.1 Existéncia e Unicidade da Solugao do Problema Pa2

Proposigao 4
Considere o problema:

Achar um par (v*, &%) € V2 x V2, tal que:

a) L) < JNv) eV, (3.75)
) <AL >+ 2 i€)  eVs (3.76)

Egiste uma tnica fung¢do v* € V), a menos de erros da ordem e%, que satisfaz a) e,
satisfeitas as hipdteses subsididrias, a sequir enunciadas, eziste uma tnica funcdo £* € V2
que satisfaz b).

Demonstragao:

A prova desta proposigao é feita em duas etapas. Na primeira etapa enunciam-se dois
Lemas que fornecem a base para a aplicagao de um Teorema Fundamental da teoria dos
funcionais convexos e diferenciiveis segundo Gateaux que garante a existéncia e unicidade
de solucao do Problema Variacional em a). Na segunda etapa enunciam-se trés Lemas que
fornecem a base para a aplicacao de um Teorema Fundamental da Teoria das Inequacoes
Variacionais que garante a existéncia de solugdo da Inequagdo Variacional em b).

No que segue sao ressaltadas as hipéteses subsididrias, relativas a fungao de atrito
f¥(z) ja apresentadas nos comentérios iniciais da demonstragao desta Proposigao 3. Elas
é que vio permitir demonstrar que existe um tnico par (v*,£*) € V! x V2 que é solugio
de Pa2. Uma vez demonstrado esse fato, a “equivaléncia” dos problemas Pal e Pa2
fica estabelecida desde que o par (v*,£*) também pertenga ao conjunto U, X UZ.
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Hipéteses Subsidiarias

A funcdo de atrito F*(z), definida a partir da fungao densidade linear de atrito f}(z), pela
expressao (2.158) transcrita a seguir, deve satisfazer as condigdes subsidisrias seguintes:

P
Fi@) =~ [ f:0dg,  voeq (3.77)
o ter até a segunda derivada continua;

e existem niimeros reais A (que dependem essencialmente da monotonicidade de F})
tais que o nimero A, definido em (3.78), a seguir, é sempre positivo. Dado um nimero
real A, a existéncia de um nimero A, estd garantida pois trata-se do infimo de uma funcao
continua definida num conjunto compacto §2, resta saber em que casos ele € positivo. Para
aqueles casos que € verificada esta 1iltima condigao est4 satisfeita uma hipétese subsididria
que vai permitir a demonstragao da Proposigao 4.

1d2F*(z
Ao = inf [5#2() _ N Fa)]. (3.78)
Esta segunda hipétese subsididria se apresenta de maneira um tanto artificial; no entanto,
como é visto na prova do Lema 9 a seguir enunciado, ambas surgem de maneira bastante
natural. O que estd sendo manifestado por estas hipGteses, tem a ver com a complexidade
inerente ao modelo Coulombiano do atrito, que de resto ja é um fenémeno fisico complexo.
A segunda hipétese subsidisria traduz de certa forma o fato de que a mobilizagao da forca
de atrito, a partir de um ponto de abscissa x do oleoduto até a extremidade em que a forga
de tragao é atenuada, deve atender a algum requisito para que o modelo que descreve a
operacao de abandono mantenha consisténcia matemdatica. Pode-se afirmar, entao, que
sob condigoes mais gerais o modelo proposto para a operagao de abandono nao da conta
de representar o fendmeno fisico correspondente. A introdugéo desta hipdtese estabelece
que, para cada abscissa = a metade da derivada segunda de F}, calculada em z é sempre
superior a A\’F¥(z) < 0. Com este reforco, o modelo proposto passa a representar
satisfatoriamente a operagao de abandono.

Sao agora enunciados alguns Lemas, entre eles, os Lemas 9 e 10 que permitem a
aplicacao do Teorema 3 do Apéndice B, que por sua vez garante a existéncia e a unicidade
da solucao do problema variacional descrito em a), expressao (3.75).

Lema 7

O conjunto V) C HY(Q) é convezo, além disso o funcional J)(v) é ndo sé convezo em
V! como estritamente convezo.

Observagao: este Lema € reenunciado e demonstrado no Apéndice A.
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Lema 8
VI c HY(Q) é um conjunto fechado e completo
Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Estes dois Lemas completam os requisitos necessirios para a aplicacao do Teorema 3
do Apeéndice B & parte a) do problema Pa2.

Agora s3o enunciados alguns Lemas que dao conta da parte b) do mesmo problema

Pa2.

Lema 9

Seja V2, seque da defini¢do deste conjunto que ele € parte do espago de Hilbert H 2(Q),
considere entGo o operador:

A HYQ) — (HA(Q)

definido por:

N dt
A= fre{F3(a) 5+ a3} (3.79)

e seja A a restrigio do operador A ao subconjunto V? de H*(Q). A € estritamente
mondtono, hemicontinuo e coercivo (ver Apéndice B).

Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Lema 10

O conjunto V2 C H?(Q) é um subespaco vetorial do espago H*(Q), € ndo vazio, convezo
e fechado.

Observacao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Lema 11
Seja o funcional:

p P 2
56) = 2ok [[(7aVdat (613 - et )6 (3:80)

definido em V2. Pode-se afirmar que j € convezo, proprio e semiconiinuo inferiormente.
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Observagao: este Lema é reenunciado e demonstrado no Apéndice A.

Com base nos Lemas 9, 10 e 11 acima enunciados e demonstrados no Apéndice A
o Teorema Fundamental das Inequacdes Variacionais, ver Teorema 10 do Apéndice B,
pode-se garantir a existéncia e a unicidade da fungao £* € V? que satisfaz a Inequagao
(3.76) correspondente & parte b) do problema posto pela Proposigao 4 em questao.

Este Capitulo apresentou os elementos necessirios e suficientes para se atingir o obje-
tivo essencial da tese, qual seja:

e demonstrar que os problemas PL1 e PL2 sao ” equivalentes” e que possuem solugao
Unica;

e demonstrar que o problema Pa2 possui solugao tinica e como a solugao do problema
Pal, se ela existir, é também solugao do problema Pa2 chega-se também na equivaléncia
dos problemas Pal e PaZ2.

As demonstragdes dos Lemas anteriormente enunciados séo elaboradas no Apéndice

A.

3.4 MAJORACOES DAS SOLUCOES DO PL2 E
DO Pa2

Uma vez provadas a existéncia e a unicidade da solugdo de cada um dos problemas
tratados, ou seja, PL2 e Pa2, é pertinente o estabelecimento de propriedades dessas
solugdes. Uma propriedade muito importante e que pode ser verificada é a majoragao da
solucdo de cada um dos problemas estudados. Segue-se uma estimativa de majorantes
para estas solugoes.

3.4.1 Estimativa de Majoragao da Solugao do PL2

Para o estabelecimento das estimativas desejadas é recapitulada a formulagao do pro-
blema PL2 do Capitulo 2. As expressoes (2.111), (2.112) e (2.113) repetidas a seguir
sao as escolhidas para a determinacio dos majorantes. Vale lembrar que a formulagao do
problema PL2 na forma de inequagao variacional é dada pelas expressdes (2.116), (2.117),
com a mesma definicdo do funcional JZ(y;) dada pela expresséo (2.113). Como estabelece
o Teorema 4 do Apéndice B, ambas as formulagdes sao equivalentes.

O enunciado do problema PL2, do Capitulo 2 é:

Achar (u},yt) € Vi X V2 se existir, tal que:
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Jiyi) = inf, Jr (L) (3.81)
u@ = o+ [rEn@e  zeo (3.82)
com:
J%(yL) — /(dyL Efkf/ (C;j;;ll 2dIE—
ﬂf[) (’Yo—wo)yLdﬂi-l-ﬂ;E/:YzLdz (3.83)

Como estabelece o Teorema 1 do Apéndice B, uma condigao necessaria para que o
infimo do funcional J2(y. ) seja atingido é que sua primeira derivada de Gateaux seja nula,
quando calculada para a fungao extremante e para toda fungdo h nas suas vizinhangas,
isto é, 6J2[y¥; h] = 0. A expressao (A.8) do Apéndice A fornece explicitamente a derivada
acima, reproduzida a seguir:

SRk = o3 [ S0 [V hae
—B; [(70—wo)hd$+ﬁfk[Y2Mm. (3.84)

Impondo a condigio de nulidade da derivada de Gateaux de J}(y.), calculada em

yi(r) e uma vez que a fungao h é arbitraria podendo ser tomada como a prépria fungao
¥} (z), resultando entao:

/i) [ d"’;yzdw+efkf [ S 8in— ;[0 — wouts +

Brk f Viypdz = (3.85)

Integrando, por partes, uma vez a primeira parcela, duas vezes a segunda parcela de
(3.85) e lembrando que y} € V2, tem-se:

dyy d R
s,T;j(p)/:( d;)24m+e,k,/’7(d 2)2dz+5,kf Viyide

= By /: (Yo — wo)yrdz . (3.86)
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Explicitando a parcela [} Yzyzdm, tem-se:

* % _ yz_v8+|yz_vsl *
/: YLyLdm = /: 9 yrdz

1. p .
= {| W})dz— | yjvdz+ | |yl —vslyidz}. (3.87)
2-Jo 0 0

A expressao (3.86) é reescrita como:

dyz 2 | d2y’1§ 2 k * *
efTE®) [ Clydn+ ey [[(S2hyda + 85 [yt — vilvido +

k P P k D
Pry /0 (v2)*dz = s fo (Yo — wo)ydz + By 5 fo Y vsdz. (3.88)

Essencialmente como decorréncia da definicao de valor absoluto de uma funcao a
valores reais, pode-se escrever:

—|?JZ||ZIZ — Usl < yzlyz - 'Usl (389)

Com base na desigualdade triangular do médulo, resulta:

—|yi1? — lyivsl < —luillyl —vsl < wilyi — vsl- (3.90)

De (3.90) e (3.88), segue a desigualdade:

" P dyj d*y; k .
EfTL(P)/O (d—;)2d1f+€fk’f /:( dwf)zd-’“rﬂfa /;(yLle‘

* k * k P *
< B /: (70 —w0)yLd$+ﬂf§ _/: yLvsde+ﬂf§ ‘[) lyvs|dz (3.91)

ou ainda, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtem-se:

P, dy} dzy* k (p "
efTi0) [ CLydo + ek [ (20 do+ 6y [ 7V e

< Bsll(vo — woll2llyill2 + BrkllyLllzllvsla- (3.92)
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Definindo-se o nimero real positivo my por:

o k
my = min{e;Ti(p), Br5, erks} (3.93)

a desigualdade (3.92 pode ser escrita como:

. dy* d2y*
ml [ wi)ds + [ (o + ["(EEE) s
< Br {ll(v0 — woll2 + kllvall2} 1YL l2- (3.94)

Desde que no espago H?({2) a norma da fungao y} ¢ dada por:

N . dy* D d2y*
”yLlEz(m :[(yb)2dm+_/:(zf)2dm+/o (da:;)zdm (3.95)

e como ||y}llz < ||yi|L{2(m, supondo ||y%|| # 0 segue uma majoracio para a solugao de
PL2, ou seja:

02l < 225 100 = ol + Rlfoula} (396)

2(q)

A restricao da nao nulidade da norma de y} pode ser eliminada, uma vez que a
desigualdade (3.96) vale também para o caso em que ela é nula.

Vale observar, ainda, que sendo a norma ||.||s <

ambas se aplicam, a desigualdade (3.96) tem sentido para todos os elementos de H2().

”‘“m(n) para todos os casos onde

O significado dado pela expressdo (3.96) é bastante importante e traduz claramente
que, se existir a func¢do y}, que componha uma solugao do problema PL2, ela é limitada
em V? C H%(Q) e um seu majorante sé depende das fungdes que caracterizam os dados
do problema.

Uma vez que a solucao do problema PL2 é constituida de duas fungoes, a que descreve
os deslocamentos verticais y%(z) e a que descreve os deslocamentos horizontais uj (),
as estimativas da solucao ainda nio estao completas. A partir da expressio (3.82) e da
definicao da norma ||H"1 . pode-se obter uma das possiveis majoragoes. Por simplicidade,
é elaborada uma majoracao que faz uso da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, conforme
est4 feito a seguir. A norma ||.|L{1(Q) de u}(z) é dada por:

sl = [ ie)de+ (@R yg (3.7

H(Q)
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Considerando as expressoes (3.17) e (3.18) e descartando os termos de ordem menor que
6%, a expressao anterior pode ser reescrita como:

i, = (e (TP,

3.98
H(2) Of (3.98)

O parametro p é o comprimento adimensionalizado da linha e seu valor, certamente, nao
supera o valor do comprimento L, assim a expressao (3.98) fornece:

T£]2 L3

lill?, < 55+ 1 (3.99)

H1(Q)

Esta desigualdade fornece a majoragao desejada e junto com a desigualdade (3.96)
completa as estimativas das majoragdes da solugao do problema PL2.

3.4.2 Estimativa de Majoragao da Solugao do Pa2

O problema Pa2, conforme descrito pelas equagdes (2.153) a (2.158), é transcrito a
seguir:

Achar (&%, v*) € V! x V2 se existir, tal que:

Y(v,€) € V! x V?

JHv) = ig‘gl JHv) wwev, (3.100)
<AL —E>+j(E) <GE) YEe, (3.101)
onde:
1 _ 1 radv,, gf_ﬂ LN x
B = 5 [(Grde+ 8 (el +v@ld (3.102)
2 ¢x 4 ¢-x
Al (z) = Bref{Fi(m )d : (w) fd - ($)} (3.103)

i© = o3 [ (vA<x))2dx+ [ et @ 1)@z (3.104)
FXz) = — f f0d¢,  Vzeq. (3.105)

Admite-se, por enquanto, que a fungdo ¥*(z) que minimiza o funcional J! é limitada
em H'(Q). Na seqiiéncia essa hipétese sera verificada. Agora o que se quer ¢ estabelecer
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um limite superior para a funcio £* solugéo da inequacao variacional (3.103). Para tanto,
nesta mesma equagao, pela arbitrariedade da funcio £ do espago V2, pode ser tomada
como a funcdo identicamente nula, que est4 em V2, obtendo-se:

< ALY EF — 0> +5(€%) < 5(0) (3.106)

usando a definicdo de V a(z) obtida das expressdes (2.133) a (2.136) e de (2.138), a
desigualdade (3.106) pode ser escrita como:

2 * 4 *
ﬂ,e,{f?(mf* £al+ fo Ef*d}-l-
* v * 2
o /’ vt &t mvet ¢! Pdo+ [t (0) 2L - By far(2)) €d

< B3 /: (YL ”“’2'“ ”")2dm. (3.107)

Desenvolvendo convenientemente os termos quadraticos e procedendo as simplificages
possiveis, obtem-se:

4 * *l ek
ﬁfef{/”F* e T tn [T vy 1 g [P M EE
s (62 do+ [ (y; — vedo + /; Wi — va)lyh — vt & |dm}+

2
2k * __ x
[let @2 — g g ean < g% [PURTBMEZ gy (3108)
0 4]

Das propriedades do valor absoluto de fungdes a valores reais, pode-se escrever as
desigualdades seguintes:

—lyj — vs]> — |y} — vl |&] < =¥} — vally} — ve + €| < (W) — va)|y} — vs +£*] (3.109)

=€ = lyz, — vslle*] < =€ |lyp — v + €] < (E)lyf —vs +E¥. (3.110)

Integrando as desigualdades (3.109) e (3.110) multiplicadas pelas constantes positivas

apropriadas, combinando-as com a desigualdade (3.108) e procedendo as simplificagoes
pertinentes, tem-se:
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25* Pd4f*
Fi(z d
fsf{/-p Thap | 4

Bt [~ vaeds — [l —wlletide + [T gy

P * dzyL

§dz} —

h(a:)]&*dxgﬂ@[) Wi - “")2| £l g (3.111)

Aplicando a desigualdade triangular para a soma do médulo de fungGes a valores reais
e a seguir a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtem-se:

2 * 4 *
Bres [ Fale)e S o b oy [P S5 edmy < Bai2lwh - vl Il +

d2 *
192 = vsllz} + [18rfas(2) — &8 (z)— o

o Iz 1€l (3.112)

A seguir sao apresentadas algumas relagoes que constituem as bases para as mani-
pulacGes algébricas feitas sobre a desigualdade (3.112).

d *
/: () dz < 5:—22 /O-p (d—i)de (Poincaré-Friedrichs) (3.113)

[ER@NE v = R [y

[ r@Eyds = (- [ €)ds
Teorema 8, Apéndice B (3.114)

de*

p2 —1 qp de*
/ [~ Fa @ ) dw = B [ -R@IG, do +
— [p [—F2( 2d:lr; Decomposicao da Integral
para aphcagao da desigualdade de Poincaré-Friedrichs (3.115)

Integrando por partes, uma vez a primeira parcela e duas vezes a segunda parcela de

(3.112), resulta:
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ﬂf&?f{/:[—Fcf(ﬂ’ df* )*dz — /‘pf“g*d&d“"Faf/ﬂ( 6*)2d }

k
< Br {211z — vo)ll2 17112 + [y — vsll2} +

. e PYL L
181 far (@) — est* (@)= Iz 1IE7]2- (3.116)

Usando a relagéo (3.115) em (3.116), tem-se:

brert 5 [m@yan s RNy [ e s
o [ (d£ dz) < ﬂﬁ{zm L= un)lla €l + llgg — vallo) +

1B far(z) — €ft*($)

[1€* (2 (3.117)

Usando as relagdes (3.114) em (3.117), tem-se:

Bretf = /” R @ Vdn ~ [ 16 da +
—f (- g* )idz +af/:(cfi§;)2dm}
< 5f§{2||(yL—vs>||2ns*n2+nyz—us||§}+

. N N
181 fa(@) = est*(@)— 2 {171 (3.118)

Integrando, por partes a parcela [§ faf*%d:z, lembrando que

dfa(z) d*F*(x)
= —pa Vz e (3.119)

e substituindo em (3.118), tendo usado a segunda relagdo de (3.114) e reordenado os
termos, chega-se em:

P—lF*Cl 1d’Fy(z) | .\
Fr0) a(x)]+§T)(§ )2dz +

1—,5/;—5:@ (& a4y 126 )
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k * * *
< 5f‘2‘{2|l(yL —vg)||2 /1€ 12 + llyE, — vsll3} +

* dzyL
181 far(z) — &5t () — = [l2 [1€7]l2- (3.120)

Usando a relacao (3.113) em (3.121) tem-se:

ﬂfef{/”(w”# LRG| ey + 1212 y gy

P F(0) 2 do?
= RGN e+ oy (G an)

< ﬁf§{2 1 = va)ll2 (1€l + [lyZ — vill2} +

d2
181 721() = opt* (2) =2

(3.121)

Observar que o fator F;((;), que comparece no denominador da primeira parcela, pode
ser substituido por F7(0), pois pela defini¢do da fungao F*(z), dada por (3.105), vale:

0 < [-F=)] < [-F}(0)], Vz € Q. (3.122)

Definindo o fator real positivo A2, por:

)\2 — 27r2p2—1F:(C0)

o F2(0) (3.123)
a desigualdade (3.121) pode entao ser reescrita como:
/ EEED) _ yapse)) s +
* D d2 *

Bresls [P @G Pda + oy [ 5 )

k
< Bro{2 WL — va)ll2 [1€¥]2 + IlvE, — vall3} +

d2 *

181 far(®) — est™(z) Lllz €™ 2 - (3.124)

Levando em conta as hipéteses subsididrias estabelecidas na demonstracao da proposicao
4, a fungéo f(x) como la definida é nao negativa para todo £ € ). Assim, a primeira
versao do Teorema do Valor Médio pode ser usada e a expressao (3.124) fica:
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1L (o) | p(&*)2dw +
Bresic [ IR da + oy [[( 57 Vda)

< ﬂf§{2 Gz — va)ll2 [1€7]l2 + llyZ, — vall2} +

* * dzyL
1Br far(z) — est™(z) T2 116712 - (3.125)
onde:
2 Ik
flao) = LLEED) _apn(ay), (3.126)

Considerando que cada coeficiente que comparece nas parcelas do primeiro membro
da desigualdade ¢ positivo, pode-se definir um nimero:

mo = min{fy = f(@o), B FI-F2(G)L, kres} (3.127)

tal que:

mo [[(€ s+ [ a4 ["(E5 an)
< BrLfim) [ (€)da

* d2 *
Bres (o [ P2 o Vda + oy (G o). (3.128)
Considerando a definigao da norma em H?2((Q), obtem-se:
k
mo| )7, < ﬁf—{2 ||(yZ —va)ll2[1€*1l2 + 97, — vallz} +
181 far(z) — Eft*(iv) |l2 E¥ 2 - (3.129)

Tendo em mente a relagao entre a norma de H2({2) e a de £,(€2) a desigualdade (3.129)
se converte em:

mollf*lﬁzm) — [ Bk l|(yr, — va)ll2 + 1|8 s (@) — 7 ( 22 g, —
v} — vl < 0O (3.130)
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ue constitui uma inequacgao do segundo grau em ||£* e o discriminante da equacgao
q gr 2 quag

do segundo grau correspondente é:

d*y7 . 2 R )
Tkl Hamellyl —willf  (3.131)

A, = [Brk||(y1 — vo)ll2 + ||Bs frL(z) — 5 (@)

que evidentemente é positivo, o que significa que a equagio do segundo grau correspon-
dente a (3.130) tem duas rafzes reais. Dai que a inequagao ser satisfeita, tendo em
conta que my também é positivo, se e somente se os valores assumidos pela norma de ¢*
estiverem compreendidos entre as raizes, ou seja:

e,
e,

e 2 g BrRIGE = )l + 116, f21@) = e1t*(2)

< %ﬂ{ﬁfk (L — va)ll2 + 1B far(z) — €ft*($)d2yz ll2 + (Ao)%} (3.132)

2(q) dx?

A primeira raiz é claramente negativa. Como a norma, por defini¢io, é sempre nao
negativa, segue-se que:

1 d?y; 1
1 gy < e (B 118 — we)lle + 181 S () — 46" @) 2 +(A)H} (3133)

que € uma majoragao para a solugdo £*(z) da inequagao variacional (3.101).

Ainda ha que se resolver o problema da majoragao da funcao que minimiza o funcional
J! do problema Pa2, fato que foi admitido na determinacao da majoracao da funcao
£*(z), solugdo da inequagéo variacional (3.101). Para tanto serd considerado o problema
equivalente, estabelecido com base no Teorema 4 do Apéndice B e formulado no Capitulo
2, expressdo (2.163). A seguir é transcrita a formulagao do problema Pa2 em termos de
inequagoes variacionais, conforme o Capitulo 2.

Achar (&*,v*) € V! X V2 se existir, tal que:

§J1 vt — v + T3 (v*) < T (v) Vv e V! (3.134)
<ALE —E> +Hj(E) <€) VEeV: (3.135)

Para a determinagao da majoracdo desejada, tendo em vista que a fungao v em (3.134)
é arbitraria, pode ser tomada uma qualquer fungdo de V). A fungio mais simples que
satisfaz as condigbes para pertencer a V! é:
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v(z) = —uj(z), Vz € (3.136)

Como a derivada de Gateaux de Jj}, calculada em v*,v* — v é dada por:

* dv*d

I v v — v = av ) — dl; du]d Y,ve Vi (3.137)

a inequagao variacional (3.134) fica:

dv*d
o )2 — du du ldz + JH(v*) < Ji(v), Vv € Vi, (3.138)

Usando a desigualdade fundamental:
P du ? dy dv*
> — 3.139
2/ )]dm_ o dzdz ( )
m (3.140), tem-se:

— —/ (— dz + JH(v*) < J3(v) Vv e V! (3.140)

ou ainda, explicitando o funcional J} de (2.162) e usando a particular fungao definida em
(3.136) obtem-se, como em (3.50) que:

1 e dv*, By /p
- wy Mk * * *d
2[) (d:r) dm+ 6f 0 |fnL|(luL+U | T

17, duj, ﬁfu/p
< = — e *luy — uildz. 3.141
< 5y gy am+ T EE Ul — wids (3.141)

Usando a desigualdade triangular para o valor absoluto de fun¢Ges a valores reais e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta:

1 dv*
TG SN

d
<: [ (—%)ﬂm S lll o (3142
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Novamente surge uma sifuaqéo onde a desigualdade de Poincaré-Friedrichs (desigual-
dade (B.22) do Apéndice B) pode ser aplicada para substituir o quadrado da derivada de
v* por duas parcelas: uma delas sendo uma fragdo do quadrado da derivada e a outra,

uma parcela do quadrado da prépria funcao v* dada pela aludida desigualdade, fornecendo
para (p +29)? > 1:

(p+27)* -1 dV

Brtt | o
2o+ 277 Q@H i [y s = FE Rl

du ﬁ#
<5 [ e+ Bl + 5

; (p+ L (3.143)

onde a constante c; € o parametro 7 que comparecem em (3.143) foram importados di-
retamente da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, Lema 13 do Apéndice B, identificando
apenas que: a = Qe b = p.

Esta desigualdade impoe que se estabelega uma majoragdo independente para v*(p).
Nao ¢é dificil extrair de (3.39), (3.57) e de (3.58), sob as hipdteses estabelecidas sobre a
fungao f,(z) que uma majoragao para |v*(p)| é dada por:

T*
)l < B8+ el + P21 R 0) (3.144)

Incorporando esta desigualdade em (3.143) e considerando que ||u*|ls < ||u*|L'1m)
tem-se:

(P+27l —1/1 7 /p *\2 ﬁfﬂ' * *
v )dr — ——— v
1 2 ﬂf/‘ m? 2
Il [ X * w* U* 14
Considerando ainda que ||v*]]; < ”V*lL: , definindo o niimero positivo m,, como:
_(p+2m)? -1 2
= 3.146
™S T St 2 2+ 2t (3.149)

a desigualdade (3.145) se converte em:

* ﬂfp‘ * *
mill I~ Sl

~ h "”‘nf,,Ln o

H()

L)

7[.2

1@ 2W( v (p)) <0 (3.147)
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que, como no caso anteriormente estudado constitui uma inequagao do segundo grau em
||1/"|L11 e o discriminante A; da equagdo correspondente é positivo. Neste caso, con-
siderando que a norma é nao negativa vale a majoragao:

171 g < 2m ﬁmllfnLllzﬂ/—} (3.148)

onde:

A = Ul +2mllluslf, )+
P el + 2 P ) (3149)

A expressao (3.148) fornece uma majoragao para a fungdo v* que sé depende dos
dados de entrada do problema Pa2, que é o que se procurava. Além disso, fica também
resolvida a majoragao da fungao £* que foi estabelecida a menos da dependéncia da fungao
t*. Mas se v* é limitada, é também limitada a funcao t*, o que completa as majoracoes
procuradas.

3.5 METODO DE APROXIMA(}AO A SER USADO
EM Pa2

Os resultados desta secao estdo baseados nas secoes 2 e 3 do Capitulo 1 de [9].

Parte-se do fato de que o operador A é nao simétrico e fortemente monétono, ou seja,
vale a desigualdade:

< Au,u > 2> mgl|u||:2(m

my > 0 e Yu€ V2 (3.150)

o Lema 9 afirma que o operador A € estritamente monétono e coercivo. No Apéndice A
ele é reenunciado e demonstrado. Demonstra-se que, de fato, o operador A é fortemente
mondétono.

A idéia para a obtengdo de uma aproximacgao da solugao da inequagao variacional:
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<AL E -E> i€ <5E) VEEV, (3.151)

é admitir que seja conhecida uma forma simétrica, bilinear e continua b(u,v) em V2 tal
que:

blu,u) > mg [|u||:2(m mg > 0 e Vu € V? (3.152)

e para a qual o problema de achar w* € V2 de:

bw* v —w*) + j(v) > j(w*)  VYveV? (3.153)

constitui um problema numérico mais ficil. Uma vez que a forma b(u,v) é fortemente
monétona, o problema agora enunciado admite solucdo tnica. O que é garantido pelo
Teorema 5 do Apéndice B.

No presente caso pode-se exibir uma forma simétrica continua e bilinear que atende

o requisito exigido. Esta forma bilinear pode ser obtida a partir do operador A, pela
€Xpressao:

b(u,v) = - [< Au,v >+ < Av,u>] Vu,v € V: (3.154)

1
2

Nao é dificil demonstrar que uma tal forma é simétrica continua e bilinear. A partir
da expressdo de definigdo do operador A, obtem-se explicitamente que:

1
b(u,v) = —[< Au,v > + < Av,u > |
du dv dQF*(:r,
= ﬂf€f{/( Fo(@) o, 4 2f g Wizt
? d*u d%v 9
g ) 3.155
ay | d:z:2d:1:2} Vu,v € V2 ( )

Agora, do problema formulado em (3.153), decorre o seguinte: para u dado em V2

e para p > 0 fixado mas arbitrdrio por enquanto, existe um dnico w € V2 tal
que:
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bw,v—w) > bu,v—w)—p[< Au,v —w > +j(v) — jw)] Yve V2 (3.156)

A expresséo (3.156) fornece uma “regra” que: dado u € V2, permite obter um iinico
w € V2% ou seja, fornece uma aplicagdo que a cada u fica associado um

w = S(u) de V2 )72 (3.157)

Nzo é dificil concluir que resolver o problema dado pela expresséao (3.151) é equivalente
a achar um ponto fixo de (3.157), isto é, achar v = S(u). Agora é apresentado um

procedimento para determinar o parametro p de maneira que, para todo par u;,us € V2
tenha-se:

NS (uy) — S(u2)|| < 6llug —usl}, 0< 6 < 1. (3.158)
Admitindo a veracidade de (3.158) pode-se concluir que:
e a existéncia e unicidade da solugao £* de (3.151);

e a possibilidade de usar o método das aproximagdes sucessivas para se determinar

uma aproximacao de £*, partindo de um £° € V? e construindo £"*! € V2, como a solugao
em V? de:

b(EM € — €M) > b(gn - M) -
pl< A" € — €1 > +j(€) — §(€™)] Ve eV, (3.159)

e assim gerar uma seqiiéncia {{"}__, que converge para {* em V2 tudo isso tendo admitido
(3.158) como verdadeiro. Falta verificar este fato, o que sera feito a seguir.

Uma vez que b(u,v) é simétrico e fortemente monétono, pode-se tomar a expressao
(3.154) como a defini¢do de um novo produto interno em V2 e tomar

ol = (b, v))? (3.160)

como uma norma. Tendo em vista a expressdo (3.156) e fazendo, respectivamente:

(3.161)

u=u;, w =S(u) e v=uwy
u = Uy, wy=S(uy) e v=uw
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obtem-se, respectivamente:
b(wi,wa — wi) 2 b(uy,wy —wi) — p[< Aug,ws —wy > +j(wa) — F(w1) ] (3.162)
blwa,wy — wa) > b(ug,wy — wa) — p[< Aug,wy —wy > +j(w1) — j(ws)]

Somando-se membro a membro as desigualdades de (3.162) e usando a nova norma
introduzida por (3.160), resulta:

—le —(.d2||2 > —b('u,l — Uq,ly — UJQ) +p < Aul - AUQ,(.U] — Wy > . (3163)
Tomando:
Uy — Uy = @
W —wy = 'l/} (3.164)
b(‘Pa¢) =< (va >V:f

e fazendo as substitui¢des em (3.163), obtem-se:

que permite escrever:
1l << (I —pA)p, 9 > (3.166)
ou ainda
ll1* < NI — pA) ol| |11l - (3.167)
Levando em conta que:
NI —pA) el = el + 0| All* — 2p < Ap, >
< (1+ AP = 2mep) |lll® (3.168)

e usando (3.168) em (3.167), vem:
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]| < (14 p? || Al]? — 2map)? [[9]]. (3.169)

Desde que o operador A é fortemente mondtono, ou seja, my > 0, pode-se escolher
valor para o parametro p, tal que:

(1+ o2 ||A? = 2map)? < 1 (3.170)

o que garante que a desigualdade (3.158) seja verificada. Em decorréncia, a seqiiéncia
gerada converge para o ponto fixo procurado.

3.6 APRECIACAO SOBRE OS RESULTADOS OBTI-
DOS

Os resultados relativos ao problema da primeira etapa da operagao de assentamento
de oleodutos, chamada de operacdo elementar de lancamento, correspondente ao prob-
lema PL1 na forma diferencial ou ao problema PL2 na forma de inequagao variacional,
apesar de importantes, provocam pouco impacto, uma vez que eles podem ser obtidos
sem lancar mao das técnicas envolvendo o conceito de inequagao variacional. Os resulta-
dos relativos ao problema da segunda etapa da operagao de assentamento, chamada de
operacao elementar de abandono, correspondente ao problema Pal na forma diferencial
ou ao problema Pa2 na forma de inequagao variacional, além de importantes, nao é con-
hecida pelo candidato qualquer outra alternativa que permita obté-los, tornando-os, pelo
menos na avaliagao do candidato, singulares.

A importancia que estes resultados representam se encontra nao apenas no significado
especifico de se poder falar, sob determinadas condigGes, na configuragao de equilibrio
da linha elastica de um oleoduto, mas principalmente no fato de se esclarecer que a
aplicacao das técnicas de inequagbes variacionais a estas classes de problemas tem boas
possibilidades de sucesso. Uma vez que este ponto esteja esclarecido, pode-se imaginar
uma série de outras situacoes semelhantes onde a aplicagao destas técnicas pode tornar
mais facil a obtencao de solugido de problemas de contato unilateral, envolvendo ou nao
apoios eldsticos, com ou sem atrito.

De maneira sintética os principais resultados obtidos e a singularidade de cada um
deles sao exibidos a seguir:

> foi estabelecida uma "equivaléncia” entre o problema de lancamento na forma dife-
rencial PL1 e o problema de langamento na forma variacional, mais ainda, na forma
de inequagao variacional PL2. Em termos de engenharia, a singularidade do estabeleci-
mento dessa ”equivaléncia” estd no ltimo passo, o que estabelece a equivaléncia entre a
formulacao variacional e a inequagao variacional com base no Teorema 4 do Apéndice B;
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> foram provadas a existéncia e a unicidade da solugao do problema PL2 e por
decorréncia se esta solugao tiver os atributos adequados ela é também solugao do problema
PL1. Em termos de engenharia, esse resultado é relevante porque ao se projetar um
algoritmo de busca para determinar o minimo do funcional J2(y,) hé certeza de que se
busca um elemento y} que, de fato, existe. Este fato, apesar de parecer trivial pode

ser fonte de muitos contratempos na busca de uma solugao numérica de um modelo
matematico.

> obedecidas algumas condigdes denominadas de subsidiarias, foram demonstradas a
existéncia e a unicidade da solucdo do problema de abandono Pa2. Apesar das concessoes,
este resultado é, ele préprio singular, porque apesar de se tratar de um caso particular,
ele é representante de uma familia de problemas envolvendo inequacces variacionais, que
por si s6 j& constitui uma novidade em termos de engenharia tao ou mais relevante do que
o caso do problema de langamento, uma vez que as complexidades, oriundas do atrito e
que ocorrem neste caso, sao muito maiores.

D> a existéncia e a unicidade da solugao do problema Pa2 permitem estabelecer uma
"equivaléncia” entre o problema de abandono na forma diferencial e o problema de aban-
dono na forma de inequacdes variacionais, isto porque foi provado que se o problema
de abandono na forma diferencial, problema Pal, tiver solugao, essa solugao é também
solucao do problema de abandono na forma de inequagdes variacionais. Como foi provado
que o problema Pa2 tem solugdo tinica, se ela possuir os atributos adequados ela, ne-
cessariamente, é a solucao do problema Pal. Em termos de engenharia, estes resultados
sao considerados incomuns e mesmo no universo das aplicagoes conhecidas, realizadas por
matematicos, nao constam os resultados aqui obtidos. Isto lhes da alguma relevancia,
mesmo em termos de Matematica Aplicada.

3.6.1 Aspectos Fisicos nao Discutidos

A preocupacao principal do candidato ao desenvolver esta tese foi, de posse de um
modelo matematico aceitdvel do problema em estudo, explorar com certa profundidade
as técnicas de inequacoes variacionais. Daf a importéancia de abordar o problema relativo a
segunda etapa da operagao de assentamento, pois é nesta etapa que as maiores dificuldades
se manifestaram e foram das superagoes delas que vieram os maiores alentos.

N&o h4 diivida que aspectos importantes do problema foram tratados superficial-
mente. Alguns deles estdo relacionados as interpretagoes fisicas associadas as préprias
formulacdes, como por exemplo atribuir significado fisico as diversas parcelas dos fun-
cionais definidos, ou mesmo as parcelas das expressdes que constituem as inequagoes
variacionais. Em geral, ndo h4 maiores dificuldades em associar a estas parcelas um sig-
nificado de energia ou de trabalho mecanico realizado. Como o problema estudado é
estatico, as energias envolvidas estao associadas a fendmenos de deformagao da estrutura,
do solo e de trabalhos realizados pelas forgas presentes.

Qutros aspectos que nao foram abordados com suficiente detalhamento tém a ver, por
exemplo, com o significado fisico da maioria das hipéteses adotadas. Sé para exempli-
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ficar, é apresentada uma interpretagao fisica associada 4 hipétese subsididria contida
na demonstragao da Proposicao 4. Esta hipStese estabelece que a funcao densidade linear
de atrito f,(z), que comparece na formulagao do problema Pa2 é nao negativa. O signifi-
cado fisico que acompanha esta hipétese é que os trechos de oleoduto mais préximos da
extremidade que sofre atenuagdo da forca de tracao estao sujeitos a forca de atrito. As
secdes do oleoduto que vao sendo sucessivamente aliviadas, a partir da extremidade de
aplicacao da forga de langamento, tendem a escorregar no sentido contrario aquele do eixo
das abscissas, portanto o atrito que vai sendo mobilizado em cada segédo atua no sentido
deste eixo, conseqiientemente, a densidade f, deve ser positiva em cada se¢do. A partir
da secdo em que a forca de tracao é atenuada e na medida em que o atrito vai sendo
mobilizado, h4 uma tendéncia de se mobilizar menos forga de atrito (monotonicidade da
forga F*(x)), até o ponto em que a forga de atrito mobilizada iguala a forga de tragao
aplicada no inicio da operagao de abandono. Como os pontos de aplicagao destas forgas
tendem a se deslocar, trabalhos elementares estao sendo realizados em trechos elementares
do oleoduto.

Muito mais explicacoes poderiam ser dadas a respeito da fisica do problema. Por nao
ter sido esta a tonica da tese pouco se falou sobre estas interpretagoes, mas considera-
se que elas tornariam a tese muito extensa se o candidato se propusesse a detalha-las e

aprofund4-las.



CAPITULO 4

DISCRETIZACAO DO PL2 E DO
Pa2 EM ELEMENTOS FINITOS

4.1 INTRODUCAO

Como mostra o problema PL2, expressoes (2.112) a (2.113), as grandezas associadas ao
comportamento estrutural longitudinal do oleoduto comparecem na expressao (2.112) e as
grandezas associadas ao comportamento estrutural transversal comparecem na expressao
(2.113). Estas expressoes se "acoplam” de forma muito especial, o que na pratica significa
um desacoplamento, pois os termos de acoplamento siao da ordem e%. Como decorréncia
desse fato a solugao numérica do problema PL2 fica bastante simplificada, visto que dada a
tensao adimensional de langamento 77 (p), os deslocamentos longitudinais da configuracao
de equilibrio dependem linearmente da distancia & origem, como se pode ver da expressio
(2.112). Considerando nesta expressao que o fator 1/6; é da ordem de grandeza de €} e
considerando também o requisito, pressuposto como indispensével, que é o efeito do atrito
nas diferentes configuragdes de equilibrio, como jé observado, resulta:

Ve € Q2 ui(z) = :Sﬂm (4.1)
: !

Neste caso o problema da discretizagao restringe-se a discretizagao em elementos finitos
da estrutura, tendo em vista a minimizagéo do funcional fornecido pela expressao (2.113),
reescrita a seguir.

T2 (y) = e, TR0 [P(4L (7)) 2 + 6,5 [P(LU(x))2d

(4.2)
=B J§ (0(z) — wo(z))yw(z)dz + BE B(V)*(z)dz.

Discretizar o problema PL2 em elementos finitos vai significar fixar um subespaco
vetorial Von 49 do espago HZ(Q2) de dimensao 2N + 2, em que N é o ntimero de elementos
em que sera subdividida a estrutura, e achar v} € Vop 4o, tal que:
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Figura 4.1: Discretizagao do oleoduto em N elementos finitos.

Thw}) = inf, Ji(ur) (43)
LE“L

E importante lembrar que o problema de minimizar J%, pelo Teorema 4 do Apéndice
B, é equivalente ao problema de inequacgao variacional (3.14). Isto significa dizer que para
se obter uma aproximagao numérica para o problema PL2, tanto pode ser resolvido, nu-
mericamente, o problema de minimizagao do funcional J?, quanto a equivalente inequagio
variacional. No caso apresenta-se uma aproximagao via minimizagao do funcional.

4.2 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA PL2

Como o subespaco V49 tem dimensao finita, a primeira coisa a fazer é escolher uma
base conveniente ou construi-la, é isto que vai ser feito. O nimero de elementos desta base
é precisamente 2N +2. E suposta uma distribuigao uniforme de nés ao longo da estrutura

(oleoduto), ver Figura 4.1. Segue-se que o comprimento adimensional de elemento do
oleoduto é:

A= (4.4)

P
N
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Sejam:
g;=G—-1A 1<j<N+1 (4.5)

a abscissa do j—ésimonéee; € Vonya, 1<1i<2N +2, ai—ésima funcio da base de
Vanya.

O propésito imediato é construir as fungdes e;, 1 < i < 2N + 2. Para se chegar a
estas fungdes definidas ao longo de toda a estrutura, ou seja no intervalo [0,p] constréi-
se, inicialmente, um conjunto de fungdes, cada uma delas associada a um elemento da
estrutura. A seguir, por um processo de ”colagem” as fungdes e; sdo definidas a partir
daquelas definidas nos elementos. Considere-se, portanto, os conjuntos Ps [j,0541], 1<
7 < N, de polinémios cujos graus sejam menores ou iguais a 3, definidos para cada
intervalo [0j,0541], 1 < j < N. Para cada elemento j cujos nds sao j e 3+ 1 pode-se
associar um polinémio Z;, definido em [0},0541], 1< j < N, a valores reais, i. e.:

Z;(x) = roj—12i1(x) + rojzi2(x) + Toj41253(2)+
(4.6)
Tojrazia(T) T € [0j,054], 1<j<N

onde {2;1, 252, 2j3, 2j4 } s40 polinémios do conjunto Ps[0;,0;41],1 < j < N, assim definidos:

zin(o;) =1 )
] #alo;) =0 Z'ja(0;) =1
zj1(0541) =0 zj2(0j41) =0

( Z51(0541) =0 ) { 249(0541) =0
¢ ) (4.7)
zj3(05) =0 Y [ zjalo;) =0 )
Zi3(05) =0 2'j4(0;) =0
2j3(0541) = 1 2ja(0541) = 0

( \ Z53(0541) =0 ) | 2Zjuoj) =1} )

zip{o;) =0 )} )

-~

~

Decorre trivialmente das condigbes (4.7) que:

T9j—1 — deslocamento doné j

T9; — rotagao doné j

T9j4+1 — deslocamento doné  j +1
Toj+2 — rotacao dondé j+1

1<j<N

Até este ponto foi construida uma seqiiéncia de fungdes polinomiais Z;(x), 1<j <
N, =z € [0j,0;41), ver Figura 4.2. E bom que se esclarega o porqué do grau 3 para
os polindmios da base. Esta escolha resulta do fato de que as fun¢des do subespaco 1%
de H2(2) que comparecem no funcional J? devem ter, pelo menos, derivada primeira
continua. Para garantir a continuidade das fungdes polinomiais e de suas derivadas

primeiras sao necessarios, pelo menos, quatro coeficientes, de onde decorre o grau 3.
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Figura 4.2: Deslocamentos e rotagoes no elemento

Com vistas a uma maior simplicidade nos procedimentos computacionais sobre o fun-
cional JZ(yy) é feita uma mudanca de escala, através da mudanca de variaveis:

G = ZJ_ (j—1), 1<j<N zje€loj,04u] (4-8)

Com esta mudanca de varidveis resulta que {; € [0,1], Vj, 1 < j < N; este fato
autoriza a eliminacao do indice j da varidvel {. Por razdes de clareza o indice sera mantido.
Como consegiiéncia da mudanca de varidveis os coeficientes {roj_1,725,72j41, 242, 1 <
j < N}, serdo redefinidos, obtendo-se os polindmios {h;(};), 1 <j< N, 1<1i <4},
definidos no intervalo {0, 1] e as fungdes:

Z;i(5) = taj-1ha () + y23h2 () + Yai+1R53 () + yoj42hia(Y)

;€[0,1), 1<j<N (4.9)

De maneira andloga as relagdes (4.7) se convertem em:
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J44 - ) N N+

|
._._‘__.__ Jwa.__©S

Figura 4.3: Abscissas globais e locais para cada no j.

( h‘J'l(O) =1 T hjz(o) =0 } 1
h,’jl(O) = 0 g hljz(O) =1

() =0 () hya(l)=0
{ Wia(1)=0 ) | A1) =0 )

T ) (4.10)
( h,_73(0) == 0 W hJ (0) - 0 )

h’j3(0) =0 L h’j4(0) =0 L
1 hjs(1) = 1 hia(1) =0
\ h'lj3(1) =0 J h’lj4(1) =1 J

O que, de fato, representa a mudanga de varidveis (4.8) ¢ a definicao de um sistema de
coordenadas locais, para cada elemento da estrutura, ver Figura 4.3. Através das relagoes
(4.10) obtem-se, para cada elemento j, 1< j <N, os polinémios:

hi () = (G — 1)*(2 4 +1)
hp(t) = 4 — 1)
his(lj) = (3 — )
hia() = 5@ — 1)

com {; € [0,1], para cada elemento do oleoduto. Dado que estes polinémios sao idénticos

para todo j, 1 < j < N, pois }; € [0,1], diz-se que sao polinGmios invariantes dos
elementos.

(4.11)

Neste ponto j& hé condigdo para exibir uma base para o subespaco Vano. Para
exibir esta base deve-se apresentar 2N + 2 funcdes continuas, com derivadas primeiras
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também continuas e derivadas segundas quadrado integraveis, em todo o intervalo [0, N},
ver Figura 4.3. Além disso essas fungGes devem ser linearmente independentes. Sejam

entao:

, z€[0,p]=ve€[0,N]

hi1(v) v € [0,1]
0 v € [0, N]\[0, 1]

hia(v) v e [0,1]
0 v e [0, N\, 1]

h]3(l/) Ve [0, 1]
hgl(l/ — 1) Ve [1, 2]
0 v e [0, N\[0,2]

h14(1/) v E [0, 1]
h22(U - 1) Ve [1,2]
0 v e [0, N]\[0,2]

has (V) ve (L2
har(v — 1) v € [2,3]
0 v e [0, N]\[1,3]

h,24(l/) Ve [1, 2]
haa(v —1) v € [2,3]
0 v € [0, N]\[1,3]

h33(1/) Ve [2, 3]
h,41(l/ — 1) v e [3,4]
0 v e [0, N]\[2,4]

h34(l/) Ve [2,3]
h,42(1/ - 1) v E [3,4]
0 v € [0, N]\[2,4]

Observar que para o N —ésimo e 1iltimo elemento tem-se:

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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| hvs(p—N+1)ve[N—-1,N]j

62N“_{o v e [0,N\[N - 1,N] (4.21)
. hN4(V—N+1)V€[N—1,N]

62""“"_{0 v e [0, N\[N —1,N] (4.22)

Observe-se ainda que na definigdo das fungdes e;,1 < j < (2N +2), foi usada a notagéo
A\B=A- B.

Nao é dificil concluir, ver Figura 4.4, que a seqiiéncia de fungdes {e;}, 1 <7< 2N+2,
é constituida de fungGes continuas com derivadas primeiras continuas e derivadas segundas
quadrado integraveis; além disso, sao também linearmente independentes no intervalo
[0, N} e, portanto, formam uma base do subespaco Van 2. Desde que {e;}1<i<an42 é uma
base de Vopn 42, todo elemento deste espaco pode ser escrito como uma combinagao linear
dos elementos da base.

Assim, se uma fungao v € Von 49, entdo:

2N +2

v(v) = > Ae(v) ve[o,N] (4.23)

=1

Relembrando a expressdo do funcional J?(y.) de (4.2), o problema PL2, que na forma
discreta é identificado por PL2D, é formulado como:

PROBLEMA PL2D

Dada a forca de tragdo adimensional de langamento T'(p) = 7}, que é constante, obtem-
se a fungao deslocamento longitudinal adimensional u(v), dada por:

u(v) = %U v e [0,N] (4.24)
) f

Conhecendo-se T}, e a fungao de deslocamento longitudinal u, resta:

achar v* € Vyn,4 tal que:

JE(v*) < JE(v) Vv € Vanya (4.25)

onde:

k2 vV av
T80 =% B Ay + o, 1 T3 Adv
(4.26)
Jo" (wo — Yo)vAdv + % I (Y)""Adu
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Je,@)
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Figura 4.4: Graficos das fungoes da base e;, para N = 4 elementos

=z
Y |
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Para simplificar a exposicao da discretizagao do funcional JZ(v), ele é decomposto
como a soma dos funcionais Ji(v), J2(v), J3(v) e Jy(v), definidos a seguir:

k2 N dv d dvdv

W) =5 |, GaGa) A (427)
) = 55 / 3: jv)md (4.28)
J(w) = [ ™ (w0 — vo)vAdy (4.29)
Ja(v) = g fo " ()2 adv (4.30)

Exibe-se agora a discretizacao detalhada de J;(v). As discretizagdes de Jy(v) e J3(v)
podem ser feitas de maneira aniloga e nao sao apresentadas. A discretizagao de Jy(v)
apresenta uma particularidade especial e € tratada a parte.

Usando a eipresséo (4.12), decorre que:

dv d ,dvdv 1 d?
Bl ottt | (R 4.31
dz dz d:z:alu)l A4(du2) (431)

e portanto:
2 . 4.32
Jl(v) 2A3_/ (dV2 dv ( )
De (4.23) segue-se que:

N 2N+2 d2e,

Ji(v) = 2A3/ (Z A (4.33)

Pelas propriedades da integral, o funcional Jj(v) pode ser escrito como:

k2 12N+2 d2 22N+2 2
T 5 G

2N+2 d26 2
1

Z)\

=

dv}. (4.34)
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Observando que em cada intervalo [j — 1,j], 1 < j < N, apenas as fungoes -

{€e2j-1,€2j, €241, €2j+2} nao sao identicamente nulas bem como suas derivadas segundas,
Ji(v) é escrito como:

d2€i 2
"W) dy+...

A = 2A,.,{/(

2N+2 d2
n / (S 6‘)2(1 } (4.35)
1—2N 1

Se é observado que !, =v — (j — 1), V34,1 < j < N, e que os coeficientes \; de (4.35)
podem ser identificados com os coeficientes y; da expressao (4.9), conclui-se que:

k2 d?Z; ., 427
f 1 2 2
= d o« e
2A3{/ ( dzl dh +/ ( dl2 ¥

/ e dgN 240} (4.36)

Como cada um dos Yj, 1< j< N, varia no mesmo intervalo [0, 1], daqui para a frente
fica eliminado o indice da varidvel ! e escreve-se para J;(v) a expressao:

)= 2ds 3, (v w7

ou ainda:

k2 d2 2 2 2

N d d d
Ji(v) = 2AZ Z/ (25— 192 hi1 + y2555 P hjs + Y2541 55 o hjs + Yait2 g 2h14)2d? (4.38)

Agora a continuacao do desenvolvimento da discretizagao é formal, tendo a tinica
vantagem de facilitar o manuseio das expressdes em termos computacionais. Mostra-se
que a expressao (4.38) pode ser escrita sob a forma de uma soma de produtos de matrizes.

Para dar continuidade aos detalhes deste formalismo s@o introduzidas algumas notagoes
adicionais.
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[ gha =61 —1) = hj !
g—lhﬂ = 31-1)Q—-1) = h)
ahis = (6 — 801 =
Shia = (31 -2 =R},

2
4 g?hjl — 6(2 ? _1) — h'”jl b

Ly = 2(31-2) = h”
2 »
:?hjg = 6(1 - 22) = h i3
2 ”
L :?hjti = 2(32—1) =h 74
k2
ka ==L
A7 2A3

A primeira parcela do funcional Jy(v), i. e. para j = 1, pode ser escrita como:

ka fo (b 11 + 12h” 19 + ysh” 13 + yah” 1)2)dl =

f()l h'”llhn 11 fol h'”llh”12 f(]l h” llh” 13 fol h'”llh”ltl
fol h” 12h”11 f()l h” 12h”12 f()l h” 12h'” 13 f()l h” 12h” 14
fol h” 13h,7 11 f()l h” 13h” 12 f()l h” 13h'n 13 fol h” 13h” 14
fol h” 14h'” 11 fol h” 14h'” 12 f()l h” 14h'” 13 f()l h” 14h’” 14

= kA(yl y Y2, y37y4)
para j = 2, tem-se:

ka fo1 (Y3h” 21 + Yah 99 + Ysh” o3 + Ysh”94)?)dl =

Jo W otk a1 fo R 91h9s o B2 anh” 3 o W91k o
Jo W a2l 91 fo W o9h”09 fo B 9ah” a3 fo h”99h” 54
Jo B ash?a1 fo R o3k 2s o W7 03h” a3 fo W7 ash” 24
Jo 724”91 fo W94’ 20 fo B 9ah” 93 Jo B a4h” o4

= ka(y3, Y4, Y5, Ys)

para j = N, tem-se:

ka Jo (Yanah? N1+ Yan B N + Yanar D s + Yani2h na))dl =

Iy » ”» 1 » » 1y » ” 15 »
f() N1 le() N1 N2f0 N1 N3f0 N1/t N4
175 3 135 » I » » 139 »
oVN2l N1 foFval v foh'naP'Ns Joh N2 R v

= kA(y2N—la Yon, Yony, y2N+2) 11,9 3 19 » 13 9 ” L » »

fO N3/t N1 f() N3 N2f0 N3/t N3 f() Nah‘N
13 5 ” 1p » » 1. » ) 1 » »
oNah'N o Nal e foW Nal s ffR ey

)
Ya
Y3
Ya

5]
Ya
Ys
Ye

Yan-1

Yan

Yans
YoNy2

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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Para compactar e simplificar a notagao sdo definidas as seguintes matrizes locais, ou
seja, matrizes que estao associadas aos elementos da estrutura:

1 1<i<4
H,(i,k) = / W ahadl { 1<j<N (4.44)
0 1<k<4
As matrizes H; tém a propriedade:
Hj(k,i) = H;(i,k) Vj,1<j<N (4.45)

E importante também observar que as matrizes H; sao todas iguais, igualdade esta
proveniente, principalmente, do fato dos elementos do tubo serem de mesmo compri-
mento.

Adicionando-se as N parcelas do funcional Ji(v) e compondo-se a matriz global obtem-
se:

1
Y2
J1(v) = ka(y1, Y2, - yan+2) K . (4.46)
Yon+2
onde:
[ H1(1, 1), (1, 2) B (1, 3)Hi (1, 4)
H1(2,1)H1(2,2)H;1(2,3)H1(2,4
H1(3,1)H1(3,2) A Ha(1,3)H2(1,4)
Hy(4,1)H1(4,2) 1 i H2(2,3)Ha(2,4)
H?(si l)H2(31 2) A H3(113)H3(1v4)
H(4,1)Hz2(4,2) 2 H3(2,3)Ha(2,4)
K, = ' (4.47)

A Hpn(1,3)HN(1,4)
N-1 P HNn(2,3)HN(2,4)

Hn(3,1)HN(3,2)HN(3,3)HpN(3,4)

Hn(4,1)Hp(4,2)Hyn(4,3)HN(4,4) i

em que:
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J'(3’3) + HJ'+1 (1’ 1) Hj(3a4) + Hj+1(1’ 2)

Aj = i(4,3)+ H;11(2,1)  H;(4,4) + H;1(2,2)

1<j<N—-1 (448)

L

Uma vez apresentada a discretizagao do funcional Ji(v) com todos os detalhes, fica
6bvia a discretizacao de Jy(v) e de J3(v). Os resultados sio:

"N
1 Ya
J K 4.49
2(’0) 2Aﬁ (yhy?v y2N+2) 2 ( )
Yon+2
onde:
[ 61(L,1)6:(1,2)6:(1,3)61(1, 4) |
Gy (2$ l)Gl (2! 2)Gl (21 3)01 (21 4
G] (3’1)61 (372) B G2(113)G2(1’4)
G1(4,1)G1(4,2) ! 1G2(2,3)G2(2,4)
G2(31 1)02(31 2) B G3(1)3)G3(114)
G2(4,1)G2(4,2) 2 ..1C3(2,3)Ga(2,4)
K, = . (4.50)
GN(L 3)GN(11 4)
BN 1 GN(2!3)GN(214)
GN(31 I)GN(3I 2)GN(31 3)GN(31 4)
I Gn(4,1)GN(4,2)G N (4,3)Gn(4,4) i
em que:

G4(3 ( :3) + GJ+1(1 1) G.‘l(374) +Gj+l(1:2)

B, =
T Gi43)+Gin(2,1)  Gi(4,4) +G;14(2,2)

} 1<j<N-1 (451)

e os G;(i, k) séo definidos por:

) 1<i<4
QUi%#QLI&%@z 1<j<N (4.52)
1<k<4

As matrizes G; também resultam simétricas, ou seja:
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No caso especifico da operagao de lancamento, as matrizes G; sao todas iguais pois,
além da uniformidade da discretizagdo, a tensio de lancamento adimensional 7. p € cons-
tante ao longo de todo o comprimento do oleoduto. Entretanto, no caso geral, como a
tensao ao longo do oleoduto pode assumir diferentes valores, dependendo do ponto do
oleoduto, as matrizes G; podem nao ser idénticas.

A discretizacdo do funcional J3(v) é trivial e resulta:

N

Ji(v) = APF | ¥ (4.54)

Yon+o

onde;

Pt = .(/01[('1110 — YoJh11dE, /01[(1110 — Yo} h12d€, -[)1 [(wo — Yo)(Rus + ha1)dE,
/01[('!110 — Yol (h1a + hao)dE, - - _/01[(w0 — 7o) (hn-13 + hn1)dE,
‘ /01[(w0 — Yol(hn-1,4 + hna)dE, /01 [(wo — yo)hn3dg,

[ 6o ~ ol (4.55)

A discretizagdo de Jy(v) merece atengao especial por conter, este funcional, uma nao
linearidade bem mais complicada que uma nao linearidade quadratica como aquelas con-
tidas em J;(v) e em J2(v). Neste caso, quando a fungao v é escrita como uma combinagao
linear dos elementos de uma base de Vay 9, nio se consegue separar, como um produto
de matrizes, os coeficientes da combinagio linear e os elementos da base. Para tratar
numericamente, de modo simples, o problema, introduz-se o seguinte artificio:

i) define-se um funcional auxiliar ¥2(v) constituido pela soma de J; (v), Ja(v), J3(v) e de
J4(v) que inicialmente ¢ identicamente nulo;

ii) como 'J%(v) é um funcional estritamente convexo e continuo, o seu tunico ponto de
minimo pode ser determinado. Seja "u(}) este ponto;

iii) o ponto Pv(!) determina uma (2N + 2)-upla de ntimeros reais que descrevem as orde-
nadas e os angulos de rotagdo dos N + 1 pontos de discretizagio do oleoduto, na hipétese
da configuragao de equilibrio ser descrita pelo minimo deste funcional;
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iv) determinam-se os zeros da fungao polinomial ®(?), o que significa determinar os zeros
de um polinémio do terceiro grau;

v) verifica-se, por inspegao, os subintervalos do intervalo [0, 1] em que ®(?) é negativa, ver
Figura 4.5. Sejam (); estes subintervalos;

vi) supondo que a fungdo polinomial v*(?) que minimiza o funcional J7(v) assuma va-
lores negativos exatamente nestes mesmos subintervalos 2;, e sé nestes, determina-se o
funcional Jy(v) modificado, que j4 numa forma elaborada de discretizacdo (ver a dis-
cretizagao do funcional J;(v) ), pode ser descrito por:

Ta(v) = kA ZN—I Jo (yai—1hi1 + yajhia + Yajrahis + Yajrahia)
(4.56)
ly2i-1hj1 + yeihie + yajr1his + Yajr2hialdl

vii) uma vez conhecidos os subintervalos em que a fungao Pv(?) é negativa, a expressao do
funcional Y4(v), pode ser reescrita como:

A N
2 Z {-/[0 1}\un.(y2j—1hj1 + yoihin + Yajihis + Yasrahia) dl =

7

[JQ.(y2j—lhj1 + yajhia + Y2jr1his + Yojiahia) *di}. (4.57)

Definindose as matrizes locais L;(i,k) e fazendo as composigoes de maneira analoga ao
que foi feito para as matrizes (’L j), obtem-se uma expressao para o funcional J4(v) na
forma de produto de vetores e matrizes, como:

1

kA Yo
Ts(v) = —(ylay% “Yan+2)Ks | . (4.58)

Yont2

em que:

<4
Lgk:/ thd—/ hithid 2 <N 4.59
J(z ) 0,11\UR; 15k z oy 1185k <4 ( )
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. J 1;(:.)

Q,

[

[ K

Figura 4.5: Célculo do produto p(z)|p(z)|.
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Ll (11 l)[‘l(lr 2)Ll (11 3)L1 (114)
L1(2,1)L1(2,2)L, (2, 3)L1(2,4)
L,(3,1)L1(3,2) C L2(1,3)L2(1,4)
Li(4,1)L1(4,2) ! i L2(2,3)L2(2,4)
Ly(3,1)L2(3,2) C L3(113)L3(1|4)
L(4,1)Ly(4,2) 2. iL3(2,3)L3(2,4)

K; = . (4.60)

LN(I, 3)LN(1,4)
COn-1 Ly (2,3)Ln(2,4)
LN(3, ])LN(3, 2)LN(3, 3)LN(3, 4)
i Ln(4,1)Ln(4,2)Ln(4,3)Ln(4,4)

onde:

L;(3,3) + Lin(1,1)  L;(3,4) + L1 (1,2) .
C: = A 7 ’ 2\ 7 ’ 1<<N-1 4.61
37| Li(4,3) + Lin (1) Lidd) + Loa(22) | 1STS (4.61)

E importante notar que as matrizes L;(i,k), em geral, no sdo simétricas porque os
intervalos de integragdo nao sao mais uniformes;

viii) determina-se a fungéo ™*(?) que torna minimo o funcional ¥2(v);

ix) verifica-se se a norma || || (conforme definida para para o espago H2(Q)), no Apéndice
B) da funcéo diferenga ™ () - P*(1) é menor que um certo valor pré-fixado. Se este for o
caso, esta lltima fungao é a aproximagao procurada da solugao do problema discretizado
senao, com a nova 2N + 2-upla volta-se ao passo (iii).

Através do procedimento descrito, obtem-se a solugao do problema PL2D, ou seja,
determina-se o vetor do espago Van 49 que torna minimo o funcional JE(Y), que é:

1 kA

2(y) =Y | Ky ty 62
JAHY) Y[kAK1+2AﬂfK2+ 5 Ks]Y + AP (4.62)

4.3 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA Pa?2

A estratégia para a discretizacdo do problema Pa2 é analoga aquela usada na dis-
cretizagao do problema PL2. Algumas particularidades sio tratadas com destaque para
caracterizar as diferencas do caso anterior. '
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O problema Pa2 ¢ constituido de duas desigualdades, sendo a primeira associada &
minimizagao do funcional correspondente aos deslocamentos longitudinais da linha el4stica
do oleoduto. A segunda estd associada a uma inequagio variacional que, por sua vez,
corresponde aos deslocamentos verticais da linha eldstica do oleoduto. Como estas duas

desigualdades sao desacopladas, na realidade tem-se dois problemas para serem resolvidos
numericamente.

Para simplificar a apresentacao, as duas partes do problema Pa2 sao tratadas indepen-
dentemente. Portanto, inicialmente é feita a discretizacio do funcional a ser minimizado
e a seguir apresenta-se a discretizagao da inequagao variacional.

4.3.1 Discretizagao do Funcional do Pa2

Conforme definido pela expressao (2.155), o funcional em questao, é descrito por:

Rw) =5 [ Gora+ 522 1@l @) + vio)las (4.63)

A discretizagao do funcional J} () torna-se dificil por causa da néo linearidade apre-
sentada pela fungao mddulo que comparece na segunda integral. Para as condicdes

praticas com que se depara, isto é, para as condigdes que em se d4 a operagao de abandono,
é aceitdvel introduzir a seguinte hipétese de trabalho:

HIPOTESE DE TRABALHO

para v(z) = v*(z), vale a desigualdade:

up(z) + v*(z) > 0. (4.64)

Esta desigualdade significa que quando o oleoduto contrai-se pelo alivio da forga de lanca-
mento, que € de tragao, o deslocamento sofrido em cada segao do oleoduto (que, em geral,
é negativo) ndo supera em médulo o correspondente deslocamento (neste caso positivo)
sofrido pela segao por ocasido da aplicacao da for¢a de lancamento.

Sob esta hipétese a minimizagdo do funcional J!(v) é trivial e a solugdo pode ser
explicitada. Se é suposto que a diferencial de Gateaux §J}[v;h] de J! se anula Vh €

H(€1), decorre que a funcdo v*(z) que satisfaz esta condicio, satisfaz também a equacao
diferencial:

d2 *
= Sl (4.65)
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A funcdo f}; fica determinada na operagdo de lancamento, mais precisamente, ¢ cal-
culada a partir dos valores dos deslocamentos verticais v*(z) da configuragao de equilibrio
resultante da operagao de langamento. Como mostra a expressao (2.82), reproduzida a
seguir na forma adimensional, a fun¢éo f},(z) é calculada por:

~0
z) > 0= f.(x)+ kvi(z) =0. } (4.66)

Uma vez conhecida a fungao f; (z), os deslocamentos v*(z) sao calculados através da

integragao direta da equagdo diferencial (4.65), fazendo-se uso das condigoes de contorno.
Assim:

dv* (¢ T*
e e L (4.67)

Da expressao (4.67) e da definicdo da fungao f¥(z) que comparece na expressao do
operador A, na inequagao variacional (2.154), sob a HIPOTESE DE TRABALHO

anteriormente estabelecida decorre que:

fa(@) = plfan(2)], Vo € Q. (4.68)

Para concluir, a determinacao da fungao deslocamento v*(z) é obtida pela integracao

da equacdo diferencial (4.67), fazendo-se uso da condigao de contorno pertinente, o que
fornece:

Ma) = — by 4 1 f " Fr(0)de. (4.69)
6 f 6 f 40
A expressao (4.69) permite calcular o deslocamento v* em qualquer segao do oleoduto

e, portanto, a discretizagao do funcional J! fica resolvida pela determinagao explicita da
fungao v*(x), que é possivel, pelo menos sob a hipétese adotada.

4.3.2 Discretizagao da Inequagao Variacional do Pa2

Antes de discretizar a inequacdo variacional deve-se estabelecer uma estratégia para
a solucao numérica do problema discretizado. No presente caso, nao foi estabelecida uma
estratégia apoiada em técnicas numéricas com bases tedricas sélidas, isto porque, em
primeiro lugar, o problema numérico em si, ji constitui uma empreitada de vulto. Em
segundo lugar o objetivo basico da tese nao inclui um tratamento numérico aprofundado.
Sob este prisma o que se estebeleceu, como suficiente, para apresentar alguns resulta-
dos ilustrativos foi um procedimento heuristico que permitiu avaliar quantitativamente o
problema do abandono. Este procedimento é delineado no Capitulo seguinte, onde sao
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apresentados alguns resultados quantitativos. Nos parigrafos subseqiientes sdo apresen-
tadas algumas consideragdes adicionais sobre o método de aproximacio da solugio da
inequacao variacional:

<AEE—E > 4(E) 2 () VEeV? (4.70)
onde:
Af(x) = PresFa(z)— 5 2€(m) + fkfgii (4.71)
i© = prs [ (I{A(w))2dm+
[t @2 @) - pfip@e(@)da @.12)
@ = - [ 1204, vsea (4.73)

Como foi antecipado no Capitulo 3, as dificuldades que se apresentam para resolver
numericamente a inequagao (4.70) sdo devidas ao fato da nao simetria da forma bilinear
presente, pois caso fosse simétrica haveria um problema de minimizagio de funcional,
equivalente & inequagao variacional e os problemas numéricos relativos & minimizacio de
funcionais ji estdo ampla e profundamente estudados. Isto reduziria bastante a tarefa
para a obtencao de resultados numéricos. Além disso essas técnicas sdo matematicamente
bem estabelecidas, oferecendo algoritmos robustos e bem testados. A situago real é um
pouco mais complexa, nao havendo procedimentos consagrados para se atacar o problema.
Certamente pode ser resolvido, mas um algoritmo deve ser desenvolvido a partir do método
de aproximagao ji introduzido e que conduz a um problema do tipo ponto fixo. As
dificuldades estdo na complexidade algébrica e logica para se esquematizar o problema
de ponto fixo de uma forma que: dada uma aproximagao £%(z) da solugio da inequagio
variacional (4.70), como obter, de maneira computacionalmente simples, uma aproximagao
que seja melhor que a anterior.

E evidente que nao basta construir um procedimento que permita obter computa-
cionalmente uma aproximagao melhor. E preciso que se demonstre que a seqiiéncia de
aproximagoes geradas converge e, mais ainda, que a seqiiéncia converge para uma funcio
que € a solugao da inequagao variacional. A base de um algoritmo, como sugerido no
Capitulo 3, estd na expressao:

b(§"+1,€ _ £n+1) Z b({",& . €n+1) .
p< AL E =& > +j(€) — (€™ VEeV:  (474)

conforme demonstrado, se o parametro p for escolhido convenientemente, a €Xpressao
(4.74) permite gerar uma seqiiéncia que converge para o ponto fixo £* = S(€*), como
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estabelecido na secgao (3.5) do Capitulo 3. A questao é que, em termos computacionais, o
espago de fungdes em que se trabalha tem que ser de dimensao finita, portanto é necessério
selecionar um subespago de dimensao finita de H2((2), e esse subespaco tem que ser denso
em H%(Q). A construgao desta estrutura é que envolve alguma complexidade e trabalho
adicional, que dentro dos objetivos fundamentais da tese nao foi considerado indispensavel.



CAPITULO 5

ALGUNS RESULTADOS
QUANTITATIVOS

51 INTRODUCAO

Com o objetivo de ilustrar as possibilidades de aplicagOes praticas que os resulta-
dos qualitativos podem ensejar sao apresentados alguns resultados numéricos gerados por
um programa de computador codificado em FORTRAN 77. Os resultados apresenta-
dos foram gerados por uma versdo preliminar do programa AOALEM de ANALISE
DE OLEODUTO APOIADO NO LEITO DO MAR. Este programa foi desenvolvido
tendo como base os modelos matematicos das operagoes elementares executadas sobre
um oleoduto. Na versao utilizada do programa AOALEM, os modelos das operagoes de
langamento e abandono sao ligeiramente diferentes daqueles apresentados nos capitulos
2 e 4 da tese. As razoes dessas diferengas sdo de duas ordens. Para a operacao de
langamento, os procedimentos numéricos utilizados para minimizar o funcional descrito
pela expressdo (2.114) ndo se mostraram efetivos; houve dificuldades na convergéncia
dos algoritmos usados para obtencao do ponto de minimo. Para solos bastante flexiveis,
ou seja, para solos cujo valor da constante de mola é artificialmente baixo, as técnicas
numéricas de minimizagao de funcionais se mostraram efetivas, isto é, convergiam para
uma. funcao que minimizava o funcional. Para os casos de solo cuja flexibilidade corre-
spondia a situagoes reais, as técnicas de minimizagao usadas nao convergiam. A estratégia
utilizada nos procedimentos numéricos foi considerar um perfil de solo infinitamente rigido,
obter uma configuragao de equilibrio da linha eldstica do oleoduto para este problema,
obter o carregamento que o oleoduto impoe sobre este perfil; supondo entao o solo flexivel
determinar as deformagbes resultantes sobre ele. Estas deformagdes definem um novo
perfil de solo que é, de novo suposto infinitamente rigido. Uma nova configuragao de
equilibrio é determinada e assim sucessivamente.

Nos casos em que as duas técnicas foram utilizadas, os resultados foram consistentes
e a estratégia se mostrou adequada para tratar os problemas onde a flexibilidade do solo
correspondia as situagoes reais. Este procedimento é detalhado na segao seguinte.
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r.'t.

Y(=)

A

Figura 5.1: Problema com condigdes de contorno nao homogeneas.

5.2 MODELOS E RESULTADOS NUMERICOS

Nos problemas reais de assentamento de oleodutos é freqgiiente ocorrerem situagoes
em que o leito marinho sofre uma declividade que pode ser suposta constante ao longo
do trecho da operagdo de assentamento. Para os casos em que o dngulo de inclinagao
Y é pequeno (o que significa cos 9 = 1, sin ¢ = tan ¢ = ) o problema pode ser re-
solvido considerando as formulacdes estabelecidas para condigdes de contorno homogeneas
e introduzindo-se uma mudanga de varidveis, ver Figura 5.1.

Considere entdo um problema de lancamento cujas condigdes de contorno sao:

Y(0)=0, Y(p)=pp e Y'(0) =Y'(p) =% (5.1)

Introduzindo-se a mudanca de variaveis:

y(@) =Y (@) - vz (5.2)
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verifica-se, imediatamente, que os deslocamentos y(z) satisfazem as condigdes de contorno
homogéneas.

Existem casos em que, mesmo considerando o perfil do solo com uma declividade
constante, a introdugao de um angulo de inclinagdo ndo compatibiliza a ordenada do
trecho final do assentamento com a ordenada py, introduzida pela declividade. Nestes
casos permite-se, incorporar um pequeno degrau no trecho final, de altura adimensional

. , 2 . __hy 2
h, que seja compativel com erros de ordem menor que € 7> ousejah, = s <€

O problema discreto a ser resolvido, correspondente & operacao de lancamento, retrata a
situacao descrita:

5.2.1 Problema Discreto da Operacao de Lancamento

As configuragGes de equilibrio do oleoduto envolvem os deslocamentos horizontais e os
verticals e, sob as hipoteses adotadas, estes deslocamentos estdo desacoplados. Os deslo-

camentos para a configuragao de equilibrio da operagido de langamento sao determinados
como segue:

O deslocamento adimensional horizontal do né j-ésimo é dado por:

*

T .
u; = i] j €[0,N] (5.3)

Os deslocamentos horizontais sao determinados resolvendo-se o seguinte problema
numeérico:

Minimizar o funcional:

T3, (V) = V' kaKs + ——Ks]Y + APYY (5.4)
2004
sujeito aos vinculos:
Y € R2N+2
(yem o

A desigualdade acima significa que cada componente do vetor Y; é menor ou igual &
correspondente componente do vetor Y,. Esclarece-se também que o vetor Y; contém
apenas e tao somente as componentes impares do vetor Y, que sao precisamente aquelas
componentes de Y que correspondem a deslocamentos da linha eldstica do oleoduto. As
componentes pares de Y correspondem as rotagoes dos nds da linha eldstica, portanto:
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Y7 = (1,93, 95 Yav—1,Yan11)- (5.6)

Em correspondéncia a cada né esté associada a ordenada do solo daquele né. O vetor Y,
contém precisamente estas ordenadas.

O problema assim posto corresponde a situagao em que o oleoduto é apoiado sobre um
solo indeformével, ou seja, o vinculo acima traduz a condigao de um solo infinitamente
rigido.

Observar que na expressao do funcional J#(Y) importada de (4.62) e reproduzida em (5.4)
nao comparece a parcela que contém a matriz de rigidez K3. Esta parcela é precisamente
aquela que depende dos deslocamentos do oleoduto, por deformagao do solo. Como estes
deslocamentos, no caso de solo infinitamente rigido sdo nulos, a correspondente matriz
de rigidez é nula e portanto nao comparece em (5.4) Para se resolver, numericamente, o
problema de solo semi-eldstico, o procedimento numérico adotado foi determinar a con-
figuragao da linha eldstica considerando o solo indeforméavel. A seguir, admitiu-se que
uma configuracao de equilibrio sobre o solo semi-elastico pudesse ser determinada a partir
da configuracao inicial. O procedimento para essa determinacao foi calcular as reagoes que
o solo indeformaével exerce sobre o oleoduto. A seguir, considerando o solo semi-eléstico
e a lei de acdo e reagao, determinar o novo perfil do solo agora deformado, considera-lo
indeformével e calcular a nova configuragao de equilibrio da linha eléstica e, assim por
diante. Este procedimento iterativo gera uma seqiiéncia de configuragoes de equilibrio
da linha eldstica e uma correspondente seqiiéncia de perfis de solo. O procedimento ter-

mina quando duas configuragbes consecutivas de equilibrio permanecem suficientemente
préximas.

Exemplos Numéricos da Operagao de Langamento

Nesta subsegao é apresentado um exemplo de determinacao da linha eldstica de um

oleoduto apoiado sobre um solo de perfil irregular, sob as hipdteses da operagao de
langamento.
E importante observar que o perfil do solo no exemplo é plano nos trechos continuos mas
nao horizontal, apresentando declividade constante a partir da origem. A incorporagao,
nos modelos matematicos desse tipo de mudanga, a partir das hipéteses basicas e das
condigoes de contorno, € um exercicio bastante simples, pois basta, neste caso considerar
uma rotagao no sistema de eixos, desde que o dngulo de rotagao seja consistente com as
hipéteses de aproximagao adotadas no Capitulo 2.
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EXEMPLO 1. OPERACAO DE LANCAMENTO

DADOS: (os dados sao apresentados no Sistema Internacional)

E = médulo de elasticidade do aco.................... 0.21093E+11
Ya = peso especifico do ago......cccueeeiiiiiiiinnnn. 0.78500E-+04
D, = didmetro externo do tubo......c.cceeveueenn.... 0.15000E+-00
e = espessura da parede do tubo......................... 0.50000E-02
L = comprimento de oleoduto..........cccoceeueen.e.... 0.28000E+03
T, = tensdo de escoamento do aco..................... 0.35000E+-08
N = nimero de elementos para dicretizacao....................... 56
Ny = numero de lastros de concreto.......ecccveeevveervveeeeeeeennnn.. 1
N1 = nimero de elementos no lastro 1.........covvvveeeeeeeennnnn.. 56
€. = espessura da parede do lastro 1..................... 0.30000E-01
Y. = peso especifico do concreto.......................... 0.25000E+04

¥ = peso espec. do fluido contido no oleoduto...0.90000E+03

Yam = Peso especifico da dgua do mar................. 0.10250E+04
Dy = altura do fluido contido no oleoduto..........ccueeuvenn...... 0.
D,, = profundidade do mar.............ccoveeuuvreeunnnnn. 0.80000E+-02
Vo = adimens. de comprimentos verticais............ 0.14000E+01

Lo = adimens. de comprimentos horizontais....... 0.55000E+-02
i = coef. de atrito entre o oleoduto e o solo....... 0.50000E+00
T} = tensao de langamento........cceeeveveeeirenrennenn. 0.18258E+405

T4 = tensao de abandono........oeuuueeueeeeerieeeiieee e 0.
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(ys(2),2 = 1,57) = perfil do solo

.00000E+-00 .43633E+00 .87266E+00 .13090E+01 .17453E401 .21816E+401
.26180E+4-01 .30543E401 .34906E+401 .39270E+01 .43633E401 .47996E+-01
.52360E+01 .56723E+01 .40000E+02 .40000E+02 .40000E402 .40000E+02
.40000E+402 .40000E+02 .40000E+4+02 .40000E+02 .40000E402 .40000E+02
10472E4-02 .10908E+02 .11344E+02 .11781E+02 .12217E402 .12653E402
13090E+02 .13526E+4+02 .40000E4+02 .40000E+02 .40000E+402 .40000E+402
.40000E+02 .20144E+02 .20580E+02 .21017E+402 .21453E4+02 .21890E+402
22326402 .22762E+02 .23198E+02 .23635E+02 .24071E4-02 .24507E4-02
.24944E+-02 .25380E+02 .25816E+4-02 .26353E+02 .26689E+402 .27125E+402
27562E4-02  .27998E+402 .28434E4-02
Tabela 5.1: PERFIL DO SOLO
SKS = constante eldstica do s0lo..........cceceeerennnne.. 0.80000E+07
¢s = angulo de inclinagdo do solo em graus........... 0.50000E+4-01

O perfil do solo é mais facilmente descrito através de uma representacao grafica como
é mostrado na Figura 5.2.1 . A Figura 5.3 ilustra os deslocamentos da linha eldstica. A
Tabela 5.2 traz, para cada nd, o deslocamento da linha eldstica do oleoduto, o angulo com
a horizontal, a cota do solo nao deformado, a cota do solo deformado, a forcas de tracao,
a forca de reagdo do solo, 0 momento fletor e a porcentagem da tensao de escoamento.

!As figuras relativas aos exemplos tém carater apenas ilustrativas. Para enfatizar os deslocamentos
verticais as escalas estéo, propositalmente deformadas.
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0.0
5.0
10.0
15.0
20.0
25.0
30.0
35.0
40.0
45.0
30.0
35.0
60.0
65.0
70.0
75.0
80.0
85.0
90.0
95.0
100.0
105.0
110.0
115.0
120.0
125.0
130.0
135.0
140.0
145.1
150.1
155.1
160.1
165.1
170.1
175.1
180.1

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.220
5.672
6.299
6.950
7.558
8.109
8.603
9.040
9.418
9.739
10.005
10.226
10.472
10.892
11.344
11.781
12.217
12.632
13.024
13.526
14.434
15.451
16.437
17.370
18.246

¢

5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
4.9
4.8
6.2
7.6
7.3
6.6
6.0
5.3
4.7
4.0
3.4
2.7
24
3.8
5.2
5.1
5.0
4.9
4.6
4.6
8.1
11.5
11.6
11.0
10.4
9.7

Ys

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.236
5.672
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
10.472
10.908
11.344
11.781
12.217
12.653
13.090
13.526
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000

Yso

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.236
5.672
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
10.472
10.908
11.344
11.781
12.217
12.653
13.090
13.526
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000

T

16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16668.
16668.
16668.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.

R

-351.
-193.
-193.
-193.
-193.
-194.
-192.
-193.
-197.
-182.
-238.

-77.

©

-1432.

e

-1430.
-77.

-273.
-93.

-2678.

coooo

coooooooe

M;

-.5545E4-00
.2326E4-00
.1696E+00

-.3189E+-00

-.1848E+00
.1081E4-01

-.9795E+00

-.3962E4-00
.2841E+01

-.9036E+01
3570E+02

-.1304E4-03

-.7528E+402
.1400E4-04

-.9193E+02

-.2596 403

-.2872E+03

-.2918E+03

-.2926E+03

-.2926E+03

-.2918E+-03

- 2873E403

-.2596E+03

-.9217E+402
.1398E4-04

-.7514E+-02

-.1281E403
.6087E+-02

-.1310E+03

-.2064E403
1131E4-03
.3104E+04
.1099E4-03

-.2262E+4-03

-.2817E+03

-.2909E+03

-.2924E+4-03

Tabela 5.2: RESULTADOS DO EXEMPLO 1

22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
23.0
22.9
24.2
2.7
23.3
72.8
234
25.4
25.8
25.9
25.9
25.9
25.9
25.8
25.4
234
2.7
23.3
23.7
25.1
23.7
24.6
26.9
133.7
26.8
24.9
25.7
25.9
25.9
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né Ty ) Ys Ys0 T R M; o(%)

38 185.1 19.064 9.0 20.144 20.144 16688.
39 190.1 19.825 8.4 20.580 20.580 16688.
40 195.1 20.527 7.7 21.017 21.017 16688.
41 2001 21.171 7.1 21.453 21.453 16688.
42 205.1 21.758 6.4 21.890 21.890 16688. -.2914E403 25.9
43 210.1 22.287 5.7 22.326 22.326 16688. -.2848E+03 25.8
44 2151 22762 5.2 22.762 22.762 16688. -3, -.2442E403 25.1
45 220.1 23.198 5.0 23.198 23.198 16688. -292. .8042E+4+02 25.8
46 225.1 23.635 5.0 23.635 23.635 16688. -163. -.2919E+02 23.0
47 230.1 24.071 5.0 24.071 24.071 16688. -198. .3487E+4+01 23.0
48 235.1 24.507 5.0 24.507 24.507 16688. -203. .9811E+01 23.3
49 240.1 24944 50 24944 24944 16688. -183. -1041E+402 229
50 245.1 25380 5.0 25.380 25.380 16688. -193. -.4536E-01 22.9
51 250.1 25816 5.0 25.816 25.816 16688. -204. .1063E+02 23.3
52 255.1 26.263 5.0 26.253 26.253 16688. -183. -.1072E4+02 22.9
23 260.1 26.689 5.0 26.680 26.689 16688. -194. .5779E4+00 229
54 265.1 27.125 5.0 27.125 27.125 16688. -200. .8006E+01 23.2
55 270.1 27.562 5.0 27.562 27.562 16688. -198. .9736E+00 22.9
96 275.1 27.998 5.0 27.998 27.998 16688. -72. .4218E+401 23.1
57 280.1 28.434 50 28.434 28.434 16688. 44. -.2029E402 23.0

-.2927E4+03 25.9
-.2027E4+03 25.9
-2027E4+03 25.9
-.2925E403 25.9

eCLLee @

Tabela 5.3: RESULTADOS DO EXEMPLO 1 (continuagao)

5.2.2 Problema Discreto da Operagao
de Abandono

O problema numérico da operagdo de abandono foi tratado de forma simplificada
e, neste caso, as aplicagoes numéricas consistiram apenas em exercicios de avaliagao do
efeito do atrito sobre as configuragoes de equilibrio da linha eldstica. O procedimento
adotado para a determinagao das configuragoes de equilibrio, sob as hip6teses da operagao
de abandono, segue a mesma linha do procedimento para a operagao de langamento.
A incorporagao do efeito do atrito foi feita sobre uma configuracao discreta da linha
elastica em que a massa de cada elemento é dividida entre os nds das extremidades. Em
decorréncia, as forgas distribuidas no elemento sao concentradas nos nés, entre estas forgas
esta a de atrito entre o oleoduto e o solo e a forca interna axial entre duas segoes. Através
deste artificio, a determinagdo da configuracio de equilibrio do oleoduto para a operagio
de abandono consiste em resolver uma seqiiéncia de problemas de langamento. Nesta
seqiiéncia a forga axial ao longo do oleoduto nao é mais constante, mas depende de como
o atrito é mobilizado a partir da extremidade em que se atenua a forga de tragdo. A
mobilizagao do atrito é no sentido de ”substituir” o efeito da forga de tracao que estava
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Figura 5.2: Perfil irregular de solo do EXEMPLO 1
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<R ] ‘

i

Wa

IR TR YA W W W U W W Wi Wi e W W W O N U T



CAPITULO 5. ALGUNS RESULTADOS QUANTITATIVOS 11

aplicada nesta extremidade.

Ao nivel das ilustragoes que se propoe apresentar, o problema da operagao de abandono
pode ser simplificado no sentido de converté-lo em um problema variacional relacionado
a minimizagao de um funcional convexo. Isto é feito admitindo-se que a acao do atrito
em cada elemento permanece constante no elemento. Nestas condigdes a fungdo f(z)
é constante por trechos. E precisamente este fato que permite converter a inequagao

variacional cuja solugao descreve as ordenadas da configuracao de equilibrio em um pro-
blema variacional.

A vis3o bésica é que a atenuagao da forga de tragdo na extremidade do né de abscissa
N do oleotuto faz com que a tendéncia ao escorregamento comece a mobilizar o atrito
neste nd, que se propaga para os nés de abscissa N —1, N —2,..-ny. Sendo ng a abscissa
do né tal que o atrito mobilizado a partir do né N gere na segao que lhe corresponde,
exatamente a mesma forga axial que ali existia ap6s o término da operagao de langamento.
Dizendo em outras palavras, a configuracao de equilibrio da linha eldstica, da origem até
o né de abscissa ng permanece inalterada apds a operagao de abandono e é alterada do
né de abscissa ng até o n6 de abscissa N.

Se Fg é a forga hidrostética de compressao, T'; a forga de tragio de abandono, ambas
adimensionais, aplicadas no né de abscissa IV a forca resultante efetiva que estd aplicada
no né de abscissa N é a diferenca T3 — Fjy.

Se T, era a forga adimensional de tragao aplicada no né N durante a operagao de
lancamento, entao a forga de atrito que deve ser mobilizada do né ng até o né6 N é

T} — T + Fu.

Se Ky = —L% é o médulo de rigidez a tragao do oleoduto, R; é a forga de reagdo do
solo sobre o né de abscissa i, ng <i < N e p é o coeficiente de atrito entre cada um dos
nds ¢ e o solo, é possivel determinar, comegando do N e progredindo passo a passo, no
sentido do né ng os deslocamentos e as forgas que atuam em cadané i, ng <71 < N. A
seguir sao apresentadas as expressoes que determinam estas grandezas.

Na operacao de abandono a forga de tragao que atuava na operacao de langamento
é atenuada em uma das extremidades até o valor adimensional T} — Fj, portanto na
operagao de abandono ou a forga de tragdo é atenuada ao longo de todo o oleoduto ou
existe um né de abscissa ng, tal que:

o0 < ng < N.

Na realidade, o modelo matematico da operagao de abandono ja estabelece que:

F@)=- [ f20d,  vaeq. (5.7)

O que esté-se dizendo é que, na pritica, existe um ponto £ € (2, tal que a esquerda de £
a fungdo f}(x) é constantemente nula até o ponto de abscissa £ = 0, mais precisamente:
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Fe) =@ =~ [ f20d  vo<i (58)

No problema discretizado, o ponto z € Q define um ponto de abscissa inteira dado
por ng = [z/Delta] 2. Para efeito dos resultados que seguem é adotada a hipétese:

HIPOTESE DE TRABALHO: ng > 0.

oFy =Ty — (T4 — Fu) é a forga de atrito mobilizada do né de abscissa ng até o né de
abscissa N.

.F,Z S II'Z£V=N—1’I0 R":'
oFi> N R;.
AT H245-N_ngt+1

Nestas condigdes pode-se mostrar que o problema numérico de abandono pode ser
formulado como segue:

( TN+1 :T,Z_FH )
Tivi =T, — pR, N-ng+1<i<N-1

) TN—no+1 :/'LE:{.LN—n0+1Ri+ (TZ_FH) \ (5 9)
Un =UN_1+—I£:RN+ (TZ—FH) )
Uiq1 =2ui_ui—1—7(‘u:Ri N—-ny+1<i<N-1

[ UN-n0+1 :UN—n0+'1?1;[uZ£N—n0+lR‘i+ (Th — Fu)]

Observar que conforme o raciocinio apresentado, a forca 7T, é de tracio e exata-
mente igual a Ty — Fy, que era a condigio existente nessa secdo durante a operagio de
langamento. Além disso o deslocamento u,,, por pressuposto é nulo.

Uma vez recalculados a forga axial e o deslocamento de cada né, a partir do né de
abscissa N — ng + 1 até o né de abscissa N, um novo problema relativo as forgas e
deslocamentos verticais pode ser resolvido e, por sua vez, realimentar o procedimento
descrito anteriormente e assim por diante. Este procedimento iterativo termina. quando
os deslocamentos e forgas de um passo para o seguinte sofrem variacdes que nio superam
um parametro € de precisdo, obtendo-se assim uma nova configura¢io de equilibrio da
linha elastica, para as condigdes da operacao de abandono.

O problema numérico relativo s forgas e deslocamentos verticais a ser resolvido em
cada passo do procedimento iterativo é andlogo ao descrito pela expressao (5.4). A
diferenca que ocorre é no célculo da matriz de rigidez K,. Esta matriz resulta da dis-
cretizagao do funcional Jy(v) que comparece na expressao (4.28). Neste caso, no funcional
Jo(v) comparece uma forca de tragdo que é igual a T, do né de abscissa zero até o né de

20 simbolo [ ] indica o maior inteiro contido em.
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abscissa ng. A partir deste tltimo né a forga de tragao se modifica conforme as expressoes
(5.9). Assim sendo, a expressdo do funcional Jy(v) fica:

1 X dydu,
- (=== 1
Ta®) = 55 )y f, Ty =) Ady (5.10)

Exemplos Numéricos da Operagao de Abandono

Nesta subsecao é apresentado um exemplo de determinagao da linha elastica de um
oleoduto apoiado sobre um solo de perfil irregular, sob as hip6teses da operacao de aban-
dono. Na realidade, o exemplo aqui apresentado é a continuag@o do correspondente ex-
emplo da operagao de langamento, ja apresentado.

EXEMPLO 2. OPERACAO DE ABANDONO
DADOS:

Os dados para este exemplo sdo precisamente os mesmos dados utlizados para a
operacao de lancamento e é exatamente nesta situagao que é usado o valor da tensao
de abandono j4 fornecida no primeiro conjunto de dados.
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Figura 5.4: Configuragao de equilibrio do EXEMPLO 2
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3
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0.0
5.0
10.0
15.0
20.0
25.0
30.0
35.0
40.0
45.0
50.0
55.0
60.0
65.0
70.0
75.0
80.0
85.0
90.0
95.0
100.0
105.0
110.0
115.0
120.0
125.0
130.0
135.0
140.0
145.1
150.1
155.1
160.1
165.1
170.1
175.1
180.1

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.220
5.672
6.299
6.950
7.558
8.109
8.603
9.040
9.418
9.739
10.005
10.226
10.472
10.892
11.344
11.781
12.217
12.630
13.022
13.526
14.472
15.609
16.725
17.759
18.694

¢

5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
4.9
4.8
6.2
7.6
7.3
6.6
6.0
5.3
4.7
4.0
34
2.7
2.4
3.8
5.2
0.1
5.0
4.9
4.5
4.6
8.1
12.6
13.1
12.4
11.3
10.1

Ys

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.236
5.672
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
10.472
10.908
11.344
11.781
12.217
12.653
13.090
13.526
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000

Ys0

0.000
0.436
0.873
1.309
1.745
2.182
2.618
3.054
3.491
3.927
4.363
4.800
5.236
5.672
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000
10.472
10.908
11.344
11.781
12.217
12.653
13.090
13.526
40.000
40.000
40.000
40.000
40.000

T

16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16668.
16668.
16668.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16688.
16688.
16688.
16688.
16668.
16688.
16688.
16688.
14002.

9373.

9373.

9373.

9373.

9373.

R

-350.
-193.
-193.
-193.
-193.
-194.
-192.
-193.
-197.
-182.
-238.

-77.

-1432.

My

-.5541E+00
.2324E4-00
.1696E4-00

-.3189E4-00

-.1848E4-00
.1081E+01

-.9795E4-00

-.3962E+4-00
.2841E+01

-.9036E4-01
35708402

-.1304E+03

-.7528E4-02
.1400E4-04

-.9193E+-02

-.2596E4-03

-.2872E+-03

-.2918E+-03

-.2926E+-03

-.2926E4-03

-.2918E4-03

- 2873E4-03

-.2596E+-03

-.9216E4-02
.1398E+-04

-.7518E+-02

-.1286E+03
.6363E+02

-.1413E4-03

-.2062E+03
.1401E4-03
.J183E+4-04
.6995E4-03

-.2330E4-03

-.4467E+03

-.5016E4-03

-.5153E4-03

Tabela 5.4: RESULTADOS DO EXEMPLO 2

22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
22.9
23.0
22.9
24.2
23.7
23.3
72.8
23.4
25.4
25.8
25.9
259
25.9
25.9
25.8
254
23.4
72.7
23.3
23.7
25.2
23.8
24.8
27.9
133.2
38.6
17.1
224
24.0
24.4

15
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no

38
39
40
41
42
43

45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
95
56
57

185.1
190.1
195.1
200.1
205.1
210.1
215.1
220.1
225.1
230.1
235.1
240.1
245.1
250.1
255.1
260.1
265.1
270.1
275.1
280.1

)

19.529
20.261
20.893
21.428
21.890
22.326
22.762
23.198
23.635
24.071
24.507
24.944
25.380
25.816
26.253
26.689
27.125
27.562
27.998
28.434

¢

9.0
7.8
6.7
5.6
5.1
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0
2.0
5.0
5.0
5.0
5.0
5.0

Ys

20.144
20.580
21.017
21.453
21.890
22.326
22.762
23.198
23.635
24.071
24.507
24.944
25.380
25.816
26.253
26.689
27.125
27.562
27.998
28.434

Ys0

20.144
20.580
21.017
21.453
21.890
22.326
22.762
23.198
23.635
24.071
24.507
24.944
25.380
25.816
26.253
26.689
27.125
27.562
27.998
28.434

T

9373.
9373.
9373.
9373.
9002.
8180.
7374.
6618.
5855.
5112.
4339.
3580.
2836.
2064.
1306.
558.
-206.
-967.
-1528.
-1570.

R

coo

©

-189.
-230.
-181.
-204.
-185.
-193.
-200.
-186.
-193.
-200.
-186.
-194.
-195.
-203.
-73.
47.

My

-.5177E403
-.5136E+03
-4944E403
-.4184E4-03
-.9458E+4-02
2953402
-.9937E+01
1276 E4-02
-.1092E-+02
1799E+00
.1020E+02
-.1023E4-02
.8160E-02
.1023E4-02
-.1042E4-02
.9688E+00
.6600E+01
2773E+01
.5449E+01
-.2441E4+02

24.5
244
23.8
21.7
14.3
13.4
11.5
11.0
9.7
8.7
8.2
7.1
6.1
5.6
4.7
4.0
3.5
3.1
3.1
3.6

Tabela 5.5: RESULTADOS DO EXEMPLO 2 (continuagao)
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES
PARA ESTUDOS FUTUROS

6.1 INTRODUCAO

O objetivo deste Capitulo é apresentar as principais conclusoes sobre os resultados
obtidos nesta tese e oferecer algumas sugestdes de tépicos de pesquisa em continuidade
ao que foi aqui realizado.

Antes da formulagao das conclusGes cabem algumas observagdes que permitem situar
com maior precisao o espirito que permeou o desenvolvimento desta tese.

A primeira observagao diz respeito ao escopo dos resultados obtidos. Num certo sentido
os recursos matematicos utilizados oferecem um potencial maior do que o que foi explorado
na tese. S6 para exemplificar: seria possivel adotar uma curva caracteristica para o solo
bem mais geral e os resultados bésicos persistiriam inalterados. Como esta extensao,
outras poderiam ser feitas sem invalidar os resultados fundamentais.

A segunda observacao de alguma maneira vai em sentido contrario ao da observagao
anterior, uma vez que para se obterem os resultados da tese algumas concessoes foram
necessarias. Estas concessoes se tornam visiveis pela presenga de algumas hipSteses de
trabalho formuladas ao longo da tese. Sé para se ter presente as hipéteses estabelecidas,
frente as situagdes objetivas que se apresentaram durante o desenvolvimento da tese, elas
sao0, a seguir relembradas:

Hipdteses Subsididrias

Foram estabelecidas no Capitulo 3, para se atingir condicoes de garantir a coercividade
do operador associado ao problema Pa2.

A funcdo de atrito F}(z), definida a partir da fungao densidade linear de atrito

fa(z), pela expressao (2.158) transcrita a seguir, deve satisfazer as condicdes subsididrias
seguintes:
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P
Fi@)=- [ 0k,  vzeQ (6.1
e ter até a segunda derivada continua;

e existern niimeros reais A (que dependem essencialmente da monotonicidade de Fy)
tais que o nimero A, definido em (6.2), a seguir, é sempre positivo. Dado um nimero real
)\, a existéncia de um niimero A, estd garantida pois trata-se do infimo de uma fungao
continua definida num conjunto compacto €, resta saber em que casos ele é positivo. Para
aqueles casos que §é verificada esta dltima condigao est4 satisfeita uma hipétese subsidiaria
que vai permitir a demonstragao da Proposicao 4.

. 1d%F(z
do=int [FE51) 32 prga)) (62)

Hipétese de Trabalho

Esta hipStese foi estabelecida no Capitulo 4 com vistas a obtengao de alguns resultados
numéricos do problema Pa2, da forma simples possivel e, de fato corresponde a uma
concessdo estratégica. Caso o objetivo da tese fosse desenvolver procedimentos numéricos
gerais e robustos, ela deveria e poderia ser eliminada.

Para v(z) = v*(z), vale a desigualdade:

uj(z) +v*(z) > 0. (6.3)

Esta desigualdade significa que, quando o oleoduto contrai-se pelo alivio da forca de
langamento, que é de tragao, o deslocamento sofrido em cada segao do oleoduto que,
em geral é negativo, nao supera em médulo o correspondente deslocamento (neste caso
positivo) sofrido pela segdo por ocasido da aplicagdo da forga de lancamento.

Uma terceira observacao diz respeito a uma certa despreocupagao que transparece na
formulacao das hipSteses subsididrias, sem uma avaliagdo cuidadosa da necessidade delas
ou se haveria uma forma mais simples e clara de se apresentar um dado resultado. Em
resumo: nao se buscou ao longo da tese atender requisitos de elegancia matematica e

de formulacdo mas apenas e tdo somente apresentar uma solugao para uma familia de
problemas.

6.2 PRINCIPAIS CONCLUSOES

As principais conclusdes oferecidas sao:
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1) sem uma forte simplificagdo dos modelos iniciais seria, para o candidato uma tarefa
talvez insuperével obter os resultados vislumbrados, ou seja, o problema formulado sob
hipéteses mais gerais de nao linearidades geométricas seria intratével e, possivelmente, nao
seriam atingidos quaisquer resultados relevantes. As simplificagbes envolvendo pequenas

deformacdes e pequenos deslocamentos foram fundamentais para a realizagao deste tra-
balho;

2) os resultados tedricos obtidos estdo fortemente vinculados & concepgao das operagoes
sao realizadas sobre o oleoduto durante o procedimento de assentamento e ao modelo
proposto para estas operagoes. Se o procedimento de assentamento envolver operagoes
de outra natureza, os resultados aqui apresentados nao garantem que as configuragGes de
equilibrio, que venham a ser obtidas, atendam aos requisitos de existéncia e unicidade;

3) o ponto fundamental da tese é a comprovagao, sob as hipéteses estabelecidas, de que o
problema de assentamento de oleodutos sobre solo de perfil irregular e sob a agao de atrito
longitudinal, se realizado segundo as etapas descritas pelas duas operagoes elementares
tem, em cada etapa, solugao tinica. Decorre também dos resultados obtidos que o efeito do
atrito longitudinal, em termos préticos, manifesta-se através de uma interferéncia sobre
a configuracao de equilibrio de lancamento e se limita a umas poucas centenas de metros
a partir da extremidade em que a tensao de tragao é aliviada;

4) como o objetivo essencial da tese nao é desenvolver ferramenta numérica para célculos
de configuracdes de equilibrio de oleodutos, apenas alguns exemplos ilustrativos sao apre-
sentados e nao se explorou em profundidade as possibilidades numéricas potencializadas
pelos resultados qualitativos. Um programa de computador de cariter prospectivo foi
desenvolvido tendo em vista uma avaliagdo preliminar desse potencial. O que se pode
concluir dessa avaliacao é que os resultados praticos sdo muito promissores, no sentido de
velocidade de convergéncia, flexibilidade operacional, precisac dos resultados, etc.

6.3 SUGESTOES DE TOPICOS PARA
PESQUISAS FUTURAS

As possibilidades de avangos nas aplicagbes das inequagGes variacionais a problemas
de contato unilateral sao consideradas muito amplas, particularmente pelo fato desta area
de aplicagoes ainda estar restrita a exercicios de natureza essencialmente académica. O
problema especifico tem uma outra face constituida pelo comportamento dinamico global
do oleoduto. Mais simplificadamente pode-se pensar no comportamento dinamico dos
trechos da configuracio de equilibrio que se apresentam como vaos livres. Apresentam-se
portanto, como tépicos a serem explorados em estudos posteriores:

1) extensdo dos modelos matem4ticos para abarcarem o comportamento dinadmico das
linhas e todas as implicacdes decorrentes, tais como: estabilidade dinamica das solugoes,

se elas existirem, ferramentas numeéricas para geracao de configuragoes dindmicas das
linhas, etc;
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2) especializagao dos modelos mateméticos para aplicagoes envolvendo estruturas que nao
oferecam resisténcia a momentos fletores, tipo amarras de plataformas ou embarcagoes e
as extensOes para se considerar a dindmica dessas estruturas;

3) generalizagdes tridimensionais para assentamento de linhas sem o requisito da hipdtese
H3 do Capitulo 2. Sob este contexto o problema do atrito entre o solo e a estrutura se
torna muito complexo, com a possibilidade de inviabilizar a anélise por nao se conseguir
formular um problema que seja ”bem posto”.

4) desenvolvimento de ferramentas numéricas, apoiadas em resultados teéricos bem esta-
belecidos.



APENDICE A

DEMONSTRACAO DE

RESULTADOS ESSENCIAIS A
TESE

A.1 INTRODUGAO

O objetivo principal deste apéndice é apresentar algumas demonstragoes e resultados
que prejudicariam o desenvolvimento harmonioso do Capitulo 3. Nesse sentido ele é parte
essencial daquele capitulo. Os resultados que sio partes da tese e que foram usados
naquele capitulo, foram 14 enunciados para maior clareza nas aplicagGes. A seguir estes
resultados sao novamente enunciados e demonstrados.

A.2 ALGUNS RESULTADOS FUNDAMENTAIS
UTILIZADOS NO CAPITULO 3

Lema 1

O funcional J}(yr) é diferencidvel sequndo Giteauz e sua diferencial calculada sobre
a fungdo y}, para todo h € Vi é:

dyj dh

Ik = &TiD) it ke, [[EULER
YL = &) o dn T Jy Tda? d?

01 [[ (no — wo)hda + pyk [ Vihds. (A1)
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Demonstragao:

Da definicdo de diferencial de Gateaux, ver Apéndice B, verifica-se trivialmente que
as derivadas das parcelas do funcional JZ(y} ) sgo:

dy; " dy* dh
(L) [[Clyamnl = &) | (A.2)
e a2 d2ys d2h
8,2 fkff( yL)2d bl = ek [ ST (A.3)
P
—,3-/: (o — wo)dz; h] = —ﬂffo(ﬁ’o—wo)hdm (A4)

A parcela seguinte é a que necessita de algum trabalho. Em primeiro lugar é util
verificar que se / C R, aberto e

g:1 —R (A.5)
é diferenciavel entao:
2 @)lg(@)]) = 2lg(a)log(@)  Vzel (A6)
dmg:l:gzv = ga:dmgm T .- }
Portanto:
@/-p *\2 7. _ d ﬁf yL Us+£h+‘yL Us+€h" 2
o2 [y = {4 [ . Pdz}e—o
IBfk *\2 ... _ ﬁfk * *
622 [(yaydsn = =L /0 (45 ~ v+ Iy, — vel)hda
5k . P ok
625 [(vi)dsinl = ik [ Vida (A7)

A soma da diferencial de Gateaux das parcelas (A.2), (A.3), (A.4) e (A.7) fornece a
diferencial de Gateaux do funcional JZ, dada pela expressao (A.1).

Integrando uma vez, por partes, a primeira parcela e duas vezes a segunda parcela de
6J% na expressdo (A.1) e lembrando que yj € U2, tem-se:
2 *
§J2(yk; h) = —,Th(p) /T' YL hda + sfk,/ A

_ﬂf[) ('70—wo)hd:v+ﬁf]€/:¥[, T (A.8)

th,d
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Pelo Teorema 1 do Apéndice B, uma condigdo necessaria para que y: € Vi seja
extremo do funcional J2(yz) é que §J2(y}; h) = 0, para todo h € V2. Da expresséo (A.8)
obtem-se, portanto, a equagao diferencial:

d’yi, d*y; .
eTLp) 72 ~ eskro 4~ Bs(vo —wo) — BrkVy =0 (A.9)

Agora, observa-se que, pela defini¢cao de Y’i e pelas expressoes (2.82), tem-se que:

’se Vi = +E=VE
b= kY},z—:L
< (A.10)
se Vi<l = +2=O
| v s = ~f2 =0

De (A.9) e (A.10) segue-se que:

N5 d'yi .
€fTL(P)F —erkr o 4 = —Bs (0o —wo) + Br far (A.11)

que era o que se queria demonstrar.
Atentar para o fato que yj € U?, portanto as condigoes de contorno relativas a yj,
no problema PL1, jé estdo garantidas. Resta mostrar que esta mesma y} satisfaz a

desigualdade (2.109), para todo yr, € U2, Para provar que yj satisfaz a desigualdade
(2.109) sdo demonstrados os Lemas 2, 3e 4 a seguir.

Lema 2
Os conjuntos U} e Vi sdo convezos.
Demonstragao:

Da definicio de U2 verifica-se que seus elementos sao fungoes g,9 € C*(2), que verifi-
cam as condicoes:

) =0
=0
%%(0) o (A.12)

=P =0
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Para provar que U? é convexo deve ser verificado que: Vg1,92 € U e VA X € [0,1],

tendo-se que a funcio: Agi(z) + (1 — A)ga(z) é um elemento de Uf. E imediato verificar
que esta funcao é um elemento de C*(Q) e satisfaz (A.12), portanto U} é convexo.

A prova que V} é convexo é realizada verificando que, para quaisquer pares de fungdes
91,92 € V2, isto é que tem até segunda derivada quadrado integriveis e satisfazem (A.12),
o elemento Ag; () +(1— A)gz(z) tem até a segunda derivada quadrado integrével e satisfaz
(A.12). Isto termina a demonstragao do Lema 2.

Lema 3

H?(R) é um espago de Banach reflezivo, considere o conjunto Vi subconjunto de H?()
e o funcional J2(yr) = Ji(yr) + J2(yr), definido em H?(Q), como apresentado pelas
ezpressoes (2.114) e (2.115) A forma bilinear 6J; [y};y} — y] dada pela diferencial de
Gateaur de Jy(yL) € coerciva em Vi x V. Além disso, o funcional Jy(yL) € convezo.

Demonstracao:

A demonstracao deste lema gera as condigoes estabelecidas pelo Teorema 5 para garan-
tir a existéncia e a unicidade da solugao do problema PL2.

Para provar que a forma bilinear 6J; [y};y} — yi] é coerciva pode ser verificada a
seguinte condigdo, que é uma condigdo suficiente para a coercividade de uma forma bi-
linear.

N >
8 lyriurl = "ﬁHyLILQ(m
V yo€Vf e k€R, £ >0 (A.13)

Transcrevendo a expressao do funcional J;(yz) dada por (2.114), tem-se:

d k, 7d
A = 17 /” (B )z + L1 f (SULy: (A.14)

cuja diferencial de Gateaux calculada para as fungdes yj e h é obtida facilmente e vale:

dy? dh d?y? d?h

Shlyishl = ey | o ozaoterk _dFd

dx (A.15)

Tomando h = yj, resulta;
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d2y*
). (A.16)

P P dy]
Ay vil = EfT;_/(; (gﬁ)2dm+€f"?r /:(

Decompondo a parcela da integral do quadrado da primeira derivada de y] na soma de
duas parcelas (notar que esta decomposicao nao é \inica), pode-se aplicar a desigualdade
de Poioncaré-Friedrichs para obter:

shlynvi) = s llvill, (A-17)
@
onde:
.21 1 .
k = min{r® 7 esTi(p), ?EITL(p)’Efkf} (A.18)

k é claramente positivo. Fica demonstrado que a forma bilinear 6.J; [y} ; vy —yL] é coerciva.
Resta verificar a segunda parte do Lema, o que vem a seguir.

Para provar que J; é convexo deve-se verificar que para todo par (y1,2) € V2 X V2 e
A, A € [0,1], tem-se que:

Jyr(z) + (1 — Nye(z)] < Aaya(2)] + (1 — A)Jofyz(z)] V z €l (A.19)

Da expressio do funcional Jo(y) em (2.115) pode-se escrever:

B + 0 - V@) = 2 [ 2D+ (= N — v+ + (1= N - vl
—Bs /: (Yo — wo)[Ay1 + (1 — A)waldz (A.20)

Agora utilizando um resultado trivial da teoria dos funcionais convexos, que diz: se
um funcional é constituido de um nimero finito de parcelas e cada uma delas é convexa,
entio o funcional é convexo. A idéia é verificar que cada uma das parcelas do funcional
J, é convexa, conseqilentemente o funcional é convexo. A verificagao da convexidade da
segunda parcela constitutiva de J, é imediata, pois ¢ linear, valendo portanto a igualdade.
A verificagdo da primeira parcela é pouco mais trabalhosa e é apresentada em detalhes a
Seguir.
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Apenas para tornar a apresentagao mais didatica introduz-se o funcional n(y), definido
por:

Bk — vy + |y —vs
) =" [ (2 by = ilyage (A.21)
2 Jo 2
Mostrando que: VA, X €[0,1] e Vy;,y, € UZ, tem-se:
nDyi(@) + (1 — Nea(@)] < M) + (1= Anla(e)) Yz el. (A.22)

Observando que v,(z) = Avy(z) + (1 — Avg(z), Vz € Q, escreve-se:

TI(/\y1 + (1 — A)yz) — E.f2_k jg’('\(yl—"s)+(1—'\)(UQ—vs)-;I»\(m—v.)+(1—/\)(y‘2—v,)[)2d$ (A23)

Agora deve-se considerar que, para: Vzi,22 € Vi e VA, A € [0,1], valem:

(21 + (1 — Nz)? = |Az1 + (1= N zf? (A.24)
A+ (1—=Na+ Ao+ (1= Nz < Aa+ (1= Na+Aal+ (01— A)|z2| (A.25)
2,2
AL = Naz] < A1 - )\)(% + %2) (A.26)
Considerando (A.23), (A.24), (A.25) e (A.26), pode-se escrever:
O + (1= A)y) < 22 fp Plnvatln=se AN —vethn—vell g (A.27)

Desenvolvendo o colchete do integrando, vem:

n(Ay + (1 = Nye) < Eéi{fg f\z(w—Vs+|v1—val)’+2f\(l—«\)(s;1—vs+ly1—vsl)(yz—v.+lyz—va1)dz

+ fé’ (1—’\)2(1/2_’;5+|y2_val)2 d.’I:}

(A.28)

Considerando a designaldade (A.26) resulta:
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(M + (1 = Ny,) < ,\Ezﬁ g(%@lydmjL (1-— ,\)1_312_’5 f;(w—_%zlul)zdx@ )
.29

Portanto:

1Ay + (1= Nya) < An(y) + (1 = A)n(ye) (A.30)

o que prova que 77 é um funcional convexo. Como a segunda parcela de J; também é
convexa, conclui-se sobre a convexidade de J,.

Lema 4

Considerem-se as fungées y,V, Vi, y*, V*, V¥ em que: y € um elemento arbitrdrio de
V2,V ¢ definida em (2.110), V; é a correspondente variavel adimensional definida por
(2.90), y* € uma fungdo candidata a ser solugdo do problema PL2, V* também € definida
por (2.110), V¥ é uma func¢do associada a y* definida de maneira andloga a fungao V.
Seja f* a correspondente funcdo adimensional da funcao fa, definida por (2.83). Sob
estas condi¢ées sdo equivalentes as sequintes desigualdades:

i)
Vz) <0= fi(z) =0
{ V@) > 0 — f2(z) = —kV*(2) } Ve el (A-31)
i)
Yy € V2
[2@)(@) - () + BV @)V (@) — V(@) 2 0 VaeQ (A32)

#1) Para todo y;, € V} e para todo € >0 e€,a,(a+¢€) €

[ 1@ 0@ - v @) + B @) (@) - @) 2 0 (A3

em particular para a = 0 e € = p a desigualdade (A.83) € verificada.

Demonstragao:

1) = ii)

Vale lembrar que a implicagdo a ser demonstrada corresponde a4 demons-

tragao da desigualdade (2.96) que caracteriza o comportamento do solo. Esta
desigualdade em si é relevante no desenvolvimento da tese.
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Se V*(z) <0 Ve Q— fi(z) =0e V*(z)=0

Portanto:

0.(y(z) — yi(2)) + k.0.(V(z) —0) =0 Vz € Q (A.34)

Se V*(z) >0 Vz € Q — fi(z) = —kV*(z) e V*(z) = V*(z). Assim:

F@)(V(5) - V() + K @)(V(@) ~ V(@) =
_ V(@) (V() - V(@) + V@V - Vi) =
— KV @) (@) - V()] 20

pois V*(z) > 0e V(z) - V(z) 2 0 Vz € Q.

Conclui-se ent3o que para Vz € (2, sendo a expressao

fi@) V() = V*(2) + KV (2)(V(z) - V*(2) (A.35)

sempre nao negativa a implicagao fica demonstrada.
i) = iii)

Se

[F2@)(V(@) — V(@) + kY (@)({(2) - V(@) 20 W eV; (A.36)

entao:
para toda terna a,¢, (a + &) € Q, fixada arbitrariamente mas atendendo ao requisito de
que cada dos elementos da terna seja um elemento de (2, tem-se que:

[TV E - V@) @VE) - e 20, (A8

Nao ha o que demonstrar.

i) = i)
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Neste caso quer-se demonstrar que se cada familia de funcionais j7.(V) > 0, para

V*(x) € V2 fixo, a € Q também fixo, para todo V(z) € V} e todo ¢ tal que €,a + ¢ € £,
entao:

9(z) = [1(@)(V(z) = V*(z)) + kV*(2)(V(2) — V*(2)) 2 0. (A.38)

Supondo-se, por hipétese, que existe V € V2, tal que para algum zo € (2, tenha-se:

9(z0) = fa(@o)(V(zo — V*(m0)) + kV*(m0) (Y (o) — V*(z0) < 0 (A.39)

Pela continuidade de g(x), existe uma vizinhanga V(x), tal que g(z) < 0, Vz €
V(zo) U Q. A vizinhanga V(z,) permite que se tome um g > 0, tal que (zg+£p) € Qe
que:

To+Ep
/ g(z)dz < 0 (A.40)

s}

pois g(z) < 0, Vz € (zo,To + €0)- A desigualdade (A.40) gera uma contradigao, pois,
por hipétese:

jeo(V) = /1 " (@)dz > 0 (A.41)

Zo

e V é abitrario. Tem-se portanto que:

9(z) = (@) (V(z) — V*(2)) + kV*(2) (Y (z) = V*(2)) 2 0 (A42)
o que demonstra ii).
i) = i)
a) Considerem-se os pontos & € §2, tais que, V*(z) < 0. o que implica V*(z) = 0.

Portanto:

@) (V{z) = V*(z)) >0 YWeVv: vzeQ (A.43)

Como (V(z) — V*(z)) tem sinal arbitrario, a desigualdade (A.44) s6 é verificada se
f*(x) =0, o que demonstra i), neste caso.

b) Agora, considerem-se os pontos z € (2, tais que, V*(z) > 0, o que implica em

V*(z) =V*(z) e

+



\

L N A A Y Y T e AN

APENDICE A. DEMONSTRACAO DE RESULTADOS ESSENCIAIS A TESE 10

@) (V(2) = V(@)kV*(z)(V(z) — V() 2 0 YWeV: vzeqQ. (A.44)

H4 dois casos a se considerar:
bl)se V(z) <0 — V(z)=0e
f@)(V(z) = V*(z)) = k(V*(2))* 2 0 (A.45)

ou ainda:

—k(V - AV + fAV >0 (A.46)

Para aqueles V € V2, tais que, existe algum z € Q, para o qual V(z) < 0, mas para
k > 0, tem-se:

k(V*(z) + @)2 >0 YV eVivzeQ (A.47)

Somando (A.46) e (A.47), obtem-se:
")+ REVE) - REVE) RV EV @) 20 (A.48)

para os elementos V € V? e Vz € 2, tal que, V(z) < 0.

Desde que os valores de € ! em consideragio, sao tais que V*(z) > 0e V(z) <0,
segue-se que:

—kV(z)V*(z) >0, k>0 (A.49)

Somando (A.48) e (A.49), obtem-se:

{_}vz(x) + f1V(@) ~ [1V*(z) 20 (A.50)

Para que (A.50), seja satisfeita para todo V € V? & suficiente que:
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Ao = (f2)} + KV f5 =0 (A51)

Como fX(z) < 0,Vz € , resulta que:

fE+kV*(z) =0 (A.52)

que é o que se queria demonstrar, neste caso.
Finalmente, considere-se o segundo caso:

b2) se V(z) >0 — V(z) =V(z) e

V() = V) + EV(2)(V(2) = V*(2)) 2 0 (A.53)

para todos os elementos V € Vi e Vz € , tais que, V(z) > 0, ou entao:

(fa +kV* (@) (V(z) = V*(2)) 2 0 (A.54)

L]

Como o sinal de (V(z) — V*(z)) é arbitrério, a desigualdade (A.54) s6 é verificada se:

[+ kV*(z) =0 (A.55)

o que demonstra o ltimo caso do Lema 4.

Lema 5

Considere a lei de atrito de Coulomb aplicado ao caso continuo como descrito pelas

desigualdades (2.118) e (2.119), com as varidveis convenientemente adimensionalizadas
e que sdo transcritas a sequir.

Vz € ()
{ Ifa@@) < plfa(=z)| = u*(z) =0 } (A.56)
If¥(z)] = plfi(z)] = w*#0 e 3A >0 | v'(z) =—-Afi(z)

As desigualdades (A.56) sdo equivalentes a desigualdade:

fi(@)u(z) — w*(@)] + plfi@|lu(@)] - [u*(@)]] 2 0 Vz e (A.57)



APENDICE A. DEMONSTRACAO DE RESULTADOS ESSENCIAIS A TESE 12

Além disso a aplicagdo destes resultados d situagdo do problema de abandono, em que
u = uy = ug, + v, permite afirmar:

se eziste v* € UL satisfazendo (3.39), (3.40) e (8.42), conseqiientemente salisfazendo
(8.47) e (3.42) entdo v* satisfaz:

71(v) > 51(v*) 1
. R N R . Yvey, A58
{fa(V—V)+#|fnLI(|uL+V|—|UL+VI)ZO (A.58)
e reciprocamente, se eziste 7 € V! satisfazendo (A.58) e se b € Uy, entdo U satisfaz (3.47)
e (3.42), onde j, € dado por:

1 d P
) = 5 [z - ?—; [ rivia (A.59)

Demonstracao:

Inicialmente é feita a demonstracao da equivaléncia afirmada e, esta equi
valéncia e as desigualdades envolvidas sao relevantes para o desenvolvimento
da tese. '

O que se quer demonstrar é que as desigualdades (A.56) implicam na desigualdade
(A.57) e reciprocamente. A demonstragao da primeira implicagao esté feita em detalhes
na referéncia [21] e é apresentada aqui, de forma sintética, em duas etapas:

¢ primeira etapa: partindo do fato que: |f*(z)| < p|fZ(z)] e conseqilentemente u*(z) =
0, para cada valor de  em que a desigualdade é verificada, portanto basta provar que
neste caso, tem-se:

fi@)u(e) + plfi@)] u(@)] 2 0 Vue V. (A.60)

Tomando u*(z) > 0, em decorréncia |[u*(z)| = u*(z). Como —fi(z) < |f¥(z)] <
| f3(z)|, resulta que fx(z)+p|fi(z)| > 0, mas [u*(z)| = u*(z) > 0, portanto conclui-se
que a desigualdade (A.60) vale para este caso.

Se se toma u*(z) < 0, um raciocinio anélogo leva também a conclusao sobre a validade
da desiguldade (A.60), portanto fica encerrada a primeira etapa da demonstragao.

e segunda etapa: neste caso parte-se do fato que: |fy(z)| = p|fi(z)|, em decorréncia
u*(z) # 0 e uX(z) = —A fi(z), com A > 0. Note-se entdo que f3(z) # 0. Num primeiro
momento, suponha-se que fX(z) > 0. Neste caso |f*(z)| = fi(x). Este fato mais o fato
de que A > 0 implicam que u*(z) < 0 e portanto |u*(z)| = —u*(z).
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Tendo em conta que |2(@)] = i |(x)| decorre que | f2(@)llu*()] = /3@l (2)] e
como |fX(x)| = fX(z) e |u*(z)| = —u*(z) resulta que:

{ Vo € Q tal que fi(z) = |f2(z)| = p|fi (@)l } (A.61)

—frayt (@) — plf@|e @) = 0

Por outro lado, tendo em vista que |u(z)| > u(z), Vz € Q se lu(z)| é multiplicada
por f*(z) > 0 fornece f3(z)lu(z)| > —fi(z)u(x). Nesta dltima expressao, substituindo
f;(.'z:) por ¢ lf,f(:n)|, resulta:

vz € Q tal que f2(z) = (@) = ulfi(@)]
{ [2@u(@) + plf2@)u@)] > 0 } (A.62)
Adicionando a igualdade de (A.61) & desigualdade (A.63), resulta:
Vz € Q tal que fX(z) = |fi(=z)| = plfa()l
{ @) [(z) — w(@)] + 11 12@) [u(e) — @) > 0 } ' (A.-63)

Para o caso em que f*(z) > 0 é o que se queria demonstrar. Admitindo, ao contrario,
que f*(z) < 0 e desenvolvendo raciocinios semelhantes ao caso anterior, conclui-se so-
bre a validade da desigualdade (A.57) também para este caso. Em resumo, admitindo
como verdadeiras as expressoes (A.56), resulta verdadeira a desigualdade (A.57). Para
completar a demonstragdo da equivaléncia resta demonstrar a reciproca.

Fazendo u(z) —u*(z) = ¢(z) em (A.57) e tendo em conta que, pelas propriedades do valor
absoluto de funcdes a valores reais |¢(z)| = |u(z) — u*(z)} = |u(z)| — |u*(z)|, para cada
valor de z € {1, obtem-se:

f2(x) (@) + p | fa(@) 16(z)] = 0Vz €9 (A.64)

se em (A.64) ¢(z) é suposto positivo. Para estes valores de z € Q decorre que —f(z) <
1t|f}(z)]. Se ao contrério ¢(z) é suposto negativo, para os valores de z € {1 que isto se
verifica decorre que fi(z) < p|fi(x)|, conclui-se portanto que:

@) < plfi@) Vo e (A.65)

Como a funcéo u é um elemento arbitrario de f 1(Q) pode ser tomda como u = pu,
com p real e p > 0. Substituindo a fungao u na desigualdade (A.57) e fazendo p assumir
os valores 0 e 2, respectivamente, obtem-se:

iyt (@) — plfi@ k@) > 0\,
{ @y (@) + p1f1@) @) > 0 }V € (A.66)
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Das relagoes (A.66) decorre que vale a igualdade. Tendo em mente a desigualdade
(A.65) e a igualdade decorrente de (A.66), resulta que:

se [f2(@)| < p12(@)] entdo w* (@) = 0.
Valendo a igualdade em (A.65) e a igualdade decorrente de (A.66), conclui-se que:
se u*(z) # 0 entao:

{ wz) = ~[EE) f2(2) = -2 fi(2) }

A > 0 para cada valor de x

(A.67)

Fica demonstrado portanto que (A.56) e (A.57) sao equivalentes. Na seqiiéncia sao
demonstrados alguns resultados adicionais relacionados ao uso dessas desigualdades no
caso do problema de abandono e que constituem a segunda parte do Lema 5.

=3 De (3.50) e (3.51) obtem-se trivialmente que:

1 P dv., ﬂf/v 1/vdu*2 ﬁ,/p 2
2Py Pt [P e > = [T(EE Vi — EL [ frrda A.68
2-/0 d:c) T 5 Ofan$_2 o(d:I:) T 5, Ofauda: veV, (A.68)

A (3.42) é a prdpria desigualdade de (A.58).

«= Como j;(v) é diferencidvel segundo Gateaux, supondo existir & € U? que satisfaga
(A.58) entéo fazendo uso do Teorema 1 do Apéndice B, obtem-se facilmente que:

L AT
dr? — 5, a

Y el, A.69
{ fiw —o)+ plfapl(ug + v — jup + 7)) <0 } Ve, (A.69)

Como (0] fator Pre é da Ordem 62 Ode"se escrever:
by 074z I

d2l_/ Bf ﬁf&f df* 1 dt*
L APONI= A L 7 i s SNl A0
a2 =75, T s, War T 5 da (A70)
Para z € Q, arbitrario, obtem-se por integragao:
dv dv t*(p) t*(x)
p) — = (g) = >4 22/ Al
e e S 5 (A71)

- t* . _
Como %(p) = —6(}22, pois U € U], resulta:
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dv  t*(z)
_— =" Y A72
- 5, z€Q (A.72)

As equacoes (A.70) e (A.72), completam a prova, uma vez que a desigualdade em
(A.69) é idéntica aquela de (3.42).

Lema 6

Se eziste v* € V), satisfazendo (A.58), entdo v* satisfaz a inequagao:

JHw*) < Ji(w) Yv eV, (A.73)
e reciprocamente.

Demonstragao:

Se v* satisfaz (A.58), entdo para toda terna ¢, z, (2 +€) em que cada um dos elementos
pertence a {2, vale:

J1(v) = 51 (v*) 1
{ i) > ™) } Yv ey, (A.74)

onde, para cada z € (2, fixo:

N Br [ By 7Y ok 4 ATE
Je(V)—E; ] fan$+3;# i | fapllug + v|dz (A.75)

De (A.58) (A.74) e (A.75) pode-se observar que:

a)e  Je(v) > (V') Ve, z,(2+e) € (A.76)

b) e jo(v) =0 (A.TT)

o sulw) = 2 [ prvam+ L [\l + vide (A78)
(Sf 0 * (Sf 0 "

e seja
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T (v,e) = j1(v) + 5e(v) (A.79)
De (A.74) decorre que:
T v,e) = Ji(v*e) VeV, (A.80)
e, para todo g, z,(z +¢€) € Q.
Em particular:
T w,p) = T p)  WwEV,. (A.81)

Identificando J(v) com J}(v,p), a primeira parte do Lema fica demonstrada.

Para demonstrar a reciproca, considerar a expressao (A.80), observando que, em par-

ticular:
INw,0) > T} (v*,0) Vv e V. (A.82)
Mas entéo langando mao de (A.77) e (A.79) segue-se que:
i1(v) > 1) Yv eV, (A.83)

Além disso, por hipétese e pela definigao de je(v), tem-se de (A.58) que:

3 z+e
2t =)+ Bl vl =+ Dl 20 e Vi (ABY)
de onde se conclui facilmente, (ver demonstragao do Lema 4) que:

o —v) +ulfil(uy + vl - lwp+ ) 20 e Va (A.85)

a

que finaliza a demonstragao do Lema 6.

Lema 7
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O conjunto V! C H'(QY) € convezo, além disso o funcional J1(v) é ndo s convezo em

V! como estritamente convezo.
Demonstragao:

Transcrevendo a definigao de 1%

i = p e HI@I0) = 0,2 =~ 152 (A56)

quer-se mostrar que se ¢1,92 € VI = gy + (L= Mgz € v vaelo,l].

Mas se @1, 2 € V!, seja:

5(x) = Mp1(2) + (1= Nio(z) VBl (A.87)
Verifica-se trivialmente que:
{ ¢(p)(0_) :& } (A.88)

VX € Q, o que implica a convexidade de V.

Portanto ¢ € V,
quer-se mostrar que:

Resta mostrar que JI(v) é estritamente convexo, ou seja,

VA € [0,1] e Vi1, 00 € Vg, com 1 £ (py, tem-se:

T (1 + (1= N)ga) < Ma(epn) + (1~ N)Ja (p2) (A.89)
valendo a igualdade se e apenas se A=0oui=1
Da definicao de J.(v), vem:
(1 = A)p2ldz

1 PO+ (1 A%2)dz + G S | fallv + Aot

)?ldz + %ﬁ)p | farl

Jipr+ (L — Ne2) =

2.[0[)‘2("&)2'*_2)(1— )d:x: dz +(1— )( dz

IAu, + 1) + (1 — Nl + w2)ldz
(A.90)

Da desigualdade fundamental:
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Jdp1dpy %(d%)z +l(%)2

z 2 dx (4.91)

A igualdade vale se e apenas se ‘Z—‘%(:L‘) = %(z), z € §). Pelas condigbes de con-
torno, e pela continuidade das fungbes ¢; e ¢, a condigao (A.91) implica que @;(x) =
pa(z), Vz el

Pela desigualdade triangular:

ol A(uf + @1) + (1= AUl +2)| < Auy + 1] + (1 = Afug, + 02| Voo, 00 €V, (A92)

De (A.91) e (A.92) pode-se escrever que:

Ti(Ae1 + (1= Nga) < AMa(pr) + (1 = M)z (p2) (A.93)

Supondo ¢; # @, a igualdade vale se e apenas se A = 0 ou A = 1. Isto conclui a
demonstragao do Lema 7.

Lema 8

V! ¢ HY(Q) é um conjunto fechado e completo.
Demonstragao:

Que V! é fechado decorre dos seguintes fatos:

o{®;}ien, i € Vi uma seqiiéncia convergente para uma fungao o, o que se quer
mostrar é que @p € V..

oo € H'(Q) pois a seqiiéncia das ; pertence a V! C H'(Q) e H'(Q2) é completo.

0o(0) = 0, pelo fato de que cada uma das y;, Vi € N satisfaz ¢;(0) = 0, o que
significa que elas geram no conjunto R uma seqiiéncia de Cauchy. Mas R é completo,
decorre entdo que a seqiiéncia de nimeros reais ;(0) converge. Evidentemente o limite
dessa seqiiéncia é o nimero real nulo.

od0(p) = —TL&%, pelo fato de as derivadas das 42i(p) Vi € N satisfazerem e (p) =
_Tie)

5 significa que elas também geram uma seqiiéncia de Cauchy no conjunto dos reais
e por raciocinio andlogo decorre a conclusao.

Destes fatos segue-se que V! é fechado. Considerando que Vi C H!(Q) e que H'(Q) é
completo, pelo Teorema 2 do capitulo 3 V! é completo.
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Lema 9

Seja V2, seque da defini¢do deste conjunto que ele é parte do espago de Hilbert H?(S2),
constdere entao o operador:

A - HYQ) — (HXQ))

definido por:

d? d*
A= PBre{Fi(z) 5 +argg) (A.94)

dr?

e seja A a restricio do operador A ao subconjunto V2 de H%(QY). A € estritamente
mondtono, hemicontinuo e coercivo (ver Apéndice B).

Demonstragao:

Como a monotonicidade forte j4 implica em estrita monotonicidade e coercividade,
para demonstrar que o operador A é estritamente monétono basta demonstrar que A é
fortemente monétono. Mesmo que esta condigao ndo seja necesséria para a verificacao das
hipéteses do teorema 10 do Apéndice B, ela é suficiente para a verificacao das aludidas
hipéteses. A idéia é determinar diretamente o niimero A que satisfaz a desigualdade
(B.18), oriunda da definigdo de monotonicidade forte, como transcrita a seguir, uma vez

identificado o espaco reflexivo £ com o espago reflexivo H?({2) e o subconjunto K com o
subconjunto V2.

dmy > 0 tal que
Yu,v € V2 < Aw) — A(w),u — v >> my|lu—v|? (A.95)

H2(q1)

Da definicao do operador A, vem:’

P d?
<Au—Av,u—v> = ,6,:8;/0 F;(m)@(u-—v) (u —v)dz +
4
kfef/-p%(u—v) (u—v)dz Vu,v € V2. (A.96)
0

Integrando duas vezes por partes cada uma das parcelas de (A.96) e considerando a
existéncia da segunda derivada da fungao F}(z), tem-se:



APENDICE A. DEMONSTRACAO DE RESULTADOS ESSENCIAIS A TESE 20

<du—tou-v> = fre;{[[(-F@) D - o+
1 & F;

2
o I —2(u — v)*dz} +
d? d?
kaf /()-p[‘d—.’l,:l; — ‘(Ez ]2d117 Vu,v € Vg (A97)

Decompondo, na suposigao de que p > 1, a primeira parcela na soma de duas parcelas
equivalentes, para efeito da aplicagao da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, tem-se:

<Au—Av,u—v> = Bre{= fp(— ——%Z—]de%-
P’ 1 dv
e L
L [ mE G - s+
1d2F?
o dg? o (y — v)2dz} +
v d*v .,
—_— - v 2, .
kees /:[d:n? d:z:2] dx u,v € V; (A.98)

Lembrando que (—FX(z)) > 0 Vz € , além de ser ndo crescente, a desigualdade
(B.26) de Poincaré-Friedrichs, proveniente do Lema 13 do Apéndice B, pode ser aplicada
sobre a primeira parcela de (A.97), obtendo-se:

<Au—-Av,u—v> > fe f{p: I;**((gl))/( F;(:c))(u—v)2dx+

2
P —1/ . du 9
- — |z

= [ RGP+

P 1d*F?

o 2 dr? (u = v)dz} +

pdiu  d?

k,s,/o [d—;j . é [2dz Vu,ve Vi (A.99)

Definindo o nimero A? das hipéteses subsidiarias do Capitulo 3, como A2 = p: EF“:-(((O—‘)l
e fazendo uso da referida hipétese, pode ser definido o nimero real positivo A, conforme

estabelecido pela expressao (3.78), obtendo-se:

A, = nf[ d2F*(;17)

a2 - A2 F*(x)) (A.100)

Decorre da desigualdade (A.99) e das expressao (A.100) que:
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<Au—Av,u—v> > ﬂfsf{Aaf(u—v)zdz+
0

2
it /“’ du _ dv.,
S E) 15 - P
d*v  d* ., 9
+kf€f/:][a§—zn-2-] dz V’U,,’Ueva. (A].Ol)

Definindo o niimero real positivo mg, a seguir:

g = min{Bye has Bres 2L R ke (A.102)

resulta a desigualdade:

P P du dv
Au— Av,u— >m/—2 /———2
<Au—-Av,u—v> > z{o(u v)*dz + o[d:L‘ dx]dm
P d?u  d*v ., 2
LG~ qaldsr Vevevio o (A103

que € reconhecida imediatamente como:

<Au—Av,u—v> > myllu—v|? (A.104)
H2(%)

como me é um nimero positivo decorre que < Au — Av,u — v >= 0 se e somente se
u = v, portanto o operador A é fortemente monétono. Em consequiéncia ele é estritamente
monétono e coercivo.

Resta provar que o operador A é hemicontinuo. E o que seré feito na seqiiéncia.

Conforme a definicdo de operador hemicontinuo do Apéndice B, particularizada para
o caso em que o dominio do operador é convexo, para se provar que o operador A é
hemicontinuo em V? deve-se verificar que, para todo par de elmentos u,v € V? e todo
elemento w € H%(Q) a funcio t — f(t) =< A(tu+ (1 —t)v),w > é uma fungao continua
do intervalo [0,1] em R. A partir da definicdo de A, pode-se escrever:

fA)=<A(tu+(1—-th),w> = ﬁfstpF;(m);a;(tu+(1—t)v)wd:c—l—

ke 7% (bt (1= ) wd
f€f A @( u + ( - )’U) waxr
Vu,v € V2 e Yw € H*(Q) (A.105)
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que pelas propriedades da derivada e da integral pode ser escrito como:

2
f@t) = tﬂfef[F;(w)fa-ﬁuwdm—i-

d2
(1 —1) Bres /: Fi(z) zvwdz +
d4
tkees A Euwdz +
4

d
(1 —t) ksey | a?vwda:

Yu,v € V? e Yw € H*(Q). (A.106)

Reordenando os termos em ¢t e em (1 — t), resulta:

fit) = t <Av,w>+(1—-1t) < Av,w > Yu,v € V2
e Yw € H*() (A.107)

f(t) é uma fungao linear e portanto continua em ¢. Como conseqiiéncia o operador Aé
hemicontinuo em V2. Este fato conclui a demonstracdo do lema que dé sustentagao para
a demonstracao da existéncia e unicidade da solugao do problema Pa2.

Lema 10

O conjunto V2 C H*(Q) é um subespaco vetorial do espago H*(Q), € ndo vazio, convero
e fechado.

Demonstragao:

Considere o conjunto V2 C H2(£2) conforme definido por (A.94). E fécil ver que V2

é nao vazio. Basta considerar os polindmios que satisfagam as condigdes especificadas no
contorno, isto é, em ( e em p.

A convexidade de V? também é trivial pois, se u e v sdo elementos arbitrarios de 1%
entdo qualquer combinacio convexa de u e v também pertence a V2 .

A prova de que V? ¢ fechado acompanha a prova do Lema 8.

Lema 11

Seja o functonal:
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P P d?
50 = 28k [ (g ayde + [ (6 S~ et S (4108

definido em V2. Pode-se afirmar que j € convezo, préprio e semicontinuo inferiormente.

Demonstragao:

A prova da convexidade de j ndo apresenta qualquer dificuldade e segue os passos da
prova da convexidade do funcional Ji(y.) feita no Lema 3. A semicontinuidade inferior
decorre do fato de j ser continuo, mais ainda, j é diferencidvel segundo Gateaux.

Que 7 é préprio é de facil verificagao, pois tomando a fungao éo(z) = 0, observando
que & € V2, tem-se:

3(0) = %ﬁ;k /0 P Vele) ZIVL(“:)')M.T (A.109)

Como Vi(z) é a tnica solugio do problema PL2, segue-se que j(0) < oo e, portanto,
§ é proprio.



APENDICE B
ELEMENTOS DE MATEMATICA

B.1 INTRODUGCAO

O objetivo principal desse Apéndice é oferecer uma colegao de definicoes e de resulta-
dos, tais como:

e teoremas fundamentais da Analise Funcional, do Calculo Variacional e das proprias
Inequagdes Variacionais que dao a base para os resultados apresentados no Capitulo 3.

Espera-se que este expediente permita percorrer o Capitulo 3 sem necessidade de

consultar a bibliografia especializada. A fungao destas notas tem cardter mais de lembretes
do que de introdugao organizada e didatica de temas.

B.2 ESPACOS METRICOS

Definigcao 3 Méirica
Uma métrica num conjunto M é uma aplica¢do d : M X M — R*, que associa a

cada par ordenado (z,y) de elementos de M um dnico nimero real d(z,y), denominada
distancia de = a y e que satisfaz as seguintes propriedades:

dl)d(z,y) =0 & z=y
d2) d(z,y) = d(y,z) simetria (B.1)
d3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) desigualdade triangular

O conjunto M munido de uma métrica é chamado espago métrico.

Nota: R* é o conjunto dos nimeros reais nao negativos.
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Definicao 4 Bola Aberta

Seja M um espago métrico. Chama-se Bola Aberta de centro a e raio r ao conjunto
de todos os elementos de M situados a uma distancia de a estritamente menor que T,
mats precisamente:

B(a,r) = {z € M : d(a,z) < T}

Definicao 5 Bola Fechada

Bola Fechada de centro a e raio r é o conjunto de elementos x de M dados por:

B(a,r) = {z € M : d(a,z) < r}.

Pode-se falar em seqiiéncias em um espago métrico, bem como em seqiiéncias conver-
gentes, seqiiéncias de Cauchy, espagos métricos completos, etc. No contexto dessa tese
estes conceitos serao apresentados e usados no sentido mais restrito, de espagos vetoriais.

B.3 ESPACOS VETORIAIS

Apesar de desnecessério, mas por se tratar de um dos conceitos mais fundamentais
que esté subjacente a todos os demais abordados na tese, é apresentada a definigao de
espaco vetorial acompanhada de uns poucos exemplos.

Definicao 6
Um espago vetorial é um par (K, V) , em que:

oK é um corpo de escalares;

oV é um conjunto de elementos de mesma natureza. Este conjunto é munido de uma
operagdo, assim definida:

+ é uma aplicagdo de V xV — V', chamada soma de vetores, como indicado a seguir:

+:VxV-—>V (B.2)

tal que +: (z,y) — x+y e que satisfaz as sequintes propriedades:

+1) Associativa
Vz,y,z € V, tem-se: (z+y)+z = c+(y+2).
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+2) Ezisténcia do elemento neutro da soma:
Vz € V, 3 um elemento 8 € V tal que: z+0 = .

+38) Egisténcia do oposto de cada elemento x € V
Vz € V, 3 um elemento y € V, tal que: z+y =6, indica-sey=0 -z = —z

+4) Comutativa
Ve, y €V z+y=y+zx

K ¢é um corpo, com uma estrutura de grupo comutativo em relagio das operagoes: soma
de escalares e produto de escalares, além disso vale a propriedade distributiva do produto
em relagdo ¢ soma. Os elementos do corpo K e do conjunto V se combinam através de
uma operagio chamada produto de escalar por vetor, que € definida a seguir: . € uma
aplicacdo de K X V — V| chamada produto por escalar, assim:

.: (o, x) — a.x, que satisfaz as seguintes propriedades:

1)Va € K,Vz,y €V, tem-se:

a.(x+y) = axtao.y

Vo, € K eVx € V, valem:

2) (e+B)x=ax+8x

3) (a.f)x = a.(8.x)

4)lx=x

OBSERVACOES:

i) O elemento neutro da propriedade +2) é usualmente denotado com o simbolo 0
(zero), apesar da diferenca conceitual entre ele e o 0 (zero) do conjunto dos reais. No que
segue o elemento neutro de um espago vetorial é sempre denotado pelo simbolo 0 (zero).

ii) A operacao . (produto por escalar) é capaz de ”fundir” um escalar com um
vetor resultando um vetor. Conceitualmente a operagao ”.” é diferente do produto entre
ntmeros. Apesar disso, a notagao para produto de escalar por vetor é a mesma que se
usa para produtos de dois nimeros.

iii) Na propriedade .2) a operagao - (soma) entre niimeros é conceitualmente diferente
da operagio + (soma) introduzida. Na propriedade .3) hd um produto de dois escalares

e um produto de um escalar por um vetor.

iv) O elemento neutro introduzido na propriedade +2) ¢é tnico.
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v) No que segue o corpo de escalares K é identificado com o corpo dos reais R. A
maioria dos conceitos e resultados enunciados vale se o corpo de escalares for o corpo Q
dos nimeros racionais ou o corpo C dos nimeros complexos.

B.3.1 Exemplos de Espagos Vetoriais

el) Considere o conjunto V como sendo o conjunto de n-uplas ordenadas de mimeros
reais e o corpo R de niimeros reais como sendo o corpo de escalares. A operagao +
(soma) no conjunto V é a soma de n-uplas. A operagao produto por escalar é a operagao
de niimeros por n-uplas. Neste caso o par (R, V) com correspondentes operagoes ¢ um
espago vetorial.

e2) Considere o conjunto V das funcdes definidas e continuas num intervalo [a,b] da
reta, assumindo valores reais, definindo-se:

YVacReVz,yeV

a) (z+y)(t) = z(t) + y(t) Vt € [a,b], onde a operagao ”+” é a soma de dois vetores
no primeiro caso e é a soma de dois mimeros reais no segundo caso.

b) (e.x)(t) = a.x(t), onde a operagdo ”.” é o produto de um escalar por um vetor no
primeiro caso e é o produto de dois niimeros no segundo caso.

Os exemplos el) (para cada valor de n tem-se um espago) constituem casos em que

a dimensao do espaco é finita. O exemplo e2) é um caso em que a dimensao do espago
vetorial é infinita.

B.3.2 Funcional, Funcional Convexo e Conjuntos Convexos
Definicao 7 Seja (R, E), munido das operagoes correspondentes, um espago vetorial.
Chama-se funcional toda aplicacdo que associa a cada vetor f de E um 1nico escalar
pertencente a R. Anota-se:

J :FE—R

J i fr— J(f)

Exemplos de Funcionais

i) Considere a aplicagdo que a cada vetor do R" associa o seu médulo, que é um
nimero real. Portanto essa aplicagdo € um funcional.

ii) Considere um oleoduto de comprimento L, com uma de suas extremidades situada
na origem de um sistema coordenadas, submetido a uma forga de tragao T, aplicada
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Figura B.1: Deslocamentos verticais da linha elastica do oleoduto.

tangencialmente na outra extremidade. Suponha que o oleoduto tenha peso por unidade
de comprimento no ar igual a 7, esteja submetido a uma forga de empuxo por unidade
de comprimento igual a wq e esteja apoiado em um solo semi-elastico linear de constante
de elasticidade k, cujo perfil é descrito por uma fungio vs(z). Se y(x) é o deslocamento
vertical (em relagdo ao eixo horizontal) da segdo de abscissa x, ver Figura B.1

suponha que:

y(0) = y(L)=0 (B.3)
Z—Z(O) = Z—Z(L)=O. (B.4)

Definindo:
V = {f:0, L] —R|fec0,L], /P e L,[0, L],
df df
f(0) = f(L) =0’E(0) = d—x-(L) =0} (B.5)

E = {R,V}, munido das operagoes correspondentes, é um espaco vetorial.

Seja:
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J:E —R

J :y+— J(y), definido por:

ORI / dy2d:c+ ,/( YYods + k/ ””+|y Uslyo gy —

/: (wo — Y0)ydz (B.6)

J(y) € um funcional cujo dominio é o espago E e o seu contra dominio é o conjunto R,
ou seja, para cada configuragio y(x) da linha elistica est4 associado o nimero real J(y),

dado por (B.6).
Definigao 8 Funcional Linear
Sejam:
E' espago vetorial sobre o corpo R e

J um funcional definido de &/ em R.
J diz-se linear se Vo, € R, VYu,v €V, tem-se:

J(au + o) = ad(u) + J(v) (B.7)

Definigao 9 Conjunto Convezo
E-espago vetorial. K, CF
Diz-se que K, é um conjunto convezo se e somente se:

Yu,v € K., V) € [0,1], o conjunto
Au+ (1 — Nv estd inteiramente contido em K..

Definicao 10 Funcional Convezo
J € um funcional definido em E. K. C E é um conjunto convezo.

J diz-se um funcional convezo em K, se Vu,v € K, e VA € (0,1)
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JOu+ (1= \)v) < M) + (1 — NI (@) (B.8)

Diz-se ainda que J é estritamente convezo se vale a desigualdade estrita em (B.9) sempre
quando u # v.

B.3.3 Espagos Vetoriais Normados

Definicao 11 Seminorma. Seja E um espago vetorial. Uma seminorma € um funcional
s definido em E, que goza das sequintes propriedades:

s))Vue E s(u) > 0 (ndo negatividade)
s2)VAeER,Vue E s(Au) = |A|s(u) (homogeneidade)

s8)Vu,v € E s(u +v) < s(u) + s(v) (desigualdade triangular).

EXEMPLOS DE SEMINORMA

esl) R2-espago vetorial sobre R. Seja o funcional:
s1: R2—R
(u, v) — 81(w,v)

com s; dado por:

s1(u,v) = [u+v| (B.9)

Verifica-se facilmente que as propriedades sl), s2) e s3) sdo satisfeitas. Portanto o
funcional s; é uma seminorma.

es2) C([a, b], R)-espago vetorial das fungdes continuas definidas no intervalo [a,b],a < b,
com valores reais. Para todo f € C([a, b], R) define-se o funcional:

11l =1 [ f(@)dal (B.10)

Também neste caso é facilmente verificado que as propriedades sl), s2) e s3) sao
satisfeitas. Portanto, o funcional || ||s é uma semi-norma.
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Definigcao 12 Norma

Chama-se norma n sobre E a toda seminorma definida em E que cumpre o sequinte
requisito:

Ywe E n(v) =0=v=0.

Apesar de ter sido indicado o funcional norma pelo simbolo n, o simbolo basico, mais
usual para se indicar uma norma ¢ || ||. Para diferenciar uma norma de outra é freqiiente
este simbolo receber complementos, tais como subindices, superindices, mais uma barra
vertical de cada um dos lados guarnecendo as ja existentes, etc.

Definicao 13 FEspago Vetorial Normado

Um Espago Vetorial Normado é qualquer par (E,n).

Ocorrem situacoes em que se fala em distancia entre elementos de um espago vetorial
normado. Nestes casos se a norma do espaco é || ||, a distancia entre dois elementos z,y
quaisquer do espaco é: d(z,y) = ||z — ¥l|.

Definigao 14 Segiiéncia de Cauchy

Uma seqiiéncia {a;}iey C R € chamada seqiiéncia de Cauchy se para cada € > 0 existe
algum ng € N tal que:

Vm,ne€ N, m>mngen>ng implica |am —an| <e€.
esta implicagao permite escrever que:

lim _ |am—an| =0

m,n—oo

Demonstra-se que em R toda seqiiéncia de Cauchy é convergente e reciprocamente
que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy. O conceito de seqiiéncia de Cauchy pode
ser aplicado para os elementos de um espago vetorial £ qualquer, no entanto, o resultado
acima pode nao ser verdadeiro. O que se pode afirmar é que toda seqiiéncia convergente
de elementos de E é de Cauchy mas a reciproca nem sempre é verdadeira. Ela s6 é
verdadeira se o espaco F for completo. Isto quer dizer que um espago vetorial normado
é completo se toda seqiiéncia de Cauchy de elementos do espago for convergente para
algum elemento do préprio espago.

Cabe, portanto, a seguinte definigao:
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Definicao 15 Segiéncia de Cauchy em um espago vetorial normado E

Uma segqiiéncia {x,}, ., de elementos do espago E € de Cauchy se para todoe > 0
eziste un ng = no(g), tal que, para todos m,n € N e m,n 2> np tem-se a desigualdade
Hzm — Za|| < €.

Uma vez introduzida a definicdo de segiiéncia de Cauchy em espago vetorial normado
qualquer, fica claro o que se entende por espago vetorial normado completo.

Definicao 16 Espaco de Banach

Um espago vetorial normado e completo é chamado espago de Banach.

Definicao 17 Espago Vetorial Dual

Seja E um espago vetorial.

Sejam ¢, e ¢y dois funcionais lineares definidos em E. A soma ¢, + ¢ também é um
funcional linear ¢ = ¢1+ ¢a, assim:

p(x) = (1 + ¢2)(x) = d1(x) +do(z), VZeEL (B.11)

O produto de um funcional linear ¢ por um escalar a é um funcional linear x = a.p,
assim:

x(z) = ay(z), Vzek (B.12)

As operacdes soma e produto por escalar assim definidas estabelecem os requisilos
essenciais para tornar o conjunto de todos os funcionais lineares definidos em E, um
espago vetorial. De fato, ndo € dificil verificar que estas operacies satisfazem as pro-
priedades impostas para que se tenha um espago vetorial. Obtem-se desse modo um novo
espaco vetorial, indicado por E*. Este espago € chamado espago dual do espago E.

O processo usado para construir o espago dual de E pode também ser usado para
se obter o espaco dual do espago E*. Desse modo ¢ construido o segundo dual de F,
normalmente indicado por E**. Considere o caso em que O €spago E é um espago de
Banach. De uma maneira bastante natural pode ser introduzida uma norma em E*. Se
¢ é um funcional linear definido em F, uma norma pode ser definida em E*, através da
expressao:
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ol = sup$, s p (8.13)

Verifica-se facilmente que esta expressao define, de fato, uma norma em E*.

Definicao 18 Imersao Isométrica

Diz-se que um espago normado X € imerso em um espago normado Y se eristem uma

aplicacdo linear o, definida no espago X com valores no espago Y e uma constante 8 > 0,
lais que:

(@)l < Bllzll, YzeX (B.14)

Nagqueles casos em que os espagos X e Y foram obtidos pela introdugdo de duas nor-
mas diferentes num mesmo espago vetorial bdsico F, entao escolhendo como ¢ a corre-
spondéncia que identifica os elementos de X e de' Y como elementos de E, diz-se que X
é imerso naturalmente ou canonicamente em Y. Se |[p(z)|| = ||z|| diz-se que a imersdo
de X emY ¢é isométrica.

Definicao 19 Espacos Reflezivos

Esta definicdo parte de um resultado importante quando se trata de espagos duais. O
resultado € um teorema de andlise funcional que estabelece:

”Todo espago de Banach X admite uma imersdo isométrica em X**”. Decorre deste
fato que X C X*.

Se ((X)*)* = X, diz-se que o espago de Banach X é reflezivo.

B.3.4 Espagos Vetoriais de Hilbert

Um espago de Hilbert é um particular espago de Banach onde a norma é obtida a
partir de um produto escalar. Um produto escalar tem propriedades muito interessantes
que permitem generalizar alguns conceitos fundamentais da geometria elementar. Como
no caso dos espacos de Banach, aqui também interessam os espagos vetoriais definidos
sobre o corpo dos reais.
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Definicao 20 Produto Escalar
Seja H um espago vetorial definido sobre o corpo dos reais.

Um produto escalar sobre H € uma aplicagdo de H X H em R, que a cada par ordenado

(z,y) de elementos de H faz corresponder um numero real, denotado por < x,y > e que
verifica as seguintes propriedades:

Vz,y,z € H YA€ R
hl) <z,z>>0e <z,2>=0 ©&z=0 positividade
h2) < z,y>=<y,r > simetria (B.15)

h3) <ztyz>=<z,y>+<2,y> linearidade
<Ar,y>= A<z, >

Um espago vetorial sobre o corpo dos reais, munido de um produto escalar é também
chamado um espago euclidiano ou espago pré-hilbertiano. Pode-se demonstrar que o pro-
duto escalar, que permite associar a cada elemento z € H o nimero positivo /< ,T >,
notado também por ||z||, define uma norma sobre o espago vetorial H.

Se o espaco H munido da norma definida a partir de um produto escalar é completo,
diz-se que H tem uma estrutura de espago de Hilbert.

Definicao 21 Funcional Préprio

Sejam H um espago de Hilbert, D C H e J um funcional definido em D que assume
valores em RU {+00}. J € dito préprio se eziste u € D tal que J (u) < 4+o0. Neste caso
diz-se também que o conjunto Doy = {u € D | J(u) # +oo} ¢ o dominio efetivo de J.
Assim, um funcional é préprio se e somente se Dy # @.

Defini¢ao 22 Funcional Semicontinuo Inferiormente
Seja E um espago de Banach e j um funcional definido em E.
j diz-se semicontinuo inferiormente num ponto Zo € E se, para cada € > 0, eziste

§ > 0 tal que, ||z — xo|| < & => j(zo) —€ < j(2). j € semicontinuo em E se ele é
semicontinuo em cadas ponto de E/

Defini¢ao 23 Diferencial de Gdteaur de um Funcional

A diferencial de Gateaus de um operador € uma generalizagdo do conceito do cdlculo
de derivada direcional de uma fun¢do. No caso em questdo, o operador é do tipo que se
denomina funcional.
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Seja J um funcional definido numa vizinhanga de um ponto vy de um espago de Banach
E a valores no conjunto dos reais. Se para todo h € E existe o limite:

J(vo + th) — J(w)
t

limy g = 8§J(vo; h) (B.16)

este limite é chamado primeira variagao de J em g .

Supondo que J admita em vy uma primeira variagdo da forma 6J(vo;h) = 6J (vo)h,
onde §J(vg) € um funcional linear limitado. Diz-se entio que o funcional € diferencidvel
no sentido de Géteauz, no ponto vy. O funcional linear §J(vp) € a derivada de Galeauz
de J em vy. Quanto a primeira variacdo §J(vg; h) = 6J(w)h, ela é também chamada
diferencial de Géteauz de J em vy sequndo a diregdo h.

E usual, apesar de imprecisa, a denominagdo ”diferencial de Gdteauz” para designar a

primeira variagdo de um funcional mesmo que 0s requisitos da defini¢do nao sejam todos
verificados.

B.3.5 Os Espagos de Fungoes mais Importantes
Usados na Tese

Definigao 24 FEspaco C*{a,b]

Espago C¥[a, b] € o espago vetorial das fungies a valores reais, definidas em [a,b], k vezes
continuamente diferencidveis, munido da norma:

llzl| = o max |z()]|

onde )(t) € a i—ésima derivada da fungdo x(t).

Definicao 25 Espagos [,

Seja p um numero real tal que 1 < p < oo. Denota-se por I, o espago de todas as
segiiéncias infinitas £ = {1, Ty, ..., Tn,...} de nimeros reais lais que 372, |z:|P < oo.
Os espagos l, assim definidos e munidos da correspondente norma definida por llz|| =
(X2, |z|p)% constituem, de fato, ezemplos de espagos de Banach.
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Definigao 26 FEspacos L,

Espaco L,la,b] € o espaco vetorial das fungdes continuas, definidas em [a,b] a valores
reais, munido da norma:

1
llzll, = (fa [2(t)|Pdt)?, 1 < p < 00

a integracdo sendo entendida no sentido de Riemann.

Um espaco assim definido nao é completo. Para as necessidades desta tese o que se
considera como um espago L,[a, b] é, de fato, o espago obtido completando-se o espaco
L,[a,b] anteriormente definido. O completamento de espagos, no sentido geral, é uma
construcao anéloga aquela feita para, a partir do conjunto ) dos racionais, se obter o
conjunto R dos reais, agregando ao primeiro todas as seqiiéncias de Cauchy la existentes.

Na operacao de completamento dos espagos £,[a, b] passa-se naturalmente do conceito
de integral de Riemann para o de integral de Lebesgue. Desta maneira, nas referéncias

aos espagos Ly[a, b], estd implicita a suposigdo de que se trata de espagos completos e as
integrais sao entendidas no sentido de Lebesgue.

Definicao 27 Espago H'[a,b]

Espago H'la,b] é o espago vetorial das fungées definidas em [a, b] a valores reats, continuas
com derivadas primeiras também continuas, munido do produto escalar:

<5,y >= oyt + Loy (t)dt.
Este produto escalar induz naturalmente em H'[a,b] uma norma, definida por:
lel],, = (12 a2(e)dt + [2((2))dt)}

Na definicdo do espaco H![a,b] € admitido que tanto as proprias fungdes quanto suas
derivadas primeiras estdo em Lsla, b].

Definigao 28 Espaco H?[a,b]

Espago H?[a,b] € o espaco vetorial das fungées definidas em [a, b] a valores reais, continuas
com derwadas primeiras e sequndas também continuas, munido do produto escalar:

<z,y>= [Lao(tyy(t)dt + [2 o' )y (t)dt + [; =" (t)y” (t)dt

De modo andlogo ao caso anterior introduz-se uma norma em H?[a,b], dada pela
erpressao:
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2], = (2 a(O)de + L (0)de + [2(a" () dt)*

Esta norma é uma das mais importantes para esta tese e € seqguramente a mais usada
ao longo dos capitulos seguintes. Como nao hd uma nota¢do consagrada na literatura, serd
mantida a notagio usual ||.||y para a norma dos espagos L,. As notagoes para as normas
dos espagos H' ou H?, sempre que necessdrio por razées de clareza, serdo inderadas com
o simbolo que denota o préprio espago, como nas defini¢des correspondentes.

Os espagos H'[a,b] e H?[a,b] sdo exemplos muito importantes de espagos de Hilbert.
Estes espagos sao exatamente aqueles munidos de um produto escalar e cujas normas sao
induzidas pelo produto escalar. Considera-se também, neste caso, os espagos completados.
Est4 se falando, portanto, em espagos vetoriais normados e completos.

Definigao 29 Fungdo Caracteristica de um Conjunto

Seja M um conjunto qualquer e D um subconjunto de M. Considere a funcio ¢p
definida em D com valores em R, como indica o esquema:

¢DZD—’R

Chama-se fungao caracteristica do conjunto D d fungao ¢p assim definida e tal
que:

ép(z) =1, Vz € D egp(z) =0sexgD. O conjunto dos pontos que estdo na
fronteira de D sdo pontos de descontinuidade de ¢p.

Definigao 30 Operadores

Sejam E e F dois conjuntos quaisquer e D uma parte de E. Se através de uma regra
T € possivel associar a cada elemento de D um e apenas um elemento de F, diz-se que T €
um operador. Pare as necessidades deste trabalho considera-se que E/ e I’ sejam espagos
vetoriais normados. D é chamado conjunto de defini¢do do operadorT' e escreve-se D(T).
Usualmente escreve-se T : E — F, para indicar que T estd definido em alguma parte de
E e ndo necessariamente D(T) = E.

Observar que no caso particular em que o conjunto F se identifica com o conjunto
dos reais, o que se chama de operador &, de fato, um funcional que assume valores no
conjunto dos reais. Situagao analoga ocorre se o conjunto F' coincide com o conjunto dos
complexos.

Definigao 31 Operadores Lineares
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Seja T um operador definido em D(T) C E com valores em F. T € dito linear se ele
conserva as operagoes, ou seja, para todo par T ey de elementos de D(T') e para quaisquer
par de nimeros reais A, ji, tem-se:

T(Az+py) = AT(z) +uT(y)

Definicao 32 Operadores Continuos

Sejam E e F dois espagos vetoriais normados e A : 2 — F' um operador definido
em todo ponto x € E, isto é, D(A) = E e seja zo € E. O operador € dito continuo
no ponto xo se para todo nimero £ > 0 eziste um nimero 6 = 6(e,zo) tal que, para
qualquer ponto = € B(zq,€) o correspondente ponto A(zx) pertence d bola B(A(zZo),6).
Esta maneira formal, porém precisa de ezpressar, diz que se dois pontos estio prozimos
em E, as imagens deles, pela aplicagéo do operador A, permanecem prozimas.

Definigao 33 Operadores Mondtonos, Fortemente Mondtonos e Coercivos

Seja E um espago de Banach reflezivo, K C E e T um operador definido em K e
assumindo valores em E*. Diz-se que T' é monétono em K se € salisfeito o requisito:

<Tw)—Tw),u—v>>0 Vuve kK (B.17)

O operador T é dito fortemente monétono em K se:

FA > 0 tal que
vu,ve K <T(u)—Tw),u—v>> Alu—vl|} (B.18)

O operador T é dito coercivo em K se:

< T(u),u —vp >

] — 400, quando ||u||; — 400, u € K. (B.19)
E

BU()EK

Algumas observagoes sao pertinentes:
e a definicdo é vaziamente satisfeita se o conjunto K € limitado;
e caso o operador T seja linear, a forma < T(u),u > € bilinear e, neste caso, uma

condicdo suficiente para que o operador T' seja coercivo (diz-se também que a forma bi-
linear € coerciva) é que:
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<T(u),u>> Aljulls, AER, A >0 (B.20)

e se 0 operador T € fortemente mondtono, entdo ele € também coercivo.

Definicao 34 Operadores Hemicontinuos

Seja E um espago de Banach ¢ A : E — E* um operador definido em D(A) C E
fechado a valores no espago dual de E. A € dito hemicontinuo em o € D(A) se a toda
seqiiéncia {Tn}nen C D(A) corresponder uma segiiéncia {A(Zn)tnen C E*, tais que se
T, — To para n —> 0o entdo, para todo z € E < z, A(zn) >—< «, A(zg) >, para
n — 0o0. Se A é hemicontinuo em cada ponto To € D(A), entdo A € dito hemicontinuo

em D(A).
Observagao:

e se o conjunto D(A) € convezo, que € o caso mais freqiente, a definicao de hemicon-
tinuidade pode ser particularizada da sequinie maneira:

A:D(A) C E — E* é hemicontinuo em D(A) se para todo par u,v € D(A)ewe E
a fungdo t — f(t) =< A(tu+ (1 +t)v),w > € uma fungdo continua do intervalo [0,1]
em R (isto é, a restrigio de A aos segmentos contidos em D(A) é continua na topologia
de E*).

Definicao 35 Caminho

Um caminho num espago vetorial normado E é uma aplicagdo continua ¢ : [0,1] —
E. As imagens p = $(0) € E e g = ¢(1) € E sdo chamadas extremos do caminho ¢, p
é o ponto inicial ou origem e q € o ponto final ou fim do caminho ¢. Diz-se entdao que o
caminho ¢ liga o ponto p ao ponto q. Se 0s pontos p e q coincidirem o caminho ¢ € dito
fechado, ver Figura B.2.

B.4 TEOREMAS FUNDAMENTAIS

Lema 12
Lema Fundamental

Considere as funcées f e g definidas em algum intervalo aberto (a,b) da reta com
valores reais. Se f e g sdo continuas, entao:
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1)

Plo)

A¢)

Pa)

| 5

0 N ‘
t 4
Figura B.2: Ilustragido dos conceitos sobre caminho.

f@)g(=) < 5 [f*(2) +4*(z)] Vz € (a,}) (B.21)

N =

A demonstracdo deste lema € trivial.

Lema 13
Desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Considere as fungées f a valores reais, definidas em algum intervalo fechado [a,b], a <
b, da reta. Se f é continua com derivada primeira continua em [a,b], entdo ezristem
constantes reais ci,cy € c3, nao negativas, tais que:

[U@rds < o [ ar ooy +ar@r. @2

T

Pode-se demonstrar que wma terna de constantes que satisfazem a desigualdade (B.22) é
dada por:

oy = gb—a+2n!2
1 - 72
__ b—a+t2 T
Cy = p nCOtgb—a—?-?n (B23)
C3 = Co
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onde o pardmetro 1) é um nimero real posilivo arbitrdrio. Em geral é conveniente tomd-lo
pegueno, tendo em vista tornar o seqgundo membro da desiqualdade (B.22) o mais prézimo
possivel do primeiro membro. Este resultado pode ser encontrado, por ezemplo, em [10].
Observa-se que no caso em que f(a) = f(b) =0, comon € arbitrdrio, pode-se tomd-lo
com o valor nulo e a desigualdade (B.22) pode ser escrita como:

[uyar < E2 [ @y (B.24)

Especializagio da desigualdade (B.24) para algumas aplicagoes do Capitulo
3 e do Apéndice A.

Para o maioria das aplicacdes que se encontram na tese os limites de integra¢do podem
ser tomados, respectivamente, como a = 0 e b = p. Além disso o quadrado da fungao
f ou a sua derivada primeira podem aparecer multiplicadas por uma fungdo F' continua,
integrdvel seqgundo Lebesgue e mondtona em [0,p]. Nestes casos o Teorema do Valor Médio

para Integrais, na sua primeira versao, pode ser usado para demonstrar que a desigualdade
(B.24) pode ser escrita como:

F(G)
F(Co)

Em virtude da monotonicidade de F no intervalo [0,p], a ezpressio (B.25 ) pode ser
reescrita, como:

/0 * F@)(f(z))dz < % /: F(z)(%lfdm (B.25)

PG [ vy < 5 [} Pa 7 vas (B.26)

onde (o e (1 sdo mimeros reais do intervalo [0,p], cuja ezisténcia € garantida pelo Teorema
do Valor Médio para Integrais. :

Teorema 1 Condi¢do Necessdria de Extremo de um Funcional Diferencidvel

Considere um funcional J definido num espago vetorial V. Se um ponto g € V €
ponto extremo de J, entdo a diferencial 6J (zo, h) = 0, para todo h € V.
Teorema 2 Resultados Fundamentais em Espagos de Banach.

Em um espago de Banach E:

a) todo conjunto fechado € completo e reciprocamente;
b) todo conjunto compacto é completo;
c) toda bola fechada é completa.
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Teorema 3 Minimizacio de Funcionais Convezros

Se E é um espago de Banach reflezivo e o funcional J : E — R é semicontinuo
inferiormente, K # 0 é um subconjunto convezo, fechado de E e K ¢é limitado ou J é

coercivo, entdo o problema P.1, a segur, lem uma solugdo. Esta solugdo é tnica se J for
estritamente convero.

Problema P.1.

Dado um espago vetorial E, um funcional J : E — R e um conjunto X C E, achar
1o € X, tal que J(zo) = infzex J(z). O ponto Zo é dito o ponto de minimo de J em X.

Teorema 4 Equivaléncia entre um Problema Variacional e uma Inequagdo Variacional

Seja Ey um espago de Hilbert e K C Ey um conjunto convezo, fechado e nao vazio.
Se J: K — RU {+o0} € um funcional da forma J(u) = Ji(u) + Jo(u), com Jy finito,
convezo e Gateauz-diferencidvel sobre K e Jp € convezo e préprio sobre K, entdo ug €
solucdo do problema P.2 se e somenie se ¢ solucdo do problema P.3 (os problemas estao
enunciados a sequir). Diz-se entdo que os problemas P.2 e P.3 sdo equivalentes.

Problema P.2.

Seja Ey um espago de Hilbert, K C Ey um conjunto fechado, convezo e ndo vazio €
J: K — RU {400} um funcional da forma J(u) = Ji(u) + Jo(u), achar uo € K, se
eristir, tal que:

J(ug) < J(v) Yv€EK (B.27)
Problema P.3.

Seja Ey um espago de Hilbert, K C Ey um conjunto fechado, convezo e nao vazio
e J: K — RU{+o0o} um funcional da forma J(u) = Ji(u) + Ja(u), com Jp finito,
convezo e Giteauz-diferencidvel sobre K e Jp convezo e préprio sobre K, achar ug € K,
se ezistir, tal que:

§J1fug; uo — v] + Jo(ug) < Jo(v) Vv e K (B.28)
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Teorema 5 Em’siéncia e Unicidade de Solucdo de Certa Classe de Inequagdes Varia-
cionais

Seja H um espago de Hilbert, K C H um conjunto convezo, fechado e ndo vazio. b
uma forma bilinear siméirica, continua em H, além disso ou b é coerciva em K x K ou

entio K € limitado. J, um funcional convezo, préprio e semicontinuo inferiormente. Sob
estas condi¢des existe uma e somente uma fungdo up € K tal que:

blug, uo — v) + Ja(uo) < Jo(v) Vv € K (B.29)

Teorema 6 Operadores Lineares Continuos

Sejam A um operador linear continuo e E e F dois espacos de Banach tais que A:
E — F e A estd definido em todo o conjunto E, ou seja, o dominio de A € o conjunto
E. Para que A seja continuo € necessdrio e suficiente que A seja limitado.

Teorema 7 Operadores Hemiconiinuos

Sejam E um espago de Banach e E* o seu dual e A: E — E* um operador continuo
em um ponto xo, entdo A é hemicontinuo em ZTo.

Teorema 8 Um Teorema do Valor Médio para Integrais
Primeira Versao:

Seja f uma fungdo continua, definida num intervalo [a,b] da reta e assumindo valores
reais, anota-se f € C([a,b], R), seja também g uma fungao integrdvel sequndo Lebesgue
definida em [a,b), anota-se g € Li([a,b] € que seja ndo negativa em [a,b]. Entdo existe
£ € [a,b] tal que:

[ r@g@ds = £(¢) [ ola)d (8.30)
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Teorema 9 Um Teorema do Valor Médio para Integrats
Segunda Versao:

Seja f uma fungdo integrdvel segundo Lebesgue, definida num intervalo (a,b] da reta
e assumindo valores reais, isto é, f € Li([a,b]), seja também g uma fungao mondtona
definida em [a,b]. Entdo eziste £ € [a,b] tal que:

[ rteyin = o(@) [ f@)dz+gt) [ s (B.31)

Teorema 10 Teorema Fundamental das Inequagées Variacionais

Se E ¢ espaco de Hilbert, V2 C E é um conjunto ndo vazio, fechado e convezo e se
j: E— RU{+oo} é um funcional proprio (em V2) e semicontinuo inferiormente. Além
disso, se A : E — E* é um operador estritamente mondtono hemicontinuo e coercivo,
entiio eziste e é tnica a solugdo do Problema Fundamental enunciado a sequir.

Problema Fundamental

Achar £* € V2 C E, tal que:

< AL E—E > +i(€) 2 §(E) VEeEV: (B.32)

OBSERVACOES:

1) O Teorema 10 é uma conseqiiéncia de outro teorema fundamental da teoria das
inequacoes variacionais. Estes teoremas encontram-se enunciados nas paginas 234 e 226,
respectivamente, da referéncia [4]. Nesta referéncia, estes teoremas nao s6 sao demonstra-
dos como sao apresentados uma série de comentarios e exemplos de aplicagao.

2) Para a nossa aplicagao do Teorema 10 sao pertinentes algumas observagoes:
a) no enunciado do Teorema 10 estao subententidas as notagoes:
2 * d? d?
E=H}(Q)e A= Pre{Fi(z)im + s
onde B¢, 5 e a5 sdo constantes positivas.

b) as hipdteses do Teorema 10, com excegao do fato que H2(€1) é um espacgo de
Hilbert (o que o Teorema 11 a seguir garante) sao verificadas através dos Lemas 9,10 e
11 do Capitulo 3, por sua vez reenunciados e demonstrados no Apéndice A.
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c) o Teorema 10 garante entéo que existe uma fungao £* € V2 aludida na Proposigao
4 do Capitulo 3. Além disso essa funcgao é tinica.

Teorema 11 FEspagos de Banach Reflezivos

Cada um dos seguintes espagos de Banach é reflezivo.
o Qualgquer espaco de dimensdo finita.

e Qualquer espaco de Hilbert.

e Os espagos l,, 1 < p < oo.

e Os espagos L,, 1 < p < co.



APENDICE C
RESULTADOS SECUNDARIOS

C.1 INTRODUCAO

O objetivo deste apéndice é fornecer alguns resultados secundérios usados ao longo da
tese. Os resultados aqui apresentados nao sao essenciais a leitura da tese, embora facam
parte do escopo do problema abordado.

C.2 INFLUENCIA DA RIGIDEZ DA CAPA DE
CONCRETO NA RIGIDEZ DO TUBO DE
ACO SOB FLEXAO.

C.2.1 Descricao do Problema

Oleodutos sao, em geral, guarnecidos com uma capa de concreto com o objetivo prin-
cipal de servir de lastro para o oleoduto. Como o tubo de ago tem paredes relativamente
finas, o peso préprio deste tubo é insuficiente para garantir um peso efetivo (peso no ar
- empuxo) conveniente para o oleoduto permanecer assentado sobre o leito marinho, daf
a necessidade de dotar o oleoduto de uma quantidade extra de peso, o que é feito, em
geral, recobrindo o tubo de ago por um tubo de concreto. O processo construtivo adotado
para obter o tubo de ago encapado é produzir os tramos de tubo de aco, cerca de 12m
de comprimento, ja recobertos com um tubo de concreto. Para permitir a soldagem dos
tramos de tubo de ago, as suas extremidades sao mantidas descobertas, em torno de meio
metro em cada extremidade do tramo. Se a capa de concreto é espessa, ao ser submetido
a esforcos de flexao, a presenca da capa de concreto interfere na rigidez a flexao da linha.
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Figura C.1: Tramo de Tubo Sujeito a Flexdo com o Fissuramento das ” Fibras” Tra-
cionadas.

Com base no conceito de rigidez efetiva apresenta-se uma avaliagdo da influéncia da
rigidez da capa de concreto na rigidez do tubo de ago.

Quando o tubo é fletido, uma parte de cada segdo do tubo fica sujeita a uma tensao de
tracao e a outra parte da segdo a uma tensio de compressao. A parte tracionada da segao
reduz-se, basicamente a regido em que a segado é de ago, pois o concreto oferece resisténcia
& tracao desprezivel. A parte da segio que é comprimida oferece as contribuicoes da
regiao da secao de ago e da regido de concreto. Sob tensao de tragao a capa de concreto
se rompe, ver Figura C.1, permanecendo integra na parte comprimida.

O que se pode constatar, portanto, é que a rigidez do tubo na parte coberta é maior
que a rigidez do tubo de aco, pela influéncia da capa de concreto que também resiste a
tensao de compressao.

Para avaliagao desta influéncia adotam-se as seguintes hipdteses:
i) a linha neutra (lugar das tensdes nulas) do tramo, que inicialmente coincide com o eixo
geométrico do tubo, se desloca, ver Figura C.2;
ii) em cada segdo hé equilibrio de forgas, isto é, a forca de tragao aplicada numa segao
mais a for¢ca de compressao aplicada na segao € igual a zero;
iii) a capa de concreto atua sobre compressao, acima da linha neutra e nao ha escorrega-
mento da capa de concreto sobre o tubo de ago, isto é, na regido de contato a deformagao

do ago é igual a deformacéao do concreto;

iv) em cada segdo hé equilibrio de momento, isto é, 0 momento externo aplicado é equili-
brado pelos momentos desenvolvidos na segao;
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Figura C.2: Posigao da Linha Neutra do Tubo Sujeito a Flexao.

A partir da hipétese ii) determina-se o deslocamento da linha neutra. Das hipGteses

iii) e iv) determina-se o produto de rigidez para as segGes onde o concreto atua.

C.2.2 Determinagao da Posigao da Linha Neutra.

Sejam:
Fr = forca de tracao numa dada segao;
F¢ = forga de compressao na mesma segao;

Da hipétese ii), resulta:

FT+FC=0
Cilculo de Fr
My B4 Ea
F=/ daS= [ Z¥as— [ ZAyas="2 [ yds
T STUT St R S St Ry R STy

onde:

St = parte da segao do ago que esté tracionada,;

(C.1)

(C.2)
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or = tensao de tragao na segao St;

M = momento aplicado na segao Sr;

R = raio de curvatura da linha neutra na secao;
E4 = médulo de elasticidade do aco.

Da Figura C.3 obtem-se, por inspegao:

a =r1c.cosa = r4cos{a — fB);
be | tay .
rczracosﬂ+(§+§)sma.

Decorre também da Figura C.3 que:

Yy = resinf+a —(z—a+p8)<8<
dS = r.t.dl

Substituindo (C.5) e (C.6) em (C.2), resulta:

3% _otp
Fr = & / 2 (rasind + a)rat.df
R a—-g-%

Procedendo a integragao da expressao de Fr, resulta:
2F ‘
Fr = -EA-rata[wa + (8 — @)a + rqasin(a — §)]

Calculo de F¢

(C.3)

(C4)

(C.5)
(C.6)

Considerando o efeito do momento fletor sobre as partes comprimidas das segoes, tanto

de ago quanto de concreto, tem-se:

Ea Ee
Fo— —/ dS —/ S
c R Slyl 1+ R 32y2 2

(C.9)
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Figura C.3: Parte da Secao que estd Tracionada - St
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Decorre da Figura C.3 que:

Y1 = Tesiny +a %ﬂ—a+55¢§3—27—r+a—ﬁ (C.10)
dSl = taT'ad’L/) (Cll)
e que
3 3
Y2 = Tesing+a g—agqﬁgg—i-a (C.12)
dSy = tr.do (C.13)

Substituindo (C.10),(C.11), (C.12) e (C.13) em (C.9), resulta:

Es r¥F+a-p8 En ¥+a
A (rasintg + @)ratedy + —= [ 1 (resing + a)retedd (C.14)

Fe =
R 3n2—a+p R J3n2-a

Executando as integragdes em (C.14), obtem-se:

Fo = %rata[(a — B)a — resin(a — B)] + %rctc[aa — T sinq] (C.15)
Das equagdes (C.1), (C.8) e (C.15), resulta:
Earatema + Egr teaa — Eorit.sina =0 (C.16)
Definindo:
p= 5—2 (C.17)
obtem-se:
72t sin o — aart, — maprat, = 0. (C.18)

De (C.3), (C.17) e (C.18) pode-se calcular o valor do parametro a. A seguir, usando
as hipéteses iii) e iv) pode-se calcular a rigidez equivalente do tramo de tubo.
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C.2.3 Calculo da Rigidez Equivalente

Se 0 momento aplicado numa dada secao é M, entao:

M= /ST o.ydS + -/51 o.ydS + /Sc o.ydS (C.19)

Pela hipétese iii), numa dada segdo a deformagdo do ago e do concreto sdo iguais,
portanto:

Oa o
Epg —————— = —— = £ C.20
* E4 E¢ ¢ ( )
Considerando o efeito da capa de concreto sobre o anel de ago através da mudanga do
valor J, do momento de inércia para o valor J,,, a tensao ¢, num ponto da segao de aco
de ordenada ¥, é dada por:

= C.21
o Jeqy (C.21)

Substituindo (C.20) e (C.21) em (C.19) e considerando uma propriedade da integragao,
a expressao (C.19) pode ser reescrita como:

M MFE¢
M= 24S / 248 C.22
Jeq JSTUS: y + JegEoa Jsc y ( )

Multiplicando a equagao (C.22) por ExJe, e dividindo por M (suposto nao nulo),
resulta:

Eadeq = Eada + EcJec. (C.23)

Por definicao escrevemos:

(EJ)eq = EAJeq (C24)

onde:

Jo = Jo + a%S, = momento de inércia da secdo de aco, em relacao a linha neutra
deslocada do centro geométrico do tubo.

Jo = momento de inércia da segao de aco, em relagao ao centro geométrico do tubo.
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Figura C.4: Momento de Inércia da Area S, em Relacio & LN.

Jo = momento da parte da secao de concreto que é comprimida, em relacao 4 linha
neutra deslocada. :

S. = 4rea da segao de ago.

Resta ainda calcular o valor de Jg, o que é feito a seguir:

Jo = /S 2dS (C.25)

Da Figura C.4 pode-se verificar que 1, = y —a, substituindo esta expressao em (C.25),
resulta:
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Jo = /s (v —a)ds (C.26)

Desenvolvendo a expressao quadritica de (C.26) e usando propriedades da integral,
obtem-se as seguintes tfes parcelas, que devem ser calculadas.

a 4t
/ (y)%dS = Z(’ri‘ —ri) + (7'6487"2 sin 2a. (C.27)
Supondo que o momento de inércia da regiao A; seja igual ao momento de inércia da
regido Ay, tem-se:

2
./s ydS = g(rg — 73)sing; (C.28)

/s dS = afr? — 7). (C.29)

Substituindo as expressdes (C.27), (C.28) e (C.29) no desenvolvimento da (C.26),
obtem-se:

4_ .4
— 4
(re =) 3 o) sin 2o + §(r2 —r3)sina +a(r; — r}) (C.30)

Uma vez calculada a posicao da linha neutra (LN) e a rigidez equivalente a flexao
pode-se, para uma dada configuragéo do oleoduto, entdo determinar a linha eldstica e os
correspondentes esforgos.

Para as situacdes praticas permanecem duas questdes pendentes. A primeira delas
estd relacionada a descontinuidade da capa de concreto, portanto hé trechos de duto
em que a rigidez a flexdo é a rigidez equivalente (presenga da capa) em outros trechos
a rigidez é aquela do tubo de ago desencapado (auséncia da capa). A segunda questao
refere-se a uniformidade estrutural da capa de concreto, ao longo do tramo encapado
mas, resultados experimentais demonstram que, de fato, a uniformidade nao ocorre, pois
ao ser fletido o tubo encapado, a capa de concreto nao sofre apenas fissura na regiao
tracionada mas ocorre deslizamento de partes da capa de concreto sobre o cilindro de
aco, reduzindo assim a tensdo de compressao no concreto. Este escorregamento é causado
por forcas de cisalhamento na interface entre os dois materiais. O trecho do tramo onde
ocorre escorregamento depende da espessura e resisténcia do concreto e dos valores da
tensado de cisalhamento na interface. Devido a esse escorregamento, a rigidez a flexao
ao longo do tramo varia. Para se considerar efetivamente os casos reais, sao necessarias
hipé6teses simplificadoras adicionais ou informagoes extras, a serem obtidas via ensaios em
laboratorio.
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