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Raio do contorno circular de Sr.

Parametro desconhecido utilizado para
compatibilizar os limites a + 0 e A » 0.
Coeficiente do termo de O(Ka/z) da assintota
para H2(A) no limite A » 0. A1 foi estimado
de acordo com (I1.20- a) (anexo I).

Funcional que representa a agdao do sistema
hidrodindmico em termos do potencial @¢(x,y).
Funcional que representa a agdo sobre o
sistema hidrodinamico, definida por (B.8).
A¢Zo do sistema hidrodinidmico cujo campo de
velocidades ¢ o gradiente do potencial
¢ge(x,y,t) (anexo B).

Coeficiente da série de Fourier generalizada
para ¢(r,8) em St (veja 3.5- e).

Coeficiente definido por (I1.25- a). Permitem
escrever a fungao S(xk,k) em termos de
polindmios de Chebishev impares.

N-ésimo coeficiente da expansio em série de

poténcias de A da fungZo Hj(A) (anexo I).



B(¢;y) - Forma bilinear simétrica definida por (2.6).
bn,j - N-ésimo coeficiente que multiplica a n -

ésima fungZo-teste na combinagdao linear, que

e

fornece ¢2,j L
x . . -
{bn,k"} - Vetor N dimensional cujos elementos sio ©Os
) *
coeficientes bn,k .
EST: +
{bn,k"} - Vetor transposto de {bn,k” }.
b/c - Brago do momento em relagZo ao ponto médio do

f&11i0 normalizado pela corda.

b/cA - AproximagZo variacional para o parametro b/c.

Bj,k,n - Coeficiente definido por (I.13). Permite
expressar as fungdes Fﬁ(xk,k) em termos  dos
polindmios de Chebishev.

Bk,n - Coeficiente definido por (I.25- a). Permitem
escrever a fungdo S(xk,k) em termos de
polindmios de Chebishev impares.

bn,m - Coeficiente do termo de O(hmm+“) do
2n+-ésimo polindmio de Chebishev.

Cc

c - Corda da placa plana bidimensional.

c - Contorno arbitrario que engloba o félio.

Cr - Contorno do semicirculo Sr.

CL/a - Coeficiente usualmente utilizado para



CM/a

Cji,n

C(x,\)

c. (x)
J

as

representar a variagdo da forga de
sustentagio em fungio do parimetro A.
Coeficiente usualmente utilizado para
representar a Qariagzo do momento em fungdo
do parametro \.

Fungio do parametro A e da variavel x (veja

(H.9)).

- Coeficiente definido por (I.15). Permite

expressar as fung®es Hj(A) em termos dos

polindmios de Chebishev.

- Coeficientes da expansio polinomial da

assintota das fungBes Hj(A) no limite A » O

em termos dos polindmios de Chebishev.

- Fung¢io do parametro A e da variavel x

definida por (I.20- b).

- FungBes da variadvel x definidas na

tabela I.1.

Contorno do corpo esbelto ilustrado na figura
2.1 (capitulo 2).

Contorno da placa plana bidimensional
composto pelo contorno circular que engloba o
bordo de fuga do félio mais parte do félio

que pertence a faixa x > 0 (capitulo 3 e



anexos A e B, veja figura A.1).

d - Distiancia do ponto médio da félio A parede
sélida.
+ i +
as -~ Contorno da regiio S .
6 - Arrasto (capitulo 3 e anexo A).
Dj,n - Coeficiente definido por (I.27). Permitem

escrever a fungZo Hj(A) em termos de
polinémios de Chebishev impares.
d/a - Parametro equivalente a b/c utilizado por

TOMOTIKA; IMAI (1937) (veja Apéndice A).

E

E1(X\) - FungZo do parametro A definida por (F.17- a).
E2(\) - Fung3@o do parametro A definida por (F.17- b).
E3(X) - FungZo do parametro A definida por (F.33- a).
E4(N) - Fung3o do parametro A definida por (F.33- b).
E(x,y) - Potencial de velocidades imposto (anexo B).

[- - Forga que o fluido aplica no corpo (capitulo

2).
g : I 1o
Fij” (¢e;we) - Funcional bilinear definido por (3.52).
f(\) - Fungao do parametro A definida por (H.2).
Fi(x,\) - Fungdo sob o sinal de integragdo nos
integrais presentes nas fung@es Hj(A) (anexo

I).



Fisn - N-ésimo coeficiente da expansio em série de

poténcias de A das fungBes Fj(x,A) (anexo I).

G

an(8) - Auto fung@es do problema de Sturm-Liouville
em ST.

G(g;¥) - Forma bilinear simétrica definida por (3.23).

[Gmmi] - Matiz N X N cujos elementos s3Zo os valores

+ +
G(xe,n ;xe,m ). (N - numero de fungSes-teste

) +
utilizadas para formar a base de H°A(S INE

+ +
G(xe,n ;xe,m ) - Valor do funcional G(¢;¥) quando as

+ +
fungBes-teste yo,n~ e ye,m  fazem parte

do argumento.

H

H(S) - Conjunto das classes de equivaléncia das
fungSes de W(S) que possuem O mesmo
gradiente.

H21(S) - Espago de Hilbert construido sobre o conjunto
H(S) utilizando a forma bilinear B(¢;y)
como produto interno.

HA(S) - Espago de aproximag@es finito dimensional
contido em H;TS).

H;1S+) - Espago funcional linear similar a H;TS). mas

; +
com a regi2o S como suporte.

+
He (S ) - Subespago de H;TS+) definido por (3.31).



+
kbzi(s+) X bb21(8+) - Produto cartesiano de thi(s ) por
+

He 1(S ks
2
+ ! ; 1, _+
HeA(S ) ~ Espago de aproximagdao contido em ng(s IR

1, +
Subespago de He2 (s ).

H;"O(ST+) - Espago funcional cujos elementos satisfazem
(B.15) e tem ST+ como suporte.
Hj(N) - FuncBes do parametro A definidas por (H.1)
com j=t,...,5 (anexo H).
- FungBes do parametro X definidas por (I.1)
com j=t,...,11 (anexo I).
Bi(\) - ExpansXo polinomial da assintota da fung3o
Hj(A) no limite A » 0 (anexo I).
1
T(t) - Impulso da forga que o corpo em movimento
aplica no fluido (capitulo 2 e anexo B).
I1(\) - FungZo do parametro N definida por (F.67- a).
I2(M) - FungZo do parametro A definida por (F.67- b).
I3(N) - Fun¢Zo do parametro A definida por (F.67- c).
I4(N) - Fung3o do parametro N definida por (F.84- a).
I5(N) - FungZo do parametro A definida por (F.84- b).
T(¢e,t) - Impulso da for¢a que o félio aplica sobre o

fluido com campo de velocidades gradiente de

¢e (anexo B).



J(y) - Funcional linear, definido por (2.17), que
difere da lagrangiana FZ(y) pelo coef{ciente
2.0.0%(t).

K

Ko - Nimero de onda (Ko = g/Uz)

L

E(p,t) - Lagrangiana do sistema hidrodinamico expressa
em termos do potencial ¢(x,y) (capitulo 2 e
anexo B).

Z(¢) - Lagrangiana definida por (2.13) no capitulo 2

t - Forga de sustentagio (capitulo 3 e anexo A).

.%?J_(¢e,jt) - Lagrangiana dos potenciais ¢>e,ji.

L(pe) - Lagrangiana para o potencial ¢e(x,y) (anexo
B).

2(¢m,ji) - Lagrangiana para o potencial ¢m,ji(x,y)
(j=0,1).

F(ge,t) - Lagrangiana para o potencial ¢e(Xx,y,t)
definida por (B.21).

L/Lo - PariAmetro utilizado por TOMOTIKA; IMAI (1937)

para representar a variagiao da forga de
sustentagio em fungZo do pardmetro 2a/H

(Apéndice A).



m - Coeficiente de massa adicional na direg3do do
X

eixo X.
M - Momento resultante da agio do fluido sobre o

f&1io (capitulo 3 e anexo A).

myy - Coeficiente de massa adicional na direg3do do
eixo y.

r%(x,yj) - M&dulo do numero complexo fornecido pela
fungZo z‘i + ij =P

M/Mo - Parametro utilizado por TOMOTIKA; IMAI (1937)

para representar a variagdao do momento em
relagZo ao ponto médio da corda em fungdo do
parametro 2a/H (veja Apéndice A).

M*/Mo - Parametro utilizado por TOMOTIKA; IMAI (1937)
para representar a variagdo do momento em
relagio ao bordo de ataque em fungdo do

paridmetro 2a/H (veja Apéndice A).

P
p(x,y) - Press3io do fluido em termos das coordenadas
(x,¥).
p(X,y) - Press3io p(x,y) adimensionalizada de acordo
com (3.3).
s e
P (X,Yy) - FungZo definida de acordo com (3.40).

p(xk) - FungZo “peso” das férmulas de quadratura



.)
qc
5
qC
+
q (x,y)
Qe;¥)

R (X,Yy)

(anexo 1).

Forga que O corpo em movimento apliica no

fluido (capitulo 2).

Forga que o félio aplica ao fluido quando

este desloca-se na dire¢ao positiva do

eixo y (anexo B).

Vvetor que representa o deslocamento do corpo

(capi tulo 2).

Deslocamento do centro de gravidade do fdélio
(anexo B).

Velocidade com que o corpo se desloca
(capi tulo 2).

FuncZo auxiliar utilizada para explicitar a

dependéncia dos potenciais ¢i(x,y) em relagdo

aos coeficientes To(¢t).

Forma bilinear simétrica definida por (B.6).

Lagrangiana associada ao potencial ge(x,y,t)

(veja (B.18)).

Forga resultante da agdo do fluido sobre a
placa plana (anexo A).
Fung¢Zo auxiliar utilizada para representar a

descontinuidade do potencial circulatério ¢7'



ST

Sp

ol

S’

S(x,\N)

s (x)
J

Domi nio fluido sem fronteiras no infinito e
limitado pelo contorno do corpo @B (capitulo
2).

Domi nio fluido limitado por uma parede sélida
emy = 0 e pelo contorno @B (capitulo 3 e
anexos A e B).

Regido circular de raio a, centrada no bordo
de fuga do félio.

Faixa x > O menos a regiido Sr (veja figura
3.6).

Canal entre placa plana e parede sblida

(o= =k 'e 0 = X = 1)G

RegiZo S - Sp (veja figura 3.7).

Faixa x > 0, S+U St (anexo B).

Domi nio formado por (S+U str) x [0,T], onde T
¢ o instante final do movimento do félio
(anexo B).

Fungio do parametro A e da variadvel x (veja
(H.8)).

Fungado do parametro A e da variavel x

definida por (1.20- a).

- Fun¢Bes da variavel x definidas na

tabela I.1.



T(¢)

Tn(¢)
+
To(¢7)
T(3)
T(¢;E)
T(¢y)
8 (6%)

Tn(X\)

Tzn(A)

T2n+1(>\)

Energia cinética associada ao potencial total
¢(x,y) (capitulo 2).

Energia cinética devido ao campo de
velocidades gerado pelo potencial ¢(x,y,t)
(anexo B).

Funcional linear definido por (3.6).
Coeficientes necessirios para determinar a
circulagdo adimensional através de (3.29)
(condi¢Zo de Kutta).

Energia cinética, fungio do potencial total
2(x,y) (anexo B).

Energia cinética, fungZo dos potenciais
¢(x,y) e E(x,y) (veja anexo B).

Energia cinética associada ao potencial
circulatério ¢y (anexo B).

Aproximagdo. para os coeficientes To(¢i).

n—-€simo polindmio de Chebishev na variavel A.

- 2n-&simo polindmio de Chebishev com A como

variadvel (anexo 1).

- (2n+1)-ésimo polindmio de Chebishev na

variavel A. Os polindmios de Chebishev com
este indice sio fungBes impares em A (anexo

I).



u(t) =

<

=

S

ct

~
|

<
©
~
€
A
|

+ +
Vk (xe,n") -

+
{Vkm } -

W(S) a

W (8) a

w+(z) =

w (2) -

Intensidade da velocidade do corpo esbelto.

velocidade da corrente fluida (capitulo 2).

Potencial da forga externa em termos do
impulso T(t) (capitulo 2 e anexo B).
Funcional linear definido por (2.9).
Funcional linear definido por (3.16).
Funcional linear definido por (3.27).
Funcional linear com argumento restrito a
kb21(8+) e definido por (3.38).

Valor do funcional Vki(w), com k=0,1, quando
a fungZo-teste xe,nt ¢ o argumento.

VYetor N dimensional cujos elementos s3io os

x *
valores Vk (xe,n ).

Conjunto das fungSes definidas em S com
gradiente quadrado integravel em S.

Classe de fung®es com descontinuidade do tipo
(3.11) em 8.

Fungdo de uma varidvel complexa definida
pela expressdo (3.84~- a).

FungZo de uma varidvel complexa definida

pela expressio (3.84- b).



w(A) - Fungdo "peso” na relagdo de ortogonalidade

dos polindmios de Chebishev (anexo I). .

X

'Y - Variavel x adimensionalizada pela meia corda
(veja (3.3)).

X, - Extremos dos intervalos resultantes da
partigdo do intervalo de integracZo em N
partes (N par no caso da férmula de Simpson).

Y

y - Variavel y adimensionalizada pela meia corda
(veja (3.3)).

yk - Nas férmulas de integragio Gaussianas 7 é a
k-ésima raiz do n—-ésimo polinémio.
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a - Angulo de ataque.

an - Coeficiente definido por (I.28- b). Permitem
escrever a fungdo -A.1n A em termos de
polindmios de Chebishev impares.

f3n - Coeficiente definido por (I.28- b). Permitem
escrever a fungc3o o em termos de
polindmios de Chebishev impares.

XG,nt - N-ésima fungZo-teste par (+) ou (-) impar

utilizada para construir a base do espago de
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aproximagZo HeA(S i
Fun¢Zo par (+) ou impar (-) wutilizada para
construir a n-ésima fungZo-teste de acordo

com (3.68) ou (3.69).

- N—-ésima fungao-teste para o problema par (+)

ou impar (-).
Erro da aproximagZo do potencial ¢(x,y)
(capitulo 2).

. et i
Erro da aproximagio dos potenciais ¢e,]|
(capi tulo 3).
variag2o primeira da lagrangiana £(¢).

Variagdo primeira do funcional J(y).

+
- Fung3do definida por (3.56). A norma de &¢e,j”

+

representa o erro com que ¢2,j aproxima
+

Po,i .

Variagdo primeira da lagrangiana para o

potencial ge(x,Yy).

Potencial total de velocidades.

Potencial de velocidades normalizado pela

velocidade U(t) (capitulo 2).

Potencial perturbado adimensional devido a

presenga da placa plana (capitulo 3).

Potencial perturbado devido a presenga do

fé1io (anexo B).



¢A(x,y) - Proje¢3do do potencial ¢(x,y) em HA(S).

®(x,y) - Potencial total de velocidades (capitulo 3 e
anexo B).

P(X,¥) - Potencial ¢(x,y) adimensionalizado de acordo
com (3.3).

¢(r,8) - Expressdo para o potencial de velocidades na

regiZo ST em termos de uma série de Fourier
generalizada (veja (3.7)).

¢+(x,y) - Parcela do potencial perturbado adimensional
que satisfaz (3.10- a,b,c e d).

¢y(x,y) - Potencial circulatério ddimensional que
satisfaz (3.10- a,b,c,d e e).

¢—(x,y) - Parcela continua do potencial ¢Y(X’Y)'

¢ei(x,y) - Parcela (proje¢zo) do potencial ¢t(x,y) que

+ +
pertence a Hzi(S ) em Hez1(S ).

¢eqt - Parcelas de ¢et(x,y) que satisfazem (3.37)
(j=0,1).

¢3,f: - Aproximag3o (projeg3o) de ¢e,ji em HeA(S+).

P(x,y,t) - Potencial de velocidades associado ao
deslocamento do f&lio na direg3o do eixo vy
(anexo B).

Y - Circulag3o adimensional.

rA - AproximagZo para a circulagio adimensional.

r - Circulagdo (veja (3.14))



WA(x,y)

Ve

An

A.CL/a

A.CM/ct

K.CL/aA

K
A.CL/a

1+

Aij

- Projeg¢do de uma fungdao y qualquer pertencente
a H'(s) em L (8).

- Parcela (projecdo) de um elemento ¥y que
pertence HZ‘(S+) em Hozi(s+).

- Aproximagdo (projegao) de um elemento e
pertencente a Hezi(s+).

- Parte imaginAria da fungio complexa wi(zj)
(j=1,2) (anexo F).

- Parametro adimensional definido como a razio
entre a distdncia d e a meia corda (c/2).

- Auto valores do problema de Sturm-Liouville
em Sr.

- Coeficiente utilizado neste trabalho para
representar a variagdao da forga de
sustentagio em fungao do parametro \.

- Coeficiente utilizado neste trabalho para
representar a variagdao do momento em relagdo
ao ponto médio da corda em fungio do
parametro A.

- Aproximag3io para A.CL/a.

Parametro A.CL/a obtido através dos dados
apresentados pelas referéncias.
- Valor que a forma bilinear G(¢;y) assume

quando seu argumento for restrito ao par de
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Aﬁf: - AproximagZo do valor Aui. veja (3.55) . e
(3.59).

A;t - Parte real da fung¢io complexa wi(zj) (j=1,2)
(anexo F).

Cﬁ(x,yj) - Fase do numero complexo fornecido pela fungdo
ﬂ + zj2 Fn

o - Densidade do fluido.

pB(¢;w) - Métrica gerada pelo funcional bilinear
simétrico B(¢;y).

pa(¢;w) - Métrica induzida pela forma quadratica
G(g;y).

(91'p2)1/2 - FungZo do parimetro A e da varidvel x (veja
(H.5)).

E(x,y) - Fungdo que pertence a Hzi(S), mas de norma
unitaria (llfllB = 1),
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Il.llB - Norma gerada pelo funcional bilinear
simétrico B(¢;y).

H.Hc - Norma induzida pela forma quadratica G(y;y).

(r,8) - Sistema de coordenadas polares com origem nho

bordo de fuga do félio.




RESUMO

No presente trabalho, o© m&todo variacional para
problemas de difragdo e radiagdo de ondas, formulado por
ARANHA; PESCE (1989), serid estendido para tratar problemas
envolvendo superficies de sustentagZo, dentro do contexto
da teoria do potencial. Este trabalho fica restrito ao
problema placa plana bidimensional com “efeito solo”.

(0] formalismo matematico do m&todo numérico,
apresentado por ARANHA; PESCE (1989), foi utilizado para
mostrar que as forgas generalizadas sobre uma placa plana
com “"efeito solo” sTo expressas em termos dos valores
estacionarios de funcionais bem definidos. Como
consegiéncia, as forgas generalizadas sZo avaliadas de
maneira direta via um método variacional. NZo € necessario
determinar o© campo de pressic para obter as forgas
generalizadas, basta aproximar, de maneira grosseira, o
potencial de velocidades (erro de 0(é)) para obter uma boa
aproximagZo para as forgas generalizadas (erro 0(62)).

Para mostrar o poder do método variacional e obter
expresstes simples para as forgas generalizadas, foram
construi das duas aproxima¢@es variacionais, utilizando duas
e trés fungBes-teste respectivamente.

Os objetivos foram satisfatoriamente atingidos. A
primeira aproximagdo variacional forneceu uma expressio
simples para o momento, a qual apresentou erro maximo de
0,6 ¥ face a literatura. A segunda aproximagio variacional
forneceu uma expressdo relativamente compiexa para a forga
de sustentagdo, com erro maximo em torno de 1,0 % quando o
“efeito so0lo0” n3o ¢ muito intenso.

A primeira aproximagio variacional da forga de
sustentagZo nio apresentou bons resultados (erro maximo em
torno de 12,5 %) porque os valores estacionarios dos quais
as aproximagCes da forga de sustentagZo dependem, n3o s3o
"pontos” de mAximo ou minimo como acontece com a
aproximagio do momento, onde os valores estacionirios s3o
“pontos” de minimo. Consegientemente, as aproximagSes da
forga de sustentagao convergem mais lentamente que as
aproximagSes do momento. As aproximagSes para as forgas
generalizadas podem ser melhoradas utilizando-se mais
fungSes-teste, mas, por outro lado, perdem em
simplicidade, fugindo de um dos objetivos deste trabalho.



ABSTRACT

In the present work the variational method for water
wave radiation and diffraction problems, formulated by
ARANHA; PESCE (1989), will be extended to treat 1ifting
surfaces problems in the context of the potential theory.
This work will be restricted to the problem:
two-dimensional thin foil in ground effect.

The mathematical formalism of the numerical method,
presented by ARANHA; PESCE (1988), 1is used in the present
work to show that the generalized forces upon a two
~dimensional thin foil in ground effect can be written 1in
terms of stationary values of well defined functionals.
Therefore, the generalized forces can be evaluated 1in a
direct way using a variational method and, as a
consequence, it is not necessary to evaluate the pressure
field around the foil. Only a crude approximation for the
velocity potential (error of 0(é)) suffices to provide a
better approximation for the generalized forces (error of
0(6%)).

To show the power of the variational method, two
variational approximation were built using two and three
trial functions respectively.

Aims of this work were achieved. The First variational
approximation for the moment and the second approximation
for the 1ift agreed well with the results presented by the
literature. The first approximation for the moment
presents an error of only 0,6 % and the second
approximation for the 1ift presents and error of 1,0 %,
when the ground effect is not so hard.

The first variational approximation for the 1ift does
not agree well with the literature (a maximum error of 12,5
%). The difference between the first approximation for the
moment and the first approximation for the 1ift was, in
part, due to the fact that the stationary values on which
1ift depends are not minimum or maximum values. They are
saddle values. As a consequence, the variational
approximation for the 1ift converges slower than the
approximation for the moment. The approximation for the
generalized forces can be 1improved using more trial
functions, but the resulting expressions for 1lift and
moment will lose their simplicity.



1. INTRODUGAO.

A interagZo entre um corpo esbelto em movimento e o
meio fluido circundante pode ser modelada dentro do
contexto da teoria do potencial. Os efeitos viscosos
relevantes (resisténcia ao avango devido ao atrito com o
meio fluido e a resisténcia de forma) podem  ser
incorporados através de formulagBes semi empiricas.

Dentro do contexto da teoria do potencial deseja-se
geralmente determinar quantidades globais de interesse,
como a circulag@o ao redor do corpo e a matriz de massa
adicional. Caso exista superficie 1livre (superficie que
separa dois meios fluidos de densidades dispares),
deseja-se também determinar a amplitude da onda gerada,
necessaria ao ciAlculo da resisténcia devido a geragio de
onda.

A circulagZo ao redor do corpo, apesar de ser uma
conseqii¢ncia da viscosidade do fluido, pode ser modelada
dentro do contexto da teoria do potencial. Quando o corpo
esbelto apresenta o bordo de fuga agudo, a intensidade da
circulagdo pode ser determinada através da condi¢io de
Kutta, que impSe valor finito ao campo de velocidades na

regiZo do bordo de fuga. Esta condic%o resulta da
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constatagio de que, na pratica, o vetor velocidade
apresenta valor finito no bordo de fuga, mas o campo de
velocidades gradiente de uma fungZo potencial, apresenta
uma singularidade na vizinhanga do bordo de fuga, devido a
uma mudanca abrupta de curvatura nessa regifo. Para que a
condigZo de Kutta seja satisfeita, sobrepBe-se um potencial
ciculatério de modo que a singularidade de seu gradiente
cancele a singularidade do gradiente do potencial original,
determinando a circulagio.

Como a circulagfo ¢ obtida através da condigdo de
Kutta, ela depende de detalhes do escoamento, mais
especificamente do comportamento dos potenciais
circulatério e original no bordo de  fuga. Outras
quantidades de interesse como o momento, a matriz de massa
adicional e a resisténcia de ondas, caso exista, dependem,
levemente, de detalhes do campo de velocidades.
Infelizmente, os métodos usuais nio tiram proveito deste
fato. Ao contriario, a tendéncia atual parece ser a de
construir o campo de pressXo e, posteriormente, integra-lo
para obter as quantidades de interesse. Como exemplo,
existe o método da furc2o de Green, onde a fungXo potencial
é computada na superficie do corpo atraveés da solugZo de

uma equagio integral.



Neste trabalho, o equacionamento fraco sera
utilizado para mostrar que quantidades de 1interesse como:
as forgas generalizadas, os coeficientes de massa adicional
e, mesmo a circulagdo, quando a condigao de Kutta ¢é
formulada de maneira adequada, podem ser escritos como
valores estacionarios de funcionais bem definidos. Como
consequéncia, as quantidades de interesse podem ser obtidas
de maneira direta através de um método variacional, ou
sejé, basta determinar uma aproximagao grosseira para o0s
potenciais (com erro de ordem O0(&)) para obter uma boa
aproximagdo para as quantidades de interesse (com erro de
ordem 0(8%)).

Em todo método variacional, a qualidade dos resultados
depende da escolha adequada das fungdes que formam a base
do espago de aproximag@es. Para a classe de problemas em
questao, as fungBes-teste (fungBes que formam a base do
espago de aproximagdes) podem ser | singularidades
elementares (pdlos, dipolos, vértices, linhas de vértices e
etc.) 1instaladas no interior do corpo e capazes de
representar aspectos gerais do escoamento. Essas
singularidades quando colocadas de forma adequada podem

também representar aspectos locais do escoamento, como O
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escoamento ao redor de cantos vivos (como o bordo de fuga),
fornecendo uma aproximagio mais fiel para os potenciais.

Dessa maneira o presente enfoque variacional desemboca
em um método numérico onde os potenciais s2o representados
como combinagZo 1linear de singularidades elementares
instaladas no interior do corpo, similar &4 maneira como a
fungdo potencial ¢ representada no método da fungXo de
Green.

O formalismo matemitico utilizado neste trabalho ¢
similar ao formalismo encontrado em ARANHA; PESCE (1989) e
em PESCE (1988). Esses dois trabalhos apresentam um método
numérico, conseqiéncia de um enfoque variacional,
desenvolvido para tratar problemas de radiagZo e difragcio
de ondas. O presente trabalho estende a problemas com
circulagdo o método numérico, conseqiiéncia de um enfoque
variacional, apresentado nos dois trabalhos mencionados.
Deve ficar bem claro que a novidade deste trabalho reside
no fato de que a circulacio possa ser escrita como valor
estacionario de funcionais bem definidos e,
conseqtientemente, computada através de um método
variacional.

O capitulo 2 deste trabalho tem como finalidade
mostrar a idéia geral do enfoque variacional através de um

problema hidrodinAmico simples. No capitulo 3 o enfoque



5
variacional, ilustrado no capitulo 2, seria aplicado ao
problema com circulagio placa plana com “efeito .solo”
linear no Anguio de ataque. Em relagio ao capitulo 2, o
capi tulo 3 apresenta algumas modificagBes, nio em esséncia,
‘mas em forma. Essas modificagBes s3io necessarias para
escrever a circulagdo como valor estacionario de um
funcional bem definido.

Na segunda parte do capitulo 3 serZo construidas duas
aproximag8@es variacionais para o problema placa plana com
"efeito solo” linear no dngulo de ataque no 1intuito de
ilustrar a forga do método numérico resultante do enfoque
variacional. A primeira aproximagio wutiliza apenas duas
fungBes-teste. Este fato possibilita alcangar um dos
objetivos deste trabalho: obter expresses simples para as
quantidades de interesse, no caso, as forgas generalizadas
(momento e forga de sustentagZo). Caso a primeira
aproximagao variacional nao forne¢a uma boa aproximagao
para as forgas generalizadas, seria construida uma segunda
aproximagao variacional utilizando trés funcBSes—-teste.

No capitulo 4, os resultados fornecidos pelas duas
aproximag®es variacionais s3o mostrados e comparados com os
valores fornecidos pelas referéncias, no caso, TOMOTIKA;
IMAI (1937) e WIDNALL; BARROWS (1970).

Os resultados apresentados no capi tulo 4 s3o
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comentados no capitulo 5 e, finalmente, no capfitulo 6 os
objetivos deste trabalho s3o revistos e as principais

cnclusBes sXo enunciadas.



2. O ENFOQUE VARIACIONAL.

A finalidade deste capitulo seria ilustrar o enfoque
variacional, ou seja, mostrar como idéias relacionadas aos
principios variacionais da mecinica e ao cdlculo
variacional podem ser empregadas na anidlise hidrodinimica
da interagZo entre corpos e o meio fluido circundante. Sera
mostrado que quantidades de interesse para a analise
hidrodinimica, como os coeficientes de massa adicional, s3o
valores estacionirios de funcionais bem definidos, como a
Lagrangiana do sistema fluido e, portanto, podem ser
determinados diretamente através de um método variacional.

considere o seguinte problema fisico: Um corpo esbelto
bidimensional movendo-se através de fluido em repouso. O
domi nio fluido possui fronteiras no infinito e esta

ilustrado na figura 2.1.

Fig. 2.1 - Corpo esbelo em domi nio fluido sem fronteiras.
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A velocidade com que o corpo se move através do fluido

em repouso €& pequena o suficiente, para que o fluido _possa
ser considerado incompressivel. Como o corpo ¢ esbelto e
considerando o numero de Réynolds suficientemente alto
(fluido com pequeno coeficiente de viscosidade cinematica),
a vorticidade fica restrita a uma fina camada ao redor do
corpo (espessura desprezivel face a dimensio principal do
corpo) e a esteira de espessura desprezivel.
Conseglientemente, o escoamento decorrente do movimento do
corpao esbelto através do fluido em repouso pode ser
aproximado como irrotacional e o campo de velocidades pode
ser representado como o gradiente de um potencial &(x,y,t),
onde o sistema de coordenadas (x,y) estd fixo ao corpo. O
potencial &€(x,y,t) pode ser representado em termos do

potencial ¢(x,y) como:

¢(x,y,t) = U(t).¢(x,y) (2.1)

Esse problema de interagdo hidrodinimica pode ser
considerado resolvido uma vez conhecida a fungio potencial
¢(x,y). Integrando-se o campo de pressio ao redor do corpo,
obtido a partir da fungio ¢(x,y) via equagio de Bernoulli,
determina-se a agdo do fluido sobre o corpo, que & o
objetivo final da anadlise desse problema de interagfo

hidrodinamica.
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Neste capitulo, também, serid mostrado que nZo ¢
necessario determinar o campo de presses para obter-se as
forgas generalizadas e outras quantidades de interesse.
Para que isso seja possivel, ao invés da usual formulag3o
forte, sera construida a formulagiZo fraca a partir do
principio de minima ag3o.

No sistema hidrodinidmico em questio n3ao existem forgas
restauradoras (agdo do campo gravitacional associada a
presenga de superficie livre, por exemplo) e a Lagrangiana
sera expressa, somente, como a soma da energia cinética com
o potencial das forgas externas ("fung3o trabalho”),
associado ao trabalho da forga que o corpo aplica sobre o
meio fluido.

A energia cinética do meio fluido seri representada
pelo funcional:

T(¢) = %.p.U(t)z.ffvfp.% ds (2.2)

S

Para determinar-se a Lagrangiana, o potencial das

forgas externas deve ser obtido. A forga exercida pela

pressio do fluido no corpo ¢ dada por:

F = [ p(x,y,t).h doB (2.3)
aB
onde p(x,y,t) = - p.U(t).¢(x,y) - %.p.u(t)%[a¢/6x + Vo .Vol.

A contribuigdo da segunda parcela da pressio para o
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integral em (2.3) € nula. Desse modo, a forga exercida pelo

corpo no fluido seri dada pela seguinte expressio:

§d=-%=p.00). fo(x,y).7 doB (2.4)
38

O potencial das forgas externas corresponde ao
trabalho das forgas externas. Este trabalho ¢ determinado
em fungZo do deslocamento do ponto de aplicagio dessas
forgas. Em problemas hidrodiniamicos onde a  descrigi3o
Euleriana é adotada, existe acesso direto & velocidade das
parti culas fluidas, embora a “trajetéria” seja, em geral,
inacess{ vel. Conseqglientemente, o potencial das forgas
externas dado explicitamente em termos da “"posi¢izo” nIo é
conveniente para a anidlise hidrodinimica. Porém, o
potencial das forgas externas, como seri mostrado a seguir,
pode ser descrito em termos do impulso das forgas externas
e das velocidades. Nesta forma, torna-se apropriado para o
problema em questZo.

O impulso da forga que o corpo exerce no fluido é dado
por:

t
Tty = [ )r.ar = p.ue). fo(x,y). B dos (2.5)
2 ae
O potencial das forgas externas aescrito em termos do

impulso T(t) seriA expresso por:
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V(g,t) = 5‘%[?(1;).‘60] - 1. (2.6)

onde ac = qc ? ¢ o deslocamento do corpo e ac = - U(t) ? é
a velocidade com que o corpo se desloca através do fluido
em repouso.

Uma vez obtida a expressioc para a energia cinética e a
expressio para o potencial das forgas externas, a

Lagrangiana ¢ dada por:

_ 2 ks 22 o
E(p,t) = —.p.U(L).[B(¢;¢) 2.v0(¢)] + at{f(t).qc]

(N

(2.7)
onde o valor B(¢;¢) ¢ o dobro da energia cinética associada
ao campo de velocidades gradiente de ¢, normalizada pela
densidade do fluido. O valor Vo(¢) ¢ o impulso da forga que
o corpo exerce sobre o fluido normalizado por p.U(t). Os

funcionais B(¢;y) e Vo(w) sio dados, respectivamente, por:

Bl¢sw) = [[V¢.9p ds (2.8)
s
v () = fwix,y)|.n das (2.9)
= 3B

A fungzo ¢(x,y) pertence a classe de fungdes que
possuem “energia finita" no dominio fluido S, ou seja,

satisfazem a desigualdade:
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de modo que os integrais presentes no funcional B(¢;y)
sejam bem definidos. Para maiores detalhes sobre classes de
fungBes que possuem “energia finita”, veja LADYZHENSKAYA;
URAL’TSEVA (1968) e SOBOLEV (1963). Na classe de fungBSes
que satisfaz (2.10), denotada por W(S), o integral em (2.9)
também estid bem definido. O funcional Vo(w), definido por
(2.9), ¢é 1linear e o funcional B(¢;¥) ¢ bilinear e
simétrico.

Duas fungBes xy e y de w(s) sfo consideradas
equivalentes sob o ponto de vista da relagio de

equivaléncia, definida por:

[[x - Py)ids = 0 (2.11)
s

se possuem o0 mesmo gradiente quase sempre em S, O que
equivale a dizer que a diferenga x(x,y) - w(x,y) é uma
funcXo constante quase sempre em S (essa diferengca pode ser
uma fungZo nXo constante em um conjunto de medida nula em
relagio a S). A relagZo de equivaléncia (2.11) define um
conjunto de classes de equivaléncia sobre W(S), denotado
por H(S8). Entdo, cada elemento P(x,y) de H(S) serid um
conjunto de fungBes que possuem o mesmo gradiente e,

portanto, diferem entre si por uma constante.
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Os funcionais B(¢;y) e vo(w) estio bem definidoszf
quando ¢ e ¥ pertencem a H(S). O valor B(P;P) ¢ positivo
para qualquer ¥ que pertence a H(S), exceto para a fung3o
nula em H(S), que representa a classe de equivaléncia que
contém todas as fung@es constante de W(S). Com argumentos
restritos a H(S), o funcional B(¢;v) satisfaz as
propriedades de produto interno e induz a norma HW"B =
[B(t;l:';w)]vz sobre H(S). A partir da norma induzida H.ﬂn
sobre H(S) define-se a métrica ph(a;w) = g - wﬂn. O espago
linear H(S) com a m&trica pa($;w), a norma H.ﬂn e o produto
interno B(¢;P) seri denotado portg‘(S).

Define-se dois "vetores" ¢ e ¥ pertencentes a bg‘(S)
como ortogonais entre si quando B(¢;P) = 0. Utilizando-se o
funcional B(@;7) como produto interno, Ilwlln como a norma
induzida e 93(5;w) como a métrica, obtem-se uma estrutura
sobre H;‘(s) que nos permite falar em ortogonalidade e,
portanto, em projecSes. A utilidade da estrutura
introduzida em }21(8) ficara clara no decorrer deste

capf tulo. No que segue, um elemento P de HE‘(S) sera,

simplesmente, denotado por .

& O funcional Vo(w) assume valor nulo quando seu

argumento é uma fungdo constante. Como os elementos de P
diferem entre si por uma fun¢Xo constante, o funcional
Vo(w) assume sempre o mesmo valor para qualquer ¥

pertencente a p e, portanto, esti bem definido em H(S).
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A agdo para essa classe de problemas hidrodinamicos ¢

fornecida pelo funcional:
T .
Ag) = [ 2(¢) a (2.12)
Q

qQue pode ser reescrito, via (2.7), como:
T
Alg) = J Z(p).dt + T(T).EC(T) = 2(0).3c(0) (2.12- a)
o

onde

P(@) = —.0.U(t)2[B(g:0) - 2.V_(¢)] (2.13)

N —

O instante T ¢ o instante final do movimento do
sistema mecdnico. Pelo principio de “"Hamilton" (O principio
de minima ag%o), o movimento de um sistema mecAnico
arbitrario ocorre de maneira que a integral A(¢) torha-se
estacionaria (variagZo primeira de A(¢) & nula) para
variagSes possiveis e arbitrarias do sistema, desde que a
configuragdo inicial e final sejam preescritas, veja
LANCZOS (1970). Variagdes arbitrarias desse sistema
hidrodinimico correspondem & variag@es &¢(x,y) da fung3o
potencial ¢(x,y). O fato da agio ser estacionaria implica

que:

T
f 6F(¢).dt = 0 (2.14)
(6]

Para que (2.14) se verifique, a variagio primeira da
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Lagrangiana £(¢), dada por:
58(¢) = p.U(L) [B(:60) - V_(64)] (2.15)

deve ser nula. Isso corresponde a:

B(¢;6¢) = Vo(6¢)

Como é6¢ ¢ arbitraria, a igualdade acima permanece
valida para qualquer fung¢3o w(x,y) pertencente a HziuS), ou

seja:

B(¢iw) = vV (¥) b/ V¥ ylx,y) €a Hz‘(s,) (2.16)

A expressio (2.16) ¢ a equagdo fraca para a classe de
sistemas hidrodinimicos em questZo. O potencial ¢(x,y) &,
portanto, solugdo da seguinte formulagfo fraca:

“Determinar ¢(x,y) pertencente a H;(S) tal que (2.16)
seja satisfeita para todo y(x,y) pertencente a Hzi(S).“

A interpretag3o fisica da equagiZo fraca para o sistema
hidrodinidmico ¢ clara, ela resulta da condigdo da
Lagrangiana Z(¢) ser estacionaria, conseqiiéncia do
principio de minima agZo.

Outro aspecto relevante ¢ o fato da fung3o ¢(x,y) ser
solugdo univoca de (2.16) a menos de um termo constante,
conseqlientemente, solugZo univoca de (2.16) em Hzi(S). Es§e

fato justifica procurar a solugfo de (2.16) em H21(S).
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Considere o funcional quadriatico J(y), definido como:

J(y) = B(y;¥) - vc(w) (2.17)

ol

¢(x,y), o funcional J(y) nada mais ¢ do que a

Para y
Lagrangiana £(¢) dividida por p.U(t)z. A variagZo primeira

do funcional J(y) ¢ dada por:

SJd(y)

% [B(y;8y) + B(Sy;y)] - vo(éw)

B(y;:dy) - v, (Sy)

onde 6y ¢ um elemento arbitrario de H;(S).

A variagio primeira de J(y) serd nula quando ¥ =
¢(x,y), que é a so]ngo da equagao fraca (2.16). Entdo, o
funcional J(y) ser estacionario quando y = ¢(x,y) 1implica
na validade da equagio fraca (2.16) e vice versa (a
validade de (2.16) implica em J(¢) ser valor estacionario).
Esse resultado mostra que o principio de minima agXo (um
dos principios variacionais da mecinica) aplicado a essa
classe de sistemas hidrodinamicos se reduz a busca da
fungio pertencente a H;KS) qQue torna estacioniario o
funcional quadratico J(y). A busca do valor estacionario
deste funcional quadratico possibilita obter outro
resultado interessante para a analise dessa classe de
sistemas hidrodinamicos. Nesse intuito considere o valor

estacionario J(¢), dado por:
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— 1 - Py
J(@) = > B(¢;¢) V0(¢)

Lembrando da equagio fraca (2.16), o valor J(¢) pode

ser reescrito como:

J(P) = - 2.8(¢:¢) (2.18)

O coeficiente de massa adicional Umx) na dire¢ao do

eix0o X pode ser expresso por:

m = f¢(x,y).§% doB = [[v¢.V¢ ds

X
a8 S
onde n é o vetor normal ao contorno dB. Esse coeficiente de

massa adicional &, também, escrito em termos do valor

B(¢;¢) como:

m = B(¢;@) oty

XX

O valor J(¢) nada mais ¢ do que menos a metade do
coeficiente de massa adicional m. Este fato possui duas
implicagBes importantes, mencionadas a seguir. Em primeiro.
lugar, o fato do coeficiente de massa adicional m. (valor
J(¢)) ser valor estacionario possibilita que este seja
obtido diretamente através de um método variacional, como o
método de Ritz ou de Galerkin. Em segundo lugar, basta

obter uma aproximagzZo ¢A(x,y) para o potencial ¢(x,y) com
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um erro de ordem 0(6) para que o coeficiente de massa
adicional seja determinado com um erro de ordem 0(62), como
mostrado a seguir,

O potencial ¢(x,y) pode ser escrito como:

P(x,y) = ¢ (x,y) + 6.5(x,y) (2.20)

onde ¢A(x,y) ¢ uma aproximagio para a fungio potencial
p(x,y) e a fungdo ¥(x,y), por conveniéncia, possui norma
unitaria (IlfllB = 1) em H;(S). Substituindo-se a expressio
acima para o potencial ¢(x,y) no valor B(¢;¢), verifica-se

que:

B(¢;¢) = B(¢":¢") + 2.B(¢":6.£) + B(6.£:6.8)

x B(¢R:0™) + 2.6.B(p™;F) + 85.B(E;:E) (2.21)

A equagao fraca (2.16) com argumentos restritos a um
espa;o de aproximagdes HA(S), subespago de H;(S), sera

expressa por:

B(e"iv™) = v ™) (2.22)

onde ¢>A e wA pertencem a HA(S). ¢A(X,Y) ¢ a aproximagao de
¢(x,y) em HA(S). Como wA pertence a H;(S), é possivel

substituir ¥ em (2.16) por wA, resultando em:
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B(¢;y¥™) = vo(wA) (2.23)

Subtraindo-se (2.22) de (2.23), resulta que:

B(p - ¢"3¥") = 0 (2.24)

Esta identidade ¢ viAlida para qualquer fungZo w“ que
pertence a HA(S), o que implica em ¢(x,y) - ¢A(x,y) ser
ortogonal ao espago de aproximagSes HA(S).
Conseqgiientemente, ¢A(x,y) é uma projes3o de ¢(x,y) em
HA(S), e a equag3o fraca (2.16) pode ser vista como um
operador de projecio (a solugio de (2.16) em um espago de
aproximagdes HA(S) é a projegio da solugio de (2.16) em
H,'(s) sobre H, (8)).

Utilizando-se (2.20):

5.5(x,y) = ¢(x,y) = ¢*(x,y) (2.20- a)

Substituindo-se (2.20- a) em (2.24), chega-se

finalmente a:
A
6.B(f;¥ ) =0 (2.25)

A identidade (2.25) ¢ vAlida para qualquer fungdo wA
pertencente a HA(S) e, portanto, permanece vialida se wA =

A .
¢ , ou seja:
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5.B(¢;¢") = 0 (2.25- a)

Com (2z.?5- a), a expressao (2.21) pode ser reescrita

como:

B(¢;9) = B(¢A;¢A) + 62-8(8:8)

Como a fungZo &£ (x,y) possui norma unitaria, a

expressio acima pode ser simplesmente escrita como:

B(¢:¢) = B(g ;p") + & (2.26)
ou como:
J(g) = J(g™) + &° (2.26- a)

Através de (2.26) conclui-se que, dada uma aproximagio
para ¢(x,y) com um erro de ordem 0(6)2T, o valor B(¢;¢) e,
portanto, o coeficiente de massa adicional serao
aproximados com um erro de ordem 0(62). Isso ocorre porque
J(¢) & valor estacionario, o que implica na validade da
equag3ao fraca (2.16).

Como j& mencionado, o fato do coeficiente de massa

adicional (n&x) ser valor estacionario de um funcional bem

& Com a expressiao (2.20) mais a desigualdade triangular.
: 1 ;
vAlida para a norma de Hz(S), conclui-se que ¢ (x,y)

aproxima ¢(x,y) com um erro de ordem O0(6), como mostrado
abaixo:

A Y
Il < 0+ S.0EL_ » Ul = 1g7I_ + 0(S)
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definido implica que ele pode ser determinado de maneira
direta através da busca do valor estacioniario do funcional
em questio (no caso o funcional J(y)), utilizando-se o
método de Ritz ou de Galerkin. Nio hia a necessidade de
avaliar o campo de pressio para obter o coeficiente de
massa adicional, o que constitui uma vantagem em relagdes
aos métodos usuais de analise hidrodinamica.

Outra consequéncia de m, ser valor @estacionario
reside no fato de que basta determinar ¢(x,y) com uma
precisio grosseira para o coeficiente de massa adicional
(m&x) ser computado com boa precisZo, atingindo, em termos
praticos, um dos objetivos da anilise hidrodinamica dessa
classe de problemas. Esse fato mostra que um metodo
numérico para determinar o coeficiente de massa adicional,
baseado no enfoque variacional, apresenta um trabalho
numérico reduzido em relagio aos métodos usuais, tornando-o
mais atraente.

O enfoque variacional pode ser utilizado para obter
outras quantidades de interesse além do coeficiente de
massa adicional, como, por exemplo, as forgas
generalizadas, desde que possam ser escritas como valor
estacionario de um funcional bem definido.

X X X
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3. METODO VARIACIONAL APLICADO A UMA PLACA PLANA
BIDIMENSIONAL COM "EFEITO SOLO",

Neste capitulo, o método numérico, conseqii®ncia de um
enfoque variacional, apresentado em PESCE (1988) e em
ARANHA; PESCE (1989) para tratar problemas envolvendo
radiag3io e difrag3o de ondas, seri estendido a problemas em
hidrodinimica com presenga de circulag3o.

No capitulo 2 foi mostrado que a massa adicional &
valor estacioniario de um funcional bam definido. Neste
capitulo mostra-se que a circulacfo também pode ser
expressa como valor estacioniArio de um funcional bem
definido e, conseqtientemente, determinada de maneira direta
via um método variacional. Ao invés de analisar um problema
hidrodiniAmico qualquer com circulagio, este trabalho ficari
restrito ao problema bidimensional placa plana com “efeito
solo” linear no &ngulo de ataque. A simplicidade deste
problema permite ilustrar, de modo adequado, o mé&todo
numérico resultante do enfoque variacional empregado. Como
conseqiéncia do poder do método numérico, resultante do
enfoque variacional, aliado a simplicidade do problema
fisico em questio, expressSes analiticas para a massa

adicional e circulag®o ser3o obtidas. Caso este objetivo
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seja alcangado, o momento e a forga de sustentagZo serXo
dados por express@es analiticas simples.

Esse problema ja foi estudado por diversos autores, de
maneira que existe material disponivel na literatura
especializada. Esse material servirdA como referéncia para
avaliar os resultados obtidos através do método humérico
aqui desenolvido, decorrente de um enfoque variacional.

O problema fisico placa plana bidimensional com
"efeito solo", enfocado neste capitulo, seriA descrito a
seguir. Considere uma placa plana bidimensional (félio sem
espessura e sem curvatura da linha média), de corda "cJ,
com pequeno angulo de ataque o em relacZo a uma corrente

com velocidade constante U, que escoa paralelamente a uma

parede sdlida, como mostra a figura 3.1.

FIG. 3.1 - Placa plana bidimensional com “efeito solo".
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0 parametro "d" ¢ a distincia do ponto médio do fblio
sem espessura até a parede s&lida. O referéncial (x,y),
fixo em relagio ao f&l1io, ests localizado na parede sé1lida,
com 08 eixos X e y, respectivamente, paralelo e ortogonal A
parede, como ilustra a figura 3.1. As hipdteses relativas a
velocidade U coincidem com as hip&teses formuladas no
capitulo 2 e a placa plana ¢, obviamente, um corpo esbelto.
Entdo, o escoamento pode ser aproximado como irrotacional,
o fluido pode ser considerado incompressivel, e o campo de
velocidades seri representado pelo gradiente de uma fun¢Xo
potencial.

O fendmeno fisico placa plana com "efeito solo” pode
ser visto sob trés enfoques diferentes. Em primeiro lugar,
quando a distancia entre f&1io e parede ¢ bem maior que a
dimensZo caracteristica do fé1io, no caso a corda. Nesse
regime o "efeito solo” pode ser olhado como uma perturbagio
no escoamento com fronteiras no infinito. Em segundo lugar,
o regime intermedidrio onde as perturbagcBes decorrentes do
"efeito solo” s3Ao de ordem O(1) (dimens3io caracteristica do
fé61io ¢ da mesma ordem que a distincia do f&lio a parede
sGlida), e o mtodo das imagens pode ser utilizado para
simular o "efeito solo” (ver por exempla, TUCK; NEWMAN
(1974)). Finalmente, o terceiro regime, onde a corda é

grande comparada com a distincia entre f&lio e parede.
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Nesse regime, quando a.c . 0(d), o escoamento entre f&lio e
parede asemelha-se a um escoamento em canal (o escoamento
torna-se unidimencional). WIDNALL; BARROWS (1970) apresenta
uma solugZo assintdtica para o problema placa plana com
“efeito solo” quando a.c . O(d). TUCK (1980), por sua vez,
apresenta uma solu¢io assintdética nq¥o linear para o
problema de “"efeito solo” nesse regime, vAlida, somente,
para pequenos dngulos de ataque a, de modo a manter a
hipétese de escoamento unidimensional entre f&1io e parede.
Esta teoria leva em conta efeitos niZo 1lineares devido A
curvatura da linha média o espessura, nXo computados pela
teoria desenvolvida em WIDNALL; BARROWS (1970). A teoria
apresentada em TUCK (1980) pode ser considerada como uma
extensio da teoria apresentada em WIDNALL; BARROWS (1970).
TOMOTIKA; IMAI (1937), onde a técnica de
transformag@es conforme foi utilizada, apresenta uma
solug¥o para o problema placa plana com “efeito solo"” nXo
linear no 4ngulo de ataque, vilida para os trés regimes
descritos no parigrafo anterior. Além da teoria nXo linear,
TOMOTIKA; IMAI (1937) também apresenta uma linearizacio de
sua teoria em relagio ao Angulo de atagque. Como neste
trabalho a versZo linear no 4ngulo de ataque do problema
placa plana com “"efeito solo" seri abordada, TOMOTIKA: IMAI

(1937) serd uma de nossas referéncias. A outra referéncia
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sera WIDNALL; BARROWS (1970).

Na primeira metade deste capitulo, serZo obtidas
expressSes para as forgas generalizadas sobre a placa plana
com “"efeito solo” (item 3.2), a formulagao fraca para esse
problema (item 3.3) sera construida a partir de sua
respectiva formulagZo forte (item 3.1), e a circulagdo sera
expressa em termos de valores de funcionais bem definidos
(item 3.5). Posteriormente, as forgas generalizadas ser3o
escritas em termos de valores de funcionais bem definidos
(item 3.6) e, finalmente, seriA mostrado que os valores dos
quais a circulagio e as forgas generalizadas dependem, 830
valores estacionarios (item 3.7), de modo que o método
variacional de Ritz pode ser utilizado para obter
aproximagSes das forgas generalizadas.

Na segunda metade deste capitulo, o método numérico,
resultado de um enfoque variacional serid aplicado ou seja,
serio construi das aproximagBes variacionais para as forgas
generalizadas. A primeira aproximagdo variacional
utilizaria, somente, duas fungBes-teste. Caso a primeira
aproximagao variacional nao apresente resultados
satisfatdérios, uma segunda aproximagio variacional sera
construi da com trés fungBes-teste. As aproximagdes
variacionais ficarZo restritas a poucas fungBes-teste no

intuito de obter express3es analiticas simples para as
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forgas generalizadas.

3.1.FORMULACAO FORTE.

A formulag3o fraca para o problema placa plana com
"efeito solo” linear no iAngulo de ataque, apresentada neste
capi tulo, seri construida a partir da formulagXo forte.

De acordo com as hipéteses de fluido imcompressivel e
escoamento irrotacional, o campo de velocidades pode ser
representado como o gradiente de uma fungio potencial. O
potencial total &(x,y) para o problema placa plana com
"efeiro solo” 1linear no 4&ngulo de ataque pode ser

representado por:

(x,y) = U.[x + a.¢(x,y)] (3.1)

onde U.x é a fungio potencial que representa a correéente de
intensidade U, e ¢(x,y) ¢ o potencial perturbado linear em
a, consegiéncia da presenga do félio. o) potencial
perturbado linear no Angulo de ataque satisfaz ao seguinte
problema de contorno no dominio fluido denotado por S e

ilustrado na figura 3.2.
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o(x,y) = 0 em S (3.2- a)
g%(x,y) = -1 emy = - dt (3.2- b)
g%(x.y) =0 emy =0 (3.2- c)
|9¢] » o para x » * v e y » - (3.2- d)
condigZo de Kutta (3.2- o)

FIG. 3.2 - Dominio fluido S com condicio de contorno no

f61ie imposta na geometria niio deformada.

De acordo com (3.2- a) a fung3o potencial ¢(x,y) € uma
fungio harmbnica que satisfaz as condigBes de contorno
(3.2- b e c) e tende a um valor constante quando x + *+ ® e

y 4 - . A condigZo de contorno na superficie do félio,

representada por (3.2- b), foi 1imposta na geometria nXo
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deformada (f&é1io sem angulo de ataque), conseqgiéncia da
linearizagXo em relagZo ao angulo de ataque. Em (3.2- p), o
sinal + emy = -~ dt simboliza o dorso do félio e © sinal -
emy = - dt simboliza a face do.félio.

Em geral, é desejavel trabalhar com variaveis
adimensionais. Portanto, ao invés das varidveis usuais,

serio definidas a partir destas as seguintes variaveis

adimensionais:
¥ = x/(c/2) ,
y = y/(c/2) , (3.3)
¢ = ¢/(c/2) ,
g = p/(p-U"),

onde ¢c/2 é a meia corda do félio. As novas variaveis X e Y
sXo claramente adimensionais. O potencial ¢, definido via
(3.1), possui dimens3o de comprimento. Conseglientemente,
através de (3.3) constata-se que ¢ é adimensional. O

potencial total em termos $(£,y) sera expresso por:
3(X,¥) = U.(c/2).[X + a.¢(¢,¥)] (3.1- a)

A pressio p(x,Yy) possui dimens3o m/(].t?) (m - massa,
. ) 2
1 - comprimento e t - tempo). Uma vez normalizada por p.U ,

torna-se adimensional.

Em termos das variaveis adimensionais, com o
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sobrescrito omitido por questio de simplicidade, o

problema de contorno para ¢(x,y) assume a forma:

V2¢(x,y) =0 em S (3.4- a)
g%(x,y) = -1 emy = - kt (3.4- b)
.g%(x,y) =0 emy =0 (3.4~ ¢c)
|| » 0 para x » t wme y » - (3.4~ d)
condig3io de Kutta (3.4- e)

Em termos das varidveis adimencionais, a geometria do

problema em questio esti representada na figura 3.3.
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FIG. 3.3 - Dominio fluido 8 com condicio de contorno no
fé6l1io imposta na geometria nio deformada.
(os extremos do f61io estio em x = -1, x = 1

emy =-\)
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A = 2.d/c é o parAmetro que denota a distincia do

félio & parede sdlida.

A condig¢Zo de Kutta
regifo do bordo de fuga
pratica, mas o gradiente
(3.4~ a,b,c e d) possui
bordo de fuga. Este fato

mais geral que satisfaz

implica no campo de velocidades na
ser finito, como observado na
da fungdo harmdnica que satisfaz
uma singularidade na regiZo do
vem & tona, quando a express3o

(3.4- a), ¢é determinada em um

pequeno setor circular de raio "a", que engloba o bordo de

fuga. A seguir, o bordo de fuga ser4d isolado pelo seter

circular de raio "a", denominado ST, e a expressfo mais

geral que satisfaz (3.4-

a e b) em St seri obtida.

Considere o setor circular Sr de raio "a" e centro no

bordo de fuga, como ilustra a figura 3.4.

+ 7

-

FIG. 3.4 - Setor circular Sr com centro no bordo de fuga.
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O sistema de coordenadas polares (r,8) tem origem no
bordo de fuga do félio, como mostra a figura 3.4. A
expressio mais geral para ¢(r,8), que satisfaz (3.4- a e b)
no setor circular Sr, sera expressa em termos de uma série

de Fourier generalizada:

@
S(r8) = - (y +X) + 20.r"%0(8) + T An.r""gn(8) (3.5- a)

n=1

Os coeficientes An 830 desconhecidos a priori. An e

gn(8) s3do representados pelas expressdes:

An = = ; L com n=0,1,2,... (3.5- b)
1 1 n (n+1)
gn(e) = m.{ -é--(1+( 1) ).sin > .8
+ %.(1-(—1)").008 (";".e } (3.5- ¢)

As fungBes gn(6) satisfazem a seguinte relagqo de

ortogonalidade:

n
fgn(e).gm(a).a.de = Snm (3.5~ d)
T

onde énm ¢ a fungio & de Kronecker que vale 0 se n #* m e 1
sen =m.

Supondo que ¢(r,8) seja conhecido ao longo do
contorno, os coeficientes An podem ser determinados a

partir da relagZo de ortogonalidade (3.5~ d) e do funcional
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Tn(y¥). Este funcional é definido como:

n
Tn(y) = [y(a,8).9n(6).a.d0 (3.6)
-

Os coeficientes An seriZo expressos em termos do
funcional Tn(y) como:

- 1 -
An = ;X:.Tn(¢) (3.5- o)

A expressio (3.5- a) pode ser reescrita na forma:

= Ao © E An
¢r@) = = (y +\) + To(¢).[-a].go(9) + Y Tn(¢).[—5].gn(6)
n=1 ;
(3.7)

Através de (3.7), constata-se que o gradiente de
¢(r,86) & de ordem O(rxo-1), quando “r" tende a zero. Como
Ao-1 assume um valor negativo (Ao = 1/2), o campo de
velocidades (gradiente de ¢(r,8)) assume valor infinito na
vizinhanga do bordo de fuga, mas de acordo com a condig3o
de Kutta ou como observado na realidade, o vetor velocidade
na regido do bordo de fuga ¢ finito e tangente ao f&lio. O
comportamento do campo de velocidades na regiio do bordo de
fuga, encontrado na pratica, decorre da viscosidade do
fluido. Entretanto, no contexto da teoria do potencial, a
condig¢do de Kutta pode ser modelada superpondo-se um campo

de velocidades circulatério, gradiente de uma fungcdo
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multivalente, de modo que a singularidade deste cancele com
a singularidade do gradiente da fungio potencial, solugdo
de (3.4- a,b,c @ d). Deste modo, o potencial perturbado
¢(x,y) serdA decomposto em duas parcelas. A primeira,
denotada por ¢+(x,y), satisfaz o equacionamento (3.4- a,b,c
e d) em S, e a segunda parcela ¢ um ramoc de uma func3o
multivalente, denotado por ¢y(x,y). Portanto, o potencial

perturbado pode ser expresso como:

(x,y) = ¢ (x,y) - 7., (x,y) (3.8)

onde y & a circulagio normalizada pela velocidade da
corrente multiplicada pelo 4angulo de ataque a e pela meia
corda (y = I'/U.a.(c/2)), de modo a ser adimensional.

Como o potencial perturbade, expresso por (3.8),
satisfaz a condig¢Zo de Kutta, constata-se que o coeficiente

do segundo termo de (3.7) é nulo, ou seja:
+
To(¢ -r.¢ ) =0
' 4
Esta igualdade fornece uma expressio para y, dada por:

N To(¢+)

Y = — (3.9)
To(¢y)

As funcles ¢+ e ¢7 satisfazem o equacionamento (no
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equacionamento abaixo ¢ = {¢+ e ¢y 10

Pd(x,y) = 0 em S (3.10- a)
g -1 para ¢ = ¢+ n
+—(x,y) = emy = - A\~ (3.10- b)
ay

0 para ¢ = ¢

4

g%(x,y) =0 emy =0 (3.10- ¢c)
|v¢| + O para x » t we y +» - (3.10- d)

A fungZo muitivalente ¢T satisfaz ainda a seguinte

identidade:
J'V¢?.d1 z j[ g%y.ox + %‘éy.oy] = 1 (3.10- o)
c c

onde "C" é um contorno qualquer contido em S e que envolve
o fé61io completamente. dl & o versor tangente a curva “C",
como mostrado na figura 3.5. A integral de linha ao longo
do contorno ao redor do félio do campo de velocidades
multiplicado escalarmente pelo versor tangente aoc contorno
fornece a circulagio adimensional Y. Como ¥y esti
explicitada em (3.8), a integral de 1inha ao 1longo do
contorno “C" em (3.10- e) fornece valor unitario.

Para satisfazer (3.10- a) e (3.10- @) em S a fungdo
¢Y(X’Y)’ além de ser harmdbnica, possui uma descontinuidade

(salto unitiArio) ao longo de uma 1linha que vai desde o
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f&1io até alguma fronteira de S, portanto a fung3io ¢y(x,y)
pertence A classe de fungBes descontinuas em S, denotada

por Wpn(S), que satisfaga as condigBes:

i) w(0 ,y) - w(0",y) = D(y)

Y € Wp(S) se { (3.11)

1) 20",y = Mot
it) ax(O yY) = ax(0 yY)
O para 0 Z y > =\

onde D(y) =
i para -A > vy » -®

Como a fungio ¢y(x,y) satisfaz (3.11), ela possui um
corte ("branch-cut") ao longo da linha x = 0 e -\ > y > -,

como ilustrado na figura 3.5.

=

aaa 4pr NAS oL SN Sl SN LLL SAINLLL SINLLL DDl L PP ST Y T R YW 7 T TR ')

Cr | X\

|
: \conforno C
[
|

~.corte em x=0.

FIG. 3.5 - Dominio fluido S com corte em x = 0

e contorno C que engloba o félio.

A fung3o potencial ¢+(x,y) satisfaz o equacionamento
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(3.10), onde as condigBes de contorno no f&lio e parede sXo
simétricas em relagio ao eixo y, portanto a fungcXo ¢+(x,y)
€ uma fung3o par em relag3o ao eixo x. JA a func3o
potencial ¢y’ além de satisfazer ao problema de contorno
(3.10), possui uma descontinuidade definida de acordo com
(3.11), ou seja, possui um salto unitdrio ao longo de x = 0
e -A >y > - . O valor que ¢r assume ao longo da
descontinuidade pode ser fixado de modo a garantir o salto
unitidrio, isto &, ¢y(0-;y) = 1/2 e ¢Y(°+;y) = - 1/2 para -\
>y > - o. A fung3o ¢Y' definida desta maneira ao longo do
corte em x = 0 ¢ que satisfaz (3.10), pode ser considerada
fungZo {mpar em relagcXo ao eixo x. Como ¢+ e ¢7 sio,
respectivamente, fungZes par e impar em relagXo a x, basta
obter os potenciais ¢+ e ¢Y' somente, no subdominio x > 0
para que o problema (3.10) seja determinado. As fungBes ¢+
e ¢y » por serem, respectivamente, par e impar em relagZo a
X, podem ser estendidas para o subdominio x < 0 uma vez
conhecida suas expresses na faixa x > 0. A partir deste
ponto, o domi nio das fungZes potenciais ¢+ e ¢Y ficara
restrito, somente, ao subdominio (x > 0) - Sr, denotado por

S+ e ilustrado na figura 3.6.
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\corfe em x=0.

FIG. 3.6 - Subdominio 8' = (x > 0) - sr.

Uma vez determinada as solugoes de (3.10), no caso
¢+(x,y) e ¢y(x,y), obtém-se ¥ (circulagZio adimensional) via
(3.9), mas as quantidades de interesse, no caso as forgas
generalizadas, nio foram ainda avaliadas. No préximo item,

expressfes para as forgas generalizadas sXo construf das.
3.2.FORCAS GENERALIZADAS.

Supondo os potenciais ¢+(x,y) e ¢7(X'Y) e, portanto, y
via (3.9) conhecidos, expressSes para as forgas
generalizadas podem ser obtidas integrando o campo de
pPressio ao longo do contorno do fé1io. O campo de press3o
adimensional ¢é determinado a partir da equagio de

Bernoulli, dada por:
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=l 2
p(x,y) = 5 a.ax + O(a) (3.12)

onde ¢(x,y) &€ o potencial perturbado dado por (3.8).

A intaegragZo do campo de pressio ao longo do contorno
do fé1io foi realizada no anexo A. As expressSes para as
forgas generalizadas serXo apresentadas a saguir.

A resultante §, avaliada no anexo A, foi desmembrada
em duas componhentes, uma na diregiZo do eixo x, denotada por
B (arrasto), e outra na dire¢Zo do eixo y, denotada por t
(forga de sustenta¢cZo). O arrasto 3, de acordo com (A.5), &

dado por:
B=o01% (3.13)

como esperado de acordo com o paradoxo de D’Alembert.
A forga de sustentagZo Z, de acordo com (A.9), segue

abaixo.

t = p.Va.(c/2).y 7 = pour ? (3.14)

Y & a circulagZo adimensional do campo de velocidades,
definida no anexo A pela express¥o (A.68), positiva no
sentido horidrio e determinada por (3.9). "'é a circulagio
do campo de velocidades (' = - U.a.(c/2).y) no sentido

horario. Através da express¥o (3.14), oconstata-se que o
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resultado classico fornecido pelo teorema de
Kutta-Joukowsky permanece valido para o problema placa
plana com “"efeito solo” linear no Angulo de ataque.

O momento, de acordo com (A.20), pode ser expresso
por:

2
M=-pblalv Y B (3.15)
2 o
onde ¢(x,y) & o potencial perturbado dado por (3.8), e o

funcional Vo+(w) ¢ definido como:

i-a
v. ) = vim [Ty, = pix,-AT)1.ax (3.16)
a0 O

O potencial perturbado ¢ expresso em termos dos
potenciais ¢+ e ¢y' Conseqgqientemente, o valor Vo+(¢) pode
ser expresso em termos dos valores Vo+(¢+) e V°+(¢y). Como
¢y ¢ uma fungZo impar em relagZo a x, ¢ facil verificar que
o valor Vo+(¢y) é nulo. Entdo, o momento seria expresso,

somente, por:

+, .+
M= - %.p.uz.a.cz.vo (¢ ) [4 (3.17)
O coeficiente de massa adicional na dire¢iio do eixo y
c . +
e associado ao potencial ¢ , denotado por m&y, é expresso

de acordo com (A.22) e (3.16) por:
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m = 2.v0+(¢+) (3.18)

Comparando (3.18) com (3.17), verifica-se que o
momento esti intimamente relacionado com o coeficiente de
massa adicional myy. Na realidade, o momento atuante sobre
a placa plana com "efeito solo" &, simplesmente, o momento
de Munk, associado a falta de simetria do escoamento em
relagdo ao plano do fél1io na geometria nio deformada.

Através das expresses (3.14) e (3.17), constata-se
que as forgas generalizadas dependem, linearmente, dos
coeficientes To(¢+) e T°(¢Y) (a circulag@do adimensional ¢
depende destes coeficientes via (3.9)) e do valor V°+(¢+).
Se for possivel expressar os coeficientes To(¢+) e To(¢y)
em termos de valores estacionarios de um funcional bem
definido e mostrar que v°+(¢+) é valor estacionario de um
funcional bem definido, as forgas generalizadas podem ser

1%

determinadas de maneira direta através de um método
variacional, como o método de Ritz por exemplo.

Para que os coeficientes To(¢+) e T°(¢Y) possam ser
expressos em termos de funcionais bem definidos, sera util
trabalhar com a formulagio fraca do problema placa plana
com “"efeito solo”.

3 NZo hia a necessidade de determinar o campo de pressies

para, atravées da integragio deste, obter as forgas
generalizadas.
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3.3.FORMULACAO FRACA.

O objetivo deste 1item serd construir a formulag3o
+
fraca para os potenciais ¢ (x,y) e ¢r(x,y) a partir de suas

i +
respectivas formulagdes fortes no dominio S . A formulagZo

forte em S+, onde ¢ = {¢+ e ¢r}' sera expressa pelo
equacionamento:
Vﬂ¢(x,y) =0 em S (3.19- a)
3¢ -1 para ¢ = ¢+ .
3—(x,y) = emy = -\~ (3.19- b)
y O para ¢ = ¢
4
o¢ = e
5§(X’Y) =0 emy =0 (3.19- ¢)
|¥¢| » 0O para x » +w e y » ~® (3.19- d)
1 + m(n+1) +
! sin 8 - ETE'T°(¢ ).go(8) -?:ET;.Tn(¢ ).gn(8)
V¢.n| = i (3.19- e)
(a,8) 1 o e (n+1) o
ETZ'T°(¢?)'9°( ) -n§1 o .Tn(¢?).gn( )
x 2 i
¢(07,y) = * 3 para P = ¢y emy < =\ (3.19- f)
9, = _ 8 + o o
5§(°’y) = ax(o,y) emy < =\ (3.19- g)

A solugdo no setor circular Sr, expressa por (3.7), é&

valida para a fungZo potencial ¢+(x,y) que satisfaz a
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condigdo de contorno 6¢+/0y = -1 na superficie do félio
interna & Sr. JA a fung3o potencial ¢y(x,y) satisfaz a
condig3o a¢y/0y = 0 na superficie do fél1io interna A Sr.
Consegilentemente, a expressio para ¢y em ST € fornecida por
(3.7) menos o termo sin €, resultando em (3.19- e).

A seguir, seri construida a formulagio fraca para os
potenciais ¢+ e ¢7 na regiZo s a partir de (3.19). Antes
considere a fungdo y(x,y) com gradiente quadrado integravel

+ . y .
em S , ou seja, que satisfaga a desigualdade:

[f7w.99 as” < o (3.20)
o

A classe de fun¢Bes que satisfaz (3.20), forma um
espago linear denotado por W(S+), como jA& mencionado no
capi tulo 2.

Como os potenciais ¢+ e ¢y s3o solugBSes univocas de
(3.10) a nZo ser por um termo constante, eles sio solugB3es
uni vocas de (3.10) em Hz1(s+), espago funcional definido no
capi tulo 2 (no capitulo 2 o dominio considerado era a
regio S. Aqui o dominio em consideracZo ¢ a regi%Xo S+).
Desse modo, no decorrer deste trabalho ser3do consideradas
fungBes y e ¢ que pertengam a H;(s"').

Multiplicando-se (3.19- a) por uma fungio w(x,y)

+ +
cont{ nua que pertence a Hz‘(s ), 1integrando-se em S ,
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utilizando-se a identidade:

Voop = V.(V.p) - V9. %

e aplicando-se o teorema de Green, resulta que:

[98. )y as” = [[vp. 7y as’ (i)
ast st

Avaliando-se o integral de contorno em (i) ao longo de
+ +
38 (contorno de S ) com as condig¢BSes de contorno dadas por
+
(3.19), obtém-se, com ¢ = ¢ (x,y), a formulagZo fraca para

+ +
¢ em S , dada por:

1 + +
= ET;.TO(¢ )-TO(W) + VO (W) (3.21)

G(¢+:W)

Com ¢ = ¢y’ obtém-se a formulagio fraca para ¢y em S+:

E —1—.To(¢r).To(v) (3.22)

G(¢Y;W) S

O funcional G(¢;¥) que aparece em (3.21) e em (3.22),

é dado por:

L4 1]
G(g;y) = ij¢.vw dS+ + ¥ (2+;).Tn(¢).Tn(w) (3.23)
+ n=4 )

S

e o funcional V°+(w) J4 foi definido por (3.18).
Para duas fungZSes que diferem entre s8i por uma

constante, os funcionais V°+(w) e Tn(y) apresentam os
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mesmos valores. Entio, para qualquer alemento de H;(S+) os
funcionais V°+(w) e Tn(y) assumem um Unico valor e,
portanto, estio bem definidos em H;(S+).

0 funcional G(¢;y¥), definido por (3.23), também esta
bem definido em H;(S+). Este funcional ¢ bilinear e
simétrico como pode ser facilmente constatado a partir de
(3.23). G(y;y) > 0 para qualquer fungdo ¥ que pertenga a
H;(S+), exceto para a fungZo nula em H;(S+). Ent3o, com
argumentos restritos a Hzi(s+) o funcional G(¢;y) satisfaz
as propriedades de produto interno e induz a norma llwl!a =

[a(p;p) 172

. A partir da norma induzida Ilwlla, define-se a
métrica pa(¢;w) =t - wlla. Assim, o funcional G(¢;y)
possibilita construir uma estrutura sobre H;(S"') andloga a
estrutura sobre H;(S), obtida atrav?s do funcional B(¢;y)
no capitulo 2. Através da analogia entre a estrutura sobre
H21(8+) e a estrutura sobre H;(S) (capi tulo 2), conclui-se
que a estrutura gerada por G(¢;y) sobre H;(s+) possibilita
falar em ortogonalidade e, portanto, em projegSes. A
estrutura gerada por G(¢;y) serA util na discussio dos
resultados obtidos pela aproximagdo variacional das forgas
generalizadas.

O potencial ¢2" solugio de (3.22), deve ser,

basicamente, gradiente quadrado integravel em s+. NZo ha a

necessidade de que ¢Y satisfaca a equa¢2o de Laplace em s*,
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o que possibilita procurar ¢y em uma classe de fungdes mais
ampla. Conseglientemente, a fungio ¢y pode ser representada
como a soma de uma fung3o R_(x,y) impar, que possui
descontinuidade do tipo (3.11), mais uma fung3io @ (X,y)
impar em relagZo 4 x e continua ao longo do corte. A fungXo

R (x,y) serd escolhida de modo a satisfazer as restri¢gdaes:

i) descontinuidade do tipo (3.11), mas conti nua no

+
restante de S .

i1) R (0T,y) = -1/2 em -\ >y
R (0 ,y) =1/2 em -\ >y (3.24)
iii) impar em relagio ao eixo x.

+
iv) pertencer a H 1(S ).
A fungZo potencial ¢y(x’Y) serid representada por:

¢, = R (X,y) + @ (X,Y) (3.25)

A vantagem de tal representagdo é tornar o problema
com circulagao formalmente anilogo ao problema para o
potencial ¢+, e, portanto, utilizar a mesma estratégia de
solugZo em ambos os casos.

Com ¢Y representada por (3.25), a equagdo fraca (3.22)

pode ser reescrita como:
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a(¢ ;w) = - Ef—a.row').ro(w) + v ") (3.28)

com o funcional Vo_(w) definido por:

- - 1 -
VO (W) = - G(R ,W) - —2—.—a-.T0(R ).TO(W) (3.27)

0 funcional Vo_(w) esti bem definido em H21(8+), pois
fornece o mesmo valor para qualquer fungZo que represente
um mesmo elemento de H;TS+).

A fung2o ¢-(x,y) serA a solugio da equagio fraca
(3.26). Uma vez determinada a fung3o ¢-(x,y), (3.25)
fornece a fung3o ¢?(x,y) J& que R (x,y) & conhecida.

Os potenciais ¢+(x,y) e ¢—(x,y) sZo, portanto, solugBes

da formulag3io fraca:
+
“"Determinar os potenciais ¢ (x,y) € a H;(S+) tal que:
+ 1 * *
G(P75y) = = 3=.To(@7).To(y) + vV ~(¥) (3.28)
seja satisfeita para toda fungio y(x,y) € a H;TS+).”

Uma vez determinadas as solugles de (3.28), a
circulagZo adimensional seriA expressa em termos dos
potenciais ¢t(x,y) via (3.9). Substituindo-se (3.25) em
(3.9), a circulag3o adimensional seriA dada em termos dos

+
coeficientes To(¢~ ) por:
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+
e To(¢ ) (3.29)

To(¢-) + To(R—)

onde To(R ) & conhecido.

Uma vez determinados os potenciais ¢t(x,y), a
circulagZo adimensional & computada via (3.29) e as forgas
generalizadas s2o obtidas através das express@es (3.14) e
(3.17), atingindo o objetivo da anAlise hidrodinamica do
problema em guestio.

O objetivo deste trabalho ¢ determinar as forgas
generalizadas de maneira direta através de um método
variacional. 1Isso seri possivel se V°+(¢+) for valor
estacioniario de um funcional bem definido e se a circulag3o
adimensional for escrita em termos de valores estacionarios

de funcionais bem definidos.

+
3.4.EXPRESSOES PARA 0S8 COEFICIENTES To(¢~ ) EM TERMOS DE

VALORES DE FUNCIONAIS BEM DEFINIDOS.

Para que a circulagdo adimensional possa ser
determinada, de maneira direta, através de um método
variacional, ser4 necessiArio escrever os coeficientes
To(¢t) em termos de valores estacionirios de funcionais bem

definidos. O objetivo deste item & expressar os coficientes
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To(¢i) em termos de valores de funcionais bem definidos.
Posteriormente, serid constatado que estes valores s3o
valores estacioniArios de funcionais bem definidos.

Como se deseja expressar os coeficientes To(¢t) em
termos de valores de funcionais bem definidos, sera
necessiArio explicitar a dependéncia dos potenciais ¢+ e ¢_,
respectivamente, em relagio aos coeficientes To(¢+) e
To(¢-). Neste intuito, ser3o utilizadas fungBes auxiliares,
denotadas por q+(x,y) e q (x,y), pertencentes a H21(8+) e

que satisfacam a relagdo:
+
To(q™) = 1 (3.30)

O sobrescrito + (ou -) ¢ utilizado para indicar que
uma funcZo é par (ou impar).
O subespago funcional 1linear Hozi(s+), contido em

r&‘(s+), serid definido por:

rhé‘(s+) = {Toda fun¢Zo y € H:(s+), tal que To(y) = 0}

(3.81)

+
de maneira que qualquer fungZo ¥ (x,y) (par (+) ou {mpar
(-)) que pertenga a H;Ts+) possa ser escrita univocamente

na forma:

+ % +
Y (x,y) = yo (X,y) + To(y).q (X,y)
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+ 1, + 1, +
onde ywe (X,y) pertence a He2 (S ). Os elementos de H°z (s )
sXo indicados pelo sufixo e € possuem a seguinte extensdo
conti nua para a regifo Sr:

© rln
pe(x,y) = ¥ Tn(we).[—;—].gn(e) com (x,y) € Sr

n=4
(3.32)
+
Os potenciais ¢ (x,y) também podem ser expressos em

termos de elementos de He;ls+):
* + + *
¢ (X,y) = ¢go (X,y) + To(¢7).q (x,y) (3.33)

+ +
Substituindo-se ¥(x,y) por wye e o8 potenciais ¢~ por

(3.33) na equagXo fraca (3.28), resulta a expressdo:
. & t x _x r ¢t
G(ge ;we” ) + To(¢7).G(q ;pe ) = V° (ye™) (3.34)

* . + +
O potencial ¢e  , proje¢io de ¢ (x,y) em He;(s ), pode
ser desmembrado em duas componentes de acordo com a

expressio:
+ * + *
go  (X,Y) = ¢o,07(x,y) + To(¢™).pe,1” (X,Y) (3.35)

A partir de (3.35), a 1identidade (3.34) pode ser

reescrita como:
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+ + + + + + + + +
G(ge,0 ;pe ) + To(g ).[G(de,1 ;e ) - G(q ;e )] = Vo'(wo‘)
(3.38)

+
A identidade (3.38) seri viAlida se os potenciais ¢e,0

+
e pe,1” forem solugBSes da formulagZo fraca:

" . il fun X 1, .+
Determinar os potenciais ¢e,j , com j=0,1, € rhz (s )
tal que:

+ + + +
G(pe,j ;we ) = v&"(wo‘) (3.37)

t + ”
para qualquer ye (X,y) & Hc;(s ).

+
0 funcional Vi"(w) é definido por:

+ *
V1 (y) = - G(q ;%) (3.38)

O0s funcionais v°+(w) e V° (y) foram definidos,
respectivamente, pelas expressies (3.16) e (3.27).

No que segue, o indice "j" assumiria os valores 0 ou 1,
a nZo ser quando especificado de outra maneira.

0 equacionamento fraco (3.37) possui uma interpretago
fisica clara, ele resulta da condigZo das Lagrangianas para
os potenciais ¢’o,ji serem estacioniArias, como mostrado no

+

anexo B. A Lagrangiana para os potenciais ¢e,j & dada em

termos de (B.27) (veja anexo B) por:

+ + + + + -
2j (go,i ) = G(go,j ;de,yj ) - 2.vj (9e,i") (3.39)
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O termo excitante da Lagrangiana para o potencial
¢o,o+ & representado pelo funcional V°+(¢e,o+), que decorre
de um esforgo externo aplicado pelo félio sobre o fluido
(veja anexo B). No caso da Lagrangiana para os potenciais
¢u,1t e ¢9,0- o termo excitante, representado,
respectivamente, pelos funcionais Vit(w) e Vo-(w), decorre
de "“deslocamentos internos” impostos (em analogia com um
sistema mecinico discreto) representados, respectivamente,
pelas funcSes qi(x,y) e R-(x,y).

Com relag3io ao papel dos potenciais ¢w,1i, pode-se
dizer que eles decorrem da necessidade de se explicitar a
dependéncia dos potenciais ¢i(x,y) em relag3o aos
coeficientes To(¢i), ou seja, s3o “respostas” do sistema
hidrodinimico aos “deslocamentos 1internos” representados
pelas fungSes qi(x,y), utilizadas, justamente, para
explicitar a dependéncia de ¢t em relacZio aos coeficientes
To(¢t). Os potenciais ¢o,ot, por sua vez, sio a “resposta”
do sistema hidrodinimico & excitag3o representada pelos
funcionais Vot(w).

Definindo a fung¢3o pi(x,Y) como:
& t +
P (x,y) = q (X,y) + ¢e,17(X,Yy) (3.40)

+
a dependéncia dos potenciais ¢ (x,y) em relagio aos
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coeficientes pode ser expressa de maneira mais suscinta:

+ + + +
P (x,y) = pe,0 (X,y) + To(¢7).p (Xx,Y) (3.41)

As funcBes pi(x,y) serio Uteis para determinar as
expressfies para os coeficientes To(¢ﬁ) em termos de valores
de funcionais bem definidos. Antes que as expressdes para
os coeficientes To(¢i) sejam efetivamente .construidas,
algumas identidades Gteis ser3do elaboradas.

Comj= 1 em (3.37) e lembrando-se que V;t(w) é

definido por (3.38), pode-se afirmar que:

e M- N - * 1, _+
G(ge,4 + q ;") = O para V ye eaHez(S).

Recordando (3.40), a identidade acima pode ser

reescrita como:

+ i £ 1, +
G(p ;pe ) = O para V ye~ € a Hoz(S ) (3.42)

+
Como o potencial ¢e,1” pertence a +h21(8+), a
+
identidade (3.42) permanece vAlida se we~ for substituido
+

+ + + +
por ¢e,1”. Como conseqiiéncia, G(p ;p") = G(p ;q) +

+ +
G(p ;¢e,1” ) pode ser simplesmente reescrita como:

+ + + *
G(p~;p”) = G(p;q7) (3.43)
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+
Substituindo-se we~ por ¢e,1-j em (3.37), seguem duas

identidades:
* * * *
G(¢e,0 ;¢e,1" ) = Vo (¢e,4” ) quando j=o (3.44- a)
-]
i & * i
G(ge,i ;¢e,07 ) = V1 (¢e,0” ) quando j=t (3.44- b)

Da simetria do funcional G(¢;y), mais as identidades

(3.44- a e b) e a express3o (3.38), resulta a identidade:

* 5 o : * - 5 *
vo"(¢o,1') = G(ge,1 ;pe,07) = v, (¢o0,07) = - G(q ;¢e,07)

(3.45)
De posse das identidades (3.43) e (3.45), sera
+
construida a expressio para os coeficientes To(¢~ ) em
termos de funcionais bem definidos. Neste intuito, y sera
+
substituido por q na equag3o fraca (3.28), resultando em:

= R 1 +
G(¢™:;q7) = Vi (g7) - -TE.To(cb ) (1)

+
Substituindo-se ¢~ por sua expressio (3.41) no lado

1 esquerdo de (i), segue que:

s - * & X & ok 1 +
G(¢e,07;q ) + To(¢~).G(p ;q”) = Vo (q7) - 5——;.To(¢ )

(i)
Utilizando-se as identidades (3.43) e (3.45), (ii)

pode ser reescrita como:
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¥ gk 1 SN . - + +
[G(p ip) +5-:;].To(¢ )= i (q7) + WA (o,17)

(idi1)
+
Da definigZo da fungfo p (x,y) (expressio (3.40)), o
lado direito de (iii) poderi ser expresso de maneira mais
sucinta, resultando, finalmente, na expressio:
b 1 & ¥ *
G(p ;p ) + STs To(¢™ )= s (p7) (3.46)

+
(3.468) permite expressar ogs coeficientes To(¢~ ) em

+ + + +
fungio dos valores Vo'(p') e G(p ;p ) como:

oo NG
+ Vo (p7)
To(¢") = — 2 (3.47)
G(p ;p ) + 7 a

A partir das identidades (3.43) e (3.45), constata-se
ap W ar a3 Mo Gn
que os valores V0 (p™) e G(p™;p” ) podem ser expressos em

t t * * £ &
termos dos valores Vo (a7 ), G(ge,j ;90,47 ) @ G(q";q° ) como:

+ + + + + +
V,D(PT) = V. T(a) + Glge,07ige,1) (3.48- a)

+, ¢ + e,
G(p7;p") = G(q ;q7) ~- G(ge,1™ ;¢e,17) (3.48- b)

A partir de (3.48) e (3.47), constata-se que o0s

+ + +
coeficientes To(¢~ ) s3o fun¢BSes dos valores G(ge,j ;¢e,t ).
Conseqilentemente, para atingir o objetivo de escrever

+
To(¢™ ) em termos de valores estaciondrios de funcionais bem
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- + +
definidos, basta mostrar que os valores G(ge,| ;¢e,1" ) sZo
valores estacioniArios de um funcional bem definido. Se esse
objetivo for alcangado, a circulagio e, portanto, a forga
de sustentagio ser3o escritas em termos de valores
estacionarios de funcionais bem definidos e,
conseqtientemente, determinadas de maneira direta via um
método variacional.
+ +
Antes de mostrar que os valores G(ge,j ;¢e,1”) s3o
valores estacionArios de funcionais bem definidos, as

forgas generalizadas serio escritas em termos dos valores

+ +
G(de,j ;pe,i ).

3.5.EXPRESSOES PARA AS FORCAS GENERALIZADAS EM TERMOS DOS

+
VALORES Aij .

O objetivo deste item ¢ mostrar que as forgas
generalizadas podem ser expressas em termos dos valores

+ +
G(ge,j ;¢e,i" ), com j,iz0,4. NO que segue o8 indices j @
"i" assumirXo os valores 0 e 1, a niXo ser que especificado
de outra maneira. Por questio de conveniéncia, a notag3Zo

utilizada em PESCE (1988) & adotada:

* e % *
AijiT = G(ge,j ;Pe,i”) = vj (po,i”) (3.49)
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A seguir, sera constatada a dependéncia da forga de
+
sustentagZo em relagio aos valores Aij”. Neste intuito, os
+

coeficientes To(¢~ ) serfo expressos em termos dos valores
*
Aij~.

Através de (3.47) e (3.48), resulta a seguinte

+

expressio para os coeficientes To(¢~ ) em termos dos valores
i
A~

+ + +
1s vo (q”) + Ao
To(p™) = T (3.50)

el + A ] 1
. - + —
(g :;q7) 11 8

A circulagio adimensional ¥y pode ser expressa em
termos dos coeficientes To(¢i) através de (3.29). EntZo, a
circulag®o adimensional depende dos valores Aui
Conseqiientemente, a forga de sustentagio que depende
linearmente da circulag®o adimensional (veja (3.14)), pode
ser escrita em termos dos valores Aut.

A seguir, serid mostrado que o momento também depende
dos valores Aﬁt. Substituindo~-se a expressfo para o
potencial ¢+, dada por (3.41), em (3.17), resulta para o

momento a expressio:

A= - %.p.uz.cz.a.[Aoo+ + To(¢+).V°+(p+)] (1)

Utilizando-se (3.48- a) em (i), chega-se A seguinte

expressio para o momento:
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M= - -;—.p.Uz.cz.a.{Aoo+ + To(p").1v," (@) + Ao™])

(3.51)

Através de (3.51) e (3.50), constata-se que o momento
depende, basicamente, dos valores Aﬁ+. Como a forga de
sustentacio e o momento, ou seja, as forgas generalizadas
dependem dos valores Aui, alas podem ser obtidas de modo
direto, caso os valores Aﬁt sejam valores estacionirios de
um funcional bem definido. Este fato apresenta uma
conseqti¢ncia importante. N2o ha necessidade de se
determinar o campo de pressio e, posteriormente,
integri-lo, para obter as forgas generalizadas, o que

constitui uma vantagem em relagcZo aos métodos usuais.
A seguir, serid mostrado que os valores Aﬁt s3o

valores de um funcional bem definido.
+
3.6.FUNCIONAL FRij (¢;%).

+
Considere o funcional Fij” (¢e;ype) definido por:

i v 5 (ge).v. (ye)
Fij” (go;ye) = — (3.52- a)
G(ge ;pe)

onde os indices “i" e "j" assumem os valores 0 e 1. (o)
+
funcional Fij~ é a vers®o do funcional Fij, definido em

PESCE (1988), para o presente problema hidrodinamico. A
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+
expressio para o funcional Fij~ pode ser reescrita como:

Fii™ (go ive ) . G(dosye) = vf(cpa).vf(we) (3.52- b)

Substituindo-se o par (¢e;ywe) na expressio acima pelo
+ +
par (¢e,i ;¢e,j ) e lembrando-se (3.37), constata-se que O
: % & &
funcional Fij (¢e;ywe) assume os valores Yj(¢»,t ).

Recordando de (3.48), nota-se que:

+ + + +
Alj” = Rj (@e,i ;pe,i ) (3.53)

Para mostrar que os valores Aut sio valores
estacionarios de um funcional bem definido, basta mostrar
qQue © funcional Fui é estacioniArio no par de fungSes
(¢w,ti;¢m,jt), mas antes serid apresentada uma interpretagio
fi sica para os valores que o funcional Fut assume no par
de fungSes (¢e ,tt i Pe ,jt ).

No item B.2 do anexo B, o significado fisico dos
valores Aut foi discutido detalhadamente. Aqui serao
apresentadas as conclusdSes dessa discussXo. O valor Aoo+ é
o coeficiente de massa adicional na direg2o do eixo Yy,
associado ao potencial perturbado. O valor Aost = Ao” nada
mais € do que a componente do momento adimensional devido

. . + )
ao campo de press3o associado ao potencial ¢e,1 . O valor
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Aoo~ esta associado a uma parcela da energia cinética do
campo de velocidades circulatério e, finalmente, os valores
Aot” = Ao~ e Au” n¥o est¥o associados a nenhum aspecto
fi sijco do problema em questZo. Na verdade, estes valores

s3o conseqiiéncia da necessidade de se explicitar a

+ +
dependéncia de ¢~ em relagZo aos coeficientes To(¢ ).
3.7.ENFOQUE VARIACIONAL.

Finalmente, seriA constatado que os valores )\iji s2o
valores estacionarios do funcional ijt(qbo;wo). Como
conseqii¢ncia, seria possivel mostrar que os valores Ai.,it 830
computados com um erro de ordem 0(62), caso o8 potenciais
qbo,jt sejam determinados com um erro de ordem O0(S). Isto
implica que basta determinar uma aproximag3do grosseira para
os potenciais ¢o,jt para que os valores At,it sejam bem
aproximados.

O funcional F;ji assume valores estacionarios no par
de fungSes (¢o,1i;¢o.jt) pertencentes a Ho;(s") X
He;(si'), como demonstrado no anexo C. Esta demonstrag:ﬁo' é
anidloga A demonstracZo realizada em PESCE (1988) para o
funcional Fij (pagina 2.15). 0o fato de Ft,it ser

+ +
estacionArio no par (¢e,i ;¢e,j”) decorre da validade de

+ + + +
(3.37) em He;(S) ou, reciprocamente, SFLjT (ge,i ;e )



61
ser nulo implica na validade das equagBes fracas (3.37).
Uma aproximagZo para os valores Aut pode ser obtida,
diretamente, a partir da busca dos valores estacionirios do
funcional Fi.ji- num espago finito dimensional HeA(S+),
contido em Hg;13+). E fAcil constatar que o funcional Fui
& estacionirio no par (¢§,it;¢§,ft), pertencente a HeA(S+)
s H°A(S+)’ desde que sejam vAlidas as equag@es fracas:

1 +

+ At + At +
G(¢oﬁf;w2') ﬂf(wé‘) para V wé- € HoA(s+) < He2 (s )

(3.54- a)

+ A+ + At +
G(¢u,f}u¢') V{Tu@‘) para V wﬁ“ 3 HoA(s+) < Hozi(s+)

(3.54- b)

+

A demonstrag®o de Fij7, com argumentos restritos a

+ A,i A.i
H°A(S ), ser estaciondrio no par (¢e,i ;¢e,j ) & andloga a

+ + +
demonstrag®o de Fij~ ser estaciondrio no par (¢e,i ;¢e,j ),
apresentada no anexo C.
s At
A aproximagZo para os valores Aij- é denotada por Atij

e fornecida pela expressio:
+ AN SR VAN
AYiT = Fij(ge,i 90, ) (3.55)

+ +
As solugBes exatas ¢e,i” @ ¢e,j podem ser expressas,

+ +
respectivamente, em termos das aproximagSes ¢2,t‘ - ¢3,j‘
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na forma:

i + + A % +
Po,i~ = ge,i + Oe,i” e ¢e,iT = ¢a,i + O¢e,]
(3.56)

Definindo & como:

5 = max.{ llé(be,iillc, uéw,jiaa} (3.67)

constata-se que & fornece a estimativa do erro das
3 i Ay & 1, _+
aproximagdes ¢e,i” © ¢e,j na norma de H°z (s ).
+
Subtraindo-se (3.54- a) e (3.54- b) de (3.37) com we
At o .

= pe (indice "i" no 1lugar do indice ] quando

necessario), a identidade abaixo pode ser obtida.

+ At + +
G(Spe,iT;w8T) = G(Spe,i;¥8T) = 0 p/V ¥ e He (8™)

(3.58)

Como o espa;o HoA(S+) ¢ um subespago de Ho;(s+), ele
“herda"” a estrutura de He;(s"-). Ent%o, (3.58) implica que
+ +
as fungBes S¢e,i” © &e,j- 830 ortogonais ao espago de
+
aproximagdes HeA(S ). Da ortogonalidade destas fungZes em
+ + AV,
relagao a HoA(S ), pode-se afirmar que lge,j - ¢e,) Ha e
+ +
lge,i” - ¢2,£'lla s3o a menor “distancia” de elementos de

+ . * & ;
HeA(S ), respectivamente, a ¢e,j e ¢e,i , OU seja, O par
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+ +
de fungSes (¢2,j";¢3,t’) é a pro:jeqﬁozt do par
+ + + + :
(¢o,i ;¢pe,i” ) em HoA(S ) SRS HeA(S ). A identidade (3.58)
+ +
sera util para mostrar qQue A‘u‘j" aproxima Aij- com erro de
2 & o B E 4
ordem O(é6°) se o par (¢e,j :¢e,i” ) aproximar o) par
+ +
(¢o,i ;¢e,i”) com um erro de ordem O(é). Substituindo-se

(3.56) em (3.48), resulta que:

ps o & i A vk oo
Aij" = G(@e,ji~ + S¢e,j i@e,i” + Ope,i” )
= a(gd, 508 .,1%) + a6ge,itidn %) + algd .60 +

+ +
+  G(S¢e,j ;6¢e,i7)
Lembrando de (3.58) e (3.55), pode-se escrever que:

+ At + t
A" = AUjT + G(S¢ge,j ;6¢e,i ) (3.59)

Utilizando-se a desigualdade de Schwartz para o mbdulo

+ +
do valor G(&¢e,i :O¢e,i ):

2

-z AT + g
IALJ - Aij | < lé¢e,j lla.lléepe,; lla <48 (3.60)

z . +
2 0 fato de Fij~ , com argumentos restritos a HoA(S b

ser estacionario, implica em deterpinar a fungc3io
pertencente a H"A(S ) mais préxima de ¢e,j” sob o ponto de

vista da métrica gerada pela norma ll.l!a. Isto nada mais ¢

+
do que determinar a projecZo de pe,j” em H°A(S+)' Entio, as
+
equagSes fracas (3.41), que implicam em Fij~ ser

estacionirio, podem ser vistas como operadores de projegXo.
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De acordo com (3.60), se os valores Aut forem
aproximados por (3.55), um erro de ordem 0(&) na
aproximagio dos potenciais ¢m,ti e ¢»,ji implica em um erro
de ordem 0(62) na aproximagao dos Aut. Em outras palavras,
uma aproximagio grosseira para os potenciais (erro em torno
de 10% por exemplo) leva a uma boa aproximagdo para os
valores Aui (erro em torno de 1% por exemplo), se estes
forem computados via (3.55). Isto resulta num procedimento
mais econbmico do ponto de vista numérico.

Outros aspectos importantes devem eser observados. Em
primeiro lugar, os potenciais ¢>e,ji nXo necessitam ser
computados, basta determinar uma boa aproximagio para 4»,ft
para que os coeficientes Aui sejam obtidos e as forgas
generalizadas avaliadas.

Em segundo 1lugar, os valores Aui podem ser
satisfatdria e diretamente aproximados a partir da busca
dos valores estacionarios do funcional Fut, em um espago
de dimensio finita cuja base € uma combinagado linear de
fungBes admissi veis (fungBes que pertencem a H921(8+)). A
busca dos valores estacionarios do funcional th em um
espagco de dimensXo finita nada mais € do que a aplicagio do
método variacional de Ritz a busca dos valores

o+
estacioniarios do funciocnal Fij .
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+
3.8.METODO VARIACIONAL DE RITZ APLICADO AO FUNCIONAL Fij~.

O funcional F'th possui valores estacionirios que
serio determinados de maneira direta, aplicando-se o m&todo
variacional de Ritz. O método consiste, basicamente, em
procurar os valores esticionirios de um funcional, no caso
o funcional Fi.jt, em um espago finito dimensional contido
em H021(3+), chamado de espago de aproximagSes e denotado,
neste caso, por HoA(s+).

Como o espago de aproximag®es ¢ finito dimensional,
sua base seri representada por um conjunto finito de
fungBes {xe,nt € Ho;(s+)}. Qualquer fung3o we restrita a
HoA(s+) pode ser representada como combinag3o linear das
fungSes {;};a,ni € Hoz1(s+)}, portanto, as aproximagBes para

+ +
¢e,j , denotadas por ¢2,j", podem ser escritas como:

| | SR
¢o,i” = F bn,j".xe,n (x,y) (3.61)
n=4

+
Como as aproximagBes ¢3,j’ s3o representadas como
+
combinagZo 1inear do conjunto de fungSes {xe,n” €

1, + R . e
H.»2 (8 )}, o valor Fij (¢e,i " ;¢e,i” ) sers representado por:

* * s & 5 *
Fij~ = Fij (bt,i;...;bN,T;b1,7;...3bN,7) (3.62)
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. . *
A busca dos valores estacionarios de Fij] resume-se em

resolver o seguinte sistema linear de equagBes:

+
gﬂj—"i = o com h=1,---,N e k=t!j (3-63 -a)

dbn , k™

que pode ser representado na forma matricial por:

+ + +
[Gm™ ].{bn,k"} = {Vkm'} com k=i,j (3.63 -b)
onde:
* * %
Gnm~ = G(ye,n ;xe,m )
v 53 v & t
S Y (xeo,m™)
+
Os valores Aff‘ serio fornecidos de maneira direta
por:
AL 2.3 *
Arvj- = {bn,i"} '{Vf‘ } (3.64)

Uma vez obtidas as aproximagSes Afft, as aproximagdes
das forgas generalizadas sZo determinadas substituindo-se
Aut por Afft em (3.50) e (3.51), e o problema de interag3o
hidrodinAmica estid resolvido.

Uma vez formulado o método numérico sob enfoque
variacional para estimar as forgcas generalizadas atuantes
em uma placa plana com “"efeito solo"”, resta aplici-lo
efetivamente. Para isso, necessita-se definir as fungles

- + +
auxiliares R (x,y) @ q (x,y) e as fungBes testes ye,n , Qque
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serZo utilizadas para formar a base do espago de
aproximagio. Inicialmente, serdo definidas as - fungBes
auxiliares e, posteriormente, as fungSes-teste XO,nt serio
discutidas e definidas. Na seqléncia, os funcionais
envolvendo as funcBSes teste e fungBes auxiliares, serao
calculados; os valores estacionarios do funcional Fut, com
argumento restritos a HsA(S+), serio determinados e,
finalmente, as aproximag@es das forgas generalizadas serao

computadas.
— +
3.9.DEFINICAO DAS FUNCOES AUXILIARES R (x,y) E q (x,¥).

As fungBes auxiliares devem satisfazer requisitos
especi ficos e, uma vez escolhidas, permanecerZzo fixas,
contrario ao que ocorre com as fungcBes-teste, que podem ser
mudadas conforme proporcionem uma melhor ou pior
aproximagao para os potenciais ¢o,fﬂ

Com relagio ao trabalho numérico, as fungBes
auxiliares devem satisfazer, se possivel, o maior nimero de
condi¢Bes de contorno do problema em questio, de maneira a
simplificar o cAlculo dos valores dos funcionais com essas
fungBes como argumento.

Um aspecto interessante a ser avaliado ¢ a forma que o

funcional G(¢;y), definido por (3.23), assume, quando um de
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seus argumentos satisfaz (3.10- a, ¢ e d). A expressXo para
2 - - + Y +

G(x ;¥ ), onde y satisfaz (3.10- a, ce d) e ¥ ¢é uma

funcZo continua (¥ & uma fungcZo continua ou possui uma

descontinuidade do tipo (3.11)), foi avaliada no anexo D e

¢ dada por (D.4). A expressio (D.4) sera util para avaliar

* £ 2t

S 8 .
os valores G(q ;¥ ) e G(yn ;¥

ol +
A seguir, serio definidas as fungBes R (x,y) e q (x,y).
3.9.1.FUNCAO AUXILIAR R (X,Yy).

Como mencionado anteriormente, o principal papel da
fungZo R (x,y) & modelar a descontinuidade do potencial
¢y(x,y). Ent2o, a fung3do R (x,y) possui uma descontinuidade
do tipo (3.11), satisfaz as condi¢Ses especificadas em
(3.24) e ¢ continua no restante do dominio s*. No intuito
de facilitar o trabalho numérico, a fung3o R (x,y) devera
satisfazer, ainda, a condi¢io de contorno na parede sélida,
dada por (3.10- c).

Uma fung3o R (x,y) que satisfaga todas as condigSes

mencionadas acima, pode ser dada por:

L A fungio w+ é continua e w— é uma fungZo continua ou
possui, no mdximo, uma descontinuidade do tipo (3.11).

+
&h A fungZo yn~ é utilizadas na construg2o de fungSes
testes e satisfaz (3.10- a, c e d).
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I - %.g(x) em Sp (02yZ-\ e 0=<x=1)
R (x,y) = 5 i SRRy
2 em (SU 8r) - Sp

A fungZo (3.65) esta definida, somente, na faixa x >
0. A extensio da fungZo R (x,y), para o restante do domi nio
fluido (faixa x ¢ 0), ¢ realizada de modo que esta seja
impar em relagio ao eixo x. Como a fungdo R (x,y) &
conti nua na faixa x > 0, a fungZo g(x) deve ser conti nua no
intervalo [0,1] e assumir valor unitario em x = 1 (R (X,Y)
conti nua na linha x = 1, 0 >y > -A).

Uma candidata adequada a ser a fumZo g(x) é a fungdo
xn, que satisfaz os requisitos impostos a fungZo g(x). A
fungao R (x,y) ¢ definida em termos de x" como:

n

em Sp (0=ZyZ-A e 0<x=1)

R (X,y) = (3.66)

+
em (S UST)-Sp

ol = X

onde "n" & um expoente arbitriario. Quando a fungZo ~-x/2 for
utilizada como funcZo teste, a poténcia "n” nio deve
assumir valor unitirio para evitar combinagBes lineares. A
poténcia “n" seri escolhida de maneira a otimizar as
aproximacBes variacionais para as forgas generalizadas. No
capf tulo 4, serd mostrada a influéncia da poténcia "n”.

Os valores dos funcionais envolvendo a fungZo R (X,Y),

foram avalizdos no anexo E.
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+
3.9.2.FUNCOES AUXILIARES q (X,Y).

A fungio auxiliar q+(x,y) (ou g (x,y)) deve ser uma
fungZo par (ou impar) em relag3o ao eixo X e pertencer a
+h21(8+). como a fungZo q+(x,y) (ou q (x,y)) ¢ utilizada
para explicitar a dependéncia de ¢+(x,y) (ou ¢-(x,Y)) em
relagio ao coeficiente To(¢+) (ou To(¢ )), esta deve
satisfazer, obrigatoriamente, a condigZo (3.30).

Outro aspecto importante, ja mencionado, estid 1ligado
ao trabalho numérico a ser realizado na avaliagdo dos
funcionais onde a fung3o qi(x,y) participa do argumento.
Neste intuito, a fungdo qi(x,y) deve satisfazer (3.10- a,cC
e d) e ser o mais simples possivel. Um par de dipolos em
escoamento sem fronteiras com singularidades 1localizadas
nos bordos do félio (emy = -\ e X = *1) mais a respectiva
imagem em relagZo ao eixo x forma uma funcZo adequada para
representar a fungio qt(x,y). Esta fungio satisfaz (3.10-

a, c e d) e ¢ representada por:

y + X

1+

+
g (x,y) =

wiw

A f 222

(x=1)2+ (ya)2 )i+ (y)®

i y - A - y = X }
(x=1)%+ (y-\)2  (x+1)%+ (y2)?

(3.67)
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1/2 t
onde o termo 3.(m.a) /8 aparece de modo que To(q ) = 1,
ou seja, de modo que (3.30) seja satisfeita. O valor dos

+
funcionais envolvendo q (x,y), foram avaliados no anexo E.

3.10.FUNCOES TESTES xe,nt(X,y) PERTENCENTES A Ho;(si').

Aqui ¢ discutido qual o papel das fungSes-teste 2p,ni,
quais os requisitos que devem satisfazer e como podem ser
construidas a partir de fungSes pares ou {mpares que
pertencem a H21(8+).

Em qualquer método variacional, a convergéncia da
aproximagdo variacional para a solugio depende de uma
escolha adequada das fungBes-teste (fungcdes que formam a
base do espago de aproximagfes). Entio, para o problema em
questio, as fungBes-teste devem pertencer a.rb21(8+). devem
satisfazer, em geral, algumas condig@es de contorno, devem
ser linearmente independente, devem ser pares (+) ou
impares (~) (os potenciais ¢edt a serem aproximados 830
fungBes pares ou impares) e, © mais importante, devem
conter um mi nimo de informagBes sobre o cariter das fungBes
a serem modeladas (potenciais ¢n,jt). Outro aspecto
importante a ser real¢gado, é o trabalho numérico associado
as fungBes-teste escolhidas. Para evitar complicagBes

numéricas, utilizam-se fungBes o mais simples possivel e
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que satisfagam o maior nimero de condigSes de contorno.

-+
como as fungBes-teste xen  devem satisfazer a
s & * 1, .+
restrigZo To(xe,n” ) = 0 (as fungBes xe,n € sz (s)),
3t

- & +
qualquer fungZio contlinua xm (x,y) pertencente a HZI(S )
pode ser utilizada na construgZo de fungBes-teste, desde

que se faga uso das expressdes:

t+

+ + +
an (x,y) = To(xn™).q (x,Yy) (3.68)

XN

ou

X »n (xn - R) = To(xn - R ).q (x,y) (3.69)

caso xn- possua descontinuidade do tipo (3.11).

Como as fungBes-teste XG,nt devem satisfazer ao maior
ninero de condi¢Bes de contorno do problema para reduzir o
trabalho numérico e devem conter informagSes sobre o
carater das fungBes a serem modeladas, as fungBes xni(x,y)
podem ser, cbviamente, construidas a partir da fungao de
Green do problema (pélo) e singularidades superiores a ela
relacionada (dipolo, linhas de vértice, pdlos de ordem
superior, etc.). Tais fungBes 86 nZo satisfazem & condig3o
de contorno no corpo, sXo especificas para cada problema e,
em geral, sio dificeis de serem avaliadas. Ao invés de usar
estas furgBes, ¢ interessante utilizar fungBes mais
o Os potenciais ¢»,jz s3o JfungBes conti nuas.

Conseqlientemente, as fyncSes Xo s utilizadas para
aproximar as fungBes ¢e,j , devem ser continuas.
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simples, mas que tragam informagSes sobre o carater das
fungBes a serem modeladas.

Os potenciais ¢o,o: modelam fendmenos fisicos do
problema em questio. ¢a,o+ ¢ o potencial de velocidades
associado a perturbagdo da corrente de intensidade
unitiria, devido & presenga do félio. ¢0,0- representa o
potencial de velocidades com circulagzo nao nula,
superposto ao potencial ¢o.o+ de modo a satisfazer a
condig¢io de Kutta. JA os potenciais ¢m,1z nZo representam
aspectos fisicos. Eles foram gerados em decorréncia da
necessidade de se explicitar a dependéncia dos potenciais
¢i em relagZo aos coeficientes To(¢t). Como os potenciais
¢n,1t necessitam ser aproximados, as fun¢les xnt devem ser
escolhidas, também, de modo a representar o comportamento
destes potenciais.

Levando-se em conta o cariter dos potenciais ¢o,o:,

4t

uma boa escolha para as fungles xnt seria as solugBes para
o problema placa plana com “efeito” solo no limite A » O,
quando o félio, praticamente, funde—-se A parede sblida, e
no limite A + ®, quando o “efeito solo" ¢ desprezivel. Além

de conterem informagSes sobre aspectos fisicos do problema

modelado, as solugBes nesses dois limites s3io dadas por

+
d FungSes pertencentes a H;TS ), que s3io utilizadas na

o+
construg@o das fungSes-teste ye,n .
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fungBes relativamente simples, o que as tornam sérias
candidatas como fun¢Bes testes.

Com relagido aos potenciais ¢u,1i, uma fung3o teste
adequada para modeld-los tem seu cariter revelado através
do equacionamento fraco para estes potenciais. Aplicando-se
o lema fundamental do cdlculo variacional (veja ELSGOLTZ
(1969) pagina 302) & equagXo fraca para ¢m,1t, conclui-se
que estes potenciais devem satisfazer o problema de

contorno:

V#¢u,1i =0 em S (i)

+ +
Vge,a-.0 = - Vg .h  em 3B (i1)

+
e ,1°, i '
W—(X'O) =0 (iii)

"
Q
+
—~
o
@
~

0,15 (a,0) (iv)

+
As condigBes (ii) e (iv) implicam que em CTr ¢e,1~ o

-1/2

o(a -3/2

+
-8in @) ou Yge,1” . O(a " .sin 8). Ent¥o, uma fungZo

+
adequada para aproximar os potenciais ¢e,t” deve ser de

o(a™*"®.sen 9) em Cr e satisfazer (i) e (iii).
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3.10.1. SOLUCAO ASSINTOTICA NO LIMITE A » O.

O objetivo deste item sera construir a solugdo
assintotica no limite A » 0, que corresponde ao primeiro
termo da solu;20 em série assintdtica obtida em WIDNALL;
BARROWS (1870). A partir da soluio assintdtica nesse
limite, ser&o obtidas expressses para as forgas
generalizadas no limite A\ » 0. Estés expressdes serZo UGteis
para avaliar a qualidade das assintotas das aproximagSes
variacionais das forgas generalizadas no limite A =+ 0,
primeiro passo na avaliagdo da qualidade das aproximagSes
variacionais. Porém, a principal motivagio deste item ¢
determinar fungBes que possam ser utilizadas como
fungSes-teste.

O potencial perturbado para o problema placa plana em

(1] > (1} . 0 5
efeito solo"” deve satisfazer ao equacionamento *:

o No equacionamento (3.70) o potencial perturbado ¢(x,y)
nZo ¢ linear no Angulo de ataque, o que pode ser constatado
pela condi¢Zo de contorno no corpo, expressa por (3.70- c).
A linearizag¢do se processa posteriormente, quando se assume
a hipbtese de que cEanguio de ataque ¢ pequeno e, portanto,
termos de ordem O(a” ) sZo despreziveis.



Vz¢(x,y) =0 em s” (3.70 -a)
-g% =0 emy = 0 (3.70 -b)
9¢.h = - n, em 38 (3.70 -¢)
condigio de Kutta (3.70 -d)
V¢ » 0 para X » ¥ o (3.70 -e)

O dominio fluido S seri separado em dois subdominios:
a regifo do canal, denotada por Sp, e o restante do dominio

fluido, denotado por §, como ilustrado pela figura 3.7.

Fig. 3.7 - Subdom{ nios Sp e S.

O vetor normal ao félio sem expessura seri expresso em
termos do 4ngulo de ataque, ou seja, 'r’\ = F (sin a 1 + cos a

3 ) (+ refere-se A face do félio e - ao dorso do f&lio).
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Quando a assume peguenos valores, cos a é de 0(1) e sin a &

de ordem O(a). Consegiientemente, nx é& de O0{(c¢) e ny é de
> < 2

0(1) (n = nx 1+ ny J ). Desprezando-se termos de ordem

O(az), resulta que a condigZo de contorno no félio seri,

simplesmente, dada por:

+
éﬁ = ~N A O(a)sf emy = -\~ (3.71)
3% X
No 1limite A » 0, & correto afirmar que a . O(\),

portanto, o equacionamento (3.70) neste limite, restrito ao

domi nio §, pode ser reescrito como:

VF¢(x,y) =0 em S (3.72 -a)
o¢ _ - i

Jy - 0 emy =0 (3.72 -b)
g% 5> 0 emy = 0 quando A 2 0+ (3.72 -c)
V¢ > 0 para x » * ® (3.72 —-d)

O problema de contorno (3.72) ¢ homogéneo e possui,

o A condi¢Zo de contorno no corpo (3.70- c) pode ser
expressa como:
99 i d

. + - . = -
ax nx dy ny e

Como (8¢/dx).n & de o) e (8¢/3y).n & de o(a)

(potencial ¢(x,y) ~ (o)), a condigZo de contorno (3.70- ¢)
reduz-se a (3.71), desde que termos de ordem O(a ) sejam
desprezados face a termos de ordem O(a).
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portanto, uma fungiZo constante como solwgdo.

¢(x,y) = CTE em S no limite A » 0 (3.73)

O potencial perturbado na regiio do canal (subdomi nio

Sp) satisfaz ao equacionamento:

VF¢(x,y) =0 em Sp (3.74 -a)
¥ _ < o
3 - 0 emy =0 (3.74 ~-b)
; ® . - PR Vg >
( Ay = a emy = =\ (3.74 -c)
condigZo de Kutta no bordo de fuga (3.74 -d)

¢(-1,y) = cte (fungZo potencial deve ser continua no
bordo de ataque) (3.74- o)

Como decorréncia da linearizag3io no 4ngulo de ataque,
a condigZo de contorno em 9B ¢ 1imposta na geometria n23o
deformada, como mostra (3.74 -c). Expandindo-se a fung3o

potencial em série de Taylor em torno de y = 0:

2 2
P(x,y) = ¢(x,0) + gz(x.O).y + M(x,O).Z + ... (3.758)
y ay> 2

Utilizando-se (3.74- b) e a equagio de Laplace, (3.75)

pode ser escrita como:
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62¢ % [
#(x,y) = $(x,0) - —z—(x,o>.§ + oY) (3.76)
ax

Substituindo-se (3.76) em (3.74- ¢) e desprezando-se

termos de ordem 0(k3) em diante:

2
[ -y .g—g(x,o) ] |
ax y==A

-

A expresszo acima leva a seguinte equagdo de campo na
varidvel x (a variagZo do campo de velocidades em y ¢ de

O(KS) e foi desprezada):

2

u(x) = - a2 (3.77 -a)
2 A

ax

restrita as condigZes:
a9 - -
32(1) = 0 (3.77 -b)
¢(-1) = 0 (3.77- ¢)

(3.77 -b) & a condigZo de Kutta no bordo de fuga, e
(3.77 -c) decorre da continuidade da fung3o potencial na
regiZo do bordo de ataque. A solugZo do equacionamento

(3.77) ¢ a fungZo:

P(x) = = .[g-x-g]+cte (3.78)

>R

A express3o (3.78) é a solug3o para o potencial
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perturbado na regiio do "canal” (subdominio Sp) no limite A
9 0. Neste 1limite, o potencial perturbado no dominio fluido

S & dado por:

2

.[5 - X - 2) + cte para (x,y) € Sp("canal”)

{ cte para (x,y) € S
¢p(x,y) =
o 2 2

=
A
(3.79)

No Timite A » 0, onde a .~ O(N), constata-se que o
potencial perturbado de ordem O(a/A), expresso por (3.79),
nZo desaparece na regiiio do canal (subdominio Sp), pois
torna-se de ordem O(1). Quando a placa plana aproxima-se
bastante da parede s&lida, um observador distante percebe

i de O(a/A\) concentrado no bordo de ataque,

um sorvedouro
efeito do potencial perturbado de O(a/A) em Sp. A presenca
deste sorvedouro decorre da necessidade de satisfazer o
desbalanceamento de massa, consegiéncia da distribui¢Zo de
fontes de O(a) ao longo da face do félio (condi¢Zo de
contorno (3.74) emy = -\ ). No limite A + 0, a intensidade
da distribuigdo de fontes tende a zero, conduzindo a (3.72-
c). Em Sp, ¢(x,y) € de O(1) quando X » 0. Isto implica que
o sorvedouro no bordo de ataque permanece com intensidade

finita nesse limite. As raz@es que levam a este resultado

serdo expostas a seguir. O volume de massa que escoa entre

L Caso o &ngulo de ataque fosse negativo, existiria uma
fonte no bordo de ataque.



81

fé1io e parede no bordo de ataque e a distancia entre o
bordo de ataque e a parede tendem ambos 1inearmente a zero,
quando A » 0. Conseqlentemente, o quociente entre ambos
(volume de massa que escoa entre bordo de ataque e parede e
a distancia entre f&élio e parede) tende a um valor finito
no limite A + 0. Este quociente nada mais ¢ do que a vaz3o
no bordo de ataque, ou seja, a intensidade do sorvedouro no
bordo de ataque.

Uma vez obtida a solugdo do problema placa plana com
"efeito solo” no limite A » 0, as expressdes para as forgas
decorrentes da agao do fluido sobre o félio sZo obtidas. A
forga de sustentagdo T no limite A » 0 pode ser obtida em

termos do potencial perturbado, dado por (3.79), através da

expressio:
. on 2 ¢
[ p.U.(c/2).f %"y doB )
aB
Como 4B é o contorno nio deformado (y = -\ e -1 < x <

1), esta expressio pode ser reescrita como:

i1i-a
T =-p.0%cr2).2.1im (x - 1) dx 3
x
a0 =41+a

Avaliando~-se o integral acima, temos:

t= p,UF.c.% = p.U.T (3.805
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onde a circulag3o I’ é dada por (U.c.a)/A .
O momento linear em relagao ao angulo de étaque,
avaliado em relagio ao ponto médio do félio, & dado pela

expressio:

EResly (0 2 [ 2
M= p.Uz.(c/Z).Ix.ax.nydoa % + o)
aB
onde ¢(x,y) é o potencial perturbado (3.79) e 4B ¢ o
contorno do félio na geometria nao deformada. Esta

expressio pode ser reescrita como:

W= - p.Uz.(c/2)2.11'm{ f ¢(x -d ) - ¢(x,—d )] dx ¥ }
a0 -1+a
Substituindo-se (3.79) nesta express2o, conclui-se que

o momento sera dado por:

1-a

> 2 2N E e SR | a

M =-p.U.(c/2) Y Tim fx.(x—1) dx k = 6.p.u o 3y ﬁ
a0 -t1+a

(3.81)
O brago do momento normalizado pela corda, em relagio
ao ponto médio do félio, é dado pela razio entre o momento

e a forga de sustentagao:
b/c 3 —— = - = (3.82)

De acordo com (3.82), conclui~-se que a linha de agao
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da forga de sustentag3o passa 1/6 da corda a frente do
ponto médio do f&1io no limite A + O.

Os valores aqui obtidos para as forgas generalizadas
serdo usados como referéncia para os valores assintdticos
das aproximagSes variacionais das forgas generalizadas no
limite A > 0.

A parte par n3o constante de (3.79) pode ser usada
para construir uma fungdo-teste para aproximar os
potenciais ¢b,j+, e a parte impar de (3.79) pode ser usada
para construir uma fungao-teste para aproximar os

potenciais ¢m,j_.

3.10.2.SOLUCAO ASSINTOTICA NO LIMITE A > o.

No limite A -» (o, o problema definido pelo
equacionamento (3.10) & equivalente ao problema placa plana
sob ac3o de uma corrente unitiria nha direg3o do eixo y e
dominio fluido sem fronteiras, como ilustrado pela figura
3.8. A solug3o deste problema ¢ bastante conhecida e,
facilmente, encontrada na literatura.

O objetivo deste item ¢ mostrar a solugZo do problema
(3.10) no limite A\ » ®w e avaliar as forgas generalizadas
neste limite. A solugZo no limite A\ » ® seraA utilizada na

construgao de fungBes-teste, pois ¢ dada por expressies
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analiticas simples.

corrente
[ e
unitdria

Fig. 3.8 - Placa plana sob ac30 de uma corrente unitiria na

direcio do eixo y em dominio fluido infinito.

A fungZo potencial que satisfaz ao equacionamento
(3.10) no limite X\ » m, & expressa em termos das fungBes

+
w(z):

¢(x,y) = Rea]{w+(z)} - I'.Real{w (2)} (3.83)

onde I' € a circulag3io do campo de velocidades resultante.

+
As fungBSes w (z) s3io dadas por:

wi(z) = -i v/ 22- 1 -2z ] (3.84 -a)

i 2
“sgeIn{-i(z+ Y 2"- 1)) (3.84 -b)

w (2)

onde z = x + i.y. A origem do sistema de coordenadas (x,y)
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estid localizada no ponto médio do félio.

A fungio Real {w+(z)} nada mais € do que o potencial
de perturbagdo da corrente de intensidade unitAria na
direg¢3io do eixo y, devido a presenga de um circulo com raio
unitiario, mapeado conformalmente na geometria da placa
p]anaeT. A fung3io w (2) y por sua vez, nada mais ¢ do que
um vértice de circulagZo wunitiria, com singularidade na
origem, mapeado conformalmente na geometria da placa placa.

Uma vez determinada a solug¢io para o problema placa
plana com “"efeito solo” no 1limite A + o, as forgas
generalizadas podem ser avaliadas, utilizando-se as
expressdSes (A.4 -b) e (A.10). Substituindo-se (3.83) em
(A.4 -b) e em (A.10) ou consultando-se a literatura (ver
THWAITES (1960), pag. 116 ou MILNE-THOMSON (1966)),
chega-se as seguintes expressSes para a  forga de

sustentagdo e momento. Para a forga de sustentag3io a

expressio & a seguinte:

-’

[ p.Uz.c.n.a 1 = p.u.l ?

(3.85)

com[ = c.n.U.a. Para o momento M a expressio ¢ a seguinte:

M= - % p.Uz.n.cz.a [4 (3.86)

st A transformada conforme de Joukowsky mapeia o dominio
exterior ao circulo unitaArio, centrado na origem, no
domi nio exterior 4 placa plana.
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A partir de (3.85) e (3.86), avalia-se o brago do
momento normalizado pela corda em relagZo ao ponto médio do

félio:

ol

LN
t.c

No limite A -+ ®, a 1linha de &agXxo da forga de
sustentagio estid a 25% da corda a frente do félio, como
constatado.

As expressles para as forgas generalizadas, no limite
A + o, serdo usadas como referéncia para as assintotas das
aproximages variacionais das forgas generalizadas.

Como as fungdSes Rea]{wi(z)} representam a solugio no
limite A » ®, estas serdo wutilizadas na construgio de
fungBes-teste. A fungHo Rea]{w+(z)} serd utilizada na
construgdo de fungBes-teste para aproximar os potenciais
¢b,j+, e a fungdo Rea]{w-(z)} fara parte de fungBes-teste

utilizadas para aproximar os potenciais impares ¢h,j-.
3.10.3.APRESENTACAO DAS FUNCOES TESTES A SEREM UTILIZADAS.
A seguir, serao definidas trés fungcBes-teste para

5 a8 +
aproximar os potenciais pares ¢e,j e trés fungBes-teste

para aproximar os potenciais impares ¢»,j- (no total serio
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definidas seis fungBSes-teste). A primeira fungio-teste para
representar os potenciais pares (impares) seri construfda
com a parte par (parte impar) da solugio no limite A » 0,
obtida no item 3.10.1. A segunda funcZo-teste gera
construi da com a parte par (parte impar) da solugZo no
limite A + o, 1lustrada no item 3.10.2. A terceira
fungdo-teste par (impar) seri construida a partir de uma
fungao de H;KS+) que seja de O(ddjz.sin €) ao 1longo de

+ - s
Cr, de modo que o potencial ¢ge,t (potencial ¢e,1 ) seja

adequadamente aproximado.
3.10.3.1.FUNCGES TESTES PARA O PROBLEMA PAR.

Neste item, serdoc apresentadas trés fungBes-teste que
podem ser utilizadas para construir aproximagSes para os
: + i
potenciais ¢e,j (problema par). Inicialmente, serio
+ 1, +
contrui das as fung®es xn pertencentes a HZ(S ) e,
] W
posteriormente, constrof-se ye,n via (3.68).
+
A primeira fungZo-teste par, denotada por Ye,1 , sera
+
construi da a partir da fungZio xt , que é a parte par de
+ 2 = +
(3.79). Ent30, y1+ em Sp seréa a fungZo X, e em S 1
assumirad um valor constante. Na borda entre Sp e S (em x =

o . :
1), a fungZo y1 assume valor unitario (para x = 1 segue

+ +
que X = 1). Como yt deve ser continua em S , esta tera
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- +
valor unitirio em S. A fungZo y1t seri expressa por:

2
o X em Sp
xt (x,y) ={ (3.88)

+
1 em (S UST)-Sp

+ +
Como ye,t pertence a Ho;(s ), esta serd construida a

partir de xt+, utilizando-se a expressio (3.68):
+ +
19,1+(x,y) = xt (X,y) - To(zn+).q (x,y) (3.89)

Uma vez definida a fungXo teste xo,1+, funcionais onde
esta funcdo faz parte do argumento serfo avaliadas no anexo
F.

A seguir, serd construida a segunda funcZo teste xo,z+
que utiliza a fung3o x2+ pertencente a H;(S*'). A fung3o
xz+, por sua vez, serd construida utilizando-se a fung3o
Real {w+(z)}, que ¢ a parte par da soluwXo para o potencial
perturbado no limite A + . Deseja-se, para facilitar o
trabalho numérico, que xz+(x,y), além de satisfazer (3.10-
a e d), satisfaga (3.10- c). Ent¥o, a fungio xz+(x,y) é

definida como:

x2+(x,y) = Real { w+(zi) + w+(zz) } (3.90)

onde w+(zj) é dada por (3.84- b). Esta funcXo satisfaz

(3.10- a, c e d). O plano complexo z‘ (z1 =x+ i.(y - A))
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possui origem no ponto médio do f&1io e o plano complexo z,
(z2 = x + i.(-y + X)) possui origem no ponto médio da
imagem do félio em relagXo ao eixo x. Para maiores detalhes
consulte o anexo F. A fungXo ze,i+ sera construida a partir

de xz+ de acordo com a express3o (3.68):
+ +. +
xe.2' (x,y) = x2 (X,y) - To(xz ).q (x,y) (3.91)

No anexo F, serZo avaliados os valores dos funcionais
onde a fung3o xe,z+ faz parte do argumento.

A terceira fungcXo teste par, denotada por xb,a+, sera
construf da a partir da fung3o xs+ de acordo com a expressXo
(3.68). Como observado no final do item 3.10, o potencial
¢e,1’ deve ser de o(a*Z.sin ©) ao longo de Cr. A funcZo
x3+ é construida no intuito de aproximar de maneira
adequada o potencial ¢o,1+. Conseqgiientemente, a fungZo xs+

/z.sin @) ao longo de Cr. A derivada em

deve ser de O(a .
relagdo a x da fungio Real{w-(zt)} (z1 =X+ i.(y - X)) &
uma boa candidata, pois, além de ser par em relagZo a
varidvel x, ela ¢ de 0(a%.sin 8) ao longo de Cr e
satisfaz (3.10- a e d). Porém, essa funcio nTo satisfaz

(3.10- ¢).

A fungio definida como:
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w (zi) aw (zz)

xs+(x,y) = Real { 7 + 33 } (3.92)
1 2 '

onde w-(z) é dada por (3.84- b), satisfaz (3.10- a, c e d)
e, o mais importante, ¢ de O(a *"*’.sin 8) ao longo de Cr.
Para maiores detalhes sobre (3.92), consulte o anexo F. De

acordo com (3.86), a fung3o xa,a+, em termos de x3+, é dada

por:

xe,9+(x.y) = xa+(x.y) = T0(x9+)-q+(><.y) (3.93)

No anexo F, ser3ao avaliados os valores dos funcionais

onde a fungdo xe,a+ aparece no argumento.
3.10.3.2.FUNCOES TESTES PARA O PROBLEMA IMPAR.

O objetivo deste item ¢é construir as trés
fungSes-teste que podem ser utilizadas na aproximagao
variacional dos potenciais ¢»,j-. As fungBes-teste XO,n—
serdo construidas a partir de fungSes Xn- pertencentes a
+31(8+) de acordo com a expressio (3.68) ou (3.69), caso
xn— possua uma descontinuidade do tipo (3.11).

A primeira fungZo-teste {mpar xo,t- sera construida
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s = 1, +.9¢
utilizando-se a fung3io i pertencente a Hz sy A
fungZo y1 & definida como a parte impar de (3.79) na

regido do “canal” (Sp), ou seja, y1 = -x/2 em Sp. A fungZo
xf atinge valor -1/2 em x = 1 e 1/2 em x = -1, deve ser
impar em relag3o A varidvel x e pode possuir, no maximo,
uma descontinuidade do tipo (3.11) ou ser continua. Como a
fungo xi— deve ser continua na fronteira entre Sp e S, xt-
sera definida como -1/2 na faixa x > 0 e 1/2 na faixa x <

0. Desse modo, a fungc3o xf possui uma descontinuidade do

tipo (3.11) e seri expressa por:

i -x/2 em Sp
x (x,y) = (3.94)

-1/2 em (S+Us'r)-3p

Como a fung3o xt- possui descontinuidade do tipo
(3.11), a fungZo xo,i- serd construida a partir da

expressao (3.69).

x4 (X,¥) = 20 (X,y) = R (x,y) - To(a~ - R ).q (X,y)
(3.95)

No anexo F, serio avaliados os valores dos funcionais

% A fungo xa— estid definida em S e é uma fungdo impar em
relacdo ao eixo x. Conseglientemente, se 1 for quadrado
integrivel na faixa x > 0, esta seri quadrado integrivel em
8. Ent%o, ao invés de dizermos que Y1 pertence H "(S), basta

dizer que pertence a H (s )
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onde a fungZo xe,x— aparece no argumento.

A segunda fungZo teste xe,z- seriA construida a partir
da fungXo xz- pertencente a H21(8+). A fungZo xz- deve
satisfazer a condigio de contorno em y = 0 (axz—/ay =0 em
y = 0). Portanto, seri construida como a soma da fung3o
impar Real {w—(zi)} (z1 = X + i.(y - X)) mais a sua imagem
em relagXo ao eixo x, denotada por Rea]{w-(zz)} (z2 = X +
i.(-=y + X)). Para maiores detalhes sobre os planos
complexos z1 e zz, consulte o anexo F. A fung3do xz— é

expressa por:

xz_(x,y) = Real { w-(zi) + w—(zz) } (3.96)

onde w (z) & dada por (3.84- b).
A fungZo xa,z_ é construida a partir da fung3o xz— de
acordo com (3.69), pois xz- possui uma descontinuidade do

tipo (3.11). A express3io resultante para xu,z- é dada por:

x0,2 (X,y) = 32 (X,¥) = R (x,y) - To(xz2 - R ).q (X,y)
(3.97)

Uma vez definida a fungl3o xe,z-, valores dos
funcionais onde esta fungio faz parte do argumento serio
avaliados no anexo F.

A terceira funcZo teste i{mpar, denotada por zp,s-,
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serid construida a partir da fungZo xs- de acordo com a
expressio (3.68) (como serid constatado, a fung3o xa— é
continua ao 1longo do corte). Essa fungZo teste seri
construi da no intuito de fornecer uma aproximagZo adegquada
para o potencial ¢w,1~. Conseqiientemente, como observado no
final do item 3.10, a fung3o xa- deve ser de ordem

o( a—x/z

.8in 8) ao longo de Cr. Além deste comportamento ao
jongo de Cr, seri interessante que xa- satisfaga (3.10- a,
¢ e d). Uma boa candidata ¢ a derivada da fungdo xz+ em
relagZo a varidvel x. Como x2+ é uma fungZo par em relagao
a variidvel x, sua derivada em relagio a x resulta numa
fungZo impar em relag2o a esta varidvel, além de satisfazer

(3.10- a, c e d) e ser de O(dd/z.sin &) ao longo de Cr.

A fung3o xa- é expressa por:

(3.98)

. 0w+(z ) 0w+(z )
- 1 2
x3 (x,y) = Real { = * 33 }
1 2
Para maiores detalhes sobre a fungzo zp-(x,y),
consulte o anexo F. A fun¢Zo xp,s-, como jA mencionado, &

construida a partir da fun¢io xs~ de acordo com (3.68). A

expressio para Xb,S- é dada por:

x0,8 (X,¥) = x38 (X,y) = To(x8 ).q (X,Yy) (3.99)

Funcionais com a fun¢Zo xu,d-(x.y) no argumento serzo
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avaliados no anexo F.

3.11.APROXIMACOES VARIACIONAIS PARA AS FORCAS GENERALIZADAS.

Uma vez definidas as fungJes-teste, as aproximagSes
variacionais para as forgas generalizadas serio
construi das.

Inicialmente, serd construida uma primeira aproximagXZo
variacional utilizando-se apenas duas fun¢Ses~teste para
representar os potenciais ¢m,j+ e apenas duas fungBes para
representar os potenciais ¢b,j- (quatro fungBes ao todo). O
nimero inicial de fungBes-teste ficari restrito a duas
fungBes no intuito de mostrar a forga do método e de obter
expressdes simples para as forgas generalizadas.

Caso a primeira aproximagZo variacional nX¥o fornega
uma aproximagio adequada para as forgas generalizadas, uma
segunda aproximagao variacional sera construf da
utilizando-se uma terceira fungZo-teste na representagcZo
dos potenciais ¢edi.

A seguir, serd descrito como as duas aproximagSes
variacionais sio construi das, ou seja, quais fungBes-teste
serao utilizadas na primeira e na segunda aproximagZo.
Posteriormenté, serad indicado como essas aproximagSes sIo

+
obtidas através da condigZo do funcional L com
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argumentos restritos a HoA(S+) X HaA(S+), ser estacionario.

A primeira aproximagio variacional, como mostrado no
anexo G, utiliza, somente, duas fungBes-teste no problema
par e duas fungSes—-teste no problema impar. As
fungcBes-teste utilizadas nesta primeira aproximagio
variacional do problema par (impar) sio as fungBes xo,1+ e
xe,z+ (zp,i_ e xo,z-). Estas fungBes devem fornecer uma
aproximagZo adequada para os potenciais ¢o,ot, pois modelam

aspectos fisicos do problema em questio. JA os potenciais

+
¢e,i° nzAo devem ser adequadamente aproximados pela
d . th .5
combinagao linear das fungBes (e,1 e xe,2 , mas,
provavelmente, esta aproximagao deve fornecer uma

aproximagao variacional adequada das forgas generalizadas.
Como ja mencionado, caso a primeira aproximagio nXo
fornega resultados adequados, uma segunda aproximagZo sera
construida. Nesta aproximagio ser3o usadas as trés
fungBSes-teste xa,1+, xo,2+ e xo,a+ para compor o problema
par (potenciais ¢»,j+). Para o problema impar, serao
utilizadas as fungSes xe,z- e xe,s—. A fun¢3o gg- sera a
fung3do R (x,y) na segunda aproximagiao. Como conseqiéncia, a
fungZo xo,1- ndo sera wutilizada como fungZo-teste na
segunda aproximagao variacional do problema impar para
evitar combinagZo linear com a fung%o R (X,y). O conjunto

de fungBes-teste utilizado na segunda aproximacZo devera
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aproximar de maneira adequada tanto os potenciais ¢o,oi
como os potenciais ¢o,1i, de modo a obter uma boa
aproximagio variacional das forgas generalizadas.

Como as fungBes que formam a base do espago H°A(S+) na
primeira e segunda aproxima¢Bes jA foram definidas, sera
possivel determinar as projecBes dos potenciais qba,ji em
H°A(S+) através da condigio do funcional Fi.j:(¢:*#), com
argumentos restritos a H°A(S+) X H°A(S+)’ ser estacionario.
De posse das projecdes ¢3,jt serA possivel obter as
aproximagSes Aejt, que s3o os valores estacionArios do
funcional ijt(mw), quando seu argumento estiA restrito a
H°A(S+) X HoA(S+). As aproxima¢Bes A@jt possibilitam obter
aproximages para as forgas generalizadas via (3.14),
(3.29), (3.50) e (3.51).

A avaliagZo das fungles ¢2,ji, que tornam o funcional
Fi.jt(¢;w) estaciondrio em HoA(s+) X HoA(S+), resume-se em
resolver o sistema (3.67) restrito a duas fungBes testes,
no caso da primeira aproximagZo variacional (fungBes xo,si
) ;g;a,ai j& definidas). No caso da segunda aproximagcXo
variacional, (3.67) implica em resolver um sistema sxs para
O problema par e um sistema 2x2 para o problema impar. Uma

+
vez determinadas as aproximagSes ¢2,r, no caso os
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+ +
L bn,j-, o8 valores Aff' serdo obtidos de

coeficientes
maneira direta de acordo com (3.68). Os valores Aff: para
ambas as aproximagSes foram determinados no anexo G. Neste
anexo, as duas aproximagSes para as forgas generalizadas
foram construidas. No item G.1, temos a primeira

aproximagZo das forgas generalizadas e, no item G.2, temos

a segunda aproximagio variacional das forgas generalizadas.

3.12.ASSINTOTAS DA PRIMEIRA APROXIMACAO VARIACIONAL NOS

LIMITES A » 0 E A » o.

O comportamento assintdtico da primeira aproximagXo
variacional das forgas generalizadas nos limites A + 0 e A
+ ® foi avaliado no anexo H. O comportamento assintético da
segunda aproximagZo variacional nos limites A\ + 0 e A +» ®
nZo foi avaliado, pois a segunda aproximagZo variacional
foi elaborada, somente, para melhorar os resultados
numéricos fornecidos pela primeira aproximagXo variacional.
O objetivo deste item é mostrar que o comportamento

assintético da primeira aproximacio das forgas

e Qualquer elemento de HoA(S+) ¢ dado com combinag3o

+
linear das fun¢Bes que formam a base de H.A(s+). Como ¢o¢f‘
+
pertence a HoA(s+), o8 bn,j 830 o8 coeficientes que

mqlgjplicam as fungBSes testes de modo a formar as proje¢Ses

po,i .
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generalizadas nos limites A » 0 e A + ® coincide com os
valores fornecidos pela literatura ou obtidos noé itens
3.10.1 e 3.10.2.

As assi ntotas da primeira aproximagio variacional das
forgas generalizadas no limite A\ » o, avaliadas no anexo H,
sdo comparadas com os rasultados fornecidos pela literatura

ou obtidos na item 3.10.2, como ilustra a tabela 1.

TABELA 1 - Assintotas para t. ﬁ e b/c versus Referéncias no

limite A + ® (Literatura ou item 3.10.2).

ASSINTOTAS REFERENCIAS
no limite A » ® Literatura ou item 3.10.2
L p.uz.n.c.a 3 p.uz.n.c.a 3
[ s Al p.utz.a.n.c2 ﬁ -0 p.Uz.a.n.c? ﬁ
4 4
b/c 0.25 0.25

O parametro b/c representa o brago do momento em
relagdo ao ponto médio do fé6lio normalizado pela corda.

A seguir, ser; apresentada a tabela 2, onde as
assi ntotas da primeira aproximagfo variacional das forcas
generalizadas no limite A » 0, avaliadas no anexo H, s3o
comparadas com os resultados fornecidos pela literatura ou

obtidos no item 3.10.1.
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TABELA 2 - Assintotas para t, ﬁ e b/c versus Referéncias no

limite A » O (Literatura ou item 3.10.1).

ASSI NTOTAS REFERENCIA
no limite A » 0 Literatura e item 3.10.1
R p.Uz.a.c/X 3 p.Uz.a.c/k 3
> 2 28T IRy 2 21 »
M p.u.a.c.m- k poU-daCc'E-_i
b/c 1/6 1/6

Para maiores detalhes com relagZo ao comportamento
assintdético da primeira aproximagao variacional das forgas
generalizadas, consulte o anexo H.

De acordo com as tabelas 1 e 2, constata-se que as
assi ntotas da aproximagao variacional das forgas
generalizadas recuperam os valores fornecidos pela
literatura. Estes bons resultados encorajam a continuidade
deste trabalho cujo préximo passo sera avaliar,
numericamente, as aproximagdes variacionais.

Consultando-se o anexo G, constata-se que as
aproximagSes variacionais das forgas generalizadas dependem
de fungBes do parametro A, expressas por integrais na
variavel x com A como parametro (veja sumario de
funcionais, item F.3 do anexo F, onde s3o apresentadas as

expressCes das fungSes E1(A), E2(MN), E3(N), E4(N), I1(\)
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,I2(A), I3(\), I4(A) e I5(MN)). Estas fungBes podem ser
avaliadas numericamente ou aproximadas por polindmios no
parimetro A. Aproximag@es polinomiais para essas fungles
permitem obter expressies polinomiais para as aproximag@es
variacionais das forgas generalizadas, que s3io um dos
objetivos deste trabalho. O procedimento para a construg3o
das aproxima¢cBes polinomiais das fungBSes do parametro A

sera apresentado no anexo I.
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4 RESULTADOS NUMERICOS.

Neste capitulo os valores da primeira e da segunda
aproximagdo variacional das forgas generalizadas,
calculados numericamente, sio apresentados e comparados com
os valores fornecidos pelas referéncias (TOMOTIKA; IMAI
(1937) e WIDNALL; BARROWS (1970)). Ambas aproximagdes
variacionais das forgas generalizadas foram avaliadas
numericamente em fun¢io de valores do parimetro A
utilizados em WIDNALL; BARROWS (1970) e em TOMOTIKA; IMAI
(1937). Para que isso fosse possivel, os integrais
presentes nas fungBes E1(\), E2(N), E3(A), E4(R), I1(N),
I2(\), I3(N), I4()\) e IS(N\) foram determinados
numericamente, utilizando-se uma vers3io adequada das
férmulas de quadratura de Gauss (veja ABRAMOWITZ; STEGUM,
pagina 887). As férmulas de quadratura de Gauss permitem
avaliar numericamente integrais sem utilizar os extremos do
intervalo de integragXo. Esta caracteristica possibilita
integrar uma classe mais ampla de fungBes do que os
algoritmos baseados nas regras de Newton-Cotes.

Através das express@es (3.14) e (3.17), constata-se
que os Unicos parimetros fungBes de A s3o, respectivamente,

a circulag3i3o adimensional e o valor Aoo+. A densidade do
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fluido p, a velocidade da corrente U, a corda "“c" e o
angulo de ataque a sZo conhecidos a priori e nIo dependem
de A. Portanto, uma maneira mais adequada de representar a

variag2o das forgas generalizadas em fungZo do parimetro A

serd utilizar os coeficientes CL/a e Cum/a, definidos por:

CL/a = ———lil——— (4.1- a)

1 2
E-p-u-alc

_’
Cu/a = |;‘| - (4.1- b)
p.V.a.c

N -

No 1limite A -+ 0, a assintota para a forga de
sustentagZo ¢ dada por (3.80), e a assintota para o momento
¢ dada por (3.81). Substituindo-se estas assintotas nas

expressties (4.1):

CL/a ~ 2/ no limite A » 0 (4.2~ a)

CM/& A no limite A » 0 (4.2~ b)

ot
3.\

De acordo com as expressfies (4.2), constata-se que a
aproximag2o variacional de CL/a e de Cm/a assume valores
muito grandes para pequenos valores de A. Isto ocasiona uma
representagdo inadequada da variag3o das forgas
generalizadas em termos do parimetro \. Para remediar esta

situagio, adotou-se o coeficiente A.CL/a (utilizado em
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WIDNALL; BARROWS (1970)) para representar a variagio da
forga de sustentag3o em termos de A. Para o momento
adota-se o coeficiente A.Cu/a. As express@es para os
coeficientes A.CL/a e A.Cu/a, respectivamente, em termos da

forga de sustentagio e do momento s3o:

__ﬁ;lil__ (4.3- a)

A.CL/a = T uza '
2.p. L0,
. >
A.CuM/a = k"MI (4.3- b)
1 2 2
-é.p.u.a.c

No limite A » 0, os coeficientes A.CL/ax e A.CM/ct
assumem valores constantes, como pode ser constatado via
(4.3- ae b) e (4.2- a e b). No 1limite A\ »+ ®w, a assintota
da forga de sustentagcZo é dada por (3.85), e a assintota do

momento ¢ dada por (3.86). Substituindo-se estas assintotas

em (4.3):
A.CL/& o 21N no 1limite A » ® (4.4- a)
e
A.Cu/a %.K no limite A +» ® (4.4- b)
Em fungio do comportamento assintético dos

coeficientes A.CL/a e A\.CM/aa nos 1imites A + 0 e AN +» o,
constata-se que estes coeficientes sZo adequados para

representar a variacdo das aproximagBes das forgas
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generalizadas, em fungio do parimetro X\.

O comportamento assintético de b/c nos limites A » ® e
A » 0 foi apresentado, respectivamente, nas tabelas 1 e 2.
De acordo com esse comportamento assintdtico, constatou-se
que b/c ¢ um parimetro adequado para representar a varia¢3o
do brago do momento em termos do pariametro \.

As aproxim;Ses variacionais dos parimetros A.CL/a e
A.CM/a s3o expressas, respectivamente, em termos da
circulagdo adimensional e da aproximag3o variacional do
valor Aoo+, como pode ser constatado através do anexo G. As
expressSes para a aproximagio variacional de A.CL/a e

X.Cm/a0 s3o0 dadas por:

A

A.oL/a = ALy (4.5- a)

A.ou/e® = A.AB07 (4.5- b)

Os resultados numéricos ser3io apresentados por
graficos e tabelas dos parimetros A.CL/a, A\.CM/&x @ b/c em
fungZo do parimetro A. Nas tabelas e griaficos, além dos
valores da primeira e da segunda aproximagXZo variacional de
A.CL/a, N.Cu/a ® b/c, serZo apresentados os valores destes
pariémetros fornecidos pela 1literatura disponivel, no
intuito de avaliar a qualidade das aproximagBes

variacionais.
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As principais referéncias s3io WIDNALL; BARROWS (1970)
e TOMOTIKA; IMAI (1937). No apé&ndice A, serid discutido como
as referéncias para os parimetros A.CL/a, X.CM/a e b/c
foram obtidas a partir dos dados fornecidos por WIDNALL;
BARROWS (1970) e TOMOTIKA; IMAI (1937).

Como jA mencionado, a primeira e a segunda aproximagio
variacional do parimetro A.CL/a serao avaliadas
numericamente para valores de A presentes na literatura. A
tabela 3 apresenta a avaliagido numérica da primeira
aproximag3o variacional do pariametro A.CL/aa com n = 3/2 e n
= 3 (valores adotados para a poténcia "n" que aparece em
I3(A)), a avaliagio numérica da segunda aproximag3o
variacional para A.CL/a e os valores de A.CL/a fornecidos
pela literatura. A tabela 3 seriA descrita a seguir: Na
primeira coluna, da esquerda para a direita, sZo
apresentados os valores do parimetro A wutilizados nas
referéncias. A segunda e a terceira colunas apresentam os
valores da primeira aproximagao variacional para A.CL/a,
respectivamente, para n = 3/2 e n = 3 em fungio dos valores
do parametro A mostrados na primeira coluna. A quarta
coluna apresenta os valores de A.CL/a fornecidos pela
segunda aproximagio variacional. JA a quinta e sexta
colunas apresentam os valores A.CL/a fornecidos,

respectivamente, por WIDNALL; BARROWS (1970) e TOMOTIKA;
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IMAI (1937). Os espagos em branco na quinta e sexta colunas
aparecem porque a referéncia (WIDNALL; BARROWS (1970) ou
TOMOTIKA; IMAI (1937)) n3o proporcionou o valor de A\.CL/a
para o correspondente valor do parimetro A. As trés ultimas
colunas ilustram o erro das aproximagZBes variacionais de

A.CL/a face aos resultados apresentados pela literatura.



INTEGRAGAO NUMERICA
VALOR PRIMEIRA SEGUNDA |WIDNALL | TOMOTIKA

DE APROX. VAR. APROX. & &

A N = 3/2 N =3 VAR. BARROWS IMAI
12,492 78,5524 |78,5524 |78,6151 78,6151
4,975 31,4170 {31,4170 |31,5700 31,5714
2,4509 | 15,7166 |15,7166 |16,0039 16,0046
1,59477|10,4936 (10,4936 10,8867 10,8848
1,1569 {7,8938 7,8936 8,35390 8,3610
1,0 6,9850 6,9848 71,4747 7,45
0,8 5,8547 5,8544 6,3660 6,34
0,7035 [5,3238 5,3232 5,8367 5,8592
0,6 4,7684 4,7672 5,2717 5,32
0,4654 [4,0716 4,0686 4,5342 4,5957
0,4 3,7456 3,741 4,1716 4,25
0,3164 [3,3426 3,3334 3,7006 3,8143
0,2 2,809 2,7792 3,0268 3,17
0,1 2,3726 2,2704 2,4521 2,64
0,09 2,3294 2,2122 2,3984 2,58
0,056 2,1586 1,9486 2,2041 2,35
0,01 1,9996 1,6386 2,0739 2,09

VALOR ERRO NA APROX. VAR. (%)

DE PRIMEIRA SEGUNDA
A N=3/2 N =3

12,492 0,08 0,08 0,00
4,975 0,489 0,491 0,00
2,4509 1,8 1,832 0,00
1,59477] 3,62 3,62 0,02
1,15669 5,58 5,59 0,02
1,0 5,24 6,24 0,33
0,8 7,65 7,65 0,40
0,7035 9,138 9,148 0,39
0,6 10,37 10,39 0,9

0,4654 11,4 11,46 1,32
0,4 11,86 11,97 1,84
0,3164 12,37 12,61 2,98
0,2 11,39 12,32 4,5

0,1 10,13 14,00 7,11
0,09 9,71 14,26 7,04
0,056 8,14 17,08 6,2

0,01 4,33 21,59 0,77

107



108
O erro da aproximag3Zo variacional de A.CL/a, dado em
porcentagem na tabela 3, foi calculado de acordo com a
expressio:
*x
l?\.CL/aA - A.CL/a ]

Erro(\) = .100 (%) (4.6)
A

onde A = mix. {)\.CL/aA 3 A.CL/a*}. )\.CL/aA e K.CL/a* sio,
respectivamente, a aproximagZo variacional de A.CL/a
avaliada numericamente e o valor de A.CL/a fornecido pelas
referéncias.

Além da tabela 3, serd apresentado um grifico para
ilustrar as aproximag®es variacionais de A.CL/a face aos
valores apresentados pela literatura em fungZo de A. Neste
grafico, ilustrado pela figura 4.1, o parametro A ficara
restrito 4 faixa 0 < X\ < 1,5. No griafico em quest3o, serio
apresentadas a curva para A.CL/a fornecida pelas
referéncias, uma curva relativa a segunda aproximagio
variacional de A.CL/a e duas curvas representando a
primeira aproximagZo variacional de A.CL/a. Para a primeira
aproximagZo variacional, a figura 4.1 apresenta uma curva

onde n = 3/2 e outra onde n = 3.
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A.CL/a
«1\
9,0 ™ /// /'
/ .
/_, ./
7 /
./ °
8,0 / i
%
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0,0 ] I ] L | 1 I s | ! ] ] | >
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

----- primeira aproximagdo variacional com n = 3/2;

————— primeira aproximagao variacional com n

-+-+- segunda aproximagao variacional;
referéncia.

"
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De acordo com a tabela 3 e a figura 4.1, constata-se
que a primeira aproximagio variacional apresenta um erro
considerivel face aos resultados fornecidos pela literatura
para pequenos valores de A, nio recupera o comportamento
assintético no 1imite A + 0 e demonstra uma dependéncia
considerivel da poténcia "n”

A aparente discrepincia entre os resultados numéricos
e o comportamento assintético no limite A + 0 ocorre porque
as assintotas das fung®es E1(N) e I2(\A), utilizadas na
primeira aproximagZo variacional de A.CL/a (veja anexo @G),
nesse limite sXo de ordem O(A.1n A). Termos de ordem O(A.1In
A\) predominam sobre termos de ordem O(\) somente para
valores de A < 10 (com A = 10 constata-se que A.In A
0(10—4)). Conseqlientemente, os valores da primeira
aproximag3io variacional obtidos numericamente devem
convergir, de maneira geral, para o comportamento
assintético no limite A » 0, somente para valores de X (
ﬂfs, o que explica a aparente niZo convergéncia da
avaliagfo numérica da primeira aproximag3ao variacional de
A.CL/a para a sua assintota no limite A » O,

A poténcia "n" influencia consideraveimente a primeira
aproximag3ao variacional do parimetro A.CL/a para pequenos

valores de A (A < 0,5), como ilustrado pela figura 4.1. Com

a variag®o da poténcia “n”, observa-se uma melhor ou pior
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convergéncia da primeira aproximagXo variacional de A.CL/a

para os valores apresentados pela literatura, como mostra a

figura 4.2.

— — — primeira aproximag3ao variacional com diferentes

valores de "n”;
referéncia.

Fig. 4.2 - Estudo do comportamento da aproximacdo
variacional de A.CL/a em funcio da

pot&€ncia n com 0 < A < 0,4.
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Através da figura 4.2, constata-se que valores da
poténcia "n" préximos de um levam a uma melhor aproximagZo
variacional de A.CL/a. Este fato motivou fixar em um o
valor da poténcia "n" na segunda aproximagZo variacional,
de modo que, na segunda aproximagdo varicional, R (x,y) =
xx-(x,y).

Os resultados apresentados pela segunda aproximagio
variacional do parimetro A.CL/aa foram superiores aos
resultados apresentados pela primeira aproximagio
variacional de A.CL/a. O erro da segunda aproximag3o
variacional de A.CL/a, face aos resultados fornecidos pela
literatura, foi inferior a 7,0 %, como mostra a tabela 3 e
a figura 4.1,

A referéncia para o parametro A.CM/a¢ (momento) &
TOMOTIKA; IMAI (1937). WIDNALL; BARROWS (1970) nZo fornece
referéncias para o momento. Para verificar como as
referéncias do parimetro A.Cum/a foram obtidos a partir dos
resultados fornecidos por TOMOTIKA; IMAI (1937), consulte o
apé&ndice A.

A tabela 4 apresenta os valores da avaliagio numérica
da primeira e da segunda aproximagfo variacional de A.Cu/a
e os valores de A.Cu/a fornecido pela referéncia. Como a

primeira e a segunda aproximagZo variacional de A.Cum/a

(momento) s3o idénticas (veja o anexo G), a aproximag3o
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variacional de A.CM/a seri representada por uma Unica
coluna na tabela 4.

A seguir, seri descrita a tabela 4. A primeira coluna
da tabela 4, da esquerda para a direita, apresenta os
valores do parimetro A em fun¢io dos quais a aproximagio
variacional de A.Cu/o0 foi obtida. Os valores de A,
mostrados na tabela 4, s3o, basicamente, os mesmo
utilizados na tabela 3. A segunda coluna mostra os valores
da aproximag3o variacional de A.Cu/a avaliada numericamente
em fungZo dos valores do parimetro A mostrados na primeira
coluna. A terceira coluna traz os valores de A.Cu/a
fornecidos pela referéncia. Os espagos em branco na
terceira coluna ocorrem porque a referéncia nio fornece os
valores de A.CM/a para esses correspondentes valores de A\.
Finalmente, a quarta coluna fornece o erro em porcentagem
da aproximac3o variacional de A.Cu/a face aos resultados
fornecidos pela referéncia. A aproximag2o variacional de
A.Cu/a foi avaliada numericamente para pequenos valores de
A no intuito de mostrar a convergéncia da aproximag3o
variacional de \.CM/a para o comportamento assintdtico no

Timite A » 0 (veja 4.2- b).
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tabela 4 - Comportamento da aproximac3o variacional de

A.Cu/0 face A referéncia e assintotas.

PARAMETRO X .CM/a
VALOR | INTEGRAGAO ERRO DA
DE NUMERICA DA| TOMOTIKA|APROX.
A APROX. VAR.| & IMAI |VAR.(%)
12,492 | 19,638 19,6382 |0,0072
4,975 7,86377 7,8533 |0,0051
2,4509 | 3,9269 3,9268 |0,0025
1,5947 | 2,61789 2,61804 |0,006
1,1562 | 1,9631 1,9628 |0,0203
1,0 1,7328
0,8 1,444
0,70348| 1,3068 1,3072 |0,027
0,6 1,1616
0,4654 | 0,9754 0,9772 |0,1872
0,4 0,8859
0,3164 | 0,7718 0,7764 |0,586
0,2 0,6117
0,1 0,4689
0,09 0,4542
0,07 0,4246
0,05 0,3952
0,03 0,3666
0,01 0,3416
0,005 0,3367
0,001 0,3338
0,0005 | 0,3335
0,0001 | 0,3334

O erro da aproximagio variacional de \.Cu/at, dado em
porcentagem na tabela 4, foi avaliado de maneira andloga ao
erro da aproximagcio variacional do parimetro A.CL/a.

Além da tabela 4, seri apresentado um grafico,

ilustrado pela figura 4.3, mostrando a variag3o do
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parimetro A.Cu/o em termos de A. A figura 4.3 apresenta
trés curvas com 0 < A < 1,5. A primeira curva representa a
avaliagZo numérica da aproximag3do variacional de A.CMm/a. A
segunda representa os valores de A.Cu/a fornecidos pela
referéncia. A terceira curva representa a assintota de
A.CM/a no 1imite A\ » ®, expressa por (4.4- b). O problema
placa plana com "efeito solo” no limite A » ® € equivalente
ao problema placa plana em dominio fluido sem fronteiras.
Essa terceira curva, em comparagZo com as outras, permite

ilustrar a faixa de influéncia do "efeito solo”.



> ¢

+ aproximag3do variacional;
- - - assintota no limite A » wo;
referéncia.

Fig. 4.3 - Parametro \.Cu/a versus parimetro \

com 0 < A\ < 1,5.

De acordo com a tabela 4, constata-se que o erro da
aproximagao variacional do parimetro A.Cu/a face aos
resultados apresentados pela referéncia, foi inferior a
0.6%. Constata-se, também, que o0s valores numéricos tendem

a convergir para os valores assintéticos no limite A -+ O.
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Comparando-se a assintota de A\.CM/& no limite A » o, dada
por (4.4- b), com os valores da tabela 4, constata-se que
os valores numéricos também convergem para a assintota no
Timite X » w. Em termos priaticos, a aproximagiZo variacional
de A.CM/at mostrou-se adequada, pois apresenta um erro
inferior a 0,6% para toda faixa de variagfo do parimetro XA.

Para o parametro b/c, a principal referéncia ainda ¢ o
trabalho de TOMOTIKA; IMAI (1937). A tabela 5 apresenta a
referéncia para b/c, os valores obtidos através da
avaliagdo numérica da primeira e da segunda aproximagio
variacional de b/c e o erro de ambas aproximagdes
variacionais de b/c face aos valores fornecidos pela
referéncia. A primeira aproximag3o variacional de b/c foi
avaliada numericamente para dois valores da poténcia "n",
como mostram a segunda e terceira coluna da tabela 5. Os
valores apresentados na tabela 5 apresentam sinal negativo,
0 que significa que a linha de a¢20 da forga de sustentag¢Xo
esta entre o ponto médio do félio e o bordo de fuga.

A tabela 5 serd estruturada da maneira descrita a
seguir: Na primeira coluna constam os valores do parimetro
A utilizados na avaliag@o numérica das aproximagSes
variacionais de b/c. A segunda e terceira colunas
apresentam a avaliagdo numérica da primeira aproximagZo

variacional, respectivamente, paran= 3/2 e n = 3. A
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quarta coluna apresenta a avaliagdo numérica da segunda
aproximag3do variacional de b/c. A quinta coluna apresenta
os valores fornecidos pela referéncia. Os espagos em branco
na quinta coluna decorrem do fato da referéncia n3o
fornecer valor de b/c para esses valores do parimetro A.
Finalmente, nas dltimas trés colunas o erro das
aproximagdes variacionais, face aos resultados da

literatura, seri apresentado.



tabela 5 - Comportamento da aproximagdo variacional

do parimetro b/c face 3 referéncia.

PARAMETRO b/c

INTEGRAGAO NUMERICA

VALOR PRIMEIRA SEGUNDA | TOMOTIKA
DE APROX. VAR. APROX. &
A N=3/2] N=3 VAR. IMAI

12,492 | -0,24999(-0,24999|-0,24999|-0.25

4.975 ~0.24998-0.24998}-0,24877|-0.2<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>