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ANEXO A.

EXPRESSSES PARA AS FORCAS GENERALIZADAS.

Neste anexo, serdo obtidas as forgas generalizadas
atuantes sobre a placa plana com “"efeito solo"” a partir da
integragio do campo de pressfo, fornecido por (3.12), ao
longo do contorno do félio.

A integragZo do campo de pressio ao longo do contorno
do félio envolve alguns problemas de ordem técnica. O vetor
normal A superficie do f&lio bidimensional fica indefinido
na regiZo do bordo de fuga e ataque, devido a uma mudanga
abrupta de curvatura nesta regiio. Este ¢, justamente, o
fato que acarreta dificuldades na integracio do campo de
pressio ao longo do contorno do corpo. Para contornar estas
dificuldades, tanto o bordo de fuga, como o de ataque,
serio isolados em um setor circular de raio "a" (o bordo de
fuga jaA foi isolado em um setor circular ST para expressar
de modo adequado a condi¢io de Kutta). Ent3o, o contorno, a
se considerar na integracio dos campos de pressiio, seri o
contorno do félio fora dos setores circulares mais o
contorno dos setores circulares que englobam os bordos do
f&61io. Uma vez avaliados os integrais do campo de pressio

ao longo do novo contorno em termos do raio “"a", os valores

resultantes serio avaliados no limite raio "a” tendendo a
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zero (a » 0). Como as fungBes ¢+ e ¢y sio, respectivamente,
par e impar em relago A variidvel x, basta avaliar os
integrais do campo de pressio ao longo do contorno que
pertence a S+. As forgas generalizadas terio o dobro dos
valores obtidos avaliando-se os integrais do campo de
pressio ao longo do contorno que engloba o f&lio em S+.
Este contorno serid denotado por 9B e ilustrado pela figura

A.1.

IY
\ a8 Cr € dB \ parede sdlida & 4B
i st
t
|
| as

:\ corte & aB
l

FIG. A.1 - Contorno de integracio 4B ao longo do fé6lio,

+
restrito 2 regiio S .

Multiplicando-se o dobro do integral da pressio
adimensional multiplicada pela normal ao contorno 4B por
p.Uz.(c/Z), obtém-se a forga resultante da agZo do fluido

sobre o fél1io, como mostra a expressio:



136

3 = p.U?c.f p(x,y).ﬁ daB (A.1)
aB
O momento resultante da interagio entre o corpo e a

corrente, ¢ expresso por:

M o=p.uic’/2.f p(x,y).(F x R) doB (A.2)
3B

onde 3 é o vetor normal ao contorno dB e ? é¢ o \vetor
posicZo de um ponto qualquer do contorno 4B em relag3do a
origem do sistema de coordenadas (x,y). Substituindo-se

(3.12) em (A.1), resulta que ﬁ & dada por:

R=- o. vic.a. f 2 % doB + 0(a ) (A.3)
aB
A resultante ﬁ pode ser desmembrada em duas
componentes, uma na diregio do eixo x, denotada por B
(arrasto), e outra na dire¢3o do eixo Yy, denotada por t

(forga de sustentag3o). Estas componentes s3o expressas

por:
B = - e. vic.a. f %" daB t + o(a ) (A.4- a)
aB
e
t=- p.u":c.a._f g—%.nydOB]’ + O(az) (A.4- b)
aB

A componente nx do vetor normal ao longo de 9B s4 n3Io
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é nula no contorno dos dois setores circulares.

Avaliando-se (A.4- a) ao longo do contorno dos dois setores
/2

5 1 : q
circulares, constata-se que B ~ O(a Jls ou seja, vail a

zero quando o raio “a" tende a zero. Portanto,

A expressio para a forga de sustentagXZo seri obtida a
partir de (A.4- b).

A circulagZo adimensional do campo de velocidades

ao longo de um contorno arbitrario "C", contido no dominio

fluido e que engloba o f&lio, como ilustrado na figura 3.5,

¢ expressa por:

- 2 - ([%¢ _ 9
Y -cf(‘7¢ X n).dc -Cf[b;.ny a—y.nx].dc (A.6)

Como "C" ¢ wum contorno arbitrdrio, este pode ser
transformado no contorno 4B ao redor do fé&lio. EntZo, a
circulag3io adimensional pode ser reescrita como:

W.

B ¢ _ ¢
y = 2.f ﬁ.ny.doa 2.f n .das (A.7)
aB as

O trecho de 3B que contribui para o segundo integral

de linha em (A.7) é o contorno do setor circular Sr. Em sr,

/2

d¢/8y ¢ de ordem O(a *’?), como se constata via (3.7). Como

conseqiéncia, o segundo integral de (A.7) ao longo do
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1/2 5 J
contorno de St seri de O(a ), ou seja, vail a zero quando

o raio "a" tende a zero. Ent3o, a circulagdo adimensional é

dada por:
_ L o i/2
ry/2 = f ox.ny.daa + O(a ) (A.8)
aB
Comparando-se (A.8) com (A.4- b), a forga de

sustentagio Te expressa em termos de y de acordo com a

expressio:

= p.la.(c/2)y T = pur 3 (A.9)

onde I' € a circulagcio do campo de velocidades (I’
U.a.c/2) no sentido horario.

substituindo-se (3.12) em (A.2), tem-se:

> 200 2 22 . 2
M= - p.U.(c /2).a.f ax(x.ny y.n ) das k + o(a®)

ok (A.10)

Esta expressio pode ser reescrita como:

ax’ ax
aB aB

M= - p.u%a.(cz/Z).[ f 99 x.f B - [ %8 v daB] % + o(a®)
y x

(A.11)
Os integrais nha expressio (A.11) serdo manipulados no
intuito de obter-se uma expressio adequada para o momento.

Com este propdsito, ¢ considerada a seguinte identidade:

af. ag) _ (. o¢) _ 8 .
I ) e i
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+
Integrando-se (i) na regiio S , resulta na identidade:

a ¢ O a3 a¢ + ag + ir
i{ 5';[)(.'5‘;] das = ££ F)E[X.a—y] ds —Sl'f ‘5‘; ds (ii)

Aplicando-se o teorema de Green nos trés integrais

presentes em (ii1), esta identidade pode ser reescrita como:

f+(x'g¢) ndos” = [ [ aﬁ] "das ffﬁ’(x,y).nydas+

as ast as’
(A.12)

Cada um dos trés integrais ao longo do contorno de S+,
ilustrado na figura A.1, seri avaliado independentemente e,
posteriormente, substituido em (A.12).

O primeiro integral a ser avaliado ao 1longo do

+
contorno de S , ser& o integral no lado esquerdo de (A.12).

O resultado da avaliagZo deste integral ¢ dado por:

(x5 n 08" = & [(x.22) n 08 + x.000,0] -
as

a8 B
+00 -®
- fb(x,O).dx + Tim x.¢(x,y)]|
o y3-00 o
+00
- 1im f¢(x,y).dx (A.13)
y>-® 0

O segundo integral a ser avaliado ao longo do contorno
de S+, serd o primeiro integral do lado direito de (A.12).

O resultado da avaliag®o deste integral ao longo de 08+ é
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dado pela expressio:

o
g | 3¢ .
f+[x.5;].nxdas = I[x.ay].nxdda + 1im x.¢(x,y)|

a5 28 X5-00 -
(A.14)

O terceiro integral a ser avaliado ao longo do
+ .
contorno de S , seria o segundo integral do lado direito de

(A.12). A expressio final & dada por:

+®
f¢(x,y).nydas+ = % [o0x.y).n doB + [o(x,0).dx -
as” a8 i
+00
- 1im j¢(x,y).dx (A.15)
y>-00 O

Substituindo-se (A.13), (A.14) e (A.15) em (A.12),

resulta na identidade:

f[x%] .nyddB = f[x.g—t].nxdaa — f¢(X.Y).nyd08

a8 aB a8
(A.16)

Substituindo-se (A.16) em (A.11), temos uma expressio

adequada para o momento:

2
L 2 C a _ & _ >
M= p.u.a.-é-.[ f[xo—y E.y].nxdos f¢(x,y).nyd08] k
a8 as
(A.17)

Avaliando-se o primeiro integral de (A.17),
constata-se que somente o contorno do setor c¢ircular ST

contribui para este integral, de modo que:
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f[x.22 - g%.y].nxdas = fn[gg.x + éil.cos 8.a.d8 -

ay a3 ax ay
4B B
e a
- f [52.cos e - —g.sin 8].cos 8.a°.d0
y ax

(iii)
Como d9¢/3x e d¢/3y s3io de ordem 0(&1/2) ao longo do
setor circular Sr, conclui-se que o0s integrais do lado
2

direito de (iii) s3o, respectivamente, de ordem O(ab/) e

de ordem O(aP/z), ou seja:

f[x.—- = ——.y].n ddB . o(a'’?) (A.18)
X X

gue vai a zero, quando o raio "a” tende a zero.

Avaliando-se o segundo integral em (A.17):

1-4
Jo(x,y).n doB = 1im f[¢(x,-x+) - $(x,-\)].dx -
oB Y a0 0O
n
- f¢(a,6).sin 6.a.dd (iv)
-

Como ¢(a,8) ¢ de ordem O(ayq), o dltimo integral no
lado direito de (iv) ¢ de ordem O(aF/z). Conseqglientemente,
(iv) pode ser reescrito como:

1-a

Je(x,y).n doB = 1im f[¢(x,-x+) - @(x,-A7)1.dx + o(a®’?)
Y
08 a0 O

(A.19)
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Substituindo-se (A.18) e (A.19) em (A.17), o momento

é expresso por:

2 1~-a
M o= p.u?a.g.{oﬁm f[¢(x,—k+) - $(x,-A)1.dx + o(a'”? )} i

20 O

O coeficinte de massa adicional na direg¢3io do eixo v,

denotado por myy, & expresso por:

m = 2.1¢(x,y).n ddB (A.21)
vy j¢ 4 y

aB
0 integral em (A.21) Jja& foi avaliado. Portanto,

pode—se escrever que:

i1-a
m o= 2.{ lim f[¢(x,-7\+) - ¢(x,-X")1.dx + o(a>’'?) }
Yy

a0 0O

(A.22)
Comparando-se (A.22) com (A.20), constata-se que o
momento depende linearmente do coeficiente de massa

adicional m :
vy

M= p.U.a.-g.m 4 (A.23)

Na literatura especializada, (A.23) & conhecido como o

momento de Munk.



143

ANEXO B.

B.1.INTERPRETACAO FISICA DAS EQUACOES FRACAS (3.37).

O objetivo deste anexo ¢ fornecer uma interpretagio
fisica para (3.37), mostrando-se que o conjunto de equagles
fracas (3.37), que tem como solugio os potenciais ¢oqt,
resulta da condigZo de estacionareidade da Lagrangiana
destes potenciais. Como as equagBes fracas expressas por
(3.37) decorrem da estacionareidade da Lagrangiana para os
potenciais ¢egi, um principio variacional associado a
essas equagBes fracas serd enunciado. Este principio
variacional nada mais ¢ do que o principio variacional
classico da mecinica (principio de minima ag3o), expresso
de maneira adequada para a presente classe de problemas.
Inicialmente, sera mostrada a interpretagio fisica das
equag®es fracas que tem os potenciais ¢m,1t e ¢0,0_ como
soluc¥o. Em seguida, serd ilustrada a interpretagZo fisica
da equacio fraca cuja solugio ¢ o potencial ¢b,0+.
Finalmente, sera enunciada a versdao do principio
variacional classico da mecinica para a classe de problemas
em gquestdo.

O primeiro passo seri construir a Lagrangiana para a

classe de fungBes potenciais da qual os potenciais ¢9,0- e

+
¢e,1s~ fazem parte. Em seguida, serd mostrado que as
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equacBes fracas para o potencial ¢o,0- e ¢m,1t decorrem da
condigio da lagrangiana para estes potenciais ser
estacionaria.

Considere um potencial de velocidades E(x,y) par ou
impar em relag3o a x, definido no dominio fluido S, que ¢
limitado em y = 0O por wuma parede sbélida (ilustrado na
figura 3.5). O potencial de velocidades E(x,y) ¢ perturbado
pela presenga de um f&1io sem espessura com linha média
paralela A4 parede sélida. Entio, o potencial total &(x,y)
do campo de velocidades resultante ¢ expresso como a soma
de E(x,y) com um potencial perturbado ¢(x,y), par ou {mpar

em relagZo a x:

¢(x,y) = E(x,y) + ¢(x,y) (B.1)

0O félio estd parado e n3Fo ha forgas externas
realizando trabalho sobre o sistema fluido. A excitagZo ¢
causada pelo escoamento representado pelo potencial E(x,y).
Para essa classe de problemas, a Lagrangiana ¢é igual a
energia cinética. Para construir a Lagrangiana desejada,
necessita-se determinar a expressio para a energia
cinética.

A energia cinética para essa classe de sistemas ¢ o
integral do quadrado do gradiente do potencial total de

velocidades em todo dominio 8. Como o potencial total & uma
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fungZo par ou impar em relac3o a x, basta considerar,
somente, metade do dominio fluido (regifo S’= S+U Str) para
avaliar a energia cinética:

T(®) = p.[[v&.92 ds’
3’
Como o potencial total #(x,y) & expresso por (B.1) em
termos das fung@es E(x,y) e ¢(x,y), a energia cinética seri

expressa como:

T(¢;E) = p.{ j]v¢.v¢ ds’ + z.jjv¢.vs ds’ + ffve.ve ds’}
S’ S’ Sl
(B.2)

A energia cinética sé estd definida para furngBSes
potenciais que pertengam A classe de fun¢Ses gradiente
quadrado integrivel, ou seja, s& esti definida para fungBes

w(X,y) que verifiquem a desigualdade:

ffvw.vw ds’< w (B.3)
S’

0 conjunto de fungBes que satisfaz (B.3) forma um
espago linear denotado por H;(S’). As fun¢Bes E(x,y) e
¢(x,y) pertencem a H;(S’), de modo que os integrais em
(B.2) estZo bem definidos.

Uma classe de fung¢Bes que satisfaz (B.3) s%o as
fungSes que pertencam a Hozi(S+) < H;(S' ). Os potenciais

- +
ge,0 e ¢o,a” s3o exemplos de fungBes que pertencam a
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rb21(8+). Considerando-se que o potencial ¢@(x,y) esteja
restrito al#31(8+), este serid denotado no que segue por
pe(x,y). Qualquer fung¢@o que pertenca a Hf;(S+), possui
extensio conti nua para a regiZo Sr, definida por (3.32). A
energia cinética em termos do potencial ¢e(X,y) pode ser

reescrita como:

T(ge:E) = p.[G(peipe) + 2.G(pesE) + Q(E;E)]  (B.4)

onde as formas bilineares G(¢ge;y) e Q(¢;y) 830 expressas

por:
+ 2 (n+1)
G(gesy) = [[Vge. 9y ds™ + T 5 Th(¢ge).Tn(y) (B.5)
+ n=1 ¥
S
e
Qg;y) = [[Ve.9y das’ (B.6)
s’

A Lagrangiana para o potencial ¢e pertencente a
fh21(8+), igual a energia cinética do sistema fluido, sera
dada por:

E(pe) = p.[G(ge;ppe) + 2.G(¢pe;E) + Q(E;E)] (B.7)

Como a fungdo potencial E(x,y) & conhecida a priori,
(B.7) nada mais ¢ do que a Lagrangiana para o potencial
¢e(X,y) nio determinado. O potencial ¢e(x,y) ¢ solugZo da

equagdo fraca obtida a partir da condigZo da agZo para a
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classe de sistemas hidrodinaAmicos em questio ser
estacionaria (sistemas hidrodinAmicos com potencial de
velocidades expresso por E(x,yY) + ¢e(Xx,y)), como pode ser
constatado no que ségue.

A agZo para essa classe de sistemas hidrodinamicos
sera dada pelo seguinte funcional:
t2

A(ge) = jf(;pe) dt (B.8)
1

t

Pelo principio de "Hamilton"”, que ¢é o principio de
minima agZo, o movimento de um sistema meciAnico arbitrario
ocorre de maneira a tornar a agao do sistema estacionaria
(tornar (B.8) estacionario) para variagBes possiveis e
arbitririas do sistema mecinico, desde que a configuragio
inicial e final sejam preescritas. Variag@es arbitrarias do
sistema correspondem, neste caso, a4 variaglSes O&¢e(x,y) da

fungZo potencial ¢e(x,y). (B.8) ser estacionaria em ¢e(Xx,y)

implica que:

6X(¢e) = O (B.9)
onde 8fL(¢e) € expresso por:
SE(ge) = p.[2.G(¢e;6¢p0) + 2.G(S¢e;E)] (B.10)

Substituindo-se (B.10) em (B.9), a equagdo fraca para

essa classe de sistemas hidrodinimicos seri dada por:
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G(¢ge;6¢e) = — G(E;S¢e) (B.11)

Como J¢e(x,y) €& arbitrario, a identidade (B8.11)
permanece vilida para qualquer fun¢3o ye, pertencente a
+
szl(s ), no lugar de &¢e. EntZo, (B.11) pode ser reescrita

como:

G(ge;ye) = - G(E;pe) b/ V ye € a Hez‘(s+) (B.12)

A equagdo fraca (B.12) permite determinar para cada
fung3o E(x,y) a correspondente fungXo ¢e(Xx,y). Portanto,
com a fung3io E(x,y) adequada, (B.12) fornece a equag3o
fraca para os potenciais ¢b,1i e ¢9,0-, como seri4d mostrado
adiante.

O primeiro termo na igualdade (B.11) é a variagcZo da
energia cinética relacionada ao potencial ¢e. O segundo
termo de (B.11) é o trabalho virtual realizado, em analogia
com um sistema mecinico discreto, por um “deslocamento"
interno imposto representado pela fungZo E(x,y). Ent¥o, a
igualdade (B.11) corresponde & versfo da segunda lei de
Newton para essa classe de sistemas, ou seja, corresponde
ao equilibrio entre as forgas de 1inércia e as forgas
internas, resultantes do “"deslocamento” 1interno imposto
E(x,Y).

+
Especificando a fungZo E(x,y) como as fun¢Bes q (x,Yy)
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e R (x,y) em (B.12), seguem, respectivamente, as equagdes

+ =
fracas para os potenciais ¢e,1” (X,Y) e ¢e,0 (X,¥):

s hs I s * 1, +
G(ge,1 ;we” ) = — G(q ;ywe”) P/ ¥ ye eaHez(S)
(B.12- a)
e
G(@,o-;wé—) = - G(R-;WQ_) p/ ¥ Wo- € a HG;(S+)
(B.12- b)

Como o funcional - G(qt;wei) foi definido em (3.38)
como Vit(wei), constata-se que (B.12- a) nada mais ¢ do Qque
a equagio fraca (3.37) para j=a. (B.12- a) resulta da
condi¢Zo da Lagrangiana (B.7), com E(x,y) = qt(x,y), ser
estacionaria, ou seja, resulta da condigZo da seguinte

Lagrangiana ser estacionaria.

£(ge,¥) = p.l6(ge, T ige1T) + 2. (9o, + alaTia))]
(B.13- a)
A interpretagio fisica para (B.12- a) é clara: resulta
da condigZo da Lagrangiana (B.13- a) ser estacionaria. O
termo excitante (no caso v;t(we) Shis G(qi;we)) de (B.13- a)
resulta do “deslocamento” interno imposto qt(x,y).
Como o funcional - G(R-;we) foi definido por (3.27)

como Vo_(we)1f, a identidade (B.12- b) nada mais ¢ do que a

equacio fraca (3.37) para o potencial ¢0,0_. (B.12- D)

g Ccomo por defini¢Zo To(ye) = 0, o funcional Vo-(wo),

definido por (3.27), serid expresso, somente, por - G(R?we).
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resulta da condi¢Zo da Lagrangiana (B.7), com E(Xx,y) =
R (x,y), ser estacioniria, ou seja, resulta da condigio da

seguinte Lagrangiana ser estacionaria.

2(ge,0") = p.[G(¢e,0 ige,0 ) + 2.V (ge,07) + QIR ;R )]
(B.13- b)
A interpretagZo fisica de (B.12- b) é clara: resulta
da condig¢Zo da Lagrangiana (B.13- b) ser estacionaria. O
termo excitante de (B.13~ b) (no caso o funcional Vo-(WO))
resulta do “deslocamento” interno imposto R-(x,y).
Trés das equagBes fracas expressas por (3.37) tiveram
sua interpretag3o fisica ilustrada. Resta mostrar a
interpretagZo fisica para a quarta equag3o fraca, expressa
por (3.37), cuja soluwZo ¢ o potencial ¢e,o+. Nesse intuito
considere o dominio fluido S U Sm(t)zf (figura B.1),
limitado em ¥y = O por uma parede sb6lida e sob agdo de uma
forga externa, conseqiéncia da translag@o do félio na
direg3o positiva do eixo y. O centro de gravidade do fé1lio
possui as coordenadas y = ya(to) < -A ex =0 no instante

inicial to, como ilustrado na figura B.1.

2? A regiiZo ST possui raio “a” e engloba o bordo de fuga.
Como o fé1io desloca-se na direg¢ao vertical, a regido Sr
desloca-se junto com o félio, isolando o bordo de fuga em
um circulo de raio "a" durante o movimento do félio.
Consegiientemente, a regiio Sr varia s8sua posisio com O

tempo.
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YValte) > N Cr(to)

FIG. B.1 - Configuracio no instante to.

A tranlacio de qualquer ponto pertencente ao contorno
4B do f&lio na direg3o positiva do eixo y é conhecida e
pode ser expressa em termos de ya(t) (trajetéria do centro
de gravidade do f&élio). No instante particular ti, o centro
de gravidade atinge a posig¢ao y = -\ (ya(tz) =-A)ex= 0
com velocidade unitaria (;a(ta) = 1?). Como a forga externa
aplicada ao sistema hidrodinimico varia com o tempo,
conclui-se que o potencial de velocidades ¢ ¢ fungzo do
tempo. Conseqgiientemente, a lagrangiana, fung¢Zo do potencial
¢(x,y,t), serd fungZo implicita do tempo.

A seguir, seriA construida a lagrangiana para o
potencial ¢(x,y,t). Posteriormente, seri mostrado que a

partir da condig2o desta lagrangiana ser estacionaria,
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segue a equagio fraca, que no instante particular tt, nada
mais € do que a equagio fraca para o potencial ¢9,o+.

Para construir a lagrangiana desse sistema
hidrodinamico, & necessArio determinar expressSes para a
energia cinética e para o potencial das forgas externas
(fungdo trabalho). A energia cindtica ¢ expressa em termos

do potencial ¢(x,y,t) por:

1
T(¢) = E.p.ffV¢.V¢ ds
S
. 3t :

Como as condig¢Bes de contorno em S para o potencial
¢(x,y,t) sdo simétricas em relag®o ao eixo Yy, conclui-se
que ¢(x,y,t) &€ uma fungio par em relagio A& varidvel x
(simétrico em relago ao eixo y). EntZo, basta que o

+

integral acima seja computado, somente, na faixa x > 0 (S U

Str),de forma que a energia cinética ¢ dada por:

3r Nio existe fluxo através da parede sdélida emy = 0 e
através do fél1io, de modo que o potencial ¢(x,y,t) deve
satisfazer as seguintes condigBes de contorno:

dp(x,0,t)/dy = 0

Vp.h = - ¥(t)].n
am 7

y(t) é a velocidade de translagZo de um ponto do
contorno dB(t), que pode ser expressa em termos de 9a(t).

Como o contorno do dominio S é simétrico em relagZo ao eixo
Yy, as condi¢Bes de contorno acima também sZo simétricas em
relagio ao eixo y. Da simetria das condi¢Ses de contorno,
segue a simetria da fungio potencial ¢(x,y,t) em relagio ao
eixo y.
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T(¢) = p. fv¢.v¢ ds (B.14)
+
S U St
A energia cinética sé estid definida para fungSes
potenciais y(x,y,t) que pertengam A classe de fungcBSes que

verifiquem a desigualdade:

fff[?w.Vw].dS.dt < ® (B.15)
+
S
T
Pd . + + ) +
O dominio Sr = 8 U Sr(t) x [0,T], ou seja, ST ¢ o
; 7 +
produto carteziano entre o dominio S U Sr(t) com o
intervalo 0 £ t £ T. Este domi nio pode ser visualizado como
+
um cilindro com base S U ST(t) e altura T. As fungBes que
satisfazem (B.15) formam um espagco 1linear denotado por
1,0 + .
H2 (ST ) (para maiores detalhes sobre este espago
funcional, veja MIJAILOV (1978)). Para que (B.14) esteja
bem definida, basta que o gradiente das fungdSes, em seu
: . +
argumento, seja quadrado integrivel em S U St(t) para
qualquer t € [0,T]. A raz¥o para considerar fungSes
+

pertencentes a H:O(ST ) ficard clara apés a construgZo do

potencial das forgas externas.

Uma classe de func¥es que satisfacam (B.15) s3o as
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+
'O(ST )4¢. Considerando que o

fungBes pertencentes a Ho:
. ' : 1,0 +
potencial ¢(x,y,t) esteja restrito a He2 (ST ), este sera
denotado no que segue por ¢ge(x,y,t). Qualquer fungio que
+ p
pertengca a HIo;’o(ST ) possui extensio continua para a
: e 5 . . g
regiZo Sr(t), definida por (3.32) *. A energia cinética
(expressa por (B.14)) em termos do potencial ¢ge(x,y,t) pode

ser reescrita como:

T(gpe) = p.G(Po;pe) (B.14- a)

onde a forma bilinear simétrica G(¢e;¢e) € dada por:

®
+ n+1

G(ge;y) = ITV¢0.VW ds’ + T (2 a).Tn(¢o).Tn(w)
st(t) el (B.14- b)

O potencial das forgas qQue atuam no sistema

hidrodinimico decorre do trabalho da forga externa sobre o

sistema. A forga externa 6 que o félio aplica sobre o

fluido & computada integrando-se a pressio dinimica ao

a3

+
As fun¢Bes que pertencem a HG;O(ST ), pertencem

+
também a H;O(ST ) e satisfazem ainda a seguinte restrigZo:

To(y) = [w(r,6,t)]|.00(8).a.06 = 0
cr(t) (r,8) € Cr(t)

onde Cr(t) é o contorno de St(t).
-'
5

+
A extens3o de qualquer fun¢io pertencente a H°:°(Sr )

é dada por (3.7), mas com a diferenga de que a posigio do
gsistema de coordenadas polares varia com o tempo, ou seja,
r = f(x,y,t) e & = g(x,y,t).
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longo do contorno do f&lio, de acordo com a expressio:

3 = 2.0.f 9¢e 3 daB (B.15)

O contorno 9B estd restrito 4 faixa x > 0 e
permanecera restrito a esta faixa, a n3Zo ser quando
especificado de outro modo.

Como comentado no capitulo 2, em problemas de
hidrodiniAmica a vis¥o Euleriana ¢ usualmente adotada. Esta
permite acesso direto & velocidade das particulas fluidas,
embora a "trajetéria” seja inacessivel. O potencial das
forgas externas ¢ dado explicitamente em termos da
"posig3o”. Conseqgiientemente, nesta forma nXo & adequado A&
analise hidrodinimica, mas como serid mostrado a seguir, o
potencial das forgas externas pode ser descrito em termos
do impulso das forgas externas e, desta forma, torna-se
apropriado ao problema em questXo.

O potencial das forgas externas V(¢e,t) pode ser

expresso em termos do impulso da forga:

Vige,t) = ;,—‘Z(Ea.‘fwe,t)] - Tge, 1.3 (B.186)
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» 6% : .
onde a, ¢ o ponto do félio onde passa a linha de agZo da

forga 6, e o impulso T(¢o,t) & expresso por:

T(¢9,t) = 2.fb [ f (x YsT). A.das ] (B.17)
> 3B(1)
Esta expressdo para o 1impulso T(¢o,t) nio estid na
forma mais adequada para o propdsito deste anexo. Ent3o,

considere a relagfo:

3% f #(x,y,t).n.doB = ¢(x y,t).h.doB +
a8(t) aB(t)

+ [o(x,y,£).(V.¥(x,y,t)),.h doB
aB(t) (x,y) € 3B(t)
(B.18)

onde V(x,y,t) € o vetor velocidade de um ponto qualquer do
contorno dB. Como 9B ¢ o contorno de um corpo rigido que
somente translada, V.V(x,y,t) = 0. Conseqglientemente, o
dlitimo integral na relag®o acima é nulo, e (B.18) pode ser

reescrita como:

3% I $(x,y,t).h.doB = f (x.y.t) h.das (B.18- a)
dB(t) aB(t)

o 0 vetor 30 ¢ o vetor posig3io do centro de gravidade do
fé1i0 que coincide com o ponto médio deste. Devido a
simetria do escoamento em relac¥o ao eixo y, a 1linha de
a¢io da forga ] passa sobre o ponto md®dio da placa plana.
Conseqlientemente, o vetor posi¢Zo do ponto onde passa a
linha de a¢%o da forga Q em (B.16) ¢ igual a 30.
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Utilizando-se (B.18- a) em (B.17), a expressio para o

impulso T(¢o,t) pode ser reescrita como:

Tige,t) = 2.0.[¢e(x,y,t). 7 doB (B.19)
aB(t)
Conseqiientemente, a partir de (B.19), o potencial das

forgas externas pode ser expresso como:

( Vige,t) = 5%[30.1(¢9,t)] - 30.[2.p.j¢e(x,y,t).3 das ]

aB(t)
(B.20)

Uma vez determinadas as expressdes para a energia
cinética e para o potencial das forgas externas, a

Lagrangiana ¢ dada por:

£(go,t) = p.G(gaipe) + 3%[30.3(¢e,t)] -

z 30.[2.p.j¢e(x,y,t).3 das ] (B.21)
{ aB(t)

( ou escrita como:

£(ge,t) = Bl(ge,t) + 5%[30.T(¢o,t)] (B.21- a)

A ac3o para esse sistema hidrodinimico ¢é dada pelo

funcional:
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T *
A(ge,t) = p.f[G(¢°;¢9) = aa.[z.f¢o(x,y,t).z déBJ].dt +
. 3B(t)

+ Ea(r).i(¢e,r) L 30(0).T(¢o,o) (B.22)

Como ja mencionado, o movimento de um sistema mecinico
ocorre de modo gque a agdo do sistema (express¥o (B.22))
seja estacionaria para variag®es possiveis e arbitririas do
sistema mecinico (no caso, variagSes possi veis e
arbitrarias da fungZo potencial ¢e(x,y,t)), desde que a
configuragZo final e inicial sejam preescritas. A acio ser

estacioniAria implica que:

T
T .
[62(¢e).dt = p.J[2.G(¢°;5¢b) - & .12, [ope . doaJ].dt =0
2 o IB(t)

Para que esta igualdade seja viAlida, necessita-se que:

G(goi¢e) - 4 .[ &¢e(x,y,t).A dd8 = 0 (B.23)
aB(t)
Como S¢e ¢ arbitrario, a relagZo (B.23) permanece
valida para qualquer funcZo we(x,y,t), que pertenca a
1,0,  + 5
Hbz (Sr ), no lugar de é¢e. O vetor qa representa o vetor
velocidade do centro de massa do félio, dado por U(t) 3.

Ent3o, (B.23) leva i equag3o fraca:
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G(pe;pe) = U(t).f@o(x,y,t).nydaa p/ ¥V yve & He:'o(ST+)

aB(t)
(B.24)

(B.24) & a equag3o fraca para o potencial ¢ge(x,y,t) em

um instante 0 ¢ t < T.

X >
No instante t1, U(t1) = 1, gk = A e ¢e(x,y,t)
ge,0(x,y). Particularizando "t", ou seja, impondo t = t1, a

equacio fraca (B.24) pode ser reescrita como:
ag

G(¢a,o+;wa) = V0+(we) para V ye € a He:(s+)
(B.25)
onde o funcional V°+(wb) foi definido em (3.16).
(B.25) &€ a equag3o fraca para o potencial ¢e,o+(x,y).
A interpretagXo fisica para a equagZo fraca (B.25) é clara:
resulta da condic3o da seguinte Lagrangiana ser

estacionaria:
E(¢e,0") = p.[G(ge,0 3¢e,07) - 2.V:(¢e,o+)] (B.26)

que corresponde a F(¢e,t) quando t = ti1.

O termo excitante da Lagrangiana (B.26), no caso o
valor v°+(¢o,o+), decorre de uma forga externa aplicada ao
sistema hidrodinamico em quest2o (figura B.1) no instante
t1. Esta Lagrangiana difere das Lagrangianas para os

= +
potenciais ¢e,0 o ¢e,1” porque o termo excitante destas



160
Lagrangianas resulta de um "deslocamento” interno imposto,
representado, respectivamente, pelas funcSes R (x,y) e

+
a (x,y).

Considere, agora, o funcional:

+
3jt(¢e) = G(geige) ~ 2.V (¢e) (B.27)

Este funcional nada mais & do que as L‘agrang'ianas para
e *
0s potenciais ¢e,j .
+
A variag3o primeira do funcional .t'j'(¢e), para uma

variagdo arbitriria &¢e, ¢ expressa por:

es:efwe) = [G(6ge;de) + Gpo:Ede)] - z.vjiwe)

= 2.[G(¢e;50e) - Vjt(65¢e)]

O fato da variagZo primeira de fjt(d}a) ser nula,
quando ¢e = ¢o,jt (condig¥o de (B.27) ser estacionArio para
Po = ¢o,jt), implica na equag3o fraca (3.37) e & implicado
por ela. Entio, pode-se dizer que:

“Dentre todas as fungBes ¢e pertencentes a Ho;(S), a
solugcZo das equaglies fracas (3.37) s¥o aquelas que fazem o
funcional £ji(¢o) estacionArio”.

Este enunciado nada mais ¢ do que uma versiZo do
principio de minima agZo para os sistemas hidrodinimicos em

+ +
considera¢io, pois xj"w.) com ge = ¢e,jc nada mais & do
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A Ak t i
que a Lagrangiana para os potenciais ¢e,j. A condigZo
destas Lagrangianas serem estacionirias decorre do fato da
acXo para esses sistema ser estacionaria.
Finalizando, as equagSes fracas (3.37) decorrem de um

principio cldssico da mecinica, o principio de minima agZo.

+
B.2.INTERPRETACAO FISICA DOS VALORES Aij” .

O objetivo deste item € mostrar que alguns valores
Aui possuem significado fisico, ou seja, s3o quantidades
de interesse como os coeficientes de massa adicional ou
parcelas das forgas generalizadas adimensionais.

A equag3o fraca para os potenciais ¢odi decorre da

+
condi¢io do funcional i%'(wo) (definido por (B.27)) ser

+
estacionidrio quando ye = ¢e,j , Ou seja:

* * b1 o i *
633 (¢°sJ ) = G(¢°71 ;6¢°’j = Vj (6¢°!J ) =0

(B.28~ a)
ou

+ + + +
G(ge,j ;6¢e,i" ) = vj’(éqbo,j‘) (B.28- b)

A identidade (B.28) representa o equilibrio entre a

+
variagZo da energia cinética associada ao potencial ¢e,j” e
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7*. (B.28- b) nada

o trabalho virtual da for¢a excitante
mais &€ do que uma forma de expressar a segunda lei de
Newton para essa classe de sistemas hidrodinimicos, ou
seja, corresponde ao equilibrio entre as forgas de 1inércia
e as forgas excitantes.
X ' . 1. &
como &¢e,j & um elemento arbitririo de Hez(s Dis

(B.28- b) permanece vAlida para qualquer elemento de

Ph21(3+). Entio, (B.28~ b) pode ser escrita como:
+ +
G(ge,j ;ye) = Vj (pe) (B.29)

que nada mais ¢ do que a equagio fraca para os potenciais
go.i".

Substituindo-se ¢n,it no lugar de ywe em (B.29), ambos
os lados da igualdade resultante fornecem os valores Aut,
de acordo com (3.49).

Fazendo uma analogia com um sistema dinimico discreto,
08 potenciais ¢odt podem ser olhados como a "coordenada
generalizada” do "grau de 1liberdade” denotado por jt.

Analogamente, a equagio fraca (B.29) pode ser interpretada

como o "conjunto de equagBes diferenciais” que descrevem o

i A forga excitante pode ser uma forga externa, como a
forga aplicada pelo fé1io no fluido quando este se gesloca
através do meio fluido (caso do potencial, ¢e,0 como
mostrado no item B.1), ou pode ser uma forgca interna,
devido a um _deslocamento interno imposto (caso dos
potenciais ¢e,1” © ¢e,0 ).
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movimento do sistema dinimico discreto, e o funcional

+
V{Tu@) pode ser olhado como a forga generalizada sobre o

+
"grau de liberdade” j- devido a um “deslocamento” imposto
. + t &
ye. Consegieéntemente, o valor Aij = Vj(¢m,t ) pode ser
olhado como a forga generalizada sobre o “grau de
+
liberdade” j~ devido ao "“deslocamento” do "grau de
+
liberdade” 5 representado pela sua “coordenada

generalizada” ¢w,it.

Os valores Aoo+ e A01+ sio, realmente, a forga
generalizada adimensional sobre o félio devido ao campo de
pressio gerado, respectivamente, pelos potenciais ¢o,o+ e
¢enf, como mostra a expressio (3.51) para o momento.
Através desta expressio, constata-se que os valores Ao1+ e
Aoo+ sZo componentes do momento adimensional. O valor Aoo+
possui outra interpretag¥o fisica, este satisfaz as
condigBSes de contorno (3.10- b, c¢c e d), ou seja, seu
gradiente representa o campo de velocidades relacionado &
perturbagZo da corrente fluida devido A presengca do f&lio.
O funcional V°+(w), por sua vez, fornece o coeficiente de
massa adicional na direg3o do eixo y devido ao potencial de
velocidades we. Conseqgiientemente, o valor Vo+(¢o,o+)
representa o coeficiente de massa adicional relacionado ao
potencial ¢o,o+, ou seja, é o coeficiente de massa

adicional relacionado & falta de simetria do escoamento na



164
diregZo do eixo y.

Aos valores Aoo—, Aot e Au; pode ser associado um
significado fisico proveniente da analogia descrita, mas
dentro do contexto do problema fisico enfocado neste
trabalho, esses valores n3o representam quantidades de
interesse, como os coeficientes de massa adicional ou
parcelas das forgas generalizadas. O valor Aco representa
uma parcela da energia cindética associada ao campo
circulatdrio de velocidades, como mostrado a seguir.

A energia cinética associada ao campo de velocidades

circulatdrin é dada por:
T(¢ ) = p.UF.rz.ffV¢ .94 ds (i)
Y STy
S U St
Como ¢y ¢ uma fungZo impar, basta integrar o campo de
velocidades circulatério, somente, na metade do dominio
fluido. A expressio (i) pode ser reescrita em termos do

funcional G(¢;y) como:
T(¢) = p.0"0%.6(¢ 50.) (i)
Y B

Lembrando de (3.29), T(¢%) é expressa em termos dos

valores G(R ;R ), G(R ;¢ ) e G(¢ ;¢ ):

(4, = 2. P2 [G(RTIRT) + 2.G(RT3¢7) + G(d 307)]

(i11)
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Como ¢— pode ser expressa em termos de ¢m,j_ de acordo
com (3.33) e (3.35}), e como T(¢—) é de 0O(a), (iii) &

reescrita como:

T(¢,) = 0.2 .72 [G(R™;R7) - Aoa ] + O(a) (iv)

De acordo com (iv), a expressio para a energia
cinética do campo circulatédrio de velocidades ¢ dada em
termos do valor Acc , ou seja, o valor Aco esti associado
a uma parcela da energia cinética do campo circulatédrio de
velocidades.

Os valores Aoi e Au; aparecem como conseqgiiéncia da
necessidade de explicitar a dependéncia dos potenciais ¢t
em relagio aos coeficientes To(¢t) e, portanto, nZo
representam nenhuma quantidade de interesse do ponto de
vista fisico.

Um resumo da discussio aqui apresentada pode ser

encontrada no item 3.86.
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ANEXO C.

-+
ESTACIONAREIDADE DO FUNCIONAL Fij~ NO PAR DE FUNCOES

+ +
(ge.jTpe,i7).

+
Aqui € demonstrado que o funcional Fij~ & estacionario
g 2+ 190Gk b

no par de fungBes (ge,i ;Pe,i ) € H°z (s ) x Ho2 (s ). A

demonstragdo segue de forma andiloga A demonstragzo

realizada em PESCE (1988) para o funcional Fij (pagina
2.15).

: Feltulis . &

Com (3.52- b), a variag3o primeira do funcional Fij—,

1, _+ 1, _+
com (&¢e;bye) € He2 (8 ) x H°z (S ), pode ser expressa

como:
+ +
SFii” (go;we) .G(ga;ype) + Fij (go;ye).5G(ge;iye) =
+ + + +
=V, (600).V. (o) + V. (ge) .V, (Spe)

(c.1)
+ &
Se o par (ge,i ;¢e,j” ) for substituido em (C.1) e as

identidades (3.53) e (3.48) forem utilizadas:

- B & * * * * *
Aij” . {6Fij (¢o,i ;6¢e,i" ) + G(ge,i ;6¢e,i" ) - v, (6¢e,j”) +

+ + + +
+ G(ge,j ;6¢e,i”) - V;(5¢0,i-)} = 0

(C.2)

+ +
Da arbitrariedade do par (&¢e,i ;6¢e,j”) € Ho;(s"') X
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+ gk
szi(s ), a equag3o (3.37) se aplica aos potenciais Po,j e
+
¢e,i” (basta substituir o indice j pelo indice i em (3.37))

em (C.2). Isto implica que:
& + +
6Fij" (Pe,i s¢0,i") = 0 (C.3)

+
A express3io (C.3) continua vAlida mesmo que AR = B
Note, via (C.2), que a estacionareidade do funcional
s * * :
Fij- no par de fun¢BSes (¢e,i ;¢e,j”) decorre da validade
das equagBes fracas (3.37) ou, reciprocamente, que a
A T * * *
variag3o primeira de Fij” no par de funcBes (Po,i  ;¢e,i")

ser nula implica na validade das equagBos fracas (3.37).

x X x
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ANEXO D.
FUNCIONAL G(¢,y) RESTRITO A UMA DETERMINADA CLASSE DE

FUNCOES.

+
Como mencionado, a fung¢do q (x,y) e algumas fungSes
+
testes ye,n satisfazem (3.10- a, ¢ e d). EntZo, sera
interessante avaliar a forma que o funcional G(¢;y) assume
quando uma das fungBes de seu argumento satisfaz (3.10- a,
ced) ea outra ¢ uma fungZo par (+) ou (-) impar
1, _+ +

pertencente a H2 (S ), continua em S (se for fungZo par)
ou no maximo com uma descontinuidade (3.11) (se for impar).
. r ¢+ *

De acordo com (3.23), o funcional G(x ;¥" ), onde x

. * 1, _+

satisfaz (3.10- a, ce d) e ¥ pertence a sz (s ), é

expresso por:

0!
+ + + _ + + +
G(y ;¢7) = ffo‘.Vw‘ ds + ¥ (2+;).Tn(x“).Tn(w‘)
s e (D.1)
+ +
Como x satisfaz (3.10- a, c ed), ey~ ¢ uma fungZo

continua (se for par) ou no miximo com uma descontinuidade

(3.11) (se for impar), a identidade:

A R
V™ .Yy~ = 9(Ix" ") (D.2)

é vaAlida.

Substituindo-se (D.2) em (D.1), e aplicando-se o
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. + : gt 1 Uik
teorema de Green ao integral sobre S , o funcional G(x ;¥ )

é dado por:

(n 1)

£ & T -
G(x sy ) = [(Vx.n).y dos” + E Ty . TnY)

as”

(D.3)
A partir de (3.10- a, ¢ e d), o integral ao 1longo do
contorno as* pode ser expresso, simplesmente, em termos do
contorno ao longo do corpo, do contorno ao longo da regido

Sr e do contorno ao longo do corte:

o
G(x ¥ )

n
]
v
ko
3
Sy

+
27 P * ks ol
[5;(x, N )y (X,-N )

o M i +
X(x A7) R (x,—k )] f 5%(&,8).w‘(a,6).a.09 +
_-fz

(o 8} +1 -\ 3 = =
+ Z-E-— n(x ). Tn(w ) + .11m f [ X(O 2Y).p (0 ,y) -

hao
T+ -+
= 5%(—(0 Y)op (0 ,y)]dy (D.4)
Como ¢ permitido a fungdo x- possuir uma

descontinuidade do tipo (3.11) ao longo do corte, o dUltimo
integral em (D.4) estia multiplicado pelo fator 1/2 porque,
somente, metade do corte faz parte do contorno as*.

x ¥ X
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ANEXO E.

Neste anexo serio avaliados os funcionais em cujo
argumento estio presentes as fungBes auxiliares R (x,y) e
qt(x,y). No item E.1, ser3do avaliados os funcionais onde a
fung3o auxiliar R (x,y) participa do argumento, e no item
E.2, serZo avaliados os funcionais onde a fung3o qt(x,y)

participa do argumento.

E.1.AVALIACAO DOS FUNCIONAIS COM A FUNCAO R-(X.Y) CcoMO

ARGUMENTO.

Os valores a serem avaliados neste item s¥o G(R ;R ),
Vo—(R-) e Tn(R ). Além destes valores, serid obtida a
expressdo para o funcional G(R-;w_), onde a fungdo w-
pertence a H;TS+) e & continua ou possui uma
descontinuidade do tipo (3.11). As expressles dos
funcionais G(¢;y), Vo_(w) e Tn(y), necessiArias ao cilculo
dos valores G(R ;R ), Vo-(R-) e Tn(R) e do funcional
G(R—;w-), sdo dadas, respectivamente, por (3.23), (3.27) e
(3.6).

A fungdo R (x,y), definida no item 3.9.1, ¢é expressa

por (3.68) e & repetida aqui:
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n

-2 emSp(0Sy<-heO<x<1)

2 2
R (x,y) =

+
- 1/2 em (S U St) - Sp
O primeiro valor a ser avaliado, envolvendo a fung3o
R (x,y), & To(R ). No circulo Cr (contorno de Str) a fung3o
R-(x,y), desprezando termos de ordem O(a?) em diante, ¢é

dada por:

{_ (1 + n.:.cos 8) + 0(82) p/ n/2 £ 6 £n

R (a,8) =
- 1/2 p/ -mn <86 2 n/2

(E.1)
Utilizando-se (3.6) e (E.1), o valor To(R ) & dado
por:
T n
- 1 a - . 8
To(R ) = - EV/[;'{ I:1n = dae + n.aéjfos 8 .sin - de} +

i 0(35/2)

Avaliando-se os integrais acima, chega-se A seguinte

expressao para o valor To(R—):
To(R ) = - —/ 2:2 (E.2)

0 valor Tm(R ) pode ser obtido via (3.6) e (E.1). Como
gm(8), definida por (3.5- c), ¢ expressa em termos de s8in

(m+1).8/2 para "m"” par e em termos de cos (m+1).89/2 para
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m" impar, o valor Tm(R—) é dado por:

s = - L/ 8 fron 12002 o
4 (m+1).8 5/2
+ 2n.a.fcos @ .sin ———E—;— de } + O(a )
s (E.2- a)

Tam+a(R ) = - —¥/[ﬁ { fc LELll—g de +

T

+ 2n.a.fcos @ .cos LTI%l;Q de } + 0(a§/z)
/2

(E.2- b)

Avaliando-se os integrais nas expressSes (E.2- a e b),

chega-se aos seguintes valores:

Tzm(R ) = V/[é' n.a .[/ Syt (2m - 1).m ]

(2m -1).(2m +3) 4
(E.3- a)

“y= /a___an in M7 L
Tz2mae(R ) = f/[;'Zm.(m = 2).[ sin 2 ] (E.3- b)

A seguir, serXo avaliados os valores G(R—;R-) )

Vo-(R-) e o funcional G(R ;¥ ) (onde ¥ (X,y) & uma fung3o
continua ou no miximo com uma descontinuidade do tipo
(3.11)). Para que 1isso seja possivel, necessita-se das

fungBes:
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. - + - - (1 - x")
i) R (x,-A ) - R (x,-\ ) T (E.4- a)
ii) R (0 ,y) - R (0 ,y) =1 em A >y > - (E.4- b)
n—4
b - n.; em Sp
iii) VR (a,8) = i (E.4- ¢c)
o} em (S U ST) - Sp

O funcional G(R—;w—) pode ser obtido a partir de (E.4-

c) e (3.23). A expressio para este funcional ¢ dada por:

o 1 o3}
G(R :y ) = - g fisl] [x"—i.a;(x,y)]dx.dy T %.Tn(a').rn(w')
=1

(E.5)

Em (E.5), w-(x,y) é uma fungZo continua ou possui no

maximo uma descontinuidade do tipo (3.11). Substituindo-se

¥ por R (x,y) em (E.5) e utilizando-se (E.3) e (E.4- c), o

valor G(R-;R-) & expresso por:

2 0o 1
G(R :R ) =2, ffxz'“ 2 dx.dy + o(a’)

~-A O

&S

Avaliando-se o integral acima, resulta que o valor

G(R-;R_) é dado por:

G(R ;R ) = —K"—z——- (E.8)
: T 4,(2.n-1) )

Com (3.27), o valor Vo-(R-) pode ser expresso por:
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Vo (R) = G(R ;R ) 2'a.TO(R ).To(R )

Substituindo-se (E.8) e (E.2) nesta expressio,

constata-se que o valor Vo—(R_) & dado por:

2
- - X.n 2

No item E.1 do anexo E, foram obtidos os valores:

To(R ) = - e (E.2)
i a / (2m - 1).m
em RS V/[; (2m —1) (2m +3)° [ SE89 ]
(F.3- a)
Tzma(R ) = f/fé'Zm (:': 2).[ sin méﬁ ] (E.3- b)
o1 -
G(R ;¥ ) = - g f f [xni.gg(x,y)]dx dy +
-\ o
it n+1
+ L= Tn(R).Tn(y ) (E.5)
n=14
2
G(R,R) = 5 (’;: — (E.6)
2
=P SR A.n
Vo (R) = ZTTET;:TT (E.7)
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+
E.2.AVALIACAO DOS FUNCIONAIS COM A FUNCAO q (x,y) COMO

ARGUMENTO.

Aqui serXo avaliados os valores dos funcionais onde a
+
fungZo auxiliar g (x,y) faz parte do argumento, ou seja,
, + t - - p A
serio avaliados os valores G(gq :q" ), G(gq ;R ), V0 () e
+
Tn(q~ ), e seri construida a expressio para o funcional
bl g 3 + . et :
G(q ;¥ ). A fungio q (x,y) foi definida, no item 3.9.2,
pela expressao (3.67).
+
E facil verificar que a fungio q (x,y), dada por
(3.67), satisfaz (3.10- a, ¢ e d). Conseglientemente, o

funcional G(¢;y), dado por (3.23), assume a forma (D.4),

+ +
q- e quando ¥ (x,y) for uma fungZo continua

quando ¢
(w_(x,y) é continua ou possui uma descontinuidade do tipo

+ +
(3.11)). O funcional G(q ;¥ ), via (D.4), & expresso por:

+ + dra * +
G(g ;¥ ) = - lim f [gg(x,-k+).w“(x,-x+) =

+ n, *
= g—g(x,-)\—).wi()h-l_)]dx - f g‘g(ava)'wt(a’e)'a'ﬁ +

1

-d
n+1 ar g . dq, - A _
+ Z—.E-Tn(q ).Tn(w ) £+ = 1im f [’o;(o 1Y)-w (oaY)

n

™8

2
1 h
»0_

.} dq, + -+
&-(0 y¥).¢ (0 ,y)]dy (E.8)
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Para obter uma expressio adequada para o funcional

R i T £y Gk
G(q ;¥ ), e calcular os valores G(q ;9 ), G(R ;:q ), Vo (a’)

+
e Tn(gq ), necessita-se das fungSes:

g.f m.a .{ e L & Sl }

1 q X,

(E.9- a)
+
i) Jx, 2% = 2/ n.a .{ e
y (x-1) (x+1)
_ 2‘ - 3 2‘ - } (E.9- b)
{(x-1)" + 4.A (x+1) + 4.X\

i11) 2o,y = R n.a.{ Yot - Yol }

o [1+ (ya)2)? 1+ (yn)212
(E.9- c)
+ + + -
iv) q (x,-A ) - a(x,-Ax ) =0 (E.9- d)
v) q (0 ,y) -q (0 ,y) =0 (E.9- e)
] o 3 3/2
vi) q (a,®) ~-§./n/a.sin9 + O(a ") (E.9- f)
+
L., 9Q, _3 sin® 1/2 _
vii) 5F(a,9) - 8'/n7a'__7;_'+ O(a ) (E.9- g)

+
Os valor Tn(q ) para n 2 1 sXo0 avaliados a partir de

(3.6) e (E.9- f), resultando na expressio:

n
Tn(qi) a —g—¥ n.a f gn(8).sin 6 d8
-
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Avaliando-se este integral, com gn(8) dada por (3.5-

c):

3.(~1 )n+1
(2.n - 1).(2.n + 3)

T:n(qi) = (E.10- a)

+
Tan+1(q") = 0 (E.10- b)

Substituindo-se (E.9- b, c e g) e (E.10) em (E.8),

+ +
resulta na seguinte expressio para o funcional G(q ;¥ ):

1-a
+ + 3 ) 1 1 1 .
G(g ;¥ ) = - 3 n.a lim f { - + ol T 3 < +
a0 O (x-1) (x+1) (x=1)"+ 4.x

1

+I

o + -7 .
2 } -[W (X,")\ ) o 1Y (X,-)\ )] dx +

(x+1)z+ 4.\
n+1

2n+1 (-1) .Tzn(wi)
a (2n-1).(2n+3)

+
Nl w

n, =
g_/n/a Jv (a,6).s8in 6.0 + S L
-1 n=1

-A
E_ m.a lim [ Vi - Yl A ].

& LN AL Ok LSO S i

Iy (0 ,y) - ¥ (07,y)] dy (E.11)

substituindo-se (E.9- d,e e f) e (E.10- a) em (E.11),

+ +
o valor G(g :q” ) ¢ dado pela expressio:

anZ 1 gL = 2.n + 1

P +

(E.12)

+ +
G(q ;q7) =
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A série presente nesta expressio & convergente, e seu
valor pode ser avaliado. A soma parcial SN ¢ dada pelo

polindmio em N:

2 2 2
N + + ol .(4 + +

B 8.9.(2ny + 1)%(2n + 3)?

Avaliando-se (E.12- a) no limite N + ®, o valor para a

série presente em (E.12) &:

(6 4]
» + .
z 2.n 1 = 1im SN = 5/36 (E.12- b)

n=4 (2.n - 1)2.(2.n + 3)2 N 4+

Substituindo-se (E.12- b) em (E.12), obtém-se a

+  +
seguinte express¥o para o valor G(gq ;97 ):

2
S 1 9.m 5§
G(q™;q7) S a'[32 +z] (E.13)

Substituindo-se (E.1), (E.4- a) e (E.4- b) em (E.11),

o valor G(q ;R ) & dado por:

1-a
G(Q-:R_) = - 1im %3 n.a f { L = L -~ 21 2+
a0 o (x=1) (x+1) (x=1)"+ 4.\
1 n
+ . - }.(1 - X ) dx -
(x+1) "+ 4.\

%.f m.a lim }K[ YA L gok ] dy +
haaLh [1+(y+h)2] [1+(Y-X)212

+ o(auz)
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Avaliando—-se os integrais na expressio para G(R—;q-),
este valor & dado por:
G(q—;R_) = - 1im gé% n/a .1n(a2/4.>\2) . O(ai/z‘ln a)
a0
(E.14)
+ +
Com a expressio (3.16), o valor Vo (g ) ¢ dado por:
1-a

+ + -
v." @) = 1im flaT AT - a7 (x,-A)] dx
a0 0O

Substituindo-se (E.9- d) nesta expressio, o valor

+ +
V0 (q ) &, finalmente, dado por:

Vo+(q+) =0 (E.15)

Utilizando-se a expressio (3.27), o valor V0 (q) é

expresso por:

Vo (g ) = G(R ;q) R .To(g ).To(R )

Substituindo-se (E.14) e (E.2) nesta expressido, e
+
Tevando-se em conta o fato de que por definig¢io To(q ) = 1,

o valor Vo-(q-) ¢ dado por:

vo"(q-) ~ 0(a”%.1n a) (E.18)

No item E.2 do anexo E, foram obtidos os seguintes

valores e funcionais:
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1

1-a

B P
G(g ;9~) = - % m.a lim f { 1
a’0 o

1
2
(x+1) + 4.\

+i

2

T, 3

+ gfn/a [v (a,8).8in 6.0 + g )X

-1 NS

-z Ym.a Tim f [ e 2 .2
h- [1+(y+x) ]

¥ (07 ,y) - ¥ (07,y)] dy

+ +
G(q :q7 ) = -1__[__9_'_E + 2_]

G(qm;R-) N 0(a”11n a)

+ +
Vo (g ) =0

vo'(q-) ~ 0(a”%.1n a)

- F

(x-1)2 (x+1)z (x—1)2+ 4.k2

+ + + -
} Ay (x,-A ) =y (x,-N )] dx +

n+i "
2n+t (=1) .T2n(y")

1

a (2n-1).(2n+3)

y — X
[1+(y-x)212]'
(E.11)
(E.13)
(E.14)
(E.15)

(E.16)
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ANEXO F. i g ui

AVALIACXO DOS VALORES DOS FUNCIONAIS COM FUNCOES-TESTE COMO

ARGUMENTO.

Neste anexo, serio avaliados os valores dos funcionais
cujos argumentos s2o as fungSes-teste xe,n:, com n=1,2,3. O
{ndice “n" assume os valores 1, 2 e 3, a n3o ser quando
especificado de outra forma. As fungSes-teste XO,hi foram
definidas nos itens 3.10.3.1 e 3.10.3.2 (no item 3.10.3.1,
as fungSes XQ,n+ foram definidas em termos das fungSes zm+.
No item 3.10.3.2, as funcBes yxe,n foram definidas em
termos das fungSes xn e da fungZo R (x,¥)).

No item F.1, serio avaliados os valores dos funcionais
onde as fungdes xo,n+ participam do argumento, ou seja,
serio determinados os valores G(xonﬁ}xo,m+) (os 1indices
“n" @ "m" assumem os valores 1,2 e 3), G(q+;xe,n+) e
v°+(xe,n+). J4 no item F.2, ser3o avaliados os valores dos
funcionais onde as fungdes xo,n— participam do argumento,
ou seja, serio determinados os valores G(xo,n-;xo,m—),

G(q—;xe,n-) ) Vo-(XO,n—). No final de cada item, serao

listados os valores calculados.
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F.1.AVALIACAO DOS FUNCIONAIS COM AS FUNCOES xe,n’  COMO

ARGUMENTO.

Aqui ser3zo avaliados os valores dos funcionais onde as
fungBSes—-teste xe,n+(x,y) fazem parte do argumento. As
fungSes-teste xe,ni(x,y) s3o construidas em termos das
fungSes xn+, conforme a expressio (3.68). Portanto, os
valores dos funcionais com as fungBes-teste xe,n+ como
argumento, dependem dos valores dos funcionais onde as
fungSes xn+ fazem parte do argumento, ou seja, dependem dos
valores To(xn+), G(xn+;xm+), G(q+;xn+) e V°+(xn+).

Para que os valores G(xe,n+;xo,m+), G(q+;xe,n+) e
V°+(xe,n+) possam ser efetivamente avaliados, serio
inicialmente calculados os valores Tn(xm+) COM n=0,1,2,...
y G(xn+;xm+). G(q+;xn+) e Vo*(xn+). A estrutura dos
funcionais, onde as fungdes xn+(x,y) fazem parte do
argumento, estad definida nos itens 3.1 e 3.3.

Inicialmente, serao avaliados os valores dos
funcionais onde a fungio x1+(x,y) faz parte do argumento,
ou seja, serZo avaliados os valores Tb(x;+), G(x1+;x;+),
G(q+;zg+) e V°+(x1+). A partir destes valores, serio
construi dos os valores G(X0,1+:Xb,1+), G(q+:zp,1+) e
i

+ A .
Vo xe,i ). Posteriormente, serio avaliados os valores dos

’ . + .
funcionais envolvendo xz (x,y), ou seja, os valores
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To(x2+), G(xz+;zz+), G(x2+;x1+), G(q+;x2+) e VO+(xz+). A
partir destes, serio obtidos os valores G(xo,2+;xe,z+),
G(xe,z+;xe,1+), G(q+;xe,z+) <) Vo+(xo,2+). Finalmente, serio
avaliados os valores dos funcionais envolvendo xa+(x,y),
utilizados para obter os valores G(xe,3+;xe,a+),
G(xe,a+;xe,1+), G(xe,3+;xe,2+), G(q+;xe,a+) e V°+(xe,a+).

A fungdo x1+(x,y) foi definida no item 3.10.3.1 pela

express3io (3.88), ilustrada por:

x2 em Sp

x1+(x,y) = (3.88)

+
1 em (S U ST) - Sp
A seguir, ser3o avaliados os valores dos funcionais
+ .
com a fungdo y+ no argumento, mas para que isso seja

possivel, necessita-se determinar as fungBes:

& 2.x?em$p
i) YV = o (F.1- a)
0 em(S UST)-Sp

ii) x1+(x,-d+) = xm+(x,-d-) = xz -1 (F.1- b)
n 1 + 2.a.cos@ + O(az) ; M/2568<n

iii1) 1 (a,8) (F.1- ¢)
1 ; ~n<O<n/2
P 1+ 2.c088 + 0O(a) ; n/256<n

iv) 32-(a,8) . (F.1- d)
(v} ; -n<O<n2

Com (3.6) e (F.1- c¢), conclui-se que Tn(xg+), com

n=0,1,2,..., ¢ expresso por:
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24 T

(™) = f gn(®).a.dé + 2.a?.f cos 8.gn(8).do
-1 /2
Substituindo-se gn(8), dado por (3.5- <¢), nesta
expressio:
Tal(z) = = L8 JlBad o 24 (F.2- a)
3 1
e
by 2.a 4.a (2n +3).m
Tzn(yr ) = = .(Zn_1).(2n+3).[/r;.cos 2 ]
(F.2- b)
-1
o + _ [/ 2.a (-1)" %2.a = o
Tan—1(xs ) = 7 BTy . eanE) nz1 (F.2- c)
+
Tentt(xyt ) =0 , n 2 1 (F.2- d)

Com (3.23) e (3.88), o funcional G(zn+;w+), onde

w+(x,y) é uma fung®o par continua, ¢ dado por:

.Tn(zg+).Tn(w+)

(n+1)
2.a

0

+ + + +
G(yt ;9 ) = J]th Vy'ds + T
Sp n=1
Substituindo-se (F.1- a) e (F.2- b,c e d) na expressio

acima, resulta que:
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= 0o 1i-a aw+
G(xt ,¥ )= lim f f [2x.

Ix
a0 -d O

(x,y)]dx.dy + ==

3}
21 i) (2n+3).m +
.{ hgi(Zn—1).(2n+3)-[/;-COS ——4————]-T2n(w ) +

B =1y L

L (2n -1).(2n +1)
n=4

Tan-1(yp ) } (F.3)

+ o+
A seguir, ser3o avaliados os funcionais G(xt ;xt ),
+ + +  +
G(xt ;a9 ) e V0 (xs ).
Substituindo-se (F.1- a) e (F.2- bec) em (F.3), o

valor G(z¢+;xn+) ¢ dado por:

0 1-a
Gl )= Tim f f 4.x°.9x.9y + o(a’)
o0 ~d O

Avaliando-se o integral nesta expressio:

G(zn+;x1+) = — + O(az) (F.4)

+
com ' = x1 (x,y) em (E.11) e utilizando-se (F.1- b e
+ o+
c), (F.2~ b,c e d), o valor G(q ;x1 ) pode ser expresso

por:

1-a
a(a ;ut) = - 3Yn.atim f { LI L 1 ¥

8 a0 O (x—1)2 (x+1)2 (x-1)z+ 4.d2

= L } .(xz - 1) dx + O(a‘/z)

(x+1)z+ 4.dz
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Avaliando-se os integrais nesta expressio, o valor

G(xa+;q+) ¢ dado por:

+ + 1./2
G(x1 i@ ) ~ O(a”" ".1n a) (F.5)

+ o+
O valor vO (x1 ) & dado pela expressio:

i-a
v°+(x1+) = 1im f[x1+(x,—d+) = 1¢+(x,-d—)] dx
a0 O

Utilizando-se (F.1- b) nesta expresszo, o valor

Vo+(x1+) é dado por:

Vo+(x1+) = - —%— (F.8)

! + :
Os valores dos funcionais onde a fung3o xi participa
do argumento, e que foram calculados neste anexo, s3o

listados a seguir:

To(zn+) = - 453 / Zéa + 0(a’%) (F.2- a)
T 2.a 4.a (2n+3).m
Tan(xt ) = / 7 (2n =) (2n +3).[/r;.cos —— ]

(F.2- b)
_ +. 2.a (-1)""*.2.a
Tan=1(aa ) = T en —D.(zn+n) ' "2
(F.2- ¢)
T4nuizg+) =0, nz1 (F.2- d)
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Gl sy = A Ry (F.4)
G"‘1+;°+) ~ 0(a”%.1n a) (F.5)
Vo+(2g+) z - % (F.8)

Uma vez determinados os valores To(x1+), G(x1+;xg+),
G(q+;x1+) e V°+(zg+), pode-se calcular os valores
G(xe,1+;xo,1+), G(q+;xb,1+) e V°+(xa,1+).

O funcional G(xb,1+;w), com xp,1+ dada por (3.89),

é expresso por:

G(xe,1+;w) = G(x1+;w) = To(x1+).G(q+;w) (i)

Agora, com y = xp,1+ em (i), G(xe,1+;ze,1+) é dado

por:
G(xe,1+;xa,1+) = G(zg+;xm+) = 2.Tb(zg+).G(q+:zn+) +

+ (ToGn™)%.6(a* ;a5 (i1)

+ +
Substituindo-se os valores G(xg+;x1 ), G(q :zn+),

G(q+;q+) e To(xn+) em (i1i), G(xp,1+;xo,1+) é dada por:
+ + 4.\ 2
G(xe,i ;xe,t ) = = + O(a .1n a) (F.7)

Com g = q+(x,Y) em (i), G(xo,1+:q+) é dado por:
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G(xe,t3a") = 6" ia") - Tou™).6(a"5a") Gii1)

N + + + +
Substituindo-se os valores G(xyt ;9 ), G(g ;9 ) e

+ + +
To(xt ) em (iii), resulta para G(ye,t ;q ) a expressio:

+ +
G(ye,t ;0 ) ~ O(abq.ln a) » 0 quando a » 0 (F.8)

0 funcional V0+(xe,1+), com xo,1+ dada por (3.89), ¢

expresso por:

+ + + + + + + ,
v, (xe,4 ) = ¥ (xt ) -~ To(xs ).V0 (a ) (iv)

+, + +, + +
Substituindo-se os valores Vo (Ot ), V0 (g) e To(xr )

) + +
em (iv), resulta para Vo (xe,1 ) a expressio:

V°+(x°,1+) = -2/3 (F.9)

Até este ponto, foram avaliados, no anexo F, o0s

valores G(xp,1+;xo,1+), G(q+;xp,1+) <) Vo+(xp,1+), listados

a seguir:
G(xo,1+;xe,1+) = il& (F.7)
+ + 1/2
G(ye,i ;0 ) ~ O(a” ".1n a) » 0 quando a » 0 (F.8)
v°+(x.,a+) = -2/3 (F.9)

A fungio x2+(x,y) foi definida no item 3.10.3.1 pela
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expressio (3.90), ou seja:

x2+(x,y) = Real{ w+(zi) + w+(zz) } (3.90)

O plano complexo z1 (xi,yi) possui sua origem no ponto
médio da placa plana (x1 S T + A), e o plano
comp lexo Zz(xz’yz) possui origem no ponto m&édio da imagem
da placa plana em relagio ao eixo y = 0 (xz = X8l e =l +

A). O plano complexo z, ¢ imagem do plano z, em relagdo a

um espelho no eixo y = 0. A fung3o w+(zj) ¢ dadas por:
+
W (zj) = - [V zj2 -1 - zj] (3.84- b)

Na figura F.1, ser3o ilustrados o8 sistemas de

coordenadas polares (ej,rj) e (rj,pj).

FIG. F.1 - Sistemas de coordenadas polares

(3,-"',') e (rj.pj)-

Utilizando-se os sistemas de coordenadas polares (ej,rj)
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e (y.,p.):
YJ;%
z-1=r .9191 e z+1=r 9162
1 1 1
e
iy iy
- = + =
z2 1 pie 1T e zz 1 pze 2

x2+(x,y) = (ri.rz)uz.sin

2 2 .
Ent3o, (z1 - 1) e (z2 - 1) podem ser escritos como:

2 i(8 +8 )
(21'- 1) (rt.rz).e 1 2

2_ i(y +r.)
(Z2 1) (pi.pz).e 1 ‘2

+
A fungdo x2 (x,y) pode ser expressa como:

61 +92 vi+y2

2

- 2.\

+ (pi.,:::2 *%sin
(F.10)

+ .
A fungio w (zj) pode ser escrita como a soma de sua

+ +
parte real (AJ_) mais a sua parte imaginaria (wj)

multiplicada por i, como segue:

onde

whiz) = A (x,y) + i.w T (x,y) (v)
J J B R | J a0

Utilizando-se as condig¢Bes de Cauchy-Riemann:

wi, oAt T ot ot P
3z j ax ‘3 T 3y 3y )
i i i i i
+ z
dw - i i
3-5(,21') - 1'[ WRZ ] (e
J (z,

-1)
i



Da definigXo de x2+(x,Y):
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+ + + )
xz (X,y) = A1 (x,y) + Az (x,y) (vi)
e
aA i ax aA i ax
axz(x = 1 1, 2 2 (vii)
Ix ¥ ax1 e ax2 s
+ +
axz(x i aA1 ay1 g aAz 6y2 - i
e gy, '8y 3y, 'y
Utilizando-se (F.12) e (F.11) mais as (vii) e (viii),
segue que:
ayz" 1 r 81+6 61+62 ]
A&E(X,Y) = —x.sin—-‘-——E + (y+k).cos—1——i +
ax 1/2 2 2
(l" il ) L 4
1’ 2
- 4
+ L ~x.sin Y2 _ (y-n).cost 12
(o .0 )1/2 i 2 2 ]
1 "2
(F.13- a)
vz 1 61+0 81+8
—Zi(x,y) = [(y+k).sin—1-—£ + X.cos1 2% ] +
ay 1/2 2
(r .r )
1’ 2
+ L [(y—)&).sint-‘-—‘ﬂ’-i - x.coszg:g’-i ]
(o .0 )1/2 2 2
1 "2
(F.13- b)

A seguir, serio avaliados os

valores dos funcionais

+
com a fung3io x2 (x,y) no argumento, mas antes necessita-se

determinar as fungBes:
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i) axz(x K = d .[ —2.K.s1ntiil— - x.costi:ﬁi ]
G > )1/2 2
g 1"
(F.14- a)
i)y 2ty - rtx,AT) = 2. (1-x%)? (F.14- b)
iii) x2+(a,6) ~7 2.2 sin~§— (F.14- ¢c)

+
dyz2 (a,g) 1 /2 . [ 1
‘iV) F ~ —2- —-a— s1n——é-— (F.14 d)

Lembrando de (3.6), resulta que:

n
Tn(x2+) = f x2+(a,6).gn(e).a.06 para n=0,i,2,...
-

Utilizando-se (3.5~ c) e (F.14- ¢c):

To(x2+) =7 2.n .a (F.15- a)
e
Tn(xz+) = 0 para n=t,2,3,... (F.15- b)

A fungdo x2+(x,y), como é facil de constatar, satisfaz

(3.10- a, ¢ e d). Conseqgientemente, a expressio do
+ + +

funcional G(x2 ;¥ ), onde y (x,y) ¢ uma fung3o par

conti nua, ¢ dada pela express¥o (D.4) como:

a2’ sy™) = - 1im f g§ - v’ (x,-d") = ' (x,~d7)]1.dx
a0 O
axz n+1

==(a,8).y (a 8).a.d0 + E % a Tn(xz ). TH(W )
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uUtilizando-se (F.14- c¢,d,e,f) e (F.15~ b), resulta que

+ +
G(xz ;¥ ) € expresso por:

1-a
G(x2+;w+) = -1lim f { d 1/z[—z.)\.sinr--"-gZE - X.CO yizrz].
a$0 O (pi.pz)

Ty (x, AT - w*(x.-x’)a} dx - /-—’;— To(yh)

(F.16)

Definem-se as do parimetro A, dadas por:

1-a
/ 2

e100 = vim 2. [ TLIX [ o a2 - x ool | ax
a0 (pi.pz)

(F.17- a)

e

1-a 2

E2(A) = - 1lim J i x1/2 [ 2.K.sintigti + x.00311%Z£ ] dx
a’o (p‘.pz)

(F.17- b)

. . + + d
Substituindo-se ¥ por 2 em (F.16) e a partir de
+ +
(F.14- b) e (F.15- a), o valor G(xz ,x2 ) ¢é expresso em

funcao de E1(A) como:
+  +
G(xz ,x2 ) = E1(A) + O(a) (F.18)

i + .
Substituindo-se ¥ por x;+ em (F.16) e a partir de
(F.1- b) e (F.2- a), o valor G(xz+,x1+) ¢ expresso em

fungZo de E2(N\) como:
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Gl i2) = E200) + 0(a¥?) (F.19)

+ + )
Substituindo-se ¥ por g em (F.16) e a partir de

+ +
(E.9- d) e (3.30), o valor G(x2 ,q9 ) ¢ expresso por:

a(q ;) = - = (F.20)

+
A partir de (3.21) e (F.14~ b), o valor V°+(x2 ) ¢é
dado por:

1i-a
Vo+(’<2+) = vim 2.[(1 - x*)Zax

a0 . O

Avaliando-se este integral:

V°+(x2+) = (F.21)

N

Até agora, foram obtidos os valores de funcionais

+
envolvendo a fungZo x2 , listados a seguir:

To(x2+) =Y 2.n.a (F.15- a)

6z’ xz’) = E10) (F.18)
atx,"ix,7) = E200) (F.19)
ata’ix,") = - 2~ (F.20)
v, ",y = = (F.21)
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onde as fungBes E1(N) e E2(A) s3o dadas por (F.17- a e b).

) + + +
Uma vez determinados os valores To(yz ), G(xz ;x2 ),

+ + +,  +
G(xz+;x1 ), G(q+;x2 ) e vO (x2 ), 0os valores
G(xe,z+;xe,z+), G(xe,z+;xe,1+), G(q+;xe,z+) e V0+(xo,z+)
podem ser calculados.
) + +

O funcional G(ye,z ;¥), com xe,2 dada por (3.91), 2

expresso por:

Glxe,2 ;¥) = G i¥) - To(xz').a(a"s¥) (ix)

Substituindo-se ¥ por (3.91) em (ix), G(xe,2+;xe,z+) é

dado por:
+ + + + + + +
G(xe,2 ;x9,2 ) = G(x2 ;202 ) - 2.To(x2 ).G(q ;x2 ) +

+ [ToGe )1 6(at:ah) (x)

Substituindo-se To(xz+), G(x2+;x2+), G(xz+;q+) e

G(q+;q+) em (x), resulta para G(xa,z+;xo,z+) a expressio:
+ +
G(xe,2 ;xe,2 ) = E1(\) + O(a) (F.22)

Substituindo-se y por (3.89) em (ix), G(xo,2+;xw,1+) é

dado por:

G(xo,z+;xo,1+) = G(x2+:x2+) - T0(x2+)-G(q+;xn+) 3

- ToGu) .62’ :a") + Toe").To(n").a(q%:q")
(xi)
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Substituindo-se To(x2+), To(x{+), G(x2+;x2+).
+ + + + + + + + .
G(x2 ixt ), G(x2 ;9 ), G(xt ;) e G(q ;q ) em (xi),

+ +
resuita para G(ye,2 ;ye,1 ) a expressio:

Glxe.2 ;xe,17) = E2(\) + O(a) (F.23)

+ .
Comy =g em (ix):
G(xe,z+;q+) = G(x2+;q+) = T0(xé+).G(q+;q+) (xid)

+
Substituindo-se To(x2+), G(x2+;q+) e G(q+:q ) em

+ +
(xii), resulta para G(ye,2 ;q ) a expressio:

[ 9.n2
oISl 5
3

+ +
A partir de (3.91), o valor Vo (xe,2 ) & expresso por:

G(xo,z+:q+)

"

1
I E|
sl

] (F.24)

N

+ + +, o+ + + + Ayl
vo (x@,2 ) = vo (zé ) - To(xé ).v0 (g ) (xiii)

Substituindo-se To(xz'), VO+(x2+) o V°+(q+) em (xiii),

+ +
resulta para Vo (xe,2 ) a expressio:

V°+(XO,2+) = (F.25)

E)

+
Os valores dos funcionais com a fungio (xe,2 no
2 + +
argumento, ou seja, os valores G(ye,2 ;xe,2 ),

G(xe,z+;xe,1+), G(q+;xe.z+) e V°+(zp,z+), ja& avaliados,
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seguem:

E1(\) + O(a) (F.22)

G(xe,z+;xo,z+)

E2(A) + O(a) (F.23)

G(xe,z+;xe,1+)

2
+ 4+ / n 9.1 9

(F.25)

V°+(X0,2+)

onde as fungBes E1(A) e E2(\) sZo dadas por (F.17).

Resta avaliar os valores dos funcionais onde xe,§+ faz
parte do argumento, ou seja, avaliar G(xe,a+;xe,a+),
G(xe,a+;xe,1+), G(xe,a+;xo,z+), G(q+;xe,3+) e Vo+(xe,a+),
mas para que isso seja possivel, seri necessario avaliar os
valores Tn(xs+), G(xa+;x3+), G(x3+;xm+), G(x3+:x2+).
G(q+;xs+) e V°+(xs+).

A fungdo xs+(x,y) foi definida, no item 3.10.3.1, pela

expressio (3.92), dada por:

+ 4 aw (z) . aw (z)
x3 (x,y) = Real { 3 ° + 3 2 } (3.92)
1 2
- TR _ 210 )
onde w (zj) = ETE']n [ 1.(z{+ zj 1)1 .

Utilizando-se o8 8istemas de coordenadas polares

(ejuy) e (yj“%)’ jlustrados na figura F.1, a fung3o
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+ .
x3 (X,y) pode ser escrita como:

-%x N e 1 1 s“ﬂrﬁz 1
3 PR 2.1 o )1/2 T2 ( )1/2'
i’ 2 Py P,
.sin}-lgr—z-} (F.26)

As fungdes w_(zi) e w-(zz) e as suas derivadas,
respectivamente, em relagio a z e z, sio fungSes
anal{ticas no dominio s'. Consegiientemente, as derivadas
primeiras de xa+(x,y) em relagZo a x e Y s3o obtidas a
partir das derivadas das fungBes w-(zj) através das

relagBes de Cauchy-Riemann como:

+ 2 - 2 -
gza(x,y) = Real { Q—E—(z1) + 5,-—!—(zz) } (F.27- a)
Ix 2 2
az az
1 2
e
dx3 8zw-(z ) 6zw—(z )
Ez—(x,y) = - Imag { B 1" - L 2 } (F.27~- b)
y az az
1 2
onde
2 - 2
2 wz(zj) - 21n' 2 : 3/2 ey
Jz U(z 7= 1)

A partir de (F.27) e (F.28), obtém-se as expressles
+
das derivadas primeiras de ys (x,y) em relagZo a x e y em

termos dos sistemas de coordenadas polares (efr}) e

(rj .pj) ]
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+
dx3 i e 1 (81462)
F(X,Y) = 2.1'[.{ 3/2[ X.sin 3.———2——— (y+)\).
Gr! . )
2
.COS8 3.1211231 + 1 X.81in 3.£Zii{il +
2 ( )1/2 2
91-92
+ (y-A).cos 3.1112132 ] (F.29- a)

+
EZf'—(x,y) = L .{ =i [ X.COs 3.£€1i€31 + (y+\).
( )3/2

ay 2.1 i 2
2
.81in 3.(61+82) ! X.cos 3.1111131 +
2 ( )a/z 2
91-92
- (y=\).sin 3.£Zigzil ] (F.29- b)

+
A seguir, os valores envolvendo a fung®o x3 (x,y) ser3o

avaliados, mas antes necessita-se determinar as fungBes:

i) fiirx -Kt) z ! L Xx.cos 3 (r1trz) + 2.\
dy 7’ T 2.’ ( )372 ) S 2 o
PPy
.sin 3%] (F.30- a)
i) wtoaAt) - wtx,A) = - %.(1 -x5™Y% (F.30- b)
ii1) ' (a,8) o - z‘n.{ ! sin g} (F.30- ¢)
Y 2.a
0xa+(a 8) 1 1 8
iv) ¥ ~ 2.n'{ aoz-51n 3 } (F.30- d)
(2.a)
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Lembrando de (3.8) e utilizando-se (3.5- c) e (F.30-

+
c), Tn(xs ) € expresso por:

TGl ) Sl (F.31- a)
2.7 2.n
@
Tn(xs+) = 0 para n=1,2,3,... (F.31- b)

+
A fung¢do ys (x,y), como ¢ fAcil constatar, satisfaz a
equagio de Laplace, a condig¢io de contorno na parede s&lida
e no infinito. Conseglientemente, a expressfo para o
. + + + ,
funcional G(x3 ;¥ ), onde ¥ ¢ uma fung3io par continua, é

dada por (D.4), ou seja:

1-a +
Gy :w’) = - 1im I %a(x,-d+).[w+(x,-d+) - ¥ (x,-d7)7.dx
a0 O

f""’(ae)w(ae)aae+z—7n(xs)Tn(w)

n=1

Utilizando~-se (F.30- a e d) e (F.31- b), resulta que

+ +
G(xa ;¥ ) é expresso por:

1-a
+o+ 1 (ra+y2) _

G(xya ;v ) = ETE.lim f { ( )s/z[x.cos 3.———5———

Py Py

a0 O
. (ra+yz) + + + -
+ 2.A.81in 3.———5——— Ay (X=X ) - w (x,-d )]} dx

R N T (F.32)
2.Y 2.n
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Definem-se as fungSes do paridmetro A, dadas por:

1-a
2
E3(A) = 1im J = xa/z[x.cos 3511%13) + 2\.cos 3£11%Z3)]dx
av0 J(p .p,)
(F.33- a)
e
1—a/——_2!
E4(A) = lim I i :/ [x.cos 35Z1%££l + 2\.cos 3SZ1£ZEJ]dx
as0 J(p .p,)
(F.33- b)

Substituindo-se w+ por xa+ em (F.32) e a partir de
(F.30- b) e (F.31- a), o valor G(x3+,xa+) € expresso por:
+ + 1
g . + + ;
Substituindo-se ¥ por xy1 em (F.32) e a partir de
+ +
(F.1- b) e (F.2- a), o valor G(x3 ,xt ) €& expresso em
fungXo de E3(\) como:
(F.35)

autie’) = E3M) /2.7 + 0(a%)

Substituindo-se w+ por xz+ em (F.32) e a partir de
+
(F.14- b) e (F.15- a), o valor G(x3 ,x2+) é expresso em
fungZo de E4(\) como:
(F.36)

(e i) = - %.54&) - 1/4 + o(a)

Substituindo-se w+ por q+ em (F.32) e a partir de
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(E.9- d) e (3.30), o valor G(xa+,q+) & expresso por:

ela sty = - —1 (F.37)

2.7 2.n

A partir de (3.21) e (F.30- b), o valor VO+(x3+) é

dado por:

1-a
+ + 1 . 2. -1/2 :
vO (x3 ) = - E.l1m I(1 xX) dx (xiv)

a0 O

Avaliando-se o integral em (xiv):

(F.38)

+ + 1
Vo (2 ) = - 2

Até agora, foram obtidos os valores de funcionais

+
envolvendo a fun¢Zo y3 , listados a seguir:

1

+ +
G(xs ,xa3 ) = Teor 2 + 0(1) (F.34)
Gxt ;x8) = E3(N)/2.n + 0(a*"?) (F.35)
aa*ie®) = - 1.Eax) - 1/a + o(a) (F.36)
G(q+;xs+) 2 L sllnan (F.37)
2.7 2.n
+, + 1
v, (2 ) = - 2 (F.38)

onde as fun¢Bes E3(A) e E4(A) sXo dadas por (F.33- a e b).

Uma vez determinados os valores To(x3+). G(x3+;x8+),
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G(xa+;x1+), G(xa+;xz+), G(xa+;q+) e Vo+(xa+), os valores
G(xo,a+;xe,3+), G(xa,3+;xe,1+), G(xo,a+;xo,z+), G(xo,a+;q+)
e Vo+(xo,s+) podem ser avaliados.
0 funcional G(xe,a+;w) com xo,a+ dada por (3.93), ¢

expresso por:

G(xe,a+;w) = G(xa+;w) = TO(xa+).G(q+;w) (xv)

+
Substituindo-se y por (3.93) em (xv), G(xo,a+;xe,s ) ¢é

dado por:

G(xo,a+;xe,a+) = G(xa+;xa+) - 2.Tb(xa+)-G(q+;xa+) +

+ [To(x)1%.6(a ;") (xvi)

Substituindo-se To(x3+), G(x3+;x3+), G(xa+;q+) e

+ + + +
G(q ;9 ) em (xvi), resulta para G(ye,3 ;x¢,3 ) a expressio:

2
G(X°,9+:x0,9+) - 1 [ 9.1

1
6.n.a" | 32 & z] + 0(1) (F.39)

Substituindo-se y por (3.89) em (xv), G(xo,a+;xo,1+) é

dado por:

+ + + + + +
G(xe,3 ;xe,t ) = G(x3 ;xt ) - To(xa ).G(q ;xm+) =

= T0(x1+).G(xs+;q+) + To(x9+).To(x1+).G(q+;q+)
(xvii)

Substituindo-se To(xs+). To(xg+), G(xs+;xm+),
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+ + + + + + o
G(xs ;9 ), G(xrt ;9 ) e G(gq ;9 ) em (xvii), resulta para

+ +
G(xe,3 ;xe,t ) a expressio:

Glxe,s ;xe,t) = E3(A\)/2.1 + 0(a%.1n a) (F.40)

Substituindo-se ¥ por (3.91) em (xv), G(xe,3+;xe,z+) é

dado por:

G(xo.a+;xe,2+) = G(xa+;x2+) - To(xa+)-G(q+;xz+) =
= To(x2+).G(xs+;q+) + To(xa+).To(x2+).G(q+;q+)
(xviii)
Substituindo-se To(xa+), To(xz+), G(x3+;x2+),
G(xa+;q+), G(xz*;q+) e G(q+;q+) em (xviii), resulta para

G(xe ,a?xe ,z+) a expressdo:

2
L et aE e SIS NSRS
G(xe,3 ;xe,2 ) = - E4(N\)/n 4.[ = ] + O(a)
(F.41)
+
Comy = q em (xv):
G(xo,a+;q+) = G(xé+;q+) - To(x2+)-G(q+;q+) (xix)

Substituindo-se To(xa+), G(xa+;q+) e G(q+;q+) em (xix)

+ +
expressio acima, resulta para G(ye,3 ;g ) a expressio:

2
G(ye,8':q") = . 1/2.[ 9;2 + % ] (F.42)
4a.(2n)

A partir de (3.93), o valor V°+sz,s+) é dado por:
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+ + +,  + + + +
V0 (xe,3 ) = Vo (x3 ) - To(xs )-Vo (a ) (xx)

+ +, + +, +
Substituindo-se To(x3 ), V° (xa ) e vo (g ) em (xx),
resulta para V0+(xe,a+) a expressio:

(F.43)

+ + 1
V0 (xe,3 ) = - 2

O restante dos valores avaliados em F.1, ou seja, oOs
+ + + + + +
valores G(xe,3 ;xe,3 ), G(xe,3 ;xo,t ), G(xe,3 ;xe,2 ),

G(q+;xe,s+) e V°+(xo,a+), s3o0 listados a seguir:

2
+ shie o 1 9.7 1
G(xe,3 ;xe,3 ) = 16.n.a'[ 33 + 7 ] + 0O(1) (F.39)
G(xe,a+;xo,1+) = E3(N\)/2.m + O(ai/z.ln a) (F.40)
+ + 1 (9.n°, 9
G(xe,d ;x9,2 ) = - E4(\)/mt - E'[ 33 + v ] + O(a)
(F.41)
+ 4+ 1 9.n> 1
G(ye,3 ;q ) = .[ — + — ] (F.42)
43-(2ﬂ)1/2 32 4

(F.43)

+ + 1
Vo (xe,3 ) = -

onde as fungXes E3(\) e E4(\) sZo dadas por (F.33).
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F.2.AVALIACAO DOS FUNCIONAIS COM AS FUNCOES xo,n  COMO

ARGUMENTO.

Aqui serZo avaliados os valores dos funcionais onde as
fungcSes-teste xe,n-(x,y) fazem parte do argumento. As
fungSes-teste xe,n-(x,y) sio construidas em termos das
fungSes Xn-, de acordo com a expressdo (3;68), caso Xh-
seja continua, ou de acordo com a expressio (3.69), caso a
fungdo xn— possua uma descontinuidade do tipo (3.11).
Portanto, os valores dos funcionais cujo argumento é
constitul do pelas fungSes-teste xo,n-, dependem dos valores
dos funcionais onde as fungdes xn_ fazem parte do
argumento, ou seja, dependem dos valores To(xn-),
GO ixm ), G(Q sxn’ ) eV (xn ).

Para que os valores G(xp,n_;xo,m—), G(q-:kﬁ,n-) e
Vo—(XQ,n—) pcssam ser efetivamente avaliados, serdo
inicialmente calculados os valores To(xn_), G(xn-;xm_),
G(q-;xn-) e Vo-(xn_). As expressBSes para os funcionais
G(¢:v), Vo—(w) e Tn(y) sxo dadas, respectivamente, pelas
expressdes (3.23), (3.27) e (3.6).

Inicialmente, serao avaliados os valores dos
funcionais onde a fungdo x1-(x,y) faz parte do argumento,

ou seja, seriao avaliados os valores Tn(xn-), G(zn-;x;-),

G(q~;xn-) e vo-(z;-). A partir destes valores serio
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construidos os valores G(xo,i-;XQ,i-), G(q+;xo,1+) e
Vo_(xe,f_). Posteriormente, ser3o avaliados os valores dos
funcionais envolvendo xz-(x,y), ou seja, os valores
To(xz ), G(xz 522 ), G(x2 522 ), G(Q ixz ) e V (xz). A
partir destes serio obtidos os valores G(xe,z—;x@,z—),
G(xe,z—;x@,x-), G(q-;xe,z—) e Vo—(xe,z-). Finaimente, ser3o
avaliados os valores envolvendo a fung3o xa_(x,y),
utilizados para obter os valores G(xe,a_;xo,a-),
G(x0,3 :X0+2 ), G(q ;xe,3 ) e Vo_(xo,a_).
A fungido x{—(x,y) é definida no item 3.10.3.1 pela
expressio (3.94), ou seja:

(3.94)

. -x/2 em Sp
pel (X’Y) =

+
-1/2 em (S UST)-Sp

A seguir, serio avaliados os valores Tn(x{-),
G(xg‘;zg-), G(xx_;R-), G(xn-;q—) e vo-(zn—). Para que 1isso

seja possivel, necessita-se determinar as fungSes:

" -1/2 ? em Sp
i) Va = i (F.44- a)
0 em (SU S ) - Sp
ii) xt-(x,-k+) -yt (X,=A ) = (1 - x)/2 (F.44- b)

$i9) 22 7(0 ,y) - 3 (0,y) = 1 (F.44- c)
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ol - (1 + a.cos8)/2 para n/2%58%n
iv) xt (a,8) (F.44- d)
- 1/2 para -n<@<m-s2
ax1— - (cosf8)/2 para mn-256%n
v) F (a.8) (F.44- o)
0 para -n<8<n-/2

0 funcional Tn(y) ¢ definido por (3.6), e a fungdo
xi-(x,y), no circulo de raio Cr, & definida pela express3o

(F.44~- d). Ent3do, Tn(x;-) é dado por:

fT 2 T
Tn( ) = - -g J an(e).a® -g [ an(8).cos 6.8
- n/2
(i)

Substituindo-se a expressio para gn(6), dada por (3.5~
c), nos integrais em (i) e avaliando-se-os, 0s valores Tn(xi-)

serzZo dados por:

To(xyt ) = (F.45- a)

wlm

e e
vy

= . (2n+1).m
Tan()t ) = 2n-1). (2n+3) [/r;.s1n —__I_—__]
(F.45- b)
T4n4(zn_) = %- / (2n-1) TS [cos n.m ], nz1
(F.45- c)
Ten-3(yt ) = O (F.45- d)

Utilizando-se (3.23), constata-se que o funcional
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G(x1—;w_) ¢ expresso por:

SSS a1 o (n+1)
G(xt ;¥ ) = ijxi Vy ds + § 52
n=1

P (i)

Tn(gn_).Tn(w—)

Substituindo—-se (F.44- a) e (F.45- b, c e d) em (i1i),

segue que:
G(xI,w_) = - %.11m fofi_a[gg:(x,y)ﬂax.ay +
a0 -d © ¢
oo S g en i maR R, il
+ > 4?é:42;;fz;).[cos n.m ] } (F.48)

n=4

Substituindo-se w- por xn— em (F.46) e a partir de
(F.44- a) e (F.45- b, c e d), o valor G(xm_;xg—) ¢ dado

por:

G(xyt ;xt ) = -%%— + O(az) (F.47)

Substituindo-se ¥ por xa_ em (E.11) e a partir de
(F.44- b, c e d) e (F.45- b, c e d), o valor G(q—;xn—) é

dado por:
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i-a
G(q—:xn_) = - 3. n.a lim f { L * L L

2 a’0 O (x—1)2 (x+1)2 (x-1)2+ 4.X2

F

¥ - 5 }.(1 - X) dx -
(x+1)"+ 4.N
3 = y + A y - A
ik n.a.lim [ [ g 3 2].dx +
h*“th [1+(y+\) "] [1+(y-A) )
o O(af/z)

Avaliando-se os integrais nesta expressio:

G(q_;xn—) ~ O(abq.1n a) » 0 quando a » 0 (F.48)

Substituindo-se w- por R em (F.46) e a partir de

(E.4- c) e (E.2- a e b), o valor G(R—;zm-) é dado por:

o 1-a n-1
1

o= . X 2
G(xt ;R ) = —— lim f f (n —x ]0x.0y + 0(a")
a0 -d O
(111)
Avaliando-se o integral em (iii):
Gt ;R7) = A/4 + O(a’) (F.49)

Com (3.27), verifica-se que Vo-(xn—) é¢ dado pela

expressio:

vo_(xm—) = - G(xt ;R ) - —l; To(R ).To(xt ) (iv)

Utilizando-se (F.49), (F.45- a) e (E.2), (iv) reduz-se
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- = _ _\
Vo () = i o(a) (F.50)

Os valores dos funcionais onde a fungio xi— faz parte
do argumento, e que foram calculados neste anexo, s3o

listados a seguir.

-, _ a 2.a L
To(xr ) = 3" o (F.45~ a)
S = A 2

G(xt ;xt ) = 3 + 0(a’) (F.47)
G(q_;zg-) ~ O(d"Q.In a) » 0 quando a » 0 (F.48)
G(xt ;R ) = A/4 + 0O(ad) (F.49)
V () = - A+ oca) (F.50)
) 4 )

Uma vez determinados os valores To(xg_), G(xn-;xn_),
G(q_;xa-), G(R—;xa-) e Vo-(xi-), os valores G(x@,ta;xo,t-),
G(q-;xo,t_) e Vo—(xp,i-) podem ser calculados.

0 funcional G(xo,1~;w), com 29,1— dado por (3.95),

é expresso por:

G(xe,1 3¥) = Glxa ;¥) - G(R ;¥) - [To(xt ) - To(R ).

.G(y ;q ) (v)
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Substituindo-se y por xe,1— em (v), G(xe,i—;xe,1-) é

expresso por:

G(xe,t sxe,t ) = G(xt ;xt ) - 2.G(xt ;R ) + G(R ;R ) -
- 2.[To(xt ) - To(R )1.[G(x1:;q ) -

- @(R ;9 )] + [To(xt ) - To(R)1*.6(q ;q )
(vi)
Substituindo-se To(xt ), To(R ), G(xt ;xt ),
G(xt ;9 ), G(xa ;R ), G(R ;9 ) e G(q ;q ) em (vi), resulta
para G(xe,f;xe,t-) a expressio:

A.(n - 1)%

2
m—)"‘ O(a -]n a) (F-51)

G(XQ,i-;XQ,i_) =

Substituindo-se y por a em (v):

G(xt ;@ ) -~ G(R ;q ) - [To(xt ) - To(R)].

G(xe,t ;q )

.G(q ;q ) (vii)

Substituindo-se To(xt-), To(R ), G(xt-;q-), G()@—;R—),
G(R—;q—) e G(q-;q—) em (vii), resulta para G(zp,t-;q-) a

expressio:

G(xe,t 30 ) ~ O(a”2.1n a) (F.52)

O funcional Vo-(xo,a—), com XO,i- dada por (3.95), ¢
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expresso por:

V0 (xe,1 ) = Vo (x1 ) - VO(R G [TO(x1 ) - To(R )].Vo (q )
(viii)
Substituindo-se os valores Vo-(xi—), Vo-(R—), To(zg-),
To(R ) e Vo(q-) em (viii), resulta para Vo—(XO,i-) a

expressio:

Aln - 1)%
T 4.(2.n-1)

+ 0(aZ.1n a) (F.53)

Os valores G(xn,1—;xe,1-), G(q-;xe,1-) e Vo—(zp,1—),

s3ao listados a seguir:

2
G(XO,i-;XQ,i_) = %%%gfﬁ:%% (F.51)
G(xe,t ;a ) ~ 0(a%.1n a) (F.52)
— L A.(n - 1)2
Vo (X0t ) = AT G

A seguir, os valores dos funcionais onde xo,z_ faz
parte do argumento, serio avaliados, mas para que isso seja
possivel, seri necessirio avaliar os valores To(xz—).
Gz sxz ), Gz sxt ), G(a sx2 ) eV~ (xz ).

A funcXo y2 (x,y) foi definida, no item 3.10.2, pela

expressio (3.96), ou seja:
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x¥2 (X,y) = Real { w—(zl) + w—(zz) } (3.96)

Os planos complexos 21(x1’y1) e zz(xz,yz) foram
comentados no item F.1 (veja figura F.1). A func3o w(zj) &

expressa por:

¥ = elll | T z2_ I
w (zj) = 2.n.ln{ i.( Zj+ zj 1)} (3.84- b)

A fungio w-(ﬂ) € uma fungio complexa e pode ser

escrita como:
w(z) = A (X,y) + i.9 (X,y)
i IR (sl

onde AJXX.Y) ¢ a parte real, e f{]x,Y) € a parte
imaginaria.
Utilizando-se o0s sistemas de coordenadas polares

ilustrados pela figura F.1, Ai-(x,y) pode ser represenada

por:

- i 172 ., ©O1492
Ai(x,y) = Rea1{- ETE.ln [yi-i.x + (r;.rz) .81n > -
, 1,2 €1 +92
1.(r1.r2) .COs 2 ] } (F.54- a)

Definindo:



215

01 +92 ]2
+

12 .
= + : !
ﬂa(x,yi) {[ Y, (r1 rz) sin 5

2 \1/2
+ [x + (ri.rz)i/z.cos Il ] } (F.54- b)

2
e
1/2 81 +52
- - (ri.rz) .COS >
sin @1(x,y1) = XTI (F.54- c)
1 1
ou
1,2 . 8i+02
)'1 + (ri.rz) .81n :
cos Cu(x,y) = mi(x’yi) (F.54~ d)

possibilita que Al_(x,yl) seja expresso em fungdo de

"'1("”'1) e ®1(x,y1):

- _ L _1__ 1.0 (X,y )
A1 (x,yi) = Rea1{ 5 Tn ( nu(x,yi).e 1 1 )}

@ (x,y )
_ 1 1
P T (F.55)

A fungdo w-(zi) foi construida de maneira que o corte
da fungZo logaritma esteja na linha x = 0 e -A > y > -®, ou
seja, na borda de S+ (o corte da fungio logaritma em w-(zi)
coincide com o corte do potencial circulatério ¢y)' A
fung¥o w—(zz) também possui um corte, mas fora do dominio
fluido (o corte da fungZo w_(zz) ocorre ao longo da linha X
= 0e\N >y > o No dominio s+ esta fungXo ¢ continua). A

seguir, seri estudada a descontinuidade da fung2o Ai- na
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linha x = 0 e y1 < 0 (y < =-\A). Considere a geometria

ilustrada na figura F.2 abaixo:

Py

LI T O T TR A TR TRV U TR T T T 7 B0 4 45 03 X0 R U3 0B D3 83 00 A0 98 M

| « corte de w-(zi)

FIG. F.2 - Corte de xz- no dom{nio S'.

A0 longo da reta x = 0, o &ngulo (B1+82)/2 =
(n/2).(sinal de yi). Consegiientemente, “2(0’y1) = |y1| + r,
onde (r) estid indicado na figura F.2. A seguir, as fungSes

(F.54- ¢ e d) ser3o analisadas ao longo da reta x = 0.
a)para y1 < 0

sin C&(x,yi) ~ = s ET quando x » 0
|y| +r

cos G&(x,yﬁ) ~ =1 quando x » 0
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- +
Portanto, @1(0 ,yi) » T e C&(O ,yi) + -1 quando y1< 0.

Desta maneira, pode-se afirmar que:

+ -
@1(0 ,yi) - C;(O ,yi) = 21 para y1< 0 (F.56- a)
b)para y1 >0
. X
sin Cu(x,yi) k= quando x » 0
|y| +r
e
cos C&(x,yt) ~ +1 quando x » 0
Portanto:
C;(O,yi) =0 guando y1 >0 (F.56~ b)

A seguir, a fungdo C&(x,yi) seri estudada ao longo de

1 (y, = 0 ) (61+82)/2 vale

n/2, eemy = -k+ (y1 = 0+) (61+92)/2 vale -n/2. Portanto:

+
y=-AT e -1 <x<1. Emy = -\

+
(61492)/2 = (sinal de yi).% quando y + -\~ (F.57- a)

A partir de (F.57- a) e de (F.54- b), constata-se que

m&(x,O) = 1. A partir de (F.54- c e d) e do fato de que
nu(x,O) = 1, constata-se que:
i *
8in Gu(x,yi) ~ = X quando y‘ + 0
(F.57- b)



218

+
cos @1(x,y1) o A - xz .(sinal de yi) quando y1 4+ 0”7

(F.57- ¢)
A expressio (F.57) permite concluir que:
+ - , 2
ei(x,o ) - Si(x,o ) = 2.Arcsin 1 - x para x > O
(F.58- a)
e
+ - 2
ei(x,o ) - ei(x,o ) = =-2.Arcsin 1 - X para x < 0
(F.58- b)

A func3io Az—(x,yz) possui expressio similar a
expressio para Ai-(x,yi). Utilizando-se o0s sistemas de
coordenadas polares ilustrados na figura F.1, a fung3o

Az_(x,yz) pode ser expressa como:

- - o ol - 172 . yi+y2
A2 (x,y) = Rea1{ z'n.ln [y2 i.x + (pi'pz) .8in ——
- i.(p p ). cos ¥LI¥Z 4 } (F.59- a)
1AD 2
Definindo:
1/2 Yi+y2 3
mz(x’yz) = {[ Y2+ (p‘.pz) -8in — ] +

1/2 1+pz 2 V2
+ [x + (pi.pz) .CcOSs 7——2}—/—] } (F.59- b)



219

-X - (pi.pz)i/z.cos yizyz

sin ®z(x,yz) = m(x,yz) (F.59- ¢)
y, + (pi.pz)i/z.sin y1;yz

cos @2(x,y) = (F.59- d)

m;(x,yz)

possibilita que a fung3io Az-(x,yz) seja escrita de maneira

mais simples em termos de n&(x,yz) e de 82(x,y2) como:

- " __'i. 1i.@ (x,y )
Az (x,yz) = Real{ > In ( uE(x,yz).e 2 2 )}

_ ®2(x,y2)

Sl (F.60)

A func3o Az—(x,yé) é continua ao longo do corte em x =
Oe-A>y > -w e ao 1longo do fédlio (nZo apresenta
diferenga de valores entre o dorso e a face do fé61io), como

se constata através de (F.59).

A fungZo x2 (X,y) é definida por (3.96),0u seja, & a

soma da parte real das fun¢les ﬁ{fzj). Portanto, 2 é

dada por:

2 (X,y) = Ai_(x,y) + Az'(x,y) (F.61- a)

Como as fun¢@es A;]x,y) podem ser escritas em termos

das fungSes CG(x,y), resulta para xz-(X.y) a expressio:
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- 1
x2 (x,y) = R { ®1(x,y1) + ez(x,yz) } (F.61- b)

com @1(x,y1) dada por (F.54- ¢c ou d) e @z(x,yz) dada por
(F.59~ ¢c ou d).
A derivada de w-(zj) ¢ dada por:

aw (z) :
1. = = . (F.62)

az 2.1 2 1/2
J (zj - 1)

Como xz (x,y) & definido por (F.61- a), segue que:

e oA~ oA
ax XY) = I Y e
1 2
e —-— -
ghu- oA~ oA
dy (x,y) = 5;: = 5;; (x)

Utilizando-se as condi¢Bes de Cauchy-Riemann1t, mais

as expresses as (ix) e (x) em funcio de A{Yx,y):

axz(x’y) = 5l 1 .S_in61+ez + 1 .sin’“ﬂ,z
ax 2.n T )1/2 2 ( )1/2 2
1 2 Py Py
(F.63- a)
e
13

As fungBes A-(x,xﬂ e w-(x,xﬂ sZo, respectivamente, a

parte real e imaginAria de w-(zj).
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1/2 2 1/2 2

axz(x y) = 21n { 1 codLtez _ 1 co'y1+;vz}
(ri.rz) (91'pz)

(F.863- b)

A seguir, os valores dos funcionais envolvendo a
funcZo x2 (x,y) serfo avaliados, mas antes necessita-se

determinar as fungBes:

i) ax’(x A%y = - 21n { L — .ccs"“,;”2 } (F.64- a)
) (pi.pz)

De (F.58~ a) e do fato de que a funcZo C;(x,yz) ndo

+
apresentar salto ao longo de y = -\, segue que:

ii) xz-(x,-k+) = xé-(x,-k_) = 1.arcsin 1 - x2 em S+

A

(F.64- b)

A fungZo @2-(x,y2) é continua no dominio fluido, mas a
fungdo Cz-(x,yi) possui uma descontinuidade ao longo de x =
Oe-A>y>-ow, de modo que (F.56- a) se verifique.
Conseqiientemente, a fung¢Zo xz—(x,y), dada por (F.61- ©b),
possui o0 mesmo tipo de descontinuidade que CL_(x,yi), ou

seja:

i11) 22 (0 ,y) - 22 (0% ,y) =1 com y < -x (F.84- ¢)

Nas vizinhangcas do bordo de fuga constata-se, via
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(F.54- b), que n&(x,yi) ~ 1. Portanto:

cos @1(x,y1) ~ 7 2.r sin -g-

sin C&(x,yi) o =1

Consegiientemente, C&(r,ei) o - % + ¥ 2.r.sin 7

A
fung3o ®z(x,y2) na vizinhangca do bordo de fuga, via (F.59-
¢ e d), pode ser considerada constante. A partir de (F.61-
b) pode-se dizer que:

/2.2

p = ., @
1V) x2 (a,e) ~ -—z;n— .S1N E + cte (F.64 d)

V) axz a,8) i / .81n B (F.64~ @)

A partir de (F.63- b), constata-se que:

. 2, 1 { 1 1 }
vi) ==—(0,y) = =
Ix 2.1 [1 + (y+x)2]1/2 [1 + (y—k)zlt/z

(F.64- f)

Utilizando-se (3.6) e (F.84- d), obtém-se que:

To(xz-) B (F.65- a)

(2.n)1/

Tn(xz_) = 0 para n=1,2,3,... (F.65- b)
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B facil verificar que a fungdo xz—(x,y) satisfaz
(3.10- a, c e d). Conseqiientemente, o funcional G(xz_;w-),

com y impar continua ou com uma descontinuidade do tipo

(3.11), & dado por:

G(XZ?W_) = - Tim f [ (x -K ). {w (x,—k ) -y T (X, =N )}]dx -
a0 O
0 2 mr1 1
f x(ae)w(ae)ade+2—Tn(x2)Tn(w)+
n-1

-\
+ vim 2. | "’Cz(o,y) ¥ (x,07) = ¥ (x,0)] dy
h>o0 —h

Utilizando-se (F.64- a, e e f) e (F.65- b), o

funcional G(xz—;w_) pode ser reescrita como:

1-a

- - _ =1 ) 1 yi+y2 PTG

Glxz ;¥ ) = 5= 1im f { —5 -cos Jdw (x,-))
a’0 O (pi.pz)

-y (x,=\ )] }.dx - %. /—’%— To(y ) +

-A
L 1 1 1
+ 1 '3
Lo 4.n I { 2.1/2 2.1/2 }

[1 + (y¥)'] [1 + (y-A)'1]

Iy (x,07) - ¥ (x,00)1 ay (F.66)

Definem—se fungSes do parimetro A, dadas por:
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o

I 1+2.0)% + 2.0) +

1-a
+ 1im L . S .cos}—li-tZi dx
Y 4.1 e o )1/2 2
& 172
(F.67- a)
12(0) = 41_11 In(1+(2.0)% + 2.0) +
1 1~-c"arcsin (1—x2)“2 1+y2
+ 1im . .cosy 4 dx
2 1/2 2
a’0 2.t O (pi.pz)
(F.867- b)
1 / 2
I3(R) = — In(Y 1+(2.0)" + 2.\) +
4.1
i-a n
+ Jim L .f Gl Sas) .costiizz dx
4.1 1/2 2
a0 o (p .p.)
cpalee
(F.87- ¢)

Substituindo-se w— por xz- em (F.66) e a partir de

(F.65- a) e (F.864- b e c), o valor G(xz_;xz-) é dada por:
G(xz ;x2 ) = I2(A) + O(a) (F.68)

Substituindo-se w— por xi—(x,yi) em (F.66) e a partir
de (F.44- b e c), (F.45- a) e (F.67- a), o valor G(xz-:zn-)

é dada por:

G(x2 :xt ) = I1(\) + o(a’?) (F.69)

Substituindo-se y por R-(x,y) em (F.686) e
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utilizando-se (F.67- ¢c), (E.4- a e b) e (E.2), o valor

G(xz—;R-) ¢ expresso por:

G(xz ;R ) = I3(\) + O(a) (F.70)

Substituindo-se ¥ por q (x,y) em (F.66) e a partir de

(E.9- d e e) e (3.30):

1

(z.n)1/2

G(xz ;q ) = - (F.71)

] -

Com (3.27), verifica-se que Vo-(xn—) é dado pela

expressio:

= - - - 1 - -
v0 (x2 ) = - G(xz ;R ) - Ta To(xz ).To(R )

Utilizando-se (F.70), (E.2) e (F.65- a):

Vo—(,xz_) = - 13(0) + o(a>%) (F.72)

Até agora, foram obtidos os valores de funcionais

envolvendo a fungZo xz-, listados a seguir:

To(x ) o ——— (F.65- a)
2 (z'n)i/z

G(xz';xz-) = 12(\) (F.68)

e(xz';x') = IT1(\) (F.69)

1
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G(xz-;R ) = I3(\) (F.70)

G(xz_;q—) = - ; ) ! — (F.71)
(2.m)

v, (x, ) = - 13(0) (F.72)

Uma vez determinados os valores To(xzc), G(xz-;xz_),
G(xz—;xf-), G(q_;xz_), G(R-;xz—) e Vof(xz—), resta calcular
os valores G(xe,z—;zo,z_), G(xe,z-;xe,i-), G(q—;zp,z_) e
Vo—(x0,z-).

0 funcional G(xo,z—;w), com xo,z- dada por (3.97),

& expresso por:

G(xe,2 ;¥) = G(xz ;%) - G(R ;%) - [To(xz ) - To(R )1,

.G(q ;¥) (x1)

Substituindo-se ¥ por (3.96) em (xi), resulta que

G(xo,z—;xe,z—) é expresso por:

G(xe,z-;xe,z-) = G(Xé-;xz-) - G(R_;XE—) - G(R ;R ) -
- 2.[To(x, ) - To(R-)].[G(xé-:q—) -
- G(R;q )] + [To(x, ) - To(R)1%.6(a a0 )

(xii)

Substituindo-se o8 valores To(xz_), To(R_),

6xz ix2 ), G(x2 ;a ), G(x2 ;R ), G(R:a ), G(R;R) e
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G(q ;q ) em (xii), resulta para G(xo,z-;xe,z—) a expressio:

2
= = A.n
G(xe,2 ;x0,2 ) = I2(N) - 2.I3(N\) - ITTETE:TT + O(a)
(F.73)
Substituindo-se ¥ por (3.95) em (xi), resulta que

G(xe,z—;xe,t—) & expresso por:

G(xo,z-;xa,x—) = G(xz—;xz—) = G(R_;xi-) - G(xz—;R-) -
- [To(x2 ) - To(R )1.[G(xt ;9 ) - G(R ;q )] +
- [To(xt ) - To(R )1.[G(x2 ;q ) - G(R ;q )] +
+ [To(xz ) - To(R )1.[TCn ) - To(R )].

.G(q ;q ) (xiii)

Substituindo-se em (xiii) os valores To(xz—), To(R ),
To(xt ), G(x2 52 )» G(x2z ;a ), G(x2 ;R), Gy ;q ),
G(xt ;R ), G(R ;q ), G(R;R ) e G(q ;a ), resulta para
G(xo,z—;xe,x-) a expressio:

2
X.(n-1) 3/2
__——4.(2n—1) + O(a .1In a)

G(xe,2;xe,t ) = I1(A) - I3(A) +
(F.74)
pois, os termos de O(aa/z.ln a) em diante foram desprezados
face a termos de O(1).

Substituindo-se y por a (x,y) em (xi), G(xo.z-:q-) é

expresso por:
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G(xe,2 ;0 ) = G(x2 ;9 ) - G(R ;9 ) - [To(xz ) - To(R )].

.G(q ;q ) (xiv)

Substituindo-se os valores To(xz—), To(R ), G(xza;q-),
G(xz ;R ), G(R ;q ), G(R ;R ) e G(g ;q ) em (xiv), resulta
para G(ye,2 ;q ) a expressio:

2
1 9.m 9 1/2

—_— —_— = + -

7 [ 2 ] O(a In a)

3

N -

G(xe ,2—;(]—)

N

(F.75)
O valor vo—(xe,z), com xo,z- dado por (3.97), é

expresso por:

Vo (xe,2 ) = Vo(xz ) - V0 (R) - [To(xz ) - To(R )].Vo (q )
(xv)

Substituindo-se os valores To(xz—), To(R ), Vo_(zz-),

vo_(R_) e VO_(q-) em (xv), resulta para vo-(xa,z—) a

expressio:
2
Y TG ) = = DR & el (F.76)
o i 4.(2.n-1) )

Os valores G(x@,z-;xo,z-), G(xo,z—;xb,z—), G(q~;xo,z-)

Vo-(X°,2-) serdo listados a seguir:
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1

G(XO,Z 1 Xe .2 ) = IZ(K) = 2.I3(k) = ZTTETH:TT (F.73)
= | _ A.(1-n)
Gxe.2 ixe,t ) = I1T(A) = I3() + 2l (F.74)

2

ez et b o i1 1 9.1 9 1/2
G(ye,2 ;q ) = 5 —z.n‘[—sz + 4] + O(a” ".1n a)
(F.75)
- - A n2
VO (xe,z ) = - I3(X) + ZTTET;:TT (F.76)

onde as fun¢Bes I1(A), I2(A) e I3(A) s3io dadas por (F.87).

Resta agora avaliar os valores dos funcionais com
xe,a- no argumento, ou seja, resta avaliar os valores
G(XO,S-;Xe,i-), G(xe,a-;xo,z-), G(xo,a-;xe,a—), G(xo,a_;q-)
e Vo-(xe,a-). Para que isso seja possivel, ¢é necessario
avaliar os valores Tn(z‘a-), G(xs—;xf), G(xa-;xz—),
G(x3 ;%3 ), G(x3 ;q ) e vo—(xa—). A funcZo 8 (x,y) foi
definida, no item 3.10.3.2, de acordo com a expressfo

(3.98), ou seja:

+ +
w (z)  aw (z) } (3.98)

x3 (x,y) = Real {621 1 3z
onde aw"b(zj)/c‘)zj é dada por (F.12).

Utilizando-se os sistemas de coordenadas polares (aj,rj) @

(rj,pj), a fungdo xa_(x,y) pode ser reescrita como:
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= 1 . 81402 81492
x (x,¥y) = ——— . I-x.8in—— + (y+\).cos—— +
1/2 2 2
(LM 9y
1 2
1 3 . Yity2 ” yi+y2
+ ( )1/2 [ x.sin—— (y-\).cos 2 ]
=2
(F.77)
A fung3o w+(zj) e suas derivadas s3o fungdes

I'e - rd » + iv N
anali ticas no dominio S . Consegiientemente, as derivadas
parciais de primeira ordem de xa-(x,y) podem ser obtidas a
. , +
partir da derivada segunda de w (zj) em relag3o a Zf

utilizando-se as condigBes de Cauchy-Riemann:

- 2 + 2 +
gza(x,y) = Real { i (21) + g—ﬁ—(zz) } (F.78- a)
X 2 2
az az
1 2
e
= 2 + 2 +
g&i(x,y) = - Imag { 2—!;(21) - 2—!;(22) } (F.78- b)
y az dz
1 2
onde
z -
Q_E;(zj) 5 2 : 3/2 (F.79)
az . (z. - 1)

J J

A partir de (F.78) e (F.79), obtém-se as expressdes
das derivadas primeiras de xs-(x,y) em relagio a x e y em
termos dos sistemas de coordenadas polares (ejua) )

L3, como:
(rJ pj)



g X,Y) = . Jein o, EEEE) ¢
ax 3/2 2
(r .r )
12
+ L .81n 3.-(—2/-111—2--2
( )1/2 2
PP,
e
33, 3 =i (81492)
a —=(x,y) = 3/z.cos 3.———5——— +
(r .r )
1 2
+ L . COS 3_£Ziil£l
(0 .0 )a/z 2
1 72
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(F.80- a)

(F.80- b)

+
A seguir, os valores envolvendo a fung3o x3 (x,y)

serio avaliados, mas antes necessita-se

fungSes:
i) a"’(x S L L .cos 3.¥1tr2)
(0 .0 )3/2 2
4 2
i) xa (x,AT) = @ (x, A7) = St
2
1 - X
i11) x8 (a,8) & - ——.sin g
¥y 2.a
. I3 (a,8) Y T
iv) a—r'_— ~ (2.a) <8N -é-
axa 1 1
v) =—(0,y) = i
o L1+(ya)%177%  [1a(y-n)2 132

vi) a8 (x,0 ) - xs-(x,0+) =

determinar as

(F.81- a)
(F.81- b)
(F.81- ¢)
(F.81- d)

(F.81- o)
(F.81~- f)

Com (3.6), (3.5~ c) e (F.81- c), constata-se que:
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- ¥ n/2 (F.82- a)

0 com n=1,2,3,... (F.82- b)

To (x3 )

Tn(xs )

A funcZo x3 (x,y) satisfaz (3.10- a, c e d), de modo
que a expressio para o funcional G(xa—;w—), onde w_(x,y) é
uma funcZo impar continua ou, no maximo, com uma
descontinuidade do tipo (3.11), ¢ dada pela expressdo
(D.4). Utilizando-se (F.81- a, d e e) e (F.82- b) em (D.4),

G(xa-;w_) é dado por:

e s 1 (y1+y2)
Gxs ;¥ ) = - lim | —5-cos 3.~ T——.
a’%0 O (91.92)

a

+ + + -
Ay (x,-A ) -y (x,-d )]} dx -~ ————.
(2.a)3/2

g - 1 o 1
.fsin —. (a,8).d8 + =.lim f [ 2
- z 2 h30 -h [1+(y+h)2]3/2

i 1 ].[w-(x,o—) - w-(x,0+)] dx

[1+(y-M)21%72
(F.83)
Definem-se fungBes do parametro A, dadas por:
1-a 2.1/2
I4(A) = 1im . AR, (=X ) .cos 3.-(11:'1-2—-Z dx
8/2 2
a%0 O (pi.pz)
(F.84- a)
1-a
IS(A) = Vim f (A= X)  cos 3.£Z1%Z£l dx

8/2
a0 o (p .P,) (F.84- b)
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Substituindo-se w— por xz- em (F.83) e a partir de

(F.81- b, c e f), o valor G(xa—;xa-) ¢ dada por:
G(xa ;x3 ) = n/4.a + 0O(1) (F.85)

Substituindo-se w_ por xz- em (F.83) e a partir de

(F.64- b, c,d e f), o valor G(xz_;xz—) ¢ dado por:

G(xs ix2 ) = - IS(A)/m + A = % + 0(a)

Y1+ a0k (F.86)

Substituindo-se w— por x;-(X,y) em (F.83) e a partir

de (F.44- b e c), (F.45- a) e (F.67- a), o valor G(x8 ;xt )

& dada por:

G ixt ) = - I6(A)/2 + i + oat?)  (F.87)

Y1+ 422

Substituindo-se w_ por q (x,y) em (F.83) e a partir de

(E.9- d e e) e (3.59):

G(xa ;q ) = - -2-1_—8.’/ /2 (F.88)

Com de (3.31) e levando em conta o fato de que na
segunda aproximagXo variacional a fungZo R (x,y) coincide
com a fung3o i (x,y), verifica-se que Vo_(xa_) é dado pela

expressio:
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an -— - - 1 - —
vo (3 ) = - G(x3 ;020 ) - 78 To(xs ).To()1 )

(xvi)

Utilizando-se (F.87), (F.45- a) e (F.82- a) em (xvi),

segue que:

v, () = 1600)/2 - A + o(a'"?) (F.89)

Y1+ an?

0Os valores dos funcionais envolvendo a fungZo za-(x,y)

serio listados a seguir:

GG :x8 ) = 25-5 + 0(1) (F.85)
S A 1
G(ys ;22 ) = - IS5(\)/n + ~ + O(a)
1+ 402 (F.86)
Gxa sxa”) = - I6(N)/2 + & + o(a’?) (F.87)

Y 1+ a?

G(xs ;q ) = - 51;-* n/2 (F.88)
VT (eT) = 160)/2 - L + o(a'’?) (F.89)
1+ 4.2

onde as fungBes I4(\) e I5(A) sZo dadas por (F.84).

Uma vez determinados os valores To(xs-), G(xa-;xa-),
G(xa ixz ), G(xa ixt’ ), G(Q;x@ ), GR:xa) e V (x3),
resta calcular os valores G(xe,a-;xo,a—), G(xo,s-;xo,z_),

G(q ;xe,8 ) e V ~(xe,s ).
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A fung3o teste xv,a-(x,y) ¢ usada, somente, na segunda
aproximagio variacional onde R-(x,y) = 14-(x,y). A fung3o
teste xe,1_(x,y) nio ¢ usada na segunda aproximagio
variacional, pois xn—(x,y) coincide com R (X,y), e
deseja-se evitar combinagBes lineares.
0 funcional G(ye,3 ;¥), com ye,3 dada por (3.99),

& expresso por:

G(xe,3 ;¥) = G(xa ;) - To(xd ).G(q ;¥) (xvii)

Substituindo-se ¥ por (3.99) em (xvii), resulta que

G(xo,s—;xo,a_) é expresso por:

G(xe,3 ;x0,3 ) = G()xa ;2@ ) - 2.To(x3 ).G(x3 ;q ) +

+ [To(x, )1%.a(a :a ) (xviii)
Substituindo-se os valores To(xa-), G(xa-;xa_),
G(xa ;q ) e G(q ;q) em (xviii), resulta para

G(xo,s—;xu,a-) a expressio:

2

G(xe,3 ;xe,3 ) = ZE—'[ Eég +

L : ] (F.90)

P

Substituindo-se ¥ por (3.97) em (xvii), resulta que

G(xo,a-;xa,z—) & expresso por:
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G(xe,s ;xe,2 ) = G(x3 5x2 ) - GCt 533 ) - [To(xz ) -
- To(xt )1.G(x3 ;q ) - To(xa ).I[G(x2 ;a ) -
- G(xt-;q—)] + To(x2-).T0(x3—)-G(q—;q—)
(xix)
Substituindo-se os valores To(xz-), To(xn—), To(xa—),
G x2 ), G(x3 ;0 ), G(xd 52t ), GQa 3a ), G(xz ;a ) e

G(q ;q ) em (xix), resulta para G(xe,a—;xe,z—) a expressio:

2
i - 1 9.1 9
G(xe,3 ixe.2 ) = - I4(N)/n + I5(\)/2 - Z'[ LELA z]
(F.91)
Substituindo-se ¥ por q (x,y) em (xvii), G(xe,a—;q—) é

expresso por:

G(xe,3 ;q ) = G(x3 ;q ) - To(x@ ).G(q :q ) (xx)

Substituindo-se os valores To(x3 ), G(xa-;q-) e
G(g ;q ) em (xx), resulta para G(xe,a—;q_) a expressio:
s
2.a’ 32

G(xe,3 ;9 ) =

2
fn/z.[f-'-’iaf%] (F.92)

O valor v° (x¢,3), com xa,s- dado por (3.99), é
expresso por:
Yo (xe,3 ) =V, (3 ) - To(xs ).Vo (a) (xxi)

Substituindo-se os valores Tb(za-), VO—(xa-) e Vo-(q )
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em (xxi), resulta que:

vo"(xo,a') = I5(\)/2 - £ (F.93)

Y1+ 4.K2

Os valores G(xo,a-;ze,a_), G(xo,a-;xo,x_), G(q_;zp,a_)

e Vo_(xe,a—) serdo listados a seguir:

- - n (9.m0 1
G(xe,3 ;xe,3 ) = ZTE'[ 33 + 2 ] (F.S0)
= -y - _ I14(0) IS(A) _ 1 (9.n° 9
G(xe,3 ;8,2 ) = = + > 4.[—55 + 4] (F.91)
2
= e i / 9.n 1
G(xe,3 ;9 ) = 73 n/z.[ 35 + 7 ] (F.92)
= - A
vo (xe,3 ) = I5(N)/2 - (F.93)

Y1 + 4.k2

F.3.SUMARIO DE FUNCIONAIS.

Os valores dos funcionais necessirios ao cilculo das
aproximagles variacionais foram avaliados ao longo dos
itens F.1 @ F.2 do anexo F. A seguir, os funcionais
necessiArios a construgio da primeira e da segunda
aproximagao variacional serZo listados por uma questio de
conveniéncia para o leitor, no sentido de agilizar o
trabalho de consulta. Inicialmente, seriZo listados, no item

F.3.1, os valores que participam na primeira aproxima¢Xo
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item

F.3.2, os funcionais que participam na segunda aproximag3o

variacional.

F.3.1.VALORES PARA A PRIMEIRA APROXIMACAO VARIACIONAL.

Os valores utilizados na primeira aproximag3o

variacional serfo listados a seguir:

2

) Vil 9.1 5 1
v iah =o (E.15)
)

- - 1/2 Sl
V0 (g ) ~0(a’".1n a) » 0 no 1limite a » O (E.16)
G(xo,1+;xe,1+) = iéi (F.7)

+ + 1/2

G(xe,t ;9 ) ~ O(a”" ".1n a) » 0 quando a » 0 (F.8)
vo+(xo,1+) = -2/3 (F.9)
G(xe,2 ixe,27) = E1(N) (F.22)
G(xo,2 ;x0.17) = E2(\) (F.23)

o / n 9.7 9
G(xe,2 ;q ) = - > .[ 33 + 2 ] (F.24)

+ +,
Vo (x0,2 ) = 3 (F.25)
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2

Glxers ixe ) = Foe—13 (F.51)
G(xenf;q-) ~ O(a”q.1n a) (F.52)

= - A.(n - 1)?
VO (xe,1 ) = m (F.53)
= = A n2

G(xe,2 ;x9,2 ) = I2(N) - 2.1I3(A) - 2 .1 (F.73)
G(xe,2 ;xe,4 ) = I1(X) I3(N) + 5 (z.n=1) (F.74)

2

G(xe,z-;q~) =hi= % E%E'[ gé% + % ] + O(abq.ln a)
(F.75)
- - A n2
VO (xe,Z ) = - I3(A) + m (F-76)

onde as fungBes E1(A) e E2(A) s3o dadas por (F.17) e as

fungBes I1(\), I2(\) e I3(\) sZo dadas por (F.87).

F.3.2.VALORES PARA A SEGUNDA APROXIMACAO VARIACIONAL.

A segunda aproximagio variacional para o problema par
(potenciais ¢m,j+) utiliza as mesmas fungBes-teste que a
primeira aproximagZo variacional mais a fungio—-teste
xe,s+(x,y). Conseqiientemente, os valores utilizados na
primeira aproximagZo variacional serio utilizados também na

segunda aproximagiZo variacional e nZo serdo listados neste
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item. A seguir, serZo Jlistados os valores utilizados,
somente, na segunda aproximag3o variacional para o problema

. . Y +
par, ou seja, valores dos funcionais com a fungZo Ye,3 no

argumento.

+ + 1 9 nz 1

G(yxe,3 ;Ye,3 ) = 16.n.a'[ 32 + 4 ] + 0(1) (F.39)
+ + 1/2

G(xe,3 ;xe,t ) = E3(A)/2.n + O(a” ".1n a) (F.40)
+ + 1 (9. 9

G(xe,3 ;ye,2 ) = - E4(N)/m - Z'[ ~ + 5 ] + 0O(a)

(F.41)

+ 4 1 9.n° 1

G(ye,3 :q ) = 1/2.[ éz e ] (F.42)

4a.(2n)

V°+(x9,3+) = - (F.43)

onde as fun¢3es E3(A) e E4(MN) sZo dadas por (F.33).

A segunda aproximagzo variacional para o problema
impar (potenciais ¢b,j-) difere bastante da primeira
aproximagio variacional. Na segunda aproximagio variacional
para o problema impar, a fung3o xp,i_ nio toma parte, pois
a fung3o xx_ passa a fazer o papel da fung3o R (Xx,y) e
existe uma nova fungZo teste, a fungdo xy,a-. A seguir,
serfo listados os valores necessirios a segunda aproximagao

variacional.



241

G(xe,2 ;xe,2 ) = I2(A) - 2.I1(\) —% (F.73)
El= 1 1 9.7 9 12
G(XQ,Z 19 ) = - E 2—.?.[ -—:-3—2- + -4—] + O(a .1n a)
(F.75)
V. (yes2 ) = - Ti(x) + N (F.76)
o i 4 X
= = n 9.7 1
G(xe,3 ;xe,3 ) = ITE'( 33 + 1 ] (F.90)
a L 1 (9.7° 9
G(xe,3 ;x¢,2 ) = - I4(N)/m + IB(N)/2 - Z'[ - + y ]
(F.91)
2
- - 1 / 9.7 1
G(XO,B 1q ) = Z—;. ﬂ/Z.[ Tz' + z ] (F.92)
- - A
V. (xe,3 ) = I5(N)/2 - (F.93)

2 / 2
1 + 4.\

onde as fungBes I1(A) e I2(\) s3o dadas por (F.87) e as
fungZes I4(A) e I5S5(A) sio dadas por (F.84).

Na segunda aproximagio variacional a poténcia "n"
assume valor constante 1, de modo que R (x,y) coincide com
x1-(x,y). Isso implica que os valores dados por (F.73) e
(F.76) nZo sejam mais fun¢Bes da poténcia "n", resultando,

respectivamente, nas expressdes (F.73- a) e (F.76~- a).

Xx X X
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ANEXO G.

+
APROXIMACGES VARIACIONAIS PARA OS VALORES Aij .

Nos itens 3.10.3.1 e 3.10.3.2, foram definidas as
fungBes-teste que formam a base do espago de aproximagdo
HbA(S+). As fungSes-teste xo,n+ formam uma base par de
H‘A(S+)' e as funcBSes-teste xe,n- formam uma base impar de
H‘A(S+)' Na realidade, as fungBes-teste xo,n+ e xo,n-
formam bases de subespagos de H°A(S+) (subespago das
funcSes pares e subespago das fungSes impares).

O objetivo deste anexo & determinar os valores Afft e
as aproximagcBes das forgas generalizadas. Para determinar
os valores Afft serid necessaArio obter as proje¢des ¢¢,jt em
H°A(S+)' Como mostrado no item 3.8 expressio (3.61), os
potenciais ¢£,j+ (¢2,j-) sdo combinagBes lineares das
fungBes-teste pares (impares). Consegllentemente, uma vez
determinados ¢s8 coeficientes bn,j+ (bng-) através de
(3.63), os valores A€j+ (A{\j-) s%io determinados a partir
destes via (3.64).

Com os valores Affi as aproxima¢dies variacionais das
forgas generalizadas serao obtidas como descrito a seguir.

A partir de (3.48), constata-se que as aproximagSes

+ + + +
para os funcionais G(p ;p ) e vo‘(p") sio dadas por:
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I G, i ANt
G(p ;P ) = G(g ;p ) - Ao1 (G.1- a)

o £ % A%
Vo (p7) = V0 (g~) + Aot (G.1- b)

+
As funcBes q (x,y) sfo fixas e conhecidas, portanto,
H T, x .
os valores G(q ;9 ) e V0 (g~ ) sZo conhecidos.

+
Os coeficientes To(¢ ) sZo expressos em termos dos

* o+ o &
valores G(p ;p ) e V0 (p”), de acordo com a expressido
(3.47). A partir de (G.1) e (3.47), obtém-se a aproximagdo

+
variacional para os coeficientes To(¢ ), dada por:

+ * At
- Vo (g”) + Ato
T6(¢7) = ——3 = - (G.2)
G(q ;97 ) - A11™ + &

A partir da aproximag3o variacional dos coeficientes
-+
To(¢~ ) e da express3io (3.29), determina-se a aproximag#o
variacional da circulagio adimensional, dada por:

A 180%)

= = = (G.3)
88 ) + To(R)

v

Como a forca de sustentagZo depende linearmente da
circulagZo adimencional, a aproximagio variacional da forga
de sustentagZo ¢ expressa em termos dos valores Au; e
Aos™ via (G.2), (G.3) e (3.14).

A aproximagio variacional para o momento M pode ser

4
obtida, diretamente, como fun¢iZo dos valores Aao+ e A?o e
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da aproximagio do coeficiente To(¢+), resultando na
expressio:
Bo= - %.p.u?a.cz.{Aﬁo+ + 18" v T@") + ato™1y B
(G.4)

Uma vez determinada as aproximagdes variacionais para
a forga de sustentagio e para o momento ﬁ. a aproximagao
variacional para o brago do momento em relagZdo ao ponto
médio da corda normalizado pela corda ¢ determinada como a
razio entre a aproximagao do momento e a aproximagdao da
forga de sustentagZo. A aproximagZo variacional de b/c ¢é
expressa por:

. Ado” + T3(¢+).[Vo(q+) + Afo™)
b/c” = (G.5)

A
4

A seguir, serdo apresentadas duas aproximagdes
o . *
variacionais para os valores Aij e para as forgas

generalizadas.
+
G.1.PRIMEIRA APROXIMACAO VARIACIONAL PARA OS VALORES Aij .
O espago de aproximagdes para a primeira aproximagio

variacional possui uma base com quatro fungBes-teste, duas

para aproximar o problema par e duas fungBes-teste péra
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’ + + -
aproximar o problema impar. As fungZes xe,1 e xe,2 (xo,1

e xe,z-) sio wutilizadas para aproximar o problema par

-+
({mpar). A condi¢Zo de Fij (¢e;ye) ser estaciondrio no par
A A . s i +
(o ,i ;pe,i" ), proje¢Ses do par (ge,j ;¢e,i”) em H°A(S )
+ +
com base composta pelas fungSes ye,1 © yxe,2 , gera quatro
sistemas bidimensionais de equa¢Bes cuja solugio s3io os

+
coeficientes {bn,;” con n=1,2 e j0,1}. Estes . coeficientes

podem ser expressos na forma matricial:
* -1 s
{bn,;"} = [Gnm™] -{ij} (G.6)
. + -1
onde (n,m=1,2) e a matriz [Grm~ ] ° & dada por:

=
[Gnm™ ] - L

i ht = * 2 * i
G(xe,1 ;xos4 ).G(xe,2 ;x9,2") - G (xe,1 ;xe,2 )

* * * by
G(ye,2 ;x0,2° ) - G(xe,2 ;xe,1 )
(G.7)

* = - *
- G(xe,2  ;x0,1" ) G(ye,1 ;xe,t )

+ +
Os vetores {Vo‘m} ) {vi‘m} sXo expressos pela matriz:

+ + + +
n v, (xe,t7) - G(xe,1 ;a )
{V.i m } = + + e (G.8)
Vo (xe,27) - G(xe,27;q )
1t )
* -
{V° m } {V1 m }

Utilizando-se o sumirio de funcionais (item F.3.1 do
anexo F), obtém-se a aproximagio para o problema par

(coeficientes bwd+), dada por:
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T
+ e T .E2(?\) - —3— .E1(K)
bt,0 = 5 - (G.9)
25 E1T) - (B200)
. -—2— JE2(\) + __._—2";'>‘
be,0” = — . (G.10)
—é— LE1T(N) - (E2(N))
+ - E2(0\) 7 (9.7 9
bi,” = —. 2.[:'32+Z](G11)
—é— .E1(XN) - (E2(N\))
4.2 5
+ 3 /7 (9.n 9
REAT 2 [ 32 Z]

‘;‘-gt E1(N) - (E2(0))2

(G.12)

e para o problema impar (coeficientes bnd— ) segue que:

be = B.A - C.lz)
A.B - C
be,o- - A.(D - C:
A.B - C
2
A.B - C /2.n
2
bz,1 = “ 2.%. L .[gég
A.B - C

onde os paraimetros A,B,C e D s%o definidos

listadas a seguir:

2.1

(G.13)
(G.14)
9
o ] (G.15)
9

pelas expressdes
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2
_ A.(1-n) =

ATz Gl Gy
A nz

B = I2(N) - 2,.1I3(A) - 2. (G.17- b)
A (1-n)2

C = I1(A) = I3()\) + m (G.17" C)

A n2
D = - I3(A) + ’ (G.17- d)

4.(2.n-1)

+
Com os coeficientes bn,;” determinados, os valores

+
Aff' serfo construidos a partir de (3.64), resultando nas

expressdes:

2.7 4 n
A+ 3E200) + SUETQ0) + 2
Aot - i - (G.18)

——-E10) - (E20))

- [9 n°  9) (2 2.m
L |- —J.{—.EZ(A) + —;—-K]
A8t = AfeT =12 4 k32 — 2 : L
—é—.E1(K) - (E2(N))
2.1\ [ 9.n° 9 ]2
—é—.E1(K) - (E2(N\))
2 2
AA- . _ALB - 2.A.c.g + A.D (G.21)
A.B - C
2
A.(D-cC) /1 [ 9.n° 9 ]
A - aAT 2 2.1 - 32 4 (6.22)
A.B - C

A [ Ez-’. 2. ]z

AA - _ 8T 32 24 (G.23)
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onde os parametros A,B,C e D sZo0 definidos por (G.17).

o e

Utilizando-se a expressio (G.2), os valores VO (g ),
+ +

G(g :q” ) (item F.3.1 do anexo F) e as aproxima¢Ses para os

* + At AT
valores Aot~ e A1~ (no caso, os valores Aot e A117),

+
obtém-se as aproximagBes para os coeficientes To (¢~ ), dadas

por:
2 2.1
——.(E2(N) + —.A
(") =¥ 2.n La. | : 2 —| (c.24- @)
—é—.E1(K) - (E2(N))
e
T8(¢ ) = a. 21n. APl S :) (G.24- b)
=R

A aproximagXo variacional da circulagio adimensional ¥

+ =
& expressa em termos dos coeficientes T3(¢') e To(R ) por
(G.3). Consegilentemente, a aproximag3o variacional da

circulagZo adimensional, yA, é dada por:

2 2.7
A A.B - CZ §.E2(>\.) + -—3—.)\
Y =2~y | T x = (G.25- a)
: —é—.E1(k) - (E2(N\))
ou

A+

sal i (G.25- b)
A -—
Ao1

A aproximagZo variacional para a forga de sustentag3o
& obtida utilizando-se a expressifo (3.14) (forga de
sustentagXo em funcZo da circulag3o adimensional) e a

aproximagXZo da circulagZo adimensional rA, dada por (G.25).
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A aproximagio para o momento, por sua vez, ¢ obtida

+
utilizando-se (G.4) e as aproxima¢cBes para os valores Af{ﬂ

A expressio para a aproxima¢io variacional do momento &

dada por:
+
M= - %.p.uea.cz.Aeo P (G.26)

+
onde o valor A8o" & dado por (G.18).
A+ ! ,

O valor Aco nada mais ¢ do que a aproximag3o
variacional do coeficiente de massa adiciona11? na direg3o
do eixo y, associado a perturbagio da corrente devido ao
pequeno &ngulo (dngulo de ataque) gque o félio perfaz em
relagdo a corrente.

A aproximagio variacional para o brago do momento

normalizado pela corda ¢ fornecido por (G.5):

2

2.n 4 n
A 1 A.(D - C) —3—.EZ(K) + §.E1(k) + E'K
/e = ww 2 2 2.n
" AB-C 3-E200) + ==

(G.27)
A seguir, é construi da a segunda aproximagZo
+
variacional para os valores Aij7 e para as forgas

generalizadas.

+
t Veja anexo B, item B.2, onde os valores Aij sio
interpretados sob o ponto de vista fisico.
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%+
G.1.SEGUNDA APROXIMACAO VARIACIONAL PARA OS VALORES Aij .

O espaco de aproximagSes para a segunda aproximagao
variacional possui uma base com cinco fungSes-teste, trés
para aproximar o problema par, e duas fungles-teste para
aproximar o problema impar. As fungSes xp.1+, xo,z+ e xp,s+
(xe,z- e xe,am) s¥o utilizadas para aproximar o problema
par (impar). A condig3o de Fu+(¢o;wo) ser estacionario no
par (¢'3.j+:¢'$.t*), projegSes do  par (¢o.j+;¢e.t+) no
subespago das fungSes pares de H°A(S+) com base composta
pelas fungles xe,1+, xo,z+ e xe,s+, gera dois sistemas de
equagBes 3 x 3, cuja solugo s3o os coeficientes {bn,j+ com
n=1,2,3 @ j<0,1}. A base do subespago das fungBes impares
de HnA(S+) na segunda aproximagXo variacional é constituida
pelas fungSes x0,2 © X0,8 . EntXo, Fij (go;ye) ser
estacionadrio no par (¢2,j-;¢3,t~), contido no subespago das
fungSes impares de HoA(S+), gera dois sistemas de equagdes
2 x 2 cuja solugio sZo os coeficientes {bn,f- con n=1,2 @
i0,1}. Uma vez determinados os coeficientes bnqt, os
valores Aﬁﬁ sZo obtidos via (3.64). Os valores utilizados
para obter os coeficientes bsdi e os valores Aui estio
listados no item F.3.2 do anexo F. A seguir, serdo listados
os valores Afft obtidos na segunda aproximagdo variacional.

+
O valor ASo ¢ dado pela mesma expressio nas duas
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; g’ ) +
aproximagSes variacionais. Portanto, o valor Aoco na

segunda aproximagiZo variacional & dado pela expressZo

(G.18).
2. 2
- =Y 2/n.[A + 2.B) + 2.¥ n/2.[C - D/2- E2(A)"]
+ + 3
Ao1 = A10 = Y >
—é—.E1(k) - E2(\)
(G.28)
onde
A = E1(A).E3(X) (G.28- a)
B = E2(MN).E4(N) (G.28- b)
4.1
= T.[E1(k) - E4(N\)] (G.28- ¢)
- Ez(x)éea(x) (G
o [, 1) L G
o 32 4 )'2.a )
2
: [% = Gileh ]
Aoco = (G.30)
I2(0) - 2.I1(N\) + \/4
5 - I4(\) + I5(N\)/2
Aot = Ao = ¥ 2/7!.{ k.l} - I1(R)] -
I2(N) - 2.I1(N) + Vi
. IS0 A (G.31)

2 / 2
1 + 4.\

+  +
Utilizando-se a expressio (G.2), os valores Vo_(q-),
+ +
G(q ;9" ) (item F.3.1 do anexo F) e as aproximagSes para oS
+ 1 Az Azt
valores Aoi~ e A11~ (no caso, os valores Aos™ e Aii dados

por (G.28), (G.29) e (G.31)), obtém-se as aproximagBes para
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+
os coeficientes To(¢~ ), dadas por:

+
a.\o1 (G.32- a)

To (¢)

To (¢ ) a.AB1 (G.32- b)

A circulagio adimensional pode ser obtida a partir de

(G.32) via (G.3), resultando na expressio:

VAN (G.33)

onde os valores Asit sZo dados por (G.28) e (G.31).

A segunda aproximagio variacional para a forga de
sustentagdo € obtida utilizando-se a expressio (3.14) e a
segunda aproximagio da circulagcio adimensional yA, dada por
(G.33). A segunda aproximagio para o momento coincide com
(G.26), pois o valor A30+ é o mesmo nas duas aproximagdes
variacionais.

A aproximagio variacional para o brago do momento

normalizado pela corda & fornecido por (G.5) como:

A+ A
A_ Aoo .Aoi1

b/c N (G.34)
Aot
+ +
onde os valores Aﬁo . A31 e A31+ s3o dados,

respectivamente, por (G.18), (G.28) e (G.31).

x X X
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ANEXO H.

ASSINTOTAS DAS APROXIMACOES VARIACIONAIS DAS FORCAS

GENERALIZADAS NOS LIMITES A » O E A » .

Neste anexo ¢ avaliado o comportamento assintédtico da
primeira aproximag3o variacional das forgas generalizadas
nos limites A » 0 e A 3 ®, mas para que isso seja possivel,
seri necessiArio avaliar as assintotas das fungBSes E1(M\),
E2(N), I1(X), I2(X) e I3(X) nos limites A » ®m e X » 0. No
item H.1, serd avaliado, inicialmente, o comportamento
assintético das fungSes E1(A), E2(X), I1(A), I2(NA) e 1I3(\)
no limite A » ® e, posteriormente, serdo obtidas as
assi ntota da primeira aproximag3o variacional das forgas
generalizadas neste limite. No item H.2, serdo avaliadas as
assintotas das fung@es E1(A), E2(\), I1(N), I2(A) e I3(A)
no limite A\ » 0, de maneira a ser possivel construir as
assi ntotas da primeira aproximag3o variacional das forgas
generalizadas no limite A » O.

As fun¢Bes E1(\), E2(N), I1(A\), I2(A) e 1I3(A) sd3o
dadas, respectivamentes, pelas expressdes (F.17- a), (F.17-
b), (F.67- a), (F.67- b) e (F.67- c). Estas fungSes podem
ser escritas em termos das fungBes Hj(A) com j=t,...,5 (No

que segue o {ndice "j* assume valores de 1 a 5) e da fungXo
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f(N). As funcSes Hj(A) e a fungZo f(A) s3o definidas como:

1-a
/ 2
H1(X) = 1im I o5 T/z'[ 2.k.sintigti + x.cosri%ZE ].dx
a’0 (pi.pz)
(H.1- a)
1-a
H2(A) = Tim I GiEs xz/z.cosZ1%t£ dx (H.1- b)
a30 5 (pi.pz)
{ 1-a
H3(X) = Tim J L ;‘/2.[ 2.1.(1 + x).sinr—i-%?l -
a0 (p .2 )
o
- (1 - x).(2 + x).cosm?/z ].dx
(H.1- ¢)
1-a . 2.1/2
H4(N) = 1im arconn ::;x ) .cos’-:-‘—%Zi dx (H.1- d)
( a0 0 (pl.pz)
( t1-a
H5(N) = 1im (v - Xijz.cosyizyz dx (H.1- e)
a0 o (p Pz)
( e
FN) = I‘-&- m @1+ @aE +20) (H.2)

As fungBes E1(\), E2(A), I1(A), I2(A) e 1I3(A) s2o

expressas em termos das fungBes Hj(A) e f(A) como:

E1(X\) 2.H1(\) (H.3- a)

( E2(X) - 2.H2(MN) - H3(A\) (H.3- b)
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1

1) = fO0) + 7= .H2(\) (H.3- ¢)
I2Z0) = FA) + —— .HaA(\) (H.3- d)
2.1
1
I3(\) = F(\) + == .HE(A) (H.3- o)

As fungBes Hj(A) sZo expressas em termos de integrais

envolvendo as fungBes sintii¥2 cosZ1%Z-E 1/Uﬂ.p%)”q

. i -
Estas fungBes estio definidas somente ao longo do f¢1ioz?
(y =-Ae -1 < x < 1) e, portanto, s3o fungBes de x e A.

Ent¥o, para que o comportamento assintético das fungles

E1(N), E2(A), I1(N), I2(\) e I3(A) possa ser avaliado, &

necessiario obter as assintotas das fungles s1nZ1ili,
c0311%13 e 1/(;.')1.4:32)"/2 nos limites A\ + 0 e A » ®. Porém, &

necessirio escrever estas fungBes em termos de x e \.

Considere a geometria indicada na figura H.1:

A § yi+y2 ryity2

As funcSes sin—é—— y cos—5— e 1/(‘01.,02)1/2 estio
definidas em todo o dominio s+ e s3o fungBes das variiveis
X @ y. Mas guando estas fungBes participam do argumento dos
integrais presentes nas fun¢Bes Kj(A), a variidvel y assume

o valor -\ e x € ao intervalo [-1,1]. Portanto, em (C.1)

s1n11:t- ’ COSZi—Z— e 1/(pa.pzf/2 sio fungBSes somente de Xx

2
e A.
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(O T I TANY) [T TR TN TR IR Y A TN ¥

FIG. H.1 - Sistema de coordenadas polares (91'71) e (pz,yz)

para y = -A @ -1 ¢ x < 1.

Os raios ,o1 e pz para pontos ao longo do fé1lio, como
ilustrados na figura H.1, podem ser expressos em termos de

X @ A de acordo com as expressdes:

o, = Y (1= x0f + (2.0)? (H.4- a)
o, = LG+ 0f + (2.0)2 (H.4- b)

A fungZo 1/(91.92)1/2 pode ser escrita em termos de x

e A com o auxi 1io das expresses (H.4) como:

1/(,:91.492)”2 = [(13)2 + (163).8.% + 16047714
(H.5)

Com as expressdSes 8in 8/2 = {1/2.(1 - cos 6)}1/z e

cos 8/2 = {1/2.(1 + cos 6)}‘/2 mais as férmulas de adig3o
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yYi+y2

para fungSes trigonométricas, as furgBes s1n——§—— e
os;m;yz podem ser expressas como:
1/2
. Yi+y2 1 . .
= -_— - . + s
sin—— { 2 (1 cosy, .cosy, smy1 s1nrz)}
(H.6- a)
e
y4 by ] 1/2
= = + . + i .81
cos™—; { 5 (1 cosy, .cosy, siny, s1ny2)}

(H.6- b)

+
As fungdes s1n——iZ£ e costt 272

foram expressas em
termos das fungBes sin yi(x,y) e cos yt(X’Y) (com i=1,2).
Para pontos (x,y) pertencentes ao contorno do f&lio (y = -\
e -1 < x < 1), estas fungBes podem ser escritas em termos

de x e A (veja figura H.1), como:

2.1
sin ¥, = (H.7- a)
Y (- x®) 4 (2.0)2
e
2.\
sin 72 = (H.7- b)
J 1+ %)+ (2.0)2
e
1 =5
cos y, = - (H.7- ¢)
(1= %) + (202
e
1 + X
cos y, = (H.7- d)
Y (- xE) + (2.0)2
Com (H.8) e (H.7), smz-’la-’:i e cosm;”z podem ser,

finalmente, expressas por:
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2 2
(1t -~ x7) + 4.\ 1/2
sinr1+72 = L .[1 + ]
2 / 2.2 2 2 4
2 V/(1 - X ) +8AN .(1 +x") + 168.\
(H.8)
2 2
(1 - x7) + 4.1 1,2
c0871+?2 = ! .[1 =
£ / 2.2 2 2 4
2 ¥/(1 - X ) + 8A .(1 +x°) + 18.\
(H.9)

Uma vez construidas as express¥es para as fungSes

+ +
1/%pa.pzf/2, s1'n-?:—1--§?:i e cosZ1§Z£ em termos de x e A, suas

assintotas nos 1imites A + 0 e A » ® ser3o determinadas.

Nos itens H.1 e H.2, ser3Zoc avalijadas as assi ntota das

fungSes 1/(;&.;2)1/2, sinZi:ZE e cosr”?/2

> 3 respectivamente,

nos limites A » ®m e A » 0. A partir destas, as assintotas
das fungBes Hj(A) e, conseqgiientemente, as assintotas das
fungBes E1(A), E2(A), I1(X), I2(N) e I3(N) serfo avaliadas

nos limites A » 0 e A » .

H.1. ASSINTOTAS DA PRIMEIRA APROXIMACAO VARIACIONAL PARA
AS FORCAS GENERALIZADAS NO LIMITE A » o.

A seguir, o comportamento assintdético das fungBes
E1(N), E2(A), I1(N), I2(X) e I3(A) no limite A + o sera

determinado a partir das assintotas das fungSes

1/(p1.p2)1/2, sim e c:os’i%y—z

> neste limite, mas antes
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as assintotas destas fung@es no limite A -+ ® devem ser

construi das.

As expressSes para 1/(;&.;5)1/2, sinll%li e 00571;72

podem ser reescritas como:

1 1 1

(91.92)1/2 2.8 [(1-x2)%/16 0% + (1+xB)/2% + 1 1V
2 2
(1-x )/4.N + 1 1,2
siny1+yz - 1 [1 o ]
“ / 2.2 4 2 2 )
2 f/(1-x Y /180 + (14X )/2. 07 + 1
(1—x2)/4.7\z + 1 1,2

Jttre _ 1 [

e = .]

1 e
Y (1-x3)2 /1808 + (15x2)/2.02 + 1

No limite A » o, as assintotas destas expressdes

s¥o, simplesmente, dadas por:

o ~ (H.5- a)
(pi.pz) 2.\
sinZ1§ZE ~ 1 (H.8- a)
cos’“?/2 ~ 0 (H.9- a)

pois, termos de ordem 0(1/kn), para n > 1, sXo despreziveis
face termos de ordem O(1/A) no limite A » oo,
Substituindo-se (H.5- a), (H.8~ a) e (H.9~- a) nas

funcBes Hj(A) (expressBes (H.1)), resultam os integrais:



i1i-a
HI) ~ Tim [Y 1 - x2.dX ~ 1/4

a0 O
H2(A) ~ O

1-a
H3(\) ~ 1im [ (1 - x2).dx ~ 2/3
a0 O

H4(A) ~ O

H5(A) ~ O

O comportamento assintdtico da fungXo f(\),

(H.2), no 1Timite A % ® ¢ representado por:

f(K) ~ zla.]n 4.\

al
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(H.10- a)

(H.10- b)

(H.

10-

c)

(H. 20= db

(H.

e)

dada por

(H.11)

pois ¥/1 + (2.)\)2 ~ 2.A quando A <3 ®. Substituindo-se

(H.10) e (H.11) em (H.3), obtém-se as seguintes

para as fungBes E1(N), E2(A), I1(N), I2(\) e

por:

E1(K) ~ ﬂ/2

E2(A) ~ - 2/3

I1(K) A ZTE .1n 4 A
1

I2(N) ~ i .1n 4.\
1

I3(A) ~» —— .1In 4.\

r-S
P~ |

I3(N),

(H.

(H.

(H.

(H.

(H.

assintotas

dadas

12-

12—

12—~

12~

12-

a)

b)

c)

d)

e)
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As assintotas para as fung@es E1()\), E2(N), I1(\),
I2(A) e I3(N), no limite A » ®, sZo dadas por (H.12).

Para obter as assintotas da primeira aproximag3o
variacional das forgas generalizadas no limite A » ®», basta
substituir as assintotas das fung®es E1(A), E2(N), I1(\),
I2(A) e I3(X) neste limite nas expressSes (G.17), (G.18),
(G.25) e (G.27).

Substituindo-se (H.12) em (G.25) resulta para a
aproximagdo variacional da circulag3o adimensional a

assintota:

¥ ~ 2n no limite A » o (H.13)

Uma vez obtida a assintota da aproximagcZo variacional
para a circulag3o adimensional, a assintota para a forga de

sustentagdo, via (3.14), & dada por:

t ~ p.U%a.n.c 3 no lTimite X » ® (H.14)

Substituindo-se (H.12- a e b) em (G.18), resulta para

+
o valor A8e" a assi ntota:
Aﬁo o) T no limite A\ » ® (H.15)

A partir de (H.14) e (G.28), conclui-se que a

assintota para o momento ¢ dada por:
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M o = %.p.U%a.n.cz k no limite A 5 (H.16)
A assintota do brago normalizado pela corda pode ser
obtida como o guociente entre a assintota da aproximagio
para o momento e a assintota da aproximagio da forga de
sustentagdo multiplicada pela corda, ou através das
expressSes (G.27) e (H.12). A assintota para b/c ¢ dada

por:

b/c = 0,25 (H.17)

Portanto, no limite A » w, de acordo com a assintota
de b/c, a linha de agZo da forga de sustentagZo [t passa a
um quarto da corda atris do bordo de ataque, ou a um quarto
da corda & frente do ponto médio do félio. Este ¢ o
resultado classico para a posi¢Zo da linha de agZo da forga
de sustentagZo agente em um f41io sem espessura com pequeno
dngulo de ataque em relagZo a uma corrente uniforme em
domi nio fluido sem fronteiras. A assintota da aproximag3o
variacional das forgas generalizadas no limite A - 0 sera

obtida no préximo item.
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H.2.ASSINTOTAS DA PRIMEIRA APROXIMACAO VARIACIONAL DAS

FORCAS GENERALIZADAS NO LIMITE A » O .

Para avaliar o comportamento assintdético das fung@es
E1(N), E2(N), I1(A), I2(A) e 1I3(A) no 1limite X » O,

necessita-se determinar as assi ntotas das fungSes

1/(g .o sz, s1‘n?:1:1i e cosZiiZi neste limite.
1 ' 2 2 2
Expandindo as fungSes 1/(pu.p2f/2, sin11213 e
cosZL-‘;--Z-i em série de poté&ncias em Kz:
1 2 2 4
1 — . 4 2.(1:x532 .kz+ 6+28: :f: .x4 o o(xd)
(o, -p,) /1_x? (1-x") (1-x")
(H.5- b)
1+y2 2x> 2 16x°+ 6x' .4 P
SR . g - XL L O T O N g B B
2 2.2 2.4
(1-x") (1-x")
3
cos”‘;"’z N 2"2 A - 9"—1—2?1}-.7\3 + o\>) (H.9- b)
(1-x") (1-x")

Substituindo-se (H.5- b), (H.8- b) e (H.9- b) nos

integrais presentes nas fung@es Hj(\):

i-a

2
H1(A\) ~ 1im I [ o T 1 16: 3.)\3 + O(xs)].dx
Q>0 -

(1 - xz) (1 - x°)
(H.18- a)
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1-a

2 2 3 4
H2O\) ~ Tim J‘[ (2x=2x"). A _ 12x+12x”+8x -8x ,3_ O(hs)].dx
2. 1/2 2.5/2
a0 & (1t - x°) (1 - x )
(H.18- b)
1-a
2.3/2 4+8x—12xz—8x4-8x6 3 5
H3(A) ~ 1im J[(1—x YA+ AT+ O )].dx
2. 7/2
a-$0 4 (1 - x)
(H.18- ¢)
1-a
H4(X) ~ 1im j [arcsin Y1 - xz.[ 2 A=
2.3/2
a0 o (1 - x)
3
T 0(7\5)].dx (H.18- d)
(1 - x2)7/z
1-a .
HS(X) ~ 1im J[u -x)“.[-—zi'-’-‘-— T RN O(hs)].dx
2.3/2 2.7/2
a0 - (1-x") (1-x")
(H.18- @)

A fungZo H5(MA) depende do valor da poténcia "n". Serdo
3: " "

atribuidos dois valores a “n" de modo que a assintota
para H5(X) no 1imite A » O possa ser avaliada. Os valores
adotados para "n" s3io 3/2 e 3.

Os integrandos em (H.18) s3Io dados por séries no
parimetro A cujos coeficientes s3io fung@es da variivel x. O
raio de convergéncia destas séries depende do parimetro A\ e

da variavel x. E fAcil constatar que essas séries convergem

para valores de x @ A que satisfazem uma desigualdade do

3t e .

A poténcia "n" pode assumir qualquer valor, mas para
reduzir o trabalho de avaliagcio das assintotas da fung3o
H5(\), adotou-se, somente, dois valores para "n".
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tipo x < 1 - A.Kz, onde A ¢ uma constante a se determinar.
Como conseqtiéncia, ao 1invés de avaliar os integrais
definidos em (H.18) para o intervalo [0,1-a] com a » 0, os
integrais definidos em (H.18) serZo avaliados para o
intervalo [0,1-A.X] com A -+ 0. Este & o procedimento
utilizado para avaliar os integrais em (H.18), pois
deseja-se as assintotas das fung®es Hj(A) no limite A + O.

Avaliando-se os integrais em (H.18), obtém-se as

assintotas para as fungBes Hj(A) no limite A » O, dadas
por:
H1(A) ~ “A.In X + O(N\) (H.19- a)
H2(A) ~ (7 - 2).x + 0(\Y?) (H.19- b)
H3(A) ~ (4 - m).A + ON>%) (H.19- ¢)
HA(A) o~ = 2X.Tn A + O(N) (H.19- d)
-(3n/2 + 2).x + o\*"%?) paran =3
H5(A) A Vs (H.19- e)
B.A + O(A ) para n = 3/2
0 2
onde B = 1 + § [(2m-1)!)

m=t (2m)t.[2" Y. (m-1)1]2

A assintota da fungZo f(A), definida por (H.2), &
obtida expandindo a fungZo f(A) em série de Taylor em torno

de X\ = 0, resultando em:

FN) ~ A/21 - A%/73n - \P/3n + Oo(\T) (H.20)
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Substituindo-se as assintotas das fungSes Hj(A.) e da
fung3io f(A) nas expresses (H.3), obtém-se as assintotas
das fungTes E1(A), E2(A), IT(N), I2(A) e I3(NA) no limite X\

+ 0, dadas por:

E1(A) ~ -27.1n A + O(N) (H.21- a)

E2(N) ~ -m.An + O(XY%) (H.21- b)

I1(\) ~ A/4 + 0(A3%) (H.21- ¢)

I2(A) ~ - (A.1n N)/2r% + Oo(\) (H.21- d)
-(3/2n + 3/4). A + o0*?%) paran = 3

I3(A) - N (H.21- @)
(1 + 2r).A/2r + O(A ) para n = 3/2

Substituindo-se as assintotas das funcSes E1(N\),
E2(A), I1(A), I2(N) e I3(X) no limite A 3 0 em (G.25),
resulta numa indeterminagZo do tipo 0/0 para a aproximag3o
variacional da circulagio adimensional. Para contornar esta
situacdo, serd necessirio determinar as assintotas de E2(\)
e I1(A) até termos de ordem superior em A\, o que implica em
determinar a assintota de H2(\) até termos de 0(k3/2) (as
funcBes E2(\) e I1(A) sZo escritas em termos da funcXo
H2(A)). A assintota para a fung¥o H2(A) pode ser reescrita

como:

H2(A) « m.A + A1.AY2 40073 (H.19- b.1)
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onde A1 depende de A (constante desconhecida utilizada para
avaliar os integrais em (H.18) nos limites A -+ 0) e ¢,
portanto, desconhecida.

NZo € necessArio determinar o valor da constante At
para obter a assintota da primeira aproximagXZo variacional
da circulag3do adimensional. Isto ¢ conseqii®ncia da maneira
como as fungdes Hj(AN) foram definidas.

Substituindo-se a expansio (H.19- b.1) da fungiZo H2(X\)
nas expresses (H.1- b e c), obtém-se as assintotas das

fungSes E2(A) e I1(A) até termos de O(Xa/z):
E2(A) ~ -n.A - 2.A1.A%% + o(2%?) (H.21- b.1)

I1(N) ~ A/4 + %.x"”z + 0o\%%) (H.21- c.1)

Com as expresses (H.18- a, b.1, c.1, d e e) em
(G.25), a assintota da primeira aproximagio variacional da

circulagdo adimensional ¢ dada por:

™ .2/ no limite A + 0 (H.22)
Com (H.28) e (3.14), a assintota da primeira
aproximag3ao variacional da forga de sustentagcXZo no limite A

2> 0 & dado por:

t = p.U%a.c.% } no limite A\ » 0 (H.23)
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A assintota da aproximagX¥o para o momento, via (G.18),

(G.26) e (H.21 ~a e b.1), & dada por:

?4 = - p.Uz.a.cz—l— ic’

N no limite A » 0 (H.24)

A assintota da aproximagiZo variacional do brago
normalizado pela corda, no limite A\ » 0, pode ser obtida
através das expresses (H.21) e (G.27). A assintota da

primeira aproximag3o ariacional de b/c é dada por:

b/c = 0,16 no limite A 3+ 0 (H.25)

Portanto, no limite A » 0, a linha de agXo da forga de
sustentag¢3o T esta a um terg¢o da corda atris do bordo de
ataque, ou a um sexto da corda A frente do ponto médio da
corda do félio, que ¢ o resultado obtido no tépico 3.10.1.

As assintotas, no limite A » 0, para as aproximagSes
variacionais das fogas generalizadas (t e ﬁ) e de b/c
recuperam os resultados obtidos no tépico 3.10.1 e

apresentados pela literatura.

X X X
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ANEXO I
APROXIMACAO POLINOMIAL PARA AS FUNCOES E1(\), E2(\), E3(A),

E4(N),I1(N), I2(N), I3(N), I4(N) E I5(N).

Neste anexo, serio ilustrados dois procedimentos que
permitem explicitar a dependéncia dos integrais presentes
nas fungBes E1(A),E2(N), E3(N), E4(A), I1(X), I2(X), I3(N),
I4(\) e I5(N\) em relagZo ao parimetro A, de modo que estes
integrais possam ser avaliados independentemente de X. O
resultado final destes procedimentos serid aproximacgles
polinomiais em A dos integrais presentes nessas fungdes, o
que ¢ uma vantagem, pois o0 ciAlculo dassas fungfes para um
dado valor de A torna-se muito mais simples e imediato.

Os dois procedimentos a serem utilizados sdo
complementares. O primeiro e mais simples procedimento,
utilizado quando A > 1, seria expandir a fungdo a ser
integrada em série de taylor no parimetro A em torno de A =
1. Consegilentemente, o integral passa a ser representado
por uma série de poténcias em A cujos coeficientes s3o
integrais em x de fungBes que dependem somente desta
varidvel. O segundo procedimento, utilizado quando 0 £ A =
1, faz uso de uma familia de polindmios ortogonais no
intervalo de integragio. Como exemplo, temos os “polindmios

de Chebyshev”, que formam um conjunto de fungSes
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enumeriveis ortogonais no intervalo [0,1].

A expans3io em série de Taylor no parametro A dos
integrais presentes nas fungBes E1(M),E2(\), E3(A), E4(A),
I1(\), I2(\), I3(N), I4(N) e I5(N) poderia ser realizada
em tornode A = 0, mas 1isto resultaria em integrais
divergentes ou dificeis de serem avaliados, como constatado
no decorrer da avaliagXZo das assintotas no limite A » O.
Consegiientemente, a expansio em série de Taylor no
parimetro A serid realizada em torno de A = 1, ou seja, esta
sera utilizada, somente, para obter aproximagd@ies
polinomiais quando A 2 1. Para a faixa 0 < A < 1, ser3do
utilizadas fami 1ias de polindmios ortogonais (por exemplo,
os “polinémios de Chebyshev"”) para construir as
aproximagBSes polinomiais dos integrais presentes em Ei1(XA),
E2(\), E3(\), E4(N), I1(N), I2(N), I3(N), I4(MA) e I5(N). Os
dois procedimentos, a serem utilizados, serdo ilustrados e
discutidos a seguir.

Antes de ilustrar os procedimentos para obter as
aproxima¢cBes polinomiais, definem-se fungSes do parametro
Ac:

1

2
moo = [ LEC [en et T2 4 wcod 2 .o
(pi.pz)

& (I.1- a)
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H2(\) = j LB .cos}q;yz.dx (I.1- b)
(fﬁ'1 L)
1
H3(X) = f iy xuz [2.7«..(1+x).s1n“% = (1-x).(2+x).
(;r:>1 .pz)
-cos 228 1. ox (1.1- o)
1 ; 2 1,2
H4(\) = SRCEm (1= ) .coswy—z.dx (I.1- d)
& (o .0 )1/2 2
&~ 2
; (1 - x“) 14y2
HS(M) = .costt?¥2 . (I.1- @)
1/2 2
o (p .po.)
1
1
HB (X ) =j O .9 [ (cosm] - 3 cosr1+y2 ].dx
8/2 2
(e, -2,)
(I.1- f)

as2° 2
(P P )
(I.1- i)
H10(\) ‘f i - xs/z [3'8,‘& - [siny“?z] ] d
(p P, )
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1
q 2 3
i = [ 2restn LIoo o fcod12) - 5. o312 ox
(o .p2.)
N = (I.1- K)

em fungZo das quais as fungBes E1(\),E2(N), E3(X), E4(N\),

I1(N), I2(N), I3(N), I4(N) e I5(N) podem ser expressas

como:
E1(N) = 2.H1(X) (1.2- a)
E2(N) = = 2.H2(N) = H3(M) (I.2- b)
E3(A) = HT(A) + 2.A.H8(A) (I.2- c)
EA(A) = HI(A) + 2.A.H10(A) (I.2- d)
1) = 3= FA) + o= H2ZQM) (I.2- o)
12(\) = I};.f()\) F 1 HAO) (I.2- f)
2.
I3\ = =.f0) + T HEOV) (I.2- g)
14(A) = HI1T(\) (I.2- h)
I5(N) = H6(\) (1.2- 1)

onde f(A) foi definida por (H.2).
Ao invés de obter diretamente as aproximagSes

polinomiais de E1(\),E2(\), E3(\), E4(A), It(A), I2(7A),
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I13(A), I4(\) e 1I5(\), serdo obtidas as aproximagdes
polinomiais em X das fungSes Hj(A) com j=1,...,11. No
decorrer deste anexo, o indice "j" assume valores de 1 a
11. Posteriormente, a partir de (I.2- a,b,c,d,e,f,g,h e i),
obtém-se as aproximagBes polinomiais em A de E1(\), E2(N),
E3(N), E4(\), I1(A), 1I2(\), I3(\), I4(A) e I5(\). Os

procedimentos serZo ilustrados a seguir.
I.1.APROXIMACOES POLINOMIAIS PARA Hj(A) COM A 2 1.

Para A\ 2 1, os integrandos em (I.1), fungBes de x e X\,
podem ser desenvolvidos em série de poténcias em 1/)\2, pois
os radicais em (I.1) podem ser expressos como fungBes de

2
1/X". EntZo:

1
Hj(A) = fFj(x,?\) dx (1.3)
[s]

onde Fj(x,\) pode ser expresso como fungio de 1/7\2 e pode,
portanto, ser expandido em série de poténcias em 1/7\z como:

Fi(x,\) = Fj,o0(x) + Fj,t(x).l- + ... + Fj,z(x).—-—‘—
kz an

(1.4)
0s Fj,n(x) sZo fungBes, somente, de x. Substituindo-se
(I.4) em (I.3), Hj(N) & expresso em termos de poténcias de

1 /k2 como:
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Hj(A) = Aj,o + ALi.l; SRS ALn.—%: + O(Aj,n+1)

A A
(I1.5)
onde os coeficientes Aj,n s30o definidos por:
1
Aj,n = ij,n(x) dx (1.6)
o
O coeficiente Aj,n n3o depende de A\, dependem,

somente, do integral em (I.6). Caso a fungXZo Fj,n(x) seja
suficientemente simples, o integral pode ser avaliado
analiticamente. Caso contrario, o integral em (I.6) sera
avaliado numericamente. Uma vez que (I1.6) foi determinado,
as aproximagdes polinomiais para as fungBSes Hj(A) estio
determinadas para qualquer A = 1,

Caso (I.5) seja utilizada para aproximar Hj(A) no
intervalo A 2 1, o erro desta aproximagZo & de ordem do
coeficiente desprezado Aj,n+a. Este erro pode ser aferido
diretamente, comparando (I.5) com a integral numérica que

fornece Hj(1).

H.2.APROXIMACAO POLINOMIAL PARA Hj(A) COM 0 £ A £ 1.

Como discutido anteriormente, expandir os Fj(x,\) em
série de Taylor em A = 0 resulta em fung¢Ses Fj,n(x,0) cujo

integral em "x" no intervalo [0,1] ¢ dificil de ser
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avaliado. Portanto, para 0 £ X\ £ 1, seriA utilizado outro
procedimento para obter as aproximag@es polinomiais.

As fungdes Hj(\) podem ser avaliadas numericamente,

somando-se os valores das fungdes Fj(x,A) em pontos
igualmente espagados e discretos X, do intervalo [0,1], ou
seja:
M
Hi(A) = § Fj(xk,K).p(xk) com xk e [0,1] (1.7)
k=1

onde X, = k.Ax (Ax = (1-0)/M), e p(xk) é o "peso" da
férmula de integrag3io utilizada (ABRAMOWITZ; STEGUM (1970),
segdo 25). Os Fﬁ(xk,k) sdo fungBes de A somente, e &

possi vel escrevé-1os em termos de polindmios em A ditos
ortogonais. Como exemplo, pode-se citar os "polidmios de
Chebishev" {Tn(X) com  n=0,1,2,3,...}, definidos no
intervalo [-1,1] e que satisfazem a relag3o de

ortogonalidade:

1
frn(x).rm()\).w(x) d\ = hn.énm (I.8)
-1

A fungZo w(x) = 1/(1 - J\Z)M2 é¢ a fung3o “peso”
relacionada aos polindmios Tn(A) (ver ABRAMOWITZ; STEGUM
(1970), paAginas 773-774 ). ho = n, hm = n/2 para n=1,2,...,

e émm ¢é a fung®o & de Kronecker. Estes polindnios
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satisfazem a relag3o de simetria:

Tn(-A) = (=1)".Tn(X) (I.9)

e em particular:

Ti(A) = X (I.10~- a)
2 m _2n-2m (2n - m - 1)! | 2n-2m
Tzn(X) = n. (-1)".2 T OB = 2m)!'l
m=0
(I.10- b)
h m _2(n-m) (2n - m)!
Tzn+(A) = (2n + 1).P(-1)".2 Wi (2n = 2m ¥ D1
m=0
ANET™ O (1.10- ©)
De acordo com a relagio de simetria (I.9), os
polindmios com indice par s3Zo fungSes pares, e os

polindmios com indice impar s3o fungBes impares.

1t

Conseqiientemente, a relagio de ortogonalidade pode ser

reescrita, considerando-se, somente, o intervalo [0,1]:

1
J a0 Tm(0) . w(A) = Pz-ﬁ.énm (1.11)
e}

As fungles Eﬂxk,k) podem ser escritas como combinag3o

linear dos N primeiros polindmios de Chebishev:

N
Fj(xk,k) 2 ¥ Bj,k,n.Tn(A) (I.12)

n=4

b Como o8 “polindmios de Chebishev"” s3o fungBes pares
ou impares, o valor do integral (I.11) no intervalo [0,1] &
metade do valor deste integral no intervalo [-1,1].
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Os coeficientes Bj,k,n podem ser obtidos da maneira
descrita a seguir. Em primeiro lugar, ambos os lados da
identidade (I.12) sdo multiplicados pela fungdo
Tm(k).w(x)z*. Em seguida, ambos os 1lados da identidade
resultante s3o integrados no intervalo [0,1]. Finalmente, a
relagdo de ortogonalidade (I.11) ¢ utilizada, e a expressio

para os coeficientes Bj,k,n & dada por:

1
2
Bj,k,n = m.of Fj(xk,x).rn(x).w(x) d\ (I.13)

Uma vez conhecidos os Bj,k,n e a partir de (I.12), a
expressido (I.7) pode ser rescrita em termos destes
coeficientes. A expressZzo para Hj(A) em termos dos Bj,k,n
¢ dada por:

M N

Hi(A) 2% ( L Bj,k,n .Tn(X) ) (I.14)
k=1 n=1

Definindo-se os coeficientes Cj,n como:
M

Cjyn = z Bj,k,n (I.15)
k=1

a Ultima expressio para Hj(\A), dada por (I.14), pode ser

reescrita como:

N
Hi(A) 2 ¥ Cj,n.Tn(N\) (I.18)

n=14

4t M-ésimo polinomio de Chebishev multiplicado pela
fungdo “"peso”“.
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A expressio (I.16) €& uma aproximagZo polinomial para
Hj(A), vAlida para valores de A pertencentes ao intervalo
fo,1].

No limite A » O, a aproximagao polinomial para a
fungZo Hj(\) deve recuperar a assintota da fung3io Hj(A)
neste limite. Neste intuito, sera incorporado na
aproximagXo polinomial para Hj(A) a assintota de Hj(A) no
limite A » 0, denotada por Hj(A). Para que isso seja
possivel, a aproximagXo polinomial de Hj(A) serid expressa

como:

M
A\ = T Cj,n.Tn(X) (1.17)

n=14

onde os coeficientes Cj,n sXo definidos por:

1

2
Cj,n = = Of Hi(A).Tn(X).w(r) dA (I.18)

A aproximagZo polinomial para Hj(A), que recupera o
comportamento assintdtico de Hj(A) no limite A -+ 0, sera
expressa em termos dos coeficientes Cj,n e Tj,n @ em termos
da fun¢Zo Hj,n, como ilustra a expresszo:

N

Hi(A) = Bj(A) + ¥ [Cj,n - Cj,n].Tn(N) (I.19)

n=1

A expressio (I.19), que & o resultado desejado,

fornece uma aproximagXo polinomial para os Hj(A) que

incorpora o termo principal (assintota) no 1imite A » O.
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I.3.CONSTRUCAO DA APROXIMACAO POLINOMIAL DAS FUNOES E1(\),
E2(\), I1(A) E 1I2(N) E COMPARACAO COM RESULTADOS

NUMERICOS PARA 0 < X £ 1.

A titulo de ilustrag®o do procedimento descrito no
item I.2, as aproximagBes polinomiais das fun¢Ses E1(M\),
E2(N), I1(N) e I2(N), vAlida na faixa 0 < A < 1, ser¥o
construi das e comparadas com os resultados da avaliag3o
numérica. Como estas fun¢Ses sXo expressas por (H.1) em
termos das funqﬁeslﬁ(h)s*, o procedimento descrito em I.2
serd aplicado, na realidade, s fun¢@es Hj(A). A partir das
aproximagBes polinomiais destas fung@es, serio construidas
as aproximag@es polinémiais das fung¢Bes E1(A), E2(\A), I1(A)
e I2(A) via (H.3). Com o aumento do grau da aproximag3o
polinomial destas fungBes, seri constatada a convergéncia
das aproximag@es polindmiais dessas fungBes para os valores
fornecidos pela avaliagZo numérica.

A fami 1ia dos polindmios de Chebishev seri utilizada
para obter a aproximag@o polinomial das fung¢BSes Hj(A) na
faixa 0 < A ¢ 1,0.

O primeiro passo neste sentido, seriA expressar os

lﬁ(xk,h) de modo adequado. Considere, entXo, as fun¢Bes:

?

3 0 {ndice “j" assume, neste item, valores de 1 a 4.
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2.A.8in ritrz

S(x,N) = - (I.20- a)
( )1/2
PP,
(=]
COS 71;?,2
C(x,\) = (I.20- b)
(o .0 )12
1 2

que permitem expressar os Fj(x,\), das respectivas Hj(\),

como:

Fi(x,A) = §#x).8(x,h) * gﬁx).c(x,k) (1.21)

As fungSes sj(x) ) cj(x) sfo fungBes continuas da

variidvel x e estio definidas na tabela I.1.

TABELA I.1 - Fung¢des sj(x) e cj(x).

i 8.(x) c.(x)
i J

1 1 = xz X .Y 1 - xz

2 _ (1 - x)

3 (1 - x%) - (1 - x)2.(2 + x)
2

4 _— arcsin 1 - x

Substituindo-se (I.21) em (I.3), as fungBes Hj(A) sZo

reescritas como:
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1
Hj(N) = j [ gﬁx).s(x,k) + gﬁx).C(x,x) ] dx (I.22)
Q

A integral em (I.22) pode ser avaliada numericamente,
utilizando-se alguma regra ou algoritmo de quadratura. A
partir de alguma regra de quadratura numérica, (I.22) pode

ser reescrita como:

N

Hj(A) «.k?o[ sj(xk).s(xk,x) + cj(xk).C(xk,K) ].p(xk)

(1.23)

No caso da regra de quadratura utilizada ser a regra
trapezoidal, o indice N é o nimero de particSes do
intervalo de integrag3o, xk = k.Ax (Ax = intervalo de
integrag3o dividido por N), e p(xk) é a fungio “"peso”,

definida por:

Ax/2 para X = X e X
p(x, ) = CEEC (1.24- a)

AX para 0 < x < N

Quando a regra de quadratura utilizada ¢ a regra de
Simpson, o nimero N de parti¢@es do intervalo de integragio
deve ser par. Nesta regra de guadratura, xk = k.Ax (Ax ¢ o

intervalo de integrag3o dividido por N par), e p(xk) sera

definida por:
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Ax/3 para k = 0 @ 2N
p(xk) = 4 .Ax/3 para k = 1,3,... ,2.N-1 (1.24- b)
2.Ax/3 para k = 2,4,... ,2.N-2

Conforme a estrutura das fungdes gﬁx) e gﬁx), pode
ser interessante utilizar férmulas de integragao
gaussianas, as quais utilizam familias de polinémios
ortogonais. Existem diversas férmulas de integragio
gaussianas (veja ABRAMOWITZ; STEGUM (1970), seg3o 22),
algumas vidlidas para intervalos de integrag3o especificos e
outras vAlidas para intervalos de integrag3o arbitrarios.
Como exemplo, as fungBes Hj(A) podem ser escritas na forma
(1.23), utilizando-se uma férmula de integragfio gaussiana
para intervalos de integragZio arbitrarios, baseada nos
polindmios de Chebishev. Com esta regra de quadratura, N,
em (I.23), serid a maior poténcia do polinémio de Chebishev
de maior grau utilizado, x, = 1/2 + %.yk, ey, é a k-ésima

raiz do polindmio de Chebishev de grau N. A fun¢3o p(xk),

neste caso, seria dada por:

I : ;
V/x A1 - x ) .- para X # X
p(x ) = E S k0 (1.24- ¢)

o para Xo
As férmulas de integragio Gaussianas apresentam
vantagens sobre as férmulas de integrag3o trapezoidal

composta e simpson composta, pois ndo utilizam os extremos
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do intervalo de integrag®o. Conseqgientemente, podem ser
usadas para avaliar integrais de fungSes que possuem
singularidades nos extremos do intervalo de integrag3o.
Além disso, os algoritmos que utilizam as férmulas de
integragZo Gaussianas exigem um trabalho numérico reduzido
em comparacio com as regras trapezoidal composta ou Simpson
composta.

Utilizando-se a regra trapezoidal composta, ou a regra
de Simpson composta, ou ainda a férmula de quadratura
baseada nos polindédmios de Chebishev, as fungBes Hj(\A) ser3o
expressas na forma (I.23). Em (I.23), o integrando Fj(x,\)
passou a ser fun¢XZo, somente, de A, pois a variavel x
assume valores fixos xk. Os Fﬂ}&,h) ser3ao aproximados por
polinédmios em A, no intuito de obter uma aproximag3o
polinomial para Hj(A).

A seguir, seri ilustrado como obter uma aproximag2o
polinomial para os Fj(xk,h). A partir de (I.21), os F(xk,k)

serao expressos por:

Fj(xk,?\) = sj(xk).S(xk,)\) + cj(xk).C(xk,M (1.30)

Os polindmios de Chebishev {Tn(A) com n=0,1,2,....}
serXo utilizados para obter aproximag@es polinomiais em X\
dos Fj(xk,h). Isto corresponde a  obter aproximagSes

polinomiais para as fungSes S(xk,k) e C(xk,k) de acordo com
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(I.11).

As fungdes S(xk,k) e C(xk,k), definidas em (I.20), s3o
fungBes {mpares em A. Portanto, ¢ natural expandi-las em
termos dos polindmios {Tan+1(A) com n=0,1,2,...}, que s3o
fungBes impares em X (veja expansio (I.10- c).

Introduzindo~se os coeficientes:

Ak,n = = f .S(xk,)\).TZnﬂ()\).dk com n=0,1,. ..
o § - 22
e (I.25- a)
4 = [
Bl,n = — J' +C(x sA).T2n+1(X).dh com n=0,1,. ..
o i ol

as fungdes S(xk,J\) e C(xk,K) podem ser expressas como:

® M
S(xk,k) = § Ak,n.TanH(A) o T Ak,n.T2n+1(A)
n=0 n=Q
e = " (I.25~- b)
C(xk,l.) = § Bk,n.Tzntt(A) ~ § Bk,n.Tzn+(A)
n=o n=0
Os coeficientes {Ak,n e Bk,n com n=0,1,2,... ,M } podem

ser determinados, numericamente, a partir de (I.31- a).

Utilizando-se (I.25~- b) em (I.23):

M
Hi(A) ~ ¥ Dj,n.Tan+1(X) (I.26)
n=o
onde
N
Dj,n = § p(xk).[Ak,n.sj(Xk) + Bk,n.Cj(Xk)] (1.27)

k=0
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No limite A » 0, & interessante que as aproximagBes

polindmiais recuperem as assintotas das fungSes Hj(\),
dadas por (H.19).

Como as assintotas das fung@es Hj(A) s¥o nulas em A =

0, ¢ natural expandi-las em termos dos polindmios impares

de Chebyshev { Tzn+1(A) com n=0,1,2,...1}. Introduzindo-se

as expansdes:

o ¢ M
“A.In A = F an .Tz.n+(N) = L an .T2.n+a(N)
n=o n=o
e s = - (I.28- a)
PN =Y On Tzonta(X) = L An .Tz.nt(X)
n=0 n=0
com
- i 1
an = - —. J‘ .Tzn+t(N) dA
0 /1 - KZ
e (I.28- b)
3/2
4 1 A
fn = - —. Ik .Tzn+(N) dA
o] 1 - AZ

as aproximag@es polinomiais para as fungBes Hj(A) sXo:

M
HI(A) ~ -A.In X + F ( Dt,n = aon ).T2n+(A) (I.29- a)
nzo

H2(A) ~ (m-2).x + A1 A%

n

[Dz2,n = (m-2).60,n = A.0An].

gMI

.T2n+1(\) (I.29- b)
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M
H3(A) ~ (4 - )X + L [ Da,n - (4 - t).50,n ].Tzan+1(N)
n=g0
(I.29- ¢)
M
HA4(A) ~ =2A.1In A + £(D4,n - 2.0n).Tzn+H(A) (I.29- d)
n=0

A partir de (I.10- c¢), os polindmios de Chebishev

podem ser reescritos como:

0
Tantt (M) = (-1)".(2.n + 1).A + F br,m A2 ™ (1.30- a)
n=o
2.(n-m)
- ]
onde bn,m = (2.n+1).(-1)" 2 il STt com m=1,...,Nn

mt.(2.n - 2.m + 1)
(I.30- b)

Utilizando-se (I.30), as aproximagdes polinomiais das
fungBes Hj(A) podem ser escritas em termos das poténcias de
A (na forma ai.K + az.Ka+ aa.k5+ «+s)y, @0 1invés de serem
expressas em termos dos polindmios de Chebyshev, como em
(I.17). As aproximacBes polinomiais para as fungSes Hj(A)

ser3o expressas em termos de poténcias de X como:

M
HI(A) ~ -A.In X + { T (Di,m - am ).(-1)’“.(2m+1)}.7\ +

m=0

(I.31- a)
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M
H2(\) ~ (m-2).x + A1AY% { F(D2,m-A1.0m). (~1)"(2.m+1)
m=0

M M
- (n - 2)}.x + 7 [ T(Dz,m - A1.nm).bm,n].x2'“+‘

n=14 m=n

(I.31- b)

M

H3(A) o~ (4 - 7).\ + {z[oa,m.(—n'?(z.mﬂ) - (4 - n)]}.x
m=0
A

M
H4(A) ~ -2X.1n A + {z(m,m - 2.am).(-1)".(2.m + 1)}.x +

m=0

2.nH

+ Da,m.bm,n ].?\ [ (I.31- ¢)
n

n

3 MK

T e I 4

= 3 2.n+4
+ 35 [ L(De,m = 2.0m).bm,n ].7\ )
i

m=n
(I.31- d)
Para que a aproximagZo polinomial (I.31- b) seja
assintoticamente equivalente a (H.19- b), & necessiArio que
o termo linear no somatério se anule. A partir deste fato,

conclui-se que a constante A1 seri dada por:

M
L {Dz2,n .(-1)".(2.n + 1) } = (7 - 2)

n=0

Al = % (I.32- a)
Lon .(-1)" (2.0 + 1)
n=0

A convergéncia em M da expressio (I.32- a) permite
estimar o erro na aproximagZo para o parimetro Ai1. Conforme

o valor de u aumenta, a constante A1 deve tender para um
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determinado valor. A diferenga entre dois valores
consecutivos da constante A1, ou seja, a diferenga entre At
para M—1 e para M proporciona uma estimativa do erro da
aproximagio da constante A1l.

O somatério que multiplica A em (I.31- c¢) deve ser
nulo, de forma que o termo linear em A seja representado
pelo comportamento assintdético de H3(A) no limite A -+ O.

Esta condig3o implica na identidade:
= n
Y Da,n.(-1).(2.n + 1) = 4 -1 (I.32- b)
n=0

O erro em (1.32- b) pode ser visto como medida do erro
da aproximagiZo polinémial aqui construida. Uma vez estimado
este erro, o somatério que multiplica A em (I.31- b) pode
ser omitido, e as aproximagBSes polinomiais para as fungBes
Hj(A) podem ser reescritas como:

M
HI(A) ~ -A.Tn X + { Y (Dt,m - om).(=1)".(2m + 1)}.X +

m=0

s = 2.n+4
+ 7 [ Y (Dt,m - am).bm,n ].7\ '

n=14 m=n

(I.33- a)

M
H2(\) ~ (m-2).n + A1.AY% { T(Dz,m -A1.8m).(=1)"(2m+1)
m=0

M M
- (n - z)}.;\ + 7 [z(oz,m - A1.ﬁm).bm,n] FLALES

n=14 n=m

(I.33- b)
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M M
H3(A) ~ (4 - )X + T [z Ds,m.bm,n ].)\2'"“ (1.33- ¢)

n=1 n=m

M
HA(X) ~ -2X.1n A + {z(m,m - 2.0m).(-1)7(2m + 1)}.>\ +

m=0
M M 2 +
+ ¥ [z(m,m - 2.0m).bm,n ].x ke
n=1

m=n

(1.33- d)

A seguir, serZo apresentados graficos e tabelas
mostrando como se processa a convergéncia das aproximagdes
polinémiais face aos resultados obtidos via integrag3o
numérica. As fungdes Hj(\) nio  foram avaliadas
numericamernte, mas as fun¢Bes E1(A), E2(N), I1(A) e I2(XA)
foram. A partir das aproximag@es polindmiais das fungSes
Hj(A), constrSe-se aproximagdes polindmiais para E1()\),
E2(X\), I1(A) e 1I2(A). Estas serio comparadas com oOs
resultados obtidos via integragZo numérica.

Nas tabelas, a primeira coluna apresenta o valor do
parametro A. Na segunda coluna esti o resultado da
integragdo numérica, e, nas colunas seguintes, s3o
mostrados os valores das aproximag@es polinédmiais conforme
aumenta o grau do polindmio em A. Para a fungZo E1(\) temos
a tabela 1.2, onde sZo apresentados valores de E1(A) até a

terceira casa decimal.
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TABELA I.2 - CONVERGENCIA DA APROXIMACAO POLINOMIAL DE

E1(\).
INT. APROXIMAGBES POLINOMIAIS
A NUMER. | 19GR. | 39GR. | 59GR. | 79GR. | 99GR. | 119GR. | 139GR.
1.0 [1.4239]1.303]1.437|1.421(1.42411.423[1.424 |1.423
0.9 {1.3986]1.362{1.391{1.401{1.397/1.398/1.398 [1.398
0.8 |1.3669[1.399|1.352|1.368|1.367{1.366({1.366 [1.367
0.7 [1.3266{1.411]1.31411.324|1.327/1.326(1.326 |1.326
0.6 |1.2745{1.394{1.269|1.270|1.274]1.274]1.274 [1.274
0.5 |1.2060{1.344|1.211]1.203|1.204{1.206(1.206 |1.206
0.4 11.1144(1.25411.128|1.114]1.113/1.113{1.114 [1.114
0.3 10.9887{1.113{1.007{0.991/0.988/0.988{0.988 [0.988
0.2 |0.8102/0.904{0.828/0.815/0.811{0.810/0.810 |0.810
0.1 |0.5396{0.590/0.551]0.543/0.541/0.540{0.540 |0.539
0,05/0.3385{0.364(0.344|0.340{0.339/0.339/0.338 |(0.338
0,01(0.0998{0.105/0.101{0.100{0.100{0.099/0.099 |0.099

O polindmio de 139jrau converge para os valores
numéricos até a 32 casa decimal. Na pratica, bastaria
convergéncia até a 29 casa decimal, obtida a partir do
polinémio de 99 grau. A seguir, seri apresentado um grifico
(Figura I.1) mostrando a convergéncia das aproximagSes
polinomiais de E1(A) para os valores obtidos via integragfo
numérica. Na figura I.1, serio apresentadas curvas para as
aproximagBes polinomiais de 12, 32 e 59 grau e uma curva
para a integragio numérica. Para as aproximacBes de 72 e 9%
grau, nio serZo apresentadas as curvas, somente mostra-se

08 pontos listados na tabela I.2.
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FIG. I.1 - Aproximacdes polinomiais versus interagio

numérica da func3do E1(\).

A tabela I.3 mostra como se processa a convergéncia da
aproximagao polinomial da fung@o E2(A) para os valores

obtidos via integragZo numérica.
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TABELA I.3 - CONVERGENCIA DA APROXIMACAO POLINOMIAL DE

E2(\).
VALOR| INTEGR. APROXIMAGCTES POLINOMIAIS
DE A |NUMER. 192GRAU| 32GRAU | 59GRAU| 72GRAU | 99GRAU
1,0 0,6028 }0,5100/0,6186/0,5980{0,6047(0,6019
0,9 0,5916 |0,5690{0,5827(0,5966{0,5899/0,5916
0,8 0,5774 {10,609110,5600/0,5799(0,57890,5764
0,7 00,5592 {0,6293}0,5447]10,5562/0,5614]|0,5597
0,6 00,5356 {10,6281{0,5307/0,5292{0,5334}0,5368
0,5 0,5043 10,6037{0,5113/0,4990|0,5015]0,5043
0,4 0,4621 10,5541{0,4791{0,4616|0,459210,4604
0,3 0,4040 10,4761[10,4259{0,4094|0,403910,4026
0,2 0,3318 {0,3653]0,3414(0,330810,325410,3229
0,1 0,2006 {0,2138{0,2106]0,2076(0,2052]{0,2034
0,05 {0,1159 10,1179{0,119910,1196:0,11880,1180
0,01 10,0276 |0,0265{0,0279{0,02820,028210,0281

VALOR|] INTEGR.| APROX. POL.

DE A |NUMER. |119GRAU| 139GRAU

1,0 0,6028 |0,6033 [0,6025

0,9 0,5916 [0,5919 |0,5913

0,8 0,5774 |0,5773 |0,5777

0,7 00,5592 |0,5588 |0,5591

0,6 0,5356 |0,5359 |0,5352

0,5 00,5043 |0,5050 [0,5046

0,4 0,4621 |10,4618 [0,4624

0,3 0,4040 |0,4028 |0,4034

0,2 0,3318 {0,3218 |0,3214

0,1 0,2006 {0,2023 {0,2017

0,05 |0,1159 |0,1175 |0,1171

0,01 |0,0276 |0,0280 |0,0279
Para E2(\), a convergéncia das aproximagdes

polinomiais € um pouco mais lenta que para E1(A), mas a

aproximagZo polinomial de 139 grau JjA mostra,

em geral,
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convergéncia até a terceira casa decimal e, garantidamente,
até a segunda casa decimal. A partir do polinémio de 9e
grau, a convergéncia até a 29 casa decimal ja & verificada.

Na figura 1.2, a convergéncia da aproximagdo
polinomial da fungzo E2(N) esti ilustrada. Ser3o
apresentadas curvas para os valores obtidos via integragio
numérica e para os polinémios de 12, 32 e 592 grau. Os
polindmios de 79 e 92 grau ser3o representados, somente,

por pontos equivalentes aos valores da tabela I.3.

0’7

+ primeiro grau ¢ lerosiro grau & quinio grau x  solime grau v  nens grsu

FIG. I.2 - AproximacSes polinomiais versus integracio

numérica da funcio E2()\).
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A tabela 1.4 mostra como se processa a convergéncia

das aproximagBes polinomiais da fungio I1(A) para os
valores obtidos via integragio numérica, mas considerando

valores até a quinta casa decimal.

TABELA I.4 - CONVERGENCIA DA APROXIMACAO POLINOMIAL DE
I1(M).

VALOR| INTEGR. APROXIMACOES POLINOMIAIS
NUMER. | 19GRAU |39GRAU |59GRAU | 79GRAU |99GRAU

0,1171810,11097}10,11825/0,11682(0,11725/0,11715
0,11011{0,10832|0,10951/0,11038{0,11006{0,11011
0,10246({0,10247|0,10127}0,10257{0,10252]0, 10244
0,09412|0,09865|0,09314|0,09394{0,09419{0,09414
0,08498:0,09132|0,08467|0,08466|0,08496;0,08501
0,0749110,08206{0,07542!0,07468{0,07481|0,07490
0,06371/0,07067|0,06489{0,06375{0,06363{0,06367
0,05114{0,05695|0,05261/0,05144{0,05117{0,05113
0,03686{0,04073(0,03810|0,03725|0,03697|0,03689
0,02030/0,021890,02089}0,02053{0,02039(0,02034
0,01083(0,0114310,01106{0,01093{0,01087{0,01085
0,00235}0,00240|0,00240|0,00235|0,00235/0,00235

o,
m
>

- - - -

(¢ )]

QO - N WHPUO®~N®OO
-—h

O 000000000 O =

VALOR| INTEGR.| APROX. POL.
NUMER. | 112GRAU| 139GRAU

Q
m
>

0,1171810,11718{0,11718
0,1101110,11012{0, 11011
0,1024610,10246|0,10246
0,09412|10,09411{0,09412
0,08498{0,08499|0,08498
0,0749110,0749210,07491
0,0637110,06378}0,06371
0,05114|0,05113|0,05114
0,03886|0,03686|0,03686
0,02030|0,02032}0,02031
0,01083{0,01084{0,01084
0,00235(0,00235|0,00235

-

CO = NWHhHLUVLEO~N®WO

(¢ ]

-

OO0 00000000 OO =
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A aproximagio polinomial para I1(\) converge para os
resultados numéricos do mesmo modo que a aproximag3o
polinomial da fungZo E2(A).
A figura I.3 ilustra a convergéncia da aproximacZo
polinomial da fungio I1(A) para os valores fornecidos pela
integracdo numérica. Nesta figura, os resultados foram

apresentados de forma anidloga ao realizado nas figuras 1I.1

B nEH g
ou
° i ¥ 13 [ 1
o | o2 | o4 | a8 | o8 [ 1
01 03 05 o7 09
parameiro lambda
— :
+ primeiro gau 0 lerceiro grau A quinko graw X oolime gau vV  nono grau

FIG. I.3 - AproximacSes polinomiais versus interacio

numérica da fungio I1(\).
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A seguir, seri apresentada a tabela I.5, equivalente a
tabela 1.4, mas para a fungio I2(A), considerando valores

até a quinta casa decimal.

TABELA I.5 - CONVERGENCIA DA APROXIMACAO POLINOMIAL DE

I2(2).

VALOR| INTEGR. APROXIMACTES POLINOMIAIS
NUMER. | 19GRAU | 39GRAU |59GRAU | 79GRAU | 99GRAU

0,11830{0,1112910,1149410,11805|0,11837{0,11828
0,11141}0,10903{0,11079|0,11167{0,11136{0,11141
0,10396{0,10556|0,10269|0,1040880,10401{0,10394
0,09587(0,10069{0,09476|0,09569|0,09593|0,09588
0,08703|0,09422|0,03659|0,08669|0,08701}0,08705
0,07730|0,08590}0,07775}0,07705|0,07721(0,07729
0,06650/0,0754310,0677410,06651{0,06643|0,06647
0,05435{0,06248|0,05603/0,05464|0,05437/0,05434
0,04041{0,04663{0,04194|0,04082|0,04051{0,04043
0,02374|0,02712|0,02470]0,02404|0,02383|0,02376
0,01363{0,015635/0,0141310,01379{0,01368|0,01364
0,00354{0,00388/0,00364|0,00357{0,00355{0,00354

Q
m
>

- - - -

- - -

(6}

QOO0 O0OO0CO0OO00O0OQ -
QO =N WHEOWOO~N® OO

=

VALOR| INTEGR.| APROX. POL.
NUMER. |119GRAU| 139GRAU

0,11830|0,11831(0,11830
0,11141|0,11141(0,11141
0,10396|0,10396(0,10396
0,09587|0,09586|0,09587
0,08703|0,08703(0,08703
0,07730|0,07730(0,07730
0,06650|0,06649|0,06650
0,05435|0,05434|0,05435
0,04041|0,04041(0,04041
0,02374|0,02374(0,02374
0,01363/0,01363(0,01363
0,00354|0,00354|0,00354

o
m
>

(6]

-

COO0O00000OO0O0O0O =
CO - NWHELOWO~N®WO

b
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A figura I.4 ilustra a convergéncia da aproximag¢io
polinomial da fungZo I2(A) para os valores fornecidos pela
integragio numérica. Nesta figura, os resultados foram

apresentados de forma aniloga ao realizado na figura I.3.

ou

0R

0l

0,08 -

g
¥

02 | o4 | os [ op |
01! 03 05 o7 08

peramedro lambds

~——— inlegracas numerice
+  primeiro grau 0 lerceiro g 4 quinko grau X  solimo grau vV  nono grmy

—

FIG. I.4 - Aproximacdes polinomiais versus interacio

numérica da func3o I2(\).

Através das tabelas 1.2, 1.3, I.4 @ I.5 e das figuras
I.1, 1.2, 1.3 e 1.4, verifica-se a convergéncia das

aproximagfes polinomiais para os resultados obtidos via
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integragcio numérica. Basta uma aproximagido polinomial de
139 grau para recuperar, praticamente, os resultados da
integragio numérica até a quarta casa decimal. Em termos
praticos, o polindmio de 99 grau ¢ suficiente (convergéncia
até a segunda casa decimal).

Para estudar a convergéncia da aproximagio polinomial
para a constante (4 - 7)) e para determinar gqual o valor da
constante A2, a aproxima¢Zo polinomial foi levada até o 519
grau (utilizou-se até o vigésimo quinto polinémio de
Chebishev {Tz.n+t1(A); n=0,1,... ,25 }). Na tabela 1.6,
serdo apresentados o valor da constante A2 e o

M

valor §, D3,n.(2n + 1).(-1)" - (4 - n) (denotada como
n=0

DIFERENCA na tabela I.6).



TABELA I.6 - Valor da constante A1 e convergEncia de
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M
T Ds,n.(2n + 1).(-1)" - (4 - ) para zero.
n=o
N® DE POLINGMIOS VALOR DE DIFERENCA MODULO DA
UTILIZADOS Al DIFERENCA EM %
FACE A (4 - )

1 -1.19065 -0,25025 28,15

2 -1,60563 -0,02723 3,17

3 -1,76484 0,03705 4,32

4 -1,82930 0,04807 5,8

5 -1,85594 0,04390 5,11

6 -1,86736 0,03684 4,29

7 -1,87261 0,03036 3,54

8 -1,87528 0,02515 2,88

9 -1,87684 0,02109 2,46

10 -1,87788 0,01796 2,08

11 -1,87866 0,01549 1,8

12 -1,87528 0,01354 1,58

13 -1,87981 0,01196 1,39

14 -1,88026 0,01065 1,24

16 -1,88066 0,00957 1,11

16 -1,88098 0,00867 1,01

17 -1,88138 0,00788 0,92

18 -1,88172 0,00722 0,84

19 -1,88203 0,00642 0,75

20 -1,88350 0,00614 0,72

21 -1,882686 0,00569 0,68

22 -1,88298 0,00529 0,62

23 -1,88331 0,00494 0,58

24 -1,88364 0,00463 0,54

25 -1,88399 0,00434 0,51

M

A figura I.5 apresenta a convergéncia de ¥ Da,n.(2n +

1).(-1)" - (4 - 7)

para zero em fungio do

polinémios de Chebishev utilizados.

n=0

nimero

de
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30.00%
3
3
R
20,00% |- g
5
:
3
10.00% |
3
g
1 | s | 9 | vl o | 2 | =
3 7 n n 2
numero de polinomios ulilizadoe
RX] Emona aprox. em %
M n
FIG. I.5 - Convergéncia de § Da,n.(2n + 1).(-1) - (4 - n)
n=90

para zero em fung3do do mamero de polinmios de

Chebishev utilizados.

A constante A1, aparentemente, converge para -1,884 e

M
) Da,n.(2n+1).(-1)" - (4 - m) vai lentamente a zero.

n=0

Truncando a aproxima¢cao polinomial no sétimo ( Tis(A) )
polindmio (desprezando do oitavo em diante) de Chebishev,
verifica-se que o termo linear em A na aproximagao
polinomial para H3(A) pode ser desprezado com erro de 3%,
conforme a TABELA I.6. Ent3o, (I.21), com M = 7, fornece as

fungBes Hj(A) com no maximo um erro de 3% para 0 £ A < 1,

x X X
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APENDICE A

REFERENCIAS PARA OS PARAMETROS X\ .CL/a, A.CM/a E b/c.

As referéncias a serem utilizadas sZo WIDNALL; BARROWS
(1970) e TOMOTIKA; IMAI (1937). A figura 8 de WIDNALL;
BARROWS, reproduzida a seguir, ¢ a principal referéncia
para A.CL/a quando 0 < A < 1,0. Para valores de A > 1,0, a
referéncia para A.CL/aa € a tabela VI de TOMOTIKA; IMAI
(1937). Esta tabela fornece também a referéncia para A.CM/a
e b/c. O objetivo deste apéndice & expressar os parametros
A.CL/aa, A\.CM/o e b/c em termos dos parimetros utilizados em
WIDNALL; BARROWS (1970) e em TOMOTIKA; IMAI (1937), de modo
a obter os valores referéncia para os parimetros A.CL/a,
A.CM/a e b/c.

Inicialmente, serdo obtidas as expressSes para A.CL/a
em termos dos parimetros utilizados em WIDNALL; BARROWS
(1970) o em TOMOTIKA; IMAI (1937). Em WIDNALL; BARROWS
(1970), o parimetro utilizado para representar a forga de
sustentagio ¢ o préprio parimetro X.CL/a, em fungio do
parimetro £, que corresponde ao parimetro A aqui utilizado
(na realidade, A = 2.g£). O coeficiente \.CL/a esta
representado graficamente para 0 £ ¢ £ 0,5 (corresponde a O

=X = 1,0) na figura 81t de WIDNALL; BARROWS (1970).

R 0 que realmente interessa na figura 8 de WIDNALL;
BARROWS (1970) € a curva que representa a solug3io numérica
via teoria de superficie de sustentagXo ("Lifting Surface
Theory™).



Creja

0 0-1 02 03 04 0-5
Height
{(hord
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Infelizmente, WIDNALL; BARROWS (1970) n3o apresenta
resultados para o momento. Por essa razZo, recorreu-se a
tabela IV de TOMOTIKA; IMAI (1937), que fornece o momento
normalizado pelo momento para o problema sem 1"r'onte1'ras2:t
(denotado por M/Mo) em fungio de uma quantidade discreta de
valores de .. A tabela IV mais a expressio (139) de

TOMOTIKA & IMAI (1937) serio reproduzidos a seguir:

(139)3"

L M
2-L—o’ m‘

Bl =

23 O problema sem fronteiras ¢ a placa plana sob a¢Zo de
uma corrente em domi nio fluido sem fronteiras.

3t

Expressio (139) de TOMOTIKA; IMAI (1937)



TasLe IV. (8—0°)

. za d MM
H a M, Me*
o [ o-5 H 1
0-02 o-1601 04996 1-0008 1 0024
0.0§ 0-4020 0-4975 1-0050 1-0150
o-10 o-8160 0-4907 1.0200 1-0586
0-1§ 1-2541 0-4809 10451 1-1281
0-20 1-7287 0-4695 1-0803 1 2207
0:30 e 2:8430 0-4462 1-1830 1.3682
040 e 4°2972 0-4253 2-3367 1-8065
0-50 e 6-3192 0-4071 1.5622 2.2752

A tabela IV de TOMOTIKA; IMAI (1937) apresenta os
parimetros M/Mo4t, M*/Mo*st e d/a (brago do momento d
normalizado pela meia corda a) para o problema placa plana
com "efeito solo” linear no Angulo de ataque (1imite a » O
da solugio n3o linear no dngulo de ataquest) em fungio de
uma quantidade discreta de valores do parimetro 2a/H. A

relagZo entre o parimetro 2a/H e o parimetro A é dada por:

- 1 *
A= 2.[58—/];] (A.1)

O parimetro M/Mo ¢ a principal referéncia para ©

43 Momento (M) em relagZo ao ponto médio da corda
normalizado pelo momento no limite A > ® (Mo) (quando o
domi nio fluido pode ser considerado sem fronteiras) em
relagio ao ponto médio da corda.

x
5% Momento (M ) em relagio ao bordo de ataqug do félio
normalizado pelo momento no 1limite X + o (Mo ) (dominio
fluido sem fronteiras) em relagZo ao bordo de ataque do
félio.

ot Em TOMOTIKA; IMAI (1937) o Angulo de ataque ¢ denotado
por f3.




momento. TOMOTIKA; IMAI (1937) nZo apresenta resultados
para a forga de sustentag3io, mas a partir dos parimetros
M/Mo e M*/Mo* mais a expressio (139) de TOMOTIKA; IMAI
(1937), obtém-se o parimetro L/Lo, que nada mais & do que a
forga de sustentagio normalizada pela mesma, mas no limite
A > o (dominio fluido sem fronteiras). O parimetro L/Lo ¢
usado para obter a referéncia para o parimetro A.CL/aa e

x *x
pode ser expresso em termos de M/Mo e M /Mo como:

L/Lo = +. (M /Mo~ + M/Mo) (A.i1)

N =

% %
A forga de sustentagio t, em termos de M/Mo e M /Mo ,

& dada por:

i 2 1 [ M M
= p.U,c.t. 0] — + —
Mo

: ]’J’ (A.194)

Conseqlientemente, o parimetro X.CL/a em termos de M/Mo

x *
e M /Mo ¢ dado por:

A.CL/a

]
>
A
 summuny
|=
+

] (A.iv- a)

ou

A.CL/a

(23&-{)'[ a ] (A.iv- b)
A figura 8 de WIDNALL; BARROWS (1970) mais a tabela IV
de TOMOTIKA; IMAI (1937), junto com as expressdes (A.i) e
(A.iv), ser3o utilizados como referéncia para a aproximag3o
variacional do parametro A.CL/a.
A tabela IV de TOMOTIKA; IMAI (1937) apresenta o

parimetro M/Mo para o problema placa plana com “"efeito



e e W " o T

e . — —

eolo” linear no &ngulo de ataque (limite a + 0 da solug¥o
nZo linear obtida em TOMOTIKA; IMAI (1937)) em funcZo de
H/2a (distincia do ponto médio da corda A& parede

normalizada pela meia corda).

O parametro A.Cu/a pode ser expresso em termos de M/Mo

como:

A.Cu/a =

.M
== (A.v)

&=

A partir da tabela IV de TOMOTIKA; IMAI (1937) e das
expressBSes (A.i) e (A.v), € gerada a referéncia para o
parimetro A.Cu/a.

O parametro d/a nada mais ¢ do que o bragco do momento
em relagio ao ponto médio da corda normalizado pela meia

corda. A relaz3o entre os parimetros b/c e d/a & dada por:

b/c =

mla

1 .
E. (A.V1)

Utilizando-se (A.i), (A.vi) e a tabela IV de TOMOTIKA;
IMAI (1937), obtém-se uma referéncia para o parimetro b/c.

x X x



