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RESUMO

Representa-se o movimento de balanco intenso de monocascos pe
guenos (pesqueiros, rebocadores, etc.) com velocidade de avang¢o nu
la, sob a acdo de ondas regulares ou irregulares de través, atraveés
de um modelo simples, para ser aplicado nas fases iniciais do seu
projeto.

O problema €& formulado em termos de uma equacao diferencial de
sequnda ordem, com amortecimento parabdlico e restauragdo cubica as
simétricos.

Estabelecem—ée condigdes suficientes para a existéncia de solu-
¢des estacionarias para excitacdo regular. Apresentam-se expressoes
aproximadas para a ressondncia principal e para oscilagdes sub-har
ndnicas de ordem trés, obtidas pelo Método de Krylov e Bogoliubov.

Quanto a excitacdo irregular, a técnica de Roberts, baseada em
resultados da equacdo de Fokker-Planck, & empregada, porém expres-
sando-se os esforcos hidrodinamicos como funcao da diferenga entre

os angulos de balango e de declividade de ondas.
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ABSTRACT

The intensive rolling motion of small mnohulls (trawlers, tugs,
etc.) with zero advance velocity, subjected to regular or irregular
beam seas, are represented by a simple model, to be used at the
early stages of their design. |

The problem is represented by a second order differential equa
tion, with assymmetric parabolic damping andcubic restoring forces.

Sufficient conditions for the existance of stationary solutions
are established for reqular excitation. Approximate expressions for
the main resonance, and for the third order sub-harmonic oscilla
tions, obtained by the method of Krylov and Boboliubov, are presen
ted.

As for the irregqular excitation,the method of Roberts, based on
the Fokker-Planck equation results, is applied; however, the. hydro
dynamic forces are expressed as functions of the difference between

the rolling angle and the wave steepness.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1 - Revisdo bibliografica sobre cdlculo do balango de embarcagoes

no mar

0 estudo de comportamento no mar teve um grande impulso a partir
dos trabalhos de St. Denis e Pierson (ref.89) em 1953 e de Korvin-
Kroukovsky e Jacobs (ref.50) em 1957. St. Denis e Pierson admitiram
a hipétese de que as ondas de mar pudessem ser representadas pela
somatdéria de ondas regulares em diversas frequéncias, com fases a-
leatdrias. Na hipotese adicional de que as funcdes de transferéncia
do navio fossem lineares, suas respostas as excitacOes irregulares
de mar real corresponderiam a superposicao das respostas a ondas re
gulares nas diversas frequéncias. Korvin-Kroukovsky e Jacobs se con
centraram no estudo do comportamento de navios em ondas regulares.
Aproveitando o fato de a boca e o calado de navios serem, em geral,
reduzidos em relacdo ao comprimento, apresentaram a chamada Teoria
das Faixas ("Strip Theory"), permitindo que o problema tri-dimensio
nal ficasse reduzido a problemas bi-dimensionais para as diversas
secOes transversais.

A Teoria das Faixas apresentadas por Korvin-Kroukovsky e Jacobs
se restringia ao calculo de arfagem e caturro para ondas de proa, e
seu equacionamento niao considerava as relacoes de simetria provadas
por Timman e Newman (ref.97) em 1962. Outros autores como Tasai,
s8ding, Grim e Borodai (ref.95,87,35, 7) propuseram a partir de en

t3o outras versdes estendidas para a Teoria das Faixas, satisfazen

do as condigodes de Timman e Newman. Em 1970, sal
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vesen, Tuck e Faltinsen (ref.Bl) apresentaram uma versao que permi
tia o calculo de movimentos e esforgos solicitantes em navios com
velocidade de avang¢o nao nula, submetidos a ondas regulares inciden
tes segundo uma diregao qualquer.

Na Teoria das Faixas, o calculo dos coeficientes hidrodinamicos
totais para a embarcagao &€ feito a partir dos coeficientes hidrodi
namicos relativos a cada segao transversal. Estes sdo obtidos pela
resolucdo de problemas de contorno bi-dimensionais de secgOes pla-
nas submetidas a oscilacdes. Em 1949 Ursell (ref.98) formulou e re
solveu o problema de contorno para sec¢Oes circulares parcialmente i
mersas e submetidas a movimentos de arfagem. Diversos autores, como
Grim, Tasai, Porter e Ogilvie (ref.32,65,69,94) apresentaram exten
soes . da solucao de Ursell.  Todas -essas versoes ad
mitiam como valida a Teoria Potencial Linearizada, sendo o potenci
al de velocidades representado por um conjunto de fontes de intensi
dade constante satisfazendo a condicao de superficie livre lineari-
zada. Em 1967 Frank (ref.30) apresentou uma solucao para o proble-
ma de contorno de secdes simplesmente conexas simétricas em relagao
a um eixo vertical, parcialmente ou totalmente imersas e submetidas
a oscilacbes de arfagem, deriva e balanco. Passava-se a representar
o potencial de velocidades através de fontes de intensidade varia-
vel distribuidas ao longo do contorno da secao transversal, também
satisfazendo & condicdao de superficie livre linearizada. Em 1970
Potash (ref.70) apresentou uma extensao do Método de Frank para se
coes de casco do tipo catamara.

Os métodos citados para estudo do comportamento do navio no mar,
quer sejam aqueles referentes ao calculo de funcgdes de transferen

cia, quer seja aquele referente a extrapolacadao de resultados em on
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I.3
das regulares para mar real, se aplicam, entdo, na hipGtese de 1i
nearidade do sistema. Muitas vezes, no entanto, os efeitos nao-1i
neares sao importantes. No século passado Froude (ref.31) 3ja obser
vava o comportamento nao-linear da restauracdo hidrostatica do na
vio em balanco.

Na apresentacao de sua Teoria das Faixas, Salvesen, Tuck e Fal
tinsen se referiram ao carater nao-linear do amortecimento em ba-
lanco. Nas proximidades da ressonancia, tal efeito é o responsavel
pela grande reducdo da amplitude de balango em relagao aquela que
resultaria se fosse ignorado o amortecimento viscoso. Os autores da
quele trabalho, entdao, propuseram que se utilizasse um coeficiente
linearizado de amortecimento, cujo valor dependesse da velocidade
de oscilacdao em balanco, resultando o calculo iterativo. A expres
sdo para o amortecimento em balancb teria uma parcela referente ao
atrito viscoso, tal como proposta por Kato (ref.48) em 1958, e uma
parcela referente a geracao de vortices junto ao bojo, tal como pro
posta por Tanaka (ref.93) em 1960. O procedimento para consideracao
da nao-linearidade em balanco proposto por Salvesen, Tuck e Faltin
sen & adequado para oscilagoes de pequena intensidade.

No caso do balan¢o intenso, a restauracdao hidrostatica, além do
amortecimento, apresenta carater ndo-linear. Cardo, Ceschia, Fran-
cescutto e Nabergoj(ref.8,9,10,11,12) estudaram entre 1980 e 1985
o balanco do navio representado por uma equacgao diferencial de se
gunda ordem na variavel angulo de balango. O momento excitador foi
suposto senoidal, com amplitude conhecida. A restauracao e o amorte
cimento foram representados por termos lineares e cubicos. Obtive-
ram-se solugOes estacionarias aproximadas para a ressonancia princi

pal e sub-harmdnica de ordem 3.
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Quanto a excitacdes aleatbOrias, utilizam-se basicamente quatro

procedimentos para andlise de sistemas nao-lineares:

Método da Linearizag¢ido Equivalente;

Método da Perturbacao;

Técnica da Equacao de Fokker-Planck;

Método da Representagdo através de Funcao Descritiva.

No Método da Linearizacdao Equivalente, apresentadé por Krylov-
Bogoliubov (ref. 4 ) - fazia-se com que sistemas ndao-lineares
submetidos a excitac¢des deterministicas fossem substituidos por sis
temas lineares, tal que a dissipag¢d3o de energia permanecesse a mes
ma. Este método foi estendido para sistemas com excitagoes aleato
rias por Booton (ref.85) em 1953 e por Caughey (ref.15,16,17,18) en
tre 1959 e 1963. Em 1967, St. Denis (ref.gg) aplicou o Método da Li
nearizacdo Equivalente para determinacdo da arfagem e do caturro do
navio no mar, considerando termos nao-lineares somente na restaura-
¢ao hidrostatica. Jé4em 1971, Vassilopulos (ref.99) utilizou este
método para determina¢do do balan¢o, considerando nao-linearidades
no amortecimento e na restauracao hidrostatica.

O Método da Perburbacao consiste em se desenvolver as variaveis
do problema em séries de poténcias de um parametro positivo €, tam
bém variadvel do problema, sendo e<<1l. Simplificam-se as equagoes do
problema, tomando-se somente os primeiros termos das séries. Foi a-
plicado por Crandall (ref.21) em 1963 para estudo de sistemas nao-
lineares submetidos a excitacOes aleatdrias. Em 1976 foi aplicado
por Flower (ref.28) para o calculo de balanco do navio, sendo consi
derado um termo clibico ndo-linear na restauracao hidrostatica. Yama
nouchi (ref.109) em 1969 ja havia utilizado o Método da Perturbacao

para cilculo de balan¢o, considerando o amortecimento nao-linear.
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A equacao diferencial parcial de Fokker-Planck envolve funcoes
densidade de probabilidade de processos estocdsticos. Em 1963,
Caughey (ref.14) explicitou esta equacdo para sistemas dinamicos
nao-lineares discretos, submetidos a excitacio de ruido branco. Em
1974, Haddara (ref.37) aplicou-a ao calculo do balanco do navio no
mar, tendo sido possivel estudar o comportamento transitdério e em
regime permanente. Foram consideradas ndo-linearidades no amorteci
mento e na restauracdo hidrostatica. A partir de 1982, Roberts (ref,
79) aplicou uma técnica baseada na equacdo de Fokker-Planck e na hi
potese de que a energia total associada ao balan¢o varia "pouco"com
0 tempo, com a vantagem de que a excitagdo ndo precisa ser necessa
riamente um ruido branco, podendo ser de forma arbitraria.

A Técnica da Representacdo através de Funcdo Descritiva foi de
senvolvida na area de Controle nos ualtimos 30 anos para estudo de
controle de sistemas nao-lineares. Em 1978, Flower e Mackerdichian
(ref.29) aplicaram esta técnica & determinacdo do balanco no mar,
supondo haver um termo nao-linear cibico na representacio da res
tauracdo hidrostatica.

Em geral, os resultados da utilizacdo dos métodos mencionados a
cima nao sdo iguais. A escolha de um particular procedimento de ana
lise depende do carater das ndo-linearidades envolvidas e da excita
¢do. Assim, diferentes tipos de embarcacoes submetidas a diferentes

niveis de solicitacdo em ondas requerem tratamento diversos.
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I.2 - Objetivos

No projeto de concepg¢ao de uma embarcac¢do, analisa-se um grande
numero de alternativas, verificando-se qual resultard melhor do pon
to de vista econdmico para solucionar um problema de transporte ou
para realizar alguma missdo especifica.

A avaliacao do ponto de vista econdmico nem sempre considera os
varios aspectos relativos & "sobrevivéncia" da embarcacdo; usualmen
te requer-se apenas que as alternativas tenham um valor minimo espe
cificado de altura metacéntrica transversal, ou seja, garante-se a
satisfacdo de um critério de estabilidade estatica.

No presente trabalho objetiva-se permitir avaliar um outro as
pecto relativo a "sobrevivéncia" da embarcagido, a saber: o balancgo
intenso que possa levar ao emborcamento de pequenos cascos (pesquei
ros, rebocadores, etc.) que tenham velocidade de avanco nula e este
jam submetidos a mares regulares ou irregulares de través.

Quer-se tornar operacional uma metodologia para ser utilizada nas
fases iniciais do projeto dessas embarcacées. Acredita-se que tal
metodologia seja Util para avaliar a seguranca dessas embarcacdes ja
na sua concepc¢ao, quando se considera um numero muito grande de for
mas, proporgoes, dimensdes, velocidades, etc. Para tanto, as técni
cas de representacao do problema e de sua resolucao devem ser sim-
ples e expeditas, para permitir sua aplicacao a todas as alternati
vas em tempo e a custo razoaveis.

Objetiva-se verificar quais sdo os possiveis comportamentos das
embarcacoes em ondas regulares: ocorrem ressondncias, saltos?

Objetiva-se ainda aplicar uma técnica conveniente para o proble

ma de mares irregulares, que permita estimar a probabilidade do an
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1.7
gulo de balango nao exceder determinados niveis, diante de uma dada
excitacio. Na andlise bibliografica, observou-se que a técnica de
Roberts atende a este propdsito, necessitando entretanto adequacao

ao problema a ser implementado.
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I.3 - Delineamento do trabalho

O capitulo II traz a formulacao de um modelo para problema do ba
lango intenso de embarcag¢oes pequenas com velocidade de avanco nu-
la, submetidas a mares regulares ou irregulares por través. No apén
dice A explicitam-se os esforcos inerciais. No apéndice B apresenta
se o modo classico de se considerar o problema de comportamento no
mar, valido para oscilacdes de pequena intensidade.

O capitulo III apresenta uma analise das solugdes para excita-
cdo de ondas regulares. Estabelecem-se condig¢does suficientes para
a existéncia de solucgOes estacionarias; apresentam-se solucgOes a-
proximadas para as condi¢bes de ressonancia principal e sub-harmoni
ca de ordem trés. O apéndice C traz indicacdes de como as solucgodes
aproximadas sao obtidas, aplicando-se o método de Krylov e Bogoliu
bov (ref.5 ).

O capitulo IV apresenta a aplicacao da técnica de Roberts (ref.
79), detalhada no apendice D, baseada nos resultados da equagao de
Fokker-Planck, adegquada ao modelo de representacao do problema for
mulado no capitulo II.

No capitulo V para exemplificar as aplicag¢oes, utiliza-se a meto
dologia a um conjunto de pesqueiros, cujas formas foram obtidas da
Série Ridgely-Nevitt (ref.73).

O capitulo VI traz conclusoes e recomendacoes.
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I11.1
CAPITULO II
CONSIDERACAO DO BALANCO INTENSO DE PEQUENOS CASCOS
SUBMETIDOS A MARES REGULARES OU IRREGULARES POR

TRAVES A PARTIR DAS FASES INICIAIS DE PROJETO

Este trabalho apresenta uma metodologia, exposta adiante, que
viabiliza a avaliacao do balanco intenso experimentado por pequenos
cascos submetidos a mares regulares ou irregulares por traveés.

Para que a metodologia pudesse ser aplicada a partir das fases
iniciais do projeto de uma embarcacdo, foram utilizadas as técnicas
existentes de representacées do casco, da excitacao e da resposta,
compativeis com o niimero reduzido de dados de que se dispde sobre a

embarcacdo por ocasido de sua concepgao.
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II1.1 - A integridade da embarcacdo no seu projeto de concepg¢ao

O projeto da concep¢ao de uma embarcagao conduz basicamente a de
finicdo dos chamados requisitos do armador, que se constituem usual
mente de tipo, capacidade e velocidade de cruzeiro de uma embarca
cao para trafegar numa rota especificada e realizar uma determina
da missdo. Uma vez obtidos os requisitos do armador, inicia-se o
projeto preliminar da embarcacao.

A determinacado dos requisitos do armador & parte fundamental do
processo de definicdo da embarca¢do, ja que o projeto preliminar se
ra desenvolvido a partir desses requisitos. Normalmente considera-
se um numero muito grande de alternativas, verificando-se qual re
sultara melhor do ponto de vista econdmico para solucionar o proble
ma de transporte ou para realizar alguma missao especifica.

Os parametros para avaliacdo de cada alternativa prévia de proje
to da embarcacgdo sao obtidos a partir do conhecimento, ainda que a
proximado, dos seguintes itens:

- peso em ago;

1

concepc¢do preliminar da estrutura;

poténcia instalada/madquinas/consumo de combustivel;

arranjo preliminar/equipamentos basicos.

Esses itens sdo obtidos em funcao da velocidade e capacidade da
embarcacdao, em faixas de variacdo consideradas admissiveis. Eventu-
almente, consideram-se também diferentes tipos de embarcag¢des. Che
ga-se a um grande numero de opg¢des, como ilustra a figura II.1. A
cada opgao estdo associados custos de implantacao e operacionais e,
em contrapartida, beneficios, que sdo basicamente funcao do tipo,

capacidade e velocidade de cada opg¢ao. A partir desses dados pode-
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Figura II.1 - Ilustracdo de itens que sdo avaliados no projeto
de concepc¢do de uma embarcacgao
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se proceder & analise econdmica.

Ha um item adicional, porém, que nem sempre € incluido na anali
se econdmica, e que diz respeito a viabilidade técnica da embarca
cdo, isto &, a factibilidade "fisica" de cada opgao. Trata-se da a
valiacdao da embarcagao quanto a sua "sobrevivéncia". A maneira u-
sual de tratar esse aspecto & através da aceitacao somente das al
ternativas que tenham um valor minimo especificado de altura meta-
céntrica transversal, ou seja, garantindo-se a satisfa¢ao de um cri
tério de estabilidade estatica. Mais raramente, impoe-se como res
tricao de projeto o atendimento a algum critério de comportamento
no mar (ref. 3 ), mas com vistas & operacdao e nao a "sobrevivéncia".
Alguns tratamentos mais elaborados relativos a "sobrevivéncia" come
cam a ser tomados somente a partir do projeto preliminar.

Diversas situa¢Oes podem levar a perda da embarcagao, como danos
estruturais, emborcamento por instabilidade transversal, alagamen
tos. Seria muito conveniente se pudessem ser identificadas "condi
¢des limites de sobrevivéncia" ja nas fases iniciais do projeto, de
vido aos seguintes motivos:

- algumas das op¢Oes tomadas como possiveis podem, na realidade,
ser inadequadas para certas condi¢Oes de mar a serem encontra
das na rota;

- mesmo que se possa modificar a solucdo em fases posteriores,
como por exemplo, introduzindo dispositivos estabilizadores, o
resultado pode ser economicamente pior que algum relativo a op
¢Oes descartadas na fase de concepcao; dai, o gasto com dispo
sitivos estabilizadores deveria ser considerado ja na concep
gcao.

No contexto do entendimento acima estabelecido, apresenta-se nes
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te trabalho, uma contribuicaoc para permitir avaliar um dos aspectos
da sobrevivéncia ja nas fases iniciais do projeto das embarcagbes.
Como ja foi dito, trata-se de uma metodologia para avaliar o balan
¢o intenso que possa levar ao emborcamento de pequenos cascos que
tenham velocidade de avan¢o nula e estejam submetidos a mares regu

lares ou irregulares por traveés.
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I1.2 - A hipOtese de "desacoplamento" do balango intenso

0 movimento de balan¢o de um casco submetido a ondas esta em ge
ral acoplado aos movimentos de avango, arfagem, deriva, guinada e
caturro. Porém, na situacdao de balang¢o intenso e demais movimentos
reduzidos, o balango & pouco influenciado pelas outras oscilacgoes.
Observe-se que O inverso nao & verdadeiro, ou seja, o movimento in
tenso de balanc¢o influira significativamente nos demais.

No Apendice A, explicitam-se os esforcos inerciais envolvidos
no problema.

Sejam (—XO), (—Yo), (-ZO), ¥, 8 e ¢ os deslocamentos de avancgo
("surge"), arfagem ("heave"), deriva ("sway"), guinada ("yaw"), ca
turro ("pitch") e balango ("roll") sofridos pela embarcacao.

Considere-se o sistema OXYZ, fixo a embarcacao, com OX correspon
dendo a um eixo longitudinal e o plano XOY sendo o plano central-
longitudinal. Na auséncia de ondas, admita-se que o plano X0Z seja
a superficie das aguas, e que OY seja positivo para cima (ver figu

ra I1I.2).

Figura II.2 - Sistema de coordenadas fixo & embarcacao
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Supbe-se que a embarcagao possua simetria bombordo-boreste.

O centro de massa € suposto estar na posigao (O,YG,O).

o o o o]
) 0. 84 IXY' Yy’ IZZ

momentos e produto de inércia nao nulos, referidos ao sistema OXYZ.

Seja M a massa total da embarcacao, e I I Os seus
No Apéndice A apresentam-se aproximagdes de primeira ordem para
os esforgos inerciais, validas para pequenas oscila¢des (inclusive
o balancgo).
Admite-se que as variaveis (-XO), (—YO), (—Zo), ¢, bV e 6 possam
ser expandidas em séries de poténcias de um certo parametro adimen
sional €, em torno da solucao de avanco uniforme. Dado que as osci

lagOes s3ao pequenas, € razoavel tomar as aproximacgoes de ordem

€ para as oscilagdes, denotadas aqui por El((para (—Xo)),E2 (pa

ra (=Y )), &5 (para (-2.)), &, (para ¢), &(para V) e &g (para 9).
Seja Ej a aproximacdo de primeira ordem para o esforco de inér
cia j (j=1 : avango, j=2 : arfagem, j=3 : deriva, j=4 : balanco,

j=5 : guinada, Jj=6 : caturro).
Tem-se, para navios com simetria bombordo-boreste (ver no anexo

as expressoes (A.5.7) a (A.5.9)):

&
l;- = ééi: h4L‘E§

3 o1 J J (I1.2.1)

em que Mij sdo elementos da matriz das inércias, dada por:

M O O O O -Mg
o M o o O O
M] - |0 o M Mg O O
O O Mg Iix Iy O (11.2.2)
o O O Ty I, O
Mz 0 © o © Loz,
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Verifica-se, neste caso, o acoplamento do balanco, pelo menos

no que diz respeito aos esforgos inerciais, com a deriva e a guina-
da.

Ja no caso de balang¢o intenso e demais oscilag¢Oes pequenas, tem

se em primeira aproximacao (equacdao (A.6.7)):

0 0
Ixx C? = (momento externo

de balancgo) (1I.2.3)

Tal equacao indica que o balanc¢o intenso pode ser considerado de
sacoplado-das outras oscilagOes, desde que estas se mantenham peque
nas, e desde que o momento externo de balan¢o possa ser expresso
em termos da oscilagdo neste unico grau de liberdade, pelo menos em

primeira aproximacao.
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1I.3-0Os momentos excitadores e restauradores do balango

Quando o movimento de balanco é significativamente maior que as
demais oscilacdes da embarcacdo, sua representacao pode ser feita
através de uma equacdo neste tnico grau de liberdade. Na presente

se¢ao, apresenta-se um desenvolvimento que resulta nesta equacgao

(expressao (II.3.12)).

%0is casos de representacio do balan¢o podem ser importantes:

1) balanco intenso; ondas incidentes de comprimento bem maior
que a boca da embarcacao;
2) balanco significativo, mas ndo intenso; comprimentos de ondas
pequenos.
Ambas estas situac¢des s3o vistas pela equagao (II.3.12).
Considere-se inicialmente a metodologia simplificada usual para
calculo das oscilacdes de uma embarcagao em avangco num mar com on

das, apresentada no apéndice B.Tal metodologia leva a bons resulta

dos se as oscilac¢bes s3o "pequenas". O problema € subdividido em
problema de resisténcia de ondas, problema de irradiacdo e proble

ma de difracao.

No problema de resisténcia de ondas, considera-se o casco em a
vango sem oscilar, na auséncia de ondas incidentes; tem-se a chama

da resisténcia de ondas prbprias. A resisténcia de ondas,

juntamen
te com a resisténcia viscosa, e com outras componentes menores da
resisténcia, devem ser equilibradas pela forca propulsora. N3o se

comenta aqui a obtencao das componentes da resisténcia, nem da for
¢a propulsora; apenas admite-se que haja equilibrio dindmico; tais

forcas nao sdo entao consideradas na avaliacao das oscilacdes.
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No problema de irradiagao, supOe-se que O casco em avango seja
submetido a oscilagdes forgcadas nos seis graus de liberdade, inde
pendentemente, na auséncia de ondas incidentes; obtém-se os chama
dos esforcos restauradores, expressos em termos das oscilacoOes e de
suas derivadas primeira e segunda, que sdo incbgnitas do problema.

No problema de difragdo considera-se o casco na presenca de on
das incidentes, porém sem oscilar; obtém-se os chamados esforc¢os ex
citadores.

Os esforcos restauradores, obtidos no problema de irradiacgao, e
os esforcgos excitadores, obtidos no problema de difracao, estao am
bos presentes.quando a embarcacao em avancgo estd livre para oscilar
num mar com ondas. Sua soma deve igualar os esforcos inerciais; des
sa igualdade, torna-se possivel o calculo das oscilacdes em primei
ra aproximacdao. Resultam seis equacOes nas seguintes incognitas: a
vanc¢o, deriva, arfagem, balanco, guinada e caturro. No entanto, se
a embarcacao possui simetria bombordo-boreste, as equagdes para os
movimentos de deriva, balanco e guinada resultamdesacopladas das de
mais (ver expressdo (B.3.34)). Somente tais equacbes s3o entdo con
sideradas para a avaliacao do balanco.

Nas equag¢des citadas acima, ha necessidade de inclusio de corre
¢oes devidas a efeitos viscosos e de sustentacao, n3o considerados
nos problemas de difracao e de irradiacao (ver secao B.6). Tais cor
re¢des possuem termos ndo-lineares, que costumam ser "linearizados"
quando as oscilagoes sdo de pequena intensidade.

As equagOes para deriva, balanco e guinada ficam:
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M + A33 M)é* Asﬁ A35 g5

i Asz Tyt Asa IOY)’+A55_ €5

(I1.3.1)
- 1. T TTeT T
B By B g, O O O E, Es + E5
+ |8, Be Bu| |[E|T |0 @ O |&|= V&
L'Bsa Beq 85"; _és_ |_O O O_ l_gs_ \_5K+EZ,L

onde

AL i,j=3,4,5 s3o os coeficientes de inércia adicionada;

L i,j=3,4,5 s3o os coeficientes de amortecimento (B44 substi
tuido por Be’ que inclui efeitos de sustentacao
e viscosos);

Chgroorenes ... € o coeficiente de restauracdo hidrostatica do
balango;

E?K, j=3,4,5, sao os esforgos excitadores de Froude-Krylov;

E?, j=3,4,5 sdo os esforcos excitadores de difracao.

Os coeficientes de massa adicionada, amortecimento e os esforcgos
excitadores podem ser obtidos pela Teoria de Faixas de Salvesen,
Tuck e Faltinsen (ref.81) associada ao Método de Frank (ref.30).

Obtem-se, entdo, os Ej, j=3,4,5, como solucoes das equacoes
(I1.3.1).

Quando o balan¢o é marcadamente maior que as demais oscilagodes,
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porém ainda pequeno, pode-se alterar (II.3.1) para:

(J§x+A44>‘é'4 + B g, v T, = B E, (I1.3.2)

Ha casos em que o balango nao pode ser considerado pequeno, embo
ra nao necessariamente seja intenso. Deve-se agora representa-lo por
¢, e nao por 64, gque é a sua aproximagdo de segunda ordem (ordem€).
Também os momentos de amortecimento, Be é4, e de restauracao hidros
tatica, C,, &,, devem ser alterados convenientemente para incluir e
feitos nao-lineares, que passam a ser significativos. A expressao

(II.3.2) deve entao ser substituilda por:
(1§x+A4‘b<P+ () + G(@:E:;K+ £, (II.3.3)

em gue

F(&) € o momento nao-linearizado de amortecimento;

G(9) € o momento nao-linearizado de restauracao hidrostatica.

Na expressdo (II.3.3) ainda se subentende a subdivisdo do pro
blema em problema de irradiacdo e problema de difracao. Pelo fato

de as equagOes serem nao-lineares, hd a possibilidade de resposta

estaciondria com frequéncia diferente da frequéncia da excitacgado

(suposta harmonica). Como no problema de difracdo supbe-se gue o
- . FK D - .

casco nao oscila, os esforcgos E4 e E4 devem ter a frequencia de

encontro com as ondas.

Para situagOes em que o balanco & intenso, também a representa-
¢ao (II.3.3) é inadequada. De fato, nd3o & mais razoavel considerar
o problema de resisténcia de ondas e o problema de difracdo para o

casco sem oscilar; no problema de irradiacao nao & razoavel calcu
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lar os coeficientes hidrodinamicos para o cascO na sua posicao mé
dia em aguas calmas.

No caso de veiocidade da embarcacao ser nula, de as ondas serem
de través, de seu comprimento ser bem maior que a boca da embarca
cdo (mais que cinco vezes), e de o balanco ser intenso, pode-se al

terar (II.3.3), levando em consideracao o seguinte:

1) os esforgos de diéracéo podem ser desprezados, ja que sao pou
co significativos para embarcacdes com bocas menores gque 20%
do comprimento de ondas (ref. 3);

2) o casco se desloca em arfagem praticamente junto com a onda,
e a superficie livre pode ser aproximada ao longo da boca do
casco por uma reta com a declividade igual a da onda no cen
tro do casco;

3) admita-se inicialmente o casco livre para oscilar em arfagem
e deriva, porém restrito gquanto ao balan¢o; a velocidade hori
zontal das particulas fluidas com relagcao ao casco, junto ao
costado na superficie livre, & anulada pelo movimento de deri
va e pela difracao; junto ao costado, na superficie livre, a
velocidade vertical das particulas fluidas com relacdo ao cas

co pode ser dada aproximadamente por (ver figura II.3):

ax . BH S &% , (II.3.4)

nt

em que
0 & a declividade de onda;

B é a boca da embarcagdo.
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superficie livre
_.__Bﬁ_, no instonte (t)
=
o (t)
[iYe )
P ¥
a (teat) . .
superficie livre
= no instante ( t +At)
[
ad= O (t+8L) - O(t)

Figura II.3 - A embarcac¢do livre para oscilar em arfagem e

deriva, porém restrita com relagao ao balango

4) o problema do casco submetido a ondas por través, livre para

5)

oscilar em arfagem e deriva, e restrito para oscilar em balan
¢o, pode ser aproximado, diante de (II1.3.4) e do fato de que
as formas do casco sao "arredondadas", pelo problema de osci
lagao forcada de balanco do casco com velocidade angular &,

na auséncia de ondas incidentes, arfagem e deriva; os esfor

cos hidrodinamicos e hidrostaticos podem ser expressos por:
[A’ & + FCa)+ G(o()] ,
44 (I1.3.5)

em que Az4 é o coeficiente de massa adicionada medido, por
exemplo, em oscilagao forcada;

guando o casco esta livre para oscilar em balanco, o problema
pode ser interpretado como oscilagdo forcgada com velocidade

[ ] L]
angular ($-0) na auseéncia de ondas, arfagem e deriva, e os
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esforcos hidrostaticos e hidrodinamicos ficam:
L 2 " .. . .
A @0 F@-2)s c@-9)] ; 113,60
6) considerando (1) a (5), resulta:

L = - [A*;H (P-5)+ F(&P.-&)+G(c9-0()jl; (1I.3.7)

7) subtraindo ng& do primeiro e segundo membros de (II.3.7) e

reatranjando os termos, chega-se a:
(lxx“ A44> <CP )* F<C9 “)* C@) ob——lxxol (II.3.8)

Seja ¢*=¢, quando se trabalha com a representacao (II.3.3), vali
da para balancos significativos mas ndo intensos, e ¢*=(¢-0) guando
se trabalha com a representacgcdo (I1.3.8), valida para balangos in
tensos e ondas incidentes com comprimentos significativamente maio
res que a boca.

Seja I_ a inércia virtual, dada por:

1,= I;x4-Aq4 (representacado (II.3.2)),
ou (IT.3.9)

Iv: I;x+ A:4 (representacao (II.3.8))

Sejam

£ (@9 _(lg@;
3(@) (&)

iy

(II.3.10)
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Seja ‘7 tal que:

D
’7: £4 + E4 (representacao (II1.3.3));

(I1.3.11)
(&) '
= - l_?_ﬁli ol (representacio (II.3.8)).
v
Dai, as expressoes (II.3.3) e (II.3.8), diante de (II.3.9) a

(I1.3.11), ficam:
C.éw + (CV) + 8 (Cﬁw> = "7 (II.3.12)

em que ¢* pode ser interpretado como ¢, ou como (¢-a)-.
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11.4 - RepresentagOes para os momentos de amortecimento e de restau

racao hidrostatica

Na analise conduzida a seguir sobre representacdes para 0s momen
tos de amortecimento e de restauracao hidrostatica, usa-se somente
o simbolo ¢, porém os resultados se aplicam tanto a variavel ¢ como
a variavel (¢-0).

Encontram-se, basicamente, trés formas para a representacao do
momento de amortecimento, a saber:

a) forma linear, em que:

Jf\(dﬁ): be CQ , be >0, (I1.4.1)

usada principalmente quando o amortecimento por irradiacao de ondas
prevalece sobre aquele devido a efeitos viscosos, ou quando se pro
cede a uma "linearizacao" do amortecimento;

b) forma parabdlica assimétrica, em que:
f(P =bP+ b, b.,b, 20 (II.4.2)

que €& mais usual;

c) forma cibica, em que:
. o3
f(c'?) =B p+ b P | B by 2O (I1.4.3)

proposta por Dalzell(ref.24 para substituir a forma parabolica assi
métrica, com vantagens do ponto de vista de manipulagdo algébrica.

No que se segue, a menos de indicacdo em contrario, sera usada
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a forma (b), uma vez que a forma (a) pode ser vista como um caso

particular de (b), e a forma (c), pela prdopria proposicao de seu au
tor, é equivalente a forma (b).

Quando nao ha banda hidrostatica, a representagao do momento de

restauracdo hidrostidtica deve ser feita por fungao impar. Considere

na figura II.4 as esquematizagOes de curvas de endireitamento em

funcao de inclinacdo. Observa-se que a representacao

3(@): Cecp (IT.4.4)

é adequada para pequenos angulos de inclinagdo. Para angulos de in
clinacdo nao tao reduzidos, mas nao atingindo o pico da curva, pode

se usar
3((9):C1C9+C3<63 , G ,Cs >0 (I1.4.5)

Se se quer representar a curva de momento de endireitamento até

o seu pico, usar-se por exemplo

3(&)= ci) + CaCP3 , G20 , ca<O. (II.4.6)

Para representacdes mais acuradas da curva até o seu pico, ou
até mesmo para o seu maximo angulo de estabilidade estatica, pode-

se usar

3@»: D+ < q93 + Cg c@s. (I1.4.7)
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MOMENTO DE RESTAURACXO

MOMENTO DE RESTAURACAO

te >0 ’ [c|>0 e ¢c>0
o A
‘ 'ﬂ ‘ c‘Poc \P3
a ! 3
[ 4
2 "y
= /
[72] /7
W
[ 4
.3
g
f 4
[ 1Y)
3
(e}
3
o
P

¢ >0 e c3<OJ

cl‘P + c3¢3

A " cT‘P+c'3\P3+c5¢’5

MOMENTO DE RESTAURALAO

Figura 1I.4 - Esquematizacao de curvas de momento de endireita
mento em funcdo do angulo de inclinagdo
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No que se segue, a menos de indicagdo em contrario, sera usada

a forma

3
3G®::Cﬂﬁ+cs$) C, 70, (I1.4.8)

com ¢, real. A forma linear pode ser vista como caso particular da

3
forma cibica. As inclinag¢fes que exigissem o uso da forma de quinta
poténcia provavelmente superariam as oscilag¢des-limite aceitaveis
para o balango.

Diante das consideracdes vistas, vai-se restringir a analise da

equacao (II.3.3) a forma:

» . .. 3
D+ b+ b, PP+ P+ - Ef« £ (II.4.9)
(b,,bz Zz0 5 >0 5 Cy reao,

e da equacao (II.3.8) a forma:
@-5) + b (@-8) + b (-3 &5 +

fa @)+ G - = - B i

IV (I1.4.10)

(b.,bz 20 5 C,70 ; Ca reOﬂ)

Trata-se de osciladores de segunda ordem com amortecimento para
bdlico assimétrico e restauracdo cubica. As equagOes (II1.4.9) e
(II.4.10), por sua semelhanga com a equagao de Duffing, poderiam
ser chamadas de equacgOes generalizadas de Duffing.

O objetivo pretendido & o levantamento de possiveis tipos de
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comportamento da resposta em funcao dos parametros do sistema e da
excitagdo, que possam comprometer a seguranga da embarcacao.

Uma vez estabelecida a representacao do fendmeno, deve-se esti
c

mar os valores dos coeficientes bl' b e Cc

27 1 3 para O casco em

questao.

Os coeficientes b1 e b2 podem ser estimados por exemplo pela me
todologia compilada por Himeno (ver secao B.4 ou ref.43).

Os coeficientes c, e Cc, podem ser estimados por técnicas de ajus
te de um polindmio a curva de bracos de endireitamento, obtida por

exemplo, conforme ref. 100.
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II.5 - O caso de excitacao deterministica

Considere-se uma embarcacao com velocidade de avan¢o nula, sub
metida a ondas regulares por través. A excitacao de ondas regulares
& chamada "deterministica".

O potencial de ondas incidentes pode ser dado por (ver expressao

(B.3.10), considerando incidéncia por través (B=90°)):

q?l (‘JBO= R“{‘—;%EH)- QXPOQ‘j\)e"P("inBEXP(-(wD}-, (IT.5.1)

sendo que neste caso a frequéncia de encontro (we) e a frequéncia

de ondas incidentes (wo) coincidem:
W= Wea = W, (I1.5.2)

A elevacao da superficie livre nao perturbada pela presenca e

movimentacdo do casco & (expressao (B.3.11)):

’71(33() = % e OQZ“UT) (II.5.3)

A declividade de ondas & dada por:
o((z,t) = _ kH AQmOQ5+u)J(> (II1.5.4)
2

Na figura II.5 ilustra-se a situacdo acima.
O problema vai ser representado pela equacgdo (II.4.9) ou pela e
quacao (I1.4.10), dependendo da relacao e da intensidade do movi

mento de balanco, como observado nas secOes anteriores.
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B —
niz,t)
C:-U'L 4(2'1)
-tﬁb- IR \"HT::\\
— & o
x y Z
= _ 27 =
AGUAS > k
PROFUNDAS
(k=w?/q)

Figura II.5 - Embarcacao com velocidade de avango nula submetida
a ondas regulares por traves.

Note-se que (II.4.9) e (II.4.10) tém a mesma forma. No capitulo
III analisam-se solucOes estacionarias de (II.4.9), porém todas as

consideracdes la feitas também se aplicam a (II.4.10).
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I1.6 - O caso de excitagao aleatoria

Considere~se uma embarcacao com velocidade de avango nula, subme
tida a ondas irregulares por traves. A excitacdo de ondas irregula
res &€ chamada "aleatdria".

Admite-se que as variaveis associadas as ondas irregulares (e
levacao, velocidade e aceleracao das partitculas, etc.) possam ser
caracterizadas como processos aleatbrios estacionarios e ergddicos
(ref.45).

A densidade espectral de energia das ondas por ser dada por for
mulacOes empiricas como porxr exemplo a da "ITTC" . a dois pa

rametros (ref.45):

Ser (W) = Aw’se.xp (—BLJ%, (I1.6.1)

onde w é a frequéncia de cada componente em rad/seg.

Az 48Y,045 Hys ,  B= 1948,1%2 (I1.6.2)
T4 -Kq

onde
T, € o periodo de pico espectral,
H1/3 € a altura significativa de ondas, correspondente 3 média
do terco dos maiores picos de elevacao de ondas.
Pode-se definir densidade de energia espectral adimensional e
frequéncia adimensional respectivamente por:

Gad = 20 Sgg

H;/:BTZ) (I1.6.3)
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Whd . (I1.6.4)

Diante de (II.6.3) e (II.6.4) as relagbes (II.6.1) - (II.6.2) po

dem ser reescritas como:

-5 -
Sad= Ad Wy exp2 (—Bad u):d (I1.6.5)
onde:

Asd 2 1,963 . By ¢ ¥, 854 (II.6.6)

O comprimento de ondas associado a cada componente espectral po

de ser calculado por:

A= ZW% (1I1.6.7)
W
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CAPITULO III

O PROBLEMA DETERMINISTICO

Neste capitulo & tratado o balan¢o de embarcag¢bCes submetidas a ex
citacao de ondas regulares. Considera-se o0 sistema como um oscila
dor de segunda ordem, nao-linear, excitado por sinal harmdnico. Ana
lisam-se algumas solu¢bes para este problema de Cauchy, inferindo-
se possiveis comportamentos de embarcagdes guanto ao balan¢o em on
das regulares vindas por través. Estabelecem-se algumas condicoes
suficientes para haver estacionaridade de solug¢gOes periddicas.

Os métodos empregados para a obtencdo das solugdes aproximadas
sdo classicos, como por exemplo o de Krylov e Bogoliubov (ref.5).
No entanto, apresenta-se como contribuicao a explicitacdo de tais
solugbes para o caso de amortecimento parabdlico e restauracao cubi
ca assimétricos simultaneos, ja que tais expresstes nao foram encon
tradas na sua forma final para aplicacdo na literatura consultada.

Trabalha-se com dois modelos para representacdao do fenomeno do
balan¢o. O primeiro deles pressupoe que as ondas incidentes sejam
pouco difratadas pela embarcacao, o que & razoavel de se admitir nos
casos em que o comprimento de ondas seja bem maior que a boca da em
barcagao (expressao (I1.4.10)). Para completar o estudo, no segundo
se considera o efeito da difracao, sendo valido para comprimentos
de ondas nao tao grandes (expressao (II.4.9)). Neste segqundo  mode
lo, a avaliacao do momento excitador é feita desconsiderando-se a
movimentacdo do casco, o que somente é razoavel para pequenas osci
lacdes de balango. Nao €& necessario considerar-se o caso de gran
des amplitudes e pequenos comprimentos de ondas, j& que, na prati

ca, as ondas de pequeno comprimento tém pouca energia; mesmo ocor
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rendo ressonancia sub-harmdnica, as respostas resultam

vas, mas nao exageradas.

IT1.2

significati
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I11.1 - Analise da exsiteéncia, unicidade e estabilidade de solucgoOes

A existéncia e unicidade de solug¢des para a equacao (II.4.9) (ou
para a equacao (II.4.10)) pode ser verificada considerando o seguin

te teorema (ref.25, teoremas 2 e 3, pag. 149):

TEOREMA T1:

Se g(¢), £(¢9) e 77(t) da equacgao

c?+{(c&)+8@9).__77&) (III.1.1)

satisfazem as sequintes hipoteses:
a) f(é) e g(¢) sdao continuas em (-«,+x);
17Hﬂ é continua e limitada em [t0+w);
b) £(d) e g(¢) s3ao continuamente diferenciaveis em (-«,+%®), com
a possivel excecao de um numero finito de pontos, em Qque se
supOe existirem derivadas unilaterais;
< b :
m = *a0
Lirep ¢P) = roo,
P s 6 0 8(: )

entao a equacao (III.1l.1) tem exatamente uma solucao satisfazendo as

condic¢des iniciais:
cﬁ(‘t@.—_— &, . 29(1:0):&%) (IIT1.1.2)

sendo que a solucdo e sua derivada sao limitadas.
Analisa-se a sequir o problema definido por (1II.4.9) e (III.1l.2).

Neste problema, os coeficientes de amortecimento b1 e b2 podem
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ser avaliados por exemplo pela metodologia compilada por Himeno

(ref.43), como exposto no item B.4. Ambos b1 e b, ndao podem ser ne

2

gativos, nem simultaneamente nulos, uma vez que os esforgos de amor

- tecimento atuam no sentido oposto ao da velocidade de oscilacao, e

correspondem sempre a perdas de energia do sistema. O coeficiente
b1 leva em consideracio o efeito de atrito, o efeito de geracdo de
ondas e parte do efeito devido a presencga de bolinas (parcela refe
rente a modificacdao do campo de pressoes). O coeficiente b2 inclui
o efeito de geracdao de vortices e a outra parte do efeito devido a
presenca de bolinas (parcela viscosa). Os coeficientes c, e cy re
sultam do ajuste de um polindmio cibico a curva de momento de endi
reitamento, como proposto no item II.4; na pratica, N é sempre po
sitivo, e Cjy positivo, negativo ou nulo.

Note-se, inicialmente, que a funcado f($)=bl¢+b2$|$|, bl’ b2 > 0,

é continua e continuamente diferenciavel em (-%,+), com

Lim V)= 0
o @)
b (@)= oo,

— HOC

como esta ilustrado na figura III.1. Assim, f($) satisfaz as hipote

ses do teorema T1. Também no caso linear (b1>0, b.,=0) e no caso de

2

amortecimento quadratico (b1=0, b2>0) as hipoteses sao verificadas.
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£O9) (o) b

b|=0,b2>0
f(a),f'(é)*
1), 1'(9) \ A
N / f
f N ’
1 \\ //
_________tf| __________ f b, Y
b >0, b,=0 b>0, b,>0
Figura III.1 - Ilustracdo de f(&>)=b1&>+b2&>|&>|, b;>0, b,20,
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III.6
Quanto a funcao g(¢)=cl¢+c3¢3, c1>0, note-se que & continua e
continuamente diferenciavel em (-»,+x), seja c3<0 ou c43>0, como es

téd ilustrado na figura III.2a. No entanto, a hipdtese

Lim %(cﬁ)_—__too

Pt

somente € satisfeita para c3>0, caso em que g(¢) verifica todas as
hip6teses do teorema Tl. No caso c3<0 a hipotese (c) de Tl nao é
satisfeita. Porém, se uma solugdo limitada de (I1.4.9) é conhecida,

satisfazendo

¢ = &) pora tefto,m),

com d} >0, dai uma funcao 9, (%), tal que

9, () = 9@ pora § <d),

que satisfaca as hipoteses (a), (b) e (c) de Tl pode ser construida
(ver figura III.2b). No caso linear (c3=0) todas as hipdoteses de T1
sdo satisfeitas.

A-zﬂt)=j%cos(wt) € continua e limitada para todo t, verificando

as hipoteses de TI1.

Assim, fica assegurada a existéncia e unicidade do problema

(I1.4.9) - (III.1.2) no caso by20, b,20 (b; e b, ndo simultaneamen

te nulos), c1>0 e 0320. Uma vez que haja solucdo limitada e ble,

bZZO (b1 e b2 nao simultaneamente nulos), cl>0 e c3<0, garante-se
sua unicidade.
Além da existéncia e unicidade de solugdes, outras questdes so

bre o problema (II.4.9) - (III.1.2) podem ser sucitadas, como:
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a)

9(¥), g(¢¥) ¢

€,>0, ¢330

g(¥), ¢'(¥) A

€, >0, ¢;=0

Figura III.2a - Ilustracado de g(¢)=c1¢-+c3¢3, c,>0, c320,

— 2
e de g'(¢)—c1+3c3¢, c1>0, c3;0

b)

C3<O

5(¥) i

c

Figura III.2b - Ilustracdo de g(¢)=cl¢+c3¢3, c

170,

C3

<0,

e de g (¢)=g(¢), para |¢|5¢,, satisfazendo

a hipotese (c) de T1
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- Em que casos ocorreria solugao periddica para alguma condigao
inicial?
- Em que casos haveria solucdo periddica para apenas uma condi
¢ao inicial?
- Em que casos haveria solucao estacionaria?
Convém explicitar algumas definig¢bes que estao subjacentes nos

termos utilizados acima:

DEFINICAO D1l:
Uma solucio ¢(t) de (II.4.9) definida em [t ,»), & periodica de

periodo T>0 se, para todo t ¢ [t ,»), verificar-se:
HGE+T) = HA),

e se para algum 1, ¢ [t ,») e algum T, E [t ,»), tais que [T1—12k'n

verificar-se:

& (@) £ $C).

DEFINICAO D2:

Uma soluc3o ¢(t) de (II.4.9), definida em [t ,x), & dita estdvel
para t-« se, para quaisquer to>t- e €>0, existir um G(E,to)>0 tal
gue, para qualquer solucao ¢(t) de (II.4.9), definida em [t ,®), sa

tisfazendo

0a)-BM)| =S , 1@ - DA <3,
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valer:

BA-DD)|<E . 1PD- PO <&

para todo t05t<w.
Uma solug¢ao nao estavel & dita instavel. Se G(E,to) depender so

mente de ¢, a solucdo #(t) & dita uniformemente estavel.

DEFINICAO D3:
Uma solucdo ¢(t) de (II.4.9), definida em [t ,°), & dita assinto
ticamente estavel para t-+~ se for estavel e se, dado qualguer to>t1

existir um 6(to)>0, tal que

bm 1PO-F®| =0 bim 1d®- @) _o

t—-0 t—co

para qualquer solucdo ¢(t) de (II.4.9), definida em [t ,®), satisfa

zendo

6@ - Byl < SGY |, 1dQY- FW| < ).

Se G(to) nao depender de tyr a solucao ¢(t) & dita uniformemente

assintoticamente estavel.

DEFINICAO D4:

Uma solucdo periddica que & assintoticamente estavel para tre é
dita estacionaria.

Se a equacdao do movimento tiver uma solugao estacionaria, todas

as outras solugdoes sao ditas transitorias.
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A figura III.3 ilustra algumas possiveis situac¢Oes para as solu
¢Ooes. Em (a) tem-se a existéncia de uma solugdo peridédica para uma
tnica condidc¢ao inicial, porém tal soluc¢ao nao é assintoticamente
estavel. Em (b) tem-se solu¢Oes para mais de uma condigao inicial,
sendo que obviamente nenhuma delas poderia ser estacioniria. Em (c)
tem-se uma solucao periddica assintoticamente estadvel, e portanto

estacionaria, sendo que todas as demais solucOes sido transitorias.

Q“ Gnica solugao
f periddica

/

o)

Pl

b)

mais de ume
solucao periddica

Cpl unica solugdo periddica,
assintoticamente estavel
p/ t+00

. \ N/
ry \ A

Figura 1I11.3 - Graficos de ¢(t) para diversas condig¢Oes iniciais



¢ Co

‘

C ¢ ¢ C C C <

(

Cc ¢ cCc cCc Cccccccdc

I1I.11

O interesse da verificacao da existéncia de solugoOes estaciona
rias esta na reducao do nimero de situac¢Oes a serem analisadas. De
fato, considere-se, por exemplo, uma embarcagao sob determinadas
condigoes de ondas (parametros bl’ b2, Cir C3y w € 2% fixados). A
figura II.4(a) ilustra um caso em que nao ha solucdo estaciondria.
A figura II.4(b) ilustra outra situacao, em que a solugao estaciona
ria existe. No caso (a), diversas solugdes devem ser obtidas, para
longos intervalos de tempo, para que se tenha alguma clareza sobre
o comportamento da embarcagdo em balanc¢o. No caso (b), uma vez obti
da a solucao estacionaria, as solugOes transitdorias podem ser estu

dadas por simulacOes realizadas em intervalos de tempo reduzidos.

a) b)

Qh 2

partem diversos |
solugbes de P(1o) -
dependendo  de

¢ (1)

e —

t

1

[ to t

Figura III.4 - Ilustracdo de situacles em que ndo hi(a) e em
que ha(b) solucao estacionaria

Respostas as questdes colocadas podem ser encontradas consideran
do alguns teoremas como, por exemplo, o seguinte (ref.25, teorema 5

pag. 154):

TEOREMA T2:

Se g(¢), f(&) e'??t) satisfazem as hipoteses (a) e (c) do teore
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ma T1l, dai, existem duas constantes positivas,(] ef%, tais que, pa

ra toda solucao da equacdo (II.4.9), existe um TO>0 tal que

B = , 1RO =B

2
para t=Tb.

TEOREMA T3:
Se gl(¢), f(é) e'7(t) satisfazem as hipoteses do teorema T1l, e se
as funcbes g'(9), g"($¢) e £'(d) existem para |¢|s(fe ¢ |sBe satis

fazem as condigoOes
8‘ @ =0 paa 19 <@,
(@0 pora | =B,

i @ > lg" @)
2in et e T

(II1.1.3)
onde (@ e B sdo tais que
16| <@ o [PD|<s B,
e seﬂ?(t) € periddica de periodo T, entdo a equacdo (II.4.9) tem

exatamente uma solucdo periédica com periodo T, e esta solucdo é as
sintoticamente estavel para t-wo.

O teorema T3 refere a existéncia e unicidade de solu¢bes  perid
dicas assintoticamente estaveis, ou seja, estacionarias.

Ha dois casos a considerar: c3;0 e c3<0.

No caso c420, ja4 se verificou que g(¢), f£(9) e'ﬁﬂt)=jgcos(mt) da
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equagao (II.4.9) satisfazem as hipoteses de Tl e portanto, por T2
as solugOes e suas derivadas primeiras sdo limitadas para tZTO>0 pa

ra algum T_. Tem-se também:

(a\<&\ = G+ BCBCP17O para todo CP (&a’ que C17O>)

>, & . , ia
@) = by+ 2b,1P|>0 para todo & (j& que by, b,20,
fe ? Cou b,#0 ou ti%o),

"7aCEA @.\t) & r:ericfd.ita. de r:er(odo T= %_;f

Para c, 2 0, assim, resta verificar a inequacdo (III.1.3).

Seu primeiro membro vale:

2 mf f_‘gfﬂ‘ = 2 uﬂ.f b+ 2b, ‘CN = 4b, (III.1.4)
(D rest) | @ reald) 1B

O grafico de f'(9)/|%{ estd esquematizado na figura III.5a. 0

segundo membro de (III.1.3) vale (ver figura III.Sb).

"] = l6cadl  _
Azgr&’@) 3‘(&) A‘ggreaﬂ) G+ Beady®

_ 3cs (III.1.5)

Dai, substituindo (III.1.4) e (III.1.5) em (III.1.3) chega-se a

seguinte inequacdo:

4b, > [3cs (III.1.6)
[

Se (III.1.6) valer, todas as hipoteses de T3 no caso c.20 ficam

32
verificadas, e existira uma solucdo estacionaria de mesmo periodo da

excitagdo: T=271/w.
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1'(5)
N
%2)()
a)
2b2 e
S
19
+ |0"(9)'
o(¥)
€y >0
J3c3/c‘ I _
i
|
b) |
l
: -—
Jc‘/bcs) Y
|g" (¢)] * !
AL : c3<:0
|
|
I
t
]
) | -
¢ \lcl/(363)i
l
|
|

Figura III.5 - Curvas de f'($)/|$| versus |d| e |g"(9)]|/g" (¢)

versus |¢|



C(

(

C ¢ [

¢ C ¢«

C C ¢ CC C¢(

(

(

I1I.15

A relacao (III.1.6) €& uma condic¢ado suficiente para existéncia

de solugao estacionaria no caso c320. No entanto, se ja se conhece
uma solugao periddica de periodo 27/w, pode-se chegar a condicgoes
menos restritivas para verificar sua estacionaridade. De fato, su

pondo que a solugao periddica seja dada por

& ) = B et (w‘t+\7>, (1I1.1.7)

onde oy € sua amplitude e v a diferenca de fase com relacido a exci

tagao, verifica-se que:

D] =d, , e [PO] cwd,.

Nessas condig¢Oes, o primeiro membro de (III.1.3) fica (ver figu

ra III.5(a})):

2 imf by + 2b 4] = 2b | 4b, (III.1.8)

l&@l&cﬂcﬁl 'éﬁl vaﬁa.

O segundo membro de (III.1.3) fica (ver figura III.5(b)):

\6C5&|
M ple do Tt B &

—~
égscﬁa. , se A&l¢= ;i;
<y 4+ Begdy 2
= < (II1.1.9)
3¢z | se &y = v b=
L C.' 3C3
Dai, ainda para c320, uma vez conhecida uma solug¢do da forma
(II1.1.7), ela sera estacionaria se:



¢ ¢ C ¢

(

C ¢ CCcC ¢ Cc e«

C € (C

(

I11.16

.
E;CBCQQ, , S CQ1 < G
: 3¢
<+t dcasdy; 3
2b, , 4b, » <
2
Y .
fa_ca,se ZV_CL
L C, qu (IT11.1.10)
Considere-se agora O caso c3<0. Observe-se o} grafico de
|g" (¢) |/g' () versus |¢| ilustrado na figura III.Sc. Verifica-se

que nao ha supremo para ¢ real. Assim, a relacdo (III.1.3) nunca é&
verificada, e nao se garantem condig¢des suficientes para existén
cia de solugbes estacionarias pelo teorema T3. No entanto, se algu
ma solucao da forma (III.1.7) £fOr conhecida, pode-se verificar sé é

uma solucao estacionaria. De fato, considere-se inicialmente o sub-

caso:

L,>/ S (ITI.1.11)
3|<3|

O segundo membro de (III.l.3) fica:

Gead)
Au{)z':(‘?% & +3csf®

| \ce (I11.1.12)
G 1Ca| Vg = O
<4 < .
Srad / Faz E7N|
Como o primeiro membro de (III.1.3), dado ainda por (111.1.8),

€ sempre positivo, conclui-se que se valer (IIr.1.11), a solugao

periddica encontrada & sempre estacionaria. Verificando agora o

sub-caso:

CQQ< /E J ) (I11.1.13)
3lcs)
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observa-se que o segundo membro de (III.1.3) fica:
AQP ’éCsCe' =
‘&,5&0__ S+ 3C-3&2
B < | '
« < {37

6 lca| Ba_
S+ 353@ CQOL( ‘ésjlc_g'

A relacao (III.1.3) fica, neste caso:

.1.14
>0 . (ITI.1 )

2b, + 4b, » G’CBlC&L (III.1.15)
waa C'+3C.3£

Nada se pode afirmar para ¢a=/c1/(3]c3|). Em resumo, pode-se a
firmar que gquando c3<0, solucdes periddicas da forma (III.1.7) sao
estacionarias se valer (III.1.11) ou, (I1II.1.13) e (III.1.15).

A tabela III.1 resume as conclusOes desta segao.
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Tabela II1I.1 - Resultados sobre existéncia, unicidade e estacio
naridade de solug¢Oes da equacao

B+b,d+ b« o+ cad- 7 et (@t)

com bl'bZ‘O (ou b1¢0 ou bz#O) e cl>0

CASO CONCLUSOES TEOREMA
c320 Existem solugOes Unicas, dada a condig¢do ini T1

cial.

As soluc¢Oes e suas derivadas primeiras sdo T2

limitadas para tZTo", para algum To>0

Garante-se a existéncia de solugOes estacio- T3

narias com mesmo periodo da excitacao se

4b. > ¢ 3C3

2 Cy
Se existirem solugOes periddicas de forma T3

¢=¢acos(wt+v), garante-se que elas sejam es

tacionarias se

c, 3
c3<0 Uma vez que haja solugdes limitadas, dada u T1
ma condicao inicial, garante-se sua unicida-
de
Se existirem solucgoOes periddicas da forma T3

¢=¢acos(wt+v), garante-se que elas sejam es

tacionarias se

Cel <|{=- e n_aiiq~‘4kk > €5|C3Lé%L
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ITI.2 - Ressonancias

Os valores dos coeficientes de amortecimento, b1 e b2, e do coe
ficiente nd3o linear de restauracao, Cyr sdo em geral pequenos. Dail
as solugOes para o problema de oscilacdo em balango costumam ser ob
tidas por analogia ao caso b1=b2=c3=0.

O problema (II.4.9) com condig¢Ses iniciais (III.1.2) & de um sis
tema conservativo se b1=b2=0, nos outros casos é dito dissipativo.
Considere-se inicialmente o caso de sistema conservativo com restau
racao linear (c3=0).

Diz-se que este sistema esta em "ressonancia" se w=/c,. A solu

1

cdo do problema na condi¢dao de ressonancia é:

§) = Do ot (wtﬂb + %_‘t m(w[)) (I11.2.1)

com ¢a e v determinadas pelas condig¢bes iniciais (III.1.2). Esta so
lucdo é nao-periddica e tende a infinito quando t-»®,
A solucao para o problema do sistema linear conservativo na con

dic3o de n3o-ressonancia (w#Vcl) e:

A = &t G +V> ¢ s (b ) (I11.2.2)
y-wd

com ¢a e Vv determinadas pelas condig¢Oes iniciais. Ha, neste caso,
cinco situacOes a analisar:
a) ¢a=0. A solucdo resulta peribédica com mesma frequéncia da ex

citacao:

d‘)@)—; 4&1 CB&@Q (I11.2.3)

AT
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sendo chamada de "harmonica". Substituindo (III1.2.2) em (11.4.9),

pode-se determinar a condicao para se ter ¢$,=0. Como:

B - [(CQO —é’_?_f-w_aj A %7;:]'/2, (III.2.4)

entao ¢a somente se anula se:

d -0 e = F~ 1524—;9 (ITI.2.5)

W
= 2

As condicOes (II1I.2.5) sd3o equivalentes a ¢a=0.

b) w//EIﬁl/n, com n inteiro maior do que 1, excluindo a eventua
lidade da satisfacdo de (III.2.5). A solugao resulta periddi
ca, com um termo que oscila na frequéncia da excitacd@o, e ou

tro que oscila em uma frequéncia maltipla da frequéncia de ex

citacao:

c@(t)‘_-cgo‘ceb<nu>t+9> + 7 cet () (III.2.6)
T

o termo‘zgcos(wt)/ui—wz) & a solucao harmonica, e o termo

¢acos(nwt+w solucdo ultra-harmonica.

c) w//EIEn, com n inteiro maior do que 1, excluindo a eventuali
dade da satisfagao de (III.2.5). A solucao resulta periddica,
com um termo que oscila na frequéncia da excitacao, e outro
que oscila em uma frequéncia sub-multipla da frequéncia de ex

citacao:

c@(t):c&aceﬁ <5LV¥. +9) + ’779&9’5(‘-‘50 (III.2.7)

-



Cc ¢ CCc ¢ cccccc

¢ C C«(

I11.21
o) termo-ﬁécos(wt)/(cl-wz) € a solucao harmdnica, e o termo
¢acos(wt/n+v) € chamado de solucdo sub-harmonica.

d)w//E;=m/n, comm e n inteiros maiores do que 1 e primos entre
si, excluindo a eventualidade da satisfacdo de (III.2.5). A so
lucdao resulta peridodica, com um termo que oscila na frequéencia

da excitacdo, e outro que oscila com uma frequéncia que € uma
fracdo racional nao inteira, com inverso nao inteiro, maior ou

menor do que 1, da frequéncia de excitacao:

d@) = Qo A (%1-: +V> + 7“‘8&(:&) (III.2.8)

G~

o} termo'vgcos(wt)/(cl-wz) € a solucao harmdnica, e o termo
¢acos(nwt/m+v) é chamado de solucao ultra-subharmonica.

e) w//EI € irracional, a menos do caso em que as condigoes ini

ciais satisfacam (III.2.5). A solucadao resulta nao periddica,

embora limitada:

H) = CQLce&@tﬂ)) + Z{ﬁace&(w't) (III.2.9)
_ -5

0 termo‘ﬁacos(wt)ﬁbl—w? ainda é a solucao harmonica, como nos ca
sos anteriores.
Considere-se agora o caso de sistema dissipativo com restaura

c¢ao linear. A solugao é:

RG) = th(t) + &pC‘Q, (II1.2.10)

onde
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CQP({).z [ ”’)’?ﬁ— ce&(w'UV), (II11.2.11)
@-B3)7 + 5GP
com Vv € [-T,0] tal que
MQ: - b-;(l.)

> (I11.2.12)
[(C' _w:z>2 + b? w:]}’z

=2

N 9 = Cq— ) )
[Cer-uP)+ b5y 5?2
Jtz exp [ ot (5- {‘275__)
e[t e E5T)] poraSo1,

(cy+ @ -t)exp(bg_) para 5= 1, R
L %exp(—%ﬁ) cg&(@t \J"Sa-i-’x\) para 0<5<1,

e 6991 C‘t> =

com C=bl/(2Vcl) ;€ klr k2, a)s4,,a e yconstantes determinadas a

partir das condig¢bes iniciais:

2 V=1 LA Ba %

1 o W7 Aom ¥ ,
) {ce + [, { w“)2+ b w’}YZ }

k= 155145 {69 RN }
[co,

-}Qz= y5=1 -3 {&o — 77/ oAV }

1
> & [ 2 + Bape

{CQ u.)7'7a AIMQ
21521’ [ -&7)> + & WPz

N _ y .
) {[cﬁ [(qj%c’e: b?J])ﬁ] !
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{
1 ' Bheom — by Gt T g
' [ w (T-g= [, ;ﬁ[cg-uf)z Ry ]

1 > 2770 (whamy- bu(ceﬁ\?)é)
T: cmcij we [Pt '£<c‘if>°+ 5 @]V?—j

0.1 = CQO 3 QQ_ — b,CQo 4
2

Somente existe solugao periddica quando ¢h(t)50. Para qualquer

outra solugao, correspondendo a outras condic¢des iniciais, vale:

b IO® - @] =0,

g ®)

b [RG)- Gud] =0,

e

e portanto ¢ (t) & assintoticamente estdvel para t-w; a soluc50¢p(t)
é estacionaria. E interessante notar que, por possuirem sempre solu
cao estacionaria com a mesma frequéncié da excitacdo, os sistemas
dissipativos lineares nao podem apresentar solugdes sub, ultra- ou
ultrasubharmonicas.

Apesar das solucOes dos sistemas dissipativos lineares serem sem
pre limitadas, o termo ressonancia também € empregado, e se refere
a situacao em que, fixando a amplitude de excitacdo e variando W ,

resulte amplitude maxima para a solucao estacionaria. De (III.2.11)
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observa-se que a ressonancia ocorre quando [(cl-w2)2+biw2]1/2 for
minimo, o que corresponde a
=2
W = 1_. b (111.2.14)

2.C4

A tabela III.2 resume as conclusbOes para os sistemas lineares.

A seguir, vai-se analisar o caso dos sistemas nao-lineares. Pela
tabela I1I.1 verifica-se que, se o amortecimento for "grande o sufi
ciente", garante-se a existéncia de soluc¢bes estacionarias com o
mesmo periodo da excitacdo. Neste caso nao & possivel ocorrerem so
lucdoes nao harmonicas. No entanto, se o amortecimento e o termo nao
linear da restauracao forem "pequenos", o sistema se "aproxima" de
um sistema linear conservativo, e podera haver a possibilidade de
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