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' ABSTRACT =

This dissertation shows the application of

~Geometric Programming to the problem of gearset design.

Some objectives are defined and a model was built
for the gearset design. This model was reduced to the
standard form of geometric programming to allow the solution

of the model by means of this optimization technique..

A modified Newton-Raphson algorithm was implemented

for the solution of geometric programming problems.

Some. examples of the application of this algo-

rithm to the solution of the gearset design model are includ-

ed.

At the end a review of publications concerning

Geometric Programming and its applications is presented.




CONSIDERACOES PRELIMINARES

CAPITULO 1

1551 < Introducao

O objetivo basico deste trabalho € mostrar a possibi
lidade de se_aplicar a Pfogfémagéo éedmééricé éo-- proBlema -
da otimizagdo do projeto de engrenagens. Além disto, foi
selecionado e aprimorado um algoritmo para a solucdo numéri

ca de problemas de Programacao Geométrica.

1.2. A Programacio Geométrica

Esta técnica de otimizacao & relativamente recente.
Seu desenvolvimento deve-se principalmente aos trabalhos de
Duffin, Peterson e Zener (ver as referencias (12), (15),
(16), (36), (37) e (39). '

Estes autores utilizaram-se de certas . propriedades
- das desigualdades para o desenvolvimento da técnica. A Pro
gramacao Geométrica estuda a solucao de problemas de otimi
zagcao do seguinte tipo

0

m
. . . < °
minimo g_ = ¢ et

tal que:




] !
1 m al.
g = I G AT R e
jep @l ST SRR
nk m i
g = I ey G iy
1=nk_1+1 j=1 J
com c. > 0 , t.> 0 e a reais
1= J J .

n
'k c. § k A
maximo v(§) = ( 1yt g a_ P
i=1 8, p=1 P
n
o}
tal que z A
SR
Dy
)} a.. 8 = 0 j=1,2, , M
i=1 1] 1 .
n
- h = 5 p A =
com A =z 6. P2, ate e B
2 j=n_ .+1 %
p-1

Esta transformacao utiliza-se de propriedades de or
togonalidade de vetores no espago euclidiano En; ver Te-
ferencia ( 16, pag. 77) '




s Aplicacoes da Programacdo Geométrica

"Encontram-se na literatura diversas aplicacoes da
Programacao Geométrica. O problema da localizacao de polos.
industriais e a sua instalagao com o minimo investimento
foi estudada por Nijkamp (25).

Encontramos também aplicacdes na area de Marketing ,
onde Dinkel e Kochenberger (8) elaboraram modelos para es.

tudar o efeito da propaganda nas vendas da empresa.

Federowicz e Mazundar (17) estudaram o problema de
‘conseguir a confiabilidade otima de elementos redundantes’

em sé€rie num sistema simples.

Na referencia (16), Duffin, Peterson-e Zener desen-
volvem aplicacgoes da Programacao Geométrica no projeto de
um trocador de calor para aproveitar a energia dos oceanos.
Este equipamento aproveita-se do fato de haver um gradien-
te de temperatura entre as camadas de agua superiores e in-

feriores nos oceanos.

Outra aplicacao desenvolvida na mesma refereéncia e
o projeto de um transformador 6timo dentro de diversos cri-
térios possiveis como, minima perda no cobre, maxima potén
cia, minima perda no ferro, minimo volume de cobre e ou-
tros. Duffin, Peterson e Zener (16) estenderam ainda, a
aplicacao da Programacao Geométrica ao problema'do equili

brio de reagoes quimicas.

Sansao estudou o projeto o6timo de trocadores de ca

lor, refereéncia (32), e o projeto de.molas helicoidais, re-
ferencia (33).

0 projeto de barras de torsao, incorporando o proble

ma de existirem diversas funcocs objetivo conflitantes foi




estudado por Pascual e Ben-Israel (27) que propuseram uma
ponderacao das fungoes objetivo envolvidas. A funcdo ob-
jetivo resultante € a soma ponderada das fungoes objetivo
particulares. O problema foi entao resolvido por Progra;
magao Geométrica. .

1.4. Otimizacao de Projetos de Engenharia

A otimizagao de projetos deste tipo envolve certas

dificuldades. A formulacgao de um modelo para.a otimizagao
de unm problema de éngenharia pode vir a ser bastante com
plexa devido a dificuldade no estabelecimento de objetivos
para o sistema, que eventualmente podem ser conflitantes
.quando colocados simultaneamente. '

Uma vez formulado o modelo, € necessario dispor de
uma técnica de otimizacdo que permita resolvé-lo, a um cus
to razoavel num tempo relativamente curto.

Na area da engenharia mecanica, segundo Seireg (34),
alguns pesquisadores, devido a dificuldade na formulacdo e
solucao de modelos para sistemas mecanicos complexos, pas-
saram a estudar a otimizacao de elementos de maquinas par-

ticulares, como por exemplo as engrenagens.

1.5. O Problema Tratado

As engrenagens sao elementos .de maquina com caracte
risticas de projeto definidas. Isto facilita a utilizacao
de uma técnica de otimizacdo para seu projeto e em parti-

cular a aplicacao da Programacao Geométrica.




t

Para isso definimos um modelo de otimizacao de engre
nagens que engloba o dimensionamento das engrenagens a po-

tencia ou ao torque para cada uma das seguintes funcgoes ob-"~

jetivo: maxima capacidade de transmissdao de poténcia ou
torque, minima distancia entre centros e minimo peso do
conjunto.

‘Este modelo foi colocado sob a forma de um problema
de Progfamagéo Geométrica. Para soluciona-lo, empregamos,i
nicialmente, o algoritmo de Newton - Raphson, com a modifi-
cagao sugerida por Dinkel, Kochenberger e McCarl (9). Es-
ta modificagao nao se revelou satisfatoria e num dos testes
efetuados, nao conseguimos a convergeéncia do algoritmo - a-
pos um_tempo de processamento de cerca de 300 segundos de
CPU no compufador Borroughs B 6700 do Centro de Computacgao

.Eletronica da Universidade de S3ao Paulo.

Desenvolvemos entdao uma modificacao alternativa pa
ra o algoritmo de Newton - Raphson, a qual resultou satisfa

toria,

No mesmo computador, com a modificacgao introduzida ,
obtivemos tempos de convergencia do algoritmo que variaram
de 0,6 até 98,5 segundos de CPU no caso mais desfavoravel.

Este algoritmo pode ser adaptado para a solucdo de

outros problemas de Programacao Geométrica.




PROGRAMACAO GEOMETRICA: CONCEITOS BASICOS

CAPITULO 2

Este capitulo tem como finalidade fornecer os conceitos
" basicos para o entendimento do problema abordado em nosso
trabalho. O leitor interessado também encontrara aqui os

- - - - - - -~ o~ -
primeiros subsidios para a utilizacao da Programagao Geome-
trica como ferramenta matemitica.

2.1. A Desigualdade Geométrica

Algumas desigualdades méteméticas podem ser usa -
das para resolver problemas especificos de otimizacdo.
No livro de Bellman e Beckenbach (4) podemos encontrar
diversos problemas de otimizacgao resolvidos (com mui-
to bom humor) através de desigualdades geométricas.

A programagdo geométrica explora algumas proprie-
dades da chamada desigualdade geométrica: '

§.U. +8.U, + .U, + et >U61 U2 Uén
171 22 373 5 = nn=1 N
(2.1)
onde

1 R - (2.2)




o
v
o

(2.3)
61+ (8 AR R — | (2.4)

a prova desta desigualdade pode ser encontrada na re-
feréncia (16).

A condigao (2.4) de normalizacio dos pesos pode
ser relaxada, definindo-se a seguinte extensio da de-
sigualdade geométrica para pesos.nao normalizados:

Se
g, GlUl + 62U2 R anUn (2.6)
onde
n
X, =P ah s do | (z.7)
i=1 .
Gi >0, Rl s et R (2.8)

De (2,1) temos:

) ) §
1 2 n
g' = U, + U, + S + U
o) 3 1 3 ? A n
) § )
> U 1/x U 2/A U n/x




Seja:
;U =u, ' -~ (2.9) .
n u. i/ A
g = ——u oz 1 (—2)
A i=1 5 .
1
n n u. S.
- S| it S | (2.10)
i=1 * 7 j=3 . 6
a: i

2.1.1. Posindmios

Seja a funcdo g definida como soma de n compo-

nentes u,
g=uyp tu, v .. tu '(2.11)
onde
m bt
= 1]
u, = C. T t. . (2.12)
1 1 j:l J

e a funcao (2.11) € um polindmio constituido pela soma

de n monomios.




Se c. > 0
1
it S QIS o ke (2.15) -
>

a funcao g € denominada posindmio, na nomenclatu
ra usual da programacao geométrica. Este neologismo

foi introduzido por Duffin, Peterson e Zener (1¢) e ho
je € adotado por todos os autores que trabalham com

programagao geométrica. Por esse motivo continuaremos

a usar esse nome, sem chegar a discutir a sua proprie-

dade etimoldgica.

2.1.2. FPuncoes Primal e Dual

A desigualdade geométrica pode ser escrita:

u $ u § u. 6
Y s+ e o e ) ey (=2 "
Lot & g 5 5 8
1 2 n
: ) L (2.16)

0 membro da esquetrda da desigualdade geométrica €
a funcdo primal g. O membro da direita & denominado
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fungdo pré-dual e simbolizado pela letra V. A desi-
gualdade (2.16) pode ser escrita

g 2V (2.17)

A funcdeo pré-dual V & uma fungdo produto de ter
mos u elevados a poténcia Gi. Se a funcgao primal
€ um posinomio, podemos substituir os termos us dados
pela equacao (2.12) no lado direito da relagao (2.17)
na forma:

c ) C ) C )
1 1 2 2
V(8,t) = (—5—) © (—5—) (—=) "
1 2 n
D D D
1 2 n
t1 t," .. tm (2.18)

n
D. =% §. a.. 2 e (2.19)
i

dos expoentes aij' Se pudermos escolher os pesos Gi
de maneira que:

D. =0 =i e . i (2.20)

a funcdo pré-dual V ndo dependera das variaveis t..
Sera chamada entao de funcao dual:




e

W Rl 6“ i (2.21)

Entao na desigualdade (2.17) podemos afirmar que g tem -
um limitante inferior positivo M,

g(f)

v

M > v(s) (2.22) .

M € um limitante superior para a.funcao v(§). Pode-se

provar que:
minimo g(t) = maximo v(§) = M ' (2.23)

2.1.3. Grau de Dificuldade

O grau de dificuldade de um problema de -

programacao geométrica € definido na referencia (16),

como:
d = n® de termos - n® de variaveis - 1 (2.24)

O nimero de termos € o numero de termos u; nos
posindmios do problema. O nimero de variaveis € o nu
mero de variaveis independentes do problema.

A denominacao grau de dificuldade ficou consagra
da na nomenclatura usual da programagao geométrica e

tem sido usada pelos autores até o presente.
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Na secao anterior ficou estabelecido que se pu-
dermos escolher os pesos 5i tal que:

n
T §. a.. =0 Sl a Ml - o romado = ]
j=1 Y 1J
‘ (2.25)
e
I §. =1 , J(0) = {1<i<n /g (t) =
ieJ(0) 1 ] ’ o’ ®o
Ilo.. _ i
= I u.}

poderemos construir a funcao dual v(S8) que nao depen
de das variaveis tj com

g(t) 2 v($)

minimo g(t) = maximo v(6)

relagcdo esta que se encontra demonstrada na referen -
cia (16, cap. 4).

0 sistema (2.25) €& um sistema de equagOes linea-
res com n incognitas e m+l equacgoes.

Este sistema tem solugdo Unica quando a caracte-
- - - - 0}
ristica da matriz n x m dos expoentes aij e igual a




Esta solucado tnica §* constitui o vetor 'maximi-
zante' do problema dual.

Se

n> m+1

e a caracteristica da matriz dos expoentes 335 g =I5y,
o sistema (2.25) & indeterminado com um nimero de

graus de liberdade:

d= n-m-1

e existe um numero infinito de vetores §* que satisfa
zem o sistema (2.25). E necessario entdo pesquisar
qual a combinacao de pesos Gi que ira maximizar a fun
gao dual v(§).

'hQuanto maior o nimero de graus de liberdade do
sistema (2.25), mais dificil e trabalhosa €& a pesqui
sa para a determinacao do vetor 8§* que maximiza v(§8).

Dai o nome de grau.de dificuldade para o nume-

ro de graus de liberdade do sistema (2.25).
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2.1.4. A Desigualdade Geométrica e o Problema

Geral da Programacdo Geométrica

O problema geral da programagao geométri
ca & encontrar o minimo valor de um posindmio go(t)

n
o

minimo g (t)y = L uy ) (2.26)
i=1 ]

Sujeito as restricoes

fin
o

g (t) = 2 u, (2.27)

| A
ot

gz(t) = I u.

gp(t)

i

[=Rng]

[t

A
[

Aplicando a relacao (2.10), desigualdade geométri

ca para pesos nao normalizados, temos

= oras e (2.28)

| v
ey B
~
1

n
o
g,(t) = L . uy
i=1

n
com I §.- = A
i




.
nk nk - §.
.gk(t) =-_Z ui__Z_ m ( L )
= LT
pereast
= A k = 1.2
o i k s &y
ou
A Ty 8, A
g, (t) P2 7 (—2* a0
i=1 8.
1
A nk u. 8.
k k
n® "z T (7 o) T
170g-1 i
ke S INE 7
Do sistema (2.27) venm
n
k u. ©¢.
PR e
‘ e i
k=1,2,

P

(2.29)

(2.30)

(2.31)

» P

(2.32)

» P
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Se as restricdes (2.32) forem obedecidas podemos
multiplicar os extremos das desigualdades (2.32) e
(2.30), obtendo:

A, 5B EaR . 0k AN xp
t) > T ( ) A A Rl
go( i:l 6. 0 1 p
1
ou
A g s n miol -y A
P u P
g, (1) % z i (—) T 0w K (2.34)
g i=1 8. ? k=1
1 " -
" Se escolhermos AO =1, com np = n, vem:
n u. 8§ D A
g8 > Wi S X 0255
2 is1 8, k=1

Podemos estender o conceito de fuhgéo dual defi-
nido na secao 2.1.2., considerando como fungdao dual:

n G on. p .
v(s) ={ 7 (—=) 11} g« M 5 (2.36)
i=1 S, k=1
1
A relacao (2.35) fica entdo:
(1) > v(§) ti& t,° om (2.37)
&o £ 1 2 .
n
com D. = I i S, j=1,2, . ., m
J i=1 ] 1
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2.

axlze

Principais Teoremas da Programacdo Geométrica

A programagdo geométrica lida com o proble-
ma de minimizacdo de posinomios e a maximizagao
de fungoes produto. Os problemas de minimizagao
sao chamados programas primais e os problemas

de maximizacdao sao chamados de programas duais.

2.2.1. Programa Primal P

Encontrar o minimo valor da funcao

g, (t).
a. a. a.
min go(t) = X citl11 t212 2 o is E
ieJ (0)
(2.38)
sujeita as restrigdes
a. a. a,
g (t) = Citlll . tzlz by b g iaErt iy

ieJd (k)

k=1,2, . « . , D (2.39)
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onde

J(k) = {mk’ mk"‘l’ mk"'Z’ e e e nk}, k=0,1, « « + 4+ P

(2.40)
e
m, = 1, m =mn  + 1, m, = n; *+ 1L (2.41)
mp = Npq e [ n, = n . (2.42)
ty > 0, t, > 0, e, t >0 J
Sl \ (2.43)

>

gy ,

0 posinomio a ser minimizado ou seja go(t) € deno
minado fungdo primal e as variaveis tis ths o . o,
sao chamadas variaveis primais.

A matriz aij € denominada matriz de expoentes A.
Tem n linhas e m colunas,

O programa dual correspondente ao programa primal

P € o seguinte:




10

2.2.2, Programa Dual B

Encontrar o maximo valor da fungido produ-

to:

n c. 6. p 2., (8)
v(e) =tn (—yfr w o 'k (2.44)
X i=1 S . k=1

1 7

onde
A (8) = 2 ___G_i , o= 162, Cote o 9P (2.45)
) " ieJ(k)
J(k) = {mk, Mg Mpgg o o o+ o nk}, k=0,1, . . , p
mo Sl m, = n0+1, m, = n1+1 ov R mp= np_1 L] np= n
c. >0
1
e
s ={61, 8, ] Gn} estd sujeito as restrigoes
o 0 e B g (2.46)
5 S | | (2.47)
ieg(o)y * .

, M (2.48)
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convenciona-se que:

xX = x*=1parax =0

Com esta condigdo a funcdo v(¢8) & continua sobre
seu dominio de definicgao.

A funcido produto v(8) & denominada funcdo dual e

as variaveis T VTR ,Gn sdo chamadas de variia
veis duais. A relacdo (2.46) € a condigao de positivi
dade, a (2.47) & chamada de condicdo de normalidade e
a (2.48) & denominada de condigao de ortogonalidade. O

conjunto das restrigOes caracteriza as restricoes du-

ais.
Nota-se que os fatores cy da funcao dual v(96) sao
os coeficientes dos posinomios gk(t), sendo k=0,1,2, .
.+, p. Cada 8 estd associado biunivocamente com o ié
simo termo us do programa primal P . Cada fator
xk(a)*k(s) vem ‘de uma restricgao gk(t) <1. A condi-
¢ao de normalidade Ao = 1 € a Gnica que diferencia a
funcao objetivo go(t) das restricoes gk(t). A matriz
A de coeficientes a.

ij’
a matriz de expoentes do programa primal P.

da condigao de ortogonalidade, €

Os teoremas basicos da programacdao geométrica re-
lacionam as propriedades de cada programa primal con
seu correspondente programa dual.

Estas relacOes sao objeto de estudo da tcoria da
dualidade da programacao geométrica. As demonstracoes
dos teoremas a seguir podem ser encontradas na refereén
cia (16).
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2.2.3. A Dualidade em Programacao Geométrica

Um programa primal ou dual & consistente

se existe ao menos um ponto t (vetor) que satisfaz suas
restrigdoes. O programa primal P & dito superconsisten

te se ha pelo menos um vetor t* com componentes positi-
vos e a propriedade

g (™) <1 = O GRS S T (2.49)

Teorema 1

Se o programa primal P & superconsistente e a fun-
¢ao primal go(t) atinge seu valor minimo no ponto t'
que satisfaz as restricOes, entdo:

(i) O programa dual correspondente B & consistente
e a fungdo dual v(6) atinge seu maximo num ponto que sa
tisfaz as restricoes duais.

(ii) O valor maximo da funcdo dual & igual ao va-
lor minimo da funcdo primal.

(iii) Se t' € um ponto minimizante para o programa
primal P, existem multiplicadores de Lagrange, positi -

VOS,Up k=1, 2, . . . , p, tais que a funcgao de La-
grange:

P
L(t,u) =g (t) + I w {g () -1} (2.50)

k=1
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.. ten afprépriedade
L(t',u) < gy (') = L(t', u') £ L{t.u ) (2.51)

para tj >0 e w2 0

Mais ainda, existe um vetor maximizante §' para o

programa dual B cujos componentes sao:

’

a. a. a.
citi 11 & . t e
i€eJ(o)
g,(t)
St =4 (2.52)
1
a. a. a
il 12 im
.t 1
ukcl 1 t2 ] tm i€ J(X)
g,(t)

A (81) = k=1,2, ...,p (2.53)

8, (t)

(iiii) Se §' € um ponto maximizante para o progra
ma dual B, cada ponto minimizante t' do programa pri-
mal P satisfaz ao seguinte sistema de equagoes

’,

37 35 ST O PR (LR ()
o S (2.54)

§:
i

LX k(8"

» 1eJ(0)
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onde k varia nos inteiros positivos para A.k(s') > 0.

A relacao (2.52) fornece uma maneira de calcular
o vetor §, a partir do vetor minimizante t' e de mul-
tiplicadores de Lagrange apropriadosllk, = '\, &= 3
. - 9 p

O sistema (2.54) permite encontrar um vetor mini-
mizante t' a partir do vetor maximizante 6' do seguin-
te modo. O sistema (2.54) pode ser facilmente reduzi-
do a um sistema de equagdes lineares tomando o logari-
timo de ambos os lados de cada equacgao.

m
log c; ¢+ §=1 aij log tj = log Si v(S") ieJ(0)
(2.55)
m 6{
log c. + L a.,. log t. = log ieJ (k)
S S J Ak(s‘)

Uma das hipoteses do primeiro teorema da dualida-
de & que a funcgao primal go(t) atinge seu minimo num -
ponto satisfazendo as restrigoes primais. O segundo
teorema da dualidade da programacgdo geométrica comple-
menta o primeiro teorema da dualidade, fornecendo a
condicao suficiente para que as hipoteses do primeiro
teorema sejam satisfeitas.

Teorema 2

Se o programa primal P & consistente e se ha um

ponto ¢&* com componentes positivos que satisfaz as res




-24-

tricoes do programa dual B, a funcao primal go(t) a-
tinge seu minimo em um ponto t' que satisfaz as restri

coes do programa primal P.

2.2.4. Propriedades dos Programas Primal e Dual

As restricoes do-programa primal P sao em
geral nao lineares, enquanto as restrigoes. do programa
dual B sao restrigoes lineares. Esta propriedade per-
mite simplificagOes no tratamento do programa dual B.

As solucgoes da condigcao de ortogonalidade

s/ A .S = 0 (2.56)

constituem um subespago vetorial de En, chamado espacgo
dual.

0 espaca dual € o complemento ortogonal do espago
primal (formado pelas colunas da matriz de expoentes
A).

A condicao de normalidade especifica um hiperpla-
no em En, chamado de hiperplano da normalidade, e as
condigoes _de positividade restringem as variaveis du

ais ao primeiro octante de En.

0 conjunto de valores que satisfaz as restricoes
duais, e a.interseccao do espaco dual, do hiperplano
de normalidade e do primeiro octante de En.

0 conjunto de solucbes viaveis para um  programa
.com grau de dificuldade igual a zero, consiste em um 4

nico ponto.
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Para um programa com grau de dificuldade d, pode-
mos construir os vetores bdsicos b(J), 3=0, 28
.'s d tais que a solucgao geral das restrigoes duais se -

ja

5= 50 « 1 r, 1) - (2.57)

J .

=M

onde os rj sao numeros reais satisfazendo a condigao
de positividade

d . ' :
bi(O) +Z Ty p€3) >0 T S M (7208 )
1

bi(J) € o iésimo componente do vetor b(J).

I ed - ~ o - - - .
As variaveis r. sao chamadas variaveis basicas. O

vetor b(0) que satisfaz a condigdo de normalidade e 2
condigdo de ortogonalidade € chamado de vetor de norma
lidade.

Os vetores b(J) =1, 2, . . . , d sao chamados
vetores de nulidade.

A funcao dual v(5§) em termos de variaveis basicas

e:
o, 1o (3)
n dLT] Tk 5 RER n -8,
ve=( c ¢ RE By
i=1 i=1

P Ak(5) .
(r A ) K ) (2.59)
K .
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Fazendo
p Y p. 3) _

Ky =7 , S 1 , =R, e o (2.60)

l:
vem

o n -6 A, (S
k

VR R RN (S OIS IS S M S T SR ) )

o J:l J i=1 1 =1 k

: ; : (2.61)

onde Kj sao as constantes basicas.

Com esta mudanca de variaveis podemos escrever o
programa dual transformado.

2.2.5. Programa Dual Transformado Br

o d " rj n s -Gi(r)
max v,y = Kg (;=1 : ) (g=1 ; (1) )
P Xk(r) '
'(E_ lk(r) ) ‘ (2.62)
onde
d X
8.(x) = by (0 & = r, b, (3 i=1, 2, . . . , n
1




d
- (0) (3)
)\k(r) —-)\k + X rj )\k
1
sendo
Ak(j) = T L@
ieJ(k)
e
. . (3)
K. =T c t
S S
com
d .
5.0 vy 1 5.0 2
j:l J 1 -
nO
5 b, (0)
i=1 = = &
" _
z a.. b.(o) = 0
i=1 13 1

-27 =~

k=1,2, . .. ,p
(2.64)
j=0,1,2, .. . ,d
(2.65)
J 02 o o e g6
(2.66)
i=1,2, . . . ,n
(2.67)
(2,68)
j=1,2, . . . , m

(2.69)
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e os vetores b(J), j=1,2, . . . , d formam uma base
do espaco de solugoes do sistema linear homogeneo

%o
z R ' (2.70)
i=1 :
n
z a.. y. = 0 D=2 o e e s (2.71)
Plgi | AL ,

onde os 23 sio elementos da matriz de expoentes A

do programa primal P.

As restricoes do programa dual transformado Br
sao restrigoes lineares e portanto convexas. Os ve-
tores que satisfazem as restrigdes de Br formam en-
tdo um conjunto convexo. Seria mais simples maximi
zar a funcao dual se v(r) fosse concava, o que nao
acontece. Demonstra-se na referencia (16), que a
funcao log (v(r)) €& concava apesar de v(r) ndo o ser.

Como a funcdo logaritmica € monotdOnica crescente,
v(r) e log (v(r)) tem o mesmo conjunto de pontos maxi
mizantes.

Entao a solug@ao do programa dual transformado B
pode ser encontrada resolvendo o programa concavo ob-
tido de Br’ trocando-se a fungao objetivo v(r) por
log (v(r)).

Como consequéncia,se r &€ um ponto maximizante en
tao '

dlog (v(r)) . 4
ar)

e o A (2.72)

.
1l
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ou
" bi(j) P _xk(j)
K; = (m 8, ) w Ay (8) .
i=j K=1
TJS= S PR SR (2.73)
onde -
i p. (3) ”
B 7 c-l-l-- S T P |
i=j
(<]
n o) a0
N AR T .74 )T A (®) (2.74)
i=1 K=1

com § satisfazendo as restricoes duais e a relacgao
(2.73). '

As equacgdes (2.73) sao chamadas equagoes maximi -

zantes.

Formam um sistema de d equagoes nao lineares nas
d variaveis basicas rj. O ponto maximizante para o}
programa dual B € encontrado resolvendo esse sistema

de equacoes nao lineares.
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2,2.6. Exemplos de Técnicas de Reducao de Pro-

blemas a Programas Geométricos

. Apos o modelo estar definido ele deve
ser adaptado a forma padronizada dos problemas de
programacao geométrica.

Vamos mostrar alguns procedimentos mais sim-
ples propostos na referéncia (10) e mais adiante Se
ra citada uma extensdo a programacdo geométrica que
consideramos importante.

Seja o seguinte:
min G(t) = £(t) + (q(t))? . h(t)
onde f(t), q(t) e h(t) sao posinomios na variavel

t = (tl, trs o 0 vy tn) e a>0. Consideremos o
problema '

min g() = £(t) + t2 . h(t)

sujeito a to-1 q(t) < 1

onde t, € uma variavel artificial independente e

T = (to’ tl, ST e tm).

Por construgao,- o vetor t' = (t., tos o o
5= 5 tﬁ) minimiza G(t), se e somente se,
i =

(q(t"), ti, s té)
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minimiza g(T) sujeito a restricdo dada. Também &
claro da construcao que o minimo valor restrito de
g(t) e igual ao minimo valor G(t).

Se uma funcgdo £(ty, ty, o o o, t) nio &€ um

posinomio, € possivel aproxima-la por um posindmio.
Seja:

f(ti, to, o o 7, ;m) = g(tlt ths o o o, tm) +

+ h(tl, So > oL (2.75)

n

onde g & um posindmio e .a fungdo h ndo & um posing
mio. ' '

Para reduzir esta fungdao a um posinomioc, deve-
remos aproximar h por um posinomio de um Gnico ter-
mo.

Para fazer isto € necessario estabelecer apro-
ximadamente o campo de variacao de cada variavel tf

Se f; a média geométrica ou aritmética da fai
xa de variacao de tj‘ Entao teremos um vetor t* =
(tx, t%, T t;) dgnominado ponto de operacao.

Supoe-se, € claro, que as_coordenadas de t* sao to-
das positivas.

Seja

u(t) = c t

entao




o

a1 tz' a2 t a

t
. 1 g

u(t) = u(t*).(—=) * (——) * .. (-2 "
U t3 t*

e

tj Bu .
. = 3. j=1,2, . . .., m
u(t) 3tj' J

Podemos aproximar h(t) por

i . t a t a t a

G (o) (e Bl Ty

t1 t2 - tm
onde

1
a. = J . Bh(t*)) j =1,2, o ek A in
J h(t*) 3t§
(2.76)

Esta aproximacdo €& equivalente a expansdo enm
série de poténcia de log h(t) em termos das varia
veis ij = log (tj/t§) e desprezando os termos de or
dem superior a 1.

Se h(t*) € positiva,f(t) € aproximada por um
posinomio. A aproximagdo & tal que f(t) e o posind
mio tem o mesmo valor e as mesmas derivadas par-
ciais no ponto de operacao t*.
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3.

=

Técnica Operacional da Programacdo Geométrica

Para podermos usar as equacOes maximizantes,
devemos determinar os vetores b(J), Ju = Yallsy o
. , d, tais que

e -

z Gi =1 - condicao de normalidade
ieJ (0) ' '

z Gi a;; =0 condicao de ortogonalida-
ieJ (0) J de

Um procedimento de algebra linear para ob-
ter estes vetores €:

Dada a matriz A, dos expoentes das variaveis

tj do problema, com n linhas e m colunas, constru

imos a matriz R com n linhas e m colunas.

n o I ' (2.77)

sendo que Im - € uma sub matriz identidade com m

d+1,m

kd
linhas e m colunas, e a matriz R € uma sub




— B

matriz com d+1 linhas e m colunas resultantes de
um processo de diagonalizacao da matriz original
A. Partiu-se da hipotese que a caracteristica
da'matriz A € m. Caso contrario, simplesmente
se eliminam as linhas que forem combinacoes 1i-
neares das outras, reduzindo-se os valores de
m e d+1.

A diagonalizacao da matriz A pode ser efetu
ada através de combinagdes lineares das colunas
ou por um processo numérico de pivotagem:

Escolhemos na linha s, coluna k um elemento

a1 ~€A tal que as_k # 0

‘A matriz A é recalculada para R da seguinte
forma:

SJ

]

Tix CEN / g (2.78)

=
]
sl
!
0
e

it s,j#k

Este procedimento repetido m vezes nos
fornecera a matriz R. Da matriz R determina-se a
matriz B

Bl s s (2.79)
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R' € a matriz transposta de R

m, d+1 d+1, m

—

Os d+1 vetores coluna da matriz B bo’ bl’
, bd sao ortogonais aos vetores linha da
matriz A, tal que recolocando as linhas de B na

ordem original de A, teremos

g B0 = 10 _ ' . (2.80)

A condigdo de ortogonalidade esta satisfeita.

A condigao de normalidade deve ser também o-
bedecida - N _

iey(o) 1
ou

=haD b_(O)

SR ST IR
1€8J(0) i 1€3(0) i -FJ

j=1 I jej(o) * =

fazendo

M B SR o o b, (0) -
ieygoy *° . iey(o) 1

a condicao de normalidade esta satisfeita indepen
dente do valor de B

Isto pode ser conseguido, escolhendo arbitra
riamente um dos vetores by e dividindo seus com
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ponentes biﬂ pela constante

Cp= L b. Cp# O (2.81)
2 Godligge L . .

Este vetor bz assim modificado tera a soma
dos primeiros i€simos componentes, ieJ(0), igual
a 1. Chamaremos este vetor de vetor ﬂDz vetor de
normalidade. '

- Uma combinagao linear das -colunas ‘da matriz
B nao altera as propriedades de ortogonalidade.

Para cada um dos d vetores coluna restantes
bq, calcularemos a combinacdao linear, '

p0)- b - qléo) (2.82)

Os d vetores éj)assim.construidos satisfazen
a condigao

Z ‘b_(j) = 0
ieJ(oy *

e sao chamados vetores de nulidade.

Deve-se ressaltar que a escolha do vetor de
normalidade nao € Unica e que qualquer combinacdo
linear de dois vetores de nulidade & outro vetor
de nulidade.

Se a um vetor de normalidade adicionarmos um
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ARNTS

vetor de nulidade o vetor resultante continua um
vetor de normalidade.

O vetor 8 pode ser agora calculado por

S o éO)+ ry §1)+ R éﬂ)

com os‘rj tais que § > 0

Essa formulagao permite o emprego das equa-
¢Oes maximizantes para determinar o maximo da
fuﬁgéo dual v(8) e consequentemente o minimo da
fungao primal g(t).

Programagcdo Geométrica Complementar

A programagao geométrica apesar de ser uma
técnica poderosa de otimiéagéo, pode apreséntar
algumas dificuldades na sua aplicacdo em determi-
nados problemas reais.

A mais séria restrigdo ao seu uso na otimiza
cao de projetos de engenharia & o fato da progra-
magao geométrica apenas poder trabalhar com ter
mos positivos. Alguns pesquisadores tentaram con
tornar este problema, estendendo a programacao
geométrica para quaisquer fungoes racionais de po
sinomios. E o caso de Duffin (149, Peterson (29
€ Avriel e Willians (3 ). Estes Ultimos desenvol-
veram uma técnica denominada "programacao geomé -
trica complementar'.
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Esta técnica ndo leva sempre ao minimo glo-
bal, mas em muitas situacdes praticas &, inte-

ressante encontrar pelo menos um minimo local.

0 aigoritmo da programacdo geométrica com-
plementar consiste em aproximar sucessivamente
fungoes racionais de posinSmios por posinomios.A
forma mais geral para um programa geométrico com
plementar &:

Minimo de go(t)

sujeito a
gk(t)f__l k=1$2,'°' sp,
t >0 (2.83)
onde
. A (1) - By (t)
gk(t) = k k s

Ck(t) - Dk(t)
k=20,1,2, « . . ,. P (2.84)

onde A, B, C e D sao posindmios e possivelmente
alguns deles estarao ausentes. Devemos assumir
que go(t)> 0 para todo o campo de definicao de
t. Isto, em principio pode ser assegurado, adi-

cionando uma constante suficientemente grande a
g
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A primeira providéncia & introduzir no siste
ma (2.83) uma nova variavel tO > 0, satisfazendo

> i e < & %
a to > go(t) , isto e, go(t)/to < 1 tal que 0
problema possa ser reduzido a minimizar to sujei-
to as restrigdes do tipo

A(t) - B(t) e © (2.85)
C(t) - D(t) i

As restrigoes sanente terao sentido se C(t) -
D(t) tiver sinal constante no dominio de t, isto e,
se C(t) - D(t) €& positivo para algum t viavel, de
ve ser positivo para todos os t viaveis.

Conforme C(t) - D(t) for positivo ou negativo,
reescrevemos (2.85)

Como
A(t) + D(t) . .
B(t) + C(t)
ou
B(t) * C(t) . 4 (2.86)
A(t) + D(t)

Desta forma, o sistema (2.83) sera reduzido
a forma de programa padrao de programacdo geomé-
trica.

minimo de tg
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sujeito a

Pk(t) / Qk(t):i 1, k RSV o e S (2.87)

et >0 GRS )

- onde

Pk(t) e Qk(t) sao posinomios da forma

P, (t) = I (t) = I c. Tt. 4] (2.88

k 1€J(K) Pi iegx) 7 J )
Q. (t) = I Al ale aE g, T t?ij (2.89)
> ied(K) * iggx) 7

J(k) definido como em (2.40).

O algoritmo € baseado no fato de que com res
trigoes do tipo (2.87), se pudermos aproximar
Qk(t) por um termo posinomial, entao teremos as
restricoes normais da programacdo geométrica. 0
problema ficara entio reduzido a um problema co-

mum de programacao geométrica; seja na equacgao
(2.89).
=] O 6 == t T

entao
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q; (t) _..9; (2)/Q(t)
Qt) = Zq,(t)> 7 (—— . Q(t))
1 i gq;(t)

(2.91) -

usando novamente (2.89) vem

_ £, 3(bi; a;(8)/Q())
Q(t) >Q(t, ) =Q(%) -,_T(—El-) .
_ . i
' J

(2.92)

onde, naturalmente, vale a igualdade se t, = Ei'
Chamamos a fungdo Q (t, t), a aproximagao  Q(t)
no ponto t. Para resolver o problema, inicia- se
com um ponto viavel t(l). Substituindo-se Q (1)
ew (2.89) pela sua aproximacdo no ponto til),
Qk(t, tcl)) ¢ resolvemos o problema de programa-
cao geométrica normal resultante para obter o)
ponto seguinte t(Z).

Seguindo este procedimento, geraremos uma

o o > SRl
sequéncia { ¢t (% 3, onde{t (™ 1)1z 4 solugao otima
para o problema normal da programacio geométrica:

- (PPGa)

Minimo to
sujeito a

P (t)

21, k=20,1, . .. ,p
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Pode-se provar que cada ponto gerado
L(a+ 1)

esta contido no dominio de t e que a se
~ 3 (CI)} .

quéncia {t converge para um minimo local qua-

se sempre. Em alguns casos excepcionais a se--

quéncia converge para pontos denominados 'pontos

de inflexao" que nao sao minimos locais. As con-

digoes em que isto ocorre est@o descritos em

maior detalhe na referencia (3).




NOCOES DE PROJETQ.DE ENGRENAGENS

CAPITULO 3

Para o desenvolvimento do nosso modelo de otimizacio

serao necessarios algumas nogdes de projeto de engrenagens.

Existem diversos métodos para o projeto de engrenagens
na literatura especializada, dentre os quais adotaremos 0
apresentado em Johnson (21). Este método € devido a Dudley
(11), sendo bastante conhecido e utilizado na pratica, com
algumas variacgoes. '

(o2}

Procuramos selecionar as principais relagdes
goes que devem ser seguidas pelc projetista, no dimensiona-

mento das engrenagens.

3.1. Relacoes de Projeto Cinematicas e Geométricas

A nomenclatura e as unidades utilizadas sao as
mesmas normalmente encontradas na literatura sobre en
grenagens. Isto explica o fato de, por exemplo, a ve-
locidade a ser dada em metros .por minuto e dos  diame

tros das engrenagens serem dados em centimetros.

Para facilidade de entendimento as equacgoes a-
presentadas neste capitulo estardo sempre relacionadas
com a figura 3.1., da pégina]ﬂﬁ*que mostra um tipico
par de engrenagens. O pinhao que € a engrenagem me-

nor, gira com velocidade angular wy e esta acoplado a

* A figura 3.1. esta colocada em apenso de forma a per

mitir ao leitor examina-la enquanto 1é este capitulo,
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coroa, engrenagem maior, que gira com velocidade angu
lar we- As engrenagens sao cilindricas de dentes he-
licoidais.

As equagoes mais importantes do ponto de vista

cinematico e geométrico siao as seguintes:

- velocidade tangencial

V= (7/100) (Dp wp) = ( 7/100) (Dg wc) (3.1)

Vv = velocidade tangencial em metros por

minuto
Dp, Dg = diametro primitivo do pinh3o e da co
roa respectivamente, em centimetros.
wp, W. = velocidade angular do pinhdo e da

coroa em rotacoes por minuto

- relacao de velocidades ou razio de transmis-.
sao

E a velocidade angular da engrenagem menor di
vidida pela velocidade angular da engrenagem

maior.
’ w D N
a = e .= NegE R, (3.2)
w D N
C P P
onde
a = razao de transmissao
Np = nimero de dentes do pinhio
N = numero de dentes da coroa
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Ainda na figura 3,1,, a distancia entre cen-
tros CD € a distancia entre o eixo do pinhao

e 0 eixo da coroa.

e B Zap. el (3.3)

2 2

passo circular e passo diametral-

passo circular PC

. passo diametral Pd

Por definigdo o passo circular € a distancia

entre dois pontos.correspondentes, em dois

dentes adjacentes, medida no plano diametral
- - .. -

sobre o circule primitivo.

P = 7. Dp/N = 7. Dg/N (3.4)

onde PC € expresso em céntimetro por dente.

Por definigao, passo diametral & a razdo do ni

mero de dentes pelo diametro primitivo, ou se-

ja:

P, =N/D_=N_/D Sl
d p/ P g/ g : Lo
onde P & expresso ‘em nimero de dentes por

centimetros. Das equacoes (3.4) e (3.5) temos

P .P.= 7 ’ (3.6)
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No projetb de engrenagens helicoidais €  co-
mum referir-se tanto ao plano normal como ao
plano diametral. O plano normal € perpendicu
lar ao dente, como mostra a figura 3.1.

0 indice n sera usado daqui por diante para
referéncia ao plano normal.

Se o subscrito n nao for usado, o termo refe-

re-se ao plano diametral.

O passo circular, referido ao plano normal,PnC

¢ dado pela equacdo seguinte que pode ser de-
duzida da figura 3.1.

PnC = PC cos Y- (3.7)

onde

P. = passo circular referido ao plano diame -
tral

¥ = angulo da hélice do engrenamento

O relacionamento entre o passo circular e o}

passo diametral referidos ao plano normal & o

mesmo que quando referidos ao plano diametral.

P _.P =T (3.8)

Das equacoes (3,6), (3.7) e (3.8) temos: .

P = Pd/cos Y (3.9)

nd

onde




Bt € o passo diametral com relagdo ao pla
no normal e

Pd € o passo diametral com relagao ao pla
no diametral.

Das equacoes (3.5) e (3.9) obtemos a equacdo:

N N
pnd.—_ L e A P (3.10)

Dp cos Dg cos

Podemos definir tambem

- D ; ;
p = —F— 3.11
- S (3.11)
, cos”™ ¢
D
- g p -
D = . 5.12
ng ; { )
cos”
onde
an e Dng sao os diametros primitivos do pi

nhao e da coroa respectivamente em relagdo ao
plano normal.

Deve ser ressaltado que.an e Dng ndo sdo dia
metros de circulos, mas sim, raios de curvatu
ra das elipses formadas pela interseccao do
plano normal e do cilindro primitivo, no pon-
to O da figura 3.1. Eles representam os ''dia
metros" de engrenagens hipotéticas, cilindri-

cas de dentes retos,no plano normal.

Podemos desenvolver as equacoes seguintes es-
tendendo a relacao (3.5) e usando as equagoes
(3.10), (3.11) e (3.12).
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Np Np Np/cos ¥
Pnd =] = =
D_cos v ancos V] an
Entao
N.__ =N /cos3 P (3.13)
np p
analogamente
N = N /cos3 Y : . (3.14)
ng g i
Onde
an e Nng sao os numeros de dentes do pi-
nhao e coroa respectivamente, re
feridos no plano normal
Np e Ng sao os numeros de dentes do pi-
nhao e da coroa no plano diame -
tral e ' '
) € o angulo da hélice do engrena-
mento.

Restricoes Cinematicas e Geométricas

O projetista, ao projetar -um par de engrena -
gens, deve levar em conta uma série de fatores que
limitam a sua liberdade no dimensionamento das en-
grenagens. Vamos expor as principais restricoes
do ponto de vista cinematico e geométrico:
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- Nimero minimo de dentes

Uma consideracao importante & com relacao a
interferencia que pode haver entre os den
tes das rodas dentadas. Para se evitar in-
terferencia no engrenamento, devemos ter:

(3.15)

onde m € uma constante de proporcionalidade
que depende do sistema de dentes adotado. E
.conhecida como adendo. Para os sistemas de
engrenagens com 14 1/20 e 20° de §ngulo de
pressao ﬁn, m € igual a unidade.

Para o sistema de angulo de pressao ﬂn =

200, dentes rebaixados, o fator m e igual
0.8. O angulo ﬂn € o angulo de pressao re-
ferido ao plano normal §. E dado pela se-

guinte equacgao.

tan ﬂn cosy tan @ (3.16)
onde § € o angulo de pressao referido ao
plano diametral.

Na fabricacao de engfenagens cilindricas de
dentes retos ou helicoidais, existe uma 1li-
~mitagao pratica com respeito a dimensao da
largura da face b, fig. 3.1., para podermos
assegurar-um bom contato entre os dentes.
Esta limitacao deve-se a deformacoes sofri-
das pelos dentes no tratamento térmico das

engrenagens-e erros intrinsecos de manufatu
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ra e montagem do engrenamento.

Na literatura admite-se que a maxima largu-
ra de face permitida e funcao do passo cir-
cular, que € uma medida do tamanho do dente.
E claro que, o limite de proporcionalidade
entre a largura da face b e o passo circu-
lar depende do grau de precisao que pode
ser obtido na manufatura.

Formalizaremos a proporcionalidade entre a
largura da face e o passo circular atraveés
de um fator de 1arguré da face CF definido

para engrenagens cilindricas de dentes re-
tos pela seguinte equacgao:

b =CF P (3.17)

Na equac@o (3.17), b & a largura da face,CF
¢ o fator de largura da face e PC € 0 passo
circular. Tanto b como P_ sao expressos em
centimetros e CF € adimensional.

Nas engrenagens helicoidais, a largura da
face de contato, bn,é maior que a largura
da roda dentada; o relacionamento entre b

e b, ¢ dado por
bn.= b/cos ) (3.18)

Para estudarmos o problema de contato dos
dentes em engrenagens helicoidais € conve-
niente nos referirmos a valores relativos
ao plano normal. Estendendo a equagao

(3.17) podemos definir o fator de largura
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da face relativo ao plano normal como:

bl = CLERSR. G =nE Bl (3.19)

Na equacao (3.19), bn ¢ a largura da face
referida ao par de gerador, em centimetros,
CnF e o fator de largura de face referido
ao plano normal. O Pnc €& o passo circular
e P g € ‘0 passo diametral, -ambos referidos
ao par gerador.

Podemos adotar para limite suﬁerior de ChF,
o limite comumente aceito para engrenagens

cilindricas de dentes retos..O fator de lar
gura de face CnF deve ser menor ou igual
a quatro nas condigoes normais de fabrica -
cao de engrenagens para assegurar um bom
contato dos dentes. O limite exato de CnF
depende da precisao da manufatura, mas na
auséncia de maiores informagdes,o valor de
quatro para limite superior de CnF € . razo
avel, se forem usadas as boas praticas de

fabricacao de engrenagens.

Grau de recobrimento

0 grau de recobrimento mp &€ um fator impor-
tante para consideragao em estudos cinemati
cos.

Segundo o professor Gil de Oliveira (26), o
grau de recobrimento € o numero de pares de
dentes em contato em um plano diametral fi-

xado. O grau de recobrimento mp pode ser
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determinado aproximadamente por meio de
um grafico, ou precisamente por calculos
mais complicados. Esses calculos mostram
que mp & fungdo do angulo da hélice U , do
numero de dentes do pinhao Np, da razao
de transmissdo a, do angulo de pressio g,
e do adendo que sao variaveis independen -
tes com respeito a mp.

Para procedimentos de projeto, devemos le
var em conta que existem apenas alguns va-
lores possiveis de P_4 Para os sistemas de
engrenagens existentes. Como exemplo, no
sistema de Dentes Rebaixados e 20° de angu
lo de pressao as tabelas 3.1., 3.2. e
3.3. contém os valores calculados de mp
para valores tipicos de /] Np € 3. -

Tabela 3.1.

Valores tipicos do_grau de recobrimento como fun
cao do angulo da hélice para engrenagens helicoi
dais. (Nb = 30, a =<up/wg =3, §_ = 20° dentes

n
rebaixados)
m
v P
0° 1,426
10¢ : 1,394
20° 1,299
30¢ ’ 1,148
40¢ - 0,955

Fonte: Tabela 12.2a na referéncia (21)
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Tabela 3.2

Valores tlplcos do grau de recobrimento mp como
funcao do numero de dentes do pinhao N_ para en
grenagens helicoidais P

(a = wp/‘ug = 3, ¥ = 20° angulo da helice,
ﬂn = 20° dentes rebaixados) '

ND mp
10 - 1.156
20 1.255
30 : 1.299
40 _ i Ry
50 1.367

Fonte: Tabela 12.2b na referéncia (21)

Tabela 3.3.

Valores t1p1cos do grau de recobrimento mp co
mo funcao da razdo da transmissao a = W /LU pa
ra engrenagens helicoidais &

(Np = 30, ¢ = 20° angulo da helice, ﬂn = 20°
dentes rebaixados)

a mp
1 1.247
2 1.284
3 1.299
4 - 1.307
5 1.312

Fonte : Tabela 12.2c na referencia (21)
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Relacoes de Projeto Dinamicas

A aplicagao normal de um engrenamento em uma
maquina € para transmitir um movimento, torque ou
potencia Gtil de um eixo a outro. '

O relacionamento entre o torque no pinhao
Mtp e a poténcia transmitida B € dado pela se-
guinte equacao:

Mt cow

p, = —=P P , b e iy (3.20)
71620 '

onde

P, = potencia transmitida em CV

tp = torque no eixo do pinhao em quilogramas

forgca x centimetros
wp = velocidade angular do eixo do pinhdo em

Tpm,

E razoavel considerarmos a perda de poténcia
no engrenamento desprezivel, pois o rendimento em
engrenamentos bem lubrificados € maior ou igual a
99%.

A poténcié val ser transmitida de um eixo a
outro por forgas de contato entre os dentes do
pinhao e da coroa.

Para engrenagens bem lubrificados, a forga
de contato vai ser normal a superficie do dente e
sua linha de agao passa pelo ponto de contato 0
na figura 3.1. Para engrenagens helicoidais exis
te um plano de agao da forga. Vamos entdo decom
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por a forga de contato em tres componentes ortogo
nais no ponto de contato, Ft’ Fa e Fr na figura
3.1. As forgas Fa g Fr sao chamadas de componen-
tes axial e radial, respectivamente, e nao transmi

tem energia de um eixo a outro.

- A componente restante, Ft denominada compo -
nente tangencial transmite a energia e o seu pro-
duto pelo raio primitivo do pinhao Dp/Z € o tor -
que no eixo do pinhao. Da mecanica elementar, te
mos o seguinte relacionamento:

. 716 (P,) A Ry S Y
F, = L - = tp (3.21)
v D
p
F, = F_ tany , (#51 220)
F_ = F_ tan § (3.23)
onde

Yy, #, P, V, D_ e M, ja B Endns

t’ P %
Ft = componente tangencial em quilogramas for
ca
Fa = componente axial em quilogramas forga
Fr' = componente radial em quilogramas forca

A.componente,Ft seria a forgca tangencial su-
portada pelo dente se as engrenagens fossem per-
feitamente fabricadas. Mas existem alguns erros
de manufatura no perfil e no espagamento dos den
tes que nao podem ser evitados ou nao sao economi
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camente evitayeis. Como a forca tangencial tem
uma alta sensibilidade aos erros de espacamento
ou perfil dos dentes, a forga Ft passa a ser uma
forca média, podendo a forga midxima atingir valo
res consideravelmente mais altos que Ft’

- 0 valor a ser considerado para a carga‘ nos
dentés & entao o valor da carga dinamica que age
nos dentes,

Forcas Dinamicas nos Dentes

As forcas dinamicas sao influenciadas pela
distribuicao de massas e pelas propriedades elas-
ticas do sistema mecanico, aqui entendido como
o par de engrenagens., O torque no eixo do pi-
nhao, geralmente fornecido por um motor, tambem
é irregular dentro de uma determinada faixa,devi-
do a caracteristicas de fabricacao do motor. 0
torque resistente no eixo da coroa também varia.

Devido a isto, & impossivel prever exatamente as

forcas dinamicas que vao atuar no sistema.

Este € um problema de natureza estatistica ,
mas usa-se no projeto de engrenagens, métodos ana-
liticos com altas margens de seguranga para a pre

visao de valores maximos de forcas dinamicas.

Comea precisao da fabricacao nao pode ser
prevista exatamente pelo engenheiro de projeto,
definem-se classes de precisao para fabricagao.
Com base na classe de precisao especificada o en-
genheiro pode assumir um erro provavel de fabrica
cao. '

Sao definidas normalmente tres classes de

.
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precisao para engrenagens.

A classe 1 € para engrenagens de uso comer - .
cial; a classe 2 ¢ de engrenagens de precisao fre
zadas com bastante cuidado e com um passe de aca-
bamento; a classe 3 & de engrenagens de altissima
preéiséo, retificadas e lapidadas depois de uma u
sinagem cuidadosa. A tabela 3.4. nos da os er-
TOS proVéveis considerados normais em cada classe
de precisao.

Tabela 3.4

Erros provaveis de ac@o resultantes de imperfeigoes no
perfil e/ou no espagamento dos dentes..

Passo diametral Classe 1 Classe 2 Classe 3

P, 2.54 an 2.54 cm 2.54 cm 2.58 cn
1 0.0048 0.0024 0.0012
2 0.0040 0.0020 0.0010
3 0.0032 0.0016 0.0008
4 0.0026 © 0.0013 0.0007
5 0.0022 ©0.0011 0.0006
6

ou mais 0.0020 0.0010 0.0005

Fonte : Tabela 12.4 na referencia (21)

Muito se tem estudado sobre a determinagao do
valor das forcas dinamicas nos dentes.

Para cada sistema mecanico teriamos que desen

volver uma expressao para o valor da forca dinami-
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ca num estudo de grande precisdo. Entretanto, pa
ra aplicacdes gerais € aceita a seguinte equagao

para estimar a forca dinamica Fd

0.074V (b C1 cos2 Yo+ Ft) cos y
F, = F_ + (3.24)

d . 't
0.050V (b C, cos” y + b

onde

F, = carga dinamica do dente em quilogramas forga
Ft‘= componente tangencial em quilogramas forca
V = velocidade tangencial em metros por minuto
b = largura da face ativa em centimetros
y = angulo da hélice

C1 = fator de elasticidade e erro, dado pela equa

¢ao (3.25)

Esta estimativa para a forca dinamica € con-

servadora e aceita pela literatura em projeto de

maquinas. O fator C, usado na equagdo (3.24) &

1
determinado por
C1 = Cs.e . (3.25)
onde
e = erro na acao do dente dado na tabela 3.4 em

centimetros

C3 = constante que & funcido das propriedades do
material e do sistema engrenagens. E da-
da pela equacgao (3.26)
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C,

= ' ' (3.26)
(1/15p + 1/Eg)

onde
Ep, Eg = modulos de elasticidade dos materiais do
i pinhao e da coroa respectivamente, em qui
logramas forga por centimetro quadrado
C, = constante determinada pelo sistema de en
grenagens dada na tabela 3.5
Tabela 3.5.

Valor constante C2 para equacao 3.26

Sistema de engrenagem - ' CZ
°
141/2 dentes normais 0.107
20° dentes normais 0.111
20° dentes rebaixados 0.115

Fonte : Tabela 12.3 na referéncia (1)

Dimensionamento do Dente a Flexao

No projeto de engrenagens, usa-se a .equagao
de Lewis para o'célcuio da forca de ruptura do den
te. A equagao basica para o esforco de ruptura do
dente, deduzida nos livros de projeto de maquinas

-

€.
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Fb = S.b, (Yn./Pnd) ' (3.27)

Na equagdo (3.27) Fy & a forga de ruptura do
dente em quilogramas forca e deve ser maior ou i-
gual a carga dinamica no dente Fgq-

No lado dircito da equagdo (3.27), b & 1largu
ra da face em centimetros e P 3 € o passo diametral
referido ao plano normal em dentes por centimetros
0 termo Yn ¢ o fator de forma de Lewis, fungao do
sistema de engrenagens e do numero de dentes do
par gerador. Os valores de Yn encontram-se na ta-
bela 3.0.

Na equacdo (3.27) S € uma caracteristica do
material em quilogramas forca por centimetro qua -
drado e geralmente € a tensdo de ruptura do mate
rial.

Para engrénagens helicoidais de precisao que
podem suportar altos torques estaticos e transmis
sao de potencia em duas direcdes de operagdo, de-
vemos usar a equagao de Lewis modificada. Incorpo
ra o fato de termos varios dentes em contato atra
vés do grau de recobrimento mp, a concentracado de
tensoes pelo fator B e a transmissdo de potencia
em dois sentidos pela tensao de fadiga Se determi-
nada por um ensaio apropriado.

A equacdo de Lewis modificada e

Fb = Se'b' B . mp(Yn/Pnd) (3.28)

onde
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esforgo de ruptura do dente ou capacidade de
carga do pinhao ou coroa, relativo ao plano
diametral, em quilogramas forga

tensdo de fadiga do material para o numero
ciclos desejado em quilogramas forga por cen
timetros quadrado

largura de face,figura 3.1..em centimetros
grau de recobrimento

fator de Lewis tabela 3.6

passo diametral relativo ao plano normal em
nimero de dentes por centimetro.

fator menor que a unidade, levando em consi-
deracao o efeito da concentracao de tensoes

na regiao de contato dos dentes




==

Tabela 3.6.

Valores do fator de Forma de Lewis Y, para dentes de engrena-

gens helicoidais

Nomero de dentes 3, 1/2° 20° perfil 209 dentes
Perfil nor normal rebaixados
N __ou N mal oy
np ng
10 0.176 0.201 0.261
11 0.192 0.226 0.289
12 0.210 0.245 0.311
13 0.223 0.264 0.324
14 0.236 0.276 0.339
15 0.245 0.289 0.349
16 0.255 0.295 0.360
17 0.264 0.302 0.368
18 0.270 0.308 0.377
19 0.277 0.314 0.386
20 0.283 0.320 0.393
22 0.292 0.330 0.404
24 0.302 0.337 -0.411
26 0.308 0.344 0.421
28 0.314 0.352 0.430
30 0.318 0.358 0.437
32 0.322 0.364 0.441
34 0.325 0.370 0.446
36 0.329 0.377 0.450
38 0.332 0.383 0.455
40 0.336 0.389 0.459
45 0.340 0.399 0.468
50 0.346 0.408 0.474
55 0.352 0.415 0.480
60 0.355 0.421 0.484
65 0.358 0.425 0.488
70 0.360 0.429 0.493
75 0.361 0.433 0.496
80 0.363 0.436 0.499
90 0.366 0.442 0.503
100 0.368 0.446 0.506
150 0.375 0.458 0.518
200 0.378 0.463 0.524
300 0.382 0.471 0.534
© 0.390 0.484 0.550

Fonte : Tabela 12.5 na referéncia (21)
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Pt

B

Fig.

e (21, pag. 396)

Referencia

Fonte
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0 fator B na equacdo (3.28) & funcdo do nu-
mero de dentes e do raio da ferramenta de corte .
Os fabricantes de ferramentas de corte normalmen-
te usam um raio igual a 0.05 vezes o passo circu-
lar. Como nao temos controle sobre o raio da fer
ramenta de corte, vamos assumir o uso de uma fer-

* O
: nc
fator B fica como funcdo unicamente do numero de

ramenta de corte normal, cujo raio & 0.05 P

dentes do pinhao. Na figura 3.2. esta o valor de
B em funcao do numero de dentes do par gerador.

Para que nd3o haja ruptura do dente por fle-
xao, o esforco dinamico no dente deve ser menor
ou igual a carga de ruptura do dente. A seguin-
te equacao deve ser satisfeita tanto pelo pinhao
como pela coroa:

F, £ Fy | | (3.29)

Dimensionamento do Dente em Relacdo a Fadiga Su-

perficial

Em geral o problema da fadiga superficial
dos dentes & mais significativo que o da ruptura
dos dentes das engrenagens.

No nosso estudo vamos supor que as engrena-
gens sao fabricadas com cuidado, montadas com pre
cisao, bem lubrificadas e protegidas contra a po-

eira e materiais abrasivos.

Nestas condigoes podemos aplicar a equacao

de dimensionamento do engrenamento a compressao:




-65-

Fw = mp.Dp.b.K.Q/cos2 U (3.30)

onde

Fw = carga limite de compressao do dente ou
capacidade de carga do engrenamento

mp = grau de recobrimento

Dp = diametro primitivo do pinh3ao em centimetros

v = angulo da hélice

Q = fator de distribuigao de tensoes de Hertz

K = fator de material e forma dado pela equa-

cao (3.32) .

0 fator de distribuicdo Q baseado nas  ten-
soes de contato de Hertz € definido por:

2 N 2 a 2D
Q = & = = g (3.31)
N +N =~ a+1 D B
g JY g P
onde
Ng° Np = nimero de dentes do pinhao e da coroa,
respectivamente
a = razao de transmissao
Dp, Dg = diametros primitivos do pinhdo e coroa,
respectivamente

O fator de material e de forma K &€ dado pe-

la equacao

SC2 sin ﬂn 1 1
K = ( + ) (3.32)
1.4 E E
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angulo de pressao do dente no plano
normal 4
modulo de elasticidade dos materiais
do pinhao e da coroa respectivamente
em quilogramas forga por centimetro

- quadrado

tensao de fadiga superficial dos ma-
teriais em contato, determinada por.
um teste adequado; medida em quilogra
mas forga por centimetro quadrado.

O fator K & comumente usado no projeto de en

Valores do fator de material e forma

K para varios materiais e durezas 'superficiais es
tao tabelados na tabela 3.7.
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Tabela 3.7
Valores de K para uso na equagao (3.30)
Material Dureza Material Dureza S K K
do da S

pinhao Brinell Coroa Brinell Kgf/cm™ 14 1/2° 20°
aco 150 aco 150 3.500 2.11 2.88
aco 200 aco 150 4.200 3.02 4.08
ago 250 aco 150 5,000 4.08 5.56
aco 200 aco 200 5.000 4.08 5.56
aco 250 aco 200 5.600 5.34 7.24
aco 300 aco 200 6.300 6.75 9.21
aco 250 aco 250 6.300 6.75 9.21
aco 300 aco 250 7.000 8.37 11.39
ago 350 ago 250. 7.700 10.13 13.78
aco 300 aco 300 7.700 10.13 13.78
aco 350 ago 300 8.500 12.02 16.38
aco 400 aco 300 8.800 13.08 17.86
ago 350 aco 350 9.200 14.13 19.34
ago 400 aco 350 9.900 16.38 22.36
ago 500 aco 350 10.200 17.58 24.05
ago 400 aco 400 10.500 18.85 25.74
ago 500 aco 400 12.300 25.60 34.95
aco 600 aco 400 12.700 27.07 36.99
aco 500 ago 500 13.360 30.24 41.35
aco 600 ago 600 16.200 44 .30 60.55
ago 150 FoFo - 3.500 3.09 4.22
ago 200 FoFo - 5.000 6.12 8.37
aco 250 ou+ FoFo = 6.300 10.13 13.78
aco 150 Bronze

Fosforoso - 3.500 3.23 4.36
aco 200 Bronze

Fosforoso - 5,000 6.40 8.72
aco 250 ou+ Bronze

Fosforoso - 6.000 9.49 14.35
FoFo - FoFo = 6.300 13,57 19.97

Fonte : Tabela 12.6 na referencia (21)

~ . - 4

Para que nao haja desgaste ou pipocamento na superfi-
cie do dente devemos observar a seguinte condigao, tanto pa
ra o pinhao como para a coroa:

Fy & F G
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METODOLOGIA PROPOSTA PARA A OTIMIZACAO DE PROJETOS DE

ENGRENAGENS

CAPITULO 4

A metodologia tradicional de projeto de engrenagens
apresenta sérias deficiéncias. Da analise destas defi-
ciencias, pudemos colher subsidios para a definicdo de
uma metodologia a ser utilizada na construcao de nosso
modelo de otimizagao. Esta metodologia utiliza os con-
ceitos propostos por Ackoff e Sasieni (2) e Churchman
(7), procurando identificar o sistema em estudo, seus ob
jetivos, recursos, restricoes e medidas de rendimento
com a finalidade de otimizar o sistema e nao apenés um
de seus componentes.

4.1. A Metodologia Tradicional de Projeto de Engrena-

ens

0 método classico de projeto de  engrenagens
produziu um modelo analitico, tratado no capitulo
3, como representacao da realidade, que dentro de
certas simplificacoes explica.o fenomeno do engre-
namento. Existem uma série de relacdes e restri -
coes geométricas e uma série de relacdes e restri-
¢oes dinamicas que devem ser obedecidas pelo proje
tista. Poderiamos representar simbolicamente o mo
delo por tres conjuntos: M das relacoes ciﬁeméti
cas geométricas e dinamicas e N das restricoes ci
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nematicas, geométricas e dinamicas e por um conjunto
P de relagOes chamadas "EspecificagGes de Projeto' ,
que sao valores ou faixas de variagao que o projetis .
ta deseja para as variaveis do modelo.

M- (Xl, xz, . e O £ X

; ) =0 i=1,2, . ,p (4.1)

n

|A
o
.
]
—
(3]
L]

N. (xl, XZ{ 3 . et xn) i ,q (4.2)

J

VIIA
[}

Pk (xl, Xos o o o 4 ;n) k=1,2, . ,s (4.3)

Um par de engrenagens estara univocamente deter
minado por um vetor x=(x1,‘x2, S xn), que seja
viavel.

Entendemos por vetor viavel a um vetor x que sa
tisfaca as restrigdes M; e Nj'

Vamos nos referir ao conjunto de vetores x via-
veis pelo simbolo @ .

0 conjunto 9 contem infinitos vetores x via -
veis que sao as solucOes do sistema indeterminado
M, , (4.1) e que satisfazem as restricoes Nj’ (4.2) .
Para o sistema (4.1) existem r variaveis inde-

pendentes e n-r <'p variaveis dependentes.

0 método tradicional de projeto de engrenagens
consiste simplesmente em fixar o valor das r varia-
veis independentes levando em consideragao as restri
coes P, do sistema (4.3). Com a fixacgao do valor
das r variaveis independentes, o sistema (4.1) passa

a ser determinado e tem uma solugdo Unica x(1),




encontrada satisfaz as restrigoes do sistema (4.2),
(1) ¢
€

vel, o problema terminou. Se o vetor x(l) nao e

Apos, o engenheiro verifica se a solugao

ou seja, se x(1) & vidvel. Se o vetor x via
viavel, o projetista altera o valor de alguma das r
variaveis independentes, tentando manter as restri-
goes Pk.satisfeitas e resolve novamente o sistema
(4.1) obtendo o vetor x(z). Verifica se x(z) obede
ce ao sistema (4.2). Se x(2) & vidvel o processo
termina. Se nao é'viévei,_o processo recomeca. Em
resumo, & um método tipo tentativa e erro na busca

de uma solugdo, nao otima, mas viavel.

0 fluxograma seguinte ilustra o método classi-
co de projeto de engrenagens.
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METODO CLASSICO DE PROJETO DE ENGRENAGENS

Fixar o valor de
algumas variaveis de
acordo com as éspeci

ficacoes do projeto

Calcular o valor das
variaveis dependentes
restantes

Verificar

se a engrenagenm
calculada obedece as
restrigoes do modelo

analitico

Fim do projeto com a

solugao viavel obtida

Fig. 4.1,

Alterar o valor de uma
ou mais variaveis
pré-fixadas tentando ,
se possivel, obedecer
as especificacoes do

projeto
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A falta de uma funcao objetivo € um dos pontos
mais vulneraveis deste método de projeto, apesar de
se poder argumentar que a mesma esta implicita na
pré-fixagao das variaveis independentes. Esta pré-
fixacao € subjetiva e a boa escolha inicial depende
muito da experiéncia do engenheiro projetista. Sao
testados ainda, apenas alguns pontos do conjunto de
vetores x que sat@sfazem aos sistemas (4.1) e (4.3)
e a cada vetor x(l) testado,o engenheiro projetista
altera o valor das variéveis.independentes, sem ne-
nhuma orientacdo quanto a direcdo a seguir, a nao
ser a ditada pela experiencia.

. Uma vez encontrado um vetor x perteﬁcente ao
conjunto & dos vetores viaveis o engenheiro da-se
por satisfeito, na maior parte das vezes, sem conti-
nuar a busca de uma solucao melhor. A definicao de
uma solugdo melhor, neste método € muito dificil,ba
seando-se somente na experiéncia do projetista devi
do a ja mencionada auséncia de uma fungae. objetivo
para o modelo. .

As vezes, por falta de pratica do projetista ,
ou por condigOes muito especiais do projeto, a bus-
ca de uma solucdo viavel torna-se dificil e traba -
lhosa, requerendo muito esforco para a obtencao da
primeira solucao viavel.

Metodologia Proposta

A construcao de um modelo de otimizagao, utili
zando programacao geométrica, envolve diversos pro-
blemas. O modelo deve ser o mais exato possivel e
também simples de resolver. E desejavel, entao,pro
curar simplificagGes que facilitem a solugao e o
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entendimento do modelo pelos usuarios, sem uma perda
significativa de precisdo. Isto nem sempre € possi-
vel devido a estes objetivos serem conflitantes.

O primeiro passo no processo de otimizagao € a
definigao do sistema a ser estudado e as fungoes ob
jetivo a serem otimizadas. Para a construgao do mo-
delo, necessitamos de uma definicao precisa do siste
ma a ser otimizado e suas medidas de rendimento. A
otimizagao & dificultada pela existencia de certas
limitagoes praticas para materiais, parametros geomé
tricos, requisitos funcionais e efeitos indesejaveis
nem sempre facilmente quantificaveis.

0 segundo passo do processo de otimizacao & a
identificacao destas restricGes para incorpora-1las
ao modelo. '

O terceiro passo & a identificacao das varia -
veis independentes do modelo, suas interrelacoes com
as variaveis dependentes e a colocagdo de modelo co-
mo funcgao das variaveis independentes. I

0 quarto passo & a adaptagdo do modelo, colocan
do-o numa forma que possibilite a utilizacao da Pro-

gramacao Geométrica para sua solugdo.

Nesta etapa entram algumas decisoes sobre a sim
plificacdo do modelo, de tal forma que seja possivel
resolvé-lo. Podemos, nesta fase, considerar algumas
modificacgoes na natureza_das-variéveis e na forma de
relacionamento funéional entre as variaveis para pos
sibilitar uma solugao mais simples para o modelo.

0 quinto passo & a solucdo do modelo de progra-
magcao geométrica propriamente dito, utilizando-se
das técnicas expostas no capitulo 2-e no capitulo 6.

-
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O sexto passo €& a avaliagdo da solucdo encontra
da, verificando se a mesma € compativel com os dados

e se satisfaz ao que se pretendia.

A primeira etapa depende do estabelecimenfo dos
objetivos do sistema e de uma medida de rendimento
que indique até onde os objetivos estao sendo alcan-
cados.

Uma vez estabelecidos os objetivos e as medidas
de rendimento do sistema, poderemos definir o elemen
to de engenharia que deve ser otimizado, como por
exemplo: peso, custo, capacidade de transmissao de
torque ou poténcia e outros.

A segunda etapa estabelece as limitacGes do sis
tema. A fixacao do valor de uma das variaveis impli
ca numa diminuicao dos graus de liberdade do sistema.
O campo de solucbes possiveis diminuiu ao fixarmos o
valor de uma das variaveis. Analogamente ao detefmi
narmos uma faixa de variagdo para algumas variaveis,
estaremos igualmente limitando o resultado que pode-
remos obter. As restrigoes podem ou nao ser incorpo
radas ao modelo, em funcgao dos objetivos definidos
na etapa anterior.

O terceiro, quarto e quinto passos fazem parte
da técnica de solucido do problema.

A sexta etapa & importante pois implica num tes
te do proprio modelo como representagio da realidade.
O engenheiro ao resolver o modelo deve verificar se
a solucgao encontrada nio foi produto de uma imperfei
¢ao no modelo. Se o modelo se revelar incorreto a
natureza da deficiencia devera ser determinada e cor

rigida.




4.3. Conclusoes

A metodologia proposta apresenta vantagens so-

bre a metodologia tradicional nos seguintes pontos:

a)

b)

d)

f)

Define claramente uma funcgdo objetivo e quan
tifica uma medida do valor dessa funcio obje
tivo em termos dos objetivos do sistema.

Incorpora todas as restricoes relevantes ao
modelo.

A Programacao Geométrica como ferramenta ma-
tematica permite a solugao do modelo cons -
truido.

A solugao encontrada n3o sera apenas viavel,
mas também Gtima em termos da funcio objeti-
vo definida.

Poderemos tirar conclusdes sobre a sensibili
dade da solugao para variagoes nos parame -
tros do modelo.

0 tempo gasto na resolucao do modelo e a qua

lidade da solucao obtida, ndo dependerdo da
experiéncia do projetista, mas somente das
especificacoes de projeto desejadas.

As vantagens do método proposto ndo se aplicam

somente ao modelo construido como exemplo de aplica-

cao, a ser exposto no proximo capitulo. Acreditamos

que esta metodologia deve ser seguida para a otimiza
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c¢ao de projetos de engenharia, utilizando-se ou nao
a Programacao Geométrica como técnica matematica pa
ra a solucao do modelo construido.
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OTIMIZACAO DE ENGRENAGENS HELICOIDAIS UTILIZANDO

PROGRAMAGAO GEOMETRICA

CAPITULO 5

Definicao do Sistema em Estudo e seus Objetivos

Seguiremos passo a passo a metodologia definida

no capitulo anterior.

No capitulo 1, ja definimos o sistema a ser es-
tudado, um par de engrenagens helicoidais. Este ele
mento de maquina tem diversas aplicagoes, podendo ter
como objetivos desde a transmissdao de torque ou poten
cia, até o bombeamento de 1liquidos nas chamadas bom-

bas de engrenagens.

Para a construcao do nosso modelo, devemos es-
colher uma ou mais funcgoes objetivo a serem otimiza -
das. Sendo que as aplicagoes mais frequentes de en-
grenagens sao transmissdo de poténcia e torque, 0 mo-
delo deve permitir ao engenheiro optar por uma das
duas aplicagdes, associando a elas consideragoes so-
bre o tamanho e o peso do conjunto, de tal maneira
que o rendimento do sistema seja otimizado.

Podemos imediatamente identificar algumas medi
das de rendimento a serem incorporadas ao modelo como
por exemplo: capacidade de transmissao de potencia,ca
pacidade de transmissao de torque, peso do conjunto,
distancia entre centros das engrenagens, custo total
do par de engrenagens e outras.




Para a exemplificagdo da metodologia proposta,
escolheremos algumas das medidas de rendimento cita-

das, como fungoes objetivo a serem otimizadas.

A construcao de modelos que incluam outras fun
coes objetivo, sera deixada ao interessado, nao  a-
presentando dificuldades maiores.

Objetivos Globais do Sistema

Transmissao de Transmissao de
Potencia Torque

Funcoes objetivo a serem otimizadas

01: capacidade de trans- 02: capacidade de trans-
missao de potencia missao de torque

03: peso do conjunto 04: peso do conjunto

05: distancia entre 0s 06: distancia entre 0s
centros das engrena- centros das engrena-
gens gens

Justifica-se a distincdo das mesmas medidas de
rendimento para objetivos globais diferentes por ser
o método de calculo diverso e em consequéncia, o mo-

delo de otimizacao diferente.

A funcgao objetivo 01, assim como, a fungao ob-
jetivo 02, tém como finalidade, dadas as limitacoes
existentes, a maxima capacidade de transmissdao de po
téncia ou torque,o que depende dos valores das varia-
veis independentes do modelo.

As fungoes objetivo 03 e 04 s3ao importantes nu
ma série de aplicagdes onde o peso & uma variavel de
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decisdao. Na inddstria aeronéutica,,onde se procura
minimizar o peso,as fungBeé'objetiyos 03 e .04 sao ex-
tremamente importantes comoacritério de brojeto. Em
aplicagdes onde o material empregado € um fator rele-
vante no custo total, o minimo peso, ou seja, o maxi-
mo aproveitamento do material também € desejado.

Finalmente, as fungoes objetivos 05 e 06 aplicam
se nos casos em que existem restricdes de espago rigi
das e os elementos de maquina devem ocupar o minimo

espaco em uma determinada direcao.

Como foi dito aﬁteriormente, o engenheiro inte-
ressado pode definir outras fungoes objetivo perten -
centes aos mesmos ou a outros objetivos globais e
construir o seu proprio modelo sem grande dificuldade.

A combinagdo de funcbes objetivo também & possi -
vel, atribuindo-se ponderagoes adequadas a cada uma
delas; tecnica adotada por Pascual e Ben-Israel (27).

A etapa dois & a identificacdo das restricgoes

existentes e a sua incorporagao ao modelo.

Identificacao das Restricoes

Podemos, de uma maneira geral, separar as restri-
¢oes de um projeto de engrenagens em tres grupos: as
restrigoes relacionadas como objetivo global do sis-

tema ou restricoes de desempenho; as restrigoes de

projeto que provem da teoria das engrenagens € as res
tricoes que chamaremos de especificacoes de projeto.
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a) Restricoes de Desempenho

Estas restrigOes estabelecem padroes de de

sempenho para o par de engrenagens.

5 .
a.l Pt 2 Pt min

Pt = capacidade de transmissao de poténcia
Pt min = poténcia minima a ser transmitida
pelo par de engrenagens

a.2 M > M__ min

tp = tp
Mtp = torque admissivel no eixo do pi-
nhao
Mtpmin = torque minimo admissivel no eixo

do pinhao

b) Restricdes de Projeto

Este grupo foi apresentado no capitulo 3 e
podemos destacar dentre eles algumas restrigoes .
relevantes num projeto de engrenagens.

<
b.1. Fd S FW
Fq = forca dinamica no dente dada pe-
la equacao (3.24)
B = capacidade de carga dinamica do

par de engrenagens dada pela equa
cao (3.30)

Esta restrigdo deve-se a possibilidade de
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haver erosdo superficial no dente da en -

grenagen.

de

ZF

bp

forga dinamica no dente do  pi-
nhao dada pela equagdo (3.24)
carga admissivel a ruptura do
dente do pinhao dada pela equa-
cao (3.28)

Se esta restricao for satisfeita, estara

evitada a ruptura do dente do pinhio.

forca din@mica no dente da  co-
roa dada pela equagao (3.24)
carga admissivel a ruptura do
dente da coroa dada pela equa -
cao (3.28)

nimero de dentes do pinhao refe-
ridos ao plano normal

valor dado pela equagao (3.15),
€ o limite inferior do nimero de
dentes do pinhdo no plano normal
para evitar a interferencia.
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c) Especificacoes de Projeto -

As especificagoes de projeto devem ser es

colhidas de acordo com o objetivo do sistenma.

Existem inlmeras combinacgdes possiveis de

especificagoes de projeto para cada caso.

Neste exemplo, selecionaremos algumas con-
sideradas de interesse num projeto de engrena -
gens, mas deve ficar claro que & possivel cons
truir um outro modelo acrescentando e/ou supri

mindo especificacgoes.

c.l. 02¥% 2 VUnpax
p = angulo da hélice das engrenagens
¥ max = angulo maximo admissivel da h&li

ce das engrenagens

Esta restricao deve-se a3 existencia de es

forco axial nos eixos das engrenagens.

c.2. 0 <CFZ4
n

CnF = fator de largura da face

O limite superior 4 para CnF foi assumido,
supondo que as engrenagens sejam fabrica -
das com a precisao normalmente encontrada,
assegurando um bom contato dos dentes. Es-
se limite pode ser aumentado se houver in-
formagoes sobre o grau de precisido na manu
fatura.




c.3,

c.4.

[%a]

(@]

c.6.

c.7.

CD £ CD max

CD

CD max

a £ a max

a max

f

v

min

S s

distancia entre os centros das
engrenagens

maxima distancia permitida en-
tre os centros das engrenagens
devido as limitagdes de espaco.

relacao de transmissdo do par de
engrenagens

maxima relagdo de transmissdo
permitida para o par de engrena-

gens.

relacao de transmissdo do par de
engrenagens

minima relagcdo de transmissdo
permitida para o par de engrena-

gens

O sistema de engrenagens adotado € o de an

gulo de pressao 20°% dentes rebaixados clas

se 3 de precisao

O engenheiro escolhera o material do pi-

nhao e da coroa, determinando os valores
de:
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Sp = tensﬁo de fadiga do material do
pinhao

SC = tensao de fadiga do material da
coroa

K = fator de material e forma dada

pela equagao (3.32) ou pela tabe
la 3.7.

Pep = peso especifico do material do pi
nhao

PeC = peso especifico do material da co
roa.

c.8. A rotacgao do eixo do pinhdo wp €& dada.

A restricdo ¢.6 deve-se a necessidade da
definicdao de um sistema de engrenagens para o
desenvolvimento do modelo.

As restrigoes c¢.7 e c¢.8 poderiam ser rela-
xadas definindo-se limites superiores e inferio
res para cada um dos parametros independentes do
conjunto de variaveis S_, Sc’ K, w. Isto torna-
ria o modelo mais flexivel, mas representa uma .
maior complexidade do modelo e consequente maior
esforgo computacional para obtencao da solugao.
Quando esta ampliacgdo do modelo for necessaria e

justificada, ela & plenam2nte viavel.

Com a definigao das fungoes objetivo e das
restricoes, podemos montar o modelo completo uti

lizando a notagao anterior.
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DIMENSIONAMENTO OTIMO DE ENGRENAGENS

B = 20° sistema de engrenagens de dentes rebaixados
Calculo a Poténcia Calculo ao Torque
Funcao Restricoes HEIGHD Restrigoes
Objetivo Objetivo
I D < { D, <
Problema 1{R 1:b.1 Fd== FW Problema 2|R 1:b.2 de=Fbp
max.P ] > T max. M . <
0 R2:b.4 N >N tp |R2:b.3 Fy <F
R 3:c.1 0 <y < pmax R 3:b.4 an;N
R 4:c.2 0 <CnF L4 R 4:c.1 0 S¥<ymax
R 5:c.3 CDZ CD max R 5:c.2 0<CnF;4
R 6:c.4 a £ amax R 6:c.3 CDS CD max
R 7:¢c.5 a > a min R 7:c.4 ala max
R 8:dados wp, K R 8:c.5 aZa min
dados Sp, Sc’ wp
Problema 3R 1: a.1 P _>P min Problema 4jR 1: a.2 M__2M F
=t tp=" tp min
g . < g a <
min. peso |R 2: b. Fd:FW min. peso R 2: b.2 deijp
. > .
R3:b an=N R 3: b.3 Pdcszc
R4: c.1 0 <¥<Vqax R 4: b.4 an;N
R 5: c.2 0<CnF 24 R S5:c.l 0<¥ < ¢max
R 6: c.3 CD <CD max R6:c.2 0<CF< 4 |
R7:c.4 a <amax R7:c¢c.3 CD <CD max
R8:c.5 a 2>amin R 8:c.4 a <amax
dados wp, K, Pep’ Pec R9:¢c.5 a >amin
dados bp’ Sc’ wp, Pep
e P

eC
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DIMENSIONAMENTO OTIMO DE ENGRENAGENS
ﬂn = 20° sistema de engrenagens de dentes rebaixados

Calculo a Poténcia Calculo ao Torque

Fungao Funcao

Objetivo Restricoes Objetivo Restrigoes

P?oblema S5/ R1: a.l Pt;:Pt min PToblema 6/|R 1: a.2 Mtpgthp min

min. CD R 285l Fd§=Fw min. CD R 2: b.2 deé=Fbp
R 3: b.4 an;N R 3:b.3 Fy 2 l_:bc
R4: c.l 0<¥< Ymax R 4: b.4 QW;N
R 5: c.2 O<CnF;4 R 5:c.l 0 < ¢y max
R 6: c.4 a <amax R6:c.2 0¢< CnF L4
R7:c¢c.5 a>amin R7:c.d a<amx
dados wp, K R 8; ¢c.5 a > amin

dados Sp’ Sc’ wp

0 modelo completo compoe-se de seis proble-

mas basicos.

Isto da uma grande flexibilidade

ao projetista para escolher a fungdo objetivo que

melhor se adapte ao trabalho que estiver realizan

do.

Cada problema basico pode desdobrar-se

em

um namero muito grande de problemas, dependendo

dos valores particulares fixados para os parame-

tros do modelo.




5.3.

-87-

Escolha das Variaveis Independentes e Colocacia

do Modelo como Funcdo das Variaveis Independen-

tes

Uma vez definido o modelo, a decisao seguin
te & a escolha das variaveis independentes. Es
ta escolha deve incluir as variaveis que apare
cem explicitamente nas restricoes definidas an
teriormente sempre que possivel, pois na coloca
cao das restricdes como fungoes das variaveis
independentes o modelo resultara mais simples.

Examinando as restrigoes, concluimos que
seria conveniente colocarmos, se possivel, D,
C.E. v, ﬂnp’ F, e a como variaveis independen-
tes do nosso modelo.

A especificacao do sistema de engrenagens
ira determinar o angulo de pressao ﬂn e os fa-
tores de proporcionalidade dos dentes como o a-
dendo m na equagao (3.15).

O sistema de engrenagens € entdo uma varia
vel independente do modelo. Como Ultima varia-
vel independente, teremos a classe de precisao

da engrenagem de acordo com a tabela 3.4.

Resumindo,  as variaveis independentes que
vao definir univocamente o par de engrenagens

sao as seguintes: D_, F CFE, Vv, N , a, Sis
—_p — _._.n S — -—-n — —

t!
tema de engrenagens e classe de precisao. Se o
modelo nos fornecer valores Otimos para estes
parametros, o par o6timo de engrenagens estara

definido univocamente. Isto pode ser verifica-
do, analisando as interrelacles entre as varia

veis apresentadas no capitulo 3. A Ultima par-
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te do passo 3, colocacdo do modelo como funcao
das variaveis independentes sera apresentada
em conjunto com o passo 4 para poupar ao leitor
uma série de cansativas transformagoes algebri-
cas levadas a efeito wutilizando as equagdes do
capitulo 3.

Adaptacao do Modelo a Forma Padrio da Programa-

cao Geometrica

0 modelo deve ser colocado na forma padrio
da programagdo geométrica. Iniciaremos este
processo, colocando as funcOes objetivo e res-
tricoes na forma do programa primal P, definido
no capitulo 2,

Desenvolvimento das Funcoes Objetivo

01 - max Pt

A potencia transmitida pelo engrenamento
em fungao das variaveis independentes & de
duzida das equacoes (3.20) e (3.21)

wp F_ D
P =-——_.__1_:.___R_

t 143.240

na forma padrao da programacdo geométrica
temos:

01: min l/Pt = C, F D

C

| = 143.240 . wp~




02 - max Mt

03

-89~

P

O torque transmitido pelo engrenamento € da
do pela equagao (3.21)

M =t P

na forma padrao da programacdao geométrica
temos:

02: min l/Mtp = C, F D

!
i
[3V]
[

min peso W do conjunto
Segundo Johnson (ref. 21, pag. 473) o peso

de uma engrenagem s6lida pode ser aproxima-
do com boa precisao por

W=, (nD%/4) b

Pe = peso especifico do material da engrena
gem em gramas por centimetro clUbico

D = diametro primitivo da engrenagem em
centimetros

b = largura da face da engrenagem em centi
metros

0 peso total do engrenamento sera

W,o=W pinhao + W coroa
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- 2 2
We = Pgp « D (nDp /4) + P .. b(TD_"/4)

combinando as equagoes (3.2), (3.18) e (3.19)
vem

= o ) S i |
03: min Wt C3 CnF cos Dp N.p +
-1 3 -1 _2
t Gy CF . cosl DP N.p ~ a
P m?
ep
e
. 4
p ﬂz
ec
oS
. 4

A funcao objetivo 04 &€ formalmente idéntica a
fungao objetivo 03, apesar de estar relaciona
da com um objetivo global diverso.

05 - min CD

A distancia entre os centros das engrenagens,
CD, & dada pela equagio (3.3)

t

CD

05: min CD =C. D + C, D a
57p 6 p




a.

a:2C, B, D
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(@]
]

0.5

A funcido objetivo 06 & formalmente idéntica a
funcao objetivo 05, apesar de estar relaciona
da com um objetivo global diverso.

Desenvolvimento das restrigoes

S .
. P2 Pt min

t

Combinando as equagdes (3.20) e (3.

2
na forma padrao do programa primal P

1

C, = 143 240 wp HP min

. M >M__ min

Da equacgdo (3.21), na forma padrao do progra-

ma primal P temos

8 't P




5
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C, = 2.0 M__ min

A forca dinamica Fd nos dentes das engrenagens

& dada pela equacdo (3.24).

Johnson (21 , pag. 405) propoe utilizando - se

das técnicas apresentadas na secdo 2.2.6uma a-

' proximacao para a equacao (3.24)

Ft0.795 V.0.169 b0.054 c: 0.482

0.053 o
3

b

Fd==2.54

0.012
Pnd

Fd = carga dinamica no dente em quilogramas

forca
F_ = forca tangencial em quilogramas forca
b =.1argura da face em centimetros
Yy = angulo da hélice
P

= passo diametral referido ao plano normal

em centimetros

Cy = Cy . 10™° onde Cy € a constante dada pe-

la equacgao (3.260)

V = velocidade tangencial em metros por minu-
to
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Essa aproximagao € bastante satisfatdria dentro
dos limites da tabela 5.1 e mantém uma precisio
relativa para valores das variaveis bastante a-
fastados das faixas de variagao definidas na ta
bela 5.1.

Tabela 5.1.

Campo de variacgdo das variaveis na equagao (5.1)

Parametro Campo de variacao

Velocidade tangencial
Largura da face

Cq

Erro na agao do dente

Passo diametral refe-

rido ao plano normal

Angulo da hélice

Forca tangencial F

450 Kegf < F, £5500 Kgf
150 m/min £V £1800 m/min
1 cm<b <8 cm

0.56 . 10° £C,<1.21.10°

1.27 1072 <e <3.05 1072
nm
0.39 <P_.<23.62 cmt
nd
0% <k 1 162

Fw € o limite superior para a forca dinamica pa

ra evitar o desgaste nos dentes. E dada pela

equagcdo (3.30). Podemos aproxima-la, segundo

Johnson (21, pag. 405-415) por:

F =13.380 KC £ D
W n° p

2 a

-0.896 ~1.184
th cosy

(5.2)




&l
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com a restrigao

1 <a <5 (5.3)

Esta aproximagdo & bastante sensivel para
valores de a fora desta faixa.

Como os erros consequentes podem afetar de
maneira significativa a precisao do modelo,
o engenheiro deve desenvolver outra aproxima
¢ao para Fw se necessitar de valores da re-
lacao de transmissao fora da faixa definida

por (5.3).

Na forma padrdo da programagdo geométrica, a
restricdo b.1l, em fungdo das variaveis inde-
pendentes, fica:

- -0.946 . 1.588 - 0.795  ~1.765
b.1: C9 CnF cos Y Ft Dp
0.830 -0.032 -0.946 1.588
an a + C10 CnF . cosyp
L F 0.795 D ~-1.765 N 0.830 a—1.032 <1
t P np =
Cq = 0.298 CéO.OSS w0.169 K-l
_ 0.053 0.169 -1
C10~ 0.298 Cé w K
F L F

d bp

Para o desenvolvimento desta restricao,neces
sitamos modificar a seguinte aproximacgao de
Fb deduzida a partir das expressoes desenvol -
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vidas por Johnson ( 21, pags. 411 - 415) .

g 0.032 ,, -0.010 1.816 -1
Fb 2.471 Se b a Nn cos Y, Pnd
Se = tensao de fadiga do material em qui-

logramas forga por centimetro quadra

do

Yn = fator de forma de Lewis dado pela ta
bela 3.6

N, = numero de dentes da engrenagenm

as outras variaveis correspondem a notagdo an
terior.

Esta aproximacao nao pode ser utilizada no mo
delo de programacdo geométrica por incluir va
lores tabelados.

Como Y_ e variavel dependente apenas do nume-
ro de dentes da engrenagem e do sistema de en
grenagens escolhido, desenvolvemos para o sis
tema de angulo de pressao 20°, dentes rebaixa

dos a seguinte expressao:

-1085

Y = 1/(1.842 + 18.675 N_ ) (5.4)

n

O erro apresentado pela aproximacdo & infe-
rior a 1,5% em relagao aos valores da tabe-
la 3.7, dentro dos limites estabelecidos pe-
la equagao (3.15).

Na forma padrdo da programacao geométrica,res

peitados os limites da tabela 5.1 e expressao
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(5.3) temos:

b.2: C.. CF0-946 ;2218 L 0.795  -1.765

11 ™n t Dp

N 1.944 3-0.032 g CF

-0.946
np 12 ™n g

osU 2.218.

CE 0.795 D -1.765 N 0.859 a—0.032

t P np = .

(@]
|

0.949 S -1 C,O.OSS w0.169
ep 3

-1 ,0.053 _0.169
i3 9.615 8,7 g W

(@]
1]

C desenvolvimento da restrigdo b.3 & analogo
ao da restricao b.2 e na forma padrio da pro-
gramagao geométrica:

. ~-0.946 2.218 0.795 -1.765
b.3: C13 CnF cos ¥ Ft Dp

1.944 0.082 . -0.946 2.218
. th a + C14 CnF cosV 5

E - -
T 0.795 D 1.765 N 0.859 . 1.003

<
t P np = 1

. -1 ., 0.053 0.169
Ci5 = 0.949 s " ¢ W




b.4 - N
n

C.

-Q7~

) -1 ,0.053 0.169
Gy =k 9a6HBI 55" Sl W

> N
p::
Para o sistema de engrenagens de ﬂn = 20° den

tes rebaixados, o valor de N , dado pela e-
quagao (3.15) & igual a 13.7

0 2V £ Ymax

0 mdximo angulo da hélice recomendado & 45°.0
projetista deve fixar para o seu problema 0
valor de ¥ max, sempre menor ou igual a 45°

Para maior conveniencia, no modelo nao tra-

balharemos com ¥ , mas com cosV

0 SIC 3B = o
n

Na forma padrdao da programacao geométrica vem




c.3 - CD 2CD max

Da relacgao (3.3) vem:

c.3: Cig D+ Dyg D a g
C = 0.5 CD max—1
18 i
C.. = 0.5 CD max >
19 :

c.4 - a <a max

Na forma padrao:

. <
c.4: C20 a < 1
N -1
C20 = a max
c.5 - a >a min
Na forma padrao:
€.5: €oaat =2, 1
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Para possibilitar a solucao do medélo, va-
mos considerar as variaveis Np e Ngﬁ; cComo
continuas. Este aspecto sera novamente a-

nalisado no passo 0.

Para completar a definicao dos programas
primais na forma padrao da programagao geo
métrica, resta acrcscentar a restricao de

positividade das variaveis independentes.

> > > > > >
CnF 0, cos¥ >0, Ft 0, Dp 0, th 0, a 0

(5.5)

Solucao do Modelo de Programacdo Geométrica

A solucao de um problema de programagao geo
métrica, colocado na forma padrac, passa & ser
um problema numérico. Neste passo descrevere -
mos a formulacao dos programas duais de cada

problema.

A construgdo dos vetores basicos da  solu
cdo geral das restrigdes duais sera mostrada co
mo exemplo no problema 1. Para os outros pro -

blemas a repeticdo da técnica & desnecessaria.

A solucdo numérica desenvolvida para o pro
blema dual sera descrita no capitulo 6, por jul
garmos ser uma ferramenta muito importante para
o pesquisador interessado no uso da programagao
geométrica; merecendo por isso um destaque es-

pecial.
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5.5.1. Construcao dos Programas Duais

O procedimento basico na programa -
cao geométrica € substituir o programa primal
pelo dual. No programa dual sera maximizada a
fungdo dual sujeita as condicOes de normalidade,
ortogonalidade e positividade.

0 maximo restrito da fungao dual é igual ao
minimo restrito da funcdo primal.

Conforme o explicado no capitulo 2, obtere-

mos para cada problema os respectivos programas
duais.

Problema 1

Os coeficientes dos posinomios no problema

1 sao:

cl = Cl’ c, = Cg, C, = ClO’ c4 = ClS’ CS = C16 .
Cg = Cyq. €7 = Cygs €5 = Cygs €9 = Gy C19™ Cyy
entao:

10 5. e
v(3) = = T A (8) K

. _

0 grau de dificuldade do problema é:

d = n-m-1
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n - = namero de termos do problema primal
m = numero de variaveis independentes
d=10 -6 -1 = 3

A solugao geral que satisfaz as condigoes
de normalidade e ortogonalidade é:

§ = b(O)

+ T + T

1 b(l) + T

2 3
@) 4 o )

sujeita a condicao de positividade.

A construcgao dos vetores b(o), b(l), b(z) e

b(s) esta descrita na secao (2.3). Inicia-se
pela construcao da matriz dos expoentes A

CnF cos P Ft Dp th a
w [0 0 Sl -1 0 0
u, -0.946 1.588 0.795 -1.765 0.830 -0.032
ug -0.946 1.586 0.795 -1.765 0.830 ~-1.032
Uy 0 0 0 0 -1 0
Ug 0 -1 0 0 0 0
Ug 1 0 0 0 0 0
U, 0 0 0 1 0 0
Ug 0 0 0 1 0 1
Ug 0 0 0 0 0 1
Ug 0 0 0 0 0 -1

A matriz R sera construida pelas seguintes
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combinagoes lineares das colunas da matriz A.

1) coluna 2.(-1)
2) coluna 3.(-1)
3) coluna 3 + coluna 4
4} coluna 5.(-1)

Construida a matriz R, podemos obter a ma-
Ggikza By
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o O -~ O

AU S
0¢8°0
09§°¢
S6L°0
8851
9¥6°0

220°0
0£8°0
09s°¢
S6L°0
885°1
916°0

T 0 T 0
Z¢0°1~ 0¢8°0- 09S°Z- S6.
Z¢0°0- 0£8°0- 09S°Z- S64

1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 T 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
® duy 4 Y1

d 9 d SEZTYULVRH

0 0
885 1I- 996°0-
88S°T- 996°0-

¢ SOD 4d D
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De acordo com as equagoes (2.8 1) e (2.8 2)

vem:
b0 = (@/0.795) . b,
b = b - 0.795, (0
L) = b, - 0.5 (0

b3 - .b4 - 0.5(0

ou rearranjando as linhas para a ordem origi

nal.
1.0 0 0 0
1.258 -1 0 0
0 Il 0 0
1.044 0 0 0
1.997 0 0 0
§ =] 1.190 | +ry 0 T, 0 *T. 0
3.220 0 -1 0
0 0 1 0
0.040 1 -1 1
0 0 0 1

d 5
com 6 >0 § =b-(0) + z T. b(J)
=] 2 1 j l




e Xl = «% + 53
A 5 = 64
A 5 = 65
A 4= 66
A g = 67 + 68
N = 8
A S
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0 problema ja pode ser resolvido com a apli-

cacao de uma técnica numérica conveniente e a de-

finicdo das constantes do problema pelo projetis-

ta'

Problema 2

Os coeficientes dos posinomios no problema 2




-106-

entao
12 c. 8. 9 Ay (8)
w9 = 1 (—= 1 1 a9k
i=1 51 k=1

0 grau de dificuldade do problema é&:

n = 12
m = 6
d = 12 -6 -1 = 5

- A solugdo geral que satisfaz as condigoes de
normalidade e ortogonalidade é:

= 1 (0) (1) (3) (4) (5)
$ b Ty b * Ty b Ty b & b
sujeita a condigdo de positividade § > 0, temos
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e L P
AZ = 54 + 65
Ag= S,
Xy = 8¢
A= 8,
Ao = Sg
A7 = 69 + 610
SRS i
‘o= Opp

Problema 3

Os coeficientes dos posinomios no problema 3

sao

€1 = CapichimiGpie m=iinn, CoR il ptCe ok

Eg = Capiien Selil ol Be SR b o el Sl s
Sa = S S S

entao
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; 12 e e i A (5)
vie) = m (——) m (9)
=il 4§ k=1 X

n =12
m =06
d =12 -6 -1 =275

a solugcao geral que satisfaz as condicdes de nor-

malidade e ortogonalidade é&:

5= p UL ER I, @I S O S R

1

NG|

+r5

sujeita a condigdo de positividade § > 0, temos:
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5 o= 8,
T 65
A =R
i E
et
T
A7 = i
X8 X i

Problema 4

Os coeficientes dos posinomios do problema 4

sao
c; =Cg, ¢y =Cy, cg = Cg, ¢y =Cpq, €5 =Cyp s
cg = Cyz.¢7 = Cyy, cg = G5y g = Cygy S = Cyq,
€17 = Cygs €12 = Cyg» €33 = Cpp» ©34 = Cpq-
entao:
5.

14 e Ay (8)
V(&) = T (—) T A (8)

i=1 k=1




=lnle=

o grau de dificuldade do problema é&:

n =14
m= 6
d=14 -6 -1=7

A solucdo geral que satisfaz as condigbes de
normalidade e ortogonalidade é:

S = b(o) + I‘lb(l) + I‘Zb(z) + I‘Sb‘(s) + r4b(4) +

W NG

sujeita a condicdo de positividade § 20, temos:
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1 3
Az = 64
A =

3 66
A =

4 8
Y = &

5 9
A = 6

6 10
A = 6

7 11
Y = &

8 13 .
A =0

9 14

Problema 5
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Os coeficientes dos posinomios do problema

7> €4 = Cg» Cg
= Ci70 ¢9 = Cyp
X (6
(6
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o grau de dificuldade do problema &:

n = 10
