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... iremos portanto assumir a completa
equivaléncia fisica entre um campo
gravitacional e a correspondente
aceleragdo de um sistema de
referéncia.

Albert Einstein (1907)

Once you eliminate the impossible,
whatever remains, no matter how
improbable, must be the truth.

Sir Arthur Conan Doyle

Truth is an arrow and the gate is
narrow...that it passes through.

Bob Dylan



~
A

)EVEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDED EDED EDED RS D EDEDED

A
S

)

Y

Resumo

Martins, J. L. P. (2010). Um sistema completo de processamento para determinagéo
da acelerag&o da gravidade a partir de dados obtidos por acelerémetros montados
em plataforma giro-estabilizada embarcada em uma aeronave. Dissertagdo de
Doutorado, Escola Politécnica, Universidade de Sao Paulo.

A obtencao do valor do campo gravitacional e apresentacdo do mesmo em mapas
sao de fundamental importancia par a compreensao da estrutura geologica da sub-
superficie terrestre. A medi¢céo do campo em areas abrangentes requer a utilizagao
de aeronaves como meio de transporte. Para isto, um acelerémetro vertical é
embarcado em uma plataforma inercial de estabilizagdo. Este trabalho ¢ a
construcéo de um sistema completo de processamento dos dados inerciais para a
extracdo do campo gravitacional. Envolve a utilizacao de técnicas de identificacédo
de estados de sistemas dindmicos e de identificagdo de parametros de modelos
dindmicos. O estado do sistema inercial de navegacao é identificado com base em
comparagao entre suas saidas e dados de sistemas de posicionamento nao inercial
fornecidos por GPS. Descreve-se um sistema que usa dados de ensaios em solo e
em voo para a obtengdo dos parametros dos modelos de erros do sistema de
navegacao. A influéncia da utilizagdo destes parametros na determinacdo da
aceleragdo da gravidade é avaliada. Descreve-se também a modelagem e
identificacdo de parametros de modelo do sensor usado para a medida de
aceleracoes verticais. S&o descritas técnicas de precisdo para processamento de
sinais, tanto para a reamostragem como para a obtencdo de derivadas do mesmo.
A avaliacdo da utilidade do uso destas técnicas em comparacdo com o sistema
atualmente em uso demonstra maior robustez de resultados e menor ruido. Para
avaliar a possibilidade do uso de sensores cuja comercializagdo ndo € controlada
por embargos internacionais uma fonte de ruido aleatério € injetada no modelo de
giroscopios do sistema inercial. Sao obtidos resultados para niveis de ruido
correspondentes aos de varios sistemas comercialmente disponiveis.

Palavras-chave: Modelagem e Identificagdo de sistemas, Filtragem digital, Sistemas
de navegacao inercial.
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Abstract

Martins, J. L. P. (2010). A complete processing system to extract the gravity
acceleration from data generated by accelerometers mounted on an airborne gyro-
stabilized platform. Dissertagido de Doutorado, Escola Politécnica, Universidade de
Sao Paulo

The mapping of the gravitational field is of great importance for the understanding of
the underlying subterranean geology for a given area. Mapping large areas requires
the use of an aircraft to carry the acquisition. This requires the mounting of a vertical
accelerometer on a stabilization platform. This work describes a system to extract
the acceleration of gravity using the information provided by the inertial navigation
system to improve results over systems that use only accelerometer and GPS data.
The state of the inertial navigation system is obtained by comparison between its
outputs and positioning information provided by GPS. A system is described that
uses ground and flight data to obtain the parameters of the error model of the
navigation system. The influence of the use of these parameters in the determination
of the gravity acceleration is evaluated. A procedure is described to identify the
parameters of a model for the vertical accelerometer used to measure the gravity
acceleration. The work describes precision signal processing techniques for anti-
aliasing and obtaining signal derivatives. The improvements obtained by the use of
the above techniques is evaluated. A comparison with a currently used system
indicates improved robustness and lower noise on the final results. To evaluate the
possibility of the use of inertial sensors that can be procured without restrictions from
international bans, noise is added to the gyroscope signal of the navigation model to
simulate the use of poorer quality inertial sensors. The results are evaluated for
noise levels corresponding to those of several commercially available units.

Keywords: Modeling and system identification, Digital filters, Inertial navigation
systems.
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1 Introducao

1.1 Objeto do estudo e conteido

Gravimetria € a medida da aceleragdo da gravidade terrestre. O mapeamento do
campo gravimétrico ao longo de uma area de interesse tem varios possiveis
objetivos. Dentre estes, encontra-se o de aumentar a compreensao das estruturas
subterraneas. O processo de medigao gravimétrico envolve a tomada de valores do
campo gravitacional usando-se um acelerbmetro vertical e comparando-se os
resultados com os valores esperados por modelos conhecidos para avaliar
anomalias e buscar causas geoldgicas para as mesmas. Uma das formas mais
recentes de gravimetria € a aérea, na qual os acelerdmetros sao embarcados em
uma aeronave, o que implica na necessidade de descontar as aceleragdes verticais

da mesma dos valores medidos.

Neste trabalho, descreve-se um processo de tratamento do sinal de medida das
aceleragbes verticais obtidas por um sistema embarcado em uma aeronave. O
resultado do tratamento é a anomalia gravimétrica. Para tanto, devem ser
descontados os modelos de aceleragdo da aeronave e de aceleragdo da gravidade
esperada na posicao da aeronave. Desta forma, o posicionamento preciso da
aeronave deve ser medido com precisao, utilizando um processo nao inercial. No

caso em estudo, tal posicionamento é realizado usando-se GPS diferencial.

O trabalho executado cobre todas as etapas de processamento, incluindo corregdes
de alinhamento de sensores, modelagem dos mesmos e processamento de sinais

em diversos niveis.

Nas proximas subsecdes, procura-se posicionar este trabalho nos aspectos de

contribuigcdes, objetivo e area cientifica.

Em seguida, no capitulo 0, prossegue-se a uma discussdo teérica mais detalhada

dos elementos utilizados e desenvolvidos. Estes séo

¢ as equacgdes de navegagao do sistema inercial

 modelo de erros de navegacao do sistema inercial
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filtros utilizados no processo de reamostragem e combinagao de sinais
filtragem Kalman e identificagdo do estado do sistema de navegacéo inercial
processo de calibragcdo dos parametros do modelo de erros do sistema

inercial

identificagao de parametros dos sensores de aceleragao para gravimetria

No capitulo 3, dispdem-se os resultados obtidos em varios testes buscando avaliar

as caracteristicas do processamento. Estes constituem-se dos seguintes:

resultados do processo de calibragao do modelo de erros de navegacéo
avaliagao do modelo de navegacéao inercial

avaliagdo da repetibilidade de resultados do processo de obtencédo da
anomalia

avaliacéo da influencia da qualidade dos sensores inerciais de navegagao no
processo de gravimetria

analise dos resultados de processamento de uma area completa de
levantamento e comparagdo com o sistema de processamento utilizado

atualmente

PEDED DD I

) )

)

1.2 Contribuigées do trabalho

Os temas de inovagao e encontram-se especialmente nas etapas de filtragem anti-
aliasing e de modelagem dos sensores. Também foram realizados estudos
importantes para a determinagéo da possibilidade de utilizagao de sensores inerciais
mais acessiveis para o alinhamento dos sensores gravimétricos. Em resumo, as

contribuigées principais deste estudo sao:

o o desenvolvimento de filtros anti-aliasing casados para os sinais de GPS e de
acelerdmetros

+ desenvolvimento de um sistema de modelagem dos acelerémetros
gravimétricos
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e analise da influéncia do processo de calibragdo do modelo de erros do
sistema de navegacao inercial no desempenho do processamento de
gravimetria

e investigacao da influéncia nos pardmetros de desempenho de processamento
gravimétrico quando se utilizam sensores inferiores para alinhamento e
navegacao inercial

A filtragem anti-aliasing é feita de tal forma que a resposta dos filtros usados no
sistema GPS e nos sensores gravimétricos seja coincidente até 10 ppm para que a
comparacao final entre os dois sensores seja possivel até os niveis desejados. Foi
usada uma técnica ndo convencional para o projeto destes filtros que garante esta

precisdo e ao mesmo tempo oferece uma resposta plana a niveis aceitaveis.

A modelagem dos sensores usa técnicas mais padronizadas. Entretanto, foi
necessaria uma divisdo do processo em etapas para que alguns parametros possam
ser determinados com precisdo préxima a 100 ppm para atender as necessidades.
A utilizagao da modelagem é feita de forma essencialmente diferente da utilizada por
outras equipes trabalhando em gravimetria (GLENNIE e SCWARZ, 1999)(KWON e
JEKELI, 2001}(KREYE, NIEDERMEIER, et al., 2006). Em geral, utiliza-se filtragem
de Kalman quando os sensores fazem parte de triade de sensores inerciais usados
para a navegacao. Outra abordagem é a de utilizar filtros passa-baixa com a
freqliéncia de corte final usada no aerolevantamento e utilizar métodos lineares de

regressao de parametros para os sensores de gravimetria.

No sistema desenvolvido, os sensores sao modelados e o modelo € aplicado nos
sinais antes do filtro passa baixa final. Com isso, o sinal de anomalia pode ser
analisado antes da filtragem e as falhas de GPS que passaram despercebidas

podem ser removidas.

Utilizando-se dados reais e aplicando-se perturbagdes aos modelos desenvolvidos,
fez-se uma avaliagcdo prévia da possibilidade de utilizar sistemas inerciais de
desempenho inferior. Este estudo permite avaliar a possibilidade de construgao de
um gravimetro aéreo utilizando-se as técnicas de processamento desenvolvidas
neste trabalho e sensores inerciais comercialmente disponiveis ou ndo controlados
por restricdes internacionais como o MTCR (missile technology control regime) ou
restricdes individuais de cada pais como ocorre com o ITAR (international Traffic in

Arms Regulation) para os EUA.
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1.3 O processo de gravimetria aérea - visdo geral

O objeto da gravimetria é o de medir as perturbagdes do campo gravitacional
terrestre ao longo de uma dada area da superficie terrestre, em relagao aos valores
esperados ou previstos em modelos do campo gravimétrico. Para isto, geralmente
utilizam-se acelerémetros cuja sensibilidade seja orientada ao longo de dire¢des
conhecidas. Usualmente, a direcdo escolhida é a vertical local, estimada pela
direcdo do proprio campo gravitacional. Uma discussao geral sobre gravimetria
pode ser encontrada em (TELFORD, GELDART e SHERIFF, 2001).

Os modelos do campo gravitacional terrestre sdo geraimente aproximacgdes de
segunda ordem em funcdo do cosseno da latitude terrestre. Modelos precisos
podem ser dados em termos de polindmios de Legendre com latitude e longitude
como argumentos como é o caso do EGM96 preparado pela NASA (LEMOINE,
KENYON, et al., 1998). Para exploragao mineral ou de hidrocarbonetos, os modelos
mais completos acabam incluindo feigbes do campo causadas por objetos de
interesse na sub-superficie, o que torna tais modelos n&doc desejaveis para
comparacao com as leituras diretas, visto que estes alvos seriam eliminados como

parte do modelo normal.

Acelerbmetro

Terreno gravidade

correcao de altitude

influéncia adicional do terreno

anomalia ‘\
Terra

FIGURA 1: ESQUEMATICO DE UMA MEDICAO GRAVIMETRICA
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Além de um modelo de gravidade, influéncias causadas pelo relevo e pela altitude
de medigdo devem ser descontadas (ou acrescidas ao modelo normal). Em resumo,
todas as componentes previsiveis sdo descontadas do sinal obtido, restando a
chamada anomalia, que se assume ser causada pelas estruturas subterraneas que
diferem do modelo homogéneo da crosta terrestre. Estes valores de diferenca estao

tipicamente na faixa de dezenas de mGal (1 mGal = 10 m/s?).

O principio de aero-gravimetria € semelhante ao da gravimetria em solo com a
adicdo de passos para extrairem as aceleragdes causadas pela movimentacdo da
aeronave. Os valores buscados sédo as diferengas entre os valores de aceleragao da
gravidade esperados pelos modelos e os medidos com precisdo de 1 mGal.

aceleragdes \

da aeronave \\ Fra GPS
N / / \

/\_ z&%&&\—/

Gravidade
esperada

y

anomalia

FIGURA 2: REPRESENTAGAO ESQUEMATICA DE AEROGRAVIETRIA

A etapa mais dificil em aero-gravimetria € a remog¢ao das aceleragdes da aeronave.
Para tanto, & necessario o uso de sistemas que determinem com precisdo a posi¢ao
da aeronave, para que seja calculado o valor de aceleragédo cinematica em dado
instante que devem ser adicionados ao modelo gravitacional antes da comparagéo

posicionamento
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com os valores medidos pelo(s) acelerémetro(s) para a obtengdo da anomalia. Tal
posicionamento & determinado usando-se GPS em uma configuragao diferencial
(DGPS).

Ha duas configuragdes principais de gravimetros, ambas utilizando sistemas de
navegacao inercial para obter a posicao do referencial do sistema de medigao. As
duas configuragdes dependem do tipo de estabilizagdo e sistema de navegacgéao
inercial disponiveis. Os sistemas de navegacado inercial se classificam em dois
grandes tipos — o primeiro tipo utiliza-se de uma plataforma estabilizada contendo os
sensores de navegacao inercial, o segundo tipo, comumente chamado de strap-
down ou solidario, utiliza-se de uma matriz de transformacao calculada durante o
processamento de navegacao inercial, e a referéncia dos sensores acompanha os

movimentos da aeronave.

No primeiro tipo, é possivel a utilizagcdo de um acelerdmetro especializado para a
medicdo da aceleragcdo da gravidade, embarcado no sistema de estabilizacao
controlado pelo sistema de navegacéao inercial. No segundo tipo, a prépria triade de
acelerdbmetros do sistema de navegacao inercial é utilizada para realizar a
gravimetria, obtendo a componente vertical a partir da transformacao de
coordenadas. Ambos o0s tipos requerem a comparagcdao com dados de

posicionamento nao inercial para a obtencao da gravimetria.

Consideramos neste trabalho o primeiro tipo, para o qual somente a componente
vertical de aceleragdo de gravidade & desejada. Para que as aceleragbes
horizontais nao influenciem as medidas gravimétricas, a precisado da estabilizagao da
unidade de navegacao inercial deve compativel com a requerida para que a

gravimetria seja util.

Apos a obtengao das medidas necessarias de aceleragio, a obtengdo da gravimetria
envolve um conjunto bastante completo de técnicas para o processamento de
obtengcao dos resultados desejados, em especial, o uso de técnicas de
processamento digital de sinais, filtragem, identificagdo e modelagem de sistemas
dinamicos. Em ultima analise, todas estas técnicas sao aplicadas com um objetivo

comum de obter uma estimativa precisa de um sinal de erro muito pequeno.



DS EDEDEDEDIDEDEDEDEDEDEDEDED IS EDEDEDED ED EDED D EDED D B RD DD

16

Esta caracteristica da tarefa juntando-se o fato de que tal erro pode ter amplitude
correspondente a 1 ppm do sinal total fraz desafios incomuns. Entre os desafios
maiores esta o de combinar os sinais GPS com os sinais dos acelerdbmetros
embarcados usando sistemas casados até a milionésima parte. Outra grande
dificuldade esta na obtencao do modelo preciso dos acelerdmetros usados e do

sistema GPS para remocgao de efeitos das diferengas entre suas dinamicas.
O sistema de gravimetria possui desta maneira as seguintes partes principais:

e Tratamento preliminar do sinal GPS (ja na forma diferencial) com filtragem

anti-aliasing e reamostragem

¢ Tratamento preliminar do sinal dos acelerdmetros gravimeétricos com filtragem
anti-aliasing e reamostragem

e Filtragem de Kalman do sistema de navegacao inercial com obten¢ao dos
sinais de aceleragéo no referencial dos sensores gravimeétricos

* Modelagem do sistema GPS + gravimetro para comparacgao dos sinais

e Tratamento a posteriori dos sinais de anomalia obtidos

Posicionamento Processamento Aceleragbes
da aeronave GPS verticais
(movimento)

l

Y
Y

Medicoes de Obtencéo de
aceleragao 5| gravimetria
vertical

h 4 T

Informagdes do Filtragem Corregoes de
sistema inercial .| Kalman .| aceleracao
vertical

FIGURA 3: AEROGRAVIMETRIA- ETAPAS DE PROCESSAMENTO
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1.4 Estado da tecnologia

No momento, trés grupos principais se dedicam ao desenvolvimento de aero-
gravimetria. Na universidade de Calgary no Canada, (GLENNIE e SCWARZ, 1999)
do departamento de engenharia geomatica, se dedicam ao estudo de sistemas
solidarios. A abordagem do grupo envolve a identificacdo do sinal de erro na
aceleragao vertical com a utilizagao de filtragem Kalman, ocasionalmente integrada

ao sistema de navegacao inercial.

Na Alemanha, varios grupos contribuem para o desenvolvimento de sistemas de
gravimetria. Entre eles estdo a universidade de Munique, a Universidade Técnica de
Braushweig, e a Academia de Ciéncias da Bavaria (KREYE, NIEDERMEIER, et al.,
2006). Os trabalhos destes grupos se baseiam nos métodos de regresséo para a
determinacao da anomalia na aceleragao vertical. Seus trabalhos procuram verificar

a influéncia das técnicas de processamento nos resultados finais.

Ha, por fim, os grupos associados ao instituto Bauman e ao instituto Lomonosov em
Moscou, os quais contribuiram para a construgdo do sistema objeto dos estudos
deste trabalho. Na metodologia deste grupo, € usado um sistema de navegagédo
inercial atuando de forma auténoma, sendo o pés-processamento concentrado no

tratamento dos sinais GPS e na modelagem dos sensores de aceleragao.

Glennie & Scwarz (GLENNIE e SCWARZ, 1999) descrevem trabalhos de pés-
processamento em dados obtidos em um levantamento aéreo, feito para
comparagao de resultados usando-se dois sistemas de navegacdo inercial tipo
solidario. Ambos os sistemas possuem desempenho suficiente para uso em
navegacao independente de sistemas externos (qualidade inercial), apresentando

erros de navegacao na faixa de 0.5 a 1.5 milhas nauticas por hora.

Os sistemas descritos usam giroscépios do tipo ring-laser com deriva melhor que
0.003 °/h e ruido melhor que 0.001 °/Hz”. Os acelerémetros presentes no sistema

tém deriva melhor que 25mg e precisao de escala melhor que 25ppm.

Apesar das especificagdes de elevadissima precisdo, os resultados descritos sdo
piores que os obtidos pelo sistema objeto deste trabalho. A comparagdo com dados

terrestres evidencia erros de 3.5 mGal (equivalente a 10°m/s?) e a comparagdo
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entre os dois sistemas estudados mostra discrepancias de 2.8 a 2.3 mGal de erro
RMS para usando filtros passa baixa de processamento com cortes respectivos de

90 s e 120 s para o comprimento de onda.

O sistema em estudo neste trabalho apresenta erro RMS de aproximadamente 1
mGal. O melhor resultado pode ser provavelmente atribuido a etapa de modelagem

do acelerdbmetro usado para medigao das aceleragoes verticais.

O trabalho de Glennie e Schwarz levantou um ponto de extrema importancia. Ao
comparar os erros em relagéo ao levantamento terrestre, surge um erro maior que o
resultante da comparacao entre os dois aerolevantamentos analisados. Os autores
sugerem que a fonte seja uma diferenga entre os métodos utilizados para o
processamento de dados terrestres e aereos. Isto evidencia a necessidade de que
os dados provenientes de fontes diversas devem sofrer tratamento idéntico. A
necessidade de igualdade entre as metodologias deve-se aplicar para as partes
individuais do processamento, em especial, dados GPS devem passar por

processos de filiragem idénticos aos dados inerciais.

Kwon & Jekeli (KWON e JEKELI, 2001) utilizam uma metodologia semelhante a de
Glennie e Schwarz, obtendo a perturbacado gravimétrica, comparando os sinais de

aceleracdo medidos pelo sistema inercial com os sinais de aceleragcao obtidos a
partir das medidas GPS.

Ainda utilizam filtragem Kalman para identificar o desalinhamento do sistema
inercial, os fatores de escala de giroscopios e acelerdbmetros e suas respectivas
derivas. Os resultados descritos mostram forte influéncia de erros sistematicos que
os autores procuram remover analisando os residuos obtidos em linhas adjacentes

de voo, usando técnicas no dominio da freqiéncia.

Nao é possivel comparar os resultados obtidos no trabalho de Kwon e Jekeli com os
de outros autores, pois ndo foram apresentados em termos usuais na area de
gravimetria, que sao tipicamente o erro RMS ou desvio padrao apos filtragem passa

baixas nos comprimentos padrao de 60, 90 e 120 segundos.

O modelo por Kwon e Jekeli para o filtro de Kalman é o da integragdo simples dos
parametros, resultando em um processo de identificacdo auto-regressiva dos

mesmaos.
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O desalinhamento dos eixos de referéncia é usualmente considerado através de
estados do modelo do sistema de navegacao (ROGERS, 2003). No caso de Kwon e
Jekeli, um modelo simplificado de desalinhamento foi usado, cujos parametros
também foram identificados da mesma forma auto-regressiva. Este procedimento é
equivalente a determinar o desalinhamento, medindo-se a proje¢do da aceleragao

da gravidade nas leituras dos acelerémetros horizontais.

Contrastando com o trabalho de Kwon e Jekeli, a metodologia do presente trabalho
prevé a identificagdo de um nimero consideravelmente maior de parametros. Apds
varios testes, também ficou clara a necessidade do uso de varios ensaios (voos e
testes em solo) e da utilizagdo do modelo completo de navegagdo para uma
determinacao confiavel dos mesmos. Isto parece dever-se, em parte, a diferenga
entre os sensores da aceleracao vertical destinados a gravimetria e os sensores de
aceleragdo do sistema inercial objeto deste trabalho, requerendo um processo de
identificacdo a parte para os mesmos, e maior precisdao na identificagdo dos
desalinhamentos. Estudos preliminares a este trabalho, também deixam clara a
superioridade da utilizagdo do modelo completo baseado nas equagbes de
navegacao - em particular, a redugéo do ruido na estimativa de alinhamento permite

melhor determinacéo do desalinhamento do sensor gravimétrico.

Testes com estimagao recursiva parecem apresentar dificuldades para preservar o
distarbio gravitacional, que possui uma presenga predominante em baixas
freqiiéncias. O inverso também ocorre, onde o disturbio gravitacional, que possui
caracteristica ndo gaussiana, perturba a evolugdo dos valores dos parametros
identificados. Esta € possivelmente a melhor explicacdo para as dificuldades com

erros sistematicos encontradas por Kwon e Jekeli.
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2 Discussao teodrica

Nesta sec&o encontram-se os elementos tedricos do processo de gravimetria
utilizado. Na primeira subsegao, descrevem-se as equacgdes envolvidas no sistema
de navegacao inercial. Estas se subdividem em dois grupos principais. No primeiro
grupo, encontram-se as equacgodes de navegacao para o modelo ideal de sistema de
navegacao inercial. No segundo, encontram-se as do modelo de erros. Ambos
agregados procuram modelar o comportamento do sistema real. Um filtro de
Kalman estendido é usado para identificar o estado de erro da plataforma. O
modelo ideal prossegue excitado pelas aceleragdes medidas pelo sistema GPS, sem

qualquer correcao nas variaveis de estado.

Em seguida, descreve-se a teoria utilizada no processo de calibragdo do sistema de
navegacao. Este processo usa dados de ensaios realizados seja em voo, seja em

solo para identificar o valor das constantes paramétricas usadas no modelo de erros.

Finalmente chega-se a discussdo sobre o processamento gravimétrico. Esta
subsecao é dividida em duas partes. Na primeira parte, sdo discutidos os elementos
de filtragem dos sinais de GPS e acelerdmetro gravimétrico para que seja realizada
uma combinagéo de ambos os tipos de dados sem distorgées de freqiiéncia. Na
segunda parte, a metodologia para a determinagéao precisa de um modelo linear
dinamico & descrita. Embora baseada em métodos classicos de modelagem no
campo de frequéncia, o método como um todo foi construido de forma a evitar

dificuldades que surgem devido a alta precisao requerida.

2.1 Navegacao inercial

Esta sessao descreve as equacgdes utilizadas pelo sistema de navegacao estudado.
A forma final das equacgdes, bem como uma breve discussao tedrica € delineada no
manual do sistema de navegacdo. Como parte do trabalho, as equagdes foram
implementadas e estudadas em detalhes para avaliacdo dos possiveis caminhos

para a implementagao de um processo de filtragem.



~
-

PADEDIREDIDEDEDEDED IS EDED EDESED ED ED EDED D ED.

21

A implementacao das equacdes matematicas foi realizada através do sistema
Mathematica. Neste ambiente, foram derivadas as linearizagdes das equacgdes de

estado e obtidas as matrizes para a implementacéo do filtro de Kalman usado.

As equagdes e matrizes foram convertidas para ambiente matlab, onde os modelos

foram testados extensivamente.

O sistema de navegacéao inercial tem como objetivo obter a posigao do sistema no
elipsdide terrestre através da integragéo dos sinais de aceleragdo. Para tanto, séo
necessarios giroscopios que mantenham os acelerémetros posicionados em
alinhamento com os eixos de coordenadas terrestres locais (Local Level, Local North
- LLLN), ou que permitam calcular uma matriz de transformagbes de coordenadas

que posicione os eixos dos acelerdmetros em relacéo ao sistema de coordenadas.

De modo geral, ha dois tipos de sistemas de navegagao inercial. No primeiro tipo,
os acelerémetros sao posicionados por um sistema mecanico, de tal forma que pelo
menos o eixo vertical esteja alinhado com a vertical local. No segundo tipo, o
sistema é solidario com o veiculo e ndao ha mecanizagido de posicionamento,
utilizando-se transformacgbes de sistemas de coordenadas para efetuar o papel da

mecanizagao de alinhamento de sensores. O primeiro € chamado de sistema

mecanizado, enquanto o segundo é chamado de strap-down.

A plataforma em estudo & do tipo “mecanizada”. Este grupo é ainda subdividido
conforme a liberdade de alinhamento dos eixos horizontais. A plataforma em estudo
€ do tipo “azimute semi-livre” ou “wandering azimuth” (SIOURIS, 1993, p. 46), visto
que o alinhamento é mantido mandando somente comandos de rotagdo nos eixos
horizontais. O comando de rotagdo no eixo vertical visa compensar somente a

projecao da rotacao terrestre.

O sistema de gravimetria em estudo foi construido utilizando-se um sistema de
navegacao modelo 121 fabricado pela RPZ, o qual foi modificado para que a mesa

de sensores inerciais pudesse realizar também a tarefa de alinhamento de sensores.
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2.1.1 Simbolos utilizados

Abaixo, encontram-se os simbolos utilizados nesta secéo.

h(t)
sh(t)

ho(t)

altitude de voo (navegacao ideal)

erro em altitude (modelo de erros)

altitude de voo (saida com erros)

velocidades no referencial LLLN

erros de velocidade

velocidade LLLN com erros

longitude (navegacao ideal)

azimute (navegacao ideal)

latitude (navegacgao ideal)

erro em longitude (modelo de erros)

erro azimutal (modelo de erros)

erro em latitude (modelo de erros)

longitude com erros

azimute com erros modelados

latitude com erros modelados

componentes da transformacao de coordenadas
aceleracgdes no referencial LLLN

velocidades angulares da plataforma LLLN

erro nas velocidades angulares da plataforma LLLN
vetor de curvatura

desalinhamento de coordenadas (computacional)

22
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v i(t) desalinhamento da plataforma (inercial)

dagi(t) derivas de acelerémetros (referéncia da plataforma)
dwi(t) deriva dos giroscopios LLLN

ow0 () deriva de giroscopios (referéncia da plataforma)
di;(t) constantes de corregao dos giroscopios

kij(t) constantes de corregao

uij(t)y constantes de desalinhamento de acelerdmetros

2.1.2 Os sistemas de referéncia

O sistema de navegacao inercial, ao calcular sua localizagdo geografica, deve
posicionar a mesa de sensores (no caso do sistema mecanizado), alinhando o eixo
azimutal com a vertical local. Para isto, deve calcular com exatidao os momentos

angulares que sofrem os eixos de referéncia.

Isto & realizado com base nas velocidades integradas a partir dos acelerdmetros no
sistema referencial LLLN (Local Level, Local North). Para tanto, deve-se conhecer o
raio de curvatura terrestre com precisao suficiente para nao incorrer em erros de

alinhamento do sistema inercial.

As equagbes usadas no modelo em questdo sdo as mesmas usadas no sistema 121.
Estas equacdes foram estudadas para avaliar as aproximagées utilizadas. Os raios
de curvatura sdo obtidos a partir da equacéao (5) descrevendo uma casca elipsoidal.

A figura 4 mostra o sistema de coordenadas utilizado nas equagdes do
elipsoide e ilustra a situagdo da direcéo do raio da terra em um ponto de latitude ¢ e
longitude A. A mesma figura mostra a relagdo entre os diversos sistemas de

coordenadas relevantes a navegacao inercial.

A figura 5 mostra os diversos sistemas de coordenadas relevantes as equagoes de

navegacao inercial. No ponto O, situado a latitude O e longitude 0, encontra-se o
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sistema de eixos com dire¢ées paralelas ao raio terrestre (direcdo 1) ao equador
(direcao 2) e ao eixo de rotacao terrestre (direcéo 3). A este sistema & aplicada uma
permutacao de eixos e duas rotagdes A e ¢ (nesta ordem), chegando-se ao sistema
ENU (east-north-up) no ponto P, onde se encontra o sitema de navegacgao inercial,
com longitude A e latitude ¢. Este € um sistema de nivel local e norte local (LLLN),
com diregdes dos eixos nas diregdes leste (East), norte (North) e para cima (Up)

respectivamente.

Finalmente, aplicando-se a rotagéo ¢, chega-se ao sistema 123 no ponto P, que é a
referéncia dos sensores inerciais da plataforma (estabilizada ou ndo) e possui a
direcdo 3 idealmente alinhada com a diregao U, ou seja, em condigdes ideais estaria

alinhado verticalmente.

FIGURA 4 ELIPSOIDE TERRESTRE COM SECAO MERIDIONAL
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FIGURA 5 SISTEMAS DE COORDENADAS

A primeira transformagéo pode ser representada pela matriz RA, a segunda e R¢ e a

terceira R¢. Estas matrizes possuem as seguintes formas

cos(é(n) sin(é(@) O

RE =| —sin(£(#)) cos(&()) 0
0 0 1 (1)
10 0

Rp =] 0 cos(¢(t)) —sin(¢(t))
0 sin(g(#))  cos(é(r)) (2)
—sin(A(f))  cos(A()) 0

RA={0 0 1
\cos(A(#)) sin(A(8)) O (3)

2.1.3 O elipséide terrestre e os raios de curvatura

O modelo elipsoidal da superficie terrestre é a referéncia para todas as medidas de

posicao em latitude longitude e altitude. As equacgbes de navegacio inercial séo
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integradas ao longo do elipsoide de referéncia. Além do elipsoide, também se faz
necessario calcular o raio de curvatura terrestre para que o sistema possa calcular
os momentos angulares e integrar as rotagdes necessarias nas matrizes de
transformacgao entre os sistemas de referéncia. Nesta se¢éo, sao demonstradas as

expressées de calculo do raio de curvatura utilizados nas equagbes de navegacao.

A equagcao para casca elipsoidal do globo terrestre tem a forma de uma equacgao de

superficie do tipo
G(x,y,z)=0 (4)

gue assume a forma

y o

G(x, y, D=at -2+ - +z
(1-/)2 (5)

onde a é o diametro maior do elipsoide terrestre e f a excentricidade do elipséide (a
diferenga entre o diametro maior e o didametro menor, relativa ao diametro maior). A

matriz Hessiana com relagao as variaveis x ,y e z é dada por.

20 0
2
H=[0 ~“5 0
\0 0 2) (6)

O raio de curvatura ao longo da direcdo v pode ser obtido a partir da expresséao

w vG (Hoiv)
= X lat V
vaqz P (7)

Onde VG e o gradiente de G, alinhado a vertical do sistema de eixos ENU, e|VG| é o
modulo do gradiente. Hyr € a expressao da matriz Hessiana H no sistema de

coordenadas da plataforma como mostra a figura 5.
leat = RE Ry H-R¢T RfT (8)

A projecao de um ponto da superficie da terra na latitude ¢ sobre o plano equatorial

€ dada por
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Vi = acos(d)
\ 1 —sin2(¢) e; (9)

A expressao para a projecdo do mesmo ponto no eixo de rotagdo & dada por

asin(¢) (1 -ey)

y | —sin%(¢) e (10)

onde
er=2f-f* (11)
sendo f é a excentricidade da forma elipsoidal da terra.

Calculando o modulo do gradiente de G em (5) obtemos

J 1 =sin2(1)) e
2a (12)

VSl =

Como o gradiente esta alinhado com a vertical, o produto vetorial em (7) pode ser

representado pela seguinte forma matricial

| 1-e2 sin&(gn)

A~ O e

Vf 2a
—— X 0 ==

Y 1—e, sin (¢(1))
IV £ y 1-easin? (@ 0 0

2a
0 0 0 (13)

Realizando-se as substituicées em (8) e (7), obtém-se uma matriz de transformacgao
que da a velocidade angular em fungédo da velocidade dada no sistema de referencia
dos sensores inerciais. Utilizando-se de uma aproximagao de primeira ordem em e,

obtém-se a matriz Ri, cujos elementos sao

Ri)| = ~GF cos*(4(1)) sin(2 £(1)) e,

. | ht
Rij2 = —2 G cos(¢()) — 2 GE cosX(£(1)) e cos(¢(1)) — 2 G sin(p(h)) - %

Rij 3 = -G cos(£ () sin2 §(1)) ez
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. . 9 h(t)

Rip; =2 Gf cos’(¢(1)) e, sin EW) +2GE+ — =
a

Riz; = GF cos’((1)) sin(2£(D)) e
Riy3 = (' sin(&(1)) sin(2 ¢(1)) e,
Riz ;=0
Rz =0
Riz3=0 (14)

Os termos multiplicativos de v; estao relacionados com a pressuposicao de que a
definicho do vetor normal obedece a equacao (5) para qualquer altitude. Na
realidade, uma velocidade vertical ndo causa rotagdo neste referencial e portanto os

termos correspondentes devem ser zerados.
Com isto obtém-se as equacgdes de rotagdo usadas no sistema em estudo

.2 2 :
wi(t) = (/%) +(_sm CORC GO cos2(¢(/)))e2_ i)vz(t)— COS(£(1)) COs“(¢(n) SIn(E(D) e2 v1()
a

a 2a a a

wi(t) = cos(£(n) sin(£(4) e2v2(9) cosz(¢(t)) + (_ oy +( cosz(¢(r)) sin’(&()  sin“(¢(n)

5 )€2+i)vl(f)

wi(t) =0 (15)

a a a 2a

O sistema referencial em que se deseja conhecer o raio da terra nao esta alinhado
na diregao norte-sul, mas com a mesa de sensores, posicionada na horizontal a um

angulo azimutal £ conforme mostra a figura 5.

Eboo de z
rotagso
S S - \ 1
t 3 Up
Referencial terresira Referencial der navegacho

FIGURA 6: PRIMEIRA TRANSPOSICAQO DE EIXOS FIXOS A TERRA PARA EIX0S EM
COORDENADA LOCAL

A ftransformacgao de sistema de coordenadas do referencial terrestre para o
referenciada plataforma é dada pela aplicagdo de trés transformagées ao longo de
latitude, longitude e azimute da forma R&.R¢.RAque resulta na seguinte matriz de
cossenos diretores (MCD):
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—cos(£(f)) s(A (1)) — cos(A (1)) sEE()) sin(g(f))  cos(A(1)) cos(£(1)) — siMA(F)) sin(E()) sin(@())  cos(g(t)) sin(&(¢))
s(A(£)) sSm(£(¢)) — cos(A(f)) cos(E(D)) sin(p(£))  —cos(A(r)) sm(£(2)) — cos(£(2)) SN(A (L)) sin(p(L))  cos(£(¢)) cos(¢(t))
cos(A(1)) cos(é(t)) cos(p(t)) sin(A (1)) sin(¢(t))

(16)

esta matriz pode ser usada em lugar dos valores de latitude, longitude e azimute
para definir a posicdo do sistema inercial. Podemos definir variaveis no lugar dos

termos da matriz de cossenos diretores. Com isto , obtemos a matriz B; contendo as

variaveis assim definidas

bt bia®) bi3@)
B =| oty bopt) b3t
\b3 () b3p() b3z ) (17)

A equivaléncia entre as matrizes em (16) e (17) leva ao seguinte conjunto de

expressoes para os elementos b; da matriz B

by, 1(t) = —cos(&(¢)) sn(A(£)) — cos(A (1)) sin(£(t)) sin(¢(t))

b1 2(2) = cos(A(2)) cos(£(1)) — sin(A(£)) sm(&(2)) sin(g(t))

b1 3(t) = cos(@(t)) sm(£(2))

by 1(£) = sm(A(1)) s(£(F)) — cos(A(F)) cos(&(8)) sin(¢(¢))

by 2(8) = —cos(A(¢)) sin(&(¢)) — cos(£(£)) sm(A(2)) sn(¢(¢))

by,3(t) = cos(£(1)) cos(p(2))

b3, 1(¢) = cos(A(£)) cos(p(1))

b3 (t) = cos(p(2)) sm(A(¢))

b3 3(t) = sin(¢p(1)) (18)

Desta forma, dada a matriz B, os valores das coordenadas podem ser determinados

pelas expressdes

(1) = st (b3 3(0))
£(t) = atan2(by 3(¢), b23(1))

Alt) = sin"(—bn(L]

v 1-b33(0? (19)

Ha apenas trés graus de liberdade em uma transformacgao de eixos. O numero de
termos em uma matriz de cossenos diretores indica que pelo menos 6 de seus
elementos podem ser descritos por trés outros. Trés termos podem ser

imediatamente eliminados pela ortogonalidade dos vetores que compoe a MCD.

b3(1) = bi(#) xba(¥) (20)
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resultando na relagéo explicita entre os termos da MCD
b3,1(t) = b1 2(0) ba3(1) = by 3(8) ba oA8)
b32(t) = by 3(t) by 1 () — by 1 (8) b 3(8)
b33(t) = b1,1(1) by 2(8) = by 2 (1) br 1 () (21)

As 3 restrigdes de modulo unitario dos vetores da MCD resultam na eliminagao de
mais duas variaveis, havendo redundancia entre uma destas restricbes e o produto

vetorial em 20.

A aceleracao medida pelos acelerdmetros embarcados na plataforma é influenciada
pela aceleracdo da gravidade local, cuja direcédo é considerada normal e possui valor
conhecido até certo ponto, havendo modelos como o IAG-1967, que da o valor do

modulo como funcéao da latitude

grorm = 9.78032(0.0053024 sir (4(£)) — 5.9% 1076 si (2 ¢(1)) + 1) - 3.08 x 1078 hz) (22)

Ainda se faz necessario exprimir a distancia R do ponto de navegacdo ao eixo de
rotacao terrestre, normal a superficie do elipsdide de referéncia. Este vetor & usado
no calculo das aceleragdes de Coriolis. Vale notar que ele nao pode ser usado para

o calculo do raio de curvatura. A expressao deste vetor é

R=

0

: ]

—a 4kt

Vi—e2b3302 e (23)

2.1.4 Equagdes de Navegacao inercial

Sistemas de navegacédo inercial procuram obter sua posigdo sobre a superficie
terrestre de forma autbnoma, sem o auxilio de referéncias externas. Para tanto,
utilizam-se dos sinais de acelerbmetros e giroscopios. Giroscopios sdo usados
tipicamente para estabilizar a posi¢cao horizontal do sistema, seja em uma plataforma
virtualizada de um sistema solidario, seja em uma plataforma fisica sistema

mecanico real.
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O presente estudo foi realizado sobre um sistema mecanizado, sendo os giros
utilizados em uma malha de estabilizagcdo analégica. Desta forma, o sistema
permanece em uma posi¢ao estavel em relagdo a um sistema de referéncia inercial,
a menos dos erros caracteristicos aos giroscopios. A posicdo do sistema é
determinada a partir da integracdo dos sinais de aceleragdo considerando os

modelos da superficie terrestre e da aceleracao da gravidade.

A integracdo é realizada computacionalmente. Como resultado da alteragédo da
posicao sobre a superficie terrestre e da rotacgao terrestre, o sistema de referéncia
inercial da plataforma deve sofrer uma rotagdo para manter o alinhamento com o
nivel local. Para tanto, a referéncia malha de estabilizagdo que escraviza a
plataforma aos giroscopios deve ser atualizada. Tal referéncia esta vinculada a
orientacdo do momento angular de referéncia interno aos mesmos. Para modificar a
referéncia, atuadores mecanicos aplicam torques as massas girantes dos
giroscopios que mudam sua orientacdo inercial. Esta reorientacdo é imediatamente

replicada através do sistema de estabilizagdo da plataforma.

Em resumo, o sistema de navegacgao recebe os sinais dos acelerdmetros, realiza a
integracdo dos mesmos, atualizando a posicdo conhecida e, com esta, enviando
comandos de mudanca de referéncia giroscopica para o reposicionamento da

plataforma realinhando-a com o horizonte local.

Em realidade, o sistema de estabilizagdo nao recebe uma posigao de referéncia,
mas uma atualizacdo na forma de rotagdes nos eixos da plataforma ao longo do
plano horizontal da mesma. Desta forma, s6 existe interesse em calcular a

velocidade angular do sistema projetada nestes dois eixos.

A equacgao geral de navegacédo do sistema inercial, no sistema de referéncia da

plataforma inercial (sensores inerciais), € dada por
=AWt + MO +2 W) x V() + W< (W) < Ht) + V' () =0 (24)

sendo W({) a rotacao terrestre, w(t) a rotagao do sistema de referéncia da plataforma
em relacao ao sistema de referéncia terrestre e V(f) o vetor de velocidades. Esta
equacao relaciona o sinal medido pelos acelerémetros com a variacao de velocidade

no sistema referencial da plataforma, que sofre rotagdo w devido ao desiocamento
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sobre o elipsdide terrestre e rotagdo W da terra ao redor de seu eixo. O vetor H(f)

dado por
0
H( =[ 0
LAty ) (25)

sendo h(t) a altitude de voo da aeronave, A(f) o vetor de aceleragdes medidas pelos

aceleréometros subtraido da gravidade normal
A() = Ainercial (£) — gnorm (26)

com gnorm dado pela expressédo (22), a qual inclui o efeito da aceleragdo de

Coriolis referente a rotacao terrestre dada por
W(t) < (W(5) x Ro(1)) (27)

Com Ry(t) dado pela expressao (23) fazendo h(f) nulo. Chamando de Q o médulo da

rotagao angular terrestre, a equacao (24) assume a seguinte forma escalar

h(t) bys(t) by3(t) O + 2vy() by3(t) Q—
2V5(8) b33 (t) Q- ay () +va(t) wyt) — va(t) wa(t) + v’ (t) =0 (28)

h(t) bys(t) bs3(t) OF = 2 v3(8) by3(t) Q +
2vi(8) b3 3(t) Q= ap(t) — () wy(t) + i) wa(£) + v/ (£) =0 (29)

No sistema utilizado, a posig¢ado vertical nao é utilizada, assumindo-se

v3'(£) =0 (30)

Utilizando a equacgao (7), cuja forma escalar € dada pela expressao (15), obtém-se

os valores de w para a realizacédo da atualizagdo da malha de estabilizagao.

2.1.5 Modelo de erros do sistema inercial

Os erros dos sensores inerciais devem obrigatoriamente ser considerados para que

se obtenha a posicao real da plataforma em um dado instante. Em um sistema onde
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sinais sao recebidos e integrados computacionalmente (equacgao diferencial de
velocidade) e em seguida integrados mecanicamente (modificagdo incremental da

referéncia inercial), & de se esperar que os erros aumentem com o tempo.

Felizmente, os erros de posicionamento vertical sdo contidos pela existéncia da
forca da gravidade que oferece uma referGencia externa. A integral dupla intrinseca
ao sistema causa o mesmo a oscilar em torno da vertical, com um periodo distinto
de 84,4 minutos, resultante dos valores de aceleragdo da gravidade e do raio de
curvatura terrestre. Este podlo aparece na linearizagdo do modelo e no

comportamento do mesmo.

Os erros dos giroscopios podem ser modelados por uma deriva constante éw0 e por
um erro de rotagao angular pequeno dado por um vetor i (). O produto vetorial i (1)
x representa bem a transformacao representada por pequenas rota¢des no sistema
de coordenadas. Ha ainda um erro éw(t) na velocidade angular fornecida a
referéncia de estabilizagdo da plataforma. No referencial rotativo da plataforma,

estes se relacionam por:

P(0) = ) + WO)x (1) +w(t) (31)
Tornando explicitas as componentes dos vetores

Y1) ]

(b)) = [ ¥a(t)
W3(t)

wi(?)
wi) = [ wy(1) ]

ws(f)

(32)

(33)

SWE) =| SW2(D)

SWi(t)
LoW3(8) }

(34)
A expressao (31) assume a seguinte forma escalar:
—6w1 () = w3 () Ya2(t) +wo () Yr3(t) + Qy3(1) by 3 (1) — Qpa(t) b3 3 (1) +¢ " (1) = 0

—0w (1) + w(O) 1 (8) = wi () Y3() — Q3(0) b1 3O + () by 3() +y2’ (1) =0
—6w3(£) = wa () Y1) + w1 (D ra1) + Qo) by 3(N — Q2 y() b3 () +3" (1) =0 (35)
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Além da velocidade angular de deriva dos giroscopios, ha erros associados ao
acionamento/leitura relacionados as medidas e posicionamento do eixo de rotagao
dos mesmos. Estes erros podem ser modelados por fatores de escala e

desalinhamento dos eixos de sensibilidade, dados pela matriz de parametros D.

Outra caracteristica importante dos giroscopios € a influéncia das aceleragdes na
posi¢do do eixo de rotagdo de seus rotores, chamada de desbalanceamento. As
aceleragcbOes causam um torque que produz uma deriva que € parte importante do
valor expresso em dw(t). A influéncia destas aceleragbes € dada pela matriz de

parametros K.

Com estas duas ultimas consideragdes, é possivel formar a expressao que descreve

a dinamica da variavel éw(t), dada por:
Sw(t)=D (5WO + w(t) + W(1) + swO(t)) + K A(t) + swO(t) (36)

Tomando

owlq
W0 = 5\)\02]
\ (5\?\03

(37)
di(t) diot) dis)
D=|dy1(t) dha(t) drs(t)
d3|(t) a3(t) diat) ) (38)
kity kot ks
K=|kit) k) ks ]
\ks () faa(h)  kss() (39)
a equagao (36) assume a seguinte forma escalar:
6w () = WO\ (&) +wi(8) di1 () + Qb 3(6) dy () + wall) dyo(6) + Qb 3(8) dio () +
Q(by1,1(1) bya(t) — b1 2(8) by (1)) d13(8) + a1 (8) k1,1() + ax(®) k1 ot) +as(t) ki 3(8) (40)
Swo(f) = SW0() +wi(f) do1(8) + Qb 3(8) dp 1(E) + wa(R) dpo(8) + Qby3(E) da () +
Qb1 (1) by (1) — b12(8) ba1(D) da3(t) +ai(8) ko, (1) + ax(t) kpo(t) +as(t) ky3(D) (41)

dw3() = oW03(F) +wi() ds,1(8) + Qb1 3(8) da (1) + wat) da () + Qbas() ds2(F) +
Q(b1,1(t) bpa(t) = b12(8) by i(1)) d33() + ar(8) ka 1(8) + ax () Kz o) +as(t) k3 3(8) (42)
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Os acelerdmetros sofrem trés tipos principais de erro, semelhantes aos ocorrentes
em giroscépios. O primeiro tipo é a deriva, modelada por um valor constante éag. O
segundo € o erro de escala dos sensores. O terceiro, € o erro de desalinhamento
dos acelerbmetros. Assumindo-se estes erros serem pequenos em magnitude, eles
podem ser descritos por uma Unica matriz de erros de escala e desalinhamento M.

A equacao do modelo de erro dos acelerémetros é dada por:
da(f)=d6ag+M A(f) (43)

Tomando-se

day(1)
da(l) = [ dax(h) ]
\ das(¢) (44)
(5801
6a0 = [ 6a0, ]
\ 6a0; (45)
M:( ML) (0 ]
p2,1(8)  p22(8) (46)
a equacao (43) assume a seguinte forma escalar:
6ay(r) = dag () +ay(t) uy, () +ax(t) u (1) (47)
day(t) = bagp(f) +a\(t) pg, () +az(t) paa(h) (48)
day()y =0 (49)

Dos diversos erros, surge um erro computacional de coordenada que pode ser
modelado, se 0 mesmo for pequeno, por uma transformacgao adicional nos eixos de
coordenadas locais dada por uma pequena rotagdo. Esta rotagdo é representada
por um vetor 6(t), e deve ser usado para corrigir as medidas dos sensores inerciais
da mesma forma que o desalinhamento y(t) da plataforma em relagdo a uma
plataforma ideal. O produto vetorial 6(f) x representa bem a transformacgao

representada por rotagdes desta magnitude no sistema de coordenadas.
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Os erros refletem nas variaveis de estado, que se desviam de um modelo ideal. Os
desvios das variaveis de estado das equagdes do modelo ideal sdo as variaveis de
estado restantes do modelo de erros. Estas variaveis sao os desvios de velocidades
horizontais do sistema dv(t). Com isto, a equacao de erros de navegacdo é dada

por:

—(00) X () < (V1) + V() + (W) + 2 A0 x8VUO) + Wt x (W) xSH(D)) +
60 X (A(D) + G + (D) x (A®) + GD) - a(t) ~6Gt) +8V (6) =0 (50)

que assume a seguinte forma escalar

Sh(t) br3(t) b3,3(1) Q% = v2(6) 62t b13(1) Q — 6va(1) 2(t) b1 3() Q — v3(1) B3(8) by 3(8) QL —
6v3(1) 03(8) b1,3(1) Q +2.8v3(t) ba3(1) Q +va() 01() ba3(1) Q +6va(8) 1() b3(2) Q2 -
26va(t) b3 3(0) QL +v3(8) 616 b3 3(1) Q. + 6v3(t) B1(8) b3 3(8) Q — Gar (t) — wi (1) Sva(t) +wa(t) 6va(t) +
(gnorm + a3(£)) 62(£) — ax (1) () + gnormuypo (1) + az (t) yalt) — a2 () Yr3(t) + 6vi (1) = 0 (51)

Sh(t) ba3(t) b33(t) O — 2 6v3(£) bia(t) QL+ vi(1) 62(8) by 3() QL +6vi (1) 02 by 3(£) Q2 —
V(1) 01(8) b2, 3(8) Q = Vi) 01(1) b2, 3(5) Q2 — v3(£) 03(8) b2, 3(8) Q1 — 6v3(1) 83(£) bo3(1) Q. +
26v1(£) b3 3(2) Q2 +v3(t) 62(4) b3 3(8) QL+ 6v3(r) 62(¢) b3 3(£) Q= dax() + wi(t) Svi(t) — wi(t) Svs(t) -
(gnorm +a3(1)) 01(F) + a1(#) 83(£) — gnorm 1 (1) — a3 () Y (f) + a1 () (1) + 6v2' (1) = 0 (52)

Com gnorm definido pela expressao (22). O erro de velocidade incorre em um erro
de velocidade angular éw(t) também calculado através da expressdo (7)

substituindo-se V por 6V, dando:

in2 2 2 ) 2 i 5
Swy(t) = ( h(—é) L ( SIN“((1))  COS“(£(1)) COS“(g(N)) )_ 1 ) vt — €2 cos(§(r)) Cos™($(1)) SINE()) 6V § (1)
a a a a a

€2 COS(E(1) SIN(E()) 6V (1) COSZ(p(1)) ( h) cos2(P(D) SN2 () sin%(g(1))
+ |- 5 + 82( —_-

a a a 2a

(5W2(t) =

)+ ;l)dv] 0 53)

Com os valores de ow(f), & possivel estabelecer a expressdo para o erro de

coordenada:
g (t) = oW(t) — w(t) x6(2) (54)
Tomando

€2 cos(é (1)) cos® (¢(1)) sin(£ (1))

rig 1 (£) = -

a
(Sin%gD) _ cos*(§(0)) cos’(g(1)) ]

) 1
rijo() =
120) \ 2a a

e2+—h£2 -—
a a
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2 i2 02
tig | (£) = [ cos(@(£)) s (£(5))  sm(¢(£)) ]e2+ 1 A
' \ a 2a ) a a?
tiy(t) = 2 COSE(D) COS G0 sin(¢ (1)
a

podemos reescrever a equacgao (54) na seguinte forma escalar

—w3(1) 0x(8) +wlt) O5(1) — 6v1(£) riy 1 (£) — Vo () 1y p(1) + 6, (£) = 0

w3(t) 61 () = wilt) 63(8) — Vi (£) 1, 1(1) — 6V (F) Thp(1) + 67 () =0

—w(1) 01(8) +w)(£) 0,(1) + 65 (1) = 0 (55)

As equacgdes (31), (50) e (23) formam as equacgdes diferenciais de estado do modelo

de erros, contendo 8 variaveis:

ovi(f)
oVa(?)
01(¢)
(1)
63(£)
Y 1(£)
Yo(t)
Y3(f)

2.1.6 Aprimoramento da expressio de desalinhamento dos aceleroémetros

As rotacbes descritas pelos vetores ¢ (t) e ©6(t) sdo aplicadas a vetores de
aceleragdo ou posi¢do através de um produto vetorial que pode ser convertido em produto

matricial usando-se matrizes anti-simétricas. As matrizes respectivas a e 6a sfo

0 —¥3(0) Pt
l//3=[1//3(t) 0 —l/fl(l‘)]
—¢2(8) Y O (56)
0 —83(0) 62(1)
6a:l93(t) 0 —9,(1)J
-6,(1) 6ty O (57)

O produto vetorial é valido para pequenas rotagbes. A interferéncia do
desalinhamento nos vetores de aceleragdao dos acelerdmetros destas rotagdes é

sempre resultante da soma destas rotagdes. Para rotagbes maiores, & possivel



-~
/

)IPEPEDIDEDEDEDEDEDEDEDEDEDEDED DD EDEDED D NP DD DD IS ED R

DEDEDEDEDES

)

)

38

calcular a matriz total de desalinhamento vec8y utilizando-se as matrizes ya e 6a na

expressao:
fa + ya 1 -1
vecty = (I3 + 7‘”)[13 + o (-6a—ya)) -I3
2 (58)
Os elementos Xi,j da matriz vecfy sdo dados por:
_ 262242 4 (1) Bx(D) +683(H) 2+ () 243 (42 B3(0) Yr3(D))
LT = 0 024200 010 40,002 +630 21 (O T 1O 3242 000) (D2 63(D) (1) +4
o= 2 (2 63(0+02(5) (D 1 (D) o H)F (8 (GO +pa (D)2 Pr3(1)
127 0102424400 01 (1 +82D 240502+ (D2 H O L+ 42 0(0) (0 +2.03(D) Y3 (D) +4
3= 22 8,(0+03(0) Y 1 (D2 (D +HE 1 (D P30 +01 () (B3(D+3 (D)
X3 = 0242410 0 O+, 2+03(0 L (D2 2 +3(D2 42 00) Y4201 r3(D)+4
0y = 2(203(8)+0x(8) 41 () 1(8) o (O +E1(E) (B2 (D) +ra(DN+2 3 (4))
X2, O1(N2+2 ¢ 1(1) 81 (D022 +85(D 2+ (0 2+ (D2 4312 +2 09(8) Yo (1) +2 830 Y3 (1) +4
_ 2(01() 24291 (8) 01(D+03(H 2+ | (1) 2+p3 (1242 83(0) Z0)
A2 = T G 024210 61 (4050240502 + {2 1Y+ D242 0x(0) (D) +2 05(0) Y3(1) +4
03 = 2(=201(N=2y [ (H+83(6) Y (D +p(0) Y3 +02(8) (B3 (D +y3(1))
X2, 01(DZ+21(0) 81 (1) +0xN2 +83(0) 2+ 16 2o (D2 +d3(D 242 0908 Y (D42 3(0) Y3 (1) +4 (59)
A expressao da aceleracao resultante A, apo6s a rotagao é:
T
A(1) = A(F) + vechy (A(t) + G(1)) (60)

Que possuem as seguintes componentes:

ay (1) (01 (024241 (1) 8182002 —B3(1) 2+ | (1Y (NP3 22 82 () Yol 1)~
203(0) 3 (N+A}+2 (Bo(1) (=2 gnorm-2 a3 (1) +ax() (01 ()+P [(D))+ax (1) (2 03(D+01 (1) o)+ 1 (1) Y )+2 Y3 (D) +
(ghommas(f) (B3(0) Y1)+ 3(1) Y1 (H=2 g (D) +1 () (F3(H)+P3(D))) -
O1(N2+241(1 B (N+024 N2 +84(1)2 +fry (N2 4o 12+ (H2+2 8() Yo (D+2 83(0) 3 (1) +4
2(84(1) (2 gnommr 2 az(D+ay(1) (B2 (D +p(D))+ay (1) (=203(D+65(N YD+ (1) Yok D=2 ¢3(1))+
(gnormvas(f)) (241 ()+65(1) (3(N)+F3(0) (1) (B3 +3(ON)—ax() (81 (24241 (1) 6y (-2 (1 +63 (1Y +
PP+ =2 65(1) Y (1)+285(0) Yr3(1)-4)
O (D242 41 (1) O1(1)+02 (24031 24+ (1 2+ (N 213 (D242 B3(1) Yol D +2 038 Yr3(D) +4
2 (~gnorm@y (1Y% Ha ) (1) (F3(N+P3(£)—2 gnormy (1)) 0y () —gnorm y(Z—gnormy (12 —gnormyy (1) 2+
2ay(0) G(+ay(1) G3(0) Yy (D+2 ay (1) o) =2 gnotmby (1) Ykt +ay (D (D Y3 (1) +
ay(1) (=20, (-2 |(D+83(1) Yo )1 (1) 3 )+85.(1) (B3(D+y3 () )-as() (81 () Z+2 ¢ () 64(D)+6x(1)*—
G310+ g3 242 6x01) Y1) =2 05(1) ¥r3(1)~4)
O1UY+2 1 (1) O +65 (24830 24 (21 (D243 (V22 02(1) (1) +2 B3(1) Y31 +4 (61)

ai(t) »

() »

ai(t) -
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2.1.7 Erros de coordenadas e azimute na saida

Os erros de coordenada devem ser calculados a partir do vetor de rotagdes. A

expressao das

£o(r) = atan2(b) 3(t) +03(1) b 3(2) — 62(F) b3 3(1), —63(£) b1 3(1) + b2 3(t) +61(r) b3 3(1))
Ao(t) = atan2(Br(2) by 2(2) — 01(2) b2 2(8) + ba 2(1), 02(5) b1 (1) — 01(F) b1 (2) + B3 1 (1))
go(t) = i1 (92(1) by 3() — () by 3(t) + b3 3(1)) (62)

De modo reverso, O vetor de rotacbes de coordenadas pode ser obtido pelo

seguinte conjunto de expressoées:

62(1) cos(£(1)) cos(@(#)) SA(F) +sin(&(1)) p(¢)

[el(r) ] {cos(qs(r» Sin(£ (1)) SA(1) — cos(£(1)) 64(1)
0xt) ) Usin(()) 6M(r) +8£(1) (63)

2.1.8 Sistemas de equagdes de eliminagio de variaveis

Das equagdes anteriormente descritas, € necessario extrair-se um sistema de
equacgbes de variaveis de estado proprio para o uso em simulagao e processos de
identificacdo de estado. O processo de extragdo implica em uma eliminagao de
variaveis redundantes ou obtengao de seus valores antes do uso nas equacoes de
estado. Esta segao descreve o processo de obtengao dos valores destas variaveis a

partir das variaveis de estado. As variaveis deste grupo sao as seguintes:

OA(D), 6&(D), Op(1), A(D), AXD), &(B), &o(B), @), ¢ot), wit), wad), ws(),
0a1(?), dax(t), daz(t), Ov3(h), odwi(t), dw(t), dws(t), Yoi(t), You(t), Yos(t),
b31(0), b3p1), b330, (D), D), ripi(t), Ti22(f)

A sequéncia de equagdes deve ser tal que os valores sejam atribuidos as variaveis
antes que possam ser usadas em atribuigcdes posteriores. A equagfo da gravidade

normal pode ser a primeira a ser avaliada na lista, reescrevendo a expressdo (22) na forma

gnorm = —0.0000577039 sin¥(2 sin~" (2(t) by, 1(£) — by 1(5) ba(t))) +
0.0518592 (by,1(8) ba2(8) — by2(8) by 1(1))* — 3.08 x 1078 A1) +9.78032 (64)

os valores dos erros de coordenadas sfo determinados da seguinte maneira
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SA() = 109
t2
\/ 1 = (b128) by 1 (1) — by 1(6) boa(1))? 23_(% +1
b1,3(t)

- - 61(1) ba3(0)

2
bis(®) \]1 (b1.2(8) ba s (1) = b1 1 (1) b a(1))? ’ (02 +1
130 (65)

02(8) (b12At) b1 (£) — by 1 (B) b2 o(8))

+
2
J 1= (b12(8) bp 1 (1) — by 1 () baoA))? by 30 +1
| ’ ' by 302

01(8) (b1 2(6) by 1(£) — b1,1(2) boa(6)) bya(t)

2
bis(®) \/ 1= (b12(8) b1 (£) — by 1 () bya(1))? b2,3(’)2 +1
130 (66)

62(8) by 3(1) oy(t
ooy = 020 O

by 1(1)2 by 3(0)2
b5t 230 +1 230 +1
v b]!3(r)2 b],3(1)2 (67)

0&(t) =0(1) +

As coordenadas sdo obtidas a partir dos elementos da matriz de cossenos diretores, ¢ as

coordenadas de saida s3o obtidas acrescendo-se os erros obtidos através das equagdes acima

{ b12() bo3(8) = b13(1) bop(t)

A(f) =tan”!|

Ub1a(8) by 1 (6) = by i () baa() (68)
Ao(t)=8A(H)+A(t) (69)

byt

£(t) — tan~1] 2230 )

\ bl__3(t) J (70)
£o(t)=0£(t)+£(1) (71)
() = —sin"'(b12(6) b (1) = by i(B) 22 (1)) (72)

go()=¢(t)+4(t) (73)
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Os valores de velocidades angulares a partir das velocidades sdo obtidos através das seguintes

expressoes

2 12
() = [__ez cos(§() cos(p(r) | 2sin*(g(0) k() 1 .

a 2a a  al

€2 cos(£(£)) cosA(@(1)) SI(£ (1) vy ()

a

€2 cos(£(1)) sin(£ (2)) va(t) cos(¢(1)) N

wy(f) =
a
22 )
(€2 cosX(¢(1)) sin*(£(£)) L1 e2sifpm) h(t) ) ()
\ a a 2a a?

A rotacao azimutal é considerada nula
wi() =0

Os desalinhamentos medidos pelos sensores de angulos também sdo calculados

Yo(t) = 61(8) +y (D)
Yo(t) = 0x(8) +ya(t)

Yo3(8) = 03(8) +yr3(b)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

Os valores dos componentes redundantes na matriz de cossenos diretores que ndo sdo usados

como estados dos sistemas sfo atribuidos nesta etapa seguido as expressdes
b3,1(8) = b12(8) by 3(8) — b1 3(8) by(h)
b3a(t) = b13(8) by, 1 (8) = b1,1(8) by3(D)

b3 3(6) = b1,1(8) boa(8) —b12(8) by (D)

(80)

(81)

(82)

O raio de curvatura da terra nos eixos da plataforma também deve ser calculado

para uso em diversas expressoes
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. €e2cos(€(1) cos*(g(t)) sin((t))
) =———
a (83)
H)
i o(f) = — 2COSED) cOsp) | sin’(p() |~y 1
’ a 2a a2 a (84)
. e2 cosZ((t)) sin?(£(1)) 1 e2sin®(¢(t))  h(t)
Ip 1 (£) = - T — — -
' a a 2a a? (85)
. €2cos(£(D) cosH (1)) SIn(£ (1))
() =
a (86)
As saidas de velocidade sao calculadas de forma simples
Vo (£) = vi(f) +ovi(D) (87)
VOa(f) = vy(2) +6vot) (88)

2.1.9 Equacgdes de estado finais

Para a realizagao de simulacgdo do sistema, as equagdes anteriores sao reduzidas a

forma de equacgdes de estado

X)) = f(x)

onde x & o conjunto de variaveis de estado:

nD), oh(), vi(@®), var), vi(D), ovi(t), ovat), owWOI(), owly(t), dwO3(h), 61(),
6a(t), &), Y1), Y, Y3y, b11t), bi1a®), b3, byi(t), b)), b3

Nesta secdo, encontram-se as expressdes explicitas usadas para os valores da
derivada temporal das variaveis de estado. Estas expressdes foram obtidas a partir
das equacgdes gerais descritas nas se¢des 2.1.3 a 2.1.6. As variaveis presentes nas
equacdes que ndo pertencem aos estados mostrados na lista acima sao

determinadas passo a passo através das expressdes descritas na se¢ao 2.1.8. Uma
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vez determinados os valores destas Ultimas a partir das variaveis de estado, elas

podem ser usadas programaticamente nas equagdes descritas a seguir.
As equagdes de estado de velocidade do modelo ideal sdo

abys(t) bys(t) 02

v 1-¢e2 b3,3(l‘)2

2v3(8) ba3 (1) Q+2 v (1) b3 3(1) QL+ ay(f) — v3(£) wat) +va(t) ws(£)

V' (8) = =2 h(t) bys(t) by3(t) Q* -

abya(t) bys(r) Q2 N

\ 1 =2 b;33(2)?

2v3(8) b1 3(H) Q=2 (1) b3 3(6) Q+ ax(t) + v3(t) wi(t) —vi(t) ws(t)

v (8) = =2 h(t) bys(t) by 3(t) Q2 -

vi'()=0

As equagdes de estado para o modelo de erros de velocidade ficam

Vi’ (1) = =8h(t) bi3(t) ba3(t) Q%+ v(t) 05(8) by 3(1) Q1+
6Va(1) 02(8) b1 3(8) Q + v3(t) 63(8) by 3(8) Q2+ 6v3(8) O5(F) by 3(F) -
26v3(8) ba3(8) Q= va(£) 61(2) ba3(£) Q- 6v2(8) 61(1) bos(t) Q + 2 6va(t) by3(t) -
v3(£) 01(1) b3 3(8) 2~ 6v3(£) 01(8) b33(8) Q.+ Say(t) + ws(t) V(1) — wy(t) V3 (1) —
gnorm6x(f) — as(t) 02(1) + ax(t) 03(¢) — ghormpo(f) — as(t) Yat) + ax(t) Y3 (f)

vy (1) = —6h(t) bys(t) b33() QX+ 2 8va(t) b3 () Q—vi(f) B2(2) bzt Q-
Ovi(2) 02(8) by 3(6) Qo+ vi() 61(2) bas(t) O+ Vi) 61(8) by 3(f) A+
v3(£) 83(8) ba3(8) Q.+ 6v3(t) O3(8) by 3(t) L~ 2 6v (1) b3 3(f) Q. —
v3(8) B2(8) b3 3(8) Q= 8v3(F) 62(2) b3 3(t) QL+ Say(t) —wy (L) V(8 +wy(t) Sv3(t) +
gnorm6;(f) +a3(t) 61(f) — ai(t) 63(¢) + gnormyr (¢) + az(t) () — ai(t) Y3 ()

A variavel de altura e suas equagdes de estado foram incluidas no modelo, muito embora

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

sejam desconsideradas para o sistema em estudo. As alturas para o modelo gravitacional sdo

retiradas das medidas GPS.

K@) =w)

sh'(t) = dv;(0)

(94)

(95)
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Como resultado do processo de linearizagdo, obtém-se um conjunto de equagdes

de estado na forma:

x(k+1) = A(K).x(K)+B(K).u(k)
y(k+1) = H(k).x(k) (108)

mas como os valores de x, A, B e H sdo em grande parte estimados, o valor de y
gerado nesta equacgdo também é uma estimativa. Desta forma, a equagao acima

que pode ser re-escrita para os valores estimados

%k + 1) = Ak).x(k) + Blk).u(k)
k+ 1) = H(k).x(k) (109)

onde A(k), B(k) e H(k) sao matrizes obtidas a partir do processo de linearizagao das
equagoes caracteristicas da planta para o instante k, e u(k), x(k) e y(k) séo
respectivamente a excitacdo do sistema (aceleragdes), o vetor de variaveis de
estado e o vetor de saidas no instante k. As quantidades assinaladas com o sinal (*)

sao as estimativas no modelo para as mesmas quantidades na planta.

Dada a equacéao de estado nao linearizada da forma:
flxxu p,t)=0 (110)

onde se introduz p, que é o vetor de parametros que definem o modelo de erros. A

linearizacdo no ponto tx po, %) pode ser descrita da seguinte maneira:

0 0 0 d
——j.rza—f(P—Po)Jr a—f(u—uo)+7f'(x—xo) o

ax r u X I‘:‘—XO, [—Io,ll—llo (111)
definindo

af of _ @ af
-— =K()> —f =A(t)> —f =KRn ¢ —f =R

dx dx Au ap (112)
com

ofi -  of - of - af;

K;j: , Ajj= > Bi.j: e N

ax;, T ax;T T oy T dp; (113)
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podemos escrever a equacao de estado
x(£) = A().(x(t) = x0) + B(t).(u(t) — u0) + R().(p(t) — p0) (114)
onde
A =K AW, Bty =Ko B e Rt =Ko R (115)
Para o tempo discreto, realiza-se novamente a aproximacao:
Alk) = "%t (116)

sendo &t o intervalo de amostragem. Quando &t for pequeno, pode-se evitar a

exponencial matricial com uma aproximagao de primeira ordem

ARy =1+ A@®) &t (117)
Ainda

B(k) = B() (118)
R(K)=R(1) (119)

A linearizag#o da equacdo de saida parte da relagéo

gy, x, p,1)=0 (120)
dg Og ag dg
-—— =—(p-po)+— (u—uUp) + — (x — xp)
ax ap au 6_x x=.\'0) l':o,llzuo (121)
tomando
F;] 0
——g*=M(f), & —Hpn e - =F®
dy dx dp (122)
sendo
d — g
Mj:_gll_ij=&eF',}:é_
ay. T oy pj (123)

obtém-se
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YO = yo = F(0).(p — po) + H(#).(x(t) — x0) (124)
com
H) =M™V H e Fo =My Fo (125)

com a condicdo de M nao ser singular.

2.1.11 Identificagio de estados da plataforma inercial

A partir dos ensaios em voo ou em solo, o estado da plataforma inercial deve ser
identificado para a obtengédo das inclinagdes em relagéo a vertical local da mesa de
posicionamento da plataforma inercial. Com este objetivo, faz-se necessaria a

utilizacdo de um filtro de Kalman associado ao modelo de erros expresso nas segoes
215,216e21.7.

Modelo de Atualizagéo
erros - dos estados
| 7y
.
Dados d.e VOO Filtragem
ou ensaio ™ Kalman
< Modelo de

"| navegagao

FIGURA 7 IDENTIFICAGAQDO ESTADO DO SISTEMA INERCIAL
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O vetor de estados estimados da plataforma X é identificado utilizando-se um filtro
de Kalman. O filtro de Kalman é aplicado sobre o sistema dinamico discreto,

considerando-se as equag¢ées de espaco de estado na forma

x(k + 1) = A(k).x(k) + B(k).u(k) + wk)
Yk + 1) =H(k).xtk +1)+wk) (126)

Onde w(k) é o ruido de processo com covariancia Q, e v(k) é o ruido de observacao,
com covariancia Ry. Assume-se que os sinais de ruido w(k) e v(k) sdo processos
aleatdrios estacionarios com distribuicdo normal e média nula. Apesar de possuirem
uma definicao explicita em termos das grandezas w(k) e v(k), as matrizes Qx e R,

sao fundamentais ao comportamento do filtro de Kalman.

A previsao da estimativa do estado no tempo k+1 depende da estimativa no tempo k
e da saida no tempo k+1. Primeiramente as equagdes de estado sao utilizadas para
realizar a estimativa do vetor de estados no tempo k+1 chamada %k + 1 | £) com base

na previsao obtida para o tempo k, X(k| k) utilizando a expressao

Xk + 11k = Ak) Xk k) + Blk).uk)
Wk +1)=HKk).Xk+11k) (127)

Na implementagdo do filtro estima-se a matriz de covariancia P(k) dos erros de
estimagao das variaveis de estado. A estimativa da matriz P(k+1]k) de covariancia
de erro de identificagdo do estado a partir de seu valor P(k|k) no tempo k é dada pela

expressao
Pk + 1| k) = Ack).P(k | k). Ak) + O, (128)

Onde é a matriz de covariancia de erros intrinsecos ao processo. De onde o ganho

do filtro de Kalman K(k) € dado pela expresséo

Kik) = Pky. Hky' (H(ky. PRy Hik) + R,)™ (129)

Desta forma encontra-se a estimativa de X(k+1|%k+1)com base no erro de

predicao de saida através da expressao:

e+ 11k+ D) =K.k + 1) -Hk+ 1) + Xk +11k) (130)
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Com a correcao, aplicando o ganho, a matriz de covariancia deve ser corrigida mais

uma vez através da expressao
Pk+1k+DH) = -Kk).Hk).Pk+1|k) (131)

Onde / é a matriz identidade. Combinando (127) e (130), obtém-se a expressao da

malha de identificagao:

Sk + 1| k+ 1) = (Ack) — Kok). H(k). 5k | k) — K(k).5(k + 1) (132)

que é estavel se (A(k) — K(k). H(k)) for estavel.

Para a determinacéo das matrizes Qx e R, foram consideradas as fontes de erro
conhecidas do sistema. Estas sao as derivas aleatorias dos giroscopios e dos
acelerbmetros. Estes afetam as equacgdes (96) a (98) e as equagdes (92) e (93). A
determinagfo dos erros na saida é dependente dos erros de posicionamento GPS que variam
no processamento de cada ensaio. De um modo geral, para a plataforma em questfio, o erro
relacionado a coordenadas e inclinagdes do sistema pode ser considerado 40 arco-segundos,
que corresponde a uma varidncia de 4 x 10 rad®. Para as velocidades, utilizou-se uma
variancia de 8 x 10>, Desta forma, a matriz R, foi assumida diagonal, com os elementos

e(y;) definidos para cada saida.

Também seguindo este raciocinio, a matriz Qiy de covariancia de erros do vetor de
estados (processo) também é diagonal com valores correspondentes a cada estado

e foram finalmente definidos inicialmente em 4 x 107,

Os valores para os efros quadraticos nas variaveis de estado de erro de velocidade
foram ajustados por tentativa e erro. Os valores para o erro quadratico das saidas
de velocidades também sido estimativos. Observa-se que a robustez do filtro
depende dos valores escolhidos para estas matrizes. Com isto em vista, ainda foi
aplicado um fator g« a Matriz Qi,, para ajustar o comportamento da malha de

identificagao de estados.

Desta forma, obtém-se

Qk = gk Qi (133)
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A malha de identificagdo tende a acumular um erro muito grande quando ha um
desajuste grande dos parametros do modelo de erro, em especial, quando se trata
dos parametros que participam de integrais ao longo do tempo. Neste caso, usa-se
um ganho gx mais alto, que em geral aumenta o ganho da malha de identificagao de
estado. Quando o modelo de erros esta bem ajustado, o filtro de Kalman pode ser
desligado completamente, fazendo gx = 0, porque um modelo bem ajustado prevé
corretamente o comportamento do sistema real. Desta forma, o estado previsto nao
se afasta muito do estado real do sistema e a linearizagdo das equagdes dinamicas

permanece valida.

Finalmente, a identificacdo tem por objetivo final auxiliar o processo de gravimetria.
Os sinais dos acelerdmetros de gravimetria ndo sao levados em conta no processo
de filtragem, e sdo mantidos propositalmente independentes. Os graficos a seguir
mostram dois resultados de anomalia nos acelerdbmetros, apds a aplicagdo da
identificacdo de estado da plataforma ao mesmo ensaio em solo. Neste teste, o
sistema € iniciado com um erro conhecido grande nas condigdes iniciais, e espera-
se que o processo de identificagao acompanhe a trajetéria corretamente. Para o
grafico na figura 8, o fator gx = 1 foi utilizado . Para o grafico na figura 9 foi utilizado
gk = 2x107, com resultados muito melhores na anomalia obtida. A anomalia é a
diferenca entre a aceleragao vertical medida pelos acelerémetros de gravimetria e o

valor previsto com base na analise do estado da plataforma.

10 |-

Anom 1
[=]
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=
>
&
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FIGURA 8 IDENTIFICACAODO ESTADO DO SISTEMA INERCIAL
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2.2 Calibracao do sistema inercial

2.2.1 Introdugao

As equagdes 31 e 50 do modelo de erros contém constantes que procuram
caracterizar o desvio dos sensores inerciais do modelo ideal. Como ja visto, tais
constantes descrevem discrepancias nos sensores inerciais como deriva, erros de
fator de escala, erros na ortogonalidade dos eixos de referéncia e influéncia de
aceleragbes nas derivas dos giroscopios. A determinacdo destas constantes
individualiza o modelo de erros caracterizando a instrumentagao usada. O processo
de determinagdo destas constantes € chamado de calibragdo do sistema de
navegacao inercial. A calibragdo & usualmente feita utilizando-se testes em
laboratério aplicando movimentos e inclinagbes ao sistema e observando o

comportamento do mesmo.

O bloco de sensores inerciais do sistema de navegacgao analisado neste estudo, é
originalmente calibrado pelo fabricante e posteriormente montado no sistema
gravimétrico. Uma vez pronto o sistema, sao realizadas calibracbes em campo,
atraves de ensaios que utilizam perturbagdes conhecidas no funcionamento normal
do sistema de navegacao e observando-se o comportamento do sistema ao longo

das equacgdes de navegacao.

Este método de calibragdo pode ser melhorado com a utilizagao de dados coletados
em voo, durante a operac¢ao normal do sistema, quando ha manobras, acelerages e

grandes deslocamentos da aeronave.

Nesta sec¢do, os métodos originais para a determinagdo em campo dos parametros
do modelo de erro sao discutidos e posteriormente os métodos desenvolvidos sao

discutidos e os resultados avaliados.

2.2.2 Objeto da calibracao

O objeto do modelo de erros é a determinagdo da discordancia entre o
comportamento dos sensores inerciais reais e os sensores idealizados. As

discordancias contempladas sao as seguintes :
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» Os sensores diferem do modelo ideal por possuirem fator de escala nao

unitario e deriva nao nula.
e Os sensores apresentam uma disposigéo ortogonal imperfeita

e As aceleragbes causam precessdes nos eixos dos giroscopios

O modelo de erros é descrito pelas equacgdes 31 e 50. Os parametros utilizados

nestas equacgoes que caracterizam o bloco de sensores inerciais sao:

dap(t) derivas de acelerdmetros (referéncia da plataforma)

dw i(t) erro giroscopico LLLN

owO i(t) deriva de giroscopios (referéncia da plataforma)

di;(t) constantes de corregao de fator de escala e desalinhamento

dos giroscépios

Kij(t) constantes de correcdo para compensa¢ao do precessao

giroscopica causado por aceleragdes - desbalanceamento

ij(t) constantes de desalinhamento e de escala de

acelerometros

O objeto da calibracao é o de determinar tais pardmetros de maneira a minimizar a
discordancia entre o comportamento do sistema real e o do previsto pelo modelo. A

discordancia & quantificada pela seguinte fungéo objetivo:

T

= ;f (500 - 30)) (30 - ) s

(134)

onde y{t) € um vetor contendo as saidas da de interesse e j’(t)o resultado do

processo de identificagdo. O vetor de saida & composto por
vi(t) velocidades no referencial LLLN
ovi(t) erros de velocidade

voi(t) velocidade LLLN com erros
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A(t), longitude (navegacgao ideal)
£(t), azimute (navegacao ideal)

¢(t), latitude (navegacao ideal)

2.2.3 Discussio sobre o método

Estas saidas sdo coletadas ao longo de ensaios que podem ser testes em solo ou
em voo. ldealmente, os testes em solo deveriam ser realizados em bancadas com
atuadores e sensores para a realizagdo de movimentos controlados sobre o sistema.
Na pratica, tais bancadas sdao muito custosas, especialmente quando o sistema
possui dimensdes e peso consideraveis. Para o sistema em estudo, € possivel
realizar dois tipos de testes em solo. No primeiro, escolhe-se uma diregao de
alinhamento e realiza-se o ensaio de navegacao normal com o sistema parado. No
segundo, o programa embarcado de navegagdo adiciona um erro conhecido nas
condigdes iniciais de velocidade que resultam em um comportamento oscilatério de
cerca de 7 graus de amplitude. O vetor inicial de velocidade possui sempre a
mesma diregdo em relagdo ao meridiano, mas é possivel variar a posicao inicial dos

eixos da plataforma escolhendo-se uma orientagao para o alinhamento.

O diagrama da figura a seguir da uma visdo geral sobre o processo de calibragao:
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saida da
planta

Planta
(plataforma)

Y

Identificagao de
parametros e
condigdes iniciais

grupo de
ensaios
—

saida do

modelo

Modelo
(identificacao)

v

atualizacao de
parametros

Y

FIGURA 10 PROCESSO DE CALIBRAGAO

Apds um grupo de ensaios, as saidas geradas pela planta e pelo modelo sao
comparadas e uma atualizacdo nos parametros € gerada. Um novo grupo de

ensaios é feito para validar e possivelmente atualizar mais uma vez os parametros.

O modelo estimado do sistema de navegacdo é dado pela expressao 109 e

procuramos o valor de p-po na expressao 114 que minimiza o funcional

J = 'f(y(t) —)Az(t)]T.WZ.(y(t) _ )A/(t)] dt
) (135)

sendo
W = diagiw) (136)
onde w & um vetor coluna de pesos para as diversas saidas.

A solucao ¢ dada por
p— po=58m)""hn) (137)

com a matriz de sensibilidades S e a estimativa h da projegdo dos erros no espacgo
das variaveis a serem estimadas determinados cumulativamente da seguinte
maneira

hek+ 1) = (6) = 0) | T H vk + k)
(138)
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Stk+1) = wk) . Hk) .W2H(k) v(k) + (S(k)) (139)
onde
vk +1) = Ak vk) + R(k) (140)

com a sensibilidade R(k) dos estados em relagdo aos pardmetros definida pela

expressao 115, e com condi¢des iniciais

$(0)=0 e v(0)=R(0) (141)

2.2.4 Condigdes iniciais

Utilizando o método descrito na secdo anterior, obtém-se uma atualizagao de
coeficientes para um conjunto de ensaios. Uma das dificuldades na metodologia é a
determinagdo das condigbes iniciais para cada um dos ensaios, pois cada um possui

suas proprias condigdes iniciais para as variaveis de estado.

Cada ensaio deve possuir seu conjunto de condigdes iniciais da forma

Vi)
vy
1G]
(1)
&5(0)
(1)
Ylf)

¥ (142)

O progresso das variaveis de estado em cada ensaio depende do valor inicial das
mesmas. Desta maneira, o funcional J depende das condigdes iniciais. Cada ensaio
possui um conjunto de condigdes iniciais.

O funcional J pode ser desmembrado nas contribuigées individuais
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n
J:Z i
i=1 (143)

A propagacéao das influéncia de uma alteragdo nas condigdes iniciais na forma linear
da equacgao de estado é dada por

SX(k+ 1) = A.6X(k) (144)

sendo dX(k) a propagacao da perturbacdo das condigdes iniciais das variaveis de
estado no instante k e JX(0) a perturbagdo nas condigdes iniciais . A matrix de
sensibilidade Q; acumulada no instante k correspondente ao funcional J; é dada por

Otk + 1) = 6X,(k) Hik) W2 H(k).5X,(k) + (Q1k)) (145)

Torna-se possivel construir a matriz de sensibilidade aumentada

(S 0 o0 0 )
0 o 0 0
0 0 0 ... O (146)

sendo n o nlimero de ensaios e 9i os valores finais das seqiiéncias Q(k) . Da
mesma forma, também é possivel definir a proje¢do Zik+1) acumulada do erro no
espaco das variaveis de perturbacao das condig¢ées iniciais através da seqiiéncia

Zk +1) = (k) = (k). W.H(k).0X(k) + Z(k) (147)

analogamente ao caso da matriz de sensibilidade S, pode-se aumentar o vetor R(k)
da expressao 140 de calculo das restricdes da seguinte forma

[ R
A

M=| 22
Zn (148)
o vetor

P-Do)
X1
-1
XZO = Sa\_gM

X (149)
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minimiza o funcional J e contem as atualizagdes dos parametros com as condi¢ées
iniciais de cada ensaio.

2.2.5 Influéncia da filtragem Kalman na determinacio de parametros

Em determinadas circunstancias, as determinagdes dos parametros se torna dificll,
em especial, quando o desvio é suficientemente grande para que nao seja possivel

compensar as nao linearidades.

Neste caso, o uso de filtragem se faz indispensavel para que o estado do modelo

esteja suficientemente préximo do estado da planta, e a linearizagao continue valida.

O filtro de Kalman prové uma realimentacao linear a partir dos erros nas predicdes
de saidas providenciando atualizagdes nas variaveis de estado conforme esquema a

seqguir:

Planta
(plataforma)

h 4

Modelo (vetor
de estados X) ®

b

KK)H(k) g

atualizagdes
6X

FIGURA 11: DETERMINAGCAO DE PARAMETROS E INFLUENCIA DO FILTRO DE KALMAN

Onde K{(k) € o ganho do filtro dado pela expressao 129, e H(k) é a matriz de saida
das equacdes lineares de estado 108. A equacao de estado do modelo com o filtro

de Kalman acoplado, fica
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x (k+1) = (A (k) -K (k) H (k) x (k) + K (k) y (k) (150)

Desta forma, para realizar a determinagcao de parametros com o modelo sendo
atualizado pelo filtro de Kalman, basta fazer a substituicdo a seguir, nas expressoes
(140) e (144)

A (k) « A (k) -K (k) H (k) (151)

Foi observado que esta técnica deve ser usada com cuidado, especialmente na
determinagao de parametros cujo efeito se faz sentir mais ao longo de intervalos de
tempo maiores, como é o caso de Ow, que sofre integracdo dupla antes de

influenciar uma das saidas.

Para que este efeito seja menos importante, faz-se necessario que o conjunto de
ensaios leve a um sistema bastante determinado, ou que a influéncia do filtro de
Kalman seja de alguma forma diminuida. Em geral, a tltima estratégia é preferivel, e
o modo de implementagao usado € o de multiplicar a matriz Q,’ por um fator gx =0,
sendo que gx = 0 desliga a malha de filtragem. Na pratica, deve-se escolher um
valor que permita um compromisso entre uma melhor determinacao destes

parametros e a validade dos estados determinados pelo filtro.

2.2.6 Inclusdo de restrigcoes

A determinacgao dos parametros através da equacgao (149) nao contempla restricdes
gue surgem do relacionamento entre alguns dos parametros. Estas restricbes podem

ser expressas na forma de equacgodes nao lineares do tipo
r(p) =0 (152)

Estas podem ser linearizadas para o vetor de parametros p em torno de py

n

J
rp)-r(p) =y B; i~ Po)

i=1

(153)

As restrigOes linearizadas podem ser escritas na forma matricial



) ADEDEDEDEDEDEDESEDEDEDED EPED ED D I I

D

) )

J

60
Hp)—r(po) =R(p— po) (154)
A expressao para o residuo quadratico J pode ser dada por
J=J(p=-p)—(p—p)Sp-p (155)

onde p é o valor étimo de p para a expressédo 137 e J(p- pg) ,& 0 valor da funcéao

objetivo quando p=p5.

A minimizacdo de J dadas as restrigdes r pode ser re-escrita para o funcional

Jy=AR(p = po)+ (p—P)'S(p-p) (156)

onde A é um vetor de multiplicadores de Lagrange. A obten¢édo de p que minimiza

min {/} & a solugéo de

op (157)

requerendo que p satisfaca as expressdes

AR(p—po)+ (p—P)'S=0 (158)
e
R(p—po) =0 (159)

A expressao de p que satisfaz as condigdes acima é

R (po-p) +P (160)

p= (R5™R")
Consideragoes:

e Na expressao (160), a matriz R S R’ ser singular indica que néo é possivel

melhorar o funcional J sem que as restricbes sejam violadas.
» Na expressao (160),a matriz S ser singular indica que a solugao nao € unica

e Em geral, a matriz S é mal condicionada e é recomendado tomar-se a

pseudo-inversa.
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2.3 Processamento

O processo de gravimetria culmina em uma subtracdo entre aceleragbes medidas
por sensores inerciais e sensores nao inerciais. No caso deste trabalho, os
sensores inerciais sdo acelerdmetros de corda e os nao inerciais sao os sinais de

posicionamento GPS.

A Figura 1 abaixo representa esquematicamente o fluxo dos dois tipos de sinais. O
processo caracteriza as etapas de alinhamento temporal e de complementacéo entre

os sinais, pertencentes ao nivel 1 de fusdo multi-sensorial (HALL e LLINAS, 1997).

Diferenciagao
. L para compensacao
Sensors inerciais »| re-amostragem > compensacio » dinamica
dinamic
a +
Diferenciagao -
— — para aceleragdes compensac¢io
sensores nao-inerciais | re-amostragem > & compensacao » dinamica
dinamica

FIGURA 12: FLUXO DOS SINAIS DOS SENSORES DE POSICIONAMENTO INERCIAIS E NAO-
INERCIAIS

A subsecao 2.3.1 explica a necessidade de uso intenso de filtros de resposta finita
em métodos de gravimetria. A subsecido 2.3.2 explica o processo de filtragem
casada, no qual dois sinais de amostragem diferentes sdo reamostrados apoés
passarem por filtros de anti-aliasing com respostas em freqiiéncia quase idénticas.
A subsecao 2.3.3 detalha os passos de processamento GPS, enquanto a subsegao
2.3.4 explora o processo usado para a detecgdo de falhas e remogdo das mesmas.
A subsecao 2.3.5 discute brevemente o processo de diferenciagdo usado para os
sinais. Ao fim, a subsecéo 2.3.6 expée o0 método usado para modelagem dinamica

do sistema sensor/GPS, bem como as razdes para a modelagem e suas limitagoes.

» Og
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2.3.1 Introdugio aos filtros utilizados

Para aero-gravimetria, algumas dificuldades no tratamento de sinais tornam

importantes algumas escolhas na estrutura dos filtros utilizados.

Em primeiro lugar esta o fato de o resultado final de processamento ser influenciado
diretamente por falhas no sinal GPS que possuem caracteristica muito concentrada
no tempo como “spikes” e degraus resultantes de erros na solugao de ciclos (“cycle-

slips”).

Outra dificuldade é a presenca de trechos nos dados onde o ruido causado pela

dindmica da aeronave é elevado, como manobras e trechos turbulentos.

Os sinais GPS devem estar perfeitamente sincronizados aos sinais dos sensores

inerciais.

Por estes fatores, a utilizacdo de filtros de resposta finita (FIR) torna-se muito
desejavel, pois a influéncia de falhas nos sinais ficam limitadas a um intervalo
limitado, e possuem resposta em fase muito facil de compensar (processo trivial, no

caso de pds-processamento).

2.3.2 Filtros casados

2.3.2.1 Introdugdo

Para que os dados de duas fontes de dados sejam combinados efetivamente, o
tratamento individual de cada fonte de dados deve ser idéntico. A comparagao entre
aceleragcbes medidas por GPS e acelerdmetros inerciais deve ser feita com a
precisao melhor que 10° m/s? para efetuar a medida da anomalia de aceleragdo
vertical com precisao suficiente para que atinja o nivel necessario para mapeamento
geofisico. A primeira etapa de processamento € o de reamostragem dos sinais GPS
e inerciais para uma taxa de amostragem comum, o que exige a aplicacao de
filtragem anti-aliasing. Para tanto, as seguintes caracteristicas foram buscadas para

o projeto dos filtros:
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e Acuracia condizente com as necessidades aplicacdo, no caso ao nivel de 10®

m/s?

e Harmonizagao das taxas de amostragem a menor daquelas dos sinais obtidos

por GPS e pelos acelerdbmetros inerciais
« Na banda passante, a ondulagéo deve ser inferior a 0.02 dB (0.25%)
o Resposta linear em fase

A primeira condi¢ao surge diretamente da precisdo requerida para a obtengdo do
sinal de anomalia. O processo de reamostragem a uma taxa comum é necessario
para possibilitar a comparagao (subtragdo + modelagem) entre os dados GPS e
inerciais. Esta pode ser vista como especificagdo para rejeicao ao ruido de modo

comum.

A condigao sobre a ondulagéo no ganho da faixa passante surge da relagao entre a
precisao requerida e a amplitude total da anomalia, que usualmente fica dentro da
faixa de 2x10°. . Esta condicao € equivalente a uma especificagao de fidelidade de

reposta para o modo diferencial ente os sinais de entrada.

A resposta linear em fase simplifica enormemente o poés-processamento, e é
satisfeita para os filiros de resposta finita do tipo |, que sao simétricos e possuem um
numero impar de coeficientes, resultando em atraso de fase correspondente a um

numero inteiro de amostras.

Os filtros casados obtidos usando-se a metodologia descrita na se¢do 2.3.2.3.1 a
seguir satisfazem estas condigoes. Para efeito de comparagao, tambéem foram
projetados filtros de ordem semelhante utilizando-se aproximagéo polinomial, o

metodo de Parks-McClellan, e uma simplificacao da técnica de casamento.

2.3.2.2 Discussdo tedrica

Para satisfazer a caracteristica de resposta linear em fase os filtros escolhidos
devem ser baseados em janelas de resposta finita do tipo |, que sao simétricos em
torno de um coeficiente central, que possuem atraso equivalente a um namero

inteiro de amostras, facilmente corrigivel em pds-processamento.
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As janelas de Dolph-Chebyshev (Dolph, 1946) possuem caracteristicas em sua
resposta em freqiiéncia que podem ser utilizadas para as finalidades propostas
acima. A resposta em freqiiéncia destes filtros é baseada nos polindmios de
Chebychev, construidos de tal forma que o filtro resultante é finito e realiza a fungao
de transferéncia de forma exata no intervalo continuo de freqiiéncias
correspondentes a uma dada taxa de amostragem. Desta forma, dada uma
freqUiéncia de corte final, é possivel construir filtros finitos que apresentarao resposta
quase idéntica quando os sinais forem reamostrados para a mesma taxa de
amostragem inferior. Para isto, basta que a frequiéncia de corte e o ganho sejam os

mesmos, no ponto de vista da taxa de amostragem objetivada.

O uso de filtros de resposta finita tipo | resulta em uma resposta linear fase dos
mesmos. Para o caso deste estudo, em que os dados sdo poés-processados, é

possivel realizar a suavizagao sem distorgao de fase.

A expressao para a reposta da janela Dolph-Chebyshev em funcao da freqiéncia
normalizada 0 & dada por (DOLPH, 1946)

g [)
Tn(cos[i)sec(f))

F@,6,)=
T Tsed%))

(161)

Sendo 6. a frequéncia de inicio da banda de atenuagdo do filtro no sentido Esta
expressao resulta em um polindbmio com argumento Cos(6/2) que pode ser escrito

na forma

n

> e

%=0 (162)

Se o comprimento do filtro for tomado em n+1, impar, o polindmio de Chebychev
tera ordem n par e possuindo coeficientes somente nas poténcias de ordem par,

podendo assim a expressao (162) ser reescrita na forma:
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S di ()

k=—n (163)

onde dgx sdo os coeficientes do filtro de resposta finita implementando F(0, 68.). O
uso do argumento Cos(6/2), e a utilizagdo de uma funcgao polinomial para descrever
a resposta do filtro resultam em um filtro de resposta finita que realiza perfeitamente
a funcao de transferéncia F(0, 8;). Esta caracteristica desejavel da janela Dolph-
Chebyshev permite a sintese de filtros com respostas idénticas. Supondo a razao
entre as taxas de amostragem de dois filtros ser r> 1, a fungao de transferéncia do
filtro de taxa maior é igual a daquele de taxa menor se a freqiiéncia de corte B¢, do

primeiro e 8.1 do segundo se relacionarem pela expressao

01 =16 (164)

O objetivo é o projeto de filtros anti-aliasing para os dois sinais tendo em vista a re-
amostragem posterior para a taxa de amostragem mais baixa entre ambos os sinais.
Dois fatores importantes impedem que os dois filtros sejam idénticos. O primeiro
resulta do fendbmeno de “aliasing” que resulta da re-amostragem aplicada ao sinal de
taxa mais alta. Este efeito pode ser suficientemente reduzido através da
especificagdo de um ganho suficientemente baixo na faixa de atenuagdo. O
segundo efeito surge da dependéncia entre fator de atenuagédo e a ordem do filtro,
que € um numero inteiro, o que resultara em identidades aproximadas. Para as

ordens de filtros consideradas aqui, a aproximacgao é excelente.

No entanto, a reposta do filtro de Dolph-Chebyshev nao é a resposta desejavel para
a aplicacdo em questdo. Para obter um filtro de resposta plana ao longo de uma
faixa de fregiiéncias, a resposta espectral da janela protétipo deve passar por uma
forma de convolugdo no dominio de freqténcias, que pode ser feito de duas
maneiras. Na primeira, realiza-se uma soma discreta de cépias da janela espectral
modificadas usando-se deslocamento espectral (OPPENHEIMER e SCHAFER,

1989, p. 57)através da seguinte expressao
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hyk) =htk)y e *%... —n<k <n (165)

onde h(k) representa o coeficiente k e dw é o deslocamento espectral desejado. O
deslocamento espectral deve ser calculado com base no numero de lobulos
necessarios para a cobertura da faixa passante para o filtro desejado e é calculado

através da expressao

6p
Hy, (166)

ow

Onde 8, ¢é afrequéncia de passagem do filtro e n, 0 nimero de I6bulos adicionais a
serem gerados a partir da janela base. Uma vez gerados os lébulos necessarios,
estes sdo somados para obtencao do filtro passa-baixas final. A relacdo entre as

respostas individuais de cada filtro esta esquematizada na figura 13.

Na segunda maneira, realiza-se a convolugdo do espectro com a fungéo

bloqueadora em freqiiéncia dada pela expressao

0<8 <
7]

1,
0 =
J {0, p<Osm (167)

A convolucao pode ser realizada através da seguinte expressao, conforme exposto
em (OPPENHEIMER e SCHAFER, 1989) pp. 447-457

{ Iy, (k) = hk) Slﬂ;‘gp ]

Iy(0) =1 (168)

-n<k=zn k+0
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FIGURA 13 COMPOSICAQ DO FILTRO PASSA BAIXA

A utilizagao de ambos os métodos produz resultados semelhantes. Para o método
de soma discreta, € possivel obter uma resposta suficientemente plana, desde que
se gere um numero suficientemente grande de janelas com deslocamentos cobrindo
toda a banda passante. Ambos os métodos resultam em uma janela finita que
guarda as caracteristicas desejaveis essenciais da janela prototipo. Casando-se as
janelas protétipo Dolph-Chebyshev projetadas para os dois sinais originais,
aplicando-se sobre ela os métodos de soma discreta ou convolugédo, temos dois

filtros resultantes passa-banda com respostas casadas.

Como acontece com filtros desta natureza, surge um compromisso entre suas

diversas caracteristicas, a saber:
e aplanura da resposta em frequéncia
e aatenuagao na faixa de corte

¢ o comprimento da faixa de transigao
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e a ordem do filtro

Para a soma discreta, a  planura da resposta depende do numero de I6bulos
usados e da largura individual da faixa passante de cada um deles. Quanto maior a
largura da faixa passante e quanto maior o nimero de l6bulos, mais plana a

resposta do filtro.

A atenuacao na faixa de corte depende da largura da janela prototipo e da ordem
dos filtros individuais. Quanto menor for a largura e maior a ordem, maior a

atenuacao.
O comprimento da faixa de transicdo depende da largura da janela protétipo.

A manutencao das caracteristicas da funcao de transferéncia do filtro depende da

manutenc¢ado das caracteristicas dos I6bulos individuais.

Desta forma, os fatores cruciais para o projeto individual das janelas que compdéem o
filtro sdo o fator de atenuacao e a largura do I6bulo, que por sua vez determinam a

ordem do filtro.

Da expressao 161 obtém-se que o valor da atenuagéo G, da freqiiéncia de corte 6. e

os comprimentos dos filtros relacionam-se segundo a expressao:

acosh(G)

o )

n-1=R

(169)

onde R(.) é a fungao de arredondamento.

Como a ordem do filtro € um numero inteiro, ha uma limitagdo nas possiveis
combinagdes de atenuacgao e largura para os lébulos individuais. Para que duas
janelas em amostragens diferentes sejam equivalentes, a seguinte expressao deve

ser verdadeira:
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! m-1 cosh™! !
=(m — ———
5 cos( %7

(n1 -1 cosh™!
cos(
(170)
sendo nq € nz os comprimentos escolhidos a priori usando a expressao (169), e 6¢
e B, as larguras dos ldbulos das janelas Dolph-Chebyshev relacionadas pela
relagéo r entre as taxas de amostragem originais conforme a expressao (164) .
Buscando uma solugdo aproximada para (170) e (164) , obtém-se as janelas

casadas.

O projeto do filtro comega com uma especificagao tentativa para a atenuagdo G dos
l6bulos e os valores de 0.y e 6. escolhidos com base no numero de Iébulos
necessarios para preencher a banda passante conforme a expressao (166). Através
da expressao (169), encontram-se os valores de n; e n,. Devido ao
arredondamento, o ganho G para cada filtro altera-se ligeiramente. Os valores de
B¢1 e B2 sao alterados na solugdo numérica das equacgdes (170) e (164). Se o filtro
final nao satisfaz a condi¢do de atenuacgao requerida o processo é repetido para um
valor inicial de ganho diferente, levando a comprimentos diferentes dos filtros e a

solucdes diferentes para as equacgdes (170) e (164).

Uma vez obtida a janela base pelo procedimento descrito acima, as janelas
adicionais sao geradas utilizando-se deslocamento espectral e somadas para a

obtencao do filtro final.

A seguir, dispdem-se resultados e comparagdes entre filtros obtidos por processos
de projeto diferentes, procurando-se as caracteristicas descritas acima. Uma
discussao sobre a metodologia de projeto para cada um dos outros filtros usados é

dada no preambulo de cada secao.
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2.3.2.3 Resultados

Para efeito de comparacdo entre resultados, foram projetados pares de filtros

casados de acordo com trés metodologias diferentes:

filtros casados usando-se os procedimentos descritos acima

o filtros aproximadamente casados com o0s mesmos parametros de
comprimento e ganho dos l6bulos mas sem a resolugdo aproximada das

equacdes (170) e (164) para o valor de Iébulos

» filtros projetados por aproximacgéo polinomial (quase 6tima por polindmios de
Chebychev)

e filtros projetados por aproximac¢ao polinomial usando a metodologia de Parks-
McClellan (PARKS e MCCLELLAN, 1972)

O ganho procurado para a atenuacgéao foi de 150 dB de atenuagéo. O desempenho
quanto a planura para todos os filtros ficou muito acima da especificagao de 0.02 dB
do projeto. Todos os filtros nas comparagbes abaixo foram realizados com
aproximadamente a mesma ordem, para que os desempenhos sejam comparados
em base de igualdade. A taxa do primeiro filtro foi considerada 9 vezes superior a
do segundo filtro. A freqliéncia normalizada de corte para o filtro destinado a taxa
alta de amostragem foi de 0.42/9 w e para o filtro destinado a baixa amostragem foi
de 0.42 m. A resposta do primeiro filiro foi reamostrada na taxa do segundo para

comparacgao entre ambos.

Os sinais de entrada fornecidos aos filtros foram impulsos digitais. As saidas dos
filtros foram reamostradas usando técnicas no dominio em freqiiéncia. Os graficos
mostram as respostas em magnitude e fase dos filtros projetados para cada
amostragem e as respostas sdo comparadas ap6s reamostragem. Quatro valores
sdo mostrados para comparagdo entre os filtros: a energia do sinal de diferenca
entre as respostas dos sinais reamostrados, os comprimento e as atenuagdes dos
dois filtros usados para tratar os dois sinais de entrada. A tabela a seguir mostra a

comparagao entre 0s mesmos
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TABELA 1 RESULTADOS COMPARATIVOS PARA TECNICAS DE PROJETO DE FILTROS
CASADOS
Residuo Comprimento | Comprimento | Erro Atenuacgao
do filtro 1 do filtro 2 maximo
na faixa
de
passagem
Filtro casado | 3.-61784e- | 237 2129 2e-8 190 dB
015
Passa baixas | 5-61475e- 237 2129 2e-4 90 dB
por 007
interpolacao
Passa baixas | 2.867%e- 237 2131 le—4 85 dB
por Parks- | oos
McClellan
Especificagao
de
freqlencias
Passa baixas | 1-57134e- | 237 2129 le-7 213 dB
por Parks- | 007
McClellan
Especificacao
de erros
Filtro quase 4.37805e- 223 2003 217 dB
casado 010

A seguir discutem-se os resultados individuais para cada metodologia utilizada.

2.3.2.3.1 Filtro casado

Os resultados para o filtro casado mostram uma atenuagao bem superior a 150 dB

(1ppm), resultado de experimentacdo com diversos valores iniciais para os

comprimentos dos filtros. As figuras 14 e 15 mostram as respostas em frequéncia

dos filtros projetados.
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As respostas ao impulso foram obtidas, reamostradas e tanto a resposta quanto a

diferenga entre as respostas podem ser vistas na figura 16.
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FIGURA 16 DIFERENGCA DE RESOPSTAS DOS FILTROS NA AMOSTRAGEM FINAL (SUPERIOR
IMPULSO, INFERIOR DIFERENGA NO TEMPO)

A figura 17 mostra o espectro do sinal de diferenga. Nesta observa-se uma
concentragcdo da poténcia do erro na faixa de transigdo do filtro. Este fenémeno

ocorre nao so para este caso como para os demais analisados nesta secéo.

Dependendo dos parametros de projeto usados, a solugdo das equacgdes (170) e
(164) resultam em filtros que quase nédo apresentam esta concentracéo na faixa de
transig&o. Isto sugere que, no caso deste tipo de filtros, o ligeiro descasamento se
deve provavelmente aos erros inerentes tanto a solugdo numeérica das equacdes

quanto aos de precisdo numérica no calc<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>