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RESUMO

O grande numero de modelos constitutivos existentes, apresentados com
diferentes graus de clareza e generalidade, e a terminologia variada tornam a
compreensio dessa drea da Mecéanica dos Solos tarefa dificil.

Com o intuito de contribuir para a mudanga dessa situagfio, foram escolhidas
duas classes de modelos, os elastoplasticos e os hipoplasticos, para um estudo
comparativo.

O primeiro passo ¢ elaborar uma teoria da Elastoplasticidade, na linha da
moderna Mecanica do Continuo, cujas principais caracteristicas sio: obediéncia ao
principio da objetividade material, a tensdo como solugio de equacdo diferencial
hipoelastica ¢ como resposta & deformagdo imposta, o emprego exclusivo de tensores
definidos na configuragio corrente, como parece adequado para solos. Mostra-se que
esta Elastoplasticidade e a Hipoplasticidade compartilham caracteristicas fundamentais,
mas tratam de modo muito distinto o fendmeno da irreversiblidade.

O modelo Cam-Clay é reconstruido e generalizado com o auxilio das equagOes
elastoplasticas propostas. SolugGes analiticas sio obtidas em trajetérias retilineas de
tensdo.

Na segunda parte deste trabalho ¢ proposta uma nova equagdo hipoplastica, que
envolve quatro constantes caracteristicas do material, bem conhecidas na Mecinica dos
Solos. Seu desempenho no confronto com resultados de diversos ensaios de laboratorio
com um solo siltoso (particularmente, ensaios triaxiais com diferentes trajetérias de
tensdo) e com as previsdes do Cam-Clay esta entre medianamente bom e bom. A
inexisténcia do dominio elastico em Hipoplasticidade proporciona uma resposta mais
realista que as do Cam-Clay (assim como de outros modelos elastoplasticos) nas
trajetorias de tensdo em que ocorre diminui¢#o da tensdo octaédrica.

A equagdo ¢é capaz de reproduzir fendmenos e caracteristicas importantes do
comportamento dos solos, como o estado critico, a envoltéria de resisténcia, o
comportamento normalizado, o comportamento em deformagdes proporcionais, as
mudangas de comportamento em diferentes trajetorias de tensdo e deformagao.

A simplicidade da equagdo proposta permite uma analise de seu comportamento
global que auxilia na sua compreensio e comparagio com outros modelos. Os
resultados principais sdo as solugBes analiticas nas deformagdes proporcionais e um
quadro sintético de respostas.



ABSTRACT

The great number of existing constitutive models, presented in different degrees
of clarity and generality, and the varied terminology make the comprehension of this
area of Soil Mechanics a difficult task.

With the aim of contributing to change this situation two classes of models,
hypoplastic and elastoplastic models, have been chosen for a comparative study.

The first step is the development of a theory of Elastoplasticity in the lines of
modern Continuum Mechanics, the main characteristics of which are: obedience to the
principle of material objectivity, the stress as the solution of a hypoelastic differential
equation and as a response to an imposed deformation, the exclusive use of tensors
defined at the current configuration as it seems suitable for soils. It is shown that this
Elastoplasticity and Hypoplasticity share fundamental characteristics but treat
irreversibility in quite different ways.

The Cam-Clay model is reconstructed and generalized with the help of the
proposed elastoplastic equations. Analytical solutions are obtained in straight stress
paths.

In the second part of this work a new hypoplastic equation is proposed involving
four material constants which are well-known in Soil Mechanics. Its performance in the
prediction of results of several laboratory tests on a silty soil (especially triaxial tests
along different stress paths) and as compared to Cam-Clay predictions lies between
fairly good and good. The inexistence of an elastic domain in Hypoplasticity allows a
more realistic response than that of Cam-Clay (as well as of other elastoplastic models)
in stress paths in which the octahedral stress is reduced.

The equation is able to reproduce important soil characteristics and phenomena
as critical states, strength envelope, normalized behaviour, behaviour in proportional
deformations, changes in behaviour in different stress or strain paths.

The equation is simple enough to allow an analysis of its global behaviour,
helping the comprehension and the comparison with other models. Main results are
analytical solutions in proportional deformations and a synthetic response portrait.



Lista de Simbolos

A, : a parte anti-esférica (com trago nulo) de um tensor A.

AT o transposto de um tensor 4.

A™: o inverso de um tensor A.

|l4]| : norma de um tensor A.

A:B : produto interno de dois tensores A e B, definido por A:B = tr(4"B).
D : tensor estirante (“stretching”), a parte simétrica de L.

D’ : estirante elastico.

DP : estirante plastico.

E : tensor de deformagéo infinitesimal.

S Sym—R: fungio de plastificagio.

F : gradiente da deformagio.

I4, 114, 111, : primeiro, segundo e terceiro invariantes principais de um tensor A.
[ : primeiro invariante de T (I = Ir).

J : segundo invariante de T, (J =11, ).

k : pardmetro de endurecimento.

L : gradiente espacial da velocidade.

Lin : conjunto dos tensores (de 2°. ordem).

Lin": conjunto dos tensores com determinante positivo.
Orth : conjunto dos tensores ortogonais.

Orth" : conjunto dos tensores ortogonais com determinante positivo.
Psym : conjunto dos tensores simétricos, positivos-definidos.
p = (o, + 20,)/3 : tensdo octaédrica.

g = Cq - G, tensdo desviadora.

R : conjunto dos numeros reais.

Skw : conjunto dos tensores anti-simétricos.

Sym : conjunto dos tensores simétricos.

¢t tempo.



T : tensdao de Cauchy.

T, : a parte anti-esférica de T.

o]

T : taxa corrotacional (de Jaumann) de T

trA : trago de um tensor A.

W : tensor girante (“spin”), a parte anti-simétrica de L.
0: tensor nulo.

1. tensor identidade.

Vf: o gradiente de f.

€. : deformagdo logaritmica axial.

g, : deformagdo logaritmica radial.

&y = €, + 2¢, : deformagdo logaritmica volumétrica.
Y = &4 - &, : distor¢ao logaritmica.

o, : tensdo axial.

o, ; tensdo radial.

n=ql/p.
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1.1

1 INTRODUCAO

1.1 OBJETIVOS

A primeira parte deste trabalho foi motivada pela situagio atual no campo dos
modelos constitutivos para solos.

O grande nimero de modelos existentes, apresentados com diferentes graus de
clareza e generalidade, e a terminologia variada tornam a compreensio dessa area da
Mecénica dos Solos, a comparagao entre eles e a escolha de um deles para uma aplicagio
especifica, tarefas dificeis.

Diante deste quadro, foram escolhidas duas classes de modelos, os elastoplasticos
e os hipoplasticos, para um estudo comparativo que envolve uniformizagio e
generalizagio'.

A maior parte dos modelos constitutivos para solos, seguindo o caminho aberto

pelo Cam-Clay na década de 1960, baseia-se na Elastoplasticidade® classica. Esta teoria,

' O autor desenvolveu parte deste estudo comparativo no Instituto de Geotecnia e Tineis da
Universidade de Innsbruck, Austria.

% Neste trabalho (com excecdo da segdo 1.2, que contém um resumo histérico), emprega-se o termo
Elastoplasticidade para designar as teorias conhecidas mais comumente por Plasticidade (as que contém
elementos como fungdo de plastificagio, dominio eldstico etc). Neste contexto, entende-se por
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ndo tendo sido incluida na revisio da Mecanica do Continuo feita nas décadas de 1950 e
1960, permaneceu com pontos obscuros. Por exemplo, ela nio obedece ao principio da
objetividade material, segundo o qual o comportamento dos materiais deve ser
independente do referencial do qual se observa o movimento, ou, em outros termos, uma
rotagdo rigida imposta a um corpo ndo deve alterar o estado de tensdo. Além disso nela a
deformag@o ndo ¢ tratada com generalidade suficiente. Ao contrério, a Hipoplasticidade,
proposta por Kolymbas na segunda metade da década de 1970 em Karlsruhe, Alemanha,
como generalizagdo da Hipoelasticidade, nasceu no idmbito da moderna Mecénica do
Continuo, suas equagdes sio definidas com clareza e obedecem ao principio
mencionado.

O primeiro passo neste estudo comparativo (capitulo 2), foi elaborar uma teoria
da Elastoplasticidade, na linha da moderna Mecénica do Continuo, em que 0 movimento
determina a tensdo (a resposta do material), cujas equagdes obedegam ao principio da
objetividade material e que sejam adequadas como base de modelos para solos. Mostra-
se que esta Elastoplasticidade, a Hipoelasticidade e a Hipoplasticidade compartilham
caracteristicas fundamentais.

No capitulo 3, o modelo Cam-Clay ¢é reconstruido e generalizado com o auxilio
das equagdes elastoplasticas apresentadas no capitulo 2.

Na segunda parte deste trabalho ¢ proposta uma nova equagio hipoplastica, cuja
criagdo foi motivada por dois problemas de carater diferente.

Em primeiro lugar houve um motivo pratico, especifico: a representagio do

comportamento de um solo siltoso submetido a ensaios de laboratério, sobretudo ensaios

Plasticidade uma classe mais ampla, que inclui Elastoplasticidade e Hipoplasticidade. Pode-se dizer que
a Hipoplasticidade ¢ uma teoria da Plasticidade sem dominio eldstico.
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triaxiais com diferentes trajetérias de tensdo. O surgimento da nova equagio constitui-se
num passo seguinte de uma linha de pesquisa liderada pelo Prof. Carlos de Sousa Pinto,
na qual foi criado, por ele proprio, o modelo SUEF (Pinto e Nader, 1994) e foi estudado
e aplicado o modelo Cam-Clay (Nader e Pinto, 1994), entre outros. E importante dizer
que, antes que se empreendesse a criagio de uma nova equagdo, tentou-se aplicar
equagbes hipoplasticas existentes aos ensaios triaxiais com diferentes trajetorias de
tensdo realizados com esse solo siltoso, mas a qualidade da previsdo foi ruim. Restou,
entdo, trabalhar na criagdo da nova equagio, que resultou ser uma da mais simples
equagdes hipoplasticas, se ndo a mais simples. Apesar da simplicidade, a qualidade de
suas previsGes € razoavel ou boa, na comparagdo com resultados experimentais de uma
variada gama de ensaios (capitulo 5). O desempenho da nova equagdo é confrontado
com o do Cam-Clay perante a mesma série de experimentos.

O segundo motivo € mais genérico e relaciona-se a conveniéncia em ter-se uma
compreensdo global do tipo de resposta que uma certa equagdo hipoplastica fornece. As
razdes pelas quais 0 modelo Cam-Clay é bem aceito e bem conhecido sdo que é simples,
que descreve fendmenos importantes do comportamento dos solos, mesmo que
quantitativamente possa falhar, e que pode ser explicado com auxilio da superficie de
plastificagdo, da superficie do estado critico, da superficie limite de estado. Com a
Hipoplasticidade a situago ¢ diferente: uma andlise qualitativa global do comportamento
tedrico, mesmo das equagdes mais simples, ¢ muito complexa, restando aos
pesquisadores fazer analises locais (para cada estado de tensio) com auxilio das
envoltorias de respostas de Gudehus (1979), ou realizar experimentos numéricos,
necessariamente limitados em niimero. Assim, o segundo motivo a que se referiu acima é

a criagdo de uma equagdo simples, que represente fendmenos basicos do comportamento
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dos solos e que, através de uma analise qualitativa, produza um quadro de referéncia de
respostas tedricas com o auxilio do qual ela possa ser compreendida de forma global
(capitulo 6). Pelo menos como meta, pretendia-se que a nova equagdo hipoplastica fosse
para os modelos hipoplasticos o que o Cam-Clay & para os elastoplasticos.

A nova equagdo envolve constantes bem conhecidas na Mecénica dos Solos, o
que facilita sua determinagéo e a interpretagio de resultados.

Ao longo de todo o trabalho, estdo presentes conceitos e simbolos usados na
moderna Mecinica do Continuo, tais como aparecem nos livros de Gurtin (1981) e
Truesdell e Noll (1965), aos quais se remete o leitor, caso necessario.

Na proxima se¢do, traga-se um breve histérico da evolugio das equagdes
constitutivas para solidos e sua aplicagdo em Mecanica dos Solos, mostrando o contexto

em que surgiram a Hipoplasticidade e as modernas teorias da Elastoplasticidade.

1.2  APANHADO HISTORICO

(Esta sinopse ¢ ilustrada pela linha do tempo da pagina 1.9)

Desde o comego do século, a Elasticidade Linear e a Plasticidade Perfeita ja eram
empregadas em engenharia, em particular em Mecénica dos Solos, como pode ser
constatado no classico Theoretical Soil Mechanics, de Terzaghi, publicado em 1943. No
primeiro capitulo deste livro, o autor divide em problemas de deformag&o e problemas de
ruptura os casos praticos da Engenharia Geotécnica que requerem uso de teorias da

mecanica dos solidos. Na solugdo dos primeiros era usada a Elasticidade Linear. Para os
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problemas de ruptura a Plasticidade Perfeita fornecia resultados uteis, como, por
exemplo, para o célculo da capacidade de carga de fundacdes diretas.

Na década de 1950, a Teoria da Plasticidade conheceu um periodo de evolucio,
em que se destacam o livro /ntroduction to the Mathematical Theory of Plasticity, de
Hill (1950) e varios artigos (Drucker, 1950, 1959, 1966, Drucker e Prager, 1952, Hill,
1958, Prager, 1949). As pesquisas focalizavam, além da Plasticidade Perfeita, a
Plasticidade com endurecimento. As pesquisas em Plasticidade desenvolviam-se numa
linha que pode ser chamada Mecanica Aplicada, caracterizada pela proximidade com as
aplicages e por um rigor menor do que o da Matematica. Mais claramente, nas teorias
desenvolvidas nessa linha o problema da deformagéo de sélidos ndo é tratado de forma
geral, hipéteses as vezes ndo sdo claramente separadas de resultados, teoremas incluem
hipéteses tacitas.

Drucker, Gibson e Henkel (1957) mostraram como os novos conceitos da Teoria
da Plasticidade podiam servir para representar fendmenos importantes da deformagio
dos solos. Simultaneamente pesquisas experimentais importantes vinham sendo feitas na
Inglaterra. Sob a lideranga de Roscoe, o grupo da Universidade de Cambridge iniciou, no
final da década de 1950, a elaboragdo de uma teoria para o comportamento dos solos
partindo do conceito de estado critico. Incorporando os novos conceitos da Teoria da
Plasticidade, que, como mostrado por Drucker, Gibson e Henkel, eram promissores,
chegaram, pouco antes da metade da década de 1960, ao modelo Cam-Clay (Schofield e
Wroth, 1968, Roscoe e Burland, 1968).

Também no inicio da década de 1950, um grupo de matematicos liderados por
Truesdell e Noll iniciava uma revolugdo na Mecanica do Continuo. Comegaram a

reorganizar a disciplina desde os conceitos mais primitivos. Criaram uma teoria geral do
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comportamento dos materiais, reorganizaram antigas teorias como a Elasticidade e a
Viscoelasticidade e criaram novas equagdes constitutivas como as da Hipoelasticidade.
Esta linha de pesquisa, conhecida como Mecénica Racional, caracteriza-se pela
generalidade com que trata a deformagdo dos materiais, pela clareza e rigor matematico.
Os principais avangos foram publicados no Archive for Rational Mechanics and
Anlaysis. O trabalho realizado até o inicio da década de 1960 foi condensado em dois
volumes do Handbuch der Physik : The Classical Field Theories (1960) de Truesdell e
Toupin e The Non-Linear Field Theories of Mechanics (1965) de Truesdell e Noll. A
influéncia do tratado The Non-Linear Field Theories of Mechanics pode ser notada em
todo trabalho importante no campo da Mecanica do Continuo (aplicada ou ndo)
publicado depois de 1965. Truesdell e Noll ndo abordaram algumas teorias tais como a
Plasticidade por nfo se enquadrarem na teoria dos materiais simples de Noll’, e,
especialmente, por ndo obedecerem a um principio fundamental da mecénica do continuo
na forma mais rigorosa dada por eles: o principio da objetividade material. A partir de
entdo, na mesma linha, continuaram as pesquisas em Elasticidade, Viscoelasticidade,
Termodindmica do Continuo etc. Em Plasticidade, os primeiros esforgos para
desenvolvé-la na linha da Mecanica Racional devem-se a Pipkin e Rivlin (1965) e Owen
(1968, 1970), iniciando a teoria dos materiais com dominio elastico, e a Green e Naghdi
(1965). Nos trabalhos de Lee e Liu (1967) e Lee (1969), na linha de Mecanica Aplicada,
surge a idéia de decompor o gradiente da deformagdo em produto de fatores elastico e

plastico. A teoria dos materiais com dominio elstico prossegiu na Mecanica Racional

> Em 1972, Noll publicou uma nova teoria dos materiais simples, mais ampla, elaborada com a

finalidade de abranger teorias anteriormente excluidas, como a Plasticidade.
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com Silhavy (1977), Lucchesi e Podio-Guidugli (1988, 1990, 1995) e Lucchesi et al.
(1992,1993)*. Essas teorias modernas da Plasticidade sdo as vezes identificadas pelo
termo Plasticidade Finita.

Voltando a Mecénica dos Solos, apds o surgimento do Cam-Clay, abriu-se nova
linha de pesquisa. Outros modelos foram propostos, alguns deles semelhantes ao Cam-
Clay, mas com leis de endurecimento mais complexas (p. ex., Mroz ef. al., 1979).
Contudo, tal evolugdo processa-se até hoje, em grande parte, na linha tradicional,
desconsiderando a revolugdo da Mecénica do Continuo, seus principios fundamentais e
as modernas teorias da Plasticidade mencionadas no paragrafo anterior, que se
desenvolvem simultaneamente.

A teoria de Elastoplasticidade desenvolvida nesta tese procura aproximar-se da
linha da Mecénica Racional mas ¢ diferente das modernas teorias de Plasticidade,
voltadas a0 comportamento dos metais. Uma diferenca importante é que, ao utilizar
equagOes hipoelasticas, a teoria apresentada nesta tese ndo privilegia nenhuma
configuracdo de referéncia, como parace apropriado para solos.

Uma linha de pesquisa inovadora em modelos constitutivos para solos, inspirada
na moderna Mecénica do Continuo, surgiu no final da década de 1960, na Universidade
de Karlsruhe, Alemanha, conduzida por Gudehus. L4, Kolymbas (1978) propds uma
generalizagdo da Hipoelasticidade, que passou a ser chamada Hipoplasticidade. Como se

sabe, na equagio constitutiva da Hipoelasticidade est4 presente uma fungio linear do

* Mais informagdes sobre a evolugdo da Plasticidade moderna sio dadas por Antman (1995),

que também resume pontos problemdticos da Plasticidade classica, e por Naghdi (1990).
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tensor estirante D (a parte simétrica do gradiente espacial da velocidade). Kolymbas,
abandonando a linearidade em D, produziu uma equagdo capaz de representar a
irreversibilidade de deformagdes que se observa nos solos. E interessante que, com um a
Unica equagdo, pode-se representar o comportamento em carregamento e
descarregamento. O capitulo 4 traz mais informagdes a respeito da evolugdo da
Hipoplasticidade®.

Atualmente, a Hipoplasticidade ¢ estudada sobretudo no Instituto de Geotecnia e
Taneis da Universidade de Innsbruck, Austria, dirigido pelo Prof. D. Kolymbas, € no
Instituto de Mecénica dos Solos e das Rochas da Universidade de Karlsruhe, Alemanha,
dirigido pelo Prof. G. Gudehus. Comparagdes entre Hipoplasticidade e
Elastoplasticidade sdo encontradas em trabalhos de pesquisadores da 4area de
Hipoplasticidade (p.ex., Kolymbas, 1993, Niemunis, 1993) e tém também a finalidade de
divulgi-la entre os estudiosos de Elastoplasticidade (consulte-se, por exemplo, na home
page www uibk.ac.at/c/c8/c813/res/hypopl.html, uma breve analise comparativa com o

interesse de divulgagdo, elaborada pelo autor desta tese).

> Deve-se mencionar que pesquisadores de Grenoble, Franga, desenvolveram um modelo chamado Cloe
(Chambon et al. 1994), cujas equagdes sdo semelhantes a algumas equagdes hipoplasticas.
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2.1

2  HIPOELASTICIDADE, HIPOPLASTICIDADE E

ELASTOPLASTICIDADE

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo faz-se um estudo comparativo de Hipoelasticidade,
Hipoplasticidade e de uma teoria da Elastoplasticidade, proposta nesta tese, procurando
deixar claros os conceitos e hipoteses empregados. Mostra-se que essas teorias possuem
caracteristicas fundamentais em comum.

Para a Mecénica dos Solos sdo mais importantes a Hipoplasticidade e a
Elastoplasticidade, pois nelas, principalmente na segunda, esti baseada a maioria dos
modelos constitutivos. A Hipoelasticidade foi incluida, e ¢é termo comparativo
importante, porque dela surgiu a Hipoplasticidade como generalizagdo e também porque
as equagdes constitutivas da Elastoplasticidade, tal como construida nesta tese, sdo
hipoelasticas.

As equagdes elastoplasticas deste trabalho originam-se de uma modificacio das
equagdes constitutivas da Elastoplasticidade classica e pretendem substitui-las como
fundamento de modelos para solos. Assim como nas teorias nascidas na moderna
Mecédnica do Continuo (p.ex. Hipoelasticidade) ou sob sua influéncia (p.ex.

Hipoplasticidade), mas em contraste com a Elastoplasticidade classica, nesta teoria da
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Elastoplasticidade a tensdo representa a resposta do material & deformagio imposta e
suas equagdes obedecem ao principio da objetividade material. Apesar dessas diferengas
importantes para com a Elastoplasticidade classica, existem bastantes semelhangas para
que os modelos constitutivos para solos baseados na teoria classica possam ser
reconstruidos facilmente com a teoria proposta, como, por exemplo, foi feito com o
modelo Cam-Clay (capitulo 3). As equagdes elastoplasticas mais gerais obtidas
contemplam o amolecimento, ndo incluido na teoria tradicional, e sdo uma evolugio do
material apresentado por Nader (1995). Embora apenas o caso de endurecimento
isotropico seja abordado, a extensdo para endurecimento isotropico e cinematico
combinados segue essencialmente a mesma linha, tendo ja sido feita, porém ndo sera
apresentada.

E preciso mencionar que, nos ultimos trinta anos, equa¢Bes constitutivas
elastoplasticas que obedecem ao principio da objetividade tém sidos propostas como
corregdo da teoria classica (veja-se o capitulo 1). Porém, para a maioria dos autores, o
foco de aplicagio esta nos metais, 0 que imprime as suas teorias caracteristicas que as
tornam inadequadas para os solos e, portanto, sdo sensivelmente diferentes da
apresentada neste trabalho. Acontece que nessas teorias existe uma configuragdo de
referéncia preferencial, o que ndo ocorre com os solos. Parece mais apropriado, em
Mecanica dos Solos, trabalhar com tensores de tensdo e velocidade de deformagio
definidos na configuragio corrente: utilizam-se nesta tese a tensdo de Cauchy e o
gradiente espacial da velocidade. Em Mecanica dos Solos interessa saber que alteragio
ocorrera na tensdo, a partir do estado atual, se for imposta uma certa deformagio.

Um ponto de divergéncia entre algumas teorias modernas de Elastoplasticidade

encontra-se no modo como ¢ feita a separagio da deformagdo em partes elastica e
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plastica. A maioria dos autores tem preferido trabalhar com a decomposi¢io em produto
do gradiente da deformagio (p.ex. Lucchesi et al, 1992). Da forma como estd
organizada a teoria apresentada neste trabalho, nenhuma decomposi¢io é necessiria
enquanto defini¢Ges e critérios gerais sdo expostos, depois do que, para que um paralelo
com outras teorias fique mais claro, faz-se a decomposigdo em soma do tensor estirante
(a parte simétrica do gradiente espacial da velocidade). Ndo obstante, pode ser mostrado
que, sob certas hipéteses, as duas formas de decomposi¢io podem conviver. A escolha
dos tensores que medem a velocidade com que se altera a tensio e a velocidade de
deformagio também divide os pesquisadores. Aqui trabalha-se com a taxa corrotacional
da tensdo de Cauchy (a derivada de Jaumann) e com o gradiente espacial da velocidade,
ao passo que, na Elastoplasticidade classica, empregam-se as derivadas comuns da
tenséo de Cauchy e do tensor de deformagdo infinitesimal, fazendo com que a equagio

constitutiva resultante ndo obedega ao principio da objetividade material.

2.2 PROPRIEDADES BASICAS

A Elastoplasticidade, da maneira como é construida neste trabalho, a
Hipoelasticidade e a Hipoplasticidade possuem propriedades basicas semelhantes,
conforme sera mostrado a seguir. As importantes diferengas que ha entre elas serdo
discutidas nas segdes posteriores deste capitulo, quando cada uma dessas teorias sera

tratada separadamente.
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Consideremos o gradiente da deformagdo num ponto do corpo dado por uma
fungdo de classe C' do tempo F=F (2), definida num intervalo /, e que, num instante
t =1, de I, a tensdo nesse ponto seja T,. Em geral o gradiente da deformacio ¢ dado
por uma fungio de classe C' por partes e a descrigdo seguinte aplica-se a subintervalos
em que a restrigdo dessa funcio é de classe C'.

Nas equagbes constitutivas tomardo parte os tensores estirante e girante,
definidos por D = sym(F(O)F ' (¢)) e W = skw(F(1)F~ (1)), respectivamente, em que
sym indica a parte simétrica de um tensor, enquanto skw indica sua parte anti-simétrica, e
0 ponto superposto representa derivada em relagéo ao tempo.

Tanto para os materiais elastoplasticos como para os materiais hipoel4sticos e
hipoplasticos, a tensdo de Cauchy T(f), que representa a resposta a deformagio
especificada num certo intervalo, ¢ a solugdo de uma equagio diferencial ordinaria

T =h(T,D)+WT -TW ,
com a condigdo inicial T(f,)=T,. A fun¢do h deve ter propriedades que garantam
existéncia e unicidade da solugéo.

Normalmente exprime-se a equagdo acima usando a derivada de Jaumann (ou
o .
taxa corrotacional de T) definida por T =T —-WT + TW :

T = (T, D). @)
Esta € a equagdo constitutiva basica das teorias examinadas neste capitulo. Em
Elastoplasticidade, ha equagGes constitutivas subsidiarias.
Os materiais sdo caracterizados, em parte, pela fungdo A, a qual se impdem certas

restrigdes, que podem ser divididas em dois grupos. O primeiro grupo ¢ de restrigdes



independente do observador (veja-se, por exemplo, Truesdell anqd Noll, 1965).

A tensdo de Cauchy, syg taxa Corrotacional e ¢ tensor e

Stirante transformam-
uma mudangg (e observador,

dois referenciais,

Matematicarnente, O principio da objetividade Material requer que, se7. DeT

satisfazem (2.1), entsg T, D ¢ T", relacionados 2L, DeT porumg mudanga de

observador arbitraria, também 4 satisfacam:

QIO"QT :h(QTQT,QDQT) para todo

tensor ortogonal Q. Como T=puT D), entio deve valer-

OWT, D)Q7 ~ kQTQ", oDg7 )
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velocidade de deformagdo ou da velocidade de aplicagdo da tensdo. De modo mais
preciso, a tensdo num certo instante depende da seqiéncia de deformagdes sofridas pelo
material e ndo da velocidade com que estas deformagdes tenham sido impostas.
Matematicamente, essa exigéncia traduz-se da seguinte forma:

Dado F(r) definido em [0,0), seja T(7) a solugdo de (2.1) com a condigdo inicial
T(0)=T,. Consideremos agora uma fungio diferenciavel e estritamente crescente o(1)
definida [0,%), com o(0) =0 (uma fungdo como esta é chamada fungio de mudanga da
escala de tempo) e um novo gradiente de deformagio definido por F(f) = F (c(2)), que

representa uma seqiéncia de gradientes de deformagdo idéntica a anterior, mas
percorrida com diferente velocidade (enquanto na segunda deformacgio um certo

gradiente ¢ atingido num tempo 7, na primeira deformagdo o mesmo gradiente é atingido

num tempo o.(7)). Note-se que F(0) = F(0). Pode-se calcular facilmente:
F(1) = a(t)F (a(1),
D(t) = a(t)D(ou(?)),
W) = a(OW (o).

Deseja-se que a resposta em termos de tens3o seja a mesma, isto é, que a um mesmo

valor do gradiente corresponda a mesma tensdo. Impde-se, portanto, que
T(t) =T(a(t)) seja solugio de (2.1), qualquer que seja o(f) com as propriedades
mencionadas no paragrafo anterior. A condigdo inicial estd satisfeita porque

T(0) = T(o/(0)) = T(0) = T,. Com f(t) =a()T'(o(f)) e as relagSes acima, obtemos:

T(1)=a() ;«x(t» = (T (1), D(t)) = h(T (ou(1)), 6() D(cu(1)))

Mas, por hipétese, 10" (o(®)) = K(T (au(r)), D(0u(2))) . Assim,
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(D R(T (o (1)), D(au(1))) = A(T (0u(t),0.(1) D(u(2))) .
Como F(f) e o(f) (e, portanto, cu(f)) sfo arbitrarios, deduz-se que k deve ser

positivamente homogénea de grau 1 em D (com qualquer nimero real positivo a, pode-

se construir o(f) = at ).

b) Restri¢ées determinantes de algumas propriedades

b.1) Restri¢io imposta pela existéncia da superficie do estado critico

E observado em experimentos que os solos, quando submetidos a certas
deformagdes com distorgdo crescente, tendem a um estado, chamado critico, em que a
taxa de variagdo volumétrica e a taxa de variagio de tensdo tendem a zero. Em termos
gerais, devem existir pares (T, D), com trD = 0, que satisfagam A(T,D)=0 e os

primeiros elementos de todos esses pares devem formar a superficie do estado critico.

b.2) Restriciio imposta pela existéncia de comportamento normalizado

Observa-se em experimentos com alguns solos o que se chama de
comportamento normalizado. De forma geral, pode-se expressa-lo matematicamente do
seguinte modo:

Consideremos que o material, inicialmente sob tensdo T(0) =T, seja submetido
a deformagdo com gradiente F = F(r) e que sua resposta seja T = T(f), que satisfaz a
equagdo (2.1). Seja, agora, o mesmo material, inicialmente sob tensdo T (0) =AT,,
A > 0, submetido a deformagdo com mesmo gradiente F = F(¢). Dizer que o material

tem comportamento normalizado significa dizer que a solugdo da equagdo (2.1) é, neste
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ltimo caso, T = f‘(t) =AT(¢). Examinemos as conseqiiéncias desta propriedade,

notando, em primeiro lugar, que a condigio inicial estd verificada f’(O) =AT,.

Comparando
T - WF +TW = i, D) = kAT, D)
€
T —WT +TW = AT ~WAT + \TW = AT = \I(T, D),
obtemos

h(AT,D)=AKWT,D).
Dada a arbitrariedade das grandezas envolvidas, conclui-se que & deve ser positivamente
homogénea de grau 1 em T.
Se evocarmos esta propriedade de homogeneidade, concluimos que, se T
pertence a superficie do estado critico (A(T,D)=0), entdo AT também pertence,

qualquer que seja A positivo: a superficie do estado critico é conica.

2.3 HIPOELASTICIDADE

Consideremos o gradiente da deformagdo num ponto do corpo dado por uma
fung@io do tempo de classe C': F = F(f) e que, em f = f;, a tensdo é Tp. Nos materiais

hipoelasticos a resposta é dada por T(¢) satisfazendo T(t5) = To e

T = i(T. D) (2.2)
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em que a func@o k € linear em D.

Uma propriedade importante dos materiais hipoelasticos é a chamada

reversibilidade, conferida justamente por ser & linear em D.
Para esclarecer este ponto, estudemos a resposta dos materiais hipoelasticos num
ciclo de deformag@o cujo gradiente, no intervalo de tempo [0, 25] é dado por:
it F =F(f), 0<t<b
> F,=FQ2b-t), b<t<2b (2.3)
A fungdo F ¢ definida num intervalo de niimeros reais contendo [0,5], e é de classe C'.

Nota-se, entdo, que o gradiente percorre uma curva, primeiro num sentido, depois

noutro.

Seja T, =T,(¢) a solugdo de (2.2) no intervalo [0, 4], com a condigdo T,(0) =T,
Serd provado que a soluggo de (2.2) no intervalo [, 2b], com a condigio T,(2b)=T,, ¢
T, =T,(t)=T,(2b-t) e que, portanto, a trajetoria de tensio é a mesma do intervalo

precedente, a menos do sentido de percurso, que agora é o contrario. De fato, usando as

relacdes:
FE,=-FQ2b-1)
D, =-D(2b-1)
W,=-W(2b-1)

verificamos, por substitui¢do, que T, = T, (¢) = T,(2b-1) é solugdo de (2.2):

T, = (T,,D,)+ W,T, -T,W,,
—T,(2b—1) = (T, (2b — 1),-D(2b — 1)) - W (2b - )T, (2b — 1) + T,(2b - )W (2b - 1) e,
dai

2

T,(2b ~ 1) = h(T, (26 - 1), D(2b - 1)) + W (2b = )T,(2b 1) ~ T, (2b - W (2b ~ 1)
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que ¢ verdadeira, por hipétese. A condigdo T,(2b) = T,(0) =T, também est4 satisfeita.

Com isso foi mostrado que a tensdo também completa um ciclo, e dizemos que
ha reversibilidade. E importante enfatizar que essencial para a existéncia desta
propriedade ¢ valer i(T,—D) = —h(T, D). Isto ocorre em Hipoelasticidade, mas ndo em
Elastoplasticidade e Hipoplasticidade, como veremos nas se¢des seguintes.

Finalmente, deve-se chamar a atengdo para o carater restrito dos ciclos de
deformacdo considerados. Algumas vezes interessa-nos conhecer o comportamento do
material em ciclos mais gerais em que apenas os pontos inicial e final coincidem. Nestes
casos ocorre irreversibilidade também em Hipoelasticidade, a menos que a equagio

hipoelastica seja a de um material elastico.

2.4 HIPOPLASTICIDADE

Consideremos o gradiente da deformagio num ponto do corpo d=-
fungdo do tempo de classe C': F = F(¢) e que, em ¢ =1,

hipoplasticos a resposta ¢ dada por T(¢) satisfazendo T(/

;‘ = h(T, D)
em que a funcdo k é estritamente positiva homog’
ah(T, D) para todo D nio-nulo e todo T, se e

Logo, a fungdo A € ndo-linear

irreversibilidade com uma unica equagdo,
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demonstragio da se¢do anterior). Num ciclo de deformagdo como (2.3), a tensdo ndo

realiza um ciclo.
Todas as equagSes hipoplésticas ja propostas tém a seguinte forma (veja-se, por
exemplo, Kolymbas, 1991):
T =hT, D)= L(T)[D]+|D|N(T) (2.9)
que, por isso, merece atengio especial. Para cada T, L(T) é um tensor de quarta ordem

invertivel e N(T) é um tensor de segunda ordem; D|=+trD* é anorma de D.

Para que (2.4) obedega ao principio da objetividade material, as fungdes
(T,D) > L(T)[D] e T > N(T) devem ser isotropicas.

Além disso, L(T) e N(T) devem ser tais que produzam a superficie do estado
critico, caso se deseje representar esta caracteristica fundamental do comportamento dos
solos. Recordando o que foi visto na se¢fo 2.2, diz-se que (7, D), com D n3o-nulo, é um

par de estado critico, se T e D satisfazem simultaneamente:
T = L(T)[D] +|D|N(T) = L(T)[D + |D|LT) [N =0, (2.5)

trD =0 (2.6)
Os primeiros elementos de todos esses pares formam a superficie do estado

critico.
Por ser L(T) invertivel, (2.5) é equivalente a
D=|DILT)[N(T)] . 2.7)
Uma vez que D nio ¢ nulo, a equagfo acima implica:
lLenyiveny|=1 (2.8)
Substituindo (2.7) em (2.6) obtemos

tr(L(T) " [N(T)]) =0. (2.9)
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Ou seja, se (T, D), com D ndo-nulo, é um par de estado critico, entdo T e D satisfazem
(2.7) e T satisfaz (2.8) e (2.9), que devem definir a mesma superficie, restringindo assim
L(T) e N(T).

Suponhamos agora que T satisfaga (2.8) e (2.9), mostraremos que este T, junto
com D=—oL(T)"[N(T)] , a>0, forma um par de estado critico. Como (2.8) esta
satisfeita por hipotese, decorre o =|D|| e, portanto, (2.7) se satisfaz. Como (2.9) esta
satisfeita por hipétese, (2.6) também esta.

Ainda no dmbito da eq. 2.4, é possivel e conveniente isolar D , em alguns casos.
Eo que ocorre quando se deseja simular ensaios de laboratdrio nos quais se impde a

trajetoria de tensdo. Para isso, aplicamos L(T")™ a ambos os membros de (2.4):
L)' [T)= D+ L) IN@OID|
Introduzindo, por simplicidade, 4= L(T)™ []o‘] e B=L(T)"'[N(T)], obtemos:
D=A- B|D| (2.10)

Vamos analisar trés casos e, em cada um, determinar D, se possivel. Auxiliara a
interpretagdo ressaltar que [|B|=1 (cf. 2.8) e B:B=1 sio equivalentes e definem a
superficie do estado critico.
I) A = 0 (equivalente a T = 0): resulta D=B|D|. Se |B|=1, qualquer D da forma
D=-aB, a0, ¢ solugio; se ndo, D = 0 ¢ a Unica solugdo.
IT) B = 0 (equivalente a N(T) = 0): resulta D=A = L(T)"" [70‘] :
yA=0eB=+0.

Fazendo o produto interno de cada membro de (2.10) por si mesmo, obtemos:

(B:B - )|D|* —24: B|D|+ A:A=0
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cuja solugdo serd procurada no conjunto dos nimeros reais positivos (como A # 0, entdo
0 ndo € solucdo). Depois de determinado |D||, D é encontrado por (2.10).

a) Se B:B=1 e A:B>0, a solugdo ¢ |D|=A4:A4/24:B e, portanto,
D=A—(A:A/2A4:B)B.

b)Se B:B=1, A: B<0, ndo ha solugio.

¢) Se B:B <1, o produto das raizes da equagido do segundo grau i

ha apenas uma solug&o (raiz positiva) que é:

A:B-.\(4:B)* - A A(B:B-1)
B:B-1

|Dl=

d) Se B:B> 1, caso as duas raizes

AB+ (4B} - A ABB-))
B:B-]

sejam reais positivas, ambas sdo solugdo; sendo (se ndo ha raiz real ou se ha duas raizes
reais negativas) nfo ha solugao.

Da analise feita acima conclui-se que, se B:B <1 (regido definida como interior

da regido limitada pela superficie do estado critico), entdo T determina D univocamente.

2.5 ELASTOPLASTICIDADE

Consideremos o gradiente da deformagdo num ponto do corpo, dado por uma

fungdo do tempo ¢,
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F:I=[ablcR—>Lin", F=F() ,
de classe C.
A resposta do material elastoplastico é caracterizada pela fungio T/ — Sym,
que associa a cada instante f a tensio de Cauchy T'(f). Na descri¢do da resposta do

material aparecerd a fungfio k:/ — R, que associa a cada instante ¢ o pardmetro de

endurecimento k(¢).

Na exposi¢do da teoria ser4 feita mengfio & derivada de uma fungfio do tempo

num extremo do intervalo fechado em que esté4 definida, significando derivada unilateral.

2.5.1) Fungdes constitutivas

O material elastoplastico é caracterizado por trés fungdes constitutivas:
A:Sym — Lin(Sym),
B:Sym — Sym ,
(sendo Lin(Sym) um espago de tensores de quarta ordem) e a fungdo de plastificagfo:
f:Sym—> R,
de classe C.
O principio da objetividade material imp®e restrigdes a essas fungdes, conforme

sera visto nas proximas secdes.

2.5.2) O dominio elastico e a superficie de plastificacio

Em cada ¢ €/, o conjunto
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E(t) = {M eSym/ f(M) < k(1)},
chamado dominio eléstico, é uma regido fechada e conexa, sua fronteira,
OE(t) = {M eSym/ f(M) = k(t)},
¢ a superficie de plastificagdo, que € regular, visto que f € diferenciavel.
E um axioma desta teoria que
T(t)€E(r), Vtel. (2.11)
O fato de um certo T pertencer ou ndo & superficie de plastificagio nio deve
depender do observador. Por isso, estabelece-se, como mais um axioma, que f seja
objetiva, isto é:
£(QTQ") = f(T)
para todo T € Sym e todo Q € Orth, ou seja, a fun¢do de plastificagdo deve ser
isotropica, podendo ser expressa como uma fungdo de I, IIr e Iy, os invariantes
principais de T existe g:R®> — R, definida por g (Ir, Iz, IlIy) = £ (T).
Mais adiante sera empregado o gradiente da fungio de plastificagdo, V£ (T), que,
como ¢ possivel demonstrar, também é isotrépico:
V(QTQ") = QVf(T)Q"

e, portanto, objetivo.

2.5.3) A resposta do material

Suponhamos que em 7, €[a,b] a tensdo seja T, e o pardmetro de endurecimento

seja k,, satisfazendo o axioma estabelecido em (2.11): f(T,) < k,.
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Especifica-se agora a resposta do material, isto ¢, a fun¢do ¢ > T'(¢), juntamente
com a fungdo £ > k(), em subintervalos J =[f,,1], a<t, <t <b. Deve ser lembrado
que sera usado o conceito de derivada unilateral em pontos extremos do intervalo. Por
simplicidade, introduzem-se (T, D) = A(T)[ D] V£ (T) e Dy = D(t,).

Ha dois tipos de resposta: regime elastico e regime elastoplastico.

Caracterizaclio de regimes eldsticos

Suponhamos que a situagdo inicial seja um dos trés casos seguintes:
Caso I: f(T,) <k,,
Caso II: f(T,))=k, e \(T,,D,) <0,
Caso lll: f(T,)=k, e w(T,,D,)=0.

A resposta é dada por T(t) satisfazendo T(t,)=T, e

T = A(T)[ D] (2.12)
em todo intervalo J =[t,,1], tal que f(T(1)) <k, (isto ¢ T(t) €E(t,)), VteJ. Em

lais intervalos diz-se que o regime é eldstico e o pardmetro de endurecimento é
constante:

k(t)=k, .

Nos casos I e II sempre existem intervalos como acima especificado ao passo
que, no caso III, eles podem ser vazios. Isso é demonstrado em seguida.

No caso I ( f(T,) < k,), existem intervalos tais como acima, dada a continuidade

das fungdes envolvidas.
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Nos casos II e III, em que f(T,)=k, existem intervalos com acima
especificado se e somente se f(T(¢)) é decrescente numa vizinhanca & direita de .

Mostraremos que a situagio inicial pode dar informagdio sobre o crescimento de

J(I'(2)) . Para tanto, observemos que, em regime elastico, tendo em vista (2. 12), vale
d ‘ o
LT O) =VfTO):T1) =V (T@O):T ()= Vf (T(0)): AT@O)D(®)] = w(T(2), D(1))
Assim, no caso II, em que f(T,)=k, e wW(T(t,),D(t,))= g;f(T(tO)) <0,

intervalos tais como acima existem pois f(T'(¢)) ¢ decrescente numa vizinhanga a direita
de f. Além disso, sendo (T}, D,) <0, entdo Vf(T;):T(z,) <0, isto ¢, interpretando

geometricamente, T(¢,) é dirigido para o interior do dominio elastico em #,.

d
No caso I, em que f(T,) =4k, e WwW(T(2,),D(t,)) = o f(T(,)) =0, a situagio

inicial ndo ¢ suficiente para determinar se ha ou nfo intervalos como especificado.

Caracterizaclo de regimes elastopldsticos

Suponhamos que a situagdo inicial seja um dos dois casos seguintes:
Caso lIl: f(T,))=k, e w(T,,D,)=0,
CasolV: f(T,))=k, e yw(T,,D,)>0.

A resposta é dada por T(t) satisfazendo T(1,)=T, e

T = A(T)[ D1+ y(T,D)B(T), (2.13)
em todo intervalo J =t,,1], tal que y(T(1),D(t)) >0, Vt €(t,,1). Nesses intervalos

J, diz-se que o regime é elastopldstico e o pardmetro de endurecimento altera-se de

acordo com

k()= f(T@) (2.14)
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No caso IV sempre existem intervalos como acima especificado; porém, no caso
I, eles podem ser vazios, conforme se mostra a seguir.

Que no caso IV ( f(T,) =k, e y(T,,D,)>0), tais intervalos sempre existam,
fica claro pela continuidade das fungdes envolvidas.

No caso Il ( f(T,) =k, e y(T,,D,)=0) havera intervalos como acima se e s6

se Y(T'(t),D(¢)) for crescente numa vizinhanga a direita de #,.

Estudo do caso 111

Resta examinar o caso III com mais pormenores, pois até agora sabe-se apenas
que ele pode dar inicio a um regime elastico ou elastoplastico. Sera demonstrado que ele
sempre d4 inicio a um e a apenas um regime.

Sendo, no caso III, f(T,)=+k, e y(T,,D,) =0, podemos verificar se ocorre um
ou outro regime examinando as derivadas de w(T'(¢),D(¢)) (desejamos saber se
Ww(T (), D(t)) é crescente ou decrescente numa vizinhanga a direita de #).

Sendo A" 0 transposto de A(T), podemos escrever
Y(T', D)= D. A(T)'[Vf(T)]. Introduzindo P(T) = A(T)"[Vf(T)], desejamos calcular a
dertvada da fungfio composta W(T'(¢), D(¢)) = D(¢). P(T(¢)), que é

6Z—\f(T(t),D(t)) = D(t): P(T(1)) + D(2): P"(T(t)[T (1)]
em que P indica a derivada de P. Como ambas as equagSes (2.12) e (2.13) ddo o
mesmo valor a T(¢,), entdo, pela equagio acima, %{E(T (t,),D(t,)) é o mesmo quer se

use a solugdo de (2.12) quer, a de (2.13), sendo apenas uma dessas solu¢des compativel
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d
com o sinal de %(T (1,),D(%,)) (supondo que seja diferente de 0), mostrando que um e

apenas um dos regimes acontece.

A evolucdo de k em regime elastopldstico

Podemos obter mais informagdes sobre a alteragdo de £ em regime elastoplastico

derivando em relagdo ao tempo ambos os membros de (2.14), tendo em vista a equacao

(2.13):
k= ;id;f(T) = V()T = Vf (T).T = Vf (T):[AT)[D] + w(T, D)B(T)] = y(T, D)u(T)
(2.15)
em que se introduziu W(T) =1+ Vf(T) : B(T).
Diz-se que endurecimento, amolecimento ou plastificagio perfeita acontecem
caso Vf(T):T (que é igual a k) seja positivo (T aponta para fora do dominio elastico),

negativo (T aponta para dentro do dominio elastico) ou nulo (7' ¢ tangente & superficie

de plastificagdo ou nulo), o que ¢ determinado por W(T), ji que y(T(?), D(f)) > 0 em

(t,7).

Em suma e comparando com a caracterizagio dos regimes elasticos vé-se que:

1) Se f(T,) < k,, entdo segue-se regime elastico.
2) Se f(T,)=k, e w(T,,D,) <0, entdo segue-se regime elastico e T(¢,) aponta para

dentro do dominio elastico.
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3) Se f(T,) =k, e w(T,,D,)>0, entdo segue-se regime elastoplastico e T (t,) pode
apontar para dentro ou para fora do dominio elastico ou ainda ser tangente a superficie
de plastificagdo dependendo de p(T).
4)Se f(T,)=k, e w(T,,D,)=0, entdo T(z,) é tangente & superficie de plastificagdo e
podemos verificar se ocorre um ou outro regime examinando as derivadas de
W(T'(?),D()) (desejamos saber se y(T(f),D(t)) é crescente ou decrescente numa
vizinhanga a direita de f,).

Assim, as defini¢des dos regimes sdo compativeis no sentido de que a ocorréncia
de um impede a do outro. Note-se que, nos casos em que f(7,)= k,, o critério de
plastificagdo ndo pode ser estabelecido em termos do sentido de T'(¢,), pois, se apontar

para dentro do dominio elastico ou for tangente & superficie de plastificagdo, o regime
que se segue pode ser elastico ou elastoplastico. Contudo, se apontar para fora, o regime

fica bem determinado: é elastoplastico.

Retrigcdes _impostas pelo principio da objetividade material sobre as funcoes

constitutivas
A fungdo (T, D)+ A(T)[D] deve ser isotropica para que (2.12) seja objetiva;
AQTQ")IQDQ"]= QA(T)[DIQ" .
quaisquer que sejam T, DeSym e QeOrth.
Note-se que (T, D) resulta objetivo.
Para que (2.13) seja objetiva, também a fung¢do T > B(T') deve ser isotropica:
B(QTQ")=0B(T)Q" .

quaisquer que sejam T'eSym e QeOrth.
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Sintese

Em vista do que foi estudado acima, podemos redescrever a resposta do material
de modo mais sintético, se for u(T) # O (nesse caso, segundo (2.15), em regime
elastoplastico vale w(T,D) =k / w(T)):

A resposta € dada por T(f) satisfazendo T'(¢t,) =T, e

J k
T= A(T)[DHTT)B(T) ;

sendo k£ =0, em regime elastico, e & = wWIHy(T, D), em regime elastoplastico, com a

condigdo k(Zg) = k, em ambos o0s casos.
2.5.4) Irreversibilidade

Vimos que a tensdo satisfaz (2.12), se o regime for elastico, € (2.13), se o regime
for elastoplastico.
Estudaremos a resposta dos materiais elastoplasticos num ciclo de deformagio
cujo gradiente € dado por (2.3), repetido abaixo:
t—>F =F(@), 0<t<b
t>F =FQ2b-1t),b<t<2b .
E interessante analisar dois casos.
Caso A
Suponhamos que o regime seja elastico em [0,5]. Seja T, = T,(f) a solugdo de
(2.12) no intervalo [0,5], com a condig¢do T,(0) =T, ou seja, T, =T,(f) pertence ao

dominio elastico em qualquer instante desse intervalo.
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Em [,2b] o regime também ¢é elastico, pois, de acordo com a demonstragdo feita
na se¢do 2.3, a solugdo de (2.13) no intervalo [5,2b], com a condigdo I,(2b)=T,, ¢
T, =T,(r)=T,(2b-t) e que, portanto, descreve a mesma trajetéria de tensio do
intervalo precedente, a menos do sentido de percurso, permanecendo no dominio
elastico. O material comporta-se como hipoelastico em todo o intervalo [0, 2b] (cf.
se¢do 2.3)

Com isso concluimos que a tensdo também faz um ciclo completo, e diz-se que
hé reversibilidade.

Caso B

Suponhamos que o regime seja elastoplastico em [0,5]. Seja T, = T,(?) asolugdo
de (2.13) no intervalo [0,4], com a condi¢do I,(0)=T,. De acordo com a teoria
apresentada, por ser o regime elastoplastico, W(Z,(¢),D,(t))>0 em (0,6) e
ST (@) = k() em [0,5].

A problema ¢é determinar que regime ocorrera em [6,25], quando a deformacio
for revertida.

Por causa da continuidade das fungdes envolvidas (T, (b), D, (b)) é positivo ou
nulo. Assim, (T, (b), D, (b)) ¢é negativo ou nulo, respectivamente, pois D, (b) = —-D,(b)
e T,(5)=T,().

Caso (T, (b),D,(b)) seja negativo, de acordo com a caracterizacio dos
regimes, seguir-se-a regime elastico num certo intervalo, podendo o ciclo de deformacéo
completar-se em regime elastico se b for suficientemente pequeno; a tensdo ao final sera

diferente de T, embora o gradiente da deformagao tenha voltado ao seu valor inicial.
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Se W(Ty(b), Dy(b)) ¢ nulo, provaremos que, também neste caso, se seguird
regime elastico num certo intervalo. Suponhamos, ao contrério da tese, que o regime que
se seguira seja elastoplastico num intervalo [, b+c], ¢ < b, e que, portanto, a resposta
seja dada pela solugdo de (2.13). Analogamente & analise feita no caso anterior, pode-se
concluir que T, =T,(f)=T,(2b-t) A trajetéria seria a mesma do intervalo [b-c,b],
porém percorrida em sentido contririo. Em qualquer instante ¢ €[b,b+c], valeria
V(T(2), D)) = w(T1(2b-1), -D1(26-1)) = - W(T1(2b-1), D\(2b-1)). Mas, como o regime
era elastoplastico em [b-c,b], entdo W(T,(2b—1),D,(2b—1))>0 em (b-c,b) e, por
conseguinte, Y(T,(¢),D,(t)) <0 em (b,b+c), contrariando a hipdtese de que o regime
seria também elastoplastico em [b,b+c]. Conlusio: o regime é elastico num certo
intervalo a direita de £ = b e, nele, T, =T, () deve satisfazer (2.12). Aqui vale a mesma
obsevagdo: o ciclo de deformagdo pode completar-se em regime elastico se b for
suficientemente pequeno, mas a tensdo nio retoma o valor inicial.

Com isso foi mostrado como a irreversibilidade do comportamento dos materiais
¢ levada em conta em Elastoplasticidade.

Em ciclos nos quais apenas os pontos inicial e final coincidem, ocorre
irreversibilidade mesmo dentro do dominio elastico, a menos que a equagdo hipoelastica

do regime elastico seja a de um material elastico.

2.5.5) A condicao de continuidade

Os membros direitos de (2.12) e (2.13) sdo dados por fung3es lineares em D.
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Além disso, para cada T, se D ¢ tal que w(T,D)=0, entdo o valor dado pelas duas
fungdes € o mesmo, qual seja, A(T)[D]. Por isso diz-se que vale a condigio de
continuidade (que seré estabelecida em termos mais gerais a seguir).

Para melhor ilustrar a questdo, suponhamos que f(T,) =k, e que F,(?) seja tal
que y(T,(?),D,(¢)) = 0 num certo intervalo a direita de ), de modo que o regime seja

elastico, a resposta T1(#) seja dada pela solugdo de (2.12) e a tensdo se desloque sobre a
superficie de plastificagdo fixa. Se o gradiente da deformagdo fosse F,(¢), um pouco
diferente de F(¢), e levasse a regime elastoplastico, com (T, (¢),D,(#))>0 numa
vizinhanga a direita de #y, a resposta T5(?), solugio de (2.13), ndo seria muito diferente,
em virtude da propriedade mencionada no paragrafo anterior.

Demonstraremos que a forma da fungfo linear presente na equagdo (2.13) é
necessariamente aquela, para que se verifique a condi¢do de continuidade.

Com esta finalidade, substituamos (2.13) por uma equagio mais geral:

T=C(T)[D] . (2.16)
Impde-se agora a condigdo de continuidade: para T fixo, a fungdo que associa a
cada D:

A(T)[D], se w(T,D) <0

C(T)ID), se w(T,D) >0,
deve ser continua.
Portanto, qualquer que seja T, se D ¢ tal que Ww(T,D)= A(T)[D]: Vf(T)=0,

entdo deve valer C(T)[D]= A(T)[D].
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Introduzindo P(T) = A(T)'[Vf(T)], podemos escrever (T,D)= D:P(T).
Para que se verifique a condigdo de continuidade, fixado T, os operadores lineares A(T)

e C(T) assumem os mesmos valores quando calculados em tensores simétricos

ortogonais a P(T).
Fixado T, com P(T) # 0, pelo teorema da proje¢do (p. ex. Halmos, 1958) todo

tensor D pode ser escrito como a soma de um tensor que ¢ multiplo de P(T) e de um

tensor ortogonal a P(T):
D =o(T)P(T)+M(T)
com M(T):P(T)=0. Fazendo o produto interno de ambos os membros da equagdo
acima por P(T), encontramos
o(T) = D: P(T)/ P(T): P(T) = (T, D)/ P(T): P(T).
Assim, voltando a (2.16):
C(T)[ D] = o(T)C(T)P(T)] + C(T[M(T)].
Segundo a condigdo de continuidade, C(T)[M(T)] = A(T)[M(T)] e, portanto:
C(T)[D] = o(T)C(T)[P(T)]+ AT M(T)] .
Mas M(T) = D-o(T)P(T) . Logo A(T)[M(T)] = A(T)[D]—o(T)A(T)[P(T)] e
C(T)[D]=oTYC(T)~ AT)[P(T)]+ AT)[D] .
Definindo B(T) = (C(T) - ATY)[P(T)]/ P(T):P(T) e levando em conta a expressio
de a(7), obtemos

C(T)[D]= w(T,D)B(T) + A(T)[ D] .
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2.5.6) A decomposicio do estirante em parcelas elistica e plastica e a lei de

endurecimento

Se A(T) ¢ invertivel, no regime elastico vale

D=A (T)"[T]

e, no regime elastoplastico, isolando D em (2.13):

D= A(T)" [i]-%A(T)"[B(T)] ;

desde que w(T) # 0.

As expressoes acima sugerem interpretar ) como sendo composto de uma parte
elastica e uma plastica: D= D°+ D?. A parte elastica é D° = A(T)"'[T] e a parte

plastica é D” =0 , se o regime for elastico, e

D” = —%T—A(Ty‘ [B(T)] = (T, D)A(T)" [B(T)] 2.17)

se o regime for elastoplastico.
O proximo passo € estabelecer uma relagio entre a evolugdo de 4 e a deformagdo

plastica. De (2.17):

W(T, D)= "DP ” (2.18)
Ay B

Tendo em vista (2.15):

[p]

" A B

W) (2.19)
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Tradicionalmente, especifica-se de inicio a lei de evolugdo do pardmetro de
endurecimento & em fun¢éio de D (lei de endurecimento). A expressdo deduzida acima
mostra-nos que forma devem ter tais leis bem como sua relagdo com as outras fungGes
da teoria. Consideremos, entdo, a seguinte lei de endurecimento, na qual k é dado por
uma fungdo positivamente homogénea de grau 1 em D’ (para que o comportamento
seja ndo-viscoso):

k=¢(T.D?) =|D*e(T, 7 /| D7)
Esta equagdo, comparada com (2.19), revela a relagdo entre a nova fungdo e as

anteriormente introduzidas:

E(T,~ AT [B(T)]) = w(T).

A nova fungdo herda a objetividade da antiga.

2.5.7) A condic¢ido de normalidade

Se a fungdo B for da forma B(T) = B(T)A(T)[Vf(T)], com B(T) <0 para todo
T, entdo:
D = —y(T,D)B(T) V/(T) : (2.20)
Neste caso, diz-se que se verifica a condi¢do de normalidade: em qualquer instante de
um regime elastoplastico D? e Vf(T) sdo linearmente dependentes, e, assim, D? ¢
normal a superficie de plastificagio no ponto 7. Além disso, uma vez que
-y (T,D)B(T) & positivo, D? e Vf(T) apontam para o mesmo lado da superficie de

plastificagdo.

Por (2.17) & (2.19), com Vf(T): B(T) = B(T) Vf (T ): A(T)[Vf (T)], vale:
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) VF(T):T
1+B (T)Vf(T): AT VS (T)]
[p?]

k=——(T) .
]t

p:

BMVIT) ,

Trataremos brevemente, agora, dois pontos explorados em teorias
termodindmicas da plasticidade.

Valendo a condigdio de normalidade, a poténcia do tensionamento na deformagéo

plastica, definida por T: D?, é positiva em caso de endurecimento e negativa em caso de

amolecimento, pois, por (2.20):
T:D” = —y(T,D)B(T) T:Vf (T)
Suponhamos que 0 €E(t,), T, €0E(t,), que em [f,,f,] o regime seja
elastoplastico, que 0 €E(r), Vi¢e[r,,4] e que valha a condigdo de normalidade. O
trabalho das tensdes na deformagdo plastica no intervalo [£,,¢], por unidade de volume

na configuragfo de referéncia (em ¢,), definido por

j(detF)T : DPdr= j(detF)T [-w(T, D)B(T)VF (T)Jde

t to
€ positivo ou nulo, qualquer que seja ¢, se a superficie de plastificagdo for convexa. De

fato, sempre detF[-y(T,D)B(T)]> 0 e, se a superficie de plastificagdo for convexa,

entdo T : Vf(T)=0.
2.5.8) Estado Critico

Em Elastoplasticidade o estado critico deve existir em regime elastoplastico. A

defini¢do dada na segdo 2.2 precisa ser completada de modo a incluir essa caracteristica.
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Diz-se que (T, D), com D # 0, é um par de estado critico se e somente se

;‘ = A(T)[D]+wy(T,D)B(T) =0, (2.21)
trtD=0 (2.22)
estiverem simultaneamente satisfeitas.
E interessante explorar a defini¢cio acima a fim de deduzir a equagdo da superficie
do estado critico e investigar as restrigBes impostas as fungBes constitutivas pela
existéncia do estado critico. Isso ¢é feito mostrando-se que as duas equagdes acima sio

equivalentes a:

WT) =0 (2.23)
3y<0/D =vAT) '[B(T)], (2.24)
tr(AT) ' [B(T)]) = 0 (2.25)

De (2.21) deduz-se (2.24), sendo y = - y (T, D).
Fazendo o produto interno de ambos os membros de (2.21) por Vf(T), obtemos:

Vf (T):[AT)[ D]+ (T, D)B(T)] = w(T,D)w(T) =0,
que implica (2.23), que é a equagdo da superficie do estado critico.
De (2.24) e (2.22) deduz-se (2.25), que deve definir a mesma superficie do estado
critico.
Passemos a demonstragdo no sentido inverso. De (2.24) resulta

A(M)[D]-yB(T)=0. (2.26)

Calculando v (T, D), com D dado por (2.24), deduz-se y = - y (T, D), que, colocado
em (2.26), produz (2.21).

De (2.24) e (2.25), obtemos (2.22).



2.30

2.5.9) Comparagio com a Elastoplasticidade clissica

As apresentagBes usuais de Elastoplasticidade classica ndo se enquadram no
estilo da moderna Mecénica do Continuo. A teoria é normalmente construida sem
abordar o problema da deformagio de forma geral, sem separar claramente hipoteses de
resultados, e muitas vezes, sem definir claramente que tensores de deformacdo e tensdo
sdo usados. Além disso, ndo é exigida obediéncia ao principio de objetividade material,
nem s&o impostas restrigdes de outra ordem sobre as fung3es constitutivas. Em alguns
livros e artigos que tratam a Elastoplasticidade classica, incrementos de deformacdo sdo
dados como fungdo de incrementos de tensdo, sem que o significado desses incrementos
seja explicado. Para que tenham sentido, tais incrementos devem ser interpretados como
derivadas temporais de fungSes cujos valores s3o algum tensor de deformagio e algum
tensor de tensdo. Em um nivel de clareza um pouco superior, alguns trabalhos revelam
que se trata do tensor de deformagdo infinitesimal E e da tensdo de Cauchy T. Nesses
termos € importante repetir que as equagdes fornecem a derivada temporal do tensor de
deformagdo infinitesimal em fungdo da derivada temporal da tensdo de Cauchy, ou seja,
supde-se dada a fungdo T(f) e, como resultado, obtém-se E (f). Disso decorre que no
hé informagdo suficiente para a determina¢do do gradiente da deformacio F(f). Além
disso a teoria ndo ¢ capaz de representar amolecimento, um fendmeno no qual duas
deformagdes diferentes podem levar & mesma alteragio de tensdo. Note-se que a
colocagdo do problema é diferente daquela empregada na teoria dos materiais de
Truesdell e Noll (1965) na qual o movimento deve determinar a tensdo. Um modo de

resolver esta falha da Elastoplasticidade classica é exigir que seja possivel inverter as
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relagdes, de modo a exprimir T (¢) como fungio de T(f) e E () e, coerentemente, alterar
o critério de plastificagdo, que € tradicionalmente estabelecido em termos de tensdes
exclusivamente. Com isso o movimento passa a determinar a tensdo, mas resta o
problema da obediéncia ao principio da objetividade material.

Uma teoria de Elastoplasticidade classica, com as corre¢cSes mecionadas no
paragrafo anterior, mas que continua nio obedecendo ao principio da objetividade
material, € obtida se, nas equagdes da teoria apresentada nas subseces anteriores, D for
substituido por E(f) e a derivada de Jaumann de T for substituida pela derivada
ordindria. Sucintamente, na teoria assim obtida, designada de agora em diante por
Elastoplasticidade classica, quer o regime regime seja elastico, quer seja elastoplastico, a

equagdo constitutiva tem a forma
T = f(D)E], (2.22)
em que E é a derivada em relagdo ao tempo do tensor de deformagao infinitesimal.

Na Elastoplasticidade apresentada neste trabalho, assim como em

Hipoelasticidade e Hipoplasticidade, a equagdo constitutiva ¢ da forma

T = f(T)[D] . 2.23)

Vamos comparar essas duas equagdes quanto a aproximagdo de suas solugdes.
Consideremos solugdes T;(f) e T,(t) das equagdes (2.22) e (2.23),
respectivamente, que satisfazem a mesma condigio inicial T,(0)=T,(0)=T,.

Investigaremos em que condigdes essas duas fun¢Ges se aproximam.
Antes de tudo, recordemos algumas relagdes cinematicas.

Seja F = F(f) o gradiente da deformagdo no instante ¢, dado por uma fungio de

classe C', com F(0)=1 (em ¢ = 0, o corpo ocupa a configuragio de referéncia).
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Definem-se o gradiente do deslocamento: H = F - I, o tensor de deformagio
infinitesimal: E = symH, o gradiente espacial da velocidade: L = FF™, o estirante: D =
symL, o girante: W= skwL. A decomposigdo polar do gradiente da deformagio fornece
F = RU, em que R ¢ a rotagio e U, o estiramento direito. Algumas relagdes entre eles
sdo:

D=RUU"+U'U)R™ /2 ,

W=RR'+RUU"-U"'U)R" /2 ,

E=(RU+RU+UR"'+UR™")/2 ,
D=EF" +(F'F" —-F"F)/2=sym(EF" —FTF) |

Em ¢ = 0, na configuragdo de referéncia (identificada pelo indice 0), sendo F(0)=
F(0) = R(0) = U(0) = 1, decorrem:

D,=E,=U, , (2.24)
W,=R, . (2.25)

Voltando as equag3es constitutivas e suas solugdes, como 7T,(f) e T,(?) sdo
diferenciaveis, valem:

T,()=T, +T,(0)t+o(t), (2.26)

T,t)=T,+T,(0) +o(t), (2.27)
& medida que (—>0. Mas, por (222) e (223): T, (0)=f(T,)E,] e
T,(0)= f(T,)[D,1+W,T, -T,W,. Assim, em vista de (2.24), (2.26) e (2.27) tornam-
se:

T,(t) =T, + f(T)[E, ]t +0@) , (2.28)

Tz(t) = Tr) + f(To)[Eo It +("VoTo _ToWo)t +o(1) , (2-29)
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que, por comparagdo, fornecem:
L) =T +W,T, -T,W,)t+o() .
Ou seja, mesmo desprezando os termos de ordem superior a 7, as duas solugdes ndo se

aproximam, a menos que W,T, - T,W, = 0 . Isto ocorre se na configuracio de referéncia

a tensdo for hidrostatica T, = ol , o escalar, ouse W, =0,

Podemos ir adiante introduzindo E(f) = E,f+o(f) e R()=1+ Ryt +0(t), com

o auxilio de (2.25), em (2.28) e (2.29), para obtermos as seguintes relacdes tensdo-

deformacio:
L) =T, + f(T)[E(0)]+o(t)
T,(0) =T, + f(TOIE@®)]+ RT, - T,R(t) + o(¢)
mostrando a importancia da rotagdo na diferenga entre as duas soluges.

E interessante relacionar essas aproximagdes com a magnitude das deformacdes e

investigar o que acontece se as deformagdes forem relativamente pequenas.

Consideremos, entfo, as fungdes ——> E(f), inversivel numa vizinhanga de
1=0, t—>T() e E—*>T(E), g=sor", diferenciavel (seu dominio é uma
variedade de dimens&o um). Podemos escrever:

T(E) =T, +dg(0)[ E]+o(E),
em que d indica a derivada. Mas, lembrando que E(0) =0, vale
dg(0)[E] = ds(r™ (0))[dr " (0)[E]] = T (0)(Vr ™' (0): E)

e, portanto:

T(E) =T, + T(0)Vr~ (0):E) + o(E)
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Desprezar os termos o(E) € o que se quer dizer por trabalhar no dominio das pequenas

deformagdes.
Consideremos agora os dois casos, referentes as solugSes das equacdes 1 e 2:
T,(E)=T, + f(T,)[E,)(Vr *(0):E) +o(E) |
f”z(E) =T, +{f(T,)E,]+W,T, -TW,}(Vr(0): E)+0o(E) ,

formulas essas que estabelecem uma relagio linear entre o acréscimo de tensdo
T (E)-T, e o tensor de deformagdo infinitesimal E (desprezados os termos o(E)).
Percebe-se que, ainda que se desprezem os termos o(E), as duas funcdes ndo se
aproximam em geral, a ndo ser que W, T, - T,W, = 0.

Quanto & obediéncia ao principio da objetividade material, a equagio constitutiva
da Elastoplasticidade classica falha. Para mostrar isto recordemos como se transformam

alguns tensores perante uma mudanga de observador:

T = QTQ"
D' = QDQ"
T' = QT Q"

T' = QTQ" + QTQ" +QTQ"

E' =(QF +QF + FTQT + FTQ")/2 = sym(QE + QF - QF ") =
= QFE +sym(QF)+ FTQT - QF"

Diz-se que uma equagio obedece ao principio da objetividade material se for

satisfeita independentemente do observador. Vejamos o caso da equagdio (2.23). Se a

igualdade se verifica para certos T, T e D, entio ela se verifica para
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T = Q]D“QT,T' =QTQ"e D = QDQ", qualquer que seja o tensor ortogonal (), pois

S (T)[D] é isotropica, isto &,

f(@TQ)EDQO" 1= Of (T)[DIQ”
A equagdo (2.23) satisfaz o principio da objetividade.
Ao contrario, se (2.22) for satisfeita por T', Te E, ela nio sera satisfeita, em geral, por

T' =QTQ" +QTQ" +QTQ", T' = QTQT ¢ E' = (QF + QF + F*Q" + F'Q7)/2.

2.5.10) Dominio elistico de gradientes da deformacio e a decomposicao do

gradiente da deformacio em fatores elastico e plistico

Esta se¢io tem o objetivo de aproximar a teoria apresentada nesta tese de outras
teorias elastoplasticas modernas. Para isso estudaremos o caso especial em que a
equagdo hipoelastica do regime elastico (2.12) deriva da equagdo constitutiva de um
material elastico isotropico. O paragrafo seguinte deixara claro que esta hipotese é
plausivel.

A equagdo constitutiva de um material elastico isotropico, referida a uma
configuragdo ndo-distorcida (nela a tensdo € hidrostatica), é T =g (V), em que V é o
estiramento esquerdo e g é uma fungdo isotropica. Truesdell e Noll (1965) provaram que
todo material elastico isotropico cuja fungdo g € invertivel é também hipoelastico.

Consideremos um certo instante © em que T(t) = T, (tensdo da configuragio
natural, isto é, T, = g (I)) e k(1) = k. . Se o material é submetido a deformagio com

gradiente dado pela fungdo F(f) =V(¢)R(f) (decomposigio polar), definida num intervalo
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1, se o regime for elastico, ele o sera enquanto {T(f)) < k., isto ¢, enquanto Ag(V(¥) <
ke, pois T=g (V).

Isto sugere a construgdo de uma fungdo de plastificacio baseada no estiramento
esquerdo, definida por ®(V) = f(g(V)). Indo adiante, define-se o dominio elastico dos
gradientes no instante ¢ = t como:

(1) = {F =VRV < Psym, Re Orth* | 0¥y < k. ,
isto ¢, o conjunto dos gradientes correspondentes a deformages puramente elsticas a
partir da configura¢do ocupadaem =1

A defini¢io de regime elastico e elastoplastico poderia ser reestabelecida em
termos da fungio ®.

Como resposta a F(?), a tensdo altera-se de acordo com T(¢) (obedecendo 2.12
ou 2.13). Se T(?) pertence & imagem de g, em cada instante definem-se os fatores
elastico e plastico de F, respectivamente, por:

V.=g'(T),
P=V'F

A justificativa para essa nomenclatura aparece se estudarmos um ciclo de tens3o.

Como hipotese, admitamos que T,€E(f), Viel Se na configuragio ocupada num

instante #, o material é submetido a deformagdo com gradiente V', a tensdo voltara ao

e
valor inicial, mas o gradiente, relativo & configuragio natural, nio sera I, sendo

P =V 'F, representando a deformago residual num ciclo de tensao.
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3 O MODELO CAM-CLAY

3.1 INTRODUCAO

No capitulo 5 serd apresentado uma nova equagdo hipoplastica, desenvolvida
principalmente com o fim de representar o comportamento mecénico de um certo solo
siltoso em ensaios triaxiais com diferentes trajetorias de tensdo. Serd avaliado também o
desempenho da equagdo na previsio de ensaios de compressio isotropica, edométrica e
triaxial ndo-drenada e ensaio K.

Para servir como termo de comparagdo, neste capitulo 3, examina-se o
desempenho do modelo Cam-Clay perante a mesma série de ensaios. A maior parte dessa
analise, mais especificamente a parte referente aos ensaios triaxiais com diferentes
trajetorias de tensdo e ao ensaio de compressdo isotrdpica, ja havia sido feita na
dissertagdo de mestrado deste autor (Nader, 1993), e consiste, entdo, de uma
reapresentagdo. O mesmo ndo se pode dizer da analise dos ensaios de compressio
edométrica, triaxial ndo-drenada e ensaio Ko, que aqui aparece pela primeira vez.

Também € objetivo deste capitulo propor uma nova forma de construcio do

modelo Cam-Clay. Nos livros e artigos sobre este modelo, as equagdes apresentadas néo
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relacionam tensores de tensdo e deformagio ou velocidade de deformagdo, mas sim
invariantes desses tensores, ficando a aplicagdo restrita aos casos em que ndo ha
alteragdo das dire¢Ges principais. Esta limitacdo é eliminada aqui, ao generalizar-se o
modelo Cam-Clay por meio das equagdes elastoplasticas propostas no capitulo 2,
produzindo equagdes tensoriais aplicdveis a qualquer caso. Além disso, por serem
derivadas das equag3es elastoplasticas gerais, as equagdes do Cam-Clay assim obtidas
obedecem ao principio da objetividade material. Acrescente-se que o caso de
amolecimento ¢ agora levado em conta, o que constitui uma evolugio importante da
generalizagio do Cam-Clay feita num trabalho anterior (Nader, 1995).

Cabe ainda esclarecer de qual versdo do modelo Cam-Clay se esta tratando, ja
que existe mais de uma. Ser4 mostrado a seguir que as equagdes gerais, quando
particularizadas para o caso dos ensaios triaxiais, em que duas tensdes principais e duas
deformagdes principais sdo idénticas, se reduzem as equagSes do modelo Cam-Clay
Modificado, na forma dada por Houlsby, Wroth e Wood (1984), que é levemente
diferente da do Cam-Clay Modificado de Roscoe e Burland (1968), ambos tendo
superficie de plastificagio elipsoidal, em contraste com o Cam-Clay original (Schofield e
Wroth, 1968).

Particularizadas para os casos de ensaios triaxiais, as equagGes diferenciais
resultantes sdo passiveis de integragdo analitica em trajetorias retilineas de tensdo,

conforme veremos.
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3.2 EQUACOES DO MODELO

Inicialmente, deve-se lembrar que no modelo Cam-Clay ha quatro constantes
caracteristicas do material A, x, G e M, cuja interpretagio fisica pode ser encontrada em
Houlsby, Wroth e Wood (1984) ou Nader (1993).

A fungdo de plastificacio é:

= I 9J
fM=fd D) =-3-357 s (3.1)

1
emque /=7, #0, J=-II, = EfrTf, sendo T, =T — (T /3)1 (a parte anti-esférica
de 7).
Sera empregado, logo adiante, o gradiente da fungio de plastifica¢do

Vf(T)=C1+06T,, em que

(21, 9
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A equagio f(I,J)= Py para um valor fixo do pardmetro de endurecimento p,:

(+37) () _
Gn) (8

corresponde a uma curva de plastificagdo semi-eliptica se as coordenadas sio (I;AT).

Conforme podemos notar, o centro tem coordenadas (—(3/2) Dos0).
Vimos no capitulo 2 que (T,D)= A(T)[D] V/(T) desempenha papel
fundamental no critério de plastificagio. No modelo Cam-Clay

A(T)[ D] = 2GD - (2G + é) ’—?— 1

resultando, portanto:
W(T, D)= ADD}V/ (T) = -t LD+ 20Gur (1, D)

Passemos agora as equagGes diferenciais constitutivas a que deve obedecer a
tensao de Cauchy, Em regime eléstico vale:

o I D
T = A(T)[D] = ZGD—(ZG+;)rTI ,

enquanto, em regime elastoplastico:

T = A(T)[D]+ (T, D)B(T) |,

com

__ m(D)AT)V/(T)]
B0 = vy @y Ay

sendo

22
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]

/
AV (1)) =2GV/(T) - (2G + e

3%

K

VI (T): AT)[V(T)] = ——=—+4G0>J .

Como foi visto no capitulo 2, pode-se interpretar o tensor estirante como sendo a

soma de duas parcelas D= D*+ D”. A parte elastica é:

1 > K 1 o 1 = x .
D‘=——T-(— ); TI1=—T - j1
26 \arteg) oGl

com Tﬂ =T, -WT, +T,W . A parte elastopléstica é nula em regime elastico e
D* = m|(c* +¢oJ)1+(col +0%J)T, (3.2)

em regime elastoplastico.

A evolugao do parametro de endurecimento é dada por:

N (1+27J]1
o= 3=\ "M or

Por meio da eq. 3.2 ¢ possivel mostrar que, quando 27.J/(M?/?) tende a 1
(sendo / < 0), a norma de D! (a parte anti-esférica de D), uma medida da taxa de

distor¢do plastica, tende a infinito; no 4mbito do modelo Cam-Clay diz-se que o estado
do material tende ao estado critico. Note-se a diferenga para com a defini¢do geral de
estado critico dada no capitulo 2.

A equagao
=— (3.3)

(critério de Drucker-Prager, (Drucker e Prager, 1952)), com / < 0, define o estado

critico com respeito a tensdo.
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Pode-se mostrar que, no estado critico, vale:

é I
(1e) - 7 (3.4)

sendo e o indice de vazios.

Para que se possa comparar as previsdes do modelo Cam-Clay com os resultados
experimentais, apresenta-se agora a forma particular que as equagles gerais assumem
nos estados de tensdo e deformagdo encontrados em ensaios triaxiais.

Nos ensaios triaxiais, corpos-de-prova cilindricos sdo submetidos a deformagio
homogénea que os mantém aproximadamente cilindricos (supSe-se que pemanegam
perfeitamente cilindricos), alterando-lhes o raio e a altura. Sendo H(), R(t) e V(?) altura,
raio e volume do cilindro no instante 7, definem-se as deformagdes logaritmicas axial,
radial e volumétrica como g, =In(H(0)/ H(Y)), e, =In(R(0)/R@)) e
e, =In((0)/V()) =¢, +2¢, (note-se que sdo positivas se ha diminuigio de altura,
raio ou volume). Empregaremos a taxa de deformagdo volumétrica €, e a taxa de
distorgdo y =€, —€,. Em qualquer instante, W = 0 e a matriz de D (numa base

ortonormal da qual um dos versores tem a diregdo do eixo do cilindro) é:

-&, 0 0
[Dl=| 0 -¢, 0
0o 0 -¢

r

A matriz de T também ¢é diagonal:

-c, 0 0
[T]: 0 -G, 0 >
0 0 -c

em que figuram as tensdes axial (o) e radial (c;), que sdo positivas na compressdo.
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Na interpretagdo desses ensaios supde-se que a aceleragdo seja nula e que ndo
haja forgas de corpo, de modo que a equagiio de equilibrio do momento linear seja

satisfeita identicamente.
Serdo usados os pardmetros p = (o, + 26,)/3,9=06,-0,en= ’qlz’p.
Como consequéncia da decomposi¢do de Dem D* e D ¢, e y decompdem-
secomo €, =€, +e’ ey =y° +77.
Partindo da equagio geral (3.1), a fungdo de plastificagio em termos de pegqé

obtida:

-~ - qz
f(p.g)=p +——~sz -

A curva de plastifica¢do f (», q) = Py, para cada valor de p,, é uma elipse.

Introduzindo os pardmetros definidos acima nas equagGes constitutivas gerais,

por meio dos invariantes, obtemos as relagdes apropriadas para a analise de ensaios

triaxiais:

st =L (3.5)
P

TP (3.6)

T =561 '

o (2 ﬂ_] el

el = (X 1<)[17+Mz+112 (3.7)

. 3n

P':___'P 38

Y Mzmn?_sv ( )

As formas particulares das equagdes 3.3 e 3.4 caracteristicas do estado critico

para o caso de ensaios triaxiais sdo (com p > 0):



3.8

| =Mp

é —
(1+e)—

e
p

Agora, apresenta-se o resultado da integragdo analitica das equagdes 3.5,36,3.7
¢ 3.8 para o caso de ensaios triaixais drenados com adensamento isotropico que seguem
uma trajetoria retilinea no plano (p, g), formando com o eixo P (abscissas) um angulo
designado genericamente por B. A equagio dessas trajetérias é ¢ = tan B(p-p,), em
que p, € a pressdo de adensamento isotropico a que o material foi submetido antes da
aplicagdo da tensdo desviadora g.

A fig. 3.1 mostra, no plano (p, ), a curva de plastificagio do Cam-Clay depois
da aplicagdo da pressdo de adensamento isotropico p. e algumas trajetorias de tensdo,
levando 4 identificagdo de dois grupos. Para B<7/2 as trajetorias mantém o material,
desde o inicio, em regime elastoplastico em dire¢io ao estado critico (n=M). Para

B>m/2 as trajetorias de tensdo inicialmente levam o material ao regime elastico, até

que atingem a curva de plastificagio (em 1 =~M?/ tanB), quando se inicia o regime
elastoplastico.

A integragio das equagdes 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8, a0 longo das trajetérias de tensdo
mencionadas, fornece equagdes que geram curvas tensdo-deformagio tedricas que
podem ser comparadas com curvas experimentais. No que se segue, o tempo ¢ é usado

como pardmetro para as trajetorias de tensdo (p(?), g(f)) e N = tan .
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LEC

\ﬂ

P, p

Figura 3.1 - Curva de plastificagio do Cam-Clay e trajetérias de tensio (LEC indica a linha do

estado critico).

O resultado da integragdo é o seguinte conjunto de relagdes tensio-

deformacio.

1° Grupo: B <

(SR

Neste caso o regime ¢ sempre elastoplastico. Em qualquer instante />0, com

p0) =p.en(0)=10:

e ()= [ (61 +80)dk =k m—‘?ﬂl_‘(){m p0) M ;?e(:)} |

© (4
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¢ . I
e,(0)—¢€, (1) = ID(W +y7)dr = 24O+

T R — Min@ M -n’@)N?
e lc){2(1\'2—Mz){wnM—n(f) Bl (N = (1)) M? J'
n() M +1(7) |
Marctan M +2M lnM—TJ(J‘)}

T
2° Grupo: B > 5
Em 7=0 (com p(0) = p. e n(0) = 0), a trajetéria de tensdo inicia o regime
elastico que dura até que seja atingida a curva de plastificacdo no instante 7 = 7, , quando
p(t.)=p.=p N /(N*+M?) e n(t)=m,=-M*/N. Depois disso comega a
ocorrer regime elastoplastico. Assim, para 0 <1 </,

€ (!)“_f g dt_aclup(t) 2

«

e, 1
e,(0)—¢€,(1) =Ly dt = G q(1)
e, para [ >,

e,(0) = _[e dt+_f ”dr—rcln!;)

plo) M? +n(7)
+(A - )[ 5 +1In Yoy } ]

[~

Loy LT 1
E“'(I)_s”(l) = J.:}Y dT+J:.TIdT = E‘f(f)‘*‘

- S, _ 2
F A | M MO M) M- n? () (N n;) :
2(N" -M") (M = ()M +n.) (N-n(1)>*(M?* =n?)

3 (M+n(z))(M~n.)}
(M=n(0)) (M +n.)

M{arctann—:d-)——arct :{}r -
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3.3 CARACTERIZACAO DO SOLO E ENSAIOS

O solo ensaiado ¢ caracterizado por: fragdo argila, 10%; fracio silte, 63%,; fragdo
areia, 27%; limite de liquidez, 47%; indice de plasticidade, 18%, peso especifico dos
graos, 26,5 kN/m’ (Nader, 1993). A curva granulométrica encontra-se na fig. 3.2.

Na confecgdo dos corpos-se-prova, uma lama (com umidade de 41%) era
inicialmente preparada com o solo desestruturado. Em seguida, aplicava-se-ihe pressdo
de 20 kPa para adensamento isotrépico. Do bloco assim constituido, talhavam-se COrpos

de prova para os ensaios.

S 100 % h g

ER® 90 LA

2a 8 o

£ 70 b

@ O i

T 9 60 ¢

E o A

o T 50

0w 9 0

£3 . dl

8 g 20 ¥ S

89 10—

o ©

g 0 i
0.001 0.01 0.1 1 10

D (mm)

Figura 3.2 - Curva granulométrica.

Nos ensaios triaxiais drenados cada corpo-de-prova, apos adensamento

isotropico a 200 kPa, era submetido a uma entre seis trajetdrias retilineas de tensdo (fig.
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3.3), nas quais os acréscimos de tensdo axial (Ac, ) e radial (Ao, ) se relacionam da

seguinte forma:

trajetoria 1: Ao, = 7Ac,;

trajetoria 2: G, constante (o ensaio convencional de compressao por
carregamento);

trajetoria 3: Ao, = -Ac,/2, isto é, p constante;

trajetoria 4: Ac,= -Ac, ;

trajetoria 5: Ac,= -2Ac,;

trajetoria 6: Ao, < 0, o, constante (o0 ensaio de compressio por
descarregamento).

Nas cinco primeiras Ac,>0.

Os resultados desses ensaios ja foram apresentados por Nader (1993), mas serdo

reapresentados neste trabalho.

g

W

Figura 3.3 - Trajetorias de tensdo.
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3.4  DETERMINACAO DAS CONSTANTES DO CAM-CLAY

3.4.1) Determinac¢io de A e x

Os coeficientes angulares das retas de compressio virgem e descompressdo-
recompressdo isotropicas do Cam-Clay no diagrama /n p x In (1+e) sdo -A e -k,
respectivamente. Segundo o modelo, na compressio virgem edométrica a resposta é
também uma reta no gréafico In o, x /n (1+e) com coeficiente angular -A (oy € a tensdo
vertical).

Contudo, nota-se na fig 3.4, que mostra o resultado do ensaio de compressao
isotropica, que ndo sdo retos os trechos de compressio nem os de descompressdo e
recompressdo obtidos experimentalmente. Diante disso, adotou-se A = 0,070 e k =
0,018, que fazem com que a curva experimental seja razoavelmente bem reproduzida
(veja-se a resposta teorica na propria fig. 3.4) e que os ensaios triaxiais drenados com

diferentes trajetorias de tens3o sejam representados do melhor modo possivel.

3.4.2) Determinacio de Ge M

Um ensaio triaxial de compressdo por carregamento com ciclo de
descarregamento-recarregamento, segundo o modelo Cam-Clay, forneceria uma curva q
(tensdo desviadora) x y = e, - & (distor¢do) contendo uma reta em vez do lago

comumente detectado em ensaios. O coeficiente angular do trecho reto de
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descarregamento-recarregamento é 2G.

1.1 +
.' .
g - ---9--. ENSAI0
Cam-Clay
8
N "
g 0.9
o
o
8 o8¢
o
£
0.7 + - R
e o
-9 :._"-g
0.6 f i
10 100 1000 10000
tensao confinante (kPa)

Figura 3.4 - Ensaio de compressdo isotrépica.

Foram feitos dois ensaios triaxiais de compressdo por carregamento com ciclo de
descarregamento-recarregamento, cujos resultados estio mostrados na fig. 3.5. No
primeiro deles o descarregamento se deu quando a tensdo desviadora atingiu 47% da de
ruptura, € no segundo, quando a tensdo desviadora era 81% do valor da de ruptura.
Retas ajustadas aos lagos fornecem G = 16700 kPa.

Para M, escolheu-se 1,46, que ¢ o valor correspondente ao estado critico na
trajetoria 2 (cujos resultados experimentais estdo na fig. 3.7) e que melhor reproduz o

conjunto de ensaios com diferentes trajetorias de tensio.
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Figura 3.5 - Ensaios com ciclo de carregamento.
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3.5 CONFRONTO ENTRE PREVISOES TEORICAS E
RESULTADOS  EXPERIMENTAIS NOS  ENSAIOS
TRIAXIAIS DRENADOS COM DIFERENTES
TRAJETORIAS DE TENSAQO

As curvas experimentais e tedricas dos ensaios triaxiais drenados com as seis
trajetorias de tensdo estdo nas figuras de 3.6 a 3.11. Nos gréficos, no eixo das abscissas
esta a deformagio axial definida por (H,-H)/H,, sendo H,a altura antes da aplicagdo da
tensdo desviadora e H, a altura num certo instante. No eixo das ordenadas dos graficos
inferiores estd a deformagdo volumétrica definida por (Vy-V)/V,, sendo ¥ o volume

antes da aplicagdo da tensdo desviadora e V, o volume num certo instante.
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Figura 3,6 - Trajetoria 1.
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Analisemos, em primeiro lugar, as curvas tensdo desviadora-deformacio axial.

Observa-se que a tensdo desviadora que leva ao estado critico é maior que a
indicada pelo modelo Cam-Clay nas trajetdrias 3, 4, 5 e 6, mas é menor na trajetoria 1.
Isto justifica-se por ter sido o pardmetro M obtido do ensaio com a trajetéria 2 e a
envoltoria de resisténcia ser levemente curva. Além disso, na trajetoria 1, houve geragdo
de pressdo neutra em excesso no ultimo estagio de carregamento, que levou o corpo-de-
prova a ruptura.

A respeito da deformabilidade, nas trajetorias 1, 2 e 3 nota-se boa concordincia
entre teoria e experimento no trecho inicial das curvas, onde ¢/, < 1. A partir dai, com
relagdo a previsdo tedrica, o solo mostrou-se menos deformavel nas trés trajetorias. Nas
trajetorias 4, 5 e 6 as discrepancias sdo maiores. Segundo a teoria essas trajetorias
primeiramente levariam o solo ao regime elastico com baixa deformabilidade, até que
cruzassem a curva de plastificagio inicial, a partir de quando, apés uma cedéncia brusca,
a deformabilidade iria aumentando em diregio ao estado critico. Os resultados
experimentais mostram, entretanto, que o solo torna-se, desde o inicio da aplicacdo da
tenséo desviadora, continuamente mais deformével. Para a trajetoria 6 a falha do modelo
¢ ainda maior.

Passemos agora as curvas deformagdo volumétrica-deformagio axial.

O modelo Cam-Clay prevé deformagdes volumétricas exageradas nas trajetérias
1, 2 e 3. A diferenga relativa é tanto maior quanto mais inclinada ¢ a trajetoria. Nos
ensaios 4 e 5, mesmo com a diminuigio da tensdo octaédrica p, o solo apresentou

diminuicdo de volume. Segundo a teoria, enquanto a trajetoria se encontrasse no
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dominio eldstico, haveria aumento de volume e, apos ter cruzado a curva de
plastificagdo, o solo passaria a comprimir-se. A diferenca entre comportamento
observado e previsto é consideravel, sendo maior na trajetoria 5. Mas o desencontro
mais grave deu-se na trajetoria 6. Embora tanto o experimento quanto o modelo Cam-
Clay tenham dado como resultado global a ocorréncia de aumento de volume, este foi
bem maior na previsdo tedrica (da ordem de duas vezes e meia o do ensaio no final da

curva). Além disso a forma das curvas é bem diferente.

3.6 CONFRONTO ENTRE PREVISOES TEORICAS E
RESULTADOS  EXPERIMENTAIS NOS  ENSAIOS
EDOMETRICO, K, TRIAXIAL NAO-DRENADO E
TRIAXIAIS DRENADOS COM CARREGAMENTO
cicrLico

O resultado do ensaio edométrico e a previsdo teorica constam da fig. 3.12. A
boa concordancia no trecho de compressio ndo se repete no de expansio.

A fig. 3.13 compara as tensdes axial e radial no ensaio K, com a resposta do
Cam-Clay (o resultado deste ensaio ja foi apresentado por Pinto e Nader, 1991). Nota-se
que a linha K, dada pelo modelo (Ko=0,53) ¢ bem mais inclinada que a experimental (K,
= 0,38). A correlagio de Jaky estima K, = 1-send = 1-sen36° = 0,41. Além disso o

modelo ndo ¢ capaz de representar o lago de descarregamento-recarregamento. No
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capitulo seguinte sera feita uma discussdo sobre o resultado deste ensaio, quando se

comparar o resultado experimental com a previsdo da equagdo hipoplastica.
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Figura 3.12 - Ensaio de compressdo edométrica.
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Figura 3.13 - Ensaio K.



3.26

No ensaio triaxial ndo-drenado (fig. 3.14) as curvas tensio desviadora-
deformagdo axial e pressdo neutra-deformagdo axial mostram boa concordancia entre
teoria e experimento em seus trechos iniciais. A resposta tedrica para a trajetoria de
tensdo ¢ medianamente boa.

As curvas tensdo desviadora-deformagio axial e deformagdo volumétrica-
deformagdo axial dos dois ensaios triaxiais de compressio por carregamento (trajetoria
2) com ciclo de carregamento estdo mostradas nas figs. 3.15 e 3.16. Em ambos os
ensaios a previsdo da curva tensdo desviadora-deformagio axial é razoavelmente boa,
salvo o lago de descarregamento-recarregamento que o modelo trata como uma curva
Unica (cf fig. 3.7, na qual encontram-se as curvas da trajetoria 2, sem ciclo de
carregamento). Quanto 4 deformag8io volumétrica, a previsdo do modelo é exagerada,
conforme ja haviamos constatado na fig. 3.7, cabendo observar que no ciclo o solo

apresentou menor variagdo de volume que o previsto pelo modelo.
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4 A EVOLUCAO DA HIPOPLASTICIDADE

No capitulo 5 sera apresentada uma nova equagio hipoplastica. Para que se possa
situd-la no dmbito geral das pesquisas em Hipoplasticidade, este capitulo faz um breve
historico das pesquisas na area, proporcionando um panorama das principais equagdes
hipoplésticas existentes e suas aplicagdes, apresentadas em ordem cronologica.

A Hipoplasticidade surgiu em 1978 na tese de doutoramento de Kolymbas,
orientado por Gudehus, na Universidade de Karslruhe, Alemanha, e tem-se constituido
numa ferramenta alternativa aos modelos elastoplasticos para a descricgio do
comportamento dos solos. Embora seus principios basicos ndo restrinjam a aplicagdo a
alguns solos em especial, quase a totalidade dos trabalhos em Hipoplasticidade tem sido
destinado as areias.

As equagdes hipoplasticas bésicas sio da forma:

T=hT.D). 1)

como a proposta por Kolymbas, em 1985:

2

T=CLlap+pr)+Cor(tD)1 + (CJ +C, T—) N (4.2)
2 #T

resultado da melhoria e simplificagio das versdes desenvolvidas nos primeiros anos de

pesquisa (veja-se, por exemplo, Kolymbas, 1984). A equagio contém quatro constantes
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caracteristicas do material, que podem ser determinadas num ensaio de compressio
triaxial convencional.

A fig. 4.1 compara previsdes da equagio acima com resultados de ensaios
triaxiais de compressdo e extensdo, realizados com pressdes confinantes de 203, 350 e
500 kPa, em corpos-se-prova da areia de Hostun (Kolymbas, 1988). Note-se que a
equacdo foi capaz de representar razoavelmente as curvas o,-o, X &, , tanto em
compressao como em extensdo, bem como a contracdo volumétrica inicial seguida de

expansdo tipicas de areias densas sob compressao.

1500

1404

tensdo desviadora (kPa)

500

deformacio axial

.as

-508

Figura 4.1 - Ensaios de compressio e extensdo com a areia de Hostun e resposta tedrica (apud

Kolymbas, 1988).

Outra equagdo desse tipo, criada em 1992,

2

) 2 T
T=C,(T)D +C, ”(f;)T +| C, ; T+C4 o JorD? (4.3)

também contém quatro constantes que podem ser determinadas com o resultado de um

ensaio triaxial e, do mesmo modo, destina-se as areias (Wu e Bauer, 1994). Em relagdo a
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€q. 4.2, a eq. 4.3 constitui-se numa evolugéo, pois ndo permite a ocorréncia de tensdes
de tragdo.
As figs. 4.2 e 4.3 mostram a aplicagdo desta equagdo a areia de Karlsruhe, em

ensaios de compressio triaxial e edométrica.
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Figura 4.2 - Compressdo triaxial em amostra fofa da areia de Karlsruhe com pressio confinante de 100

kPa e resposta teorica (apud Wu e Bauer, 1994),
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Figura 4.3 - Compressio edométrica em amostra fofa da areia de Karlsruhe ¢ resposta tedrica (apud Wu

¢ Bauer, 1994),

A fig. 4.4 mostra uma segdo (normal ao eixo hidrostatico) da superficie de
resisténcia deduzida da eq. 4.3 e pontos obtidos em ensaios triaxiais verdadeiros com a
mesma areia, revelando o bom desempenho desempenho da teoria,

Na fig. 4.5 sdo comparados resultados experimentais e tedricos para quatro
diferentes trajetorias de tensdo em outra areia. Apenas na trajetoria 1 a previsdo da

equacdo hipoplastica néo é boa.
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Figura 4.4 - Secdo da superficie de ruptura normal ao eixo hidrostético para areia de Karlsruhe em

estado compacto: resultados experimentais e tedricos (apud Wu e Bauer, 1994).
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Figura 4.5 - Ensaios triaxiais com diferentes trajetdrias de tensdo (apud Wu e Bauer, 1994).



4.6

As equagBes basicas apresentadas acima ndo sdo capazes de reproduzir as
diferencas que se observam quando se ensaia uma mesma areia com indices de vazios
diferentes ou quando se ensaia uma areia num certo indice de vazios, mas com tensoes
confinantes diferentes. Kolymbas (1991) denominou picnotropia a propriedade que tem
as areias de variar seu comportamento conforme a densidade e barotropia a propriedade
de variar seu comportamento de acordo com o nivel de tensio. Para que esses efeitos
pudessem ser representados, o passo seguinte dos pesquisadores foi incluir o indice de
vazios e na equagdo hipopléstica, fazendo com ela perdesse sua simplicidade inicial, mas

se tornasse mais potente. De um modo geral, a equagdo hipoplastica adquiriu a forma:

T=HnT,D,e) (4.4)
O modo de incluir o indice de vazios variou entre diferentes autores. A proposta

de Wu e Bauer (1993) foi multiplicar as duas tltimas parcelas da eq. 4.3 pelo fator /.

0 2 2
r=C@np+c, ™IV [0 " o L | foprr
T T T

sendo

I, =[1-a(p)] ——mn 4 4(p)
e (p)—e.

min

em que emi, € 0 indice de vazios minimo da areia, e.(p), o indice de vazios no estado
critico associado a tensdo octaédrica p através de:

e, =p,+p,exp(p,p)

a=gq,+q,exp(q,p)
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Uma desvantagem é que as constantes P1; P2, P3, 4, g2 € g3 sdo de dificil calibraggo.
Seus autores apenas mostram as potencialidades do modelo por meio de experimentos
numéricos, sem, entretanto, aplica-lo a um solo.

Um modo melhor de tratar barotropia e picnotropia foi encontrado por Kolymbas

et al. (1995), com a introdugdo da retrotensdo S associada ao indice de vazios. Sua

equagio é:
: tr((T + S)D)
T=Ctr(T+S)D+C —_— (T +95)+
T+ $)D+C, = Zr=e S (T +8)
T? T? T} T’ JoD®
+C,—+C,—~-+C +C, == trD*
(3trT ‘0T P pT? 6trTZJ
sendo

v 1 a.
S =sl= s0+k(—p—) In—2 .(—p—) 1
Po I+e, [\ p,

Cy,..., Cs, a, v s3o constantes, s e ¢, sdo valores de s e e correspondentes a um certo p

=poe

SO
[pc)“ l+e,
—=| In
Po l+e,

sendo e. e p. valores de e e p no estado critico. Note-se que s se anula no estado critico.

k=

Em principio, para a determinagio das constantes seria necessario apenas um
ensaio triaxial com uma amostra da areia no estado compacto. Entretanto, como sio
necessarios dados relativos ao estado critico e, como se sabe, a amostra inicialmente
compacta nio se encontra mais homogéna no estado critico, é recomendével a realizacdo
de um outro ensaio triaxial com uma amostra da areia no estado fofo.

Os autores aplicaram sua equagdo i areia de Karlsruhe, conforme veremos a

seguir. Nas figs. 4.6 e 4.7 pode-se avaliar a capacidade do modelo em representar
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barotropia e picnotropia, respectivamente. A fig. 4.6 mostra resultados de ensaios
triaxiais de compressdo realizados com varias pressdes confinantes e as curvas teodricas
produzidas com a equagdo acima. A equagdo ¢ capaz de representar a diminuicdo do
angulo de atrito e da deformagio volumétrica de expansdo com a pressdo confinante. A
fig. 4.7 traz resultados de ensaios triaxiais em corpos de prova preparados em diferentes
indices de vazios e previsdes teoricas que reproduzem as tendéncias reveladas nos

experimentos.
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Figura 4.6 - Compressio triaxial com diferentes pressoes confinantes em areia e resposta tebrica (apud

Kolymbas ef al., 1995).
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A fig. 4.8 faz a comparagio entre resultados experimentais de compressdo

edomeétrica em corpos-de-prova preparados em dois indices de vazios diferentes e as

boas respostas teoricas.

Mostraram ainda que, pelo menos qualitativamente, o modelo é capaz de

representar as diferencas marcantes de comportamento de areias fofas € compactas em

ensaios nio-drenados (fig. 4.9).

(ca-0)(c,+03,)

deformacio volumétrica (%)

-6

deformagio axial (%)

12

tedrico

deformagio axial (%)

Figura 4.7 - Compressdo triaxial com diferentes indices de vazios iniciais e resposta tedrica (apud

Kolymbas et al., 1995).
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Figura 4.8 - Compressdo edométrica com diferentes indices de vazios Iniciais e resposta teérica (apud

Kolymbas et al., 1995).

No estdgio seguinte, ¢ mais recente, da evolugdo das equagBes hipoplésticas,
Gudehus (1996) e Bauer (1995) formularam a seguinte equagdo, em que comparecem
fatores controladores de barotropia e picnotropia, envolvendo constantes diretamente

relacionadas com propriedades basicas dos solos:
T=f|L, D)+ FN(@WD? | (4.5)
em que

T=T/uT,
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Figura 4.9 - Previsio teorica de resultados de ensaios de compressdo nio-drenada com diferentes indices

de vazios iniciais (apud Kolymbas et al., 1995).

L(T,D)=a’D+T u(TD) ,
N{@)=a (T +T).

Por sua vez

f‘a [1+cos(30)] ,

a, =¢, +c,

cos(3e)=-£i% ;
[er (T,
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B V3 (3 — send)
"= 8 send

_ 3(3+send)
*7 8senp

sendo ¢ o angulo de atrito no estado critico.
Os fatores que comparecem na equagio relacionam-se com os indices de vazios

critico e limites (maximo e minimo):

7= ( (p)) £

sendo e.(p) o indice de vazios no estado critico associado a tensdo octaédrica p, dado

por

e (p)=e,exp[-(Bp/h,)"].

_ ¢—e,(p) ]a
f“[e,(p)—ed(p) :

sendo e4(p) o minimo indice de vazios em que a areia pode encontrar-se, se a tensio

octaédrica for p, dado por

e,(p) =e,,exp[-(3p lh,)"]

¢ _[e;(p)} 1+e,(p) h, ( p]
* e p)) e(p) nh \h ’

sendo ei(p) o maximo indice de vazios em que a areia pode encontrar-se, se a tensdo

octaédrica for p, dado por

e, =e,exp[-(3p/h,)"] ,

h_z_l__ l_[emhedo]u 1 _
el 3 \eg-ey ctﬁ
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Note-se que os valores de e.(p), eip) e elp), para p = 0, sd30 ey , ey € e,
respectivamente.

Assim, as constantes do modelo sio ¢, B, o, A, 1, €0, €do, €io.

Hiugel (1995) implementou a eq. 4.5 num programa de elementos finitos e a
aplicou a anélise de experimentos de campo (em escala natural) de um bloco de fundagio
e de uma escavagdo com parede diafragma. Para o bloco de fundagio, notemos na fig.
4.10 os diagramas forga-deslocamento medido e calculado com deformagio
tridimensional (3D) e deformagdo plana (2D), em que é nitida a superioridade do modelo
tridimensional de elementos finitos. Nessa figura 7 denota a forca inclinada aplicada (a
relagdo entre as componentes horizontal e vertical é 0,4), u, o deslocamento na dire¢io
da forga, ¢, = arcsen (01-03)/(01+03), o dngulo de atrito mobilizado e Ow , dngulo de
atrito entre o bloco e o solo. Para a parede diafragma, conforme mostra o aquele autor,
as previsdes tedricas também sdo realistas.

A mais recente equagio hipoplastica resultou de uma mudanca feita por von
Wolffersdorff (1996) na eq. 4.5. Tal alterago trouxe as seguintes melhorias: a superficie
do estado critico ¢ a de Matsuoka/Nakai (1977) e, com isso, sdo previstos valores mais
realistas de angulo de atrito de pico e estado critico em ensaios triaxiais de extensdo e de
deformagdo plana; a curva de compresso isotrépica é o limite superior para o indice de
vazios. Conforme mostram as figs. 4.11 e 4.12, sio de boa qualidade as previsdes
tedricas dos resultados experimentais de ensaios de compressdo edométrica e triaxial
com variadas pressdes confinantes, feitos com corpos de prova da areia de Hochstetten

moldada com indices de vazios diferentes.
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bidimensional e tridimensional de elementos finitos e diferentes rugosidades do bloco de fundagdo (apud

Hiigel, 1995).
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Situemos, agora, no quadro da evolugio da Hipoplasticidade, a equagio
hipoplastica apresentada no capitulo 5 desta tese.

Desenvolveu-se uma equagdo da forma basica (4.1), que se pode aplicar, em
principio, a qualquer tipo de solo, e nfo da forma mais recente (4.4), cujo objetivo
principal € descrever barotropia e picnotropia de areias, porque se tratava de um solo
siltoso. A capacidade de representagdo do comportamento desse solo por parte da nova
equagdo sera avaliada no capitulo 5.

Além disso, simplicidade era uma das metas. Entre as equagdes hipoplasticas
existentes, mesmo as mais simples nio foram submetidas a uma analise qualitativa da
resposta que fornecem, por ndo serem simples o bastante. A equagio proposta, ao

contrario, permite esse tipo anélise, conforme veremos no capitulo 6.
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5 A NOVA EQUACAO HIPOPLASTICA

5.1 INTRODUCAO

Ha alguns anos, iniciou-se na Escola Politécnica da USP uma linha de pesquisa
em modelos constitutivos para solos da cidade de Sdo Paulo. O primeiro material
examinado foi o silte residual de migmatito, encontrado no Campus da USP, cujo
comportamento mecanico foi investigado numa série de ensaios, com énfase em
solicitages drenadas em diversas trajetorias de tensdo. Os resultados experimentais
foram comparados com as previsdes tedricas de alguns modelos como o SUEF (Pinto e
Nader, 1994) e o Cam-Clay (Nader e Pinto, 1994), este ultimo tendo sido abordado no
capitulo 3.

Em etapa seguinte dessa mesma linha de pesquisa, foi criada uma nova equacio
constitutiva hipoplastica para esse mesmo solo, a qual sera apresentada logo adiante,
onde também se discutird seu desempenho no confronto com o que se observou em
laboratorio, em ensaios de compressdo isotrdpica, edométrica, triaxial drenada com
diferentes trajetorias de tensdio, triaxial ndo-drenada e ensaio K, sobre amostras

reconstituidas. Sera feita também a comparagdo com a resposta do modelo Cam-Clay.
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As constantes presentes na nova equag¢do hipoplastica relacionam-se de modo
direto com pardmetros bem conhecidos da Mecénica dos Solos, o que torna mais facil
sua calibragdo e mais clara sua influéncia na resposta do modelo, em contraste com o que
ocorre com a maioria das equagdes hipoplasticas, nas quais as constantes ndo sio de
interpretagdo facil.

Além disso, conforme veremos no capitulo 6, em alguns casos € possivel obter
solugBes analiticas das equagdes diferenciais que fornecem um quadro de respostas que
serve de referéncia em solicitagdes mais complexas e permite que se entenda melhor o
comportamento de modelos hipoplasticos, proporcionando um paralelo com o modelo
Cam-Clay. Com isso esta equagdo pode contribuir para a divulgagio da
Hipoplasticidade, que, por falta de estudos qualitativos, parece menos atraente ao

estudioso de Mecénica dos Solos.

5.2 A EQUACAO

PropdGe-se a seguinte equagdo hipoplastica:
o 1 1
T= E[CltrDtrT +C, (trTaD)]l +(C, —m)#T)D, + I:E C,(rTH1 + CsTa] [rD? ’

(5.1)

em que o indice a indica a parte anti-esférica (com trago nulo) de um tensor,

_3_\/51/trTa2

2 T °~°

T]:
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e Cy, C3,C5, CyeCs sio dadas por

“* M
3(1 1

n (-3,
2 \A
G

C4:—? 5

= £G+3M

5_—2 M 3

sendo A, k, M e G constantes caracteristicas do material, cujo significado fisico ficara
claro logo adiante.

Em suma, hé apenas quatro constantes independentes.

Cabe aqui uma nota sobre o processo de criagdo de uma equagio constitutiva,
que, por ser marcado sobretudo por tentativas e erros, ndo pode ser tragado com nitidez.
Nele, o conhecimento de caracteristicas basicas do comportamento dos solos e a
experiéncia em trabalhar com outras equagdes desempenha papel muito importante. No
caso de equagdes hipoelasticas, hipoplasticas e elastoplasticas, é fundamental como guia
0 teorema de representagdo para funcSes tensoriais isotrOpicas de duas varidveis
tensoriais (Wang, 1969), segundo o qual a forma mais geral que a equagio pode ter é:

T=¢,1+0,T+0,D+¢,T% +¢,D* +b,(TD + DT) +¢,(T*D + DT*) +
+&,(TD* + D’T) + ¢,(T*D* + D°T?)
em que cada ¢; € uma fungdo isotropica dos invariantes basicos de T e D:;

b, =o,(rT,66T? ,orT? ,rD,trD* ,trD’ ,tr(TD), tr(T* D), tr (TD*), tr(T > D*))
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A titulo de ilustragdo de um procedimento usado durante a elabora¢do de uma
equagdo constitutiva, vejamos como uma leitura simplificada da eq. 5.1 nos pode dizer se
ela € capaz de representar fendmenos fundamentais. De forma imprecisa, mas suficiente
para o momento, pode-se dizer que a equagdo informa que variagio na tensdo (lado

esquerdo da igualdade) ocorre se impusermos uma certa deformagio, sendo relevante o

estado de tensdo atual. Nos dois exemplos a seguir, fixemos W= 0 e, portanto, T =T .
Suponhamos que o estado atual de tensdo seja isotrépico (hidrostatico): T= -b1,

b > 0 (compressdo) (portanto, T,= 0). A equagio simplifica-se:
CR.| 1
T = 5[— 36C,rD|1-36C,D, + E(—312)(331\/”1)2 .

Se impusermos deformagdo isotropica (D, =0), e s neste caso, notamos que a
variagdo de tensdo também serd isotropica (um multiplo de ), conforme se espera de
solos isotropicos.

Outra caracteristica marcante do comportamento dos solos é o fato de
deformacgdes sem variagio de volume (trD = 0), como nos ensaios triaxiais nio-drenados

em solos saturados, serem acompanhadas de variagdo na soma das tensdes principais.

Isso ¢ previsto pela eq. 5.1. De fato, colocando trD = 0 em (5.1), calculamos tri‘ ndo-

nulo, em geral:

trT = C,(trT,D) + C,r T\ trD?* .
Para que, posteriormente, se possa fazer o confronto entre as previsdes teoricas
deste modelo e o resultado de ensaios triaxiais, é fundamental deduzir a forma particular
da equag@o geral 5.1 para tais casos. Utilizando-se o que foi estudado no capitulo 3, e as

grandezas 14 introduzidas para a analise de ensaios triaxiais, a equagd@o geral fornece:
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R =
p==Cpé, -5Cqi +—Cyp g2 +2y° (5.2)
P
q=-3(C,—pi +—Coqyer +27° . (5.3)

Para enfatizar o significado fisico das constantes caracteristicas do material,

vamos analisar algumas solicitagdes bem conhecidas e interpreta-las pelo prisma desta

teoria.

a) Compressio e expansio isotropicas

Neste casotemos 6, =6, =p, ¢=0,€,=¢,=¢€,/3,y=0.Em(5.2)

T B
pP=- 1p8v+ﬁ'c3p8v

Se hi compresséo (€, > 0), entdo:

Mas
1 1
C,+ﬁcj =
Portanto,
'”l : 5.4)
p_ xpsv . ( A

Caso haja expansdo (€, < 0), entdo:

Sendo
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o i
vale

= 1 .
p=—re, . (5.5)

Se o valor do indice de vazios ao longo do tempo for dado por e = e(r), pode-se
mostrar que €, =¢/(/+e). Integrando as equagdes (5.4) e (5.5) com p(0)=p, e

e(0) = e,, obtemos, respectivamente:

1+
n—2 — g2
1+ Po
l+e p
In = gln= |
1 Py

como no modelo Cam-Clay (capitulo 3).
Num ciclo de carregamento o modelo produz a resposta representada na fig. 5.1.
O comportamento defeituoso no recarregamento € o principal defeito da

Hipoplasticidade em geral.

In (1+e)

Inp

Figura 5.1 - Compressio e expansdo isotropicas, segundo o modelo.
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b) Comeco de um ensaio triaxial

Em um ensaio triaxial, terminada a etapa de adensamento isotropico, inicia-se a

alteragdo em ¢. No primeiro instante desta fase, tém-se p(0) =& (pressdo confinante),

g(0)=0 e 4(0) # 0. Em (5.3);

qg=-3Cxyo .
Donde:
;.
Yo

G ¢, portanto, o coeficiente angular da reta tangente 4 curva (¢/o)xy na origem. Tal

coeficiente angular, segundo esta equagio, ndo depende sequer da trajetoria de tensdo,

em contraste com o que mostram os experimentos, como veremos adiante.

¢) Estado Critico

Pondo €, =0 em (5.2) e (5.3), resultam

2

2. A6
p=-5Cqi + TC}ph

4l J6

. V6 ;
4==3(C = )pi +3-Cuglil

Substituindo as expressdes das constantes, obtemos:

p=200(-Li ] (56)

0= 6{ pi—Lh) + 3 - ) (5.7)



5.8

Sey>0eq=Mpousey <0 eq=-Mp,resulta, pela equagio (5.6), p=0.
Se 7>0, g=20eqg=Mpousey <0, g<0eq=-Mp, resulta, pela equagio (5.7),
g =0. Com isso fica mostrado que as linhas do estado critico no diagrama (p, ¢) s&o as

semi-retas g=Mp e g =—Mp, comp > 0.

53 DETERMINACAO DAS CONSTANTES DO MODELO

Uma vez que a descrigdo das propriedades do solo e dos ensaios realizados foi
feita no capitulo 3, partimos diretamente para a determinacio das constantes
caracteristicas do solo, para a qual foi conveniente combinar dois procedimentos. Um
deles utiliza-se da interpretagdo feita na se¢do anterior, na qual sio analisadas
solicitagdes ou situagdes em que cada pardmetro influi isoladamente: A ocorre

isoladamente na equagio da compressdo isotropica, k ocorre isoladamente na equagio

da expansdo isotropica, M é o coeficiente angular da reta do estado critico, G é o

coeficiente angular da reta tangente a curva (¢ /c)xy na origem. O outro procedimento

leva em conta a finalidade do estudo, que é reproduzir, com as equa¢des do modelo, as
curvas experimentais obtidas em diversas solicitagdes, em especial nos ensaios triaxiais
drenados com diferentes trajetorias de tensio. Como nessas solicitagdes todos os
pardmetros tém influéncia simultanea, neste segundo procedimento os valores devem ser

escolhidos de modo a levarem ao melhor resultado global.
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5.3.1) Determinacio de A e

Segundo o modelo, na compressdo e expansio isotrépicas, o logaritmo de (1+¢)
varia linearmente com o logaritmo da tensdo aplicada e os coeficientes angulares das
retas séo -A e -k, conforme explicado na se¢o anterior; a resposta ¢ a mesma do modelo
Cam-Clay.

No capitulo 3 (fig. 3.4), vimos que ndo sdo retas as curvas experimentais de
compressao e expansdo, reproduzidas a seguir na fig. 5.2 juntamente com a previsdo do
modelo hipopléstico. A resposta do modelo hipoplastico é igual a do Cam-Clay na
compressdo e na expansdo, mas ¢ diferente na recompressio.

Lembrando que o objetivo principal é representar o comportamento observado
nos ensaios triaxiais drenados com diferentes trajetdrias de tensio, escolheram-se valores
de A e x que produzissem a resposta tedrica que mais se aproximasse da experimental
nesses ensaios, sem que a representagdo da compressdo isotropica ficasse muito
prejudicada, como podemos notar na prépria fig. 5.2. Os valores adotados foram: A =
0,070 e k= 0,018; os mesmos adotados para o modelo Cam-Clay. Note-se que a
recompressdo ndo € bem representada pelo modelo, como ja se havia comentado na
secdo anterior.

Vale salientar que poderia ter acontecido de os valores de A €  escolhidos para o
Cam-Clay ndo serem iguais aos escolhidos para a equagdo hipoplastica, pois, embora
ambos os modelos tenham resposta idéntica na compressdo e expansdo isotrépicas, o
mesmo ndo ocorre nas seis trajetorias de tensdo seguidas nos ensaios triaxiais drenados,

as quais se deseja representar do modo mais fiel.
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Figura 5.2 - Ensaio de compressio isotropica.

5.3.2) Determinacio de M

De acordo com o modelo, no estado critico, a relagdo entre o modulo de qgep
deve ser igual a M, ndo importando qual seja a trajetoria de tensdo. Com os dados
experimentais de ruptura nas seis trajetorias de tensdo, consideradas individualmente,
ndo se encontram os mesmos valores de M:

Trajetoria 1: M =1,32 (valor excessivamente baixo, fruto do desenvolvimento de
pressao neutra, e por isso desprezado na analise);

Trajetoria 2: M = 1,46;

Trajetoria 3: M = 1,54,

Trajetoria 4: M = 1,60;

Trajetoria 5: M = 1,60;
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Trajetoria 6: M = 1,54;

E compreensivel que as trajetorias 3, 4, 5 e 6 fornegam valores de M um pouco
superiores, porque nelas a tensdo radial cai abaixo do valor inicial (antes do
carregamento axial), tornando o solo sobreadensado.

Optou-se pelo valor M = 1,46 (correspondente ao dngulo de atrito de 36°), em
primeiro lugar, porque é o que leva 4 melhor previsio tedrica das curvas tensio
desviadora-deformagdo axial e deformagio volumétrica-deformagdo axial no conjunto
das seis trajetorias de tensdo e, em segundo lugar, porque é o determinado pela trajetéria

2, que € o ensaio triaxial convencional, do qual se dispde normalmente.

5.3.3) Determinaciio de G

Segundo o modelo, o parmetro G pode ser obtido do resultado de qualquer
ensaio triaxial, pois independe do tipo de trajetdria. Entretanto, calculados os

coeficientes angulares das retas tangentes 4 curva (¢/c)xy na origem, para cada ensaio

drenado com uma particular trajetéria de tensdo, valores diferentes foram obtidos:
Trajetoria 1: G =33;
Trajetoria 2: G =45;
Trajetoria 3: G =79;
Trajetoria 4; G =179;
Trajetoria 5: G =150;
Trajetoria 6: G =313.

Deve-se chamar a atengio para a imprecisdo dos primeiros registros de

deformagdo feitos no inicio do carregamento e para a conseqiiéncia imediata que tém na
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determinagio de G feita acima. Neste caso, é ainda mais importante examinar o
desempenho dos varios valores de G na representacio das curvas experimentais.
Escolheu-se G = 54, pois foi o que produziu curvas teéricas que mais se

aproximaram das experimentais no conjunto de ensaios com diferentes trajetorias de

tens3o.

5.3.4) Comentarios

Note-se que a énfase estd sendo dada aos ensaios drenados com diferentes
trajetorias de tensdo, isto €, as constantes foram escolhidas de modo que o
comportamento nesses ensaios, vistos como um conjunto, seja melhor representado pelo
modelo, conforme sera visto na proxima segio.

Evidentemente, se cada ensaio for analisado individualmente, pode-se encontrar
constantes especificas mais apropriadas. Feita essa analise, resultou que os valores das
constantes apresentadas acima também sdo os melhores para as trajetorias 2, 4 e 5. Para
as outras trés trajetorias, sdo dados a seguir os valores de uma ou mais constantes que
devem substituir os valores anteriores de maneira que a previsio tedrica seja um pouco
melhor:

Trajetoria 1: « = 0,05, M = 1,35, G =40,

Trajetoria 3: x = 0,027.

Trajetoria 6: G = 60.
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5.4 CONFRONTO ENTRE PREVISOES TEORICAS E
RESULTADOS EXPERIMENTAIS NOS ENSAIOS TRIAXIAIS

DRENADOS COM DIFERENTES TRAJETORIAS DE TENSAO

Vamos comparar as curvas tensdo desviadora-deformacdo axial e deformac@o
volumétrica-deformagio axial experimentais com as tedricas, correspondentes as seis
trajetorias de tensdo.

As curvas teoricas calculadas com a equagdo hipoplastica, das figuras de 5.3 a
5.8, foram obtidas utilizando-se A = 0,070, k= 0,018, M= 1,46 ¢ G = 54. Nas mesmas
figuras estdo reproduzidas as curvas do modelo Cam-Clay, ja analisadas no capitulo 3,
para que possamos comparar o desempenho das duas teorias.

Nota-se, de inicio, que o valor de tensdo desviadora na ruptura é bem inferior ao
previsto em teoria na trajetéria 1, coincide com o tedrico na trajetéria 2 e é levemente
superior ao tedrico nas trajetorias 3, 4, 5 e 6, como ocorre com os resultados do modelo
Cam-Clay. As razdes sdo as mesmas expostas no capitulo anterior.

Quanto as curvas tensdo desviadora-deformagdo axial, a qualidade da previsio €
medianamente boa nas trajetorias 2, 3, 4 e 5. Na trajetoria 1, o ajuste sO € bom em baixas
deformagdes, e, na trajetdria 6, o solo mostrou-se sensivelmente menos deformavel que
0 previsto.

Comparemos agora as duas teorias:

Trajetoria 1: o Cam-Clay aproxima-se mais do observado experimentalmente.

Trajetoria 2: a qualidade da previsdo é quase a mesma, sendo a equagio

hipoplastica levemente superior.
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Trajetoria 3: a curva produzida pela equagdo hipoplastica ¢ mais proxima dos
pontos experimentais para deformagGes axiais superiores a 2,5%, enquanto, para
deformagdes inferiores a este valor, a curva calculada com o Cam-Clay ajusta-se melhor.

Trajetorias 4, 5 e 6: a equagdo hipoplastica € superior, pois descreve o aumento
gradual de deformabilidade observado nos ensaios, embora subestime o valor da tensio
desviadora, sobretudo na trajetoria 6. No modelo Cam-Clay, nessas trés trajetorias em
que ocorre diminuigdo da tensfio octaédrica p, o regime é inicalmente elastico e a
deformabilidade tedrica é excessivamente baixa até que se atinja a curva de plastificagéo,
por isso séo produzidas curvas de forma significativamente diferentes das experimentais,
principalmente na trajetorias 5 e 6. Nesta tltima chega a ser previsto aumento na altura
do corpo-de-prova.

Quanto as curvas de deformagdo volumétrica-deformagio axial, a qualidade da
previsdo feita com a equagdo hipoplastica € boa nas trajetérias 2, 4, 5 e 6, sobretudo nas
trés ultimas. A resposta tedrica ndo € tdo boa nas trajetdrias 1 e 3.

Em comparagdo com o Cam-Clay, a equagio hipopléstica é melhor em todas as
trajetorias. As diferengas sdo marcantes nas trajetorias 4, 5 e 6, em que o Cam-Clay
prevé expansdo elastica inicial em desacordo com os resultados de ensaios. Nas trajetoris
5 e 6 as curvas do Cam-Clay sdo muito diferentes das experimentais. Na trajetoria 3, o
Cam-Clay superestima a deformag&o volumétrica mais que a equagéo hipoplastica.

Em Hipoplasticidade, a inexisténcia de um dominio elastico, aliada a propriedades
intrinsecas do modelo em questdo, faz com que a resposta seja mais realista na maioria
das trajetdrias e curvas.

Deve-se lembrar que o desempenho do modelo SUEF, examinado noutra ocasiio

(Pinto e Nader, 1994), também foi bom nas seis trajetorias de tensdo.
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No final da se¢do anterior, comentou-se que a resposta tedrica melhora um
pouco nas trajetorias 1, 3 e 6, se forem adotados outros valores para uma ou mais
constantes. As figuras 5.9, 5.10 e 5.11 mostram as novas curvas tebricas, produzidas
com os novos valores das constantes, especificos para cada uma das trajetorias, em
comparagdo com as antigas e com o resultado experimental.

Na trajetéria 1, os valores especificos de x (0,05), M (1,3 5Ye G (40) melhoram
a representagdo tanto da curva tensdo desviadora - deformago axial, que agora se ajusta
bem aos pontos experimentais, quanto da curva deformagio volumétrica - deformagio
axial. Na trajetoria 3, com o novo valor de k (0,027) é bem melhor a previsdo da curva
deformagio volumétrica-deformagio axial, ao passo que, na curva tensdo desviadora-
deformagdo axial a qualidade da resposta tedrica é quase a mesma. Também na trajetéria
6, ¢ na curva deformagéo volumétrica - deformagio axial que a resposta teorica se torna
sensivelmente mais proxima dos resultados experimentais, quando se usa o novo valor de

G (60).
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Figura 5.3 - Trajetoria 1.

5.16



tensdo desviadora (kPa)

600

500

400

300

200

100

a ensaio
—— Cam-Clay

~— hipoplastico

5 10 15 20

deformacé&o axial (%)

25

deformagao volumétrica (%)
f S

5 10 15 20

deformagéo axial (%)

25

Figura 5.4 - Trajetoria 2.

5.17



tensdo desviadora (kPa)

350
300
250
200

150 -

100

[3)]
(=]

& ensaio

—— Cam-Clay
——hipopléstico

3
T

2 3 45 6 7 8 910 11 12

deformacéo axial (%)

|
i i

deformacao volumétrica (%)

2.5

N L
w |
L

5 6 7 8 9
deformacéo axial (%)

10 11 12

Figura 5.5 - Trajetoria 3.

5.18



tens@o desviadora (kPa)

150 -

100 +

[4)]
o

s ensaio
—— Cam-Clay
~—— hipoplastico

2 3 4 5 6 7

deformagéo axial (%)

tensdo desviadora (kPa)

deformagéo axial (%)

Figura 5.6 - Trajetoria 4.

5.19



250

200

150

100

50 -

m  ensaio
—— Cam-Clay
—— hipoplastico

[l L ] 1

|
L1 T L} T I

0 1 2 3 4 5 6

deformagdo axial (%) ( a)

deformacé&o volumétrica (%)

deformagéo axial (%)

Figura 5.7 - Trajetoria 5.

5.20



tensdo desviadora (kPa)

160
140 |

120
100 -
80 |
60

s ensaio
—— Cam-Clay
——hipoplastico

L ] i ] 1
¥ T 1 T

05 0 05 1 15 2 25 3 35
deformacéao axial (%)

deformagéo volumétrica (%)

1
e
(8]

“_c*::'"_c':a' s
= N
; 1
]

0.6 |

0.8 |-

deformagéo axial (%)

Figura 5.8 - Trajetéria 6,

5.21



.22

1000
=
£ 800+
o
B 600 + -
g B ensaio
_é; 400 -
8 —_— cc_m:sta‘ntes
2 originais
£ 200 - constantes
especificas
0 e e A Eo e — .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
deformacéo axial (%)

deformagéo wlumétrica (%)

1 /! ! | 1 ] (] 1 |
t T T T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

deformagao axial (%)
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especificas: 4. = 0,070, x = 0,050, M = 1,35, G = 40,
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5.5 CONFRONTO ENTRE PREVISOES TEORICAS E
RESULTADOS EXPERIMENTAIS NOS ENSAIOS EDOMETRICO,

Ko, TRIAXIAL NAO-DRENADO E TRIAXIAIS DRENADOS COM

CARREGAMENTO CICLICO

O resultado do ensaio edométrico e as curva tedricas sio mostrados na fig. 5.12.
Em comparagio com a resposta do Cam-Clay, a resposta do modelo hipoplastico é pior

na compressdo e um pouco melhor na expansio (notem-se as inclinag3es).

-
N W
I R—

® ensaio

AR = —— Cam-Clay
.§ 11 | ——hipopléstico
2 09
8
2 08
£

0.7+ 4

0.6 + S m g= 6

0.5 - ;

10 100 1000 10000

tenséo vertical (kPa)

Figura 5.12 - Ensaio de compressdo edométrica.

Examinemos, agora, na fig. 5.13, a curva tensdo radial-tensio axial descrita no

ensaio Ky e a curva prevista pelas teorias.
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Cabe uma nota sobre o resultado experimental que, diferentemente do que se
espera nesse tipo de ensaio, ndo produziu uma reta no trecho inicial de compressio, até
cerca de 200 kPa. Este fato pode ser justificado se lembrarmos o modo como a amostra
foi preparada. Em primeiro lugar, preparou-se um bloco adensado isotropicamente a 20
kPa, do qual se talhou a amostra. A retirada da amostra do bloco torna-a sobreadensada
¢ a mantém em estado isotropico de tensdo. No trecho curvo que se nota na fig. 5.13, 0
estado de tensdo do solo passa de isotropico a anisotrépico e o estado do solo, de
sobreadensado a normalmente adensado. A relagdo tensio radial/ tensio axial diminui
desde 1 até o valor de Ko, depois do que fica constante, definindo a reta cujo inicio se vé
na mesma figura. O valor de Ko assim determinado ¢ de 0,38, enquanto o valor dado pela
equagdo hipoplastica é 0,45. E de se esperar que, se fosse feito um ensaio K, com um
corpo-de-prova deste solo que estivesse de inicio normalmente adensado e em estado de
tensdo na situagio Ko, seria obtido, como resultado no grafico da fig. 5.13, uma reta de
coeficiente angular igual a Ko e que passa pela origem. Se assim fosse, a diferenga entre
os resultados experimental e tedrico seria menor.

Por fim, comparemos os lagos de descarregamento-recarregamento experimental
e previsto pela equagdo hipoplastica, com inclinagdes diferentes.

A resposta tedrica do Cam-Clay € pior na compressdo, com K, excessivamente
alto (0,53), ndo reproduz o ciclo, pois 14, segundo este modelo o regime é elastico,
porém representa melhor a curva de descarregamento.

A fig. 5.14 mostra os resultados experimentais e as previsdes tedricas do ensaio

ndo-drenado.
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Figura 5.13 - Ensaio K,

A equagdo hipoplastica prevé valores de tensdo desviadora e pressdo neutra
sensivelmente mais baixos que os observados para deformagdes axiais inferiores a 2%.
Contudo, nas proximidades do estado critico a qualidade da previsdo melhora, pois os
valores de g, p e pressio neutra sdo corretamente indicados pela teoria. A divergéncia
entre modelo e experimento também fica clara quando se comparam as trajetorias de
tensdo. Segundo a equagdo hipopléstica ela ¢é reta, em contraste com o que se observa
experimentalmente. No entanto, terminam no mesmo ponto.

A resposta do Cam-Clay ¢ melhor no inicio das curvas tensio desviadora-
deformagdo axial e pressdo neutra-deformago axial, e também no que se refere a forma
da trajetoria de tensdo, embora os valores de p e ¢ nas proximidades do estado critico

ndo sejam tdo0 corretamente previstos como os do modelo hipoplastico.
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Figura 5.14 - Ensaio de compressio triaxial ndo-drenado.
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Quanto aos ensaios triaxiais de compressio por carregamento com ciclo de
descarregamento-recarregamento (figs. 5.15 e 5.16), em ambos a previsio da curva
tenséo desviadora-deformacdo axial pela equacdo hipoplasticas ¢ medianamente boa nos
trechos de carregamento e descarregamento, mas é muito ruim no recarregamento. A
curva deformagdo volumétrica-deformacdo axial revela que, mesmo no descarregamento,
a previsdo tedrica ¢ ruim, pois indica diminuigio de volume em que pese ser a altura
crescente e a pressdo confinante constante. Este aspecto pode ser melhorado se
adotarmos k = 0,030, quando ent3o obtemos o resultado mostrado nas figs. 5.17 e 5.18.
Como essa mudanga influencia todas as outras curvas, surge o interesse em saber em que

medida a previsdo ¢ alterada. Disso trata a préxima se¢do.
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Figura 5.15 - Primeiro ensaio drenado com ciclo de carregamento (x = 0,018).
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5.6 CONFRONTO ENTRE PREVISOES TEORICAS COM k =

0,030 E RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A seguir, encontram-se os graficos que comparam resultados experimentais dos
mesmos ensaios referidos nas se¢des anteriores com a previsio da equagdo hipoplastica
utilizando-se k = 0,030 e os mesmos valores para as demais trés constantes. Também sdo
reapresentadas as curvas obtidas com os valores originais das constantes a fim de facilitar
a analise.

Comentarios breves serdo feitos sobre a qualidade da nova previsdo frente a
anterior.

Ensaios triaxiais drenados com diferentes trajetorias de tensdio (figs. de 5.19 a
5.24): a resposta teorica para as curvas tensio desviadora-deformagio axial continua
aproximadamente com a mesma qualidade; é agora um pouco melhor nas trajetérias 3, 4,
5 ¢ 6. O mesmo ndo ocorre no que se refere as curvas deformagdo volumétrica-
deformag@o axial: nas trajetérias 1 e 2 a qualidade da previsio é um pouco superior; na
trajetoria 3 a previsdio ¢ agora significativamente melhor; nas trajetorias 4, 5 € 6 piora
sensivelmente a resposta tedrica.

Ensaio de compressdo isotropica (fig. 5.25): como na compressio apenas A influi,
ndo ha mudanga. Na expansdo o efeito do novo valor de k, maior que o anterior, ¢
aumentar a inclina¢do da reta de expansfo, piorando um pouco a resposta teorica.

Ensaio de compressdo edométrica (fig. 5.26): a qualidade da resposta teorica é

um pouco superior, sobretudo no trecho de descompressio.



5.35

Ensaio K, (fig. 5.27): melhora a representagio do lago de descarregamento-
recarregamento, no que diz respeito as inclinagdes.

Ensaio de compressdo triaxial ndo-drenado (fig. 5.28): piora a qualidade da
previsio. Nem o valor da tensdo desviadora de ruptura, nem a pressao neutra de ruptura

sao corretamente calculadas pelo modelo.
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6 ANALISE DA NOVA EQUACAO HIPOPLASTICA

6.1 INTRODUCAO

Neste capitulo o objetivo € investigar propriedades da equagio constitutiva
proposta no capitulo 5 que permitam uma compreensio global do tipo de resposta que
ela fornece. A analise se restringird ao caso em que duas tensdes principais s3o iguais,
como ocorre nos ensaios triaxiais, situagdo em que muito ja4 se conhece do
comportamento dos solos € que, por isso, permite interpretagio facil.

Serdo pesquisadas as solugdes do sistema de equagdes diferenciais constituido

pelas duas equag3es apresentadas no capitulo 5, nas incognitas p(?) e g(?):
Y E , 2 .
p=(-Cg, +TC31/sv2 +2y° )p—; ¥ q

q:—3C4i/p+3ﬁ/|q|+€C5 £2+27°¢q (6.1)
dadas as fungdes &,(?) e y(¥).
Em primeiro lugar, consideremos o seguinte teorema, que tornara o estudo bem
mais simples: p1(?) e q1(f) sdo a solugio de (6.1), com &,=r(f) e 7=s(¢), com a condi¢io
inicial p1(0) = po € q1(0) = qo, se e somente se py(f) = pi(f) € g2(f) = -q1(f) sho a solugo

de (6.1), com &,=r(f) e ¥ = -s(f), com a condigdo inicial p, (0) = pg e g2 (0) = -go. A



6.2

demonstragdo, por simples substituiio, ¢ imediata. Portanto, duas deformagdes de
mesmo €, (f), mas com sinais contrarios de v (#), partindo de condigdes iniciais de
tensdo no plano (p, g) simétricas em relagéio ao eixo p, geram trajetorias simétricas em

relagdo ao eixo p.
Baseado neste teorema, o procedimento de anilise sera restringir o estudo do

sistema (6.1) as solug3es tais que ¢ nunca assuma valores negativos, de modo que se

possa escrever |q‘ = q , tornando-o um sistema linear:

RV ER _ 2l o .
p=(-Cg, +TC3-J8V2 + 29 )p—; ¥ q

. 3 :
§¢==3C7 p+ (37 +—75Cife,” +27%)q (6.2)

As solugBes com g negativo sdo facilmente determinadas pelas solugdes com g
ndo-negativo. Exemplificando, se, dados €, = r(f) e ¥ = s(f), o problema é encontrar a
solugdo pi(?) e ¢1(¢) de (6.1) com condigGes iniciais p1(0) = po € ¢1(0) = go < 0, num
intervalo / em que ¢ permanega negativo, primeiramente encontra-se a solugio de (6.2),
P2() e ga(2), com &, =r(f) e ¥ = -s(f) e condigBes iniciais p,(0) = py € g2(0) = -go > 0, no
intervalo /, em que g permanece positivo. A solugdo do problema original sera p;(f) =

p2(t) e i(H) = -qu(0).

Neste estudo serd conveniente exprimir, em cada instante, £ (/) e y (f) em
coordenadas polares (fig. 6.1):
€, = p(t)cosb(¢)

¥ = p(t)sen B(r) (6.3)
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Figura. 6.1 - Velocidade de deformagio e coordenadas polares.

. . : s P
O sistema linear (6.2), expresso em forma matricial, com z = (q] , fica

=A@z, (6.4)

Os coeficientes da matriz A(?), j4 introduzidas as coordenadas polares, sdo:
VB
A, (1) = (=C, cosO(r) + C, =3 1+sen” 6()p(),
2,
4, (1) = (5 Co5end()p(1), 6.5)
Ay, (1) = (-3C, senB(t))p(1)

Ay, (1) = (3send(1) + C, ?\/ 1+ sen*0(1))p(t).

Na proxima segdo, serdo estudadas deformagGes proporcionais, que, além de seu
interesse intrinseco, sdo a base para a contrugo de um quadro que sintetizara a resposta

do modelo em solicitagdes genéricas.
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6.2 DEFORMACOES PROPORCIONAIS

O objeto desta sao as deformages proporcionais, isto €, deformacdes que,
partindo de £,(0) = 0 e y(0) = 0 seguem trajetorias retilineas, afastando-se da origem, no
plano (&v, 7), € em estudar como varia o tipo de resposta quando se comparam diversas
deformagdes proporcionais.

Como ilustragdo, a fig. 6.2 traz trajetorias retilineas de algumas deformagdes
proporcionais comumente ensaiadas em laboratério. Por exemplo: compressio
isotropica (y /&, =0, &, > 0), compressdo edométrica (y /&, = 1, &, > 0), compressio

nao-drenada (¢, =0,y > 0).

¥ compresséo
néo drenada
compresséo
edométrica
J
expanséo isotrdpica compresséo isotrdpica
e =0
Ey
L'}
expansao
edométrica
extenséio
néo drenada

Figura 6.2 - Trajetorias de algumas deformagtes proporcionais.
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Para que possamos analisar de uma s6 vez todas as deformagdes proporcionais, é
conveniente exprimi-las genericamente por coordenadas polares:
g, = f(f)cosB
Y= f({)sen0

com f{0) =0 e f’(f) > 0 em todo o seu dominio (a trajetéria de deformagio afasta-se da

origem). Notemos que f(f) = /e, (¢)+y>(¢) . Fazendo variar 6 em [0,360°), todas as

deformagBes proporcionais sdo levadas em conta. Por exemplo, a compressdo isotropica
correponde 6 = 0°, & compressdo edométrica, 8 = 45° & compressdo nio-drenada, 6 =
90° (fig. 6.2).

Fixado um valor de 8, qualquer que seja a fungdo f{f) a mesma trajetoria de
deformagdo ¢ percorrida, porém com velocidade que depende de S, pois
€,=f (H)cosO e y= f ()senb.

O objetivo ¢ fazer um estudo do sistema (6.4) para cada deformagdo
proporcional, apresentando a solugdo. Conforme j& vimos, o comportamento do material
hipoplastico ndo depende da velocidade de deformagéo, no sentido preciso explicado no
capitulo 2. Assim, para que a andlise se simplifique bastante, escolhe-se ) =1
resultando velocidade de deformagdo constante dada por €, =cos® e y=sen6, ou
seja, p(f) = 1 em (6.3).

Com isso o sistema (6.4) torna-se autdnomo

i=Az (6.6)

e os coeficientes da matriz A sdo:

4, =-C, cos8+C, ?Vl +sen’0
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4, = —ZC2 sen®,
9
A, =-3C,senb,

A,, =3sen0+C, ?\/1+sen2 0.

As solugdes analiticas do sistema (6.6) dependem dessa escolha de [,
evidentemente, mas delas pode-se obter as solugdes para um caso geral de modo muito
simples. De fato, em virtude da homogeneidade de grau 1 das equagdes hipoplasticas,
podemos afirmar que se a solugéo do sistema (6.4) com f{f) = ¢ (isto &, do sistema (6.6))
e certas condi¢des iniciais, ¢ p(f) ¢ g(f), entdo a solugdo com as mesmas condigdes
iniciais, mas com f{f) genérico, é p(f(£)) e q(f(1)); as érbitas, entretanto, sdo as mesmas.

Serdo investigados, primeiramente, os pontos de equilibrio do sistema para
diferentes valores de 0.

No plano (p, ¢), a origem & ponto de equilibrio, qualquer que seja 8. Para um
certo 6, havera outros pontos de equilibrio se o determinante de A for nulo (veja-se, por

exemplo, Pontryagin, 1962):
V3 Ty
det A = -3C, senOcosO +T(3C3 sen0 — C,C, cosO)v1+sen’ 0 +
1 20y 2 2
+ §C3C5(1 +sen‘ Q) - ngC4 sen“0=0
As solugBes dessa equagio sdo 6 = 90° (independente dos valores das constantes) e 6 =
276,97° (obtido com os valores numéricos das constantes determinados no capitulo 5).

No intervalo aberto entre essas duas solugdes, det A > 0. A primeira raiz, colocada em

(6.6), revela que os pontos de equilibrio, estiveis neste caso, sdo os pontos da reta
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q9=Mp,
chamada linha do estado critico. A segunda raiz corresponde 4 reta ¢ = -1,25 p , também
formada de pontos estaveis.
Passemos as solugdes do sistema, cuja equagio caracteristica ¢
p = (4, + Ay, u+det A=0. Do seu discriminate, A = (4, —A4,)* + A, 4,,, depende
o tipo de resposta.

Tendo em vista as relag3es entre as constantes presentes em (6.6) e A, k, M e G,

conforme descrito no capitulo 35, o produto:

V2(1 1=
A12A21 = m(; — xJG sen2 0

é superior ou igual a zero, pois M >0, k <A e G > 0, para todo e qualquer solo, sendo
nulo somente se send =0. Portanto, se senf =0, valeA>0 e o sistema possui dois
autovalores reais distintos.

Se senf = 0, entdo A = (4 - A2,)* (neste caso, A1y = Ay = 0, isto é, a matriz é

diagonal, e seus autovalores sdo A4; € Ax). Para saber se A pode ser nulo, investigamos

1(1 ij 111 1 ~G+3M
A“—A22—2 7&+K COSG+2[X_K+J5 M :l,

lembrando que cosb vale 1 ou -1. Consideremos primeiramente cosf = 1:

I J2G+3M
—Adp =tV

A
A2 M

o >0

pois A, G e M sdo positivos qualquer que seja o solo. Agora, se cosd = -1, entdo

I J2G+3Mm
Au '_Azz :_E+7 M 3

que se anula se as constantes estiverem relacionadas pela seguinte equagio:
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~ 2

0 que em principio parece fisicamente possivel, mas, no caso do solo em questdo, nfo
ocorre,

Resumindo: A > 0, qualquer que seja 6.

Assim, a solugdo geral do sistema de equacdes diferenciais (6.6) ¢, em qualquer

dos casos acima mencionados:

z=kev, +ket'y, |
em que v; € v; sdo autovetores associados aos autovalores p; e [, respectivamente, € k;
e k sdo constantes.

No intervalo 90°<6<276,97°, os autovalores sdo negativos, logo a origem é
ponto de equilibrio estavel do tipo nd. Nos intervalos 0°<8 <90° e 276,97° <6<360° , 08
autovalores t€m sinais contrarios e, portanto, a origem & ponto de equilibrio instavel do
tipo sela.

Feita essa andlise, pode-se desenhar retratos de fase para diferentes valores de 6
e, com eles, facilmente esbogar trajetérias de tens#o.

Examinemos, entdo, como responde o modelo em certas solicitagdes
freqiientemente impostas em laboratério. Em cada caso as figuras mostram, & esquerda,
um retrato de fase do sistema (6.6), com o auxilio do qual se faz a interpretacdo, a
direita, com trajetorias de tensdo, restrita aos casos em que g > 0, pois sO nesses casos
as solugGes do sistema (6.6) sdo também solugdes do sistema original (6.1).

Nas solugdes fornecidas a seguir, py e gy representam os valores iniciais de pe
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a) Compressao isotropica (8 =0, £, >0, y=0, €, =¢, >0)

A solug¢do é:

p poeuﬁ.
q = %e—ﬁ(5+31\4)um

Vemos na fig. 6.3 que, se o estado inicial é hidrostatico, como em X, assim
permanece, afastando-se da origem. Se ndo, como em Y, a trajetoria tende

assintoticamente ao eixo das abscissas & medida que o tempo passa.

Figura 6.3 - Compressdo isotropica (0 = 0). a) Retrato de fase. b) Trajetérias de tensdo

iniciando-se em dois pontos distintos X ¢ Y.

b) Expans#o isotropica (6 = 180°, €, <0, y=0, §, =&, <0)

A solugdo é

(pj ) [ pﬂe—rﬂc ]
q %e—ﬁm-.-sM)nzM

Aqui também, se o estado inicial € hidrostatico, como em X, assim permanece,
mas agora aproxima-se da origem (fig. 6.4). Note-se que, se o estado inicial nfio é

hidrostatico, como em Y, a trajetéria ultrapassa a linha do estado critico. Em ambos os
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casos a trajetoria aproxima-se da origem do sistema de coordenadas sem, entretanto,
jamais atingi-la, conforme revela a solugdo do sistema (p e ¢ tendem a zero & medida

que / tende a infinito).

Y
M
=
S

Figura 6.4 - Expansio isotrépica (6 = 180°). a) Retrato de fase. b) Trajetérias de tensio iniciando-se em

dois pontos distintos X ¢ Y (LEC indica a linha do estado critico).

¢) Compressdo axial sem deformagdo lateral (edométrica) (6 = 45°, &, =7 = g,>0,

g, =0).
Se o estado de tensdo esté inicialmente sobre a chamada linha X, assim como o
ponto Y, na fig. 6.5, sobre ela desenvolve-se, afastando-se da origem . Se nio, tende

assintoticamente a ela & medida que 7 tende a infinito. Com as constantes determinadas

no capitulo 5, o valor de 1 correspondente a linha K, é 0,86, que fornece K, = 0,45.
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’
Ny i

A

Figura 6.5 - Compressdo edométrica (6 = 45°). a) Retrato de fase. b) Trajetérias de tensio iniciando-se

em trés pontos distintos X, Y (sobre a linha K;) ¢ Z.

d) Compressio axial seguida de expansdo axial sem deformagdo lateral (edométricas)
©=225%¢,=y=¢,<0,8, =0)

Na fig. 6.6, 4 esquerda, mostra-se o retrato de fase da expansio edométrica ©=
225°); & direita, a trajetoria seguida quando, partindo de um estado sobre a linha Ky (em
A), o solo € submetido a compress3o edométrica até B e depois ¢ descarregado, também
sem deformagio lateral, até C.

A trajetoria de descarregamento fica abaixo da de carregamento, conforme se
observa experimentalmente. Para uma comparacgo direta com resultados experimentais,

veja-se o capitulo 5.
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Figura 6.6 - a) Retrato de fase para expansio edométrica (6 = 225°). b) Trajetéria para compressdo

seguida de expansdo edométricas.

e) Compressio axial sem variagdo de volume (isocorica, compressio axial ndo-drenada
em corpo-de-prova saturado) (0 =90°, &, =0,y >0, &, =—£_/2)
Neste caso, o determinante de A4 é nulo, e, portanto, um dos autovalores é nulo.

O outro vale:

que € negativo pois A >k e G e M sdo positivos.

A solugdo €:

com:
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_P2—q,

- Q-M "’

q, —Nlpo

K=" am

Derivando a solugdo em relagdo ao tempo, obtemos

(3-sfF5-D-apeody).

Caso K, #0 , entdo:

Ak
revelando que a trajetoria de tensdo é uma reta (fig. 6.7), em contraste com o que se
observa em experimentos. Se K, =0, entdo
q=Mp,

que ¢ a equagdo da linha do estado critico (constituida de pontos de equilibrio estavel).

f) Ciclo isocorico de compressdo axial (0= 90°) e descompressio axial 6= 270°,
€,=0, v <0) (ciclo de compressdo e descompressio axiais nio-drenadas em corpo-
de-prova saturado).

A esquerda, na fig. 6.8, encontra-se o retrato de fase para © = 270° a direita, a
trajetoria seguida no ciclo, indicando que, com a repeticio dos ciclos, o solo se

aproxima do estado critico.
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LEC

X

Figura 6.7 - Compressdo axial isocorica (6 = 90°). a) Retrato de fase. b) Trajetorias de tensdo iniciando-

se em dois pontos distintos X e Y (LEC indica a linha do estado critico).

Figura 6.8 - a) Retrato de fase para descompressio axial isocorica (0 = 270°), b) Trajetoria em ciclo

isocorico.



6.15

g) Compressdes anisotropicas

Pelo termo compressdes anisotropicas, deseja-se designar deformagGes
proporcionais com diminui¢io da altura de corpo-de-prova (g, > 0) e distorgdo positiva
(y =¢€,-¢,> 0), partindo de estados de tensio no primeiro quadrante sobre as
variedades invariantes lineares correspondentes, por conseguinte, gerando trajetorias de
tensdo que se desenvolvem sobre essas retas. A compressio edométrica, abordada no
item ¢ acima, estando o estado inicial sobre a linha K, faz parte deste grupo.

A fig 6.9 traz variedades lineares invariantes no primeiro quadrante (que ¢é a
regido de interesse) correspondentes a algumas compressdes anisotropicas (identificadas
pelo angulo 8). Repetindo, se o estado inicial de tensdo se localiza sobre uma dessas
retas e o material ¢ submetido a deformagdo proporcional correspondente a tal reta,
entdo a trajetoria de tensdo desenvolve-se sobre ela. Note-se que, abaixo da linha do

estado critico as trajetorias se afastam da origem, enquanto o contrario ocorre acima

dela.

Figura 6.9 - Compressdes anisotropicas.
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6.3 QUADRO SINTETICO DE RESPOSTAS

Voltando as deformagGes genéricas, num ponto (p, ¢) de uma trajetoria de

tensdes, consideremos o vetor tangente (2,q) e o angulo P tal que p =/ P +4¢* cosP

e g=+/p* +¢° senP (fig. 6.10).

Se os dois membros das duas equagdes do sistema (6.4) forem divididos por p #

0, obtém-se;
p
; =4, +4,m
q
; =4y +4,m .
M
q *
/7
/
Pd
/"Na\ B
4 —==-
p

Figura 6.10 - Angulo .

Tendo em vista as expressdes dos coeficientes de A(f) em (6.5), as equagdes
acima mostram que o dngulo B num particular instante ¢ é determinado por n(?) e 6().

Note-se que, embora os coeficientes A(f) dependam de 6(¥) e p(¥), o angulo B ndo
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depende de p(¥); é interessante que B ndo depende de g e p isoladamente, senfio do

quociente entre eles. Esta propriedade sugeriu a construgdo do quadro sintético da fig.

6.11, que representa a resposta global da equagdo hipoplastica.

n™

-9 -60 -30 O 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
B (graus)

Figura 6.11 — Quadro sintético de respostas.

Cada curva do quadro da fig. 6.11 associa-se a um valor de 6, que, por sua vez,
determina uma relagdo entre &, e 7 . E digna de nota a descontinuidade existente para ©
=90° ao qual correspondem dois segmentos de reta verticais, um para n/M < 1, o outro
para /M > 1. As abscissas desses dois segmentos verticais so dngulos cuja tangente é
\/56/(?{1 —K‘l). Também € uma propriedade importante que nenhuma curva cruze a
reta de ordenada /M = 1 (estado critico) entre as abscissas 0° e 180° , significando que

trajetorias de tensdo retas com inclinagdo entre estes dois valores ndo podem cruzar a

reta do estado critico.
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O quadro serve para determinar a resposta instantinea do material quando as
tensdes que nele atuam s3o alteradas ou quando se lhe impde certa deformagdo. O

estado de tensdo num certo instante é caracterizado no quadro exclusivamente por /M,

a velocidade de alteragdo de tensGes, por B (que indica a relagio entre peqg)ea

velocidade de deformagéo, por 6 (que indica a relagio entre €, € Y ). Para tornar a
explicagdo mais fluente sera usada a seguinte terminologia: se o material ¢ submetido a
alteragfio instantinea de tensGes com velocidade (p, ¢), 4 qual corresponde um certo
valor de B, e sofre deformagdo que intantaneamente é caracterizada pelas velocidades de
deformagdo €, e y, as quais corrsponde certo valor de 8, dir-se-4 sucintamente que se

aplica f3 e a resposta ¢ 6. Analogamente, no caso em que se impde a deformagdo e o
material responde com determinada alteragdo de tensdes, dir-se-4 que se aplicouf e a
resposta foi f3.

Por meio de exemplos sera ilustrado o modo como o quadro pode ser usado para

a determinagdo da resposta do modelo.

Se o estado inicial € /M = 0 e se aplica © = 0° (instantaneamente compressao
isotropica) o quadro indica que a resposta é p = 0° (a intersecgdo da curva 8 = 0° com a
reta /M = 0), ou seja, que as tensdes se alteram de modo que ¢ seja zero.

Ja se, por exemplo, o estado inicial ¢ tal que /M = 0,4 e se aplica 6 = 0° , o
quadro indica 3 = -49,1° (a intersec¢do da curva 8 = 0 com a reta /M = 0,4, ou seja, g
diminui e p aumenta.

Vejamos o caso da compressdo isotropica retratada na fig. 6.3. Todos os pontos

da trajetoria que se inicia em X correspondem ao ponto de coordenadas (0,0) no quadro.

A trajetoria que se inicia em Y e tende assintoticamente ao eixo das abscissas
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corresponde no quadro ao trecho da curva 6 = 0° entre o estado inicial e a reta n/M =

0.

Ainda com estado inicial /M = 0, aplicando-se 0 = 180° (intantaneamente
expansdo isotropica), a reposta segundo o quadro é p= 180°, ou seja, ¢ € zero e p
diminui (cf. fig. 6.4).

Qualquer que seja n/M < 1 , se for aplicado 6= 90° (instantanemente
compressdo isocorica), a resposta € B = 118,39° (¢ aumenta e p diminui). Por isso a
trajetéria de tensdo da compressdo ndo-drenada é uma reta (veja-se a fig. 6.7). A
trajetoria também ¢ reta caso n/M > 1, mas o valor de B é -61,61° (=118,39°-180°) (g
diminui e p aumenta).

Passemos a um caso em que se impde a trajetoria de tensdo. Seja, por exemplo, a
trajetoria com p constante que parte de ¢ = 0 em direcdo ao estado critico, isto €, aquela
em que B = 90° em todos os instantes. Com o auxilio do quadro, notamos que a
trajetoria (reta vertical de abscissa = 90° ), dirigida para cima, cruza sucesivas curvas
de © constante revelando como varia a relagio entre g, ¢ ¥ (O tende a 90°), 2 medida
que se aproxima da reta de ordenada n/M = 1 (estado critico).

A equag@o hipoplastica deixa claro que (€, 7 ) determina (P, q). Adaptando,
para o caso de ensaios triaxiais, o que foi demonstrado em termos gerais no capitulo 2, é
verdade que, se a tensdo encontra-se abaixo da linha do estado critico, existe uma
relagéo biunivoca entre (€,, y) e (p, ¢), isto é, (p, ¢) também determina (g,, 7)
(as curvas de igual valor de 8 ndo se cruzam). Portanto, para /M <1 pode-se falar em
aplicar © ou B e ter como resposta B ou 8, respectivamente. O mesmo nio é valido

acima da linha do estado critico, regifio na qual ( p, ¢) ndo determina (e,, Y); note-se

que ha cruzamento de curvas de igual valor de 6.
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7  CONCLUSAO

Foram estudadas teorias cuja equagdo constitutiva é:

T =h(T,D).

No caso mais geral em que o indice de vazios e (ou a densidade) esta presente:

;‘ =hT,D,e)
a analise pode ser estendida sem dificuldade, importando lembrar que a alteragio de e
com o tempo obedece a:
é=_1+eyrD
Em Elastoplasticidade, para que os pontos essenciais da teoria (obediéncia ao
principio da objetividade material, caracterizagdo de regimes elastico e elastoplastico, a
tensdo como solugio de equagdo diferencial e como resposta & deformagio imposta, o
emprego exclusivo de tensores definidos na configuragdo corrente) concentrassem a
atencdo, apenas o endurecimento isotropico foi abordado. Num estudo nfo incluido
nesta tese, o caso de endurecimento isotropico e cinematico combinados, presente em
alguns modelo para solos, foi tratado, mantendo-se as caracteristicas fundamentais da
teoria, adicionando-se-lhe uma retrotensdo e uma equagio para sua evolugio.
O estudo comparativo procurou identificar semelhangas de propriedades basicas
da Hipoplasticidade e da Elastoplasticidade e realgar a diferenca na forma de representar

a irreversibilidade.
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As equagdes elastoplasticas apresentadas seviram de base para a reconstrugio e
generalizagdo do Cam-Clay. Solugdes analiticas foram obtidas em trajetorias retilineas de
tensdo.

A nova equagdo hipoplastica tem a vantagem de envolver apenas quatro
constantes caracteristicas do material, bem conhecidas na Mecinica dos Solos. Seu
desempenho no confronto com resultados de diversos ensaios de laboratdrio com um
solo siltoso (particularmente, ensaios triaxiais com diferentes trajetorias de tensdo) e com
as previsdes do Cam-Clay foi avaliado, e, resumidamente, pode-se considera-lo entre
medianamente bom e bom. A equagfo incorpora fendmenos e caracteristicas importantes
do comportamento dos solos tais como o estado critico, a envoltoria de resisténcia, o
comportamento normalizado, o comportamento em deformagdes proporcionais e tem a
capacidade de refletir as mudangas de comportamento em diferentes solicitagdes, nuns
casos mais fielmente que em outros.

E importante mencionar que, além das falhas de previsdo do comportamento do
solo especifico em certas solicitagdes, h4 defeitos intrinsecos ao modelo, que se
revelariam no confronto com qualquer solo. Por exemplo: a trajetéria de tensdo na
compressio sem variagdo de volume é retilinea, a inclinag@o da reta tangente na origem a
curva g/y nio depende da trajetoria de tensdo, nenhum efeito de sobreadensamento é
levado em conta.

Um ponto positivo, que merece énfase, € que a inexisténcia do dominio elastico
em Hipoplasticidade proporciona uma resposta mais realista que as do Cam-Clay (e de
outros modelos elastoplasticos) nas trajetorias de tensdo em que ocorre diminui¢do da

tensdo octaédrica.
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A simplicidade da equagdo proposta permitiu uma analise de seu comportamento
global, que facilita sua compreensdo e comparagdo com outros modelos. Os resultados
principais sdo as solugdes analiticas nas deformagGes proporcionais e o quadro sintético
de respostas.

Um defeito comum a todas as equagdes hipoplasticas e, portanto existente
também na equagdo em discussdo, revela-se no recarregamento (quando a deformagdo é
revertida pela segunda vez). A solugdo deste problema envolve a incorporagio de
memoria nos modelos hipoplasticos e € assunto de pesquisa atual.

Pretende-se prosseguir o estudo comparativo e o trabalho de uniformizagio e

classificagdo, examinando-se modelos em que a viscosidade seja relevante.
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