UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FiSICA

Corregoes Quanticas 1/N ao Limite Cléssico:

Aplicagao ao Modelo de Lipkin SU(2)

Tese apresentada ao Instituto
de Fisica da Universidade de S3o Paulo
para a obtencdo do titulo de
Doutor em Ciéncias.

Marcelo Trindade dos Santos

Comissiao Examinadora:
Profa. Dra. Maria Carolina Nemes - UFMG (Orientadora) W C.memes
Prof. Dr. Caio Lewenkopf - UERJ
Prof. Dr. Alfredo Miguel Ozério de Almeida - CBPF
Prof. Dr. Marcus Aloizio Martinez de Aguiar - UNICAMP

\}ﬁﬁp Prof. Dr. Celso Luiz Lima - IFUSP

@ é@?ﬁé%o

) .5 B
N s SAO PAULO - BRASIL
v (_f-*@
éﬁkf(ﬁ JUNHO - 1997
W
© &
£

7



FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servigo de Biblioteca e Informacio
do Instituto de Fisica da Universidade de Sdo Paulo

Santos, Marcelo Trindade dos
Corregdes Quanticas 1/N ao Limite Classico:
Aplicagéo ao Modelo de Lipkin SU(2). S0 Paulo. 1997.

Tese (Doutoramento) Universidade de Sdo Paulo.
Instituto de Fisica - Departamento de Fisica Matematica

Area de Concentragdo: Fisica Nuclear
Orientador: Profa. Dra. Maria Carolina Nemes

Unitermos: 1. Caos; 2. Tunelamento;
3. Limite Semiclassico.

USPIIF/SBI - 46/97




Dedico este trabalho & memdria de minha Mae.



Agradecimentos

Eu agradego a Deus pelo Amor que nio comporta qualquer medida.

Agradeco a Anna Maria Trindade por ter deixado muito, muito mais do que
apenas saudade.

A Ciga pelo companheirismo e amizade, pelo carinho e incentivo que me foram
tdo importantes ao longo destes dltimos doze anos.

A Paula e a0 Marcio, por termos conseguido passar juntos por situacdes das mais
adversas, meus agredecimentos. E muito bom saber que vocés estio ail

A Fernanda, Audtey e Ivone, por terem me recebido em Belo Horizonte, sempre,
com carinho tdo imenso.

A Samya, pelo apoio e incentivo constantes, pelo super alto astral.

A Maisa, pela amizade das mais profundas.

A Carolina pelos muitos anos de orientacio.

A FAPESP pelo apoio financeiro.

A mim, por ter encontrado um caminho e lutado para chegar até aqui.

Agradego também aquelas pessoas, e sdo muitas, que de alguma maneira parti-

ciparam da elaboracio deste trabalho.

“Light tomorrow with today”

Elizabeth Barrett Browning (1806)



Resumo

Neste trabalho mostramos de que maneira o principio variacional dependente
do tempo pode ser usado para se estudar corre¢des quanticas ao limite cléssico,
particularmente, no contexto do modelo de Lipkin SU (2). Mostramos que tais
corregoes podem ser colocadas na forma Hamiltoniana, acoplando-se & dinamica
classica um conjunto de varigveis associadas as flutuagdes quinticas, nos levando &
uma dindmica efetiva com o nimero de graus de liberdade dobrado em relagao ao
sistema cldssico. Como consequéncia o comportamento cadtico emerge. Mostramos
que este caos semiquantico é o mecanismo através do qual o tunelamento se manifesta
no espago de fase. Mostramos que tais correcdes melhoram sistematicamente o

resultado classico, propondo um critério para quantificar esta melhora.



Abstract,

We show how the time dependent variational principle can be used to study
quantum corrections Ito the classical limit, in particular of the SU (2) Lipkin Model.
We show how such corrections can be cast in Hamiltonian form, coupling to the
classical dynamics a set of variables associated to the quantum fluctuations. This
leads to an effective dynamics which has the number of degrees of freedom doubled
with respect to the classical system. As a consequence chaotic behavior emerges.
We show that this semiquantal chaos is the mechanism through which tunneling is
effected, and also, that these corrections systematically improve the classical results

and propose some quantitative measure of this improvement.
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Capitulo 1

Introducao

Com a criagio (ou invengdo) da Mecanica Quantica na década de vinte surge
o problema de se estabelecer uma relagdo entre os elementos, que por assim dizer,
compoe as solugbes de um problema fisico, tratado com esta teoria (os estados
estacionarios e seus autovalores), e com a teoria Cléssica (as 6rbitas no espaco de
fase), em particular, no limite em que estas descrevem a mesma fenomenologia.
Estabelecer esta conexao, é o principal objetivo do limite semicldssico na Mecanica
Quéntica. Em geral, nfio se trata de uma tarefa simples, ja que as duas teorias estio
construidas sobre estruturas mateméaticas completamente diferentes, o que traz uma
dificuldade do ponto de vista da linguagem e séo, ainda, estanques do ponto de vista,
conceitual [1].

Nos tltimos anos, com a assimilagdo e desenvolvimento pela Fisica, da teoria
do caos em sistemas dinimicos (sua construgao formal data do inicio do século),
o limite semicldssico passa a ser um instrumento importante também na tentativa
de se determinar quais sio as relagoes entre os sistemas classicos nio integraveis
e seus andlogos quénticos e, mesmo, quais as relagdes existentes entre os sistemas
quanticos que possuem analogos cldssicos nio integrdveis (caos quantico ?). O con-

ceito de movimento cadtico, haseado na divergéncia exponencial de trajetérias com

condi¢des iniciais arbitrariamente proximas, bem como sua bem estabelecida estru-



tura formal, ndo pode ser transportado para a Mecanica Quantica. Este problema
tem sido abordado também do ponto de vista das matrizes aleatdrias, estudando-se
as propriedades estatisticas dos espectros de energia (distribui¢des de primeiros vi-
zinhos, NND, e A3(L)). Veja [2] para uma descricio deste e de outros métodos e
resultados.

Um trabalho pioneiro para o desenvolvimento das teorias e métodos semicléssicos
é devido a Einstein em 1917 e culmina com as regras de quantizagdo, vélidas apenas
no caso das dinadmicas classicas (A = 0) integraveis, dos toros invariantes no espago
de fase [3]. Para os casos mais gerais, onde a dinimica cldssica pode também ser
cadtica, o problema da quantizacio se torna substancialmente majs complicado.
Neste sentido uma contribuigéo importante foi dada por M. Gutzwiller com a férmula
do trago [4], estabelecendo que os autovalores do sistema quantico podem ser obtidos
através de uma soma apropriada sobre as érbitas periddicas instéveis do sistema
cléssico andlogo (Veja também a referéncia [5]).

Do ponto de vista da conexdo entre as trajetérias no espaco de fase (meio este
apropriado para o estudo da dinimica cldssica) e os vetores de estado do sistema
quantico uma contribuicfio importante é a fungéo de Wigner [6], capaz de associar a
uma dada fun¢io de onda um espago de fase classico. Entretanto, a funcio de Wig-
ner nao é positiva definida sobre todo o espago, o que nos impede de associar a ela o
conceito de probabilidade. Esta limitacio foi suplantada por K. Husimi, através de
uma média ganssiana adequada da propria distribnicio de Wigner. Um resultado
importante obtido de maneira qualitativa, no contexto dos bilhares quanticos, por
McDonald e Kaufman (7] em 1984, é o da concentracao da densidade de probabili-
dade, que neste caso depende apenas das coordenadas, sobre as drbitas periddicas
classicas imersas no espaco de fase cadtico. O fenomeno, tratado ainda de ma-

neira qualitativa por Heller [8], foi nomeado por ele como cicatrizacio das 6érbitas



periddicas.

E neste contexto, o da caologia no limite semicldssico, que surge a motivacio
para este trabalho.

Uma classe de sistemas de grande inportancia na Fisica ¢ a daqueles cujo espec-
tro de energia admite uma expansio em poténcias de 1 /N, (onde N é uma medida
do nimero de graus de liberdade do sistema) e o limite N — oo coincide com o
limite cldssico, ou seja, pode-se de maneira univoca construir um sistema clédssico
cuja dinamica seja equivalente & dinamica quantica no limite N — oo. Sao os
chamados modelos 1/N, ou sistemas de Curie-Weiss. Dentre eles, estio o Mode-
lo de Lipkin, o Maser de Dicke e o Modelo de Heisenberg. O limite cldssico para
tais sistemas pode ser obtido através do principio variacional dependente do tempo,
realizado sobre um particular subconjunto do espaco de Hilbert, o dos estados coe-
rentes. Nesta abordagem a evolugdo temporal quantica (evolugdo das médias dos
operadores) é representada no espaco de fase em termos das grandezas utilizadas
para a parametrizagao do subconjunto escolhido [9]. A dinimica assim obtida para
tais pardmetros (no caso da escolha dos estados coerentes e para sistemas 1/N) é
a dindmica cldssica anéloga, ou seja, é equivalente ao comportamento do sistema
quéntico no limite N — oo [10].

Outro subconjunto particularmente importante no contexto do principio varia-
cional dependente do tempo é o das funcées de onda gaussianas. 'Irata-se da apro-
ximagao gaussiana, ou de estados comprimidos, largamente utilizada no contexto
da Teoria Quantica de Campos [11], Fisica de Muitos Corpos [12] e Cosmologia
[13]). Nesta representacio além das médias dos operadores quanticos suas variancas
também figuram no espaco dos parametros variacionais. Fste sera um resultado
essencial para o desenvolvimento do trabalho que apresentaremos aqui.

Recentemente mostrou-se que o comportamento caético em sistemas hamilto-
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nianos pode desempenhar um papel diferente daquele que brevemente descrevemos
aqui na conexdo entre sistemas quanticos e cldssicos: A realiza¢do do principio va-
riacional com a restrigiio do espaco de Hilber completo a um conjunto de gaussianas
nos leva a uma dinamica efetiva (variacional), hamiltoniana, cujo comportamento
é caético, mesmo para um sistema quéntico cujo andlogo cldssico é integravel. Tal
comportamento ¢ fruto da inclusdo no espaco de fase das varigveis relacionadas s
variangas dos operadores quinticos, naturalmente incorporadas de maneira nao li-
near pela dindmica efetiva. Dito de outra maneira, a inclusdo dos efeitos quanticos
através das varidveis de flutuacéio induzem a dinamica efetiva & um comportamen-
to cadtico. Tal comportamento fora exibido pela primeira vez na literatura (quase
simultaneamente) em [14] e [15], e recebeu o nome de caos semiqudantico. Mostra-se
ainda, em [15], que tal comportamento pode ser obtido de maneira equivalente com
um tratamento baseado no teorema de Ehrenfest. Neste caso, as variaveis de flu-
tuacdo sdo incorporadas através de uma expansdo da média do potencial quantico
em torno da centréide do pacote de onda. Este comportamento fora estudado ex-
plicitamente no caso do oscilador haménico quértico tanto em [15] como em outros
trabalhos mais recentes encontrados em [16] e [17]. Contribuir para uma melhor
compreensao do comportamento de caos semiquantico e de suas implicagdes fisicas
é o principal objetivo deste trabalho.

Com base no principio variacional dependente do tempo contruimos (nos moldes
dados pelas referéncias [19] e [20]) a matriz densidade para a realizacio da aproxi-
magao de campo médio mais geral possivel para operadores de um corpo. Tal estado
inclui, por constru¢do, as médias dos operadores de criagao e aniquilacdo de bosons
além das médias de seus bilineares. Com as parametrizacoes adequadas mostramos
que a dindmica hamiltoniana efetiva que assim obtivemos incorpora as variaveis de

flutuacio quantica (variangas) ao espago de fase de varidveis canonicamente conju-
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gadas, acopladas as médias de maneira nio linear, induzindo o sistema resultante
a um comportamento caético. Realizamos a aproximacao gaussiana para o modelo
de Lipkin SU(2) (aqui como representante da classe de sistemas 1 /N) largamente
utilizado no contexto da Fisica Nuclear para o estudo de métodos variacionais, e
mostramos que:

i - Mesmo tendo o modelo de Lipkin SU(2) o limite cléssico sabidamente integravel,
a aproximagdo de campo médio gaussiana resulta em uma dindmica, caotica.

ii - O principio de incerteza de Heisenberg é respeitado pela dindmica efetiva ( tere-
mos sempre AgAp > /i/2) e se manifesta no espaco de fase através de uma barreira
centrifuga para a varianga, impedindo que Aq eAp se anulem simultaneamente.

iii - A dindmica efetiva, sob certas condiges, representa uma expansio semicléssica
em torno de 1/N (com N — co) na qual a ordem zero reproduz o limite cldssico (ob-
tido usualmente através da representacao de estados coerentes) e apenas os termos
de ordens superiores contém a dinamica das larguras, ou seja, os efeitos quanticos
trazidos por estas varidveis entram explicitamente na dinimica, efetiva como cor-
regdes de ordens superiores na expanséo 1 /N.

iv - O resultado exato para a evolucio temporal do valor esperado dos operado-
res quanticos ¢ melhor reproduzido pela descricio semiclassica (gaussiana ou semi-
quantica) do que pela dindmica classica simplesmente. Propomos um critério para
quantificar esta melhora e estudamos as escalas de tempo de validade dessas duas
aproximacoes .

v - A quebra de integrabilidade devido 2 inclusdo, na dinamica, das flutuacdes
quanticas tem implicagdes fisicas importantes. Mostramos que o caos neste caso
¢ o meio através do qual se manifesta o tunelamento quantico no espaco de fase
hamiltoniano completo (efetivo).

O trabalho estd organizado da seguinte maneira;

12



Capitulo 2 : Descrevemos o modelo de Lipkin SU(2) e discutimos sua solugéo

exata, como fung¢do do nimero de particulas e do parametro de interacdo.

r s 3 . . . A .
Capitulo 3 : Descrevemos o formalismo com o qual construiremos a dindmica

semicldssica do modelo.

Capitulo 4 : Obtemos a dinimica semicléssica para uma realizacdo bosonica
do modelo de Lipkin SU(2) mostrando que as flutuagdes quanticas séo incluidas na

dindmica como correcdes de ordem 1/N.

Capitulo 5 : Exploramos numericamente o resultado para a dindmica efeti-
va estudando as implicacdes fisicas do comportamento cadtico, particularmente, a

representacao semicldssica (gaussiana) do tunelamento quantico.
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Capitulo 2
O Modelo de Lipkin SU(2)

Neste capitulo apresentamos o Modelo de Lipkin SU(2), que serd objeto de nosso
estudo no decorrer deste trabalho. Descrevemos sua dindmica quantica e o compor-

tamento do seu espectro de energias para N grande.
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2.1 Descricao do Modelo

Com o propdsito de testar as vérias técnicas e formalismos disponiveis em sua
época para o estudo de sistemas de muitos corpos no contexto da Fisica Nuclear,
H. J. Lipkin, N. Meshkov e A. J. Glick, construiram em 1965 [18] um modelo sufi-
cientemente simples para que fosse possivel resolvé-lo exatamente e rico o bastante
para que sua solu¢io ndo fosse trivial. Trata-se de um sistema de N particulas
(férmions) que ocupam dois niveis separados por um intervalo de energia €, dados
por oje (0 = +1), e cada um deles com © = N estados degenerados rotulados
por um indice p (p = 1,..., N). Desta maneira o operador fermidénico cf,p cria uma
particula no p—ésimo estado do nivel que possui energia oie . A Hamiltoniana do

sistema é dada por

1

= ¢ Z Zacwcpg + V Z Z Z ('ITW I T

o=%1 p=1 o=%1 p=1p'=1

N
VV z Z Z —a ;D-{-GCPGCP’—U (21)

o=%1p=1p

onde V e W sio os pardmetros das interagdes de dois corpos que espalham pares
de particulas entre os niveis sem mudar o rétulo p. O primeiro termo é responsavel
pelo espalhamento de pares de particulas que estdao no nivel —o1¢ para o nivel oic
- O segundo termo espalha um par de particulas que ji estdo em niveis diferentes,
uma para o nivel em que estd a outra. I importante notar que qualquer um dos
termos de interacio troca apenas o indice relativo ao nivel de energia em que estd
a particula, levando-a para o estado individual de mesmo rétulo p do nivel oposto.
Temos sempre 2 = N estados individuais p com energia +0 ou —o, portanto,

a matriz Hamiltoniana serd 2V dimensional. O problema de autovalores para a
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Hamiltoniana escrita acima é bastante simplificado ao identificarmos os operadores

fermidnicos bilineares com os geradores do grupo SU(2)

N N
Jy = Z C;+1Cp—1 ) Jo = Z C;—10p+1
. p=1 p=1
Lon ot f
J=3 > (Cae1Cor1 — € _y6p1) (2.2)
4

Os operadores Jy e J_ trocam uma particula de nivel e o operador J, nos d4 a
+ p p

diferenca entre o niimero de pares do nivel superior e o inferior.

As relagdes de comutagio para os operadores acima podem ser diretamente obti-
das das relagdes de anticomutagio que definem os operadores de criagfio e aniquilacio

de férmions. O anticomutadores

[¢pos o]+ =0 ) [C;a>c;’o’]+ =0 ,

(epos hrls = Sy (2.3
com as defini¢ées de Jy , J_ e J, nos levam is relagdes de comutagiio do grupo
SU(2)

[z Ji] = £J4 ; i =008, . (2.4)

Em termos dos operadores de quasispin (2.2) a expressdo para a Hamiltoniana

(2.1) fica

V W
H=cJ, + ?2"(']3‘ + J?) + -2—(J+J_ +J_J,) (2.5)

(nos limitaremos neste trabalho ao caso W = 0 [21], e isso sem que se traga qualquer
prejuizo para os nossos objetivos). Esta representagao torna mais simples a solucio
do problema devido ao fato de que a Hamiltoniana H é um polinémio nos geradores
da algebra e portanto comuta com os operadores de Casimir J? = Y Jpd_+J_J)+

J2, [J% H] = 0. Por esta razio o espago dos autoestados de H, 2N-dimensinal, deve

16



ter as mesmas simetrias do grupo SU(2), ou seja, estd subdividido em multipletos
de dimensdo 2J 41 que néo se misturam pela atuagdo de qualquer um dos geradores.

Consideraremos para a diagonalizacio da Hamiltoniana H o maior dos multiple-
tos, o de dimensdo 2J +1 . Este subespago é gerado a partir do estado fundamental
nao perturbado, ou seja, a partir do estado em que para V = W = 0 todas as
particulas estdo no nivel inferior. Para este estado a projecéo do operador de qua-
sispin J no eixo de quantizacio z é a menor possivel J,|J,—J >= —N/2|J,—-J >
€ a acdo do operador de Casimir J2|J,M >= N/2(N/2 + 1)|J, M > nos permite
identificar J = N/2.

17



2.2 Propriedades do Espectro de Energias

Do ponto de vista da Fisica do modelo contida no espectro de energias, dois
sa0 os motivos de nosso interesse por ele aqui. Primeiramente, por se tratar de um

sistera cujo espectro pode ser escrito como uma expansao em poténcias de %, '

%En(x,N) = Ea(x) + %Ei(x) + ... ; (2.6)

onde x = V(N —1)/e é o parimetro de interagio escalado com N. Assim, & medida
que N cresce, o espectro se aproxima cada vez mais de uma curva unjversal (no
sentido de ser praticamente a mesma para qualquer N suficientemente grande) e
no limite N — oo, a energia depende somente do parametro de interacio y. Este
€ o limite cldssico do modelo, tinico e bem definido, no qual ndo estdo presentes
quaisquer tipos de correlagdes ou flutuacdes quanticas.

O comportamento do espectro para N grande pode ser ilustrado através de um

estudo numérico (como em [22]). A atuacio dos operadores da dindmica é dada por

LM >=M|J,M > e Juld,M>=\J(J+1) = MM £ )|J,M+1>.
(2.7)
Podemos construir a matriz hamiltoniana na base {|7,M >}, e numericamente
diagonalizi-la para quaisquer valores do pardmetro de interacio y e do mimero de
particulas presentes no sistema N, O fato de se tratar de nm sistema com eSPaco
de Hilbert finito torna esta tarefa tecnicamente muito mais simples, j& que a diago-
naliza¢io pode ser feita sem que seja preciso truncar a base e testar a convergéncia

dos autovalores, o que acontece quando o espago ¢ (pelo menos em um dos graus de
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1-0 d T ¥ T T

o——o J=20  x=05

En/N

0.0 0.2 04 06 08
n/n

max

Figura 2.1: Espectro de Energias para varios valores do nimero de particulas (J =
(N/2) = 4,20,40) ¢ pardmetro de interacio X =05 . F,/N éa energia do n-
¢éstmo autoestado dividida por N, e npa. é 0 niimero de autoestados de I dado por
(o &= 20 + 1),
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max

Iigura 2.2: Espectro de Energias para vdrios valores do niimero de particulas (J =
(N/2) = 4,20,40) e pardmetro de interagio xy = 6.0 . E./N é a energia do n-
ésimo autoestado dividida por N, e n,,,, ¢ 0 niimero de autoestados de I1 dado por

(”ma:.': = 2-] -f I)
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liberdade) de dimensao infinita.

O outro ponto que nos desperta interesse diz respeito ao comportamento do
modelo em relagio ao pardmetro de interagdo x. O espectro exibe tanto o cardter
vibracional quanto o rotacional (ou deformado) da interacio. Chamamos vibracional
a situagdo em que o pardmetro de interagdo x é menor do que um certo valor critico
Xerit ( Xerit = 1.0), pois é nesta situagdo que o espectro estd mais proximo do caso
harménico. Em particular, quando X — 0 (este é o chamado limite vibracional), a
base dos autovetores de J. é também a dos autovetores da, hamiltoniana H, e os
niveis de energia estio igualmente espagados. Para qualquer valor de y neste regime
os autovalores F, estardo limitados por |/|. Escalando a energia pelo nimero de
particulas teremos sempre -1 < E,/N < 3 A energia do estado fundamental
terd, para qualquer valor de N, o limite inferior dado por E,/N = -3 e o estado
de mdxima energia serd [, /N = 3. Na figura 1(a) mostramos o espectro escalado
(E,/N) versus o rétulo n do respectivo autoestado (12mqs é 0 nimero de estados
em que o sistema pode ser encontrado) num caso tipico de vibragio ( y = 0.5), e
para varios valores de N. Na figura 1(a) fica explicito também o comportamento
do espectro para N grande. A medida que N cresce o grafico torna-se mais denso
(continuo no limite N — o0) e passa a ser independente de N.

Para valores de y maiores que Xcrit, onde ao acoplamento é devida a maior
parte da energia do sistema (regime rotacional), torna-se evidente o carater nio
harménico do espectro. O fato importante neste caso, é que se torna favoravel
energeticamente, a promogéo de particulas para o nivel superior, ou seja, a energia
(do estado fundamental por exemplo) diminui em relacio ao caso X < Xerit, COM 3
promocgao de pares para o nivel superior. Neste regime, o estado fundamental tem
as particulas divididas entre os dois niveis e ao contrario do regime vibracional sua,

energia dependerd do parametro de interagdo. Na figura 1(h) mostramos o grafico de
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B, [N versus n/n,. para X = 6.0. Note que no intervalo —% & BN < % o espectro
preserva seu carater harménico, sendo nitidamente ndo haménico para |E,/N| > 2
onde os autovalores da energia aparecem em dubletos. Este comportamento se
deve a simetria discreta da Hamiltoniana relacionada 3 paridade que se expressa
por [H,exp(irJ.)] = 0 : Estados que no nivel superior tenham um nidmero par (ou
impar) de particulas somente interagem com estados que tenham a mesma paridade.
Como consequéncia desta simetria os autoestados de H escritos na base {|J,M >}
aparecem divididos em dois grupos. Um destes grupo é expresso em termos de
elementos da base com M par e o outro com M impar. No limite N — oo, assim

COmMO No caso X < Xerit, O espectro tende para uma curva lisa.
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Capitulo 3

O Formalismo: Conceitos e
Técnicas

O nosso objetivo neste capitulo ¢ descrever os principios e procedimento dos quais
faremos uso para a construgio da dindmica cldssica do modelo de Lipkin SU(2)
acrescida de suas correges qudnticas (1/N).

Na segdo 3.1, baseada no trabalho de P. Kramer e M. Saraceno [9], construimos
através do pricipio variacional dependente do tempo, realizado sobre um subconjun-
to do espago de Hilbert parametrizado convenientemente, um conjunto de equagées
hamiltonianas onde estd representado o sistema quantico. Obtemos uma estrutura
simplética para o espago dos pardmetros variacionais e uma hamiltoniana que des-
ereve a dindmica neste espaco. Mosiramos que a descrigdo proveniente do principio
variacional dependente do tempo pode, em geral, dar orvigem 4 wma dindgmica ha-
milloniana cadlica no espago dos parametros VATIACIONATS, MESMO No caso em que
o limile clissico ¢ a dindimica quintica nio exibem tal comportamento. Na secdo
3.2 conslrutmos o limile cldssico alravés da representagao de estados coerentes, Na
se¢ao 3.3, descrevemos as téenicas que ulilizaremos para oblengio da dindmica va-

riactonal no caso em que o subconjunto escolhido € mais geral do que o dos estados
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coerentes, e se aprozima um pouco mais do espago de Hilbert verdadeiro. Fuzendo
uso de uma técnica desenvolvida em outro contexto [19] [20], escolhemos um subcon-
Junto de gaussianas cuja parametrizagdio comporta efeitos de flutuagdes quinticas.
Trata-se da aproximagdo gaussiana, a mais geral aproximagdo de um corpo, na qual
as variangas sdo introduzidas como varidveis também canonicamente conjugadas no

espago de fase. Discutimos algumas das consequéncias gerais desta escolha.
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3.1 O Principio Variacional Dependente do Tem-
po: Aproximacgoes para a Dindmica Quéantica.

O principio variacional dependente do tempo, consiste na minimizagao do fun-

cional de ag¢éo S’, definido por

§= ["dww.g) . (3.1)

t1

onde
: 0
L =< (t)lin; — Hp(®) >
(a barra indica a conjugacéio complexa)
¢ a lagrangiana do sistema, H a hamiltoniana e |#(t) > um vetor qualquer do
espago de Hilbert H , com o vinculo de normalizacio & unidade < P()|P(t) >=
1 (nesta secdo , ao contririo da seguinte, faremos a demonstracio considerando
apenas estados puros, isso sem que haja qualquer perda de generalidade em nossos

resultados).

Da condigéo de minimo (ou de extremo simplesmente) §.5' = 0, resulta entio a

equacgao de Schroedinger

(7'—,(-)— —INp(t) >=0 . (3.2)
At

Entretanto, nos serd il aqui deixar que a normalizacio seja feita a posteriori. Para
isto definimos, sem o vienlo de normalizacio d unidade = ab(1)|ix(1) =1, a funcao
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LU0, ) = £ YOO > = < Al > | -

< P()|p(t) >

_<Y@OIHY(E) >
<PB)p(t) >

como sendo a lagrangiana do sistema, e o funcional

s=["anwp) | (3.4)

1

como sendo a agao.

Deixamos também para ser feita 3 posteriori, a escolha dos estados [ > sobre os
quais minimizaremos a ag&o. Suporemos por enquanto, apenas, que o subconjunto
escolhido seja parametrizével em termos de um conjunto de nimeros complexos {z},

ou seja, que um vetor deste subconjunto pode ser escrito como

%) >= [b(a(t), (), .., z(t) > (3.5)

e que existam também, a primeira e a segunda derivadas de cada vetor em relacéo
aos pardmetros Z; e seus complexos conjugados i,

Vale notar aqui, que o subconjunto {|:)(Z) >} néo é, em geral, um subespaco
de H (a soma af1hs(2) > +pB|thy(Z) > néo pertence necessariamente {l¥(z) >} ).
O fato importante é que a equagio que descreve a dinimica, quantica esta definida
sobre um espaco linear, ¢ ao fazermos a parametrizacio complexa, abrimos mao do
principio da superposicio. Desta maneira, é de se esperar que as equacoes obtidas
da minimizacio da acio, estejam mima forma nio lincar, como sio em geral, as
equagoes dinamicas e o espaco de fase hamiltoniano.

Substituindo a funcio de onda parametrizada na defini¢io da lagrangiana

L(3,1)), obtemos
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L5) = Ly 2OV > 5 < FVEANE) > < pia)lHln) >

z
B <Y(2)|y(z) > < P(2)[H(2) >
(3.6)
e tratando z; e zj, formalmente como varigveis independentes, podemos escrevé-la
como
1 d . 0 y
L(z,%) = -Z(zja_ 2 57 Y In< p(2)|Y(2) >-H (3.7)
onde
5 Y2 Hp(2) > :
z, - 3.8
Hed) = s B

O préximo passo para obter o extremo da agdo € calcular a variagdo da lagran-

giana

Le,2) =5 AN

—Ldz o
0z 2 agf &l ( 9)

Assim,

t2
§S = [ dtsL(z,z) =
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0

0 e
_(EE’HJZe-}— (73?8?'{523)} 5
mas
o* a ,d 3}
g NSO > = (G - i< wEE > ()
e

d? Ja,d .0
9505 < VAR > = (G G < p@E) >

e substituindo as equagdes acima em (3.10), a integracdo dos termos que envolvem

a derivada total no tempo, nos leva &

~ ["a Z zzJ

ty

ln< P(Z)|¢(2) >)dz+ (3.12)

2

i < BEWE) )55~ 53z,

Para que a condigio de extremo 65 = 0 seja satisfeita, é preciso que

Lo ]
53(2,3) = %:[azj(aa—zj In < (3)[$(2) >)6z0+ (3.13)
02
—1%; (;}--f%— In < 1p(2)|h(2) >)8%

Lembrando que
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OH = Z 8257{525 + %H&fi 5

a comparagao com o lado direito da equagéo nos permite escrever as equagoes de

movimento
: s @
1 EC’gjzj = 52:;?‘{
6
—iY CiZ; = 3" (3.14)
onde
52
Ce = 52207, a3 n<P(2)Y(2) > . (3.15)

Nas aplicagbes que faremos ao longo deste trabalho, a matriz Cy; serd sempre diago-

nal. Colocando as equagdes do movimento na forma de matrizes de blocos, ficamos

i(_%ﬁ)(é):(%)%(z,z) . (3.16)

Da forma das equagdes de movimento, vemos que a matriz C desempenha um

finalmente com

papel importante, qual seja, o de caracterizar a geometria do espago complexo
la.#] .

Supondo que C'(z, Z) seja uma matriz inversivel (vé-se de sua defini¢do que C'(z, 2)
¢ também uma matriz hermitiana il = C’Jj), podemos definir sobre o espaco

complexo, uma estrutura simplética, ou um parénteses de Poisson generalizado:
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{10} = ( & g’;f)(c"_l ‘(%“l)t)(ig) SRS

359
que pode ainda ser escrito como

0 d 0 t
‘ =27 fCmas9 — =—f(C™Y,
{f,g}(z,z) ;azk‘f kk az};g 6Z}'cf(c )kk
(nas férmulas acima o {ndice t indica transposicio )i

0

Y (3.18)

O ponto importante aqui, é que calculando explicitamente o parénteses de Pois-

son generalizado de # com cada uma das varidveis z, e - T

0
H, 2} = "—:-?'{C_lk 18
{ ’ } kzyazk k! Vgl
e substituindo %;’H por seu valor em (3.14), verificamos que as equacdes de movi-

mento podem ser escritas sob a forma

d .

20 =1i{H,z} (3.19)
d :
EEZE = ?,{H,Zg} .

Este resultado nos diz que sobre uma trajetéria no espago complexo, as trans-
lagdes no tempo, e portanto a dinidmica do sistema. sio determinadas ela funcao
? Y
Hiz2)
De maneira geral, a qualquer operador 0,, que atua no espaco de Hilbert H,
] I;
podemos associar univocamente uma fungio analitica no espago complexo {z,z}

,através da relagao

oy _ < ¥(2)|00]9(2) >
Mo TTE R

e a evolugao no tempo desta funcio é, em termos do parénteses de Poisson genera-

(3.20)

lizado, dada por
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d ,
EO(z,z) ={O0,H} . (3:21)

Vemos entéo que através do principio variacional dependente do tempo e da
parametrizacio complexa, podemos construir uma estrutura “tipicamente cldssica”
(uma hamiltoniana, responsével pela dindmica, e uma estrutura simplética que ca-

racteriza o aspecto cinemdtico ) onde est4 representado aproximadamente o sistema,

quantico. Entretanto, de um método variacional sempre se obtém algum resultado
e a qualidade desta aproximagio, em geral, depende exclusivamente da adequacio
da parametrizagdo complexa.

O ponto essencial, e que justifica a elaboragéo desta segdo, diz respeito a um
aspecto qualitativo da dinfmica descrita por H: A nio linearidade do espago com-
plexo {z,z} se estabelece exclusivamente como consequéncia da parametrizacio, a
partir do momento em que se escolhe para a variagdo da agdo um subconjunto
{l(2) >} que ndo é, como j4 foi dito, um subespago de H. Além disso a parame-
trizagdo é arbitréria, tanto quanto ao género da dependéncia como ao nimero de
parametros. Lembrando ainda que tal dindmica foi gerada sem qualquer referéncia
ao limite cldssico do sistema quantico original (esta conexao, quando existe, é fei-
ta & posteriori), torna-se natural esperar que as propriedades de integrabilidade,
quando existem neste limite, nio sejam necessariamente observadas nas equagoes
do movimento (3.19) obtidas variacionalmente, ou seja, para um sistema quéntico
exatamente solivel, com andlogo cldssico regular podemos obter variacionalmente
uma dindmica cadtica (o nimero de graus de liberdade pode ser aumentado sem
que necessariamente ocorrra 0 mesmo com o niimero de eventuais constantes do
movimento presentes no sistema).

Fica assim colocada de maneira transparente a origem do problema recentemente

exposto na literatura com o nome de caos semiquéntico. Este assunto serd discutido
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em detalhes num contexto especifico mais adiante.
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3.2 A Representacao de Estados Coerentes

Laurence G. Yaffe [10] discute em que sentido, o limite N — 0o de vérias teorias
é equivalente ao limite cldssico. Neste trabalho, desenvolve-se um método geral
para a construcdo de teorias cldssicas a partir das teorias quanticas com apenas um
parametro de expansdo (1/N ou f, por exemplo). O método pressupde algumas
hipéteses (a dindmica quantica deve ser dada em termos de uma algebra de Lie)
e mostra que no caso de serem satisfeitas pode-se, a partir dos estados coerentes
generalizados, construir uma hamiltoniana cléssica, um espago de fase, e mostrar que
a dindmica resultante é equivalente & forma limite da dinimica quantica original. A
demonstragdo em [10] é construtiva, mas nio a abordaremos aqui.

Em particular, sobre sistemas com espaco de Hilbert finito, K. Heep e E. Lieb
[23] demonstraram que as equagdes de Heisenberg para os operadores quénticos,
convergem (em qualquer instante t) para um conjunto de equagdes classicas que sdao
(ou pelo menos podem ser) construidas com estados coerentes. Nesta referéncia,
trata-se explicitamente do Maser de Dicke que descreve uma interacio de dipolo
entre a matéria (dtomos) e um campo eletromagnético (fétons) Entretanto a va-
lidade da demonstragdo pode ser extendida para toda a classe de sistemas % A
demonstracio estd feita passo a passo em [24].

Um tratamento bastante extenso sobre as propriedades gerais dos estados coe-
rentes foi realizado por Perclomov [25] e algumas de suas aplicacoes importantes sio
também tratadas em [26]. Disentiremos aqui apenas algumas das propriedades dos
estados coerentes de spin |w > (estados coerentes do grupo SU(2)) conjunto que
sera do nosso interesse:

i- Os eslados coerentes de spin constituem um conjunto completo (geram todo o
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espago de Hilbert) e ndo sio ortonormais. Um estado arbitrario |A > sempre pode
ser escrito em termos deles.

ii- Os estados corerentes de spin minimizam a relagdo de incerteza de Heisenberg
& It o J2>> 1 < J, >2% onde a média < ... > & tomada sobre o autoestado de
J. de menor proje¢do no eixo de quantizagio.
Para alguns casos simples, particularmente aqueles em que o limite classico é in-
tegravel (sitemas unidimensionais como o Modelo de Lipkin e o Modelo Simétrico
para a Interagio de Emparelhamento), é possivel estabelecer uma conexio bastante
precisa entre o sistema quéintico original e sua representacdo de estados coerentes.
Tal conexdo pode ser estabelecida em dois niveis, relacionados aos elementos basicos
da dindmica quéntica, ou seja, o espectro de energias e as autofungdes. Em primeiro
lugar, através de uma regra de quantizacio do tipo Bohr-Sommerfeld, podemos re-
construir o espectro de energias (no limite N — 00) a partir unicamente da acao das
érbitas cldssicas no espaco de fase, colocando assim as energias do espectro em uma
correspondéncia biunivoca com as curvas de nivel da superficie de energia classica.
A correspondéncia entre as 6rbitas periédicas e as autofun¢des do sistema quéntico
pode ser observada através da distribuicdo de Wigner [6] que associa a uma dada
autofuncdo |, > um espaco de fase real. A representacao de estados coerentes
{lw >} também é bastante dtil aqui (por eliminar as singularidades e nao analiti-
cidades tipicas do limite semicldssico). Com uma média apropriada sobre a funcio
de Wigner pode-se construir uma distribuicio positiva definida, probabilistica, (a
distribui¢do de Wigner nio o é) sobre o espago de fase. Trata-se da distribuicio de
Husimi [27], obtida com a projecio de |$, > sobre {|w Bk by = | € il > ]2
Mostra-se que as autofuncées assim projetadas sobre o espago de fase se concentram
sobre as érbitas periddicas. Vé-se ainda, analiticamente [28], que esta concentracio

serd tAo mais intensa quanto menor for a velocidade do sistema sobre a trajetoria,
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ou seja, os picos da distribuicio de probabilidades quéantica ocorrem onde o siste-
ma classico se desloca mais lentamente e, portanto, onde a probabilidade cldssica
também é maior. Um estudo detalhado desta conexao, no caso do modelo simétrico
para a interagdo de emparelhamento pode ser encontrado em [29].

Seguiremos agora com a construgio do espaco de fase a partir desta represen-

tacdo. Os estados coerentes para a dlgebra SU (2) ou estados coerentes de SPIN

(ndo normalizados) sio dados por

=y @%)iu, - 1 (3.22)

- @) (”) =T >

onde w é um nimero complexo que o parametriza e |J,—J > é o estado de spin J
com a menor proje¢io no eixo de quantizagio J, (J,|J,—J >= —J|J,—J >). Os
estados coerentes definidos acima nos serio tteis no calculo direto do limite cléssico

do modelo de Lipkin.

A normalizagio do estado é feita com o produto escalar

<wlw >= (wo) ( 2J ) =(1+we)® |, (3.23)

a n

que nos permite calcular a matriz Cy; (eq. (3.15))

92
i 4 ZZ]]I] (I +ww) (3.24)
() p)
: 2J,
e —, 3.2
G (1 + wew;)? 29)
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(note que neste caso £ = j = 1), e as equacdes do movimento (3.14) ficam sob a

forma

2J . o}

z(l m wu‘;)zwg - awe?{cz(w,w) , (3.26)
2J 0
Sl B 7 3.2
3(1 +w®)2w 85;%61(w’w) ’ (3.27)
onde a hamiltoniana classica H, é dada por
oy _ <w|Hlw >
ch(w,w) = —<;‘|w—>—— . (328)

Tendo j4 obtido as equagdes do movimento, que é o essencial, a projecio dos
parametros complexos @ e w no espaco de fase real de varigveis canonicamente
conjugadas pode ser feita por uma transformacio de varigveis simples. Em primeiro
lugar, levamos as equagdes do movimento (3.26) e (3.27) & forma canonica das

equagées de Hamilton em varidveis complexas. Com

2J "
14ww)

que satisfazem as relacdes de canonicidade

¢ = (3.29)

et} =ds

{6} ={t6) =0 (3.30)

obtemos
o (3.31)

—if = =Hy . (3.32)



Seguimos agora, com a projegio do espago de complexo {&, £} sobre o espaco de

fase real {I,60} de coordenadas polares. Fazemos

E=vVJ+1Ie? | (3.33)
que quando invertida nos d4

I=¢E-J (3.34)

f =—iln g : (3.35)

Os limites do movimento no espaco de fase, em termos das varidveis reais ficam

—J<I<J e -—r<6<7T . (3.36)

Finalmente as equagdes do movimento sdo obtidas simplesmente substituindo-se

as variaveis I e § (eq. (3.33) e complexo conjugado) em (3.31) e (3.32). Comparando

as partes reais e imaginarias obtemos

; 9 .0
[=—o:Ha e 0=57Ha . (3.37)

Podemos ainda, alternativamente, escrever a dinimica no espago cartesiano {q,p}

através de

I = 1
£=;EW+4W e &:¢§P~M)- (3.38)

Fstes resultados para a dinamica classica nos seriio extremamente importantes,
nos servindo como mma referéneia (termo de comparacao) para o resultado que

obteremos da aproximacio gaussiana descrita na $eCAa0 segiinte,
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3.3 A Aproximacao Gaussiana

3.3.1 O Estado e sua Parametrizagao

Como vimos na segdo 2.1, a qualidade da aproximacdo depende da escolha do
subconjunto para a minimizagido da agdo, e deve ser tdo melhor quanto melhor este
for capaz de representar o espaco de Hilbert completo. Considerando que da restricao
ao conjunto de estados coerentes resulta o limite cldssico, nos pareceu natural a idéia
de generalizar esta escolha para obtermos correcdes quénticas para este limite. Uma
possivel realizagdo desta proposi¢io é aproximagio gaussiana, utilizada largamente
em varias areas da I'isica como a Teoria Quantica de Campos, Fisica de Muitos
Corpos, Cosmologia e ()ptica Quantica. Nesta aproximagéo os estados variacionais

estdao restritos & um conjunto de gaussianas sem a condi¢do de incerteza minima

‘como no caso do limite classico.

O termo “generaliza¢do” empregado acima tem um significado preciso. Nas
teorias quanticas que comportam o limite de N grande os produtos bilineares se

fatoram. Para quaisquer operadores O; e O, podemos escrever o produto como

< 0,03 >=< 0y >< 03 > +0(1/N) + ... (3.39)
¢ portanto
Ii_ngl 2 Dilh v ) s Oy 5 (3.40)

E o caso da representagio de estados coerentes. Os produt bos
L 0 Caso da representacao de estados coerentes. 5 prodautos, para bosons por

exemplo, sao dados por
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< alaaja >=< alala >< alala > | (3.41)

onde |o >= exp(—|a|?/2)exp(aal)|0 >. H4 apenas um pardmetro variacional com-
plexo o para cada grau de liberdade do sistema. A dinimica quantica original é
representada apenas pelos valores médios < alale >= a e < alatle >= o* (o
asterisco indica conjugagéo complexa). No caso da aproximacido gaussiana, além
das médias dos operadores bosdnicos os seus produtos bilineares entram também
como parametros complexos e sio, como veremos, introduzidos como as correcées
quanticas O(1/N) da expressdo (3.39). As quantidades que precisam ser especifi-
cadas neste caso sdo. < at >, < qafqt >, < a'a > e seus complexos conjugados.
Como veremos, a introducio destes novos parametros pode ser feita sem que se
perca o carater Hamiltoniano do sistema, o que nos permitird fazer uso de toda a
estrutura formal dos sistemas hamiltonianos, mesmo sem estarmos tratando de um
sistema cldssico de fato. Esta é uma das motivagdes para o uso do formalismo que
descreveremos a seguir.

Nesta se¢io mostraremos as técnicas que nos serviram para a realizagao da apro-
Ximagdo gaussiana, e que estio descritas, num contexto mais geral em [19] e [20],
onde se vai além do tratamento de campo médio e através da técnica dos operado-
res de projegdo se constréi um conjunto de equagées cinéticas para a evolucio de
correlagoes.

Os estados quénticos de um sistema bosénico ([a,a’] = 1) em geral sdo repre-

sentados por um operador densidade F' e o valor esperado de um operador qualquer

neste estado é dado em termos do traco

<0 >=Tr(OF) , (3.42)
e a matriz I” tem trago unitdrio Tr(F) = 1.
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A dindmica é obtida através da equacio de Liouville-von Neumann

iF =[H,F] , (3.43)

onde H ¢ a hamiltoniana que descreve o sistema. Os resultados obtido na secdo 2.1
através do principio variacional dependente do tempo realizado com os estados puros
{1¥(2(2)) >} sdo os mesmo se construirmos o espaco variacional ndo mais com estes
mas sim com uma uma mistura estatistica F' (veja uma deduciio em [30]), ou seja,
também para uma mistura estatistica podemos obter uma estrutura hamiltoniana.
para a dindmica dos parametros variacionais. Como fungdo tentativa para uma
aproximagao ao estado F' escolheremos um subconjunto de gaussianas Fy, com a
forma mais geral possivel em se tratando da. aproximagao de um corpo.
Entendemos por operador de um corpo, todo e qualquer operador que possa ser

escrito como uma combinag#o bilinear dos operadores que atuam sobre um mesmo

subespaco :

Olcorpo = Zci.]cicj

]
onde 0s ¢;; sdo os coeficientes e os C; e C; sao os operadores da dinamica (a,atea
unidade, no nosso caso). A aproximacio mais geral é aquela que leva em conta todo
e qualquer efeito produzido por um operador de um corpo ( 1, a' ata, ata! e seus
conjugados hermitianos), e representa através deles proprios os efeitos dindmicos
produzidos por operadores de dois ou mais corpos. Dito de outra maneira, Fy é
a projecao gaussiana da densidade total F' (a forma explicita da matriz densidade
Iy assim construida serd apresentada logo adiante). Em geral a matriz /' pode ser

dividida em dois termos [31]

F=F+F . (3.44)
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Fo, como jé dissemos, responsivel pela dindmica de campo médio (unitdria) e
F" (T'r(F') = 0) responsavel unicamente pela evolugdo temporal das correlacdes
(dindmica ndo unitéria). Este iltimo termo, mesmo nos casos mais simples, nio pode
ser tratado sem aproximagdes. A decomposicao (3.44) pode ser implementada com
o auxilio da técnica dos operadores de projecio P(t) tais que Fy = P(t)F (a forma
explicita para o operador P(t) pode ser encontrada nas referéncias [19] e [20]), com a
qual se pode escrever I como uma fungio da histéria de F, F'(t) = F'[Fo(t < 1)].

De nosso interesse neste trabalho serd a evolucio temporal dada pela projecéo
gaussiana de F, Fp. A parametrizagio das médias < ¢ > e < at > no estado Iy é

feita como no caso dos estados coerentes, teremos

<at>=Tr(atF) = /2 (g —i2) | (3.45)
2 Ho

onde 1o € um parametro de escala (colocamos to = 1), ¢ e p sdo nimeros reais

no espago cartesiano. Para as médias dos operadores quadraticos faremos uso da

(3)-=(3)

ondefj=n—<n>,d=a—<a>eX éamatriz que define a transformacao

x=("‘; y) , (3.47)
y T

(z e y sdo nimeros complexos) satisfazendo a condigdo de normalizacéo

transformacido de Bogoliubov

—

XiGX = G (3.48)
onde

(1 0 5.
G_(O _1) : Gl=1 . (3.49)
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A transformacio dos bilinares (de < aa >, < afat > e < @ta > para < 71 >,

<t > e < it >) é feita através da equacio

N =X'RX |, (3.50)
onde
<> <#i>) (v 0
N_(<ﬁ’f1’ﬁ> <ﬁﬁf>)_(o 1+1/) AL}
(6]

R=( il S ) @32
Para que a transformagéo de Bogoliubov (3.46) seja candnica, ou seja, preserve
- as relagdes de comutagéo entre bosons ([a,al] = 1 = [7,n1] = 1) é preciso que o
vinculo || — [y|? = 1 seja satisfeito. Esta condicio é garantida pela equacao (3.48).

Seguimos agora com a defini¢io da matriz densidade gaussiana:

1 v st
7' L
1 v
— — g
> lg> ) €

9
O parametro v nas equacdes acima é a ocupagao dos hosons de Bogolinbov (qua-
sihosons) deslocados Tr(iitily) =< /i >= v e o estado lg > contém toda (e
somente) informacio sobre os operadores relevantes (1-corpo). No caso v = () a

matriz densidade I, terd a forma

Fy=10><0| | (3.54)

ou seja, sera um estado puro. Neste caso o estado lg = 0 > ¢ equivalente & gaussiana

parametrizada por Jackiw ¢ Kerman em [11]. Lé-se
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- el

G = 2il) + #p(§ —q)] (3.55)
onde ¢ =< § > e p=<p > sdo as médias dos operadores de posi¢do e momento, e
a parametriza¢ao das dispersdes se d4 através de (3 e I1, definidos adiante.

Como consequéncia direta da transformacéo (3.46) e da escolha da matriz den-

sidade Fy obtemos

Tr(Foii'i) =< gtat >=0 e Tr(Foiifi)) =< i >=0 ; (3.56)
e
Tr(Fyi'y =< 7t >=0 e Tr(Foii) =< fj>=0 (3.57)

o que nos facilitard em muito o célculo dos tracos necessarios para a obtencdo da

dinamica dos parametros variacionais.

A matriz Fy pode ainda ser reescrita sob a forma exponencial. Fazendo

=™ 3.58
el (3.58)
com m < (), obtemos
l ??2 17 - g Al 1 -
Iy = —e™"" 3 K =Tr(Fy) (3.59)
75
onde
Z[ g =1+v . (3.60)
n=0 )

Note que o eperador 7t que aparece na exponencnal (3.59) é de fato uma combinacio

linear de todos os operadores relevantes da dinimica. Da equagao (3.46) obtemos
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il = a*z.ata + yryeaa' + zayratal + Yo Zraa+ (3.61)

—(zia+ yla') < ' > —(2.a! + yea <n>+<npi><n>
a

b

e de (3.45), invertendo a trasformacio de Bogoliubov podemos ver que < npf > é

uma fungéo de p, q, z e y

1 .
<o e \g[q(w +y) —iplz —y)] . (3.62)
Assim o estado F serd completamente identificado por um conjunto de cinco

pardmetros: g, p, z, y e v, e portanto, a evolucio temporal da média de qualquer

operador neste estado serd expressa apenas (e completamente) em termos destas

quantidades.
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3.3.2 Os Parametros Variacionais e o Principio de Incerteza

Os parametros variacionais introduzidos através da transformacéo de Bogoliubov
exercem um papel fundamental na dindmica resultante da aproximacdo de campo
médio. Eles estdo associados diretamente & dispersées Ag* e Ap? que serdo escritas,

portanto, em fungéo de z, y e v. Temos (veja referéncia [32])

1
Ag* = @_k (a'+a) > ~(<a>"+<a>)}=
0
. | * *
= o [1+2lyl* = (z*y + y*2)](1 + 2v) , (3.63)
0

Ap® = —2p0[< (at — a)? > —(Ka>—<a>)?=

= 2u0[1 +2Jy* + (2™y + y"2)](1 + 2v) . (3.64)

O pardmetro v é por construcio uma, constante, j& que se trata de uma aproxi-
magao de campo médio, e a evolucso temporal deve ser unitdria (os autovalores da
matriz densidade nio evoluem no tempo). Este é um resultado direto da equagao

de Liouville-von Neumann para 77

d
i < "5 >= Trlii's, H|Fo = TrH[Fy, 5] = 0 (3.65)

(note que de (3.53) vem [Fy, 7117 = 0). A ocupacio v entrard na dindmica como um
parametro livre que nos fornece uma medida da pureza do estado Fy. Com. efeito a

quantidade

& =Tr(Fo) — Tr(F?) (3.66)
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€ uma fungio apenas de v:

Qv
14 20

gl (1 —lem)z f:[e?m]n =

n=0
Assim, para v — 0 teremos § = 0 e portanto Fy é um estado puro, caso que sera de
nosso interesse nas aplicagdes do formalismo.

Um passo importante é a projegio dos pardmetros de Bogoliubov z e y no espaco
cartesiano - 0 mesmo em que estio escritas as médias dos operadores de criacio e
aniquilacéo de bosons (veja equagdo (3.45)) - de forma a obter um par de varidveis
reais canonicamente conjugadas (a canonicidade serd verificada a posteriort). Defi-

nimos [32] as varidveis o e T através da transformacio

z = cosho + 312; ; (3.67)

y = sinho + z% : (3.68)

e depois uma segunda transformacao

P (—1-*%”) r (3.69)
142
9=y 22 (3.70)
s
nos permite escrever as dispersoes (3.63) e (3.64) como

Agt=(Q? , (3.71)

2 e P2 (l + 2”)2 3 ¢
Ap* = P? 4 T (3.72)
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Nas equages acima reside a natureza quantica do novo grau de liberdade (Q, P):

O Principio de Incerteza se manifesta no espaco de fase através de uma barreira

centrifuga

(1+2v)2
Q7

impedindo que as larguras se anulem. A obtencio deste termo é completamente

(3.73)

independente da expressio para a hamiltoniana H, sua ocorréncia é decorrente ape-
nas da prépria escolha para a parametrizagio, ou seja, do fato de estarmos levando
em conta as médias dos operadores quadréticos (a correlagio de pares). Trata-se da
cinemética quantica representada no espago dos pardmetros variacionais (espago de

fase). O mesmo se pode concluir da relacio de incerteza de Heisenberg

Aghp = \/ El_‘tf_”) + P22 > (1_23’5_) . (3.74)

A condigdo de incerteza minima é obtida fazendo-se

(1+420v)2

Q= 5 ;

P=0 . (3.75)

Particularmente, tomando-se o limite v — 0 nas equagoes acima, obtemos para
as dispersdes Ag = Ap = \/g Neste caso a condig¢io de incerteza minima leva a
densidade Fy a um estado puro.
As variaveis () eP se relacionam aquelas utilizadas em [11], G e II através de
uma transformacéo de varidveis simples. Encontramos (no caso v=0)
I)

G = (? ) — PRI © (3.76
) C 11 50 (3.76)
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3.3.3 A Evolugao Temporal no Espaco de Parametros

A evolugao temporal para todo o conjunto de varidveis provenientes da aproxi-

magao gaussiana é obtida da equacio de Liouville

i% < 0 >=Tr(F[0,H]) , (3.77)

onde O é qualquer um dos operadores dos que julgamos relevantes. Mostraremos
agora como calcular o lado esquerdo desta equacio escrevendo-o em termos das
derivadas temporais de g, p, @ e P. O lado direito deve ser calculado diretamente

com a forma explicita do operador H.

Com a parametrizagio < af >= \/g(q — 1p) (3.45) e a transformagio (3.46)

inversa

a=an—yn, (¢

o
~J
w0
p—

a equagdo dindmica em termos de ¢ e p fica

d
i <a>=aTry, HFy - y*Trint, HF, (3.79)

1
i\@(q +ip) = 2Tr(n, H|F — y*Trnt, HIF, . (3.80)

A equagéo para < a' > se obtém de maneira idéntica e é necessiria para isolar as
derivadas temporais de g e p.

A transformagio de Bogoliubov leva, linearmente, os operadores a e a! em 7 e
nt, e serd usada tambhém para incorporacdo das médias dos operadores quadriticos

< ' > agora relacionados as varidveis de dispersdo (@, P).
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A diagonalizagio da matriz R (eq. (3.52)) pode ser implementada através do pro-

blema de autovalores

GRX = XGN , (3.81)
juntamente com seu conjugado hermitiano
RGX' =X'GN , (3.82)

onde X, G e N sio dados respectivamente pelas equages (3.47), (3.49) e (3.51).

Comparando as equacdes acima obtemos

X' = GX e X = GX' , (3.83)

e a propria condi¢do de normalizacio XX = XIGX = G.
Para obtermos a evolugéio temporal dos pardmetros envolvidos na transformacéo

(z e y), calculamos explicitamente a derivada temporal de N (3.50)

. d
— _—xt
N=—XRX ,
X'RX = N - X'RX — XIRX (3.84)
e com o auxilio de ( 3.81) e (3.82),
X'RX = N - X'GXGN - NGX'GX . (3.85)

Escrevendo explicitamente as matrizes na equacio acima e comparando o lado es-
querdo ao direito, elemento a elemento, chegamos & equacio para as derivadas de z

ey
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d
== itit >=i(dy — e9)(1 +2v) : (3.86)

que com o auxilio de (3.67), (3.68), (3.69) e (3.70) fica, em termos de Q, P e v

d . ; ; e
i <At >= PQ—QP—I-z%(l +2) . (3.87)
A equagdo para a derivada temporal de < /!5 > est4 dada em (3.65)
Como mostraremos logo a seguir este procedimento nos levard a uma diniAmica

hamiltoniana para todos os graus de liberdade do sistema obtidos da parametrizagao.

A hamiltoniana efetiva definida como

Hep = Tr(HFo) = H(q,p,Q, P) (3.88)

determinard a evolucéo “cléssica” (formalmente classica) através das equagdes de

Hamilton

g= (—%’H : p= _E;r% e (3.89)
. d . d .
= 55 : Psepstl - (3.90)

Iintretanto, serd preciso primeiro calcular a evolugdo temporal segundo o método

variacional. IY o que faremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Aplicacao ao Modelo de Lipkin

Neste capitulo, realizamos a aprozimagdo gaussiana sobre o Modelo de Lipkin SU(2),
€ mostramos que € possivel escrevé-la como uma dindmica semicldssica (dindmica
cldssica mais correcées qudnticas). A aplicacdo € feita sobre uma realizagdo bosénica
do Modelo. Mostramos que as corregoes quanticas assim obtidas podem ser escritas
em termos de uma expansdo em 1/N e que o limite cldssico estd contido nesta
aprozimagdo (o limite N — oo pode ser dela obtido). As varidveis de flutuacdo
quantica Aq e Ap sdo introduzidas na dindmica através de um novo par canénico
no espago de fase, espaco este que terd o seu nimero de graus de liberdade duplicado,

e suas propriedades dindmicas profundamente alteradas.
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4.1 Uma Realizacao Bosénica

A formalismo descrito na segunda seciio do capitulo anterior foi desenvolvido
para sistemas bosbnicos, entretando, o nosso objeto de estudo, o modelo de Lipkin
SU(2), tem sua dinamica escrita em termos dos operadores de criagdo e aniquilacéo
fermidnicos (2.1) (ou em funcéio dos operadores de quasispin (2.5)). Por esta razdo
se faz necessdrio um mapeamento da dindmica do modelo num espago de bosons.

Precisamos levar a dlgebra dos operadores de quasispin J, e Jy = J, + ity (veja

equacio 2.4)

[ 0] =it , i, J_] =28, |

e o espago de Hilbert {|J, M >} (autovetores de J,), num espaco bosonico dado pelo
vécuo b0 >b*"= () e pelos operadores b e b! tais que [b,b%] =1 e [b,b] = 0.

Num mapeamento deste tipo é preciso em primeiro lugar que as regras algébricas
para os calculos (relagdes de comutagio) sejam sempre preservadas. B preciso
também que haja uma correspondéncia biunfvoca entre os estados escritos nas bases
diferentes |J, M >— |k >tso" (onde |k >boson= 1/V/E!(b1)*|0 >b°s°”). Uma manei-
ra de se realizar este mapeamento é a representacio de Schwinger [33] que leva os

quasispins em um espago formado por dois tipos de bosons

Jp = ()b = bty

Jo = (J_)rorom = ot (4.1)

Jz - (Jz)boson - é_(bTb _ (ITCL)
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Substituindo as expressdes acima nas relagdes de comutagdo do grupo SU(2) obte-

mos imediatamente

[a,a"] =1 ; b,o7=1 , (4.2)
[a,b] =0 ) i [a,bT] =0 )
[a',af] =0 e (1,61 =0

Os operadores a e b atuam no espaco bidimensional

(al)k=(bh)®
VEkaTky!

Os autovetores de J, neste espaco sio dados por

lkas kb >boaon= IO >boaona ®'0 >boaom, ) (43)

[J, M >=[(J — M)(J + M)1)~2 (b1 U+M) (g1)(I=M)|g q sboson (4.4)

Nesta representa¢do o nimero total de particulas presentes no sistema é dado por
N = ata + b'b = 2J e se verifica que NV, também em termos dos bosons, é uma das
constantes do movimento [afa +b'b, H] = 0. O mapeamento descrito acima preserva
as propriedades dindmicas do modelo. O espectro de energias sera o mesmo € as
simetrias rotacionais da hamiltoniana sio todas preservadas.

A hamiltoniana do modelo de Lipkin escrita nesta representacao fica

b V 2 0son 12"
H = c(.]z))oaon s 5{[(‘]4_)503071] s [(,j_)b ] } g | (45)

ou ainda

H & %e(b*b —ata) + %{b*bfaa + atalbb} | ' (4.6)
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que ¢ uma forma mais adequada para a aplicagdo do formalismo da aproximacio

gaussiana.
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4.2 Parametrizacao da Hamiltoniana < H >

Através da representaé&o de Schwinger descrita na secfio anterior escrevemos a
hamiltoniana do modelo de Lipkin em termos de operadores bosonicos @ e b que
atuam sobre subespacos distintos. O espaco de Hilbert {|J, M >} , nesta represen-
tagdo tem a forma |k, > ®|k, >. Para obtermos a aproximacdo de campo médio

gaussiana definimos a matriz densidade como

Fo = Fou @ Fop (4.7)

1 [ oy, N6l VAR
Fo: = ( : ) Fosg = ( ) 4.8
& 1+, 14, o 1+ 1 141 ( )

onde v, =< &'& >, v, =< B8 > (para qualquer operador O o til denota o desloca-
mento) 0 = O— < O >) e a e 3 séo respectivamente os operadores de quasibosons

obtidos pela transformagéo de Bogoliubov (3.46) de a e b

a=zja+y;al : B = a3b+ y;b!

al =z,at + Yol : B = 20t + wb (4.9)

sempre preservando as relagdes de comutagio bosénicas, e portanto tendo a relacao
|2:|*=|y:]* =1 , i = a,bsempre satisfeita. Desta maneira o nimero de parametros
variacionais aparece duplicado e teremos entio num espago de fase de oito dimensoes
{9, pi, i, P} com i = a, b,

Invertendo a transformacio de Bogoliubov dada acima, escrevemos

at = z2(&'+ < o >) =Y+ < a>)
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O =y (B'+ < B >) —u(f+ < B>) (4.10)

e substituindo na hamiltoniana (4.6) obtemos H em funcéo dos operadores de Bo-
goliubov deslocados & e 3, de seus bilineares &'a!, aa, ata, BB, BB, BB e das

médias < a > e < >, 0 que nos leva a

1 |4
H = -2-6(Hgb—ffga)+ §(H1GH1£+H16H12) 3 (411)

onde

Ho, = 224(&'+ < o >)(8+ < o >) + ylya(8+ < a >)(aM+ < ot >)+

—zoyn(@'+ < of >)? — 2.y (6+ < o >)?

Ho, = ajy(B'4 < B >)(8+ < B>) + yiwe(B+ < B >)(BH+ < g =)

—-mgy;‘(ﬁff—l— <P > —mu(B+ < B >)?

Hy, = [z(&"+ < o >) — yo(@+ < a >)]«

*[m:(&*-}- <al >) — Y@+ < a >)]

Hyp = [z3(A'+ < B! >) — y(B+ < B >)]*

slep(A4 < B >) - w(B+ < B >)]
as médias dos operadores de Bogoliubov nio deslocados < # >, < o > e c.c., devem

ser parametrizadas de maneira consistente com (3.45) e (4.9), e é através destas

médias que se introduz a dependéncia nas varigveis (gi, pi),
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<al>= \/—g[qa(xa + Ya) — ipa(@a — )] (4.12)

s . i
< P s \/;[%(fcb +u) —ipo(zs — )] (4.13)
Levando as parametrizacdes acima na expressao (4.11) podemos calcular o traco
de H com a matriz densidade F, dada pela equacio (4.8) e expressa-lo apenas
em termos de ¢;,p;,2;,y; e v; . Obtemos assim a hamiltoniana efetiva < H >=

Tr(HFo) = Her(gi, pis zi, vis vi) (veja equagio (3.20))

1 -' 1%
Hep = §E(< Hy, > — < Hy, >) + 5(( Hlang >4 < HleIZ >) , (4.14)

onde as médias do lado direito da equacio acima sio dadas por

1 1
< Hoa >= w3 {va + (0206 + 42)(oa+ 1) + 322001~ 10) (o — )|} +

b oo s o oun 1 50 w4
+e { (14 v2) o [52060 4 9000 +0) + 592002 — 40) (o — )] } 4+
*, ok 1 1 g
—Z,Y, [ng(fﬂa . - ya)2 - 51”2(% - ya)2 = 2qapa($a + ya)(ma e ya):l
l * B 1 * * = %* * k. *
—Tala [ng(xa ok ya)2 = Eprzx(ma - ya)2 + anpa(ﬂfa 5 ya)(ma - ya)] b

I 4 % = 1 » »
< oy =0 {Vr, + [;j'?lf(mb + s (@ + ) + §p§(wb -y )(zp — yb)] } +

1 1 4
+Ys b {(1 + ) + [5q3($2 + i) (o + 1) + 5?5(1‘3 — yp )y — yb)] } +
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E 1 ]' .
—TYp [5@5(% +u)? — 'Q'Pf(&‘b — ) — igpy (s + yp) (s — yb)]
— _]; 2( * *\2 __]; 2( % *\2 g * * * *
oY | 5% (T + ;) 2Pb($b —u)* +tigp(zy +yp) (s —vi)|

< HIQHII >=

:c:\/%‘[qa(wa + Ya) = ipa(Z0 — yo)|+

- ya\/g[qa(fcz + ¥,) +ipa(z; — y:)]] } *

= {—m:ya(l + 2v,) +

1 .
xb\/;[qb(wz +yp) +ipy(xy — yy)]+

-

* {—wby,’;(l + 21’/{,) +

= W \/g[qz:(wb + yb) — ipp(xs — )]

< HyHy! >=

" ‘ - l 3
== {—:r:by;,(l + 2u) + [x,,\/‘z\[qr,(m:, + ) —ipn(zy — )]+

2
| )
- yb\/;[(lb(xz + ;) + ipo(z} — yE)]:I } *
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]- i * *
* {—way;‘(l +2v,) + [wa\g[qa(xﬁ +ya) + ipa(; — yi)]+

- yZ\/g[qa(wa + Ya) — ipa(za — ya)]J

Nosso préximo passo serd calcular as equacdes para a evolugido temporal do

parametros variacionais.
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4.3 A Evolucao Temporal dos Parametros Gaus-
sianos

Como descrito na segdo 3.3 (subsecio 3), para o calculo da evolucio temporal

no espago de parametros o ponto de partida serd a equacio de Liouville quantica

(3.77)

z% <0 >=TrF[0,H] . (4.15)

Trataremos separadamente o aspecto cinemético (lado esquerdo) e o dinamico (lado

direito). J4 havfamos calculado o lado esquerdo em (3.80) e (3.86) que com os dois

graus de liberdade a e b, ficam

z% < &6 >=i(Faye — 2a¥a)(1 + 20,) = Trlatat, H)F, | (4.16)

d s - ; =4

i < B8 >= i(dyyy — 2a9e)(1 + 203) = Tr[B6t, H|Fy (4.17)
d it
zE <ala>=Trata, HiFp=0 = 1,=0 , (4.18)
5t 3 HE
zd_t <ﬁ ﬂ>= TT[ﬁ ﬁ,I{]FQZO = vy, =10 3 (419)
para os operadores quadréticos, e

1*— % @ b= \[(qa +1pa) = 2 Tr[e, H|Fo — y:Trlat, H|F, | : (4.20)

d low o s . t
za Lhp= 5(% +ipy) = 2 Tr[B, H|Fo — y; Tr(|BY, H|Fy (4.21)
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para os condensados.

Os tragos necessérios para o célculo do lado direito das equagoes dinamicas sao

dados por

Tri&'a, H) =0 (4.22)
TrFR[B'6,H] =0 , (4.23)
TrFolatal, H] = —exoyq(2vq + 1)+ (4.24)

=Vag (2 + 1)[e;? < B > +yf < B> —ajys(2m + 2 < B >< B> +1)]+

—Vya(2wa + 12§ < B> 432 < B> —ai (2 + 2 < Bt >< B> +1)]
Trklaa, H) = —TrFatat, H] | (4.25)

TrFo[3'8Y, H] = —exuys (20, + 1)+ (4.26)
=Vap2m +1)[2? < of > 4yl < a>? —2ly (e + 2 < ot ><a > +1)]+

~Vyi(2u + 1)[2? < @ >2 4% < af >2 ~ZaY; (2 + 2 < af >< & > +1)]

?

TrFo|B3, H] = —TrFo[313t, H] | (4.27)
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TrFy[af, H] = —%e[Qman <a>—(ziz, + YY) < of S]+ (4.28)
V(2 < a> —yzt <al >)*

dlo? < B>2 4y < Bt >? —zyy (2 +2 < Bt >< B> +1]
—V(z2 <a> -z <ot >)x

#(2;? < B> 4y < B> —aim(u +2 < B >< B> +1)]
TrFyla, H] = —TrFya!, H] | (4.29)

TrF[8!, H] = —%C[meyb <B>—(zim+yim) <ol S+ (430)
—V(zy < B> —zpy; < Bt >)x
He? <ol SP 4yl <a>? 2y +2< ol s<a> +1)]
—V(yi < B> —z}ys < BT >)x

¥[z2 < o >2 4% < of >2 —To s (2 +2 < al ><a> +1)]

Triy(B, Hl = —TrFy[3t, H] . ’ (4.31)

onde a parametrizagio das médias de o e B é dada pelas equagdes (4.12) e (4.13).
Na préxima se¢éo definimos o limite cléssico e mostramos o resultado da projecao

destas equagoes dindmicas num espago de varidveis canénicamente conjugadas.
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4.4 A Dinamica Semicldssica do Modelo de Lipkin
SU(2)

Para os sistemas que admitem uma expansio do tipo 1/N e envolvem a algebra
do grupo SU(2), o limite cldssico pode ser definido formalmente, escalando-se os

geradores da algebra J, ,J, e J, [34]

_ih

[T, T] FéirJk (4.32)

onde J; = J;/J and J = N/2, e tomando-se o limite

Jim 2170, 5) = endi SERUED)

para valores finitos do pardmetro de expansio J os autovalores dos operadores
Ji's estdo mapeados sobre o intervalo [—1,1]. O espectro de energias se torna cada
vez mais denso a medida que o parametro J cresce (denso no limite J — 00).

Para a representagéo de Schwinger este procedimento implica, para os operadores

bosénicos, em [35]

p(H
t — (4.35)

0 que nos leva a reescrever as variaveis que parametrizam as médias < a > e < g >

cComo

¢ =q/VJ e pi=pi/VJ (4.36)
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(2 = a,b). Com as médias acima devidamente escaladas, a projecao de toda dindmica
no espago de fase {q}, p}, Q;, P;} é feita simplesmente através das transformacoes de
variaveis dadas por (3.67), (3.68), (3.69) e (3.70), que levam z;, yieviem @Q;, P e

v;. Finalmente escrevemos

%ef(Q£a pia Qia »Pu U‘i) = Hcl(qzap:)_l_

1 1
+3’H‘”(qz,pz, Qi, P 1) + ﬁ%‘”(Qi,Pﬁ vi) (4.37)
onde
B 1 1 1 12 12
Haldor) = ge{ 50+ ) = 502+ 20) } + (4.35)

1 1
X { [g(fﬁ —p) 5 (9 - pf)] + q{,pf,q;p;} :

H(”(q;,p;, Qi P) = (4.39)
= 2 {é—(Qb + B - 2@+ Py + & ggj e } -
= {%(Qf — i) lg-lgc‘;—;j = %(Qi = )] + gpyQa P }
|- [l - -] + LA
HO(Qs, Pr) = x(QsPQuPa)+ (4.40)

(14214)% 1 o [(L+20)2 1
[t - g ] [l - a2

Nas equagoes acima x é o pardmetro de interacio escalado.
As mesmas transformages (3.67)-(3.70), usamos nas equacdes (4.16), (4.17),
(4.20), (4.21) (lado esquerdo) e (4.24)-(4.31) (lado direito). Comparando suas par-

tes reais e imagindrias isolamos as derivadas temporais de primeira ordem e assim
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obtemos as equagdes do movimento (por uma questdo de conveniéncia na notacio

omitiremos o sinal (’) nas varidveis ¢; e p;).

. b .
g = —§pa -+ X[qa(QbT i prb) - pag(qg - pg)]-i-

1+ 2u)2 1
+Xpa[(—;{,Q—;) - 5@ - B
P = [pa( + @) + Gax (Qb p3)]+

+xqa[(—8i-*fé—”;)— - (@ - B

: € e 1
@ = 5P+ x[qb(QJ + @oPa) — pbg(@i -2+

1+ 2y,)? 1
+Xpb[(—§:,@)— = '2—J(Q§ - P ,

. € 1
iy =ty ~ X[Pb( =+ qapa) + o= 5(¢% — P3)l+
(1+ 21/a)

2 n?_ pe
+qu[W“2J(Qa Fll o

- € e (1—}-21‘4,)
Qo= —g7be+ xR 5m— 8@2

+ [Qa Qb] +qwb)— (qb ml

- 5(QF - P+

_ < (14 2u,)?
aMQJ(JG_W)‘{”

(14211)% 1
)

(1+ QVQ) 12
807 'z‘(Qf ~ Fo ¥

+ { =

+ Q][
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)



14 20,)? ., QP
it e SN UL

£ P e 2 _
+x[Qb(Qf, + apa)—%(qi—pz)] e
. 2
A= (2 e (4.4
il e+ QU ERE  Lgr ey
L ot 1+ 21 Q. P,
@ - 0 - B &L )

Como j& haviamos discutido na se¢io 2.1, os métodos variacionais como a apro-
xXimagdo gaussiana séo, em geral, obtidos sem que se faca qualquer tipo de referéncia
a0 limite cldssico do modelo em questio. Em relagso a este ponto a expressao (4.37)
contém um resultado importante, central para este trabalho. No caso do modelo de
Lipkin, aqui como representante dos modelos 1 /N, a dindmica dos parimetros varia-
cionais gaussianos (ou dindmica efetiva) escrita num espago de variaveis candnicas
resulta na dinamica cléssica He(qi, p;) (4.38) usualmente obtida com a representacéio
de estados coerentes [36] (note que H.i(gi, pi) depende apenas das médias). A esta
dinadmica somam-se termos que dependem de poténcias de 1 /N, fungdes também das
médias, mas acopladas as varidveis de flutuagio (Q;, P;). A correcéio de primeira or-
dem ¢ dada pelo termo H™ (q¢;, pi, Q;, P;). O termo H®, de segunda ordem em 1/N,
é funcio apenas das varidveis de flutuagio e para o caso em que (Q;(t = 0), Pi(t = 0))
sao escolhidos de maneira a representar um pacote com incerteza minima (veja eq.
(3.75)) H® em nada contribui para a dinamica (em ¢t = 0), tanto para a expressio

da energia total quanto para as equagbes do movimento. Neste caso o termo H(!)
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também se anula na expresséo para H, f € pode-se escrever para esta condicio inicial
Her(9:(0),pi(0)) = Her(:(0), pi(0), Q:(0), P;(0)). Entretanto, a contribui¢io do ter-
mo linear néo é nula nas equacdes do movimento e nos assegura, apenas, que uma
vez escolhida a condigdo de incerteza minima para (Q:i(t = 0), P(;t = 0)), e uma
condigdo inicial qualquer para (g;(t = 0), p;(t = 0)), Ha e Hes terdo o mesmo valor
(mas é claro, ndo descreverdo a mesma dindmica).
Vale ainda notar que a barreira centrifuga através da qual se manifesta o Principio
de Incerteza (3.73) est4, presente também na hamiltoniana efetiva (4.37).

A canonicidade das varidveis que compoem o espaco de fase pode agora ser

verificada de maneira simples. Definimos o parénteses de Poison

{f(Qi,Pi, (478 Pi): g(qispia Qi, H)}(Q’isPhQi.Pi) = (4-49)

(235 8907\, s~ (05 00 _ 09 05
- Z‘: (Bq,'@pi 0q; 3}%) > (aQiaPi 0Q; 3Pi) &

i

onde f e g sdo quaisquer funcdes diferencidveis de %, pi, @i € P, As equacdes do

movimento (4.41)-(4.48) podem ser obtidas através de

¢ = {a, Hef}(qs.pe.Qe.Pe) ’ (4.50)
i = Apis Hes gy pi0ipy) (4.51)
Q= {Qi,']{ef}(w‘.,@“m ; (4.52)
P =Py o} miry - | (4.53)

Alternativamente, basta verificar que as equagdes do movimento (4.41)-(4.48) pos-

suem a forma das equacdes de Hamilton
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9,
gi agﬂq ) (4.54)
pi "_"a'(?':%ef ) (4 55)
Q: = Y | (4.56)
i BP, ef g
. a
Bi=—goHer (4.57)

(nas equagdes do movimento, a ocupagio v; entra como um parametro livre) Utili-

zamos o parénteses de Poisson (4.4) também para mostrar que a média do nmimero

de particulas

N =Tr[(ala+b0)F]/J = N, + N, |

1 1
N(gi,pi, Qi, P) = =(a2 + p}?) + 5(‘1;2 + p2)+ (4.58)

2
L((L420)2 1, ., " L (14 20,)?
T e TR @RI+ 5| g

somente serd uma constante do movimento no limite J — co. De fato, algebrica-

1
+ E(Qz g Paz) ’
mente podemos verificar que

d _ X(J = 1) 2 2
dtN ={H.,N} = W{mana + P Q)+ (4.59)
+4paqa P Q207 — AP} PaQ2Q% + Ay P2Q2 Q7 — Apogn Q1 Q2+

gy PaQaQ% — P2 PQ2Q5 + 442 PLQ2 Q% — Apaqa 201}

No limite cldssico o parénteses de Poison escrito acima se anula e temos N, além

da propria energia, como uma constante do movimento. Este resultado nos sera ttil
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para que no limite J — co possamos eliminar um dos graus de liberdade (a ou b) e
escrever a dindmica do modelo em apenas uma dimenséo, como usualmente.

Hé ainda um ponto bastante importante que precisa ser esclarecido. A aproxi-
magao gaussiana que estamos realizando aqui é feita com uma mistura estatistica
(F5) e ndo simplesmente com um estado puro, entretanto para que possamos com-
parar este resultado com o limite cléssico (obtido via estados coerentes) e mesmo
com a solugdo exata do problema quantico definiremos a dindmica semiclassica do
modelo de Lipkin como o limite v; — 0 (limite este em que (1) é um estado puro)

da dindmica gaussiana efetiva H,; (4.37)

Hoo = lim Hey (4.60)
Hye = lim (’H + iy i’H("’J) (4.61)
sc R cl 7 J2 . ‘ J
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4.5 Obtencao do Limite Classico

Nesta. segfib mostramos que de fato a aproximacao feita nas segbes anteriores
nos leva ao limite classico correto quando J — oo. Utilizaremos a constante do
movimento N para escrever a dinadmica do modelo em apenas uma dimensdo. Para
tanto faremos uso da transformacéo de varidveis cartesianas (g;, p;) para as polares

e também canénicas (I;,0;) (1 = a,b), previamente definidas nas equagdes (3.34) e

(3.35),
¢ =+/2(J + L)sin §; (4.62)

pi = 2(J + I;) cos 0; . (4.63)

A tranformacdo acima quando invertida nos da

1
I = §(qf +p?)—J e (4.64)
0; = Iny[& (4.65)
&
onde & = 7’5(]) tig)e & = 7’5(;7 —1q).
Substituindo (4.62) e (4.63) na hamiltonia H, (4.38) (veja também a equacao
(4.37)),
Heo = JI'_{B Flups (4.66)
dada por
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L il 1
Halgop) = 5e{5aE+ ) — 5(d+20)} + (467)

1, 1
+x {[g(qf ~ pﬁ)g(fif — p?)] - qapbqapa}

Obtemos

Ha(l, 0:) = %e[(fb ol e
x5 [205 4 J)(sin?0, — cos’0,)] 3 (20 + 7)(sin0, — cos?6,)]}+

X [2(1y + J)sinfycos8y)] [2(1, + J)sinf,cos6,)]

que pode ser reescrita como

HalLi, 0:) = %e(f,, — L)+ 2+ D)L+ J) cos(2(0, - 02)] - (4.68)

Para eliminarmos um dos graus de liberdade na expressio acima faremos uso na

constante do movimento A (equago (4.58)) escrita no limite J — co

1 1
N=5@G+m)+35(d+m) (4.69)

que com a ajuda da equacdo (4.64) fica

Ne=l+I+1,+d . (4.70)

Como neste limite temos A = 0 e sabemos que N[J =2, para que a equacio acima

seja satisfeita devemos escrever

I,+1,=0 . (4.71)
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Com este vinculo e em funcio das varigveis polares escaladas com J

L
. 4.79
i = (4.72)

obtemos finalmente a expressio para a hamiltoniana cléssica (também escalada com

J) em uma dimensio

Hy=cn+ ’;_‘(1 —n?) cos20 | (4.73)

onde usamos a coordenada relativa § = 0y — 0,. Os limites do espaco de fase sio

dados por

-1<n<1 e —m<0<7 . (4.74)

Esta é a uma das formas usuais da hamiltoniana cldssica do modelo de Lipkin
SU(2), também obtida através da representacio de estados coerentes [37] [36] des-
crita no capitulo anterior (veja equacio (3.28)). Em [37], particularmente, se estuda

a influéncia de temperaturas finitas sobre a dinimica dada por

< w|H|w >

H. =
. < wlw >

y (4.75)
onde |w > é parametrizado pelas equaces (3.29) e (3.33).
Lste resultado é equivalente ao obtido através do método de Hartree-Fock. Em

[33], mum exemplo didatico, energia de Hartree-Fock para o modelo de Lipkin é

eserita come

Forr -1

] .
g cos(2er) — gxsin‘! (20r) cos(2¢) (4.76)

A equivaléneia entre as expressoes (4.73) e (1.76) pode ser verificada através de uma

transformagéo de varidveis niao canénica simples. Fazemos
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n = cos2a e 0=2¢ . (4.77)

As equagbes do movimento para esta dinamica (4.73) séo dadas por (e =1)

M= —%Hc; = x(1 - n2)sin(26) " (4.78)
b=, =1- 0s(20) (4.79)
= 87] ol = xnc . %

Impondo-lhes as condigdes de equilibrio 1) = § = 0 encontramos os pontos fixos

PS= = (no, o) = (l,:l:—;-arccos(i) , (4.80)
1 1 .
Parls = (770,90) = (—-1,:I:§arccos(§) 3 (481)
1 nrw ‘
PM = (no, o) = (;('a 5) € (4.82)
Bt =l ) s 22 (4.83
m—(?]o, 0)_ _X,T) 3 § )

onde n é um inteiro, cuja existéncia somete é permitida se x > X = 1, ou seja,
no regime rotacional. PM e Pm so, respectivamente, pontos de maximo e m{nimo

na energia, P.S e Ps sio os pontos fixos hiperbélicos das separatrizes do espaco de

fase.
A anilise do limite cldssico serd feita com detalhes no capitulo seguinte com o

sistema escrito em termos de dois graus de liberdade nas varidveis cartesianas (qiyp:)
Ainda em termos das varidveis de acio e angulo (n,0), podemos estabelecer de

maneira simples a conexao entre as érbitas clssicas e o espectro quantico para
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N grande. Em se tratando de um sistema hamiltoniano com apenas um grau de
liberdade, a quantizagdo das 6rbitas periédicas pode sempre ser feita por uma regra

de quantizagio do tipo Bohr-Sommerfeld ([36]). No nosso caso, teremos

RN /nmw 0(n)dn = 2mn (4.84)
n

onde S ¢ a agio das érbitas cldssicas (a integragio é feita sobre um periodo) , e n é
o rétulo do estado quéntico. A expresséo para f(n) pode ser obtida diretamente de

(4.73)

XN =5

e os limites de integracio podem ser obtidos em fungéo de y e Hy.

0(n) = iarccos\j = (Hd - U) ) (4.85)

As solugdes numéricas da integral acima, sio apresentadas no grafico da energia
em fungio de § = §/2J , Hay x S/2n (figura 4.1). Comparando com o espectro

quéantico para o mesmo valor de y, vemos que de fato esta é a curva para a qual este

é levado no limite N — oo.
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Figura 4.1: Energia versus acio (ambas devidamente escaladas) das trajetérias
cldssicas no espago de fase (1,0). O pardmetro de interacdo é y = 0.5
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo nos dedicamos a estudar quais sdo, efetivamente, do ponto de vista
qualitativo e quantitativo, as consequéncias da introdugdo das varidveis de flutuagdo
acopladas ds médias no espago de fase construido variacionalmente. Mostramos que
mesmo tendo o modelo de Lipkin uma dindmica quéntica ezatamente solivel e uma
dindmica cldssica integrdvel as corre¢ées qudnticas obtidas com os novos graus de
liberdade nos levam a uma dindmica cadtica. Este € o comportamente denominado
caos semiqudntico descrito recentemente em [14], [15] e [16]. Mostramos que mesmo
exibindo um comportamento cadtico a aprozimagdo semicldssica reproduz melhor
os resultados para a evolugio temporal do valor esperado dos operadores qudnticos.
Propomos um critério para quantificar tal propriedade e estimar a escala de tempo de
validade de ambas as aprozimagies (cldssica e semicldssica comparadas ao resultado
exato). Verificamos que as duas escalas apresentam a mesma forma. Mostramos
ainda que a destruicdo da estrutura geomeétrica dos toros invariantes permite que
para uma dada condigdo inicial classicamente confinada por uma barreira de energia
seja possivel observar no espago de fase a ocorréncia de tunelamento quantico. E
através do comportamento cadtico que este efeito qudntico se manifesta no espago
de fase. Caracterizamos o fenémeno em termos do pardmetro de expansio 1/J e da

energia da trajetdria semicldssica H,., mostrando numericamente que as transi¢oes
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através da barreira se tornam cada vez mais raras a medida que o limite cldssico vai

sendo atingido (J — 00) e ndo ocorrem neste limite.
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2.1 A Representacao Classica

A anlise da dindmica cléssica do modelo de Lipkin é mais simples quando feita
com o sistema escrito em apenas uma dimenséo (veja a referéncia [37]), entretanto,
nosso objetivo aqui ndo é estudar o limite cldssico do modelo, apenas, mas sim
comparéd-lo com a solucio semicldssica que inclui as varidveis de flutuacio. Por
esta razdo escolhemos a forma dada pela equacio (4.38). A analise que faremos

aqui é completamente equivalente & apresentada na referéncia ([9]). Dada entdo a
hamiltoniana classica
Ll o o Lo o2
Ha(ai, i) = ge{ 5(a8 +2) = 32 + )} + (51)
1 1
i { [§(Q3 - P2)5(4 - pf)] s prbqapa} ,

e suas equagoes do movimento

. € 1

Ga = —5Pa + X[0aqPs — apa(qf -, (5.2)
. ¢ 1 2 2

Pa = 5a = X [Pagrps + §qa(Qb ~ )] (5.3)
; € 1 2 2 N
= 5P+ X[ apa — 5P(4a = pa)] (5.4)
. & 1 2 2 & i

Pb = =5 = X[Pedapa + G35 (05 = P)] (5.5)

verificamos que além da conservacio da energia, hd ainda o vinculoem N =< N >,

N = 0, (veja equagio (4.59)) que deve ser respeitado. Sem qualquer perda de
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generalidade podemos fixar esta constante do movimento em A =< N> /J =2
Desta forma existirad no espaco de fase uma e apenas uma trajetéria que satisfaca
este vinculo e que tenha simultaneamente uma dada energia H.. A existéncia destas
duas constantes do movimento nos permitird mostrar numa tnica secio de Poincaré
as trajetorias para qualquer energia a que o sistema tenha acesso considerando-se
um dado valor do pardmetro de interacio X. Usualmente as se¢des de Poincaré sio
utilizadas para o estudo de um fluxo no R", constituindo uma aplicacio difeomérfica
no R*~'. O fato de termos outra constante do movimento (além da energia) é que
confere as segbes que exibiremos na anlise clissica uma particularidade: a cada toro
encontrado na segdo , corresponde biunivocamente uma curva de nivel do sistema
escrito em uma dimens3o.

Todas as segées de Poincaré que exibiremos na anglise classica foram construidas
na superficie ¥ (¢, = 0) com o sentido das trajetérias dado por py > 0.
Nas figuras 5.1 e 5.2 mostramos duas se¢Oes para valores tipicos do pardmetro de
interagdo. Em 5.1 temos x = —0.5 < yei. Neste caso (Ix] < |xerit|) 08 toros inva-
riantes sdo todos do mesmo tipo e classicamente representam o aspecto vibracional
da interagdo. No limite ¥ — 0 os toros aparecem como circulos concéntricos na
se¢do de Poincaré. Neste regime, bem como para qualquer |x| < |xeri|, a energia
do sistema cldssico est4 restrita ao intervalo [Hy| < 1.0 independentemente do valor
atribuido ao parametro de interacio y. Estas trajetorias cldssicas estio em uma
correspondéncia biunivoca com as energias do espectro quantico calculado no limite
N = nc. Como mostramos no capitulo anterior (veja também a referéncia (38])
esta correspondéncia pode ser verificada numericamente através de nma regra de
quantizacao do tipo Bohr-Sommerfeld. Na figura 5.1 a energia dos toros cresce da
borda (Hy = —1.0) para o centro (Hy = 1.0) da seio de Poincaré (veja o espectro

quantico calculado neste mesmo regime exibido na figura 2.1). Mais interessante é o
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Figura 5.1: Secéo de Poincaré do sistema cldssico construida na superficie g, = 0
com o sentido das trajetérias dado por p, > 0 para x = —0.5 < |Xcrit|. A energia dos
toros apresentados cresce dos limites externos Hy = —1.0 para o centro Hy = 1.0

comportamento do sitema no regime |x| > |x.rit/, (veja figura 5.2) onde estdo presen-
tes ainda os toros chamados vibracionais (|Hy| < 1.0) mas ha também a ocorréncia
de outro tipo de toros, os rotacionais (ou deformados). Neste regime o intervalo de
energia acessivel pelo sistema ¢ dado por [Hal < (14 x?%)/(2x) e, portanto, agora
depende do valor dado ao parimetro de interagdo . Na figura 5.2 a regidio da secio
ocupada pelos toros vibracionais é rotulada por Evibe Emin € Emax séo, respec-
tivamente, os rétulos das regides onde estio as trajetorias com energias aBaixo do
regime vibracional —(14x%)/(2x) < Ha < —1,eacimadele 1 < H,; < (1+x2)/(2x).

Ainda na figura 5.2 estdo representados os toros com energias no limite entre as re-
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2.0

1.0

,0.0

1.0

Figura 5.2: Se¢do de Poincaré do sistema classico construida na superficie ¢, = 0

com o sentido das trajetérias dado por p, > 0 para y = —6.0 > [Xcrit|. Os detalhes
da figura estdo descritos no texto

gibes descritas acima. Trata-se das separatrizes S, (Ha=1) e S (Ha = —1) que
delimitam estas regides na secio de Poincaré. S, particularmente, define o topo da
barreira que separa as regides de minimo de energia. Mais uma vez, a associacio
com espectro quantico ¢ clara. As duas regides rotuladas por E;nin (on Emax) que
sao simétricas por nma reflexio no eixo p, = 0 (o 4. = 0) sao o analogo cldssico
dos dubletos que o espectro exibe para y > Xerit (veja a fignra 2.2 e a discussio
correspondente no texto). |

Os pontos fixos do mapa de Poincaré que correspondem as tra-

jetérias de minima energia, P™™M g™, pi™, i, p™™), e maxima energia,
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pmes(gnes, pnee, gmee pmaz) 3o dados respectivamente por:

pras (o,j:\/u - %),o, \/(1 + }1_()) , (5.6)

maz _ L1 {14x2
el = —-:?- ( ) 3 ' (57)

prin — (11/(1 & %),0,0, Ja- }1—() ) | (5.8)

com energia dada pot

com

min_l ]’+X2
o3 (122) »

Assim como os dubletos que observamos no espectro quéantico, podemos ver
imediatamente das expressdes acima que estas trajetérias somente existirao para o
caso |x| > |xerit|-

Esta andlise pode ser feita de maneira completamente equivalente através da
repesentacdo de estados coerentes, entretanto, h4 uma diferenca formal entre tal
descricio e a que obtivemos tomando o limite J — oo da dindmica semicldssica
Hse. Neste tiltimo caso a informagéo de que as larguras ndo evoluem no tempo estd

contida nas préprias equacdes do movimento. Temos

Jim Q. = JimQy=0 e (5.10)
Jim b= }LTOP" =0 . | (5.11)
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5.2 Aspectos Gerais do Comportamento Semi-
classico

Antes de estudarmos a dinamica semicléssica propriamente dita vejamos como
se divide ao longo do tempo, e em fungéio do pardmetro de expanséo, a energia total
da hamiltoniana semicldssica entre os diferentes termos que a compdem. Para o
caso em que as condigdes iniciais sdo escolhidas de maneira a minimizar a relagdo

de incerteza, Q;(0) = \/g e P;(0) = 0 (veja equagdo (3.75)) podemos escrever

Hei(9:(0), pi(0)) = Hac(a:(0), pi(0), Qi(0), P:(0)) . (5.12)

............. Classica
——— Correcoes
—— Total
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Figura 5.3: Evolugio temporal de H, (Energia Cldssica) ¢ H" (Correcdo) para a

condigdo inicial de incerteza minima (Q:(0), Pi(0)) = (\/-;-7,0) considerando varios
valores para o parimetro de expansio .J.
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Na figura 5.3 temos a evolugio temporal de H graficada separamente da evo-
lugéo da corregio de primeira ordem H™. Para crescentes valores de J as oscilagdes
em ambos os termos vio diminuindo na, amplitude, com HM) — 0 e H, — e

Para a evolugido do produto de incertezas encontramos um resultado qualitati-
vamente equivalente. Na figura 5.4 mostramos a evolucio temporal para o produto

AqAp para J = 2,4,8. A condicdo inicial (Qi(0), Pi(0)) é a de incerteza minima.

0-65 T T ¥ T " T
J=2
,_ ——— J=4 |
0.60 | — J=8
AgAp
0.55 |
0.50, 3

Figura 5.4: Evolucio temporal do produto de incertezas Aq,Ap, para diferentes
valores do pardmetro de expansio J. A condicfo inicial para as variancas é a de
minima incerteza. A integragio numérica das equagdes do movimento & feita com o
pardmetro de interagio x = 6.0

Vemos aqui tambhém que a amplitude das oscilagdes diminu para valores de .J cres-
centes, mas sempre o principio de incerteza é respeitado. Para J — o0, AgqAp — %
(constante), ou scja, no limite classico a evolugdo temporal para uma gaussiana
com incerteza minima é dada apenas pelas médias, ou seja, a evolugao de um estado
coerente neste limite é coerente (leva um estado coerente 3 outro). Resultado interes-

sante obtemos também para uma condigéo inicial (Q;(0), Fi(0)) tal que AgAp > L.
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Na figura 5.5 mostramos a evolucéo temporal do produto de incertezas neste ca-
so. Além de podermos verificar que a relacio de incertezas tambérﬁ é satisfeita (e
serd para qualquer condicio inicial), notamos que o comportamento para J = oo €
sensivelmente diferente do caso anterior.

Na figura 5.5(a) vemos que para valores crescentes de J o produto AgAp nio
tende para o seu minimo valor, mas sim para o seu valor inicial. Vemos também
que esta tendéncia fica nitida apenas para valores de J maiores, nos mostrando
que a condi¢fo de incerteza minima é de fato a situagdo mais adequada para uma
representagao do limite classico. Em 5.5(b), com uma escala de tempo vinte e cinco
vezes ampliada vemos que h, para J grande, um comportamento oscilatério global
que néo é amortecido neste limite, mas o ciclo desta oscilagio tem um comprimento
cada vez maior a medida que cresce J. Sendo assim, na escala de tempo em que estas
aproximagoes sdo vilidas (este assunto sera discutido em detalhes mais adiante),

vemos apenas a tendéncia do produto permanecer constante no seu valor inicial.
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Figura 5.5: Evolucio temporal do produto de incertezas Aq,Ap, para diferentes
g ¢ f

valores do parametro de expansio J. A condicio inicial para as varidveis de flutuacio
(Qi(0), Pi(0)) estd fora da condicio de incerteza minima, temos Ag,Ap, > % Em
(a) e (b) temos x = —6.0. A evolucio temporal na ltima figura é feita em uma

escala de tempo maior. As unidades de tempo sio sempre arbitrarias
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5.3 A Representacao Semicldssica: Inducio de
Comportamento Cadtico |

Discutiremos nesta secio com uma abordagem qualitativa, apenas, o efeito pri-
meiro da duplicagéo das dimensoes do espaco de fase devido & inclusio das varidveis
de flutuagdo quintica Q; e P; (veja equagdes (3.71) e (3.72)): ao considerarmos
a dinamica semicldssica dada pela hamiltoniana (4.37) com as equacées do movi-
mento (4.41)-(4.48) (lembrando sempre que fizemos v; = 0), a estrutura dos toros
invariantes encontrada nas secdes de Poincaré classicas, caracteristicas de sua in-
tegrabilidade, é destruida e o sistema dinimico passa a exibir um comportamento
cadtico. Esta integrabilidade é recuperada 4 medida que o parimetro de expansao
J vai sendo levado ao infinito.

As segdes de Poincaré que construimos aqui tem também uma particularidade.
O fato de estarmos tratando de um sistema com oito dimensdes e apenas uma
constante do movimento (a média do niimero de particulas A ndo é conservada
para valores de J finitos) nos imp&e uma grande limitagfo na andlise da dinimica
completa. O procedimento que adotamos foi escolher uma superficie (g5 = 0), uma
orientagdo (p, > 0) e tomar para a se¢do no plano (g,, Pa) 0s pontos que interceptam
esta superficie sem que se tenha imposto qualquer restricio aos graus de liberdade
(Qi, P;). Além do fato de que a dinamica das variangas respeita intrinsecamente
o principio de incerteza, nio temos na secio qualquer informacao a respeito delas.
liste procedimento nos é iitil para efeito de comparagao com a dinamica classica
discutida na primeira segéo deste capitulo.

Nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8 mostramos o comportamento da dinimica semicldssica,

através das se¢Ges de Poincaré construidas para J = 2y J=8¢eJ =12,
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Figura 5.6: Secéo de Poincaré sobre o plano (g,,p,) construida na superficie g, = 0
com p, > 0 para a evolugdo semiclassica (x = —6.0 > ). As condicdes iniciais
para as varidveis (); e P; sdo as de incerteza minima. Para as médias (g;(0), p:(0))
as condigdes iniciais sio as mesmas escolhidas para a secio de Poincaré clissica

construida para o mesmo valor de x (figura 5.2). Para o inverso do pardmetro de
expansao temos .J = 2 .
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Figura 5.7: Idem a figura 5.6, com J=8.
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Figura 5.8: Idem a figura 5.6, com J=12.
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As condigdes iniciais para as varigveis relacionadas s variangas siao escolhidas na
condi¢do de minima incerteza. Para as médias (¢i(0),p:(0)) temos as mesmas con-
digdes iniciais escolhidas na figura 5.2. Desta maneira 4 medida que o efeito dos graus
de liberdade qudnticos vai sendo levado & zero com o parametro de expansio J, o
padréo da se¢ao de Poincaré cldssica para o mesmo valor de x vai sendo recuperado.
Este comportamento é qualitativamente o mesmo no caso x =—0.5

As corregdes semicldssicas introduzidas através dos novos graus de liberdade
induzem o sistema a um comportamento cadtico. Este comportamento é fruto uni-
camente da escolha que fizemos para a matriz densidade gaussiana Fy quando reali-

zamos a aproximacdo de campo médio. Ele é um artefato da aproximacao. Mesmo

se tratando de um sistema cujo limite cldssico é regular veremos que a caoticidade
encontrada na dinamica semicldssica nio é um comportamento espiirio mas sim o
meio através do qual efeitos intrinsecamente quénticos, se manifestario no espagco
de fase.

O padréo de comportamento que observamos aqui ja fora encontrado em outros
sistemas como o oscilador harménico quértico, com uma dindmica efetiva (chamada
também de semiquéntica) obtida com base no teorema de Ehrenfest [16], e também
variacionalmente em [39].

Para situa¢des em que as condicées iniciais para os graus de liberdade quanticos
ndo é a de incerteza minima o comportamento das secoes de Poincaré projetadas no
plano (q,, p,) ¢ qualitativamente o mesmo. Entretanto o padrao cldssico apresentado
na fignra 5.2, neste caso, somente se recupera para valores mnito maiores de J. Nas
figuras 5.9(a) e (b) temos as secoes de Poincaré constriidas com a evolucao temporal
semiclissica para mma rinica condicio inicial para. as médias (variaveis clissicas)
(4:(0), pi(0)) (ambas comn os mesmos valores para os parametros J = 6 ¢ y = —6.0).

Iim (a) com a condicio de incerteza minima e em (b) fora dela. Neste tltimo caso, a
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area ocupada pelos pontos na se¢do é aumentada, mas ird para o mesmo limite que
em (a) quando J — oo (veja discussio relativa & figura 5.5). As regides, nitidamente
delimitadas, em que se encontram os pontos nas sec¢des sdo aquelas as quais o sistema
tem acesso, dados os valores de J, y e energia.

Em relagdo as variancas Aq e Ap h4 uma propriedade que deve ser notada.
Na figura 5.10 mostramos as secées de Poincaré construidas na superficie q, = 0
(¥), com p, > 0 onde marcamos a cada passagem do sistema por (X) com o sentido
correto, os valores de Age Ap. Tomando vérios valores de energia dentro do intervalo
permitido para x = —6.0, o resultado nos mostra que hé regides das secdes para
as quais'as variangas tém valores inferiores a Ay = \/g = 0.7 ou Ap\/g = 0.7,
caracterizando a evolugiio como a de um estado comprimido. Este resultado, obtido
em outro contexto, pode ser encontrado também na referéncia, [32).

Vemos na figura 5.10 que a drea acessivel pelo sistema nas se¢bes varia com a
energia, aumentando para energias préximas da separatriz (note que a separatriz
somente estd definida para o sistema cléssico H,, nio existindo para valores de
J finitos). Este comportamento também pode ser observado para as se¢bes em
que apresentamos as médias (g,,p,) (figura 5.8, particularmente) e reflete o fato de
termos para estas varidveis, quando a energia H,, = Hea(t = 0) é escolhida na regiso
onde esta no sistema cldssico a separatriz (5- ou Sy), um comportamento oscilatério

(Qi(t) x t,qi(t) x t, etc...) com amplitude maior.
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Figura 5.9 Se¢ao  se  Poincaré  para  uma  1inica condicao
inicial (g:(0),p:(0), Q:(0), Pi(0)) ( Ha(t = 0) = 0.2 ). Em (a) temos a condicio
de incerteza minima (Q;(0), P;(0)) = (\/5,0) e em (b) uma condigdo inicial que nio

a satisfaz (();(0), P;(0)) = (\/;j, 0.8). Os valores dos pardmetros J = 6 e y = —6.0

sdo 0s mesmos nas duas figuras.
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Figura 5.10: Secoes se Poincaré para as variangas Aqg x Ap, construidas na superficie
4o = 0 com p, > 0. As encrgias nas figuras sdo: (a)H,(t = 0) = =2.6 (b)Hua(t =
0) = =20 (c)Ha(t =0) = —1.2 (d)Hu(t = 0) = —1.0 (e)Ha(t = 0) = 1.4 (1 H,(t =
0) =22, com x = —6.0, J = 6. As condicdes iniciais para (Q;(0), (0)) sdo as de
minima incerteza.
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5.4 Evolucao Temporal de Valores Esperados:

Tempo de Validade da Aproximacio Semi-
classica

Uma vez constatado que a dinimica semiclassica do modelo de Lipkin exibe
um comportamento caético, e sabendo que este comportamento é alheio tanto &
dinémica classica quanto & dindmica quantica do modelo, uma questdo importante
surge naturalmente aqui. Mesmo tendo levado em conta as correlacoes de pares
< aa >, < bb >, < alal > < bbt > < ata > e < b1p >, além dos condensados
< a > e < b > ndo hd, em principio, qualquer razio para que necessariamente a
aproximagao gaussiana (semicldssica) seja capaz de reproduzir os valores esperados
dos operadores quanticos envolvidos na dindmica dada por H (eq. (2.5)). E preciso
saber se esta aproximacéio faz sentido quantitativamente. Para tanto comparamos
a evolugdo temporal exata do operador J, dada pela hamiltoniana quantica com as
evolugdes que obtemos das aproximacdes cldssica e semicldssica.

Para a evolugdo temporal exata calculamos numericamente os autovalores e au-
tovetores de H na base dos autovetores de .J,, [J, M >.

Temos a equacgio de autovalores

H|bw >= Eulth > (5.13)
com

|bn >=D" < ol M > [, M >
M

Para o estado inicial tomamos o estado coerente de Spin (veja equagdo (3.22))
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|2(t) >= "M Z(0) > 5 |Z(0) >= Y anCI M > |
n,M

onde

an =) < ZO)J, M >< J,M|p, >
MI

CH =< ¢u|lJ, M >

Assim, o valor esperado de J, calculado exatamente serd dado por

<L>we= Y oonCin O e Ea=Bdthy Mg 0
n,n',M,M'

(5.14)

(5.15)

Implementando numericamente este célculo podemos obter a evolugdo exata para

vérios valores de J = N/2 e do parametro de interacdo x. Para a evolucio da média

de J, segundo a aproximacio cldssica e semiclassica teremos simplemente

< >a () = 3@ + pt)?) - (e +pu(t))

< > () = 5007 + (1) = S0 + pult))}+

l .1 B o Bl _l 2 b

(14+2)2 (14 20,)?
8Qu(t)2  8Q.(1)? }

(5.16)

—_—
Ot
i
-1

N—

Por simplicidade, no cdlculo dos valores esperados acima escolhemos uma con-

di¢ao inicial (a mesma para as trés evolugdes) com < J, > (0) = 0. As condicoes

Iniciais serdo as mesmas em todas as figuras apresentadas nesta se¢ao.
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Na figura 5.11 graficamos < J, >, (t), < J. >a (1) e < J, >, (t) em funcio do
tempo. Podemos observar que qualitativamente o resultado obtido com a aproxi-
magao semicldssica estd mais préximo do resultado exato que a evolugao dada pela

dindmica cldssica, uma vez que esta tiltima apresenta somente oscilagbes harmonicas.

o
=N
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<JZ>(t) '0.2-"!\,‘",\‘\"‘ PO T T T A S B ‘»

00 20 40 60 80 10.0

Figura 5.11: Evolugao temporal da média do operador J, com y = —6.0 segundo a
dindmica exata (linha sélida), a aproximacao semicléssica (linha tracejada), ambas
com J = 4 e a cléssica (linha pontilhada). O tempo t é graficado em unidades

arbitririas.

Nas figuras 5.12(a) (x = —0.5) e 5.12(b) (x = —6.0) temos a evolucao para as
trés solncoes graficadas simntancamente para diferentes valores de J. Vemos que
a aproximacio gaussiana produz um resultado melhor para tempos suficientemente
ciurtos, embora a partir de nm certo instante (t = 7)) tanto < J, >, (1) quanto
< Sy Z4e (1) passam a oscilar fora de fase e com amplitudes mnito diferentes de

< Jy >ep (1), Vemos também que a proximidade entre as solucdes ao longo do
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Figura 5.12: Evolugao temporal da média do operador J, segundo a dindmica exata
(linha sdlida), a aproximagéo classica (linha pontilhada) e a semicléassica (linha tra-
cejada). K (a) o cdlculo é feito para y = —0.5 e em (b) com x = —6.0. O tempo
t ¢ graficado em unidades arbitrérias.
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tempo depende fortemente do valor do parametro de expansao J, sendo sempre
maior quanto também maijor for o valor atribufdo & este parametro. Particularmente,
no limite J — oo as trés solucdes coincidirio para qualquer instante ¢.

A questdo importante a ser discutida aqui se refere ao tempo de validade das
aproximagdes, ja que qualquer aproximacio semicldssica é vélida por um intervalo de
tempo sempre finito. Para darmos um significado mais preciso a expressao tempos
suficientemente curtos que empregamos no paragrafo anterior, vamos definir um
critério para que nos seja possivel avaliar quantitativamente o erro entre as diferentes
solugdes. Uma vez que estamos tratando de um fenémeno oscilatério cuja evolugao
sistematicamente passa por valores préximos de zero (< J. ><< 1) o critério que
se nos apresentou como o mais adequado est4d baseado na diferenca entre as 4reas

das curvas que se quer comparar. Definimos

f‘ < Jz >exact (t)" < Jz >a_ppro;g (t)|dt
fl < Jz >exact (t)ldt

onde Agppror avalia o erro para a aproximacao semiclassica [(Aappras =, 86

Aajvproa: =

(5.18)

< Jz Sapproe (1) =< J, >4) ou para a cléssica (Bappres = lg a2 L e o—
< J; >a), ambos em relacio ao resultado exato.

Na figura 5.13 mostramos o resultado para o calculo de Ay, e A, em funcdo de
1/J calculados em diferentes intervalos de tempo: det =0 até ¢t = 10,20, 30. Con-
clufmos imediatamente que a forma da escala de tempo de validade das aproximacoes
¢ a mesma, linear com 1/.J, ndo importando o fato da aproximacao semicldssica pos-
suir um comportamento cadtico. Vemos também que o erro para evolu¢io temporal
de < J, > segundo a aproximagao gaussiana, num mesmo intervalo de tempo, é
sempre menor. Note que as retas em funcio de 1/.J apontam para a origem, nos
indicando que Ayppror — 0 quando J — oo,

Na figura 5.14 estimamos o tempo de validade Ty, estipulando de maneira arbi-
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traria um valor maximo para Aqppro, Aoz = 0.12 (12 %). Uma vez atingido este
valor a evolugao temporal é interrompida. Vemos que a evolucio semiclassica per-
manece proxima ao resultado exato, segundo este critério, sempre por um intervalo
de tempo maior. Vemos que sistematicamente a aproximagao semicléssica produz
um resultado melhor que o limite cléssico.

Vemos ainda na figura 5.12 que o valor atribuido ao parametro de interacdo
também exerce forte influéncia sobre a qualidade (tempo de validade) das aproxi-
magoes. Note que as escalas de tempo das evolucdes de < J, > para (y = —0.5) e
(x = —6.0) sdo bastante diferentes. Na tabela abaixo vemos que o ciclo de Poincaré
T, ou seja, o intervalo de tempo (médio) que o sistema precisa para que saindo da
segdao de Poincaré retorne a ela depende basicamente de X, apenas, quase nao se

alterando em fungdo de J. O tempo T}, para os trés casos foi calculado para uma

mesma condigéo inicial no regime rotacional || < 1.0, com uma média feita sobre

dois mil pontos da secio.

LJ‘ X I T, |
4 -6.0 | 2.1304
8 -6.0 | 2.1253

12 | -6.0 | 2.1251
500 | -6.0 | 2.1250
1 -3.0 | 4.5198
8 -3.0 | 4.4741
121 -3.0 | 4.4763
500 | -3.0 | 4.4824
4 -0.5 | 12,1811
! ~(1.5 | 12.2548
12 -0.5 ] 12.2707
500 | -0.5 | 12.284]

INFORMACAO /.
Mg

Comparando a tabela acima com os valores obtidos para o tempo de validade
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para a aproximagcao semiclassica (figura 5.14 com y = —0.5) vemos que ambos tém
a mesma ordem de grandeza. Para valores de J nao muito grandes onde a dinimica
cadtica é mais facilmente (qualitativamente) observada (figuras 5.6, 5.7 e 5.8), o tem-
po de validade da aproximacio é da mesma ordem de grandeza do ciclo de Poincaré.
Esta afirmagio, mesmo estando baseada em critérios arbitrarios (tanto do ponto de
vista da prépria escolha do critério que utilizamos para definir o erro quanto do valor
do mesmo que julgamos “aceitével”) nos leva & uma questao importante. O comﬁor—
tamento cadtico observado na dindmica H,, (caos semiquéntico) se estabelece para
tempos muito longos (¢ — o0), para os quais a descricio semiclassica da evolucéao
temporal dos valores esperados dos operadores quanticos néo faz mais sentido. Em

um trabalho recente [39] se estuda, também com base em uma solugio variacional,
0 comportamento semiquantico de um oscilador harménico qudrtico. A comparacao
entre as escalas de tempo para as evolugdes temporais também neste caso leva ao
mesmo resultado, entretanto, com base neste argumento os autores concluem que o
caos semiquéntico ¢ um comportamento espiirio, ou seja, o fato de surgir numa esca-
la de tempo em que a aproximacio n#o faz sentido (pelo menos do ponto de vista da
evolugao temporal dos valores esperados) lhe confere a qualidade de comportamento
anémalo, sem significado fisico. J4 vimos que o argumento encontrado em [39] tem
significado também aqui, entretanto, as nossas conclusdes serio bastante diferentes.

Mostraremos na se¢io seguinte que a aproximacio gaussiana ¢ capaz, globalmen-

te, de representar no espago de fase o tunelamento quéntico.
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Figura 5.13: Erro Aqapror Para a aproximacio classica e semicldssica calculado para
trés diferentes intervalos de tempo e graficado em funcio de 1/J. O pardmetro de
interagdo é dado por y = —0.5.
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Figura 5.14: “Tempo de validade das aproximacoes cldssica e semiclassica calenla-
do com o valor maximo do erro Alor = 0.12 ¢ graficado em fungio de 1/J. O
parametro de interagio é y = —0.5.
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9.5 Descricao Semicldssica do Tunelamento

Considere uma trajetéria cldssica com energia abaixo do regime rotacional. Na
figura 5.2 tais trajetérias evoluem sobre os toros das regides simétricas de minimos
de energia E,im (x = —6.0 , Hy < —1.0) . Com a evolucéo temporal descrita pela
hamiltoniana cldssica H. (equacio (4.38) o fendmeno de tunelamento é completa-
mente proibido, mesmo geométricamente, j4 que qualquer condigdo inicial escolhida
sobre um toro nesta regifo tera, sempre, sua evolugdo temporal confinada i este
mesmo toro. Entretanto, com a inclusio dos novos graus de liberdade (Q;, P;), re-
lacionados as flutuagdes quanticas, como corregoes a dinamica cldssica, emerge o
comportamento cadtico e a geometria dos toros invariantes nio é mais observada.
Iremos explorar aqui as consequéncias fisicas deste comportamento.

Na figura 5.15 mostramos as secées de Poincaré para uma unica condicdo inicial
(¢i(0),p:(0)) (e incerteza minima), com energia ligeiramente abaixo da separatriz
S— (Ha( S-) = —1.0), tal que sua evolugio segundo H, estd restrita ao semi-
plano p, > 0. Considerando para a diniAmica semicldssica a condicdo inicial de
incerteza minima temos Hy = Hs:(0) e assim construimos as varias secoes com dife-
rentes valores do pardmetro J. O fato é que uma condi¢ao inicial que classicamente
esta confinada a um toro invariante, quando evoluida com as corre¢oes quanticas
(dindmica semicldssica) pode acessar a regizo de minima energia localizada no semi-
plano oposto. Note que para J = 12 os pontos na secio aparecem apenas no mesmo
semiplano em que fora escolhida a condicio inicial. A razio para isso ¢ que nes-
te caso ao sistema nio foi dado tempo suficiente para que uma primeira {ransicao

ocorresse.  Para qualquer condicio inicial escolhida com as mesmas consideracoes
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Figura 5.15:  Secoes de Poincaré construfdas com uma tinica condicdao inicial

(q:(M).p,(0)) (e incerteza minima) com energia ligeiramente abaixo da separatriz
Ho(0) = Hoe = —1.2, x = —6.0.
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(Ha = Hse(0) < —1.0) tal transicio ocorrerd para algum instantante ¢, sempre, se J
for finito. Vejamos com um pouco mais de detalhe como ocorrem as trasices entre
as duas regides de minimo de energia. Na figura 5.16, com J crescente, mapeamos

o sinal de p,, Sign(p,) na secdo de Poincaré, em funcio do tempo.

0 0O
- | ] e Jo2

_20 L L . 1 L 1
0.0 500.0 1000.0 1500.0
t
Figira 5.16: Sinal da variavel p, Sign(p,) graficado em funcao do tempo. A energia
da trajetoria é Ha(0) = H,. = —1.2, com a condicio de incerteza minima nas
variaveis (Q; ¢ Pr. Temos y = —6.0. As linhas “verticals” indicam os instantes em

que ocorrem as transicoes .

Para mmn determinado valor de J, a cada ponto que APATECe NA SCCRO TNATCAMOS

Sign(pa)=-1 se p, < 0 ¢ Sign(p.)=1, do contrario. Podemos ver assim que por
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um certo nimero de iteragdes do mapa de Poincaré os pontos estao confinados
a uma das regides (a este intervalo de tempo chamaremos T.) e este niimero de
iteraces do mapa que ocorre entre uma transigdo e outra torna-se maior, em média,
a medida que aumentamos J, indo & infinito no limite J — oco. Dito de outra
maneira, o nimero de linhas “verticais” no diagrama Sign(pe)xt, que representam as
transi¢oes é diminuido, considerado o mesmo tempo total de integracdo das equacoes

do movimento, aumentando-se J.

20—,

10.0 - e—@ energia=-1.01 i
T | ®m——® energia=-1.1
®—@ energia=-1.2

Fignra 5.17: T[T, para virios valores de energia H,. abaixo da separatriz, graficado
em funcao de J, com y = 6.

O tempo necessirio para a ocorréncia do tunelamento de Lrajetorias (a grandezs
fisica associada ao tunclamento serd descrita logo adiante) com energias baixas (da

ordem de meia altura da barreira) é muitissimo grande, tornando impraticdvel a inte-
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gragao numérica das equacdes do movimento com precisdo aceitavel. Mostraremos o
comportamento do intervalo de tempo entre as transicées apenas para energias pou-
co abaixo da separatriz S_. Escolhida uma condigdo inicial, contadas mil transicdes
Po > 0 < p, < 0, tomamos a média sobre o intervalo de tempo 7, (T.) compreen-
dido entre dois eventos consecutivos e dividimos pelo tempo médio necesséario para
iterar o mapa de Poincaré (T,,). O resultado assim obtido para crescentes valores de
J e vérios valores de energia est4 graficado na figura 5.17. Com a grandeza T. / i
nao pretendemos definir, com qualquer rigor, uma taxa de tunelamento. Trata-se
apenas de um meio para quantificar o fenémeno nesta representacao semiclassica.
O observédvel quantico associado as transicdes p, > 0 ¢ Pa< 08 Je=(lp+
J-)/2. O sinal do valor médio < J, > na secio de Poincaré é completamente

determinado pelo sinal de p,. Temos

1
Signl< J; 3] = Sign[i(qbqa + pupa) = Sign[pa] . (5.19)

O fenémeno que estamos a descrever aqui néo tem em sua esséncia a mesma na-
tureza do tunelamento quantico (o genuino), trata-se apenas de uma representacao
deste tltimo. Esta diferenca fundamenta-se no fato de estarmos trantando de um
sistema completamente deterministico H,, sendo alheia 3 ele a natureza probabilis-
tica do fendmeno descrito pela dinAmica quintica. Desta maneira, pelo menos em
principio, é possivel encontrar uma condicdo, necessaria e suficiente, sobre o espaco

de fase {gi, p;, Qi, P;} para que ocorram as transicdes .
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Capitulo 6

Conclusoes

Com base no principio variacional dependente do tempo realizado com uma mistura
estatistica gaussiana, efetuamos uma aproximacéo de campo médio para o modelo de
Lipkin SU(2) na qual os parAmetros variacionais associados is flutuagdes quanticas
sao acoplados a dindmica das médias e projetados sobre espago de fase de variaveis
canonicamente conjugadas. Mostramos que a dindmica semiclassica assim obtida
incorpora a dindmica destas flutuacées nos termos de ordem ndo nula da expansao
1/N em torno do limite cldssico N — co. Como consequéncia da introducao destes
novos graus de liberdade mostramos que mesmo tendo o modelo de Lipkin uma
dindmica quintica exatamente soliivel (sem que o espectro de energias apresente os
tragos tipicos dos sistemas quénticos que possuem analogos classicos nio integraveis)
e uma dinamica classica regular, as corre¢ées quanticas assim obtidas nos levam a
uma dinamica efetiva (semicldssica) cadtica. Este é o comportamente denominado
caos semiquantico descrito recentemente em [14], [15] e [16]. Mostramos que mesmo
exibindo um comportamento caédtico a aproximagao semicldssica reproduz melhor
os resultados para a evolucio temporal do valor esperado dos operadores quanticos.
Propomos um eritério para quantificar tal propriedade e estimar a escala de tempo

de validade de ambas as aproximacoes (cléssica e semiclassica comparadas ao resul-
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tado exato). Verificamos que as duas escalas apresentam a mesma forma (o erro
cresce linearmente em funcio de 1 /N). Mostramos ainda que a destruigio da estru-
tura geométrica dos toros invariantes permite que para uma dada condicao inicial
classicamente confinada por uma barreira de energia seja possivel observar no espaco
de fase a ocorréncia de tunelamento quantico. I através do comportamento caético
que este efeito quintico se manifesta no espaco de fase. Caracterizamos o fendmeno
em termos do pardmetro de expansio 1/J e da energia da trajetéria semiclassica
Hse, mostrando numericamente que as transi¢oes através da barreira se tornam cada,
vez mais raras a medida que o limite cldssico vai sendo atingido (N — o0) e ndo
ocorrem neste limite.

O formalismo que empregamos neste trabalho para a realizagdo da aproximacao
gaussiana estd inserido em um contexto mais amplo. Como brevemente discutimos
na se¢ao 3.3.1 a parte da matriz densidade total F' responsavel pela evolugao tempo-
ral das correlagoes , I/) pode ser escrita, através de uma expansao sistematica, em
termos da histéria passada da matriz densidade gaussiana Fy (aqui responsavel pela
geracao da dinamica semicldssica). Pode-se mostrar que a dindmica das correlacdes,
em termos de integrais de meméria (fungdes também dos pardmetros gaussianos),
pode ser também colocada na forma das equacdes de Hamilton [40]. Um passo se-
guinte ao que demos nesta contribuiciio seria o estudo do efeito da evolugao temporal
destas correlagbes quanticas sobre a dinamica semicldssica no espaco de fase. Na
barreira centrifuga responsdvel pela realizacio do principio de incerteza (cinematica
quantica) no espago de fase (equagio 3.73) o pardmetro de ocupagao v faz o papel
de momento angular. Acrescentando-se & essa dindmica a outra nio unitaria, dada
por I'', teremos 7 # 0 o que pode produzir efeitos interessantes, esperamos, também

na dinamica do tunelamento.

Iste trabalho, pretendemos, nio tem significado unicamente académico. No
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contexto da Iisica da Matéria Condensada, particularmente o das Heteroestruturas
Semicondutoras (onde além de ser possivel o estudo de propriedades fundamentais
da Mecénica Quantica, hd grande interesse do ponto de vista do desenvolvimento
de novas tecnologias), relatou-se recentemente [41] a ocorréncia de comportamentos
cadticos associados & propriedades quanticas de sistemas que sao classicamente in-
tegraveis. Um trabalho particularmente intressante refere-se & estatisticas de nivel
para um problema de pogo de potencial duplo que apresenta a estatistica de W igner
para a distribuigdes de primeiros vizinhos na regiao do espectro em que se encontra
o topo da barreira [42]. Um comportamento inusitado para um sistema classicamen-
te integravel. Acreditamos que o presente trabalho pode fornecer uma ferramenta

util para o estudo e compreensio deste tipo de comportamento, com uma possivel

realizagdo experimental.
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